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Abstrakt

Urovei trokovych mier je jeden z najdolezitejsich nastrojov mon-
etarnej politiky, o ktory po prijati eura prideme. Vplyva na ce-
ny dlhopisov a ostatnych derivatov trokovej miery. Autori kon-
vergenc¢ného modelu, sa zamerali prave na modelovanie trokovych
krajin pred prijatim eura. Vyvinuli model, v ktorom prvy faktor je
kratkodobé trokova miera konkrétnej krajiny. Druhym je eurdpska
urokové miera, o ktorej predpokladaju, Ze sa z dlhodobého hladiska
priblizuje k nejakej rovnovaznej hodnote. V préci sa zaoberame
kalibraciou tohto modelu. Porovname ju s kalibraciou ziskanou

Vasickovym modelom.

KItdéové slova:

konvergen¢ny model, tirokova miera, dlhopis, vynosové krivky
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Uvod

Urokova miera - cena pefazi vyjadruje kolko musi subjekt
zaplatit, ak si poziCiava, alebo kolko dostane pri poskytnuti poézicky.
Na finanénom trhu sa v8ak vo velkej miere obchoduje s ich derivat-
mi. Hodnota tychto derivatov zavisi prave od hodnot drokovych
mier. Pre Co najpresnejSie ocenovanie derivatov trokovych mier
potrebujeme modelovat vyvoj prave vyvoj trokovych mier.

Aktualnym modelom pre krajiny v procese pred prijatim eura
je napriklad aj dvojfaktorovy konvergen¢ny model, ktory v praci
porovnavame so znamym jednofaktorovym Vasickovym modelom.

Praca je rozdelena na styri casti. V prvej casti definujeme zak-
ladné pojmy, s ktorymi budeme d'alej pracovat. Druhéa ¢ast popisuje
modelovanie trokovych mier pomocou vseobecného jednofaktorového,
ako aj dvojfaktorového modelu. V tejto cCasti si odvodené par-
cidlne diferenciélne rovnice na vypocet ceny dlhopisu, ako aj prikla-
dy jedno- respektive dvojfaktorovych modelov. V tretej casti pred-
stevujeme konvergenény model z pohladu eurépskych a domécich
urokovych mier. Posledna cast pojednava o kalibracii modelu. Jej

obsahom su aj konkrétne vysledky nasej kalibrécie.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Zékladny derivat trokovych mier je dlhopis. Je to cenny papi-
er, v ktorom sa dlznik zavizuje majitelovi, Ze v stanovenom case
T vyplati nominalnu hodnotu a v dohodnutych c¢asovych obdobi-
ach mu bude vyplacat pravidelny drok, tzv. kupdon. V pripade
bezkuponového dlhopisu, ktorym sa budeme zaoberat, dlznik nevy-
placa pravidelny tdrok.

Ak uvazujeme diskontné trocenie, hodnota bezkupoénového dl-

hopisu je

F
(14 r,)"
kde P je cena dlhopisu, F' je jeho nominalna hodnota, r, je ¢asovo

meniaci sa urok. Bezkupoénovy dlhopis s nominalnou hodnotou F' =
1 sa nazyva diskontny dlhopis. Cena tohto cenného papiera zavisi
od okamzitého ¢asu t a od doby jeho splatnosti 7.

Pri spojitom trocenti je cena diskontného dlhopisu dané vztahom:

P(t, T) _ efR(t7 T)(T—t)

Y

pricom R(t,T') je spojita trokova miera na obdobie od ¢t do T'. Z
predoslého vztahu vieme vyjadrit spojity urok R(t, T'):



In(P(t, T))
— (1.1)

Toto vyjadrenie spojitého tiroku nam umoziuje vyjardrit krivku

R(t, T) = —

¢asovej Struktary trkovych mier, ak pozname ceny dlhopisov v Case
t pre kazda maturitu 7. Vynosova krivka alebo ¢asova Struktira
trokovych mier je zavislost urkovej miery R(¢, T') od maturity dl-
hopisu 7". Nakolko na dlhsiu dobu pozi¢iavame viacsinou s vySSim
urokom, predpokladame, Ze krivka bude rastiica. Krivka moze mat
aj klesajuci charakter a to pri ocakivani poklesu trokovych mier.
Zaciato¢ny bod tejto krivky predstavuje arok na velmi kratku dobu
a je definovany nasledovnym vztahom:

dIn(P(t, T))

T = 1T1£I}t R(t, T) = — 5T

00%2-
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Obrazok 1.1: Casova Struktira arokovych mier pre data BRIBOR-u v dhoch
30.3, 29.7, 28.9 a 31.12 2007

Pre ukidzku vyvoja trokovych mier na jednotlivé ¢asové tseky

pouzijeme trokové miery BRIBOR-u.



BRIBOR (Bratislava Interbank Offered Rates) je fixing tirokovych
sadzieb na trhu medzibankovych depozit. Vypocitava sa z koté-
cii referencénych bank predstavujicich aktudlne kétované sadzby k
11. hodine bezného dna. V sucastnosti je na Slovensku sedem ref-
erencnych bank. Pocita sa ako nevazeny aritmeticky priemer pri
odstraneni najvyssej a najnizsej kotovacej hodnoty pre kazdé koto-
vacie obdobie (1 den, 7 dni, 2 tyZdne, 1, 3, 6, 9 a 12 mesiacov) a
to v pripade, ze dant lehotu kotuju aspon tri banky. Na zaver sa
hodnota zaokrhli na dve desatinné miesta [5].

Nasledujuce obrazky predstavuji vyvoj tirokovych mier za obdo-
bia 1 den, 1 tyzden, 1 mesiac, 3 mesiace, 6 mesiacov a 1 rok po
poradi. Pouzijeme priemer bid a ask hodnoty, ktory prevedieme na
desatinné ¢islo. S touto priemernou hodnotou budeme pracovat aj

neskor pri kalibracii.
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Obrézok 1.2: Vyvoj arokovych mier BRIBOR-u v roku 2007



Kapitola 2

Modelovanie arokovych mier

V modeloch, ktoré si predstavime, budeme vychadzat zo stochastick-
¢ho vyvoja turokovych mier, nakolko sa aj v redlnom svete ukazu-
je ich ndhodny vyvoj. Na modelovanie tohto vyvoja sa pouzivaju
stochastické diferencidlne rovnice. Stochastickost vyvoja je dana
pritomnostou Wienerovho procesu w je vyjadrené stochastickost
rovnice. V diplomovej praci sa budeme zaoberat modelmi, ktoré

popisuji vyvoj okamzitej irokovej miery, r

2.1 Jednofaktorové modely

Jednofaktorové modely st najjednoduchsou formou modelovania -
rokovej miery. Model pozostéva z jednej rovnice, respektive z jed-
ného faktoru, ktory popisuje vyvoj okamzitej trokovej miery. Je
popisané spojitym Markovovskym stochastickym procesom, ktory

je dany nasledovnou stochastickou diferencialnou rovnicou:
dr =wu(r, t)dt +w(r, t)dz (2.1)

Deterministicky ¢len u dt vyjadruje okamzity drift procesu. Nahod-

nu zlozku predstavuje volatilita w dz, kde z je Wienerov proces.



2.1.1 Odvodenie PDR na vypocet ceny dlhopisu

V modeli predpokladame, Ze cena dlhopisu je zavisla len od okamzitej
urokovej miery r, aktuélneho ¢asu, ¢ a maturity, 7. Oznacme B(r, t)
cenu dlhopisu. Na odvodenie vyvoja ceny dlhopisu pouzijeme It6ovu
lemu [4]. Stochasticky vyvoj ceny dlhopisu je potom dany nasle-
dovne:

dB = (%—f +u %—f + %wz%) dt + waa—f dz (2.2)

Vydelenim tejto rovnosti cenou B dostaneme vyraz pre relativnu

zmenu 42
dB
5 = pup(r, t)dt + og(r, t)dz, (2.3)
kde
1 (0B OB 1 ,0°B
- (2 w2 sl 2.4
pa(r 1) B(8t+u8r+2w 87‘2) (24)
a
1 0B
O'B(T', t) = E'IUW (25)

Na hedgovanie s dlhopisom si vytvorime portfélio dvoch dlhopisov

s roznou maturitou 17 # T5:
e kiipime dlhopisy s maturitou 7} v celkovej hodnote V}
e predame dlhopisy s maturitou 75 v celkovej hodnote V5.

Potom hodnota nésho portfolia bude 7 = V; — V5. Ak ozna¢ime By,
By ceny dlhopisov s maturitami T}, Ts, tak pocet dlhopisov s ma-

turitami 7 v nasom portfoliu je g—ll a pocet dlhopisov s maturitami



Ty je g—z. Zmena hodnoty portfélia potom je

dr =dV; — dV, =
By By (2.6)

= [Vips(r, t, Th) = Vous(r, t, To)] dt+
+ [Viog(r, t, T1) — Vaop(r, t, Ty)|dz
Chceme vytvorit bezrizikové portfélio, ¢ize portfolio bez stocha-

stického ¢lena dz. To sa nam podari nasledovnou volbou:

t, T
‘/1 _ UB<T7 ) 2) T,
0—B<T7 ta TZ) - UB(T, ta Tl)
O-B(T7 ta Tl)
O-B(r7 ) TZ) - O-B(r7 tu Tl)

Dosadenim takto zvolenych hodnét V; a V5 do rovnice vyjadru-

(2.7)
V2 =

.

jucej zmenu hodnoty portfolia (2.6) dostaneme:

,U/B(Tu t7 TI)O-B(T7 t? TZ) _,U/B(T7 t7 TQ)O-B(T7 t? TI)
O'B(T, t? TQ) _O-B<r7 tu Tl)

dr == dt.
(2.8)

Bezrizikové portfélio musi zarobit bezrizikovi okamzita trokovi

mieru, teda musi platit
dr = r(t)r dt. (2.9)

Rovnice (2.8) a (2.9) maju rovnaké lavé strany, ich pravé strany pre-
to mozme dat do rovnosti. Ttuto vydelime ¢lenom 7 dt, a dostaneme:

,LLB(Ta t) TI)O-B(Ta ta TQ) _,LLB(Ta t) TQ)O-B(Ta ta TI)
O-B(r7 ta TQ) _O-B(Ta ta Tl)

=r(t) (2.10)
Prenasobime rovnicu vyrazom z menovatela a upravime na tvar
pup(r,t, Ty )op(r,t, Ts) — pp(r, t, Ty)op(r,t,T) =
=r(t)op(r,t,Ta) —r(t)op(rt, 1),
pup(r,t, Ty)op(r,t, To) — r(t)op(r, t,Ty) =

= luB(ra t? T2>UB<T7 t7 Tl) - T(t)JB<T7 t7 Tl)

10



Nésledne vydelime rovnicu sa¢inom og(r, t, T)og(r, t, Ty) ¢im

dostaneme

= 2.11
O-B(Ta ta Tl) O-B(Ta ta TQ) ( )

Vyrazy na lavej resp. pravej strane sa liSia maturitou. Kedze

maturity 77, T boli Tubovolné, z tejto rovnosti vyplyva,ze podiel
up(r, t, T)—r(t)
O-B(Tu 7(;7 T)

je nezavisly od maturity.

Zavedme oznadenie

up(r, t, T)—r(t)
op(r, t, T)

Ar, t) = (2.12)

Tato veli¢ina sa nazyva cena rizika pri trokovej miere r v cCase
t. Vyjadruje narast ocakadvanej okamzitej miery navratnosti dl-
hopisu na pridana jednotku rizika. Ak za ¢leny pug(r, t, T) a
op(r, t, T) vo vyraze (2.12) dosadime (2.4) a (2.5), postupnymi
tpravami dostaneme rovnicu pre funkciu B(r, t)

oB 1 ,0°B 0B
W_'—ﬁw W—F(U_)\M)W_TB_O’ pret <T. (2.13)

Koncovou podmienkou je B(r, T') = 1. Toto je parcialna diferen-
cidlna rovnica, ktora urcuje cenu dlhopisu pre vSeobecny tvar jed-
nofaktorového modelu. Zadanim funkecii u(r, t), w(r, t) a A(r, t)
dostéavame konktétne modely. Vyriesenim rovnice (2.13) dostaneme

hodnotu dlhopisu v danom modeli.

2.1.2 Priklady jednofaktorovych modelov

Najznamejsie a najpouzivanejsie st modely, v ktorych proces tirokove;j

miery r mé vlastnost "mean-reversion":

dr =k(0 —r)dt+o(r, t)dz, prex > 0. (2.14)

11



Deterministicka zlozka alebo drift modelu k(6 — r) ma vlastnost
"tahania'uarokovej miery r k dlhodobej rovnovaznej hodnote 6. Ak
je urokova miera r; > 6, proces je tahany "dolu"k 6, teda drift je
zaporny. Naopak, ak r; < 6, proces tahd trokovi mieru "hore",
vtedy je drift kladny. Sila tohto pritahovania je dané koeficientom
K.

Uvedieme teraz niekol’ko typov modelov:

Jedenym z prvych modelov, ktory sa pokusal vysvetlit vyvoj
trokovej miery, je Vasickov model (1977). Vyvoj troku popisuje

rovnicou:
dr=k(0 —r)dt+odz, prer,o>0. (2.15)

Drift kratkodobej arokovej miery, k(6 —r) zavisi od jej su¢asnej hod-
noty, r;. Volatilita modelu je konstantna. Okamzité Grokové miery
Vasickovho modelu mozu nadobudat aj zaporné hodnoty [4]. Tu-
to vlastnost, ako aj konstantnost volatility odstraiiuje CIR?* model

(1985). Vyvoj trokovej miery popisuje rovnicou:
dr = k(0 —r)dt + ov/rdz, pre k,0 > 0. (2.16)

Z pociatocnej kladnej drokovej miery sa nemodze stat jej hodnota
zapornou [3]|. Pridanie ¢lena /7 znamena, Ze volatilita stochasticke;
zlozky procesu zavisi od velkosti troku. Cim VAT je arok, tym
vacsiu volatilitu model predpoklada.

Existuji aj mnohé iné jednofaktorové modely. [tab.1]| Isttt mnozinu

z nich vieme zapisat v tvare

dr = (a+ pr)dt + or? dw (2.17)

3]
2Cox, Ingersoll, Ross [3]

12



Modely sa liSia v parametroch «, 3,~, p. Stochasticka zlozku maju
vSetky z nich. St vSak medzi nimi aj také, ktoré maji determini-
stickil zlozku nulova. Takéto modely predpokladaji vyvoj trokovej

miery za Uplne ndhodny.

model tvar

Vasicek dr = (a+ fr)dt + odw
Cox, Ingersoll, Ross (1985) dr = (a + pr)dt + or'/? dw
Geometric Brownian model dr = prdt + ordw

Cox, Ingersoll, Ross (1980) dr = or3/2 dw

Dothan dr =ordw
Brennan-Schwartz dr = (a+ fr)dt + ordw

Constant elasticity of variance model dr = frdt 4+ or” dw

Tabulka 2.1: Jednofaktorové modely

Chan et al. (1992) |[3] analyzovali modely tvaru (2.17), ktoré
zahfhaju viaceré zndme modely [ref na tab] pouZitim vSeobecne;
momentovej metddy. Pozili data vynosov jednomesac¢nych Treasury
Bills. Zistili, ze modely, v ktorych koeficient zavislosti volatility od
vysky turoku, v je v > 1 popisuju vyvoj kratkodobej urokovej miery

lepsia, ako modely s v < 1.

2.2 Dvojfaktorové modely ocenovania dlhopisov

Hoci jednofaktorové modely popisuju ¢asova Struktaru drokovych
mier dost dobre, si nedostatoné v popisovani spréavania sa z dl-
hodobého hladiska vyvoja trokovych mier. Toto vedie k dvojfak-
torovym modelom, ktoré zaradujeme do vécSej skupiny viacfak-
torovych modelov. Ukazuje sa, Ze viacfaktorové modely popisuju
spravanie sa ¢asovej Strukttry drokovych mier lepsie ako jednofak-

torové.

13



V jednofaktorovych modeloch bola celd vynosova krivka zavisla
od jedného stochastického parametra. V dvojfaktorovych modeloch
nam na zachytenie vyvoja modelovanej urokovej miery budu slazit

dve rovnice. VSeobecny tvar modelu je:

dr = wu.(r,s,t)dt +w,(r,s,t)dz, (2.18)

ds = wuy(r, s, t)dt + wy(r, s, t) dzs. (2.19)

V modeli st dva Wienerové procesy z; a 29, medzi ktorymi je kons-

tantna korelacia p.

2.2.1 Odvodenie PDR na vypocet ceny dlhopisu

V dvojfaktorovom modeli predpokladéame, Ze cena dlhopisu je zavis-
14 od okamzitej irokovej miery r, druhého faktora s, aktualneho c¢asu
t a maturity 7.

Nech B(r, s, t,T) je cena diskontného dlhopisu. Ako pri odvodeni
PDR na vypocet ceny dlhopisu vo vSeobecnom jednofaktorovom
modeli, aj tu pouZzijeme Itéovu lemu [4|. Potom stochasticky vyvoj

ceny dlhopisu je:

dB = a—B+u a—B+u 8_B+1w262_B+ wwGQ—BJrleag—B dt+
-\ ot " or *0s 2 " Or? P 0rds = 2 ° 0s?
0B 0B
+ w,«E le + wsg dZ2.
(2.20)

Predelenim tejto rovnosti cenou B dostaneme vyraz pre relativnu

dB.
zmenu B -

dB

I =pu(r, s, t)dt +o.(r, s, t)dz; +o4(r, s, t)dzy,  (2.21)

14



( t)_1 OB 0B 9B 1 282B+
AT 3, Blat " “ar T as T2 g
2
B
+ pw,ws 0 5 (2.22)
2 % 0s?
1 OB
t t) = —w,— 2.2
o.(t, s, t) Bwr o (2.23)
a
1 0B
= —Wg— 2.24
os(t, s, t) 7Ws P ( )

Na hedgovanie s dlhopisom budeme potrebovat dlhopisy s troma
roznymi maturitami 77 # Ty, # T3. Doévodom je pritomnst dvoch
stochastickych faktorov v modeli. Skonstruujme teda portfélio dl-
hopisov:

e s maturitou 77 v celkovej hodnote V7,

e s maturitou 75 v celkovej hodnote V5,

e s maturitou 73 v celkovej hodnote V3.

Hodnota nasho portfolia bude m = Vi +V5+ V3. Ak oznacime By, Bs,
Bj ceny dlhopisov s maturitami 77, 15 a T3, tak pocet dlhopisov s
maturitami 7} v naSom portféliu je g—ll, pocet dlhopisov s maturitami
T, je g—i a pocet dlhopisov s maturitami 73 je g—z. Zmena hodnoty
portfolia potom je
dr = dVi + dVo + dVs =
W Va Vs

—E'd31+§2-d32+§3-d33:

= Vip(Ty) + Vop(To) + Vap(T3)] dt+
+ Vi (Ty) + Vao,(Ty) + Vao,(Ts)] dz+
+ [Viog(Th) 4 Vao (T3) + Vio(T3)] dz.

15



Teraz potrebujeme vytvorit bezrizikové portfélio. Urobime to tak,

ze stochastické ¢leny polozime rovné 0. Dostaneme:

Vioo(Th) + Voo, (Tz) + Vso,(T3) = 0,

(2.25)
Vvlo-s(T1> + ‘/20-5(T2) + ‘/Z%O-S(TS) =0.
Zmena hodnoty bezrizikového portfolia teraz bude
dr = [Vip(T1) + Vap(To) + Vau(T3)] dt. (2.26)

Toto musi zarobit bezrizikovi okamziti trokovii mieru, aby nedoslo

k arbitrazi, teda musi platit
dr =r(Vi 4+ Vo + Vi) dt. (2.27)

Rovnice (2.26) a (2.27) majua rovnaké lavé strany, preto ich dame
do rovnosti. Od takto vzniknutej rovnice odpoéitame ¢len r(V; +

Vo + V3) dt. Upravenim ¢lenov rovnice dostaneme:
Vilu(Th) — 7] + Va[u(T3) — 7] + Va[u(T3) — 1] =0 (2.28)

Rovnice (2.25), (2.28), ktoré musia byt splnené v bezrizikovom port-
foliu, tvoria systém troch homogénnych rovnic o troch neznamych

(Vi, V2, V3). Maticovo zapisané:
o(Ty)  o(Ta)  o.(T3) Vi
os(T1) os(13) 0s(T3) Vo | =
pw(T) —r () —r w(Ts)—r) \Vs

(2.29)

o o O

Netrivialne rieSenie dostaneme vtedy, ked sa determinant systé-

mu rovna nule.

0'7«<T1) UT(TQ) O'T(Tg)
det | oy(T1)  oi(Tz)  os(T3) | =0
w(Th) —r p(ly) —r w(T3) —r
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Tato podmienka plati pre 17,15, T5. Toto ndm dava rovnost
p(t) —r=X(r, s, t)o.(t) + As(r, 1, t)os(t) (2.30)

Clen A, predstavuje trhovia cenu rizika na thu kratkodobych -
rokovych mier a A\; trhovi cenu rizika na trhu druhého faktora.
A a Ag st nezavislé od maturity. Trhova cena rizika vyjadruje
narast ocakavanej miery navratnosti dlhopisu na pridanu jednotku
rizika. 'V bezrizikovom portféliu je trhova cena rizika nulova. Ak
dosadime vyrazy u(r, s, t), o.(r, s, t) aos(r, s, t)z (2.22) do (2.30)

dostaneme rovnice pre funkciu B(r, s, t)

"ot 2o TP gras T 2 0 (2.31)
+ (ur — A )a—B+( - A )a—B— B |
u’f‘ T‘wT 87’ us SwS 85 r

Koncovou podmienkou je B(r, s, t) = 1. Zadanim funkcii u,., ug, wy,
Ws, Ar, As dostavame konkrétne modely. VyrieSenim rovnice (2.31)

dostavame hodnotu dlhopisu daného modelu.

2.2.2 Priklady dvojfaktorovych modelov

Model Brennana a Schwartza (1982) [3] uvazuje za druhy faktor
dlhodobt tirokovil mieru [, prvym faktorom je znovu kratkodoba
urokova miera r. Autori predpokladaji, Ze sa tieto dva faktory

navzajom ovplyviuji. Vseobecny tvar ich modelu je:

dr = o (r,,t)dt + u,(r, 1, t) dz, (2.32)

dl = au(r,Lt)dt + p(r, 1, t) dz, (2.33)
kde dz,. a dz; st standardné Wienerove procesy s konstantnou ko-
relaciou p medzi dz, a dz;.

Iné modely za druhy faktor zoberu niektory parameter z jed-

nofaktorového modelu, o ktorom predpokladaji jeho stochasticky
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vyvoj. Takymto prikladom je napriklad Fong a Vasickov model
(1991). Autori za druhy faktor zvolili volatilitu tirokovej miery. Vy-
chadzali z toho, ze volatilita je ur¢ujicou pri ocenovani aktiv:
dr = a(r—r)dt++vvdz (2.34)
dv = B(v—v)dt+&Vvda (2.35)

Druhy faktor je premenné, ktora stvisi s modelovanou trokovou

mierou. Tieto dva faktory sa navzajom ovplyviuju.
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Kapitola 3

Konvergenc¢ny model

Teresa Corso Santamaria a Eduardo S. Schwartz [10] vytvorili dvo-
jfaktorovy model popisujici ¢asova Struktiru trokovych mier Spe-
cidlne pre pristupujice a ¢lenské krajiny Eurdpskej menovej tinie

(EMU).

Konvergenény model je stochasticky mean-reverting model, ktory

tspesne popisuje proces kratkodobych tirokovych mier.

Uroveni urokovych mier vplyva na ceny dlhopisov a ostatnych
derivatov urokovej miery. Preto sa vyvija model, v ktorom prvy
faktor je kratkodoba tirokova miera konkrétnej krajiny, oznacovana
rq. Druhym je eurépska turokova miera, r., o ktorej predpokladaji,
7e sa z dlhodobého hladiska pribliZzuje k nejakej rovnovaznej hod-

note. Tymto sa zlepsi ocenovanie a hedging tychto instrumentov.
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3.1 Euro6pske trokové miery

Eurépske trokové miery, predstavujice jeden faktor modelu, riadi

prva cast definicie konvergenéného modelu.

3.1.1 Proces pre okamziti Grokovi mieru

Zadefinujme si teraz proces riadiaci eurépsku kratkodobu trokovii mieru

Definicia 1. Eurépsku kratkodobti tirokovi mieru riadi stocha-

stickéd diferencidlna rovnica:
dre = ce(d —r.) dt + o, dz,, (3.1)

kde ¢ je koeficient rychlosti prispésobovania a d je dlhodoba priemerna

aroven r..

Vsimnime si, ze parametre ¢, d, 0. zodpovedaju postupne parametrom
K, 0, 0 modelu (2.15). Eurépska urokova miera je teda riadena

Vasickovym modelom. Tento fakt vyuzijeme pri kalibracii modelu.

3.1.2 Ceny dlhopisov

Nasledujtuce tvrdenie hovori o ocenovani eurépskeho dlhopisu. Z
ceny dlhopisu, implikovanej nasledovnym tvrdenim, ziskame pomo-

cou (1.1) vztah pre modelové europske trokové miery.

Tvrdenie 1 (Ocenovanie eurépskych dlhopisov). Nech P(re,T) je
cena bezkuponového diskontného dlhopisu s nomindlnou hodnotou
1 jednotky europskej meny a dobou splatnosti 7. Nech r. si dané

procesom (3.1). Potom jeho cena je dand:

P(re,7) = exp[F(1) — r.G(7)], (3.2)
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kde

1 — exp(—cT)
c

F(r) = (G(7) - T)((f((fdc—2 Aeoe) = (02)/2) Uﬁ(iiﬂ)?

Doékaz. Checeme dokazat platnost Tvrdenia 1. V praci sme uz odvodili
parcidlnu diferencialnu rovnicu na vypocet ceny dlhopisu vSeobec-
ného jednofaktorového modelu (2.13). Dosadme do nej teraz konkrétne
tvary funkcii u,w, A. Za u, ¢o predstavuje drift procesu, dosadime

c(d —re); za w dosadime o, volatilitu procesu. Tymto dostavame:

2
—a—P L 28 P‘i‘(c(d—re)_)\eae)g_rp_rep =0 pre7>0 (33)

Toto je rovnica na oceniovanie dlhopisu, ktory sa riadi Vasickovym

modelom (3.1). Predpokladajme rieSenie v tvare:
P(r,7) = eFM=C0re — p(7) . ¢=C(Tre (3.4)

Dosadenim (3.4) do (3.3) ziskame par diferencialnych rovnic:

OF SR B
-5 (AeOe — cd)FG + §U§FG =0 pret >0 (3.5)
-
oG
———¢c-G+1=0 prer>0 (3.6)
or

so zaGiatoénymi podmienkami F(0) = 1 a G(0) = 0. VyrieSenim
rovnic (3.5) pre G(7) a F(7) a naslednym dosadenim do (3.4) pre

7 > 0 dostavame

(1 —ec7) Ohe 02
P pum —_— —_ —_— © J— R
(re,T) = exp [ . d . 5e2 Ie

, , (3.7)
OcAe O o: 9
_ (d - e 202) r 75 (1~ exp(er) ]
1 —e T '
Oznac¢me teraz G(7) = ———. Preusporiadanim ¢lenov mame:
c
Oche 02 o2 9
Plr) = exp |(Glr) =) (4 22 = 72 ) = 22062 - G|
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Upravou menovatelov exponentu dostavame:

(G() — 7)(c(ed — gede) — (02)/2)  02(G(7))?

P(re,7) = exp = - = o —1.G(7)
Oznacenim
_ _ (2 2 2
iy = (G0) = leled —00) ~ (@8)/2) _ oH(G(r)
c 4c
dostaneme

P(r.,7) = exp[F(1) — r.G(7)],

pricom pre F(7) a pre G(7) platia vysSie uvedené oznacenia [

3.1.3 Vlastnosti vynosovych kriviek

Casova sturktira turokovych mier, alebo vynosové krivka vyjadruje
zavislost trokovej miery R(7) od doby splatnosti dlhopisu 7. Tvr-
denie 1 nam determinuje jeho cenu. Toto nam postacuje na urcenie
hodnot modelovych trokovych mier R(7). (1.1)

Vypocitame si limitu takto dosiahnutych modelovych trokovych

mier. Chceme vypocitat

lim R(T) _ [F(T> — TGG(T)]

T—00 T

Pre prehladnost to vypoc¢itame postupne:

Jim G(r) = Jim () =P < |
lim F(r) = lim, (G(7) - T)(C(Cdc—2 o) = (02)/2) Uﬁ(iiT))Q _
o o eled = 00 — (o)D) g
T—00 c? 4c
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A teraz uz vyuzitim vysledkov ¢asto¢nych limit vypocitame:

1
Te—
lim R(7) = lim 4 lim —€ =
T—00 T—00 OO T—00 OO
OF(T)
U'H . . or __69}7(7-) _
= lim or i or
or
, [c(cd — oo X)) — (02)/2][—ce ™™ — 1]  o2e7%T
- Tll—>rgo B c? + 2 -
[c(ed — oeAe) — (02)/2]
4 TeAe O’? B
B c 2¢2 %

Tvar vynosovej krivky riadenej Vagickovym modelom moze mat rasticu,
klesajticu, alebo najskor rasticu a potom klesajucu tendenciu. Iné
tvary jej tvar nenadobuda [3]. Klesajucu tendenciu mozno vidiet v
nasledovnom obrazku 3.1.3. Znéazoriuje tvary vynosovych kriviek

pre rozne hodnoty trokovych mier.

0.1

2 4 B g 10 12 14 16 18 20

Obrazok 3.1: Eurépske vynosové krivky



3.2 Domace trokové miery

Doméce tirokové miery s spravidla troky konkrétnej krajiny, ktora
je v procese pred prijatim eura. Riadi ich druhé cast definicie kon-
vergenc¢ného modelu.

3.2.1 Proces pre okamziti irokovi mieru

Proces riadiaci domacu kratkodobt trokovid mieru

Definicia 2. Domaca kratkodoba turokova miera je stochasticky

mean-reverting proces dany stochastickou diferencialnou rovnicou:
de = [CL + b(’l"e — Td)] dt + 04 dZd, (38)

kde a, b, o4 su konstanty, r, je doméca trokova miera a r, eurdpska

arokova miera.

Procesy dr. a dry st korelované a koeficientom p, ¢ize dzydz, =
pdt.

Clen (re — rq) predstavuje zvrat ry ku r., b je rychlost tohto
zvratu. Ked je a = 0, tak drift je b(r. — r4), teda doméca tarokova

miera je pritahovana k eur6pskej urokovej miere.

3.2.2 Ceny dlhopisov
Nasledujuce tvrdenie pojednava o oceneni doméceho dlhopisu.

Tvrdenie 2 (Ocenovanie doméacich dlhopisov). Nech P(rq,r.,T) je
cena bezkuponového diskontného dlhopisu s nomindlnou hodnotou
1 jednotky domdcej meny a dobou splatnosti . Nech ry su dané
procesom (3.8) a 1. procesom (3.1). Potom cena tohto dlhopisu je
dana:

P(rg,re,7) = exp[A(T) — rqB(1) — r.C(7)], (3.9)
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kde

B(r) = 1—6X£(—b7’)
Ci) = bB(7)(1 —Cexp(—m'))

-
A(r) = B —2aB(7) + C(7)(=2cd + C(1)0? + 20.\.) +
+B(7)(2C (1) pogoe + 04(2Xq + B(T)04))
Doékaz. Checeme dokazat platnost Tvrdenia 2. V praci sme uz odvodili
parcialnu diferencialnu rovnicu na vypocet ceny dlhopisu vSeobec-
ného dvojfaktorového modelu (2.31). Dosadme do nej teraz konkrétne
tvary funkcii ug, te, Wy, We, AgaAe. Za ug, ¢o predstavuje drift pro-
cesu pre doméacu trokovi mieru, dosadime a + b(r. — r4), za ue,
¢o predstavuje drift procesu pre eurépsku trokova mieru, dosadime
c(d—r.), za wy dosadime o4, volatilitu procesu pre domécu trokovi

mieru a za w, dosadime o, volatilitu procesu pre eurépsku trokovi

mieru. Tymto dostavame:
[a+b(re —14) — Agoa| Pr, + [c(d — re) — AeOe] P+
+ %U?lprdrd + %Uzprere + p0ioePryr, — B —1aP = (3.10)
=0
Zaciato¢na podmienka tejto parcialnej diferencialnej rovnice je

P(rg,re,0) = 1.

Predpokladajme, Ze rieSenie méa tvar (3.9). Nahradenim parcialnych

derivacii v rovnici (3.10) a zjednoduSenim preusporiadanim ¢lenov
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rq a r. dostaneme:
rqoB(T)b+ B, — 1] + r.[C(T)c — B(1)b+ C,]+
+ [—aB(7) + B(1)A\gog — C(7)ed + C(7)Aeoe + %(7332(7')—1—
1
+ 50302(7) + C(1)B(1)pogoe — A;] =
=0
(3.11)

Vsetky tri vyrazy v hranatych zatvorkidch musia byt nulové. RieSe-
nia A(7), B(1), C(7) v (3.9) sa ziskaju integrovanim doleuvedeného
systému troch obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

0 = B(r)b+B,—1

0 = C(r)c— B(m)b+ C;

1
0 = —aB(7)+ B(1)\gog — C(7)cd + C(T) Ao + 50332(7) +
1
+§USCQ(T) + C(7)B(7)pogoe — Ay

s troma poc¢iatocnymi podmienkami

3.2.3 Vlastnosti vynosovych kriviek

Takisto ako pre eurépske aj pre doméace vynosové krivky vypocitame

limitu modelovanych trokovych mier.

lim R(r) = tim — AT ¢ g B0y 7€)

T—00 T—00 T T—00 T T—00 T
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Vypocitame si ¢iastocné limity:

l—e®™ 1
lim B(7) = lim —— = —
Jim B(r) = lim — b
lim C(r) = lim (1 —e ) =1
2
lim A(7) = lim % {_?a + (—2cd + 02 + 20\ )+
1 1
+E (QpO‘dO'e + 0g (2)\d + 50d>):| =
= 00

Ciastocné vysledky limit spojime, ¢im dostavame:

A B
lim R(7) = lim _Al) + lim raB(r) + lim reC(r) =
T—00 T—00 T T—00 T T—00 T
g1 2
<3 [—7@ 4 (=2¢d + 02 + 200 )+

1 1
+5 (Zpadcre + oy (2/\d + 5@))}

Vynosové krivky dané konvergenénym modelom mézu nadobudat
také tvary, aké vynosové krivky dané Vasickovym modelom nemozu
nadobudnut. M6zu mat napriklad najskor klesajicu, potom rasticu

tendenciu, ako je to vidiet na obrazku 3.2 na strane 28 .

3.3 Empirické vysledky autorov modelu

Autori v ¢lanku [10] porovnavaju Vasickov model s ich konveg-
renénym modelom konkrétne pre Spanielsky trh dlhopisov. Zistili,
ze konvergenénym modelom ziskali lepsie fitovanie namodelovanych
turokovych mier so skutoénymi trokovymi mierami.

Na odhadovanie parametrov konvergenc¢ného modelu trokovych
mier pouzili vSeobecnit metédu momentov. Tato metdda je odolna
voci neSpecifikacii spravania sa rezidui. Je vhodna na odhadovanie

systému rovnic, ktoré ziskame pouzitim iba urcitych momentov.
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Doméce vynosove krivky pre = 0,075

05 1 15 2 25 3

Obrézok 3.2: Doméce vynosové krivky

Vo svojej praktickej ¢asti prace autori za kratkodobé trokové
miery pouzili Spanielske medzibankové arokové miery na jeden mesi-
ac (priemerné hodnoty ich bid-u a ask-u). Pouzili tyZdenné data od
septembra 1990 do decembra 1997 pre dlhopisy s maturitami 1, 2,
3, 5 a 10 rokov. Celovo pouzili 1910 dét.

Ukézalo sa, Zze pri ocenovani bezkupoénovych dlhopisov st chy-
by mensie pouzitim konvergen¢ného modelu, ¢o predstavuje znacné

zlepSenie v obchodovani s dlhopismi, nakol'ko st presnejSie ocenené.

28



Kapitola 4

Kalibracia Konvergenc¢ného

modelu

4.1 Euroépske tirokové miery
Ako sme uz spominali, tvar Vasickovho modelu je
dr = (a+ pr)dt + odw
respektive
dr =rk(0 —r)dt+ odw

Pricom vztah parametrov tychto dvoch moznosti zapisu modelu je :

ho=p
0 =-afp

Na to, aby sme mohli pouzit model, potrebujeme poznat jeho paramerte.

(4.1)

Vztahy na odhad parametrov «, (3, o vychadzaju z diskrétnej verzie
Vagickovho modelu, ktori si teraz odvodime.

Rovnicu vyjadrujicu modelovani trokovii mieru
dry = (a + Org) ds + o dwy,
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vynasobime ¢lenom e~#

e Pdr, = e (a+ frs)ds + e o dws,
e P dry, = ae P ds+ Be Pryds + oe ™ dwy,
e B dr, — ﬁe’ﬁsrs dr, = ae P ds+ ge ™ dw,.

Lava strana rovnosti je derivicia sucinu, ¢iZze moZzeme napisat
(e™Pr,)ds = ae ™ ds 4 oe P dw,

alebo

d
d—(eﬂs) = ae P ds + oe ™7 dw,
s

Tato rovnost zintegrujeme od ¢asu t — 1 po ¢as t:

t t t
/ e P, ds = / ae P ds + / oe P8 dw,
t—1 t—1 t—1

Nakol'ko o predstavujica volatilitu je konStantna, mozeme ju vyhnat

pred integral, mame:
o t
e Py, — e_5<t_1)r(t —-1)= —(e_ﬂ(t_l) —e )+ U/ e %% dw,
p -1
Rovnicu vynasobime vyrazom e* a vyjadrime z nej r,

t
r,=er_ 1+ %(eﬁ —1)+ ge P / e %% dw,
t—1

Ak teraz oznacime

t
€ = oe P / e P dwy,
t—1

tak dostaneme diskrétnu formu Vasickovho modelu
5 o
rt:ert,l—i—g—i—et pret=2,...N (4.2)

Rozdelenie ¢; vyplyva z vlastnosti Itbovho integralu (pozri [6]). €

st normélne rozdelené s nulovou strednou hodnotou a disperziou

e —1
20

d? =o?-

(4.3)
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Explicitne dané vztahy pre odhad parametrov «, §, o dostaneme
ako maximalne vierohodné odhady parametrov «, 3, o funkcie viero-

hodnosti diskrétneho Vasickovho modelu (pozri [1]).

() (S (S ) )

f= N N N 2
() (%) - ()
=2 —2 =2
N N

N Z ry — eﬁ Z Ty—1 (4-4)

4 5 t—2 t—2

ef —1 N
>
—2
L1 2B N
T TN @ ;(Et)’

. eB—l

kde g, = 1, NG ‘Ty_1 — G- ————. Vyuzitim vztahov (4.1) dostaneme

aj odhady k a 6. Vztahy (4.4) platia za predpokladu, ze ¢asovy in-
terval je jeden rok. My vsSak pracujeme s dennymi datami, preto
musime ziskané odhady «, 3, 0% vydelit ¢lenom 1/250. o teda vy-
delime \/m

Na odhady parametrov Vasickovho modelu sme pouzili 284 dat
BRIBOR-u od 1.12 2006 do 22.1.2007 pre kazdd dobu splatnosti,
ktora je v tabulke4.1 na strane 32. Odhady parametrov Vasickovho
modelu pre data FURIBOR-u za cely rok 2007 pouzijeme v konver-
gen¢nom modeli.

Nasledujuce obrazky vyjadruju zavislost driftu, x(6—r) od trokovej
miery, r pre rozne maturity. Drift v tomto pripade predstavu-
je ocakavany vyvoj uroku. Zavislost je klasajuca a vyraznejSie sa
prejevuje so zvicsujucou sa maturitou. Inak povedané s rasticim

urokom sa drift procesu zmensuje, vyraznejsie vSak pre dlhopisy s
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(0%

&

a

K

0

o/n | 38,20351898 | -1019,457441 | 0,408163039 | 1019,457441 | 0,037474364
1w | 48,15061924 | -1189,974292 | 0,219739187 | 1189,974292 | 0,040463579
1m | 53,74559524 | -1286,643089 | 0,135316047 | 1286,643089 | 0,041771953
3m | 56,6066609 | -1342,635691 | 0,105870978 | 1342,635691 | 0,042160849
6m | 58,0332099 | -1372,066795 | 0,093648727 | 1372,066795 | 0,042296199
12m | 59,44282164 | -1398,157287 | 0,083105236 | 1398,157287 | 0,042515118

Tabul'ka 4.1: Odhady parametrov Vasickovho modelu pre denné data BRIBOR

« 3 o K 0
1w | 52,68893062 | -1329,470361 | 0,113656868 | 1329,470361 | 0,03963152
2w | 52,25016303 | -1307,796129 | 0,125123843 | 1307,796129 | 0,039952835
3w | 51,40921576 | -1274,81888 | 0,142735845 | 1274,81888 | 0,040326682
1m | 50,99241834 | -1249,137383 | 0,158118466 | 1249,137383 | 0,040822106
2m | 51,32479221 | -1222,810583 | 0,175737174 | 1222,810583 | 0,041972807
3m | 51,81803166 | -1210,767809 | 0,184679978 | 1210,767809 | 0,042797662
4m | 52,66542856 | -1222,904176 | 0,17557417 | 1222,904176 | 0,043065867
5m | 53,48930936 | -1235,418411 | 0,166633554 | 1235,418411 | 0,043296513
6m | 54,34248987 | -1248,126616 | 0,158023436 | 1248,126616 | 0,043539244
7m | 55,07087101 | -1259,335813 | 0,150800185 | 1259,335813 | 0,043730092
8m | 55,7465254 | -1269,588403 | 0,144460528 | 1269,588403 | 0,043909132
9m | 56,38989826 | -1279,124854 | 0,138821753 | 1279,124854 | 0,044084749
10m | 56,93836742 | -1287,005714 | 0,13432597 | 1287,005714 | 0,044240959
11m | 57,39435076 | -1293,267389 | 0,130855665 | 1293,267389 | 0,044379338
12m | 57,81261093 | -1298,669205 | 0,127943598 | 1298,669205 | 0,044516811

Tabul'ka 4.2: Odhady parametrov Vasickovho modelu pre denné data FURIBOR

vascou maturitou.

Ked uz pozname parametre modelu, Iahko dostaneme namode-

lované arokové miery. Na to, ako nam tieto fitujua prislichajice sku-

tocné hodnoty trokovych mier nam posluzi acelova funkcia vazenych

Stvorcov rozdielov skuto¢nych a namodelovanych dat F'(\). Takyto
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Graf s driftami pre data Briboru
T T T

03

0.4 L I L L L L L L I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Obrézok 4.1: Zavislost driftu (0 —r) od trokovej miery r pre data EURIBOR-u

Graf s driftami pre data Euriboru
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Obrazok 4.2: Zavislost driftu k(6 —r) od arokovej miery r pre data BRIBOR-u

pristup bol pouzity aj v pracach [7], [8], [9].

Casova struktira urokovych mier pre Vasickov model je

1 —efr o?
_ . 1 — efT 2 4.
R(r) = oo+ (0= R =20 4 T (1 m e (4
kde
b\ 2
Re=0-22—-2_. lim R(r, 7) = Re. (4.6)

K 2/-{2 ’ T—00

R(r,7) je modelové trokova miera miera so splatnostou danou 7 pri
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okamzitej tirokovej miere 7.

Parametre x, 6, 0 uz mame odhadnuté z okamzitych drokovych
mier metdédou maximélnej vierohodnosti. Pre ddta BRIBOR-u sme
za okamZité drokové miery uvazovali hodnoty overnight, zatial ¢o
pre data EURIBOR-u to boli irokové miery na jeden tyzden. V rovnos-
ti (4.5) zostava parameter A, trhova cena rizika, ktorej hodnota este

nie je odhadnuta.

Trhovu cenu rizika odhadneme minimalizaciou tcelovej funkcie

FO) =YY wi;(R(ri, 7)) — Rij)?, (4.7)

i=1 j=1

kdei =1,..., N st dni, z ktorych méme dataa j =1, ..., m st doby
splatnosti. w;; st véhy prislusnych Stvorcov rozdielov modelove;
a skutocnej urokovej miery. V nasich vypoc¢toch sme polozili najskor
w; ; = 1, vahy st rovnocenné. Potom sme za vahy polozili 7 a na
zaver sme za vahy zvolili 72. S vahami rovnymi 72 budeme pracovat
aj v kalibracii konvergenc¢ného modelu.

Budeme hladat minimum ucelovej funkcie vzhladom na A.
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Predelime rovnicu dvoma a upravime ju na tvar

1 — e "7 2 1 — e KT
Zwm [x(l — L) + (Ti + 0—2)LJ — R@j] 'CL]‘ = O
I KT; 4k KT;

za x opat dosadime povodny vyraz a prenesieme posledny ¢len rovnos-

ti na lavej strane na druhu stranu rovnice

Z o o\ o2 ) 1 — e " N N o2\ 1—e "
W; - — - v+ —|— a;, =
-t K 2k2 KT 4K2 KT; 7
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preusporiadame vyrazy na lavej strane

oA 1 —e "
S| -2(1- 1557 ¢
— K /€Tj
Z,] P _y
)\(Zj
(o o? ) 1 —e " N N o2\ 1— e "
- - T - N —]
2k2 KT 4K2 KT J

= Z wz"jRi’j(Ij.

,J

Ak oznac¢ime

0 o? 1 1—e™ n L 0?2\ 1—e "%
ci=10—-— - ri+— | —
I 2k2 KT; 4K? KTj
tak dostaneme zjednoduseny zapis celej rovnosti v tvare
2 f— . . .. .

Y wighal + ) wieia; =Y wiRija,

2% 2% 2%
odkial dostaneme hodnotu minima funkcie F' pre
>y WigRijag — 7w jeija;

2 Wi

Teda dosadenim paramertov &, 0, 0 a Ay, do rovnice (4.5) dostaneme

)\min =

namodelované turokové miery, ktoré dosadime do tucelovej funkcie
v rovnici (4.7) Odhady trhovych cien rizika a prislusnych hodnot
ucelovych funkcii Vasickovho modelu pre data BRIBOR-u s vaha-

2

mi postupne w;; = 1, w;; = 7, w; ; = 7° st uvedené v tabulke4.3

na strane 37.

Obrazky 4.3, 4.4 a 4.5 vyjadruju zavislost ucelovej funkcie F'())
od trhovej ceny rizika A. Grafom je vzdy parabola, ktorej minimum
je hodnota ucelovej funkcie argumentu, ktory predstavuje minimal-
nu hodnotu A.

Toto bola kalibracia Vasickovho modelu metédou maximalne;j

vierohodnosti. Je znédme, ze iba parameter o je tymto spdsobom
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1 -4.1437
T | -3.5735
72 | -3.3562

Tabulka 4.3: Hodnoty Apipn @ pre w; j =1, w; ; =7, w; ; = 72
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Obrézok 4.3: Zavislost ucelovej funkcie F' od trhovej ceny rizika A Vasickovho

modelu s w; ; =1

odhadovany dostato¢ne presne, ostatné mozu byt znacne vychylené.
Preto sa v [1] odporuc¢a odhadovat metédou maximalnej vierohod-
nosti len o a ostatné parametre odhadovat len z vynosovych kriviek.
V dalsom postupe volime data z druhého polroka roku 2007, te-
da data od jula do decembra. Dovodom je zlozitejsia optimalizéicia
ako v predchadzajucom. Najskor zavedieme redukciu parametrov vo
vztahu (3.2) oznacenim « = cd — A.0..Touto redukciou ziskame nové
parametre x, ¢ a g.. Pocet parametrov sme zredukovali z povod-
ného poctu Styri na tri parametre. Ide o int redukciu, ako v [8], [9].
Na odhad pociato¢nych hodnét tychto parametrov z, ¢ a o, sme
pouzili metédu maximalnej vierohodnosti. Vy$li nam nasledovné

pociatocné aproximacie parametrov:
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Obrézok 4.4: Zavislost ucelovej funkcie F' od trhovej ceny rizika A Vasi¢kovho
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Obrézok 4.5: Zavislost ucelovej funkcie F' od trhovej ceny rizika A Vasi¢kovho

modelu s w; ; = 72
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Dalej optimalizujeme cez ¢ a x. Za optimalizaéni metédu sme
zvolili Cauchyho metodu najvicsieho spadu s vahami w;; = 72

Nage vysledky st zhrnuté v tabulke:

c = 14,8648
z = 0,69855

Optiméalna hodnota ucelovej funkcie tejto optimalizécie je F'(c, x, 0.) =

0.000209984.

4.2 Domace arokové miery

Pripomenme si tvar dvojfaktorového konvergenéného modelu

de = [CL"—b(Te—Td)}dt—i‘O'ddZd,

dre = c(d—re)dt + o dz..

V préci porovnavame Vasickov model s konvergenénym modelom.
Zaujima nas, ktory z modelov lepsie fituje doméace tirokové miery.

Zistujeme to porovnéavanim hodnot ich ucelovych funkeii.

F = Z Zwi,j(R(ri, Tj) — Ri,j>2, (48)

i=1 j=1

pricom vahy budt w;; = 7'32. Na zistenie hodnoty ucelovej funkcie

pre konvergenény model potrebujeme poznat namodelované hodno-
ty domacich trokovych mier. St dané vztahom

~In(P(ra,re, 7)) ‘

R(rg,re,7) =

Cena domaceho dlhopisu, P(rg4,r., 7) je uréena tvrdenim 2. Téato

zévisi od parametrov ¢, d, o., A, a, b, p, 04, Ag-
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Pripomenme, Ze sme v kalibracii eur6pskych trokovych mier za-
viedli redukciu parametrov. Zostali ndm parametre ¢, z, o.. Ich

optimalne hodnoty

c = 14,8648
x = 0,69855
o. = 0,0117086

pouzijeme pri kalibracii domacich trokovych mier. Este su tu
zvysné parametre a, b, p, 04, A\g, ktorych pociatoéné hodnoty este
nepozname. Zaved me redukciu parametrov nasledovnym zavedenim
nového parametra y = a — og)\y. Tymto mame teraz parametre y,
b, 04 a p. Pociatocné aproximéacie modelu sme odhadovali metdédou

maximalnej vierohodnosti:

by = 0,154135
o9 = 0,34237

4.2.1 VolI'ba pociato¢nych aproximéacii

Predpokladame, ze a = 0, p = 0, ¢ize volatility procesov st nekorelo-
vané. Pri tomto predpoklade odvodime aproximaciu funkcie max-

imélnej vierohodnosti.

drs = b(ré — rs) ds + o dw;

bs

Rovost vynasobime e, ¢im dostaneme

e” drg + be™r,ds = bebsrg ds + e dw,

d(e™ry) = be™r¢ds + oe™ dw,
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Zintegrujeme na intervale [t, ¢ + At]:
t+AE t+AL
PUFAL Ly — Py = b/ e™r¢ds + 0/ e dwy
t t

PouZijeme aproximaciu'-budeme predpokladat, Ze hodnoty r¢ st na

intervale [t, ¢ + At] konStantné a rovnaji sa ry. Potom
t+At t+A
ePEFAYL  A¢ — Py = brf / e ds+ o / e dw,
¢ :
a teda

t+AL
eb(t+At)rt+At . ebtrt _ Tte . (eb(t+At) . ebt) + J/ ebs dws.
t

Z vlastnosti Itoovho integralu [4] dosteneme, Ze rozdelenie inte-

t+At
ebs

. dwg je normalne, s nulovou strednou hodnotou a s

gralu

disperziou
t+At 1
/ e2bs ds = — (62b(t+At) . e2bt) ]
' 2b

To znamena, ze

Teonr = e—bAt T+ (1 . e—bAt)rE +o- e—b(t+At) N <O, % (eQb(t+At) . eth)) _

—bAt —bAt
=e re+ (1 — e P201f + €,

kde
o2
€~ N (0, 5% (1 — el_%m)) .
Potrebujeme este zaciatoént aproximéaciu parametra y. Zvolili
sme y = 0, ¢o zodpovedd a =0 a Ay = 0.
Vieme, Ze hodnota korelacie p € (—1,1). Parameter p neopti-

malizujeme, ale volime ho vo vypoctoch od —0.95 s krokom 0.05 do

1Poznamenajme, %e ide o podobny pristup, ako pri odvodeni aproximéacie procesu drs =
k(0 — rs)drs + ord dws, kde sa predpoklada, ze volatilita ord je na intervale [t,t + At]

konstantnd a rovné sa or)
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0.95. Tymto nam zostanu tri parametre, ktoré potrebujeme opti-
malizovat. Optimalizacnou metoédou je opéat Cauchyho gradientna

metoda najvacsieho spadu. Vysledky nasich optimalizacii pre rozne

hodnoty korelécie st zhrnuté v tabulke 4.4.

P F b y o4 poznamka
-0,95 0,0000400708 | 10,4261000 | -0,0232523 0,7585900
-0,90 0,0000263021 | 39,2855000 | -0,0498578 4,3069100
-0,85 0,0000259646 | 59,8988000 | -0,0506941 7,0801500
-0,80 0,0000271313 | 52,8511000 | -0,0504717 6,6882200
-0,75 0,0000293722 | 39,9673000 | -0,0482614 5,3216700
-0,70 0,0000283577 | 78,0801000 | -0,0536611 | 12,0898000
-0,65 0,0000288712 | 94,8836000 | -0,0537316 | 16,2108000
-0,60 0,0000608756 | 12,2157000 | -0,0381287 1,8798800
-0,55 0,0000252359 | 957,6240000 | -0,0434104 | 181,2980000
-0,50 0,0000300918 | 100,7010000 | -0,0336979 | 18,9540000
-0,45 0,0002413530 2,3470300 | 0,1075830 | -0,2974260 NPR
-0,40 0,0000317859 | 24,6522000 | 0,0021134 2,9532800
-0,35 0,0000773815 5,7258700 | 0,0522422 | -0,1323060 NPR
-0,30 0,0000277171 | 160,2390000 | 0,1154380 | -29,6741000 NPR
-0,25 0,0003982440 1,4439400 | 0,1316620 | -0,3880590 NPR
-0,20 0,0000221196 | 23,1822000 | 0,0365868 0,8173130
-0,15 0,0002435840 2,9150900 | 0,0901808 | -0,6004650 NPR
-0,10 0,0070525700 0,2737530 | 0,0545719 0,0575892
-0,05 0,0027106800 2,7575900 | 0,0725138 | -0,6138400 NPR
0,00 0,0000236211 | 29,7729000 | 0,0456789 | -2,2169900 NPR
0,05 0,0000216563 | 27,6405000 | 0,0417861 | -1,0660900 NPR

Pokracovanie na dalsej strane
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Tabul'ka 4.4 — pokracovanie z predchadzajicej strany

P F b y o4 poznamka
0,10 0,0001979750 3,1643900 | 0,0379017 | -0,5364760 NPR
0,15 0,0000264309 | 415,8680000 | 0,0975526 | 88,7734000
0,20 0,0000269487 | 189,5440000 | 0,0937352 | 33,5198000
0,25 0,0000268462 | 88,4281000 | 0,0881623 | 12,5121000
0,30 0,0000249079 | 104,2740000 | 0,0826741 | 11,6788000
0,35 0,0000241299 | 43,4571000 | 0,0777422 3,8434600
0,40 0,0000228876 | 36,5816000 | 0,0731756 2,5470700
0,45 0,0000222469 | 28,7724000 | 0,0682700 1,5279800
0,50 0,0000217704 | 27,3558000 | 0,0643487 1,1231000
0,55 0,0000214196 | 27,2719000 | 0,0603580 0,8370010
0,60 0,0000211976 | 28,2728000 | 0,0563441 0,6192370
0,65 0,0000210324 | 29,3197000 | 0,0561582 0,5857300
0,70 0,0000214030 | 24,4930000 | 0,0556305 0,4351720
0,75 0,0000209530 | 28,5315000 | 0,0533164 0,3887960
0,80 0,0000213650 | 24,0784000 | 0,0509489 0,2363190
0,85 | 0,0000208287 | 29,8003000 | 0,0487330 0,2003940
0,90 0,0000208681 | 28,5958000 | 0,0467402 0,1184650
0,95 0,0000208495 | 28,8381000 | 0,0449224 0,0582595

F - hodnota tcelovej funkcie, NPR - nie je pripustné riesenie

Poznamenajme eSte, Ze hodnoty parametrov b a o, musia byt

kladné.

Tabulka 4.4: Optiméalne hodnoty parametrov a ucelovych

funkcii pre rozne hodnoty p

Preto optimalizacie, v ktorych je aspon jeden z tychto

parametrov zaporny, budeme povazovat za nepripustné rieSenia. Zavis-
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losti optimalizovanych y, b, 0, ako aj prislusné hodnoty ucelovych

funkcif od korelacie p st znazornené v obrazkoch 4.6, 4.7, 4.8, 4.9.

0.1 T

-0.02- B

-0.06 I I 1 I I I I 1 I
-1

Obréazok 4.6: Zavislost parametra y od hodnét korelacie p
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Obrazok 4.7: Zavislost parametra b od hodnét korelacie p

Pre porovnanie Vasickovho modelu s konvergenénym modelom
sme domace trokové miery modelovali aj pomocou Vasicka. Poci-

atotné odhady modelu dry = ¢(d — rq) dt + 04dzq st odhadnuté
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Obrazok 4.8: Zavislost parametra o4 od hodnét korelacie p
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Obréazok 4.9: Zavislost ucelovej funkcie od hodnot korelacie p

metoédou maximalnej vierohodnosti. Dostali sme
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co = 328,053
oy =0,070798
Ty = 14,0479

Parameter x zodpoveda tomu z redukcie parametrov, teda x =

cd — \gog. Optimalizaciou sme dospeli k hodnotam

¢ = 36,4099
z = 1,56228,

pricom hodnotu o, sme uz dalej neoptimalizovali, nakol’ko meto-
da maximalnej vierohodnosti ju odhadla celkom presne. Optimél-
nou hodnotou tuéelovej funkcie tehto optimalizacie je F(c,z,04) =
0.000021024. Tuto hodnotu porovnavame s minimalnou hodnotou

ucelovej funkcie z tabulky 4.4.

optimalna hodnota aéelovej funkcie pre domace trokové miery
Vagickovym modelom: 0,000021024
konverganénym modelom:  0,0000208087

Rozdiel ucelovych funkcii z tabulky 4.4 je az na Siestom desatin-
nom mieste. MenSia hodnota je aj v tomto pripade ziskana konver-

genénym modelom.
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Zaver

Derivaty turokovej miery si, ako sme v uvode spomenuli vo velkej
miere obchodovatelnymi na finan¢nych trhoch. Ich hodnota zévisi
od tirokovej miery, ktort sme modelovali jednofaktorovym Vasickovym

a dvojfaktorovym konvergenénym modelom.

Cielom prace bolo porovnat tieto dva modely. Ziadnou volbou
parametrov v konvergenénom modeli nevieme dostat Vasickov mod-
el. Vasickov model nie je Specialny pripad konvergenéného modelu.
V porovnani modelov sme sa zamerali na to, ktory z nich lepsie fituje
realne data z pohladu fitovania vynosovych kriviek. Predpokladali

sme, ze nim bude konvergenény model.

Nas predpoklad sme ani nepotvrdili, ani nevyvratili, nakolko
vysledky modelovania boli velmi podobné. Ligili sa az na Siestom
desatinnom mieste. Toto v8ak nie je jedind moznost, ako modelo-
vat konvergenciu trokovych mier. V modeli by sme napriklad mohli
zvolit int, ako konstantnu volatilitu, pripadne by sa na modelovanie

urokovych mier mohol pouzit iny z konvergencénych modelov.
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