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Abstrakt

BELANOVA, Jana : Volatilita s dvoma moZngmi stavmi v modeloch cien akcid. [Diplo-
mova pracal. Univerzita Komenského v Baratislave. Fakulta matematiky, fyziky a in-
formatiky. Katedra aplikovanej matematiky. - Vedtuca : RNDr. Beata Stehlikova, PhD.
Bratislava: FMFIUK, 2009, 44.s

Vo finan¢nom modelovani hra Black-Scholesov model stéle vyznamnu tulohu, aj ked ne-
dokaze zachytit ur¢ité pozorované vlastnosti vynosov akcii. Je vSak snaha hladat modely,
ktoré by tieto limitacie Black-Scholesovho modelu nemali. Medzi takéto modely patri aj
model cien akcii s dvoma moznymi stavmi volatility, s ktorym sa zaoberam v tejto diplo-
movej praci. Cielom diplomovej prace je odhadnut parametre tohoto modelu pomocou
déat o vyvoji cien akcie a cien opcii a zistit ako dobre tento model zodpoveda skutoénym
cenam.

Krluacové slova: skryté Markovove procesy, model s meniacimi sa stavmi, cena opcie,
stochastické volatilita, EM algoritmus, evolu¢né stratégie.



Obsah

Uvod

1 Modely so stochastickou volatilitou

1.1 Motivacia . . . . . . . ..
1.2 Finan¢né derivaty . . . . . . . . ..o
1.3 Opcie . . . e
1.4 Black-Scholesov model . . . . . . . . . .. ... ...
1.5 Stochasticka volatilita . . . . . . . . . ... ...

2 Skryty Markovov proces s dvoma stavmi pre volatilitu

2.1 Markovov retazec . . . . . . . ...
2.2 Zmenastavu . . . . ... L.
2.3 Model pre vyvoj ceny akcie . . . . . ... ... Lo
2.4  EM algoritmus na odhadovanie parametrov . . . . . . ... ... ... ...
2.5 Pouzitédata . . . . . ...
2.6 Odhady parametrov. . . . . . . . ...

3 Cena opcie s Markovovym modelom

3.1 Ocenovacia formula . . . . . . . . .,
3.2 Pouzité data . . . . . . .,
3.3 Odhady . . ... . . . . e
3.4 Porovnanie cien . . . . . . ..

Zaver

Literatara

Prilohy

16
16
18
20
22
25
26

28
28
30
31
34

37

38

40



Uvod

V kazdom ¢asovom priebehu akcii mézeme vidiet urcity dramaticky zlom, ak ho sledujeme
dostatocne dlhé casové obdobie. Tieto dramatické zmeny moézu byt spdsobené roéznymi
faktormi. Z minulosti st zname pripady ako krach burzy cennych papierov v roku 1987
no aj rozne iné problémy na finan¢énych trhoch, taktiez vojny, zmeny vo vladnej politike
¢i nekompletné informacie. Tieto zmeny sa prejavuji narastom volatility, ktora urcity
Cas pretrvava a potom sa opéat vracia na nizku droven. Tito zmenu ale Black-Scholesov
model nie je schopny zachytit kvoli predpokladu konstantnej volatility.

Tieto pozorované vlastnosti podmienili vznik modelov s meniacimi sa stavmi. Modely
s meniacimi sa stavmi st schopné prispdsobit sa tymto vykyvom vdaka moZnosti zme-
ny volatility. Vyskum v uplynulych rokoch v tomto smere pokrodcil tak, Zze sme schopny
odhadnut parametre v tychto modeloch a ukazuje sa, Ze modely s meniacimi sa stavmi
dokazu lepsie charakterizovat ¢asovy priebeh ako modely len s jednym stavom. V tej-
to diplomovej praci sa zaoberam modelom s dvoma moznymi stavmi, v ktorom sa moze
nadobudat stav s vysokou alebo nizkou volatilitou. Hamilton [16] sa zaoberal takymi-
to modelmi a na odhad parametrov skonstruoval a maximalizoval logaritmicki funkciu
vierohodnosti zalozent na pravdepodobnosti zmeny stavu.

Tieto odhady nam okrem potrebnych parametrov, poskytuju aj pravdepodobnosti, ktoré
urcéuju, v ktorom stave sa akcia nachadza, t. j. ¢ v stave s vysokou alebo nizkou volatili-
tou. Zakomponovanie modelu s meniacimi sa stavmi do ceny opcie, ndm dava cenu opcie
zavislt od daného stavu. To znamend, ze ak sa akcia nachadza v stave s vysokou volatil-
itou, cena opcie bude pochopitelne nizsia (vzhladom na riziko) a naopak.

V prvej Casti sa venujem vysvetleniu zdkladnych pojmov z finanéného sveta, taktiez je tu
spomenuty Black-Scholesov model a jeho nedostatky. V dalsej ¢asti je uvedeny model pre
cenu akcie so zaclenenym obchodnym cyklom a taktiez je tu vysvetlené na ¢om je tento
model zalozeny a ako sa odhaduji potrebné parametre. V poslednej casti sa venujem
porovnaniu skuto¢nych cien opcif s opciami vypocitanymi pomocou tohoto modelu.



Kapitola 1

Modely so stochastickou volatilitou

1.1 Motivacia

Vyrazné zmeny v ¢asovom priebehu akcii moézeme vidiet v nasledujicom priklade, na
ktory poukazala vo svojej praci Guo [12]. Tu je zobrazeny pribeh kanadskej firmy Bre-X,
ktord sa zaoberala tazbou zlata. Raz narazili na nieco, ¢o vyzeralo ako velki zésobaren
zlata v Indonézii. Pochopitelne po tomto objave stupli akcie firmy ale uz chvilu nato
vyrazne stupla aj volatilita. Dévodom sa ukazalo byt to, Ze niektori I'udia vo firme vedeli,
Ze testy firmy ukézali, Ze toto zlato je falosné. Ked sa tato informécia dostala na trh,
firma sa rozpadla.

V tomto pripade volatilita vzréastla ako dosledok nekompletnych informéacii na trhu, t. j.
niektori udia vo firme vedeli viac ako ini a snazili sa tuto vyhodu zuZitkovat. Predavali
tym, ktori verili, Ze toto zlato je pravé (teda nevedeli vSetky dostupné informacie). In-
formécie na trhu su len zriedka, ak vobec niekedy, zdielané na trhu simultanne vSetkymi
a tento Casovy rozdiel moze vytvarat arbitrazne prilezitosti, ktoré nikdy netrvaja dlho a
stracaju sa akonahle maji vsetci vSetky informécie.
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Tento priklad ukazuje, ako vplyvaju nekompletné informécie na zmenu ceny akcie a volatil-
itu. Ale okrem informécii, ktoré nie st zdielané vSetkymi, vplyvaji na zmenu volatility aj
iné faktory ako napriklad vojny, zmeny vo vladnej politike ¢i akakol'vek finan¢na panika.
Prave kvoli tymto zmenédm v ¢asovych priebehoch, sa zacali modelovat ceny akcii pomo-
cou modelu so zakomponovanou informéciou o tom, v ktorom stave sa v danom c¢ase akcia
nachadza. Okrem akcii ukazuji podobné zmeny aj trokové miery a vymenné kurzy.

1.2 Financ¢né derivaty

Financ¢né derivaty st nastroje, ktorych hodnota zéavisi od prislusnych finanénych aktiv
ako napr. akcie, meny, urokové sadzby, vymenné kurzy, drahé kovy atd. Ich podsta-
ta spociva v tom, Ze vypisovatel derivatu sa zavéizuje v budicnosti plnit urcité vopred
dohodnuté podmienky. Ich rozvoj nastal koncom 90-tych rokov, kedy nestabilita na fi-
nan¢nych trhoch (fluktuacia cien akcii, trokovych mier a vymennych kurzov) sposobila
zvysené rizikéa pre investorov. Tieto problémy podnietili rozvoj finanénych derivatov az do
takej podoby, v akej ich pozname dnes. Finan¢né derivaty sluzia ako urcité zabezpecenie
proti velkym vykyvom v cenéach aktiv a tym padom aj proti velkym finanénym stratam.
Niektori investori ich ale tiez vyuzivaju na profitovanie z priaznivych pohybov na trhu na
tzv. Spekulativny zisk.

Zakladné typy financénych derivatov si opcie, forwadry, futurity a swapy.

Forwardy su najstarS$im typom na zabezpecenie sa proti riziku. Je to dohoda medzi
vypisovatelom forwardu a kupujtcim, ktora predstavuje pravo a stucasne povinnost
uplatnit forwardovy kontrakt na kupu resp. predaj aktiva v stanovenom case za
vopred dohodnutd cenu. Forward sa neuzatvara na burze, takZze jeho podmienky si
urc¢uju medzi sebou len kupujici a predavajuci.

Futurity su Standartizované kontrakty a predstavuji dohodu kupit resp. predat ak-
tivum (zahrani¢né meny, dlhopisy, atd.) v stanovenom ¢ase za vopred dohodnutu
cenu. Je to tzv. pevny terminovany kontrakt. Obchoduje sa s nim na burze, ktora
urcuje podmienky kontraktu ako napriklad minimalny obchodovany objem. Drzitel
futurity méa prévo, ale nie povinnost, tento obchod uskutocnit.

Opcie predstavuju pravo, nie vSak povinnost kipit resp. predat aktivum vo vopred
dohodnutom case za vopred dohodnutu cenu. Existuji dva zakladné typy opcii :
call a put opcia. Call opcia predstavuje pravo kupit a put opcia pravo predat.

Swapy st dohodou medzi dvoma alebo viacerymi partnermi o vymene urcéitého dohod-
nutého mnozstva penazi vo vopred dohodnutych terminoch v budtcnosti. Standard-
ne sa tieto obchody realizuji mimo burzy. Swapy sa daja vyuzivat na zabezpecenie
proti ur¢itym rizikam ako napriklad riziku drokovych mier alebo tiez na Spekulativny
zisk.



1.3 Opcie

Ako uz bolo povedané, opcie predstavuju préavo, nie v8ak povinnost kupit alebo predat
urcita ¢ast aktiva za vopred dohodnuti cenu (expiracné cena) vo vopred dohodnutom ¢ase
(expiracny ¢as alebo maturita). Toto pravo ziskava kupujici potom, ¢o zaplati vypiso-
vatelovi op¢nu prémiu. A potom uZ je len na majitelovi opcie, ¢ nechd opciu nevyuzitu
(t. j. necha ju vyprsat) alebo ju vyuzije a vypisovatel opcie ma povinnost urobit to, k
¢omu sa zaviazal. KedZe je uplatnenie opcie podmienené rozhodnutim majitela opcie,
zaraduja sa opcie medzi podmienené terminované kontrakty.

Opcie sa daju rozdelit na dva zakladné typy podla toho, kedy je mozné opciu uplat-
nit. Eurépske opcie su také, ktoré je mozné uplatnit len v expira¢nom case. Na rozdiel od
nich americké opcie je mozné vyuzit od ich vypisania az do expiracného ¢asu. S obidvoma
typmi sa bezne obchoduje na celom svete (Castejsie sa vyuziva americky typ opcie).

Podl'a toho, ¢i sa jedna o opciu, ktoré predstavuje pravo kupit alebo predat, existuju
dva druhy opcii. Call opcia dava jeho majitelovi pravo kupit aktivum, kdezto put opcia
predstavuje pravo predat aktivum za expirac¢ni cenu vo vopred dohodnutom expira¢nom
Case.

Investori a potencionalni kupci maju zaujem kupovat opcie, z ktorych mézu mat zisk,
preto je pre nich dolezité vediet aky zisk im dana opcia moéze priniest. Hodnota opcie v
expiracnom Case sa nazyva payoff. Ak cena akcie S v expira¢nom case T', na ktoru bola
opcia vypisana, je vyssia ako dohodnuté expiracna cena E, vtedy zisk pre majitela call
opcie predstavuje rozdiel medzi cenou akcie a expiracnou cenou. V opac¢nom pripade sa
neoplati majitelovi tuto opciu uplatnit, pretoZe by na tom stratil a teda bude mat zisk z
opcie rovny 0.

S—FE akS>F
W&ﬂ:{o ak S < E

takze pre call opciu plati : V(S,T) = max(S — FE,0).
KedZe put opcia predstavuje pravo predat, jej payoff funkcia vyzera presne naopak. Ak je
cena akcie S vyssia ako expira¢na cena F, tak pre majitela takejto put opcie to predstavuje

zisk rovny 0. Ak je vSak cena akcie S nizsia ako expira¢né cena F, méa majitel zisk rovny
rozdielu tychto dvoch cien.

E—-S akS<FE
W&ﬂ:{o ak S > E

takze pre put opciu plati : V(S,T) = max(E — S,0).
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Obrézok 1.2: Payoff funkcie

1.4 Black-Scholesov model

Pred zhruba 30 rokmi bol publikovany model na ocefiovanie opcii zndmy ako Black-
Scholesov model ! (1973). Vyrazne pomohol pri ocefiovani opcii a da sa povedat, ze
dodnes je to zakladny kamen pri oceniovani. Tento model prispel k zvySenému obchodova-
niu s opciami a k vytvaraniu novych derivatov na finan¢nych trhoch. Hodnoty, ktoré
dostaneme z Black-Scholesovho modelu sa liSia od tych redlnych kvoli zjednodusujicim
predpokladom, na ktorych je zaloZeny. Ale aj napriek tymto nedostatkom je oceniovanie
Black-Scholesovym modelom velmi popularne a rozsirené kvoli jeho jednoduchému pouzi-
vaniu a vysledky nam poskytuji aspon priblizna predstavu o cene derivatu.

Predpoklady, na ktorych je tento model zalozeny, su :

e bezrizikova tirokova miera je znama a konstantna,
e akcie nevyplacaji dividendy,

e neexistuju transakcéné naklady;,

e obchodovanie je spojité a v akomkolvek mnozstve,

e ziadna arbitrazna prilezitost.

Dalsim predpokladom je, ze cena akcie S sa riadi geometrickym Brownovym pohybom

% = pdt + odW,

1Za, prispenie k ocefiovaniu derivatov dostali Myron Scholes a Robert Merton v roku 1997 Nobelovi
cenu za ekonomiu. Fischer Black bol zial uz v tom ¢ase po smrti.
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kde W je Wienerov proces. PouZitim Itdovej lemy 2, dostaneme, Ze cena opcie V vyhovuje
stochastickej diferenciélnej rovnici

el ov 1, ,0%8 oV
dV_(at +“Sas+203 aSQ)dt+0535dW

Spolu s dalsimi predpokladmi, ktorymi st nulovy rast investicii, samofinancovatelnost
portfolia a podmienka nearbitraze, dostaneme znamu Black - Scholesova parcidlnu difer-
encialnu rovnicu

)% 1,.2020%V v _
E‘i‘iUSW—FTS% rV =0

V(S,T) = max(S — E,0)

pricom druhé rovnica predstavuje koncovit podmienku pre call opciu (ako bolo spomenuté
v predchadzajucej kapitole). VyrieSenim tejto rovnice dostaneme cenu pre call opciu :

Vearr, = SN(dl) — Ee_TTN(dQ)
d, - In(S/E)+ (r+0%/2)r dy — In(S/E) — (r+0%/2)1
o\/T ’ o\/T ’

kde 7 je ¢as do expirédcie a N je distribu¢na funkcia standardného normélneho rozdelenia.

Cena pre Put opciu sa da jednoducho ziskat pomocou put-call parity :
Veur = Vearr, — S+ Ee .
K nedostatkom Black - Scholesovho modelu patria (podla ¢lanku [10]) :

e Vlastnost asymetrickej leptokurtozy - rozdelenie vynosov je zoSikmené nalavo
a ma vyssi vrchol a tazsie chvosty ako normalne rozdelenie.

s
[l
— Hustota norm. rozd.
— Hustota z dat
13| 7
LT
= ]
e
[an]
[ T T T T T 1
015 -0.10 -005 0.00 005 0.10 0.15

Obréazok 1.3: Porovnanie hust6t vynosov firmy Apple. Udaje st za roky 2007 a 2008.

2Podrobné odvodenie sa d& najst v praci [20]
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Tabulka 1.1: Statistiky vynosov firmy Apple (1.1.2007-31.12.2008)
min max  strednd hodnota $t. odchylka Sikmost Spicatost
—0.19747 0.13019 0.000036436 0.031264448 —0.5097  7.1847

7 grafického porovnania hustoty realnych dat a normalneho rozdelenia je vidno, ze
v skuto€nosti ma vyssi vrchol aj tazsie chvosty a udaje v tabulke (tabulka 1.4) len
potvrdzuju vsetky tieto vlastnosti, vratane zoSikmenia.

e Vlastnost volatility smile - v Black-Scholesovom modeli sa predpoklada, Ze
volatilita je konStantna ale v skutoc¢nosti ma vlastnost "smile", t. j. je to kon-
vexna krivka expirac¢nej ceny.

054
052 4
05 A
0.48 4

volatilita

046 4
0.44 1
0.42 4

04

a0 110 130 130

expiracna cena

Obrazok 1.4: Volatility smile - tabulka s prislusnymi hodnotami v prilohe (tabulka 3.4)

e Zhlukovanie volatility - vysoké hodnoty volatility st zvy¢ajne nasledované vysoky-
mi a nizke nizkymi.

200

nizha

VDI“

WySoka vol.

¢
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Obrazok 1.5: Zhlukovanie volatility na cenach akcii firmy Apple 1.3.2008-1.3.2009
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1.5 Stochastickd volatilita

Analyzou redlnych dat sa zistilo, ze volatilita na finanénych trhoch nie je konstantna,
tak ako predpokladali autori Black - Scholesovho modelu, ale Ze sa ¢asom meni. Vlastne
uz v roku 1972 Black so Scholesom vedeli, Ze konstantna volatilita nezodpoveda realite
a napisali vo svojej praci [2]| (s.416), Ze je evidentnd nekonStantnost variancie a bude
potrebné sa tomuto problému dalej venovat.

Na ukéazku toho, ze volatilita sa ¢asom meni, posluzi napriklad graf historickej volatility
pre firmu Apple za obdobie rokov 1986 az 2008. Tato volatilita bola vypoc¢itana ako Stan-
dardné odchylka logaritmickych vynosov, prenasobena odmocninou z prevratenej hodnoty
¢asového kroku (v pripade nasich dennych dat v/250).

Prvy vrchol je z oktobra 1987 kedy krachla burza cennych papierov, druhy vrchol z roku
2001 bude pravdepodobne spdsobeny septembrovym teroristickym ttokom v USA a treti
vrchol z roku 2005 je tiez vysledkom teroristického ttoku vo Velkej Britanii. Nepochybne
bude v dalsich rokoch nasledovat dalsi vrchol spésobeny uz zac¢atou finanénou krizou,
ktora zacala v USA ale postihla cely svet.

1.2 T T T T
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Obrazok 1.6: Historické volatilita pre firmu Apple 1986-2008
Volatilita je ale skryty proces a aj ked ovplyviiuje ceny akcii, neda sa priamo zistit jej
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hodnota. Odkedy sa prislo na to, ze volatilita je stochastickym procesom, bola snaha
upravit Black - Scholesov model alebo vymysliet iny model tak, aby lepsie popisoval
realitu. Preto aj vznikla myslienka modelu s meniacimi sa stavmi, pricom v jednotlivych
stavoch je volatilita rozna. Jednym z tychto modelov je model s dvoma stavmi, ktoré
moze volatilita nadobudat. A préave skiimaniu tohoto modelu sa budeme d'alej venovat.
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Kapitola 2

Skryty Markovov proces s dvoma
stavmi pre volatilitu

2.1 Markovov retazec

V tejto kapitole vysvetlime pojem Markovovho procesu a podrobne sa zaoberame vlast-
nostami procesu s dvoma stavmi. Této kapitola je spracovanéa podla prac [4] a [8].

Markovov retazec! je stochasticky proces s markovovou vlastnostou. Tato vlastnost zna-
mena, ze budici stav zavisi len od sucastného stavu, a nie od predchadzajicich. Na
zaCiatku za¢neme z nejakého stavu a postupne prechddzame s danou pravdepodobnostou
z jedného stavu do druhého. Z predchadzajicej casti vieme, Ze €(t) je markovov retazec,
ktory vo vSeobecnosti moze nadobudat niekolko stavov a plati

Ple(t+1) =jle(t) =d,e(t —1) =k, ...) = P(e(t+ 1) = jle(t) = i) = pij.

pi;j sa nazyva prechodovd pravdepodobnost a je to pravdepodobnost prechodu zo stavu ¢
do stavu j. Dalej sa uz budeme zaoberat len nasim pripadom, v ktorom mézu nastat
prave dva stavy. Matica P pozostavajica z prechodovych pravdepodobnosti sa nazyva

prechodovd matica
P— P11 P21
P12 P22

Ak napriklad p;; = 1 potom sa z matice P stane horna trojuholnédkova matica a bude to
znamenat, ze akonahle sa proces dostane do stavu 1, uz nebude Ziadna moznost navratu
do stavu 2. V tomto pripade sa stav 1 nazyva absorbujici stav a Markovov retazec je
redukovatelny. Naopak Markovov retazec, ktory nie je redukovateIny sa nazyva nere-
dukovatelny (napriklad Markovov retazec s dvoma stavmi, kde p1; < 1 a pay < 1).

Nech prichod do stavu je riadeny Poissonovym procesom so strednou hodnotou A. Nech

'Markovov refazec je pomenovany podl'a ruského profesora Andreja. A. Markova, ktory bol znamy
pracou na teorii stochastickych procesov.
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pij(At) je pravdepodobnost prechodu zo stavu ¢ do stavu j na intervale dlzky At, potom
plati

e pravdepodobnost prechodu na intervale dizky At je AAt + o(At), pricom

o(At) 0
At—0 At -
e pravdepodobnost zotrvania v danom stave na intervale dlzky At je 1 — AAt + o(At)

Takze v tomto pripade bude matica prechodov P vyzerat nasledovne

(oA pa(AD Y\ 1T MAL+o(A) AAt+ o(At)

Dalej vieme, ze

Ple(t+At) =1 Ple(t) =1
(PEGEHN;—Qg ) :P(Pgegti_zg ) (2.2)

Ak oznacéime

_ [ Ple(t) =1)
P = ( pt =)
mozeme vztah (2.2) prepisat do tvaru
o 1T=XMAE NAE
P(t+ At) = ( MAL 1—)\2At>P(t)+O(At)’

Z toho vyplyva, ze

P(t+At)— P(t) = (P(At)—I)P(t)
— ( —Ai\lAAtt —)\)Q\QAAtt ) P(t) + o(At).

Ked polozime At — 0 dostavame

. P+A)-P) =M\ A
Jim, Af = a )P0

T = (2% )ro

Vyriesenim tychto diferenénych rovnic spolu s podmienkou, Ze za¢iname zo stavu 1, Cize
P(e(0) =1) =1, P(e(0) = 2) = 0, dostaneme nasledujice pravdepodobnosti

1

Ple)=1) = 575,00 = doem) (2.3)
1

Ple)=2) = 3y, Ot dae ),
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Limitné rozdelenie
P = lim P(t)

t—o00

je konstantné vzhladom na ¢, takze ‘fj—f =0 a teda

A A (0
(w )r=(0)

¢o nam spolu s podmienkou, ze P(e(t) = 1) + P(e(t) = 2) = 1 dava ustalené pravde-
podobnosti

. A2
tlirglo P(e(t)=1) = NN

: At
tlgg P(e(t) =2) = Ny

2.2 Zmena stavu

Tato kapitola je spracovana podla prace [3]. Zaoberame sa v nej dolezitou charakteris-
tikou procesu, ktorou je ¢as, ktory proces zotrvava v danom stave.

Zmena stavu je nadhodnou udalostou, je nezavisla a ¢asom nemenna. Oznacme po(t)
pravdepodobnost, Ze na intervale dlzky ¢ nenastane ziadna udalost. Je pochopitelné,
7e za nulovy ¢as nenastane ziadna udalost a kedZe st pravdepodobnosti nezavislé bude
platit, ze pravdepodobnost, Ze nenastane ziadna udalost za ¢as ¢t + s bude také ista ako
pravdepodobnost, Ze nenastane ziadna udalost pocas Casu t ani pocas ¢asu s. Takze
matematicky zapisané plati, ze :

po(0) = 1 (2.4)
polt+s) = po(t)po(s), t,s>0 (2.5)

Veta 1 Nech py : [0,00) — R* je spojitd klesajiica nezdpornd funkcia spliiajica (2.4),
(2.5). Potom plati

po(t) =e ™, A>0. (2.6)

Doékaz: Oznatme A = —Inpy(1) a na zaklade predpokladu o nezévislosti (2.5), potom
plati

Po(k?) = po(1)...po(1)
k

po(l) = po(l/nbpo(l/nz
1/n

po(l/n) = (po(1))"/"
po(k/n) = (po(1))¥/" =e*n



Tymto sme dokazali, ze (2.6) plati pre ¢ > 0 racionalne. Ale v predpokladoch méame, ze
tato funkcia je spojita, a tym padom (2.6) plati aj pre vSetky ¢ > 0 realne. O

Ak ozna¢ime 7 ako dlzku intervalu medzi dvoma udalostami potom pravdepodobnost, Ze
na intervale dlzky ¢ nastane aspoi jedna udalost (alebo inak povedané, Ze sa zmeni stav)
je

Pr<t)=1—-po(t)=1—e,

Distribu¢néa funkcia pre 7 je

)y = 2= e,

a priemerna dlzka medzi dvoma zmenami stavu je

o 1
E[r] = / TAe Mdr = .
0 A

Dl7ka intervalu medzi zmenami stavu ma teda exponencialne rozdelenie. Hodnota % pred-
stavuje priemernt dobu medzi udalostami alebo inak povedané A\ predstavuje priemerny
pocet udalosti za jednotku casu.

Zo vztahu (2.1) moézeme odvodit priblizny vztah medzi A\ a pravdepodobnostami pre-
chodov :

plg(At) ~ )\1At
A teda

D12
PN 2.7

N (2.7)
Na zaklade predchadzajiceho vztahu (2.7) vidime, Ze ak pravdepodobnost prechodu zo
stavu 1 do stavu 2 je napriklad p;o = 10% potom pri danom kroku At = 1/100 sa bude A

priblizne rovnat 10 (to znamend, Ze nastane 10 udalosti resp. prechodov z jedného stavu
do druhého).

Je pochopitelné, ze ¢im vyssia pravdepodobnost prechodov medzi stavmi, tym castejsSie sa
budi tieto stavy menit. Toto si ilustrujeme na nasledujucich prikladoch, kde pre pravde-
podobnosti bude platit, Ze sa rovnaji : p1s = po; a vezmeme postupne pio = 1%, p1o =
10% a 50%. Vygenerovanim stavov pre kazdu casovi jednotku, sme dostali nasledujuce
obrazky.
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N . N .
(] o= [ s Lo = o= 1

Obréazok 2.1: Pravdepodobnost prechodu p1s = po; = 1%

L] || —

[} o .= [ B 3 o= 0. = |

Obrazok 2.2: Pravdepodobnost prechodu pis = po; = 10%

[} o= 0. =3 [ = 0. = |

Obrazok 2.3: Pravdepodobnost prechodu pia = pa1 = 50%

2.3 Model pre vyvoj ceny akcie

Podl'a autorov Fuh, Wang a Cheng [9] za¢lenime do modelovania zmien ceny akcie X; aj
existenciu obchodného cyklu.

dXt == Xt/uLE(t)dt + the(t)thu (28)

kde €(t) je stochasticky proces, ktory urcuje stav obchodného cyklu a W; je standardny
Wienerov proces, ktory je nezévisly na e(t). Pre kazdy stav €(t) je parameter driftu s
a volatility o) znamy, a nadobtuda rozdielne hodnoty pre rozdielne stavy e(t).

Predpokladajme, Ze €(t) je markovov proces, ktory moze nadobudat niekolko stavov. V
tomto pripade prave dva stavy kedZe vieme, Ze obchodny cyklus moéZeme rozdelit na dva
rozne stavy.
e(t) = { 1 cyklus v expanzii
2 cyklus v kontrakcii

To znamena, Ze
e ak je cyklus v expanzii plati : €(t) = 1, pey = 1, 0y = 01

e ak je cyklus v kontrakcif plati : €(t) = 2, pery = po, Oery = 02
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Predpokladédme, ze o, # 0s.

Vdaka zakomponovaniu skrytého Markovovho procesu do Black-Scholesovho modelu,
parametre driftu a volatility nadobidaji rozdielne hodnoty v zévislosti od stavu skry-
tého Markovovho procesu. David [6] v praci Fluctuating Confidence in Stock Markets:
Implications for Returns and Volatility ukazal, Ze takyto model (2.8) méa vlastnost asy-
metrickej leptokurtozy, negativne zoSikmenie a negativnu koreléciu s budicou volatilitou.
A neskor Veronesi [21] v praci Stock market overreactions to bad news in good times...
ukézal, Ze takyto model je lepsi, na vysvetlenie vlastnosti cien akcii, ako samotny Black-
Scholesov model.

Nasledujice obrazky zobrazuju niekolko simuléci pre firmu Apple v ¢asovom obdobi
dvoch rokov a simulécie budtucich cien v priebehu nasledujicich dvoch rokov. Tieto
simulécie zacinaju vSetky z rovnakého bodu a to je hodnota akcie firmy Apple na za-
¢iatku roka 2007, ktora bola 83.8 a vSetky maju zaciatocny stav 1 (takze predpokladame,
ze na zaciatku roka 2007 budu akcie eSte rast). Parametre pouzité pri simuldciach su:
py = 0.7654, iy = —2.0657, 01 = 0.3333, 09 = 0.7646, p1; = 0.9840, peo = 0.9562. Postup,
akym sme tieto parametre odhadli z dat, je uvedeny v nasledujtcich kapitolach.

Simulacia priebehu cien Simulacia priebehu cien

g

na
]
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i} a
g 180 . o 200 E
© &
g g
3 100 - a 100 g
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t t
2 2
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w [ri]
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. .
2007 2008 2009 2007 2008 2009

t 1
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Obréazok 2.4: Simulacie cien akcif spolu s prislusnym stavom pre firmu Apple
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V pripade simulécii budicich cien naopak predpokladame, Ze sme na zaciatku v stave
2, kedze uz ceny akcii klesali urcity ¢as a oc¢akaval sa eSte dalsi pokles.

200

120

1&0

140

120

Cerg akoie

100

=0 1 1 1
Z2007 2002 2009 2010 2011
t

Obrazok 2.5: Simulacie budtcich cien firmy Apple

2.4 EM algoritmus na odhadovanie parametrov

Na to aby sme mohli tento model pouzit, potrebujeme vediet parametre ako stredné
hodnoty, volatility ¢i pravdepodobnosti prechodov pre kazdy stav. Na odhad tychto
parametrov pouZijeme algoritmus a software od Hamiltona [15], ktory bol publikovany
uz v roku 1989. Odvtedy bol vyuzity na odhady parametrov pre rézne modely. Napriklad
od samotného Hamiltona bol vyuzity na skiimanie obchodného cyklu resp. HDP [15], na
trokovii mieru [13] alebo aj vymenny kurz [14]. Dalej napriklad Galagedera [11] vyuzil
tento pristup na vynosy akcii a S&P idexu, taktiez Bialkowski [1], Fuh [10] a ini na vynosy
akcil.

Program je napisany v programovacom jazyku GAUSS. Existuje verzia programu, ktora
vyzaduje Gauss-ové procedury na numericki optimalizaciu (tu je potrebna este aj stcast,
ktora sa vola Ox Maximizer) a verzia, ktora ich nevyzaduje. V tejto diplomovej praci je
pouzita druhé verzia. Na spustenie tohoto programu bol vyuzity program OxEdit (verzia
5.10) respektive jeho stucast OxGauss (boli potrebné aj mensie tpravy podovodného pro-
gramu, aby bolo mozné tento program vobec spustit). Bolo potrebné aj dodanie jeho
stucasti M@Q@ximize, ¢o tvori isté prepojenie medzi Gauss-ovym programovacim jazykom a
Ox-ovym.

Tento algoritmus vyuziva tzv. EM algoritmus (Expectation-Maximization) - pod tym

sa rozumie algoritmus zlozeny z dvoch krokov: E-krok, v ktorom sa odhaduje stredna
hodnota z logaritmu danej funkcie a M-krok, v ktorom sa tato stredné hodnota maximal-
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izuje. Tto metodu aplikujeme na logaritmus vynosov akcii, ktory oznac¢ime r;

kde plati, Ze r; ~ N(uy,0?) ak sme v stave 1 a 7y ~ N(ug,03) ak sme v stave 2. TakZe
by sme to mohli zapisat nasledovne

Ty = Pe(t) + Oct) Lt

kde Z; mé Standardné normalne rozdelenie a €(t) je markovov proces a moze nadobu-
dat 2 hodnoty, t. j. 1 alebo 2. Napriklad €(t) = 1 pre t = 1,2,...,ty a €(t) = 2 pre
t =ty+ 1,tg + 2,..., kde tg je ¢as, v ktorom nastal ur¢ity zlom (resp. prechod). Teda
parametre potrebné na popis vynosov st variancia o2, stredna hodnota y a pravdepodob-
nosti prechodov py1, pee. Kedze €(t) je realizacia markovho procesu, plati :

Pr(e(t)) =jle(t —1) =t,e(t —2) =k, ...,r4_1,Tt—a,...) = Pr(e(t) = jle(t — 1) = i) = p;;.

Pravdepodobnost zmeny stavu zévisi teda len od predchadzajuceho stavu. Oznac¢me
mnoZinu parametrov 6 = (02,02, ji1, f2, P11, P22, T1, T2). Pre podmienent hustotu plati

1 _ (re—nj)?

202 .
e j pre j=1,2 (2.9)
V27o;

Predpokladéame, ze stav €(t) je generovany z nejakého pravdepodobnostného rozdelenia a
ozna¢me nepodmieneni pravdepodobnost

f(rile(t) = j; 0) =

P(e(t)=74;0)=m; pre j=1,2 (2.10)

Pricom na zaciatku predpokladame, Ze?

L —pjj

Ple(0) =50) = 5= — ~
i 53

pre i #j (2.11)

Pre kazdna udalost A a B je podmienena pravdepodobnost udalosti A pri udalosti B dana

P(AN B)

PUAIB) = =5

Ak predpokladame, Ze pravdepodobnost udalosti B sa nerovné nule, potom pravdepodob-
nost, ze udalosti A a B sa vyskytni spolu je

P(AN B) = P(A|B)P(B)

2odvodenie mozeme najst v praci [16], alebo mozeme jednoducho tito hodnotu poloZit rovnii 1/2 alebo
odhadnit pomocou metédy maximalnej vierohodnosti.
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Takze pravdepodobnost, ze r; bude v stave €(t) = j bude vyzerat nasledovne :
P(ry, e(t) = j; 0) = f(re(t) = j;0) P(e(t) = j; 0) (2.12)

a tato pravdepodobnost sa nazyva zdruzena hustota rozdelenia. Dosadenim dostaneme,

ze
_ (Tt—#j)2
7Tj 202

e i 2.13
V27o; ( )

Nepodmienent hustotu pre r; dostaneme sé¢itanim (2.13) cez v8etky mozné hodnoty j.

P(ry, e(t) = j; 0) =

flri;0) = ZP(n, e(t) =j;0) =

(re—np)? (re—p2)?
T I 2 I
- 2 g (2.14)

\2moq V2mwog

Tymto dostavame logaritmickt vierohodnostnu funkciu

L(0) =) log f(ry;0). (2.15)

Odhad parametrov 6 dostaneme maximalizéciou vierohodnostnej funkcie, pri podmienkach
m +m =1, 7 > 07 =1,2. Odhady parametrov vyzeraju nasledovne?® :

i rPle(t) = j\T’tSAé) 2.16

T ST P = ) A o

5t = ZtT=1(7";— /fj)QP(dt? = Jlrs ‘9)’ (2.17)
2= Pe(t) = lre; )

7 = > i1 P(d;) = Jlre; 6), (2.18)

by = S Ple(t) = g et — 1) = ifry; 0) (2.19)

g Ple(t = 1) = ilry; )

Tieto odhady dostaneme pomerne jednoducho derivovanim vierohodnostnej funkcie, prob-
lémom v8ak je, Ze tieto odhady st nelinearne, takze sa nedaju riesit analyticky pre 6 ako
funkciu {ry, ro, ..., 7 }. Hamilton preto zostrojil iterativny algoritmus na najdenie odhadu
maximalnej vierohodnosti. Tento algoritmus som pouzila aj ja vo svojich vypoctoch.

Predpokladajme teraz, ze vieme, ktoré pozorovanie pochadza zo stavu 1 a ktoré nie.

3podrobny postup odhadov je mozné najst v praci [16]
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Vezmeme P(e(t) = j|ry; 0) = 1 pre tie, ktoré pochadzaju zo stavu 1 a P(e(t) = jlry; 0) =0
pre tie, ktoré pochadzaju zo stavu 2. Potom odhad ji; bude predstavovat priemernd hod-
notu r; pre tie pozorovania, o ktorych vieme, Ze st zo stavu j. Vo vSeobecnosti ak pre
nejaké pozorovanie P(e(t) = j|ry;0) je medzi 0 a 1, potom 4i; bude vazeny priemer zo
vSetkych porozovani, kde vaha pozorovania r; bude proporcionalna k pravdepodobnos-
ti, Ze pozorovanie v ¢ase t bolo v stave j. Cim vécsia pravdepodobnost, Ze pozorovanie
pochédza zo stavu j, tym vacSia vaha pre pozorovania pri odhade i;.

2.5 Pouzité data

Na blizsie skiimanie som si zvolila firmy Apple, Oracle, Google a Amazon a ich akcie za
obdobie dvoch rokov (Januar 2007 - December 2008). Teraz sa budeme venovat iba firme
Apple, popis ostatnych firiem sa da najst v prilohe B.

e Apple

Firma Apple sa zaobra dizajnom a vyrobou elektronickych spotrebicov a softvéru pre
zakaznikov. Medzi najznamejsie produkty tejto firmy patri pocita¢ Macintosh, iPod
prehréava¢ a najnovsie aj iPhone, moderny mobilny telefén s dotykovou obrazovkou. Fir-
ma Apple je hlavne znama na americkom kontinente, no jej znak naktsnutého jablcka sa
postupne rozsiruje do celého sveta.

Na nasledujtcich obrazkov mézeme vidiet rozdelenie vynosov a priebeh cien firmy Apple
v priebehu rokov 2007 a 2008.

120

100+

4.1 4.05 o 0.05 0.1

Obréazok 2.6: Rozdelenie vynosov pre firmu Apple
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Obrazok 2.7: Priebeh cien firmy Apple v rokoch 2007 a 2008

2.6 Odhady parametrov

Na précu s tymto modelom potrebujeme poznat potrebné parametre. Pomocou uz spomi-
naného algoritmu od Hamiltona sme ziskali odhady jednotlivych parametrov pre kazdu
firmu s prislugnymi $tandardnymi odchylkami v zatvorke*. Tieto odhady st za obdobie
1.1.2007-31.12.2008.

Tabulka 2.1: Odhady parametrov
2

M1 M2 01 0% P11 D22

Apple 0.0031 -0.0083 0.0004 0.0023 0.9840 0.9562

(0.0012) (0.0045) (0.0000) (0.0004) (0.0()84) (0.0216)

Oracle -0.0030 0.0010 0.0017 0.0003 0.9535 0.9865

(0.004()) (0.0009) (0.0003) (0.0000) (0.0254) (0.0074)

Google -0.0054 0.0013 0.0017 0.0002 0.9579 0.9816

(0.0034) (0.0009) (0.0002) (0.0000) (0.0216) (0.0092)

Amazon | 0.0051 -0.0003 0.0054 0.0006 0.8593 0.9737
(0.0085) (0.0013) (0.0010) (0.0001) (0.0804) (0.0156)

4tieto odhady predstavuji odhady pre denné data, takze pri ich pouzivani som pouzila preskilovanie
t.j. prenasobenie y - 250 a o2 - 250.
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Obrazok 2.8 zobrazuje priebeh cien akcii a k nim prisliachajicich pravedpodobnosti, Ze
akcia sa v danom case nachadza v stave 1. Z tychto grafov moézeme vidiet, ze odhady
stavov su celkom dobré. Pretoze vidy ked cena akcie klesa, dostavame sa do stavu, v
ktorom je pravdepodobnost, Ze sme v stave 1 (t. j. v stave, v ktorom akcia rastie)
postupne priblizne rovné nule. Co spravne hovori o tom, Ze cena akcie klesa.
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Obrazok 2.8: Cena akcie spolu s pravdepodobnostou, Ze je v stave 1 pre firmu Apple
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Kapitola 3

Cena opcie s Markovovym modelom

3.1 Ocenovacia formula

Tymto modelom sa zaoberala Guo a vo svojej praci [12| Information and option pricing
z roku 2001 poskytla ocenovaciu formulu pre opcie s Markovovym modelom s meniacimi
sa stavmi. Uz o rok neskor ale autori Fuh, Wang a Cheng v préci [9] Option Pricing in
a Black-Scholes Model with Markov Switching uviedli svoje odvodenie pre tento model
(taktiez pomocou Laplaceovych transformécii) s konstatovanim, Ze ocefiovacia formula od
autorky Guo nie je spravna a obsahuje chybu.

V dalgich rokoch sa mi podarilo najst chybu v praci, ktord sa zaoberala ocefiovanim
takéhoto Markovovho modelu a to v praci autorov Choi a Wirjanto [5] A simple option-
pricing model with changing volatility z roku 2007. Ich chyba spoc¢iva v zle zadefinovane;
funkcii hustoty normélneho rozdelenia na strane 3. My sa teda budeme zaoberat odvode-
nou ocenovacou formulou pre eurépsku call opciu od autorov Fuh, Wang a Cheng. Tato
praca vSak tiez obsahuje jednu chybu a to pri definovani modifikovanej besselovej funkcie,
kde nemé byt faktorial pri gamma funkecii.

Model (2.8) uvedeny v predchadzajicej kapitole je bez arbitraze ale nekompletny. Na
zkompletizovanie trhu pouZijeme metodu, ktort predstavil Duffie (1986)!. Jej podstata
spociva v tom, ze predpokladé existenciu takého trhu v kazdom ¢ase ¢, ktory zaplati jed-
nu jednotku (napr. euro) v dalom case 7(t) = inf {u > t|e(u) # €(t)}, ked Markovov
retazec €(t) zmeni stav. D& sa to chapat aj ako poistovaci kontrakt, ktory kompenzuje
jeho majitelovi akikolvek stratu, ktora vznikne zmenou stavu. Pretoze ak by sa niekto
chcel zaistit proti strate C pri dalSej zmene stavu, bude drzat C takychto kontraktov na
zmenu stavu (change-of-state contract, COS).

Absencia arbitraze je ekvivalentna existencii pravdepodobnosti (), ekvivalentnej s P, pod
ktorou je cena akéhokolvek derivatu rovnéa ocakavanej diskontovanej hodnote budicich

L'17] DUFFIE D., HUANG C. F. 1986. Multiperiod Security Markets with Differential Information
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platieb. Takze proces pre cenu akcie X; bude mat tvar
L= (r = de)dt + X0 dWP (3.1)

kde thQ je Standardny Wienerov proces s rizikovo neutralnou pravdepodobnostou @) a
de(ty = T — Jte(r), kde dcy) predstavuje cenu zmeny stavu v case t. Ked sa zmeni stav v Case
t, rozdiel driftu a beZI'IZIkOVGJ urokovej miery r je ds — d; a v pripade, Ze tento rozdiel je
nenulovy, ¢ize dy # dy vznika arbitrazna prilezitost.

Ozna¢me T; ako celkovy ¢as medzi 0 a T, pocas ktorého €(t) = 1, zac¢inajic zo stavu i pre
i =1,2. Ozna¢me f;(t,T) pravdepodobnostnu distribuénu funkciu 7;.

Veta 2 Predpokladajme skryty Markovov model (2.8) a vezmime si rovnicu (3.1), COS a
bezrizikovi urokovi muieru r, potom bezarbitrazna cena eurdpskej call opcie s expiracniym
casom T a expiracnou cenou (strike price) K je

Vi(T, K,r) = Ele™" (X7 — K)"[e(0) = ]

—T‘T

p(In(y + K),m(t),v(t)) f:(t, T)dtdy, (3.2)

kde p(z,m(t),v(t)) je hustota normalneho rozdelenia so strednou hodnotou m(t) a dis-
perziou v(t),

mt) = n(Xo) + (do — m—%(f—%»ﬁwr—@—%ﬁﬂ’
v(t) = (0f — o))t + 03T,
¢ 1 _ (z=m(1))?
p(x,m(t), v(t)) = ——z;;;zgie o

ft,T) = e M5 (T —t) + e 2T 2N T 2(A Mot (T — 1))V?) +
M Aot

(T — t>1/211<2(A1A2t(T —1))"?)] (3.3)
fot,T) = e T6(T —t) + e 2T M\ I (2(M\ Aot (T — £))Y?) +
+ (W)l/%@(xmw — 1)), (3.4)

kde Iy a I, su modifikované Besselové funkcie

Z 2/2 2k
ET(k+a+1)
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Podrobnejsie odvodenie mozete najst v praci [10].

Poznamka: Ak py = pg, 01 = 09, m(t) a v(t) st nezavislé na ¢, potom sa rovnica (3.2)
redukuje na Black-Scholesovii rovnicu pre eur6psku call opciu, pozri [9].

Cena opcie teda zavisi od pociatoéného stavu a ak sa tento stav v priebehu casu nez-
meni, dédva tento model taku istd cenu opcie ako Black-Scholesov model pre dany stav.
Na obrazku 3.1 st modrou farbou zobrazené ceny opcii vypocitané pomocou Black-
Scholesovho modelu pre stav 1 a 2 a ¢ervenou farbou ceny opcii vypoéitané pomocou
Markovovho modelu s dvoma stavmi daného rovnicou (3.2). Vidime, Ze ceny opcii s
Markovovym modelom st ohrani¢ené cenami z Black-Scholesovho modelu [9].

cena opcie

0.z 0.4 0.6 (U] 1

Obrazok 3.1: Porovnanie cien opcii Black-Scholesovym modelom so skrytym Markovovym
modelom s dvoma stavmi. Parametre: Xo = 100, K = 115, A1 = Ay =10,d;1 =dy = 0,7 =
0017, g1 = 01, 09 = 0.2

3.2 Pouzité data

Tak ako v celej diplomovej praci, aj v tomto pripade sa budeme zaoberat firmou Apple a
konkrétne cenami jej opcii. Blizsi popis tejto firmy sa da najst v kapitole 2. No v tomto
pripade sa naSe data trochu zmenia, pretoze budeme brat obdobie od 1.1.2007 aZ po
3.4.2009, kedZe sa budeme zaoberat cenami opcii z posledného tyzdna t. j. 30.3.-3.4.2009
(tabulka 3.1).
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Uz z vyvoju cien za tento tyzden je vidno, ze cena akcie rastie, takze je predpoklad, ze
pocas celého tohoto tyzdna budeme v stave 1. Blizsi vyvoj za obdobie od zaciatku roku

Tabulka 3.1: Ceny opcii firmy Apple

cena akcie | datum | K =80 | K =90 | K = 100
104.49 30.3.09 | 28.18 19 11.8
105.12 31.3.09 | 28.18 17.88 10.5
108.69 1.4.09 29.5 20.6 12.85
112.71 2.4.09 34.2 23.95 15.45
115.99 3.4.09 36.27 27.15 18.35

2009 si pozrieme na nasledujicom vyvoji cien.

price

Obrazok 3.2: Vyvoj ceny akcie firmy Apple od Januara po Marec 2009

Po obdobi s vysokou volatilitou a s klesajicou tendenciou cien, to vyzera, Ze ceny za-
¢ali priblizne od polovice februara rast.

120

110

100

3.3 Odhady

Nato, aby sme ziskali ceny opcii z tohoto modelu, potrebujeme odhadnut niektoré parame-
Najprv odhadneme potrebné parametre ako aj prislusné stavy, v ktorych sa akcie
nachadzaju, pomocou Hamiltonovho algoritmu. Pomocou nich budeme vediet ur¢it cenu

tre.

Feh 09
time

opcie pre akciu s danym stavom (tabulka 3.2)
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Tabulka 3.2: Odhady parametrov pre firmu Apple (1.1.2007 - 3.4.2009)

2 2
H1 H2 07 09 P11 D22

0.0029 -0.0102 0.0006  0.0027  0.9904  0.9537
(0.0012)  (0.0055) (0.0001) (0.0005) (0.0063) (0.0246)

Potrebujeme este zistit parametre dq,ds. Hodnoty tychto parametrov dostaneme min-
imalizaciou rozdielu stvorcov skuto¢nej ceny opcie a ceny opcie z nasho modelu :

N

min Y (Veea — V(dy, dy))? (3.5)
didz

Problémom tejto funkcie je, Ze je nekonvexné a plocha v okoli minima, takze bezné mini-
malizacné metody pre tento pripad nebudua fungovat. No aj tak sme vyskiusali zabudované
minimaliza¢né metddy v programe Mathematica ale Ziadna z nich podla oc¢akavani nekon-
vergovala kvoli problémom s pocitanim gradientu (kedZze plochost funkcie sposobuje de-
rivaciu blizku nule). TakZe sme vyskusali hfadat minimum stochastickymi algoritmy,
konkrétne evolucénou stratégiou, ktorej nesporna vyhoda spoc¢iva v tom, Ze bezohladu na
tvar funkcie dokdze urcit jej minimum lebo pouziva pri vypocte iba funkéné hodnoty.
Otazkou vsak je ako presné toto globdlne minimum bude.

Enan

000

Enon

Obrazok 3.3: Priebeh minimaliza¢nej funkcie
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Evoluéné stratégie (pozri [18]) patria medzi prvé stochastické algoritmy (prva evolu¢na
stratégia bola vyvinuta v roku 1964 na Berlinskej Technickej Univerzite). Tieto stratégie
st zalozené na podobnom principe ako priroda (princip preZitia silnejsieho jedinca, muté-
cie a krizenie). Mutéacia predstavuje nahodntt zmenu a podstata evolu¢nych stratégii
spociva v tom, Ze novy jedinec je vytvoreny nahodne podla nasledovnej schémy

¥ =xz+ N(0,0).
Standardna odchylka ¢ sa v priebehu mutécii meni podla 1/5 pravidla. Toto pravidlo
hovori, Ze ak oznac¢ime ¢ mieru tspesnosti, definovant tak, Ze je to pomer tuspesnych

mutécii v priebehu £ iteracii, k poc¢tu k iteracii, na zédklade toho upravujeme o po urc¢itom
pocte iteracii takto :

o' =o0cy pre ¢ <

o' =o0c; pre >

Tl = O] =

kde ¢; > 1 a ¢4 < 1. Pomocou tejto tpravy sa Standardna odchylka zviacsuje alebo
zmensuje. Pri tispesnych iteraciach by mali tieto mutécie pokracovat vo vécsich krokoch,
naopak pri netspesnych iteraciach v mensich krokoch. Hodnoty tychto koeficientov by-
vaju §pecifikované takto : ¢q = 0.82, ¢; = 1/c4 = 1.22 (pozri [19]).

Problémom pri tychto vypoctoch bol fakt, Ze tato funkcia je vypoctovo velmi zloZita
a napriklad 200 iteracii trva priblizne 7 hodin (na po¢itaci s takymito parametrami: Pen-
tium 1.6 GHz, 768 MB RAM). KedZe vo vSeobecnosti evoluéné stratégie konverguju ku
globalnemu minimu pre nekone¢ny pocet interécii, tak ale nemézeme s istotou tvrdit,
ze nami najdené minimum je naozaj globalnym minimom, pretoze pouzity pocet iteréacii
ledva presiahol hodnotu 1000. MoZno na vykonnejSom pocitaci by bolo mozné uskutoc¢nit
viac iteracii, no kedZe nase moznosti to nedovolovali, pracovali sme so zistenymi hodno-
tami minima.

4 16.394
191'3 16.392
o 185 B a
k= .
— 16.388
w18 b
= > 16386
17.5 ’
. 16,784
16.5 | . . . | 16.382
0 20 40 a0 a0 1aa 0 10 20 30 40 a0 &l
iteracie iteracie
(a) vBetky iteracie (b) poslednych 60 iteracii

Obrazok 3.4: Priebeh evoluénej stratégie
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Priebeh minimalizécie ndjdeného minima (obrazok 3.4) hovori o tom, Ze hodnota ucelove;
funkcie sa postupne ustéalila na hodnote 16.3813 a toto minimum je dosiahnuté pre parame-
tre dy = 2.24808 a dy = —11.3923. Tato minimalizacia bola vypoc¢itana pre 110 iteracii,
pricom v kaZzdej iteracii sa uskutocnilo hl'adanie minima d'al§imi 10 iterdciami®. Dokopy
bolo teda vypocitanych 1100 iterécii a celkova doba vypoctu bola 17 hodin.

3.4 Porovnanie cien

Teraz sa pozrieme na porovnanie cien opcii. Pre vypocet cien opcii s dvoma stavmi
volatility boli pouzité nasledujice parametre : A\; = 96.28, Ay = 463.3, d; = 2.24808
a dy = —11.3923, r = 0.017, oy = 0.374743 a 05 = 0.824406. V tabulke 3.3 vidime
konkrétne porovnania cien opcii pre kazdy den a pre dant expira¢ni cenu.

Tabul'ka 3.3: Porovnanie cien opcii

K =280 readlna cena odhadnutd rozdiel % rozdiel
Xy =104.49 28.18 26.0265 2.1535 7.64
Xo=105.12 28.18 26.636 1.544 5.48
Xy = 108.69 29.5 30.1257  -0.6257 -2.12
Xo=112.71 34.2 34.1089 0.0911 0.27
Xo=115.99 36.27 37.3855  -1.1155 -3.08
K =90 redlna cena odhadnuta rozdiel % rozdiel
Xo =104.49 19 17.3251 1.6749 8.82
Xo = 105.12 17.88 17.86 0.02 0.11
Xy = 108.69 20.6 20.9881 -0.3881 -1.88
Xy =112.71 23.95 24.6742  -0.7242 -3.02
Xo=115.99 27.15 27.7786  -0.6286 -2.32
K =100 realna cena odhadnutda rozdiel % rozdiel
Xy =104.49 11.8 10.5015 1.2985 11.00
Xy =105.12 10.5 10.9135  -0.4135 -3.94
Xy = 108.69 12.85 13.3959  -0.5459 -4.25
Xo=112.71 15.45 16.4662  -1.0162 -6.58
Xo=115.99 18.35 19.1573  -0.8073 -4.40

Porovnanie cien ukazuje, Ze rozdiel skuto¢nych cien a vypocitanych pomocou modelu s
dvoma stavmi volatility, je mensi ako 11.00% a tento rozdiel sa tiez dosahuje len v jednom
pripade, pricom v ostatnych sa rozdiel nedostal nad 9%. Rozdiely mozu byt zapric¢inené
roznymi faktormi. KedZe vladne vo svete financéné kriza, mozu byt tieto rozdiely za-
pri¢inené aj mensim obchodovanim s opciami. Vysledky modze tiez ovplyvihovat to, Ze
parametre pre odhad vyvoja akcie boli ziskané pred krizou a pre toto obdobie uz nemusia

2konkrétny algoritmus sa da najstf v prilohe C
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zodpovedat skutoénému vyvoju. Mohlo by byt zaujimavé zostrojit algoritmus, ktory by
pri odhadovani parametrov bral do tvahy sicasne funkciu vierohodnosti aj ceny opcii.
Dalsim moznym faktorom je urcite aj fakt, Ze tieto porovnania s uskutocnené len na
malej vzorke cien opcii, pretoze narozdiel od cien akcii, pre ceny opcii nie su dostupné
historické data. Ale aj keby boli tieto data dostupné, problémom by sa pravdepodobne
ukéazalo byt, zvySena ¢asova naroc¢nost tohoto vypoctu a teda nemoznost dopracovat sa v
rozumnu dobu k minimu danej funkcie. Taktiez moze hrat rolu aj nami najdené minimum
ucelovej funkcie. Je mozné, Ze s vykonnejsim pocitac¢om alebo s inou optimaliza¢nou meto6-
dou, by minimum bolo viac presné a teda aj hodnoty opcii, by sa viac priblizovali redlnym.

Pre lepSiu predstavu o velkosti tychto chyb porovname vysledky s tym, ¢o ndm umoznuje
dosiahnut Black-Scholesov model. Budeme minimalizovat funkciu

N

F(O') = Z(VBS(U) - V;“eal)Qv

i=1

kde Vps(o) je Black-Scholesova cena s parametrom o. Na obrazku 3.4 je znézorneny
priebeh funkcie F'(o). Jej minimum je v bode 0.65834 a prislusna funkéna hodnota je
19.9379. Zodpovedajice ceny opcii a chyby su v tabulke 3.4.

150 ¢
125 |
— 100 f

50 F
it

Obréazok 3.5: Priebeh funkcie F'(o)

35



Tabulka 3.4: Porovnanie cien opcii s cenami z Black-Scholesovho modelu

K =280 readlna cena odhadnuta rozdiel % rozdiel
Xo = 104.49 28.18 25.5052 2.6748 9.49
Xo =105.12 28.18 26.0852 2.0948 7.43
Xy = 108.69 29.5 29.4181 0.0819 0.28
Xo=112.71 34.2 33.2473 0.9527 2.79
Xy =115.99 36.27 36.4162  -0.1462 -0.40
K =90 readlna cena odhadnutda rozdiel % rozdiel
Xo =104.49 19 17.3953 1.6047 8.45
Xo =105.12 17.88 17.8997  -0.0197 -0.11
Xo = 108.69 20.6 20.8479  -0.2479 -1.20
Xy =112.71 23.95 24.3269 -3.769 -1.57
Xo =115.99 27.15 27.2671 -0.1171 -0.43
K =100 realna cena odhadnutda rozdiel % rozdiel
Xy =104.49 11.8 11.0012 0.7988 6.77
Xy =105.12 10.5 11.3995  -0.8995 -8.57
Xy = 108.69 12.85 13.7815  -0.9315 -7.25
Xo=112.71 15.45 16.6984 -1.2484 -8.08
Xo = 115.99 18.35 19.2406  -0.8906 -4.85

Hodnota tucelovej funkcie F'(o) pri Black-Scholesovom modeli je vyssia ako pri modeli s
dvoma stavmi volatility. No tento rozdiel sa pri porovnaniach s redlnymi cenami opcii
velmi neprejavil. Rozdiel cien opcii z Black-Scholesovho modelu je nizsi ako pri modeli
s dvoma stavmi pri expirac¢nej cene 90 vo vsetkych 5 dnoch. No pri ostatnych cenach
mé naopak lepSiu tspe$nost model s dvoma stavmi. Zaujimavé je, ze model s dvoma
stavmi mé najvyssiu odchylku od realnych cien hned v prvy den, t. j. v pondelok. Black-
Scholesov model méa najhorsie odhady pri expiracnej cene 100, ktora je blizko skutocnej
cene. Tieto porovnania nam nedali jasnt odpoved na otézku, ¢i je model s dvoma stavmi
volatility lepsi pre odhady cien opcii ako Black-Scholesov model.
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Zaver

V praci sme sa zaoberali modelom cien opcii s dvoma stavmi volatility. Tento model
zabezpecuje, ze volatilita sa ¢asom meni a tymto teda odstranuje limitujuci predpoklad
Black-Scholesovho modelu o konstantnosti volatility. Na pouzitie tohoto modelu sme ale
potrebovali zistit az 8 parametrov. V&acsinu z nich sme dokézli odhadnit pomocou soft-
véru od Hamiltona, no stale nam zostali dva parametre (dy, ds), ktoré sme este potrebovali
odhadnut.

Potrebovali sme teda minimalizovat rozdiel stvorcov cien skuto¢nych opcii a vypoc¢itanych
pomocou naseho modelu. Téato minimalizacia sa ale nedala uskuto¢nit bezne dostupny-
mi metoédami. Vyskusali sme teda stochastické metody a konkrétne evolucné stratégie.
Vypocet funkénych hodnédt bol velmi ¢asovo naro¢ny, no pomocou tejto metdody sme
dokéazali ur¢it aspon priblizné minimum. Nasledné porovnanie cien opcii ndm podla
ocakavani ukazalo, zZe vypocitané ceny opcii su blizke readlnym cenam, no ich odchylka
od skuto¢nych cien nie je zanedbatelna. Ani porovnanie s Black-Scholesovym modelom
nam nedalo odpoved na otazku, ¢i je model s dvoma stavmi volatility lepsi pre odhady
cien opcii.

Bolo by zaujimavé urobit porovnanie cien opcii na vic¢sej vzorke déat a taktiez odhadnit

tieto parametre na vykonnejSom pocitaci. f)alej by sa dalo zaoberat odhadom budtucich
stavov a cien opcii a zistit, ako by bol tento postup efektivny.
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Prilohy

A. Tabul'ka hodnét k vlastnosti volatility smile

Hodnoty implikovanej volatility pouzité pri Obrazku (1.4).

expira¢na cena | hodnota call opcie | im. volatilita
100 24 0.519
110 16.15 0.484
120 9.8 0.455
130 5.25 0.431
140 2.58 0.421
150 1.35 0.434

Tabulka 5: Expiracné ceny s hodnotami opcii a hodnoty implikovanej volatility firmy
Apple zo dna 22.4.2009. Cena akcie Sy = 121.76, dni do maturity: 59, tirokova miera
0.8647, maturita v Juni 09
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B. Popis dat

V tejto prilohe st popisy firiem Oracle, Google a Amazon. St znazornené priebehy cien
s prislusnymi odhadnutymi pravdepodobnostami, Ze sa proces nachadza v stave 1 a tiez
simulécie vyvoja cien akcii.

e Oracle

Firma Oracle sa zaobera vyvojom softvérovych produktov pre podniky. Jedna sa hlavne
o databazové systémy. Znama sa stala vdaka jej prvotine, databaze Oracle. V roku 2007
sa tato firma zaradila na tretie miesto v zozname najvacsich softvérovych firiem na svete,
hned za firmy ako Microsoft a IBM.

Simulacia prisbehu cien
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stavom na zéklade odhadnutych parametrov
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(c) Priebeh cien firmy Oracle 2007-2008 a odhadnuté pravdepodobnosti, Ze sa proces
nachadza v stave 1

41



« Google

Google je americka firma, ktori zalozili dvaja Studenti a zardba na reklamach, ktoré su

umiestnené na jej produktoch ako je internetovy vyhladévac¢, e-mailovy klient, mapy,
zdielanie videi a mnohé dalsie.

Simulacia priebehu cien
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(f) Priebeh cien firmy Google 2007-2008 a odhadnuté pravdepodobnosti, Ze sa proces
nachéadza v stave 1
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e« Amazon

Amazon je spolo¢nost zaoberajica sa obchodom s elektronickymi produktami. Je to
taktiez najvacsi americky online predajca. Tato firma zacinala s online predajom knih
a postupne sa jej sortiment rozrastol uz skoro na vsetky produkty a firma sa rozsirila z
amerického kontinentu do Eurépy aj Azie.

Simulacia priebehu cien
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(g) Histogram vynosov (h) Simulacia cien akcii spolu s prisluinym stavom

na zaklade odhadnutych parametrov

160 T

100 .

Cena akcie

2007 2008 2009

0.el -

pravdepodobnost

] S ¥ h\
2007 200%8 2009
1

(i) Priebeh cien firmy Amazon 2007-2008 a odhadnuté pravdepodobnosti, Ze sa proces
nachadza v stave 1
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C. Algoritmus evolucnej stratégie

V tejto prilohe je kod algoritmu pouzitej evolucnej stratégie v programe Mathematica.
Funkcia U[x1,x2| je ucelovéa funkcia definovana (3.5).

<< Statistics‘ContinuousDistributions*

RandomNormal [\ [Mu] _, \[Sigma]_]
sigma = 2;
cd = 0.82; ci = 1.22;

(x zaciatocne hodnoty *)
x1 = 2; x2 = -10;

Fstara = U[x1, x2];
hodnoty = {Fstara};

q = 0;
gmax = 108;
jmax = 10;

While[q <= gmax,

J=0;

k = 0;

While[j < jmax,
jt+s
xlnove = x1 + RandomNormal [0,
x2nove = x2 + RandomNormal [0,

Fnova = U[xlnove, x2nove];

If [Fnova < Fstara,

k++;

x1 = xlnove;

X2 = x2nove;
Fstara = Fnova;
]

1;

:= Random[NormalDistribution[\[Mu], \[Sigma]l]

sigma] ;
sigma];

If[(k/jmax) < 0.2, sigma = cd*sigma,];
If[(k/jmax) > 0.2, sigma = ci*sigma,];

qt+;

]
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