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Abstrakt
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V praci sa zaoberame vyuZitim blokovych matic na zjednodusenie pocitania s velkymi
maticami. Na blokové zjednodusSenie matice sme si zvolili dve metddy. Prvou metddou je
blokova Householderova metéda pomocou ktorej vieme zjednodusit Stvorcovu symetricku
maticu na blokovo tridiagondlny tvar. Druhd metdda pouZiva Sylvestrove rovnice na
upravenie matice na hornu, alebo dolnu trojuholnikovd maticu. Najprv vynulujeme bloky
Stvorcovej matice pomocou blokovej Householderovej metédy a nasledne pouZijeme
metodu so Sylvestrovymi rovnicami. Cely postup nam zabezpedi blokovu diagonalizaciu
matice. Vyuzitie prvej metddy vidime pri pocitani vlastnych Cisel a druhej pri zjednoduseni
pocitania linearnych systémov.

Klucové slova: Householderovad metdda, Sylvestrove rovnice, blokové matice
vlastné Cisla, linearny systém
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Uvod

V linedrnej algebre ajej aplikaciach sa casto stretdvame s maticami. Tieto
matice moézu byt mensich, ale aj vacsich rozmerov. Vacsie rozmery si moZieme
predstavit radovo v tisickach stfpcov a riadkov. Pri pocitani takychto matic pouzivame
samozrejme pocitace a prislusné programy, ale aj tak hlavne pri vacsich maticiach sa
nam moze stat, Ze sa preplni pamat pocitaca. Vtedy nastava problém ako organizovat
tok udajov vstupujucich do vypoctu. Jednym zrieSeni organizdcie toku udajov je
pomocou blokovych schém. Tato praca je venovana blokovym maticiam a algoritmom
s blokovymi schémami.

Praca je rozdelenad na dve casti. V prvej ¢asti chceme ukdazat, ako pomocou
blokovej Householderovej metddy vieme upravit tvar velkej Stvorcovej symetrickej
matice na blokovy tridiagonalny tvar. KedZe tato metéda nemeni vlastné Cisla, tak jej
vyuZitim moZe byt zjednodusenie tvaru matice pred samotnym vypoctom vlastnych
Cisel. V druhej casti sme pouzili dve blokové metddy na zjednodusSenie tvaru matice na
blokovy diagonalny tvar. Prvou metdédou je uz spominana blokova Householderova
metdda, ktord nam pretransformuje velki Stvorcovd maticu na hornd blokovu
trojuholnikovd maticu. Tuto maticu nasledne pretransformujeme pomocou
Sylvestrovych rovnic na blokovud diagondlnu maticu. Vysledna blokova diagondlna
matica ma nezavislé bloky, takZe vyuZitie tohto postupu by sa dalo uplatnit pri pocitani
linedrnych systémov. Obe metddy sme aj naprogramovali a overili ich funkénost na
konkrétnych prikladoch.

Diplomova préca je rozdelena na teoreticku ¢ast s tromi kapitolami a prakticku
¢ast s dvomi kapitolami. V prvej kapitole uvadzame zakladné pojmy, ktoré vyuzivame
v celej praci. Taktiez tu uvddzame zdkladné obozndmenie sa svlastnymi Ccislami
a linedrnym systémom. V druhej kapitole popisujeme Sylvestrove rovnice, ich vyuzitie
atiez metddu, ktord pouZijeme na vypocet. Tretia kapitola je venovana
Householderovej metdde, jej vyuzitiu a popisanie postupu blokovej Householderovej
metddy. Stvrta kapitola uZ patri do praktickej €asti a popisujeme v nej zjednodusenie
tvarov matic pomocou dvoch spominanych metdd. Popisujeme v nej aj programy,
ktoré sme pouzili na demonstraciu funkénosti nasich postupov. V poslednej, piatej
kapitole sa nachadzaju vypisy z programov, ktoré ukazuju transformaciu na blokovu
tridiagonalnu a blokovu diagonalnu maticu.



Teoreticka ¢ast

1 Zakladné pojmy

V Uvodnej kapitole su uvedené rdzne zakladné pojmy z maticového poctu
a linedrnej algebry, ktoré su vyuzité v nasledujucich kapitolach.

1.1 Triedy matic

Maticou A typu m X n (m,n € N) je vlastne tabulka Cisel

A1 Qan
: ' N (1.2)

Am1 " Qmn

kde a;; €ER (i=1,..,m , j=1,..,n) su redlne prvky matice. Vtejto praci sa
zameriame prave na redlne matice aich vyuzitie. Komplexné matice nebudeme
uvazovat.

Transpozicia matice je vymenenie prvkov matice. Menime suradnicu riadku za
stradnicu stipca a naopak

T _
a;; = aji .
Ak uvazujeme transpoziciu matice (1.1), potom

A1 0 Qum
AT =| ¢ ' :

An1 " Anm

Identicka matica I je Stvorcova matica n Xn (n € N) kde na diagonale su
jednotky a ostatné prvky su nulové



Dalej si popi$eme rézne tvary matic a operacie s nimi.

1.1.1 Blokové matice

Pod pojmom blokova matica si predstavujeme maticu 4, napr. (1.1), ktoru
rozdelime na bloky A4;;

kde blok matice A;; je tvoreny prvkami matice (1.1), CiZe

A1 o Qi) A1,g+1 " Qim
All — . . , Alz — . . . )
p1 " Qpgl Apg+1 " Apm
ap+11 " Ap+1q] [Ap+1,g+1 " Op+im
Ay = ' P A = : ' :
an1 anq | | Ang+1 Anm

Matica nemusi byt vidy rozdelend len symetricky. Bloky matice moézu byt aj
nesymetrické, nesmu vsak obsahovat rovnaky prvok.

1.1.2 Symetrické matice

Symetricka matica A je Stvorcova n X n (n € N) matica a ma prvky a;; € R
symetrické podla diagonaly. To znamena

ai]-=ajl-, (li],l,]EN)
a na diagondle sa nachadzaju lubovolné prvky. Rovnako definujeme aj blokovo
symetrickd maticu.
1.1.3 Diagonalne matice

Diagonalna matica A je Stvorcovd n X n (n € N) matica, ktora ma nenulové
prvky a;; (a;; € R, i € N) na hlavnej diagondle



A = O azz O

a;; O O]
0 0 as;

Menej sa vyskytuju aj obdiznikové diagondalne matice, ktoré maju tvar

0

0 O aii

A= I:aél a 0] , alebo A=1]10 azzl , (ail- S ]R, i € N)
22 O 0

Analogicky vyzeraju blokové diagonalne matice. S obmenou, Ze namiesto
prvkov na diagonale su bloky na diagonale

A, O 0
A=|0 A,, 0, (prvky 4;; € R, i € N).
0 0 Ass

Stretneme sa aj s bidiagonalnymi, alebo trojdiagonalnymi maticami.
Bidiagondlna matica je diagonalna matica, ktora ma navyse eSte nenulové horné, alebo
dolné susedné prvky (bloky) k diagonale

X X X
X X X X
X x|’ X X
X X

Ak sU nenulové horné aj dolné susedné prvky (bloky) k diagonale, potom hovorime

X

o tridiagonalnom tvare matice

X X
X X X
X X X
X X

1.1.4 Trojuholnikové matice

Trojuholnikové matice su také, ze vSetky prvky alebo bloky pod diagonalou su
nulové. Vtedy hovorime, Ze je to horna trojuholnikovd matica

0 az; az
0 0 as;

a1 Q412 QAg
A= ,




alebo naopak, vSetky prvky alebo bloky nad diagonalou su nulové. Takato matica sa
nazyva dolna trojuholnikova matica

a1 O 0
a; a4z 0]

asz; dsz; dsz

1.1.5 Inverzné matice
Inverzna matica A~* k $tvorcovej n X n (n € N) matici 4 je taka, ktora spiiia
ATl A=4A4"1=1,
kde I je identicka n X n matica. Aby k matici A existovala inverznd matica, musi byt

determinant matice A nenulovy.
Matica ku ktorej existuje inverzna matica sa nazyva regularna matica.

1.1.6 Ortogonalne matice
Hovorime, 7e n X n (n € N) matica Q je ortogondlna [1], ak QQT = I. Tato
rovnica hovori, e matica Q md inverznd maticu aplati QT = Q™. Ztychto dvoch

vztahov plati QTQ = I . Nasledujlce vztahy st podla predchadzajucich ekvivalentné
a mdzeme ich povazovat ako definiciu ortogonalnej matice

QQ"=1 Q'Q=1 Q'=Q7".

Determinant ortogonanej matice det(Q) = +1.

1.2 Systém linearnych rovnic

Jednoducho popiSeme princip pocitania systému linearnych rovnic [10].
Linedrna rovnica s n nezndmymi ma tvar

ax; +azx, +-+apx, =b,

kde a; a b su dané, x; (i =1,...,n) je nezndma, ktorej rieSenie hladame. ZloZzenim
niekolkych takychto rovnic dostavame systém linearnych rovnic.



Predpokladajme teda, Ze mame n takychto rovnic

A11X1 + A12%5 + -+ AypXy = by,
Az1X1 + Az2X3 + -+ + AapXy = by,

A1 X1 + ApaXy + -+ appXx, = b, .
Koeficienty a;; a b; (i,j =1,..,n) su zadané vacsSinou ako redlne ¢isla. Hladdme
rieSenia xq,...,x, ktoré spliaju tento systém. Pre zjednodusSenie zdapisu, mozeme

systém prepisat ako

Ax=b, (1.2)

a1t Qqn X1 b;
An1 - Qpn Xn bn

Pomocou maticového poctu si vieme riesenie takejto rovnice zjednodusit. PouZijeme

kde

inverznd maticu k matici A a dostavame
x=A1h.

Veta 1.1: Nech matica A je $tvorcova. Tento systém je rieditelny, ak spifia tieto
ekvivalentné podmienky:

(a) A~! existuje.

(b) Neexistuje nenulové y také, ze Ay = 0.

(c) Stipce matice 4 su linedrne nezavislé.

(d) Riadky matice A su linedrne nezavislé.

(e) det(A) # 0.

(f) Pre dany vektor b, existuje prave taky vektor x, Zze Ax = b.

Ak su splnené vSetky tieto podmienky, potom matica A je
reguldrna, invertibilna a existuje prave jedno riesenie sustavy (1.2). Ak nie su splnené
tieto podmienky, tak matica A je singuldrna a rieSenie (1.2) neexistuje, alebo je rieSeni
nekonecne vela.

Vyuzitie takéhoto systému linearnych rovnic je Siroké v réznych oblastiach a tak
mozu vznikat velmi velké matice A s vysokou naroénostou vypoctu. Preto sa v jednej
z Casti tejto prace zaoberame zjednodusenim matice A ato pomocou blokovej



diagonalizdcie matice A. Takéto zjednodusenie by malo ndsledne ulahdit vypocet
rovnice typu (1.2).

1.3 Vlastné cCisla

Vlastné Cisla, alebo charakteristické Cisla n X n (n € N) matice A oznacujeme A
[10]. Vypocitame ich pomocou rovnice

Av = v, (1.3)

kde A je zndma matica, skalar A € R je vlastné Cislo matice A avektor v € R" je
vlastny vektor matice A. Dvojicu (4, v) nazyvame charakteristickou dvojicou matice A.
Vlastny vektor v ma tu vlastnost, Ze vidy prislicha prave k jednej vlastnej hodnote A.
AvSak naopak to neplati, pretoZe jedno vlastné cislo méze prisluchat k viacerym
vlastnym vektorom. Nasim cieflom je teraz vypocitat len vlastné Cisla, bez pouzitia
vlastnych vektorov. Upravime rovnicu (1.3) ako

(A-ADv=0, (1.4)

kde I je identicka matica, rovnako velka ako matica A. Predpokladajme, Ze vlastny
vektor v je nenulovy, Co je splnené, pretoze ak v je vlastny vektor s prislichajucou
vlastnou hodnotou A, potom v je nenulové rieSenie rovnice (1.4). Z toho dovodu podla
Vety 1.1 Casti (b) je matica (A — AI) singularna a zaroven podla Casti (e) tej istej Vety
musi byt det(A —AI) = 0. Obratenim tychto argumentov modzZeme vyslovit
nasledujucu Vetu.

Veta 1.2: A je vlastné Cislo matice A prave vtedy, ked'
det(A—Al) =0. (1.5)

Rovnica (1.5) sa tiez nazyva charakteristickd rovnica matice A. NavySe polyndm
neznamej A radu n, ktory dostaneme zrovnice (1.5) sa nazyva charakteristicky
polyndm matice A.

Vyuzitie vlastnych cisel ma zastupenie v kazdej vedeckej oblasti. Napriklad v
kvantovej mechanike, tedrii vibracii, ocednografii a podobne [1]. Siroké vyuZitie
vlastnych Cisel je v samotnej matematike, pri linearnej algebre, funkcionalnej analyze,
aplikovanej matematike a vela inych. V nasledujucich Castiach tejto prace sa budeme
zaoberat moznostou zjednodusSenia velkej matice na blokovy diagonalny tvar, o by
malo ulahcit nasledné pocitanie vlastnych hodnot. Aby sa tieto vlastné hodnoty pod
vplyvom vypoctu nemenili, ukdZzeme si, akda podmienka musi byt splnend pre ich



zachovanie. PouZijeme vztah (1.3) ktory prendsobime [ubovolnou reguldarnou
maticou P

PAv = APv
a pouZijeme fakt, 7e P~1P = I, ¢&ize
APv = PAv = PAP™1Pv.
Zadefinovanim Pv = w dostaneme
Aw = PAP w .

Z tohto ddévodu A je vlastné &islo a w je vlastny vektor matice PAP~1. To znamenj, Ze
vlastné &islo matice A je zaroven vlastnym ¢islom matice PAP™1.



2 Sylvestrova rovnica a jej vyuzitie

2.1 Sylvestrova rovnica

Pod pojmom Sylvestrova rovnica [2] budeme rozumiet rovnicu tvaru
AX —XB =_C. (2.1)

Premennou v tejto rovnici je obdiZnikova matica X, ktord ma M riadkov a N stipcov.
Rovnaké rozmery md aj matica C na pravej strane rovnice. Ostatné dve matice su
Stvorcové. Matica A ma rozmer M X M, a N X N su rozmery matice B. Ak by mali
matice iné rozmery, nebolo by mozné vytvorit sucin AX a XB, a teda aj vypocitat celd
rovnicu.

Maticovu Sylvestrovu rovnicu méZeme povazovat za systém linearnych rovnic s
M X N premennymi x,,,,,, €o su vlastne prvky matice X, zostavené z M X N rovnic

M N —
Zk:l AmrXkn — Zl=1xmlbln = Cmn »
(1<m<M1<n<N)

Lema 2.1: Ak matice A a B maju jedno a to isté vlastné Cislo A, ¢ize det(A — Al,) =0 a
det(B — Aly) = 0, potom homogénna Sylvestrova rovnica

AX—XB =0 (2.2)

v ktorej jej pravej Casti stoji M X N nulovda matica, ma rovnica netrividlne (rézne od
nuly) rieSenie X.

DOkaz: D6kaz zacneme tym, Ze si vSimneme existenciu (M rozmerného) nenulového
vektora y a (N rozmerného) vektora x, ktoré su vlastnymi vektormi matic A a B,
zodpovedajuce spolo¢nému vlastnému cislu A t.j.

Ay =AyaBTz=1z.

Viéimneme si, 7e zdruhej rovnice BTz = Az vyplyva rovnica z'B = A1zT, alebo
vV rozpisanom tvare



2z . z]|P2 P bl g, 2z,
byi by byn
Ak poloZzime
V1 YViZ1 Y122 - V12N
X =yl = Y2 (21 2 Zy] = Y2z Y2Zz - Y2Zy
- - : nj— : : . :
Ym YmZ1 YmZz - YNZN

Potom
AX = Ayz" = 2yz" = AX ,XB = yz"B = y[Az]" = Ayz" = AX.

Teraz je zrejmé, Ze takymto spOsobom zostrojena matica X je rieSenim homogénnej
Sylvestrovej rovnice (2.2). Z tedrie o systéme linedrnych rovnic vieme, Ze ak je pocet
rovnic rovny poctu premennych a homogénny systém je rieSitelny, potom
nehomogénny systém mozZe byt nerieSitelny pre niektoré ¢asti rovnice na pravej
strane. Z tohto dévodu ak existuje spolo¢né vlastné Cislo matic A a B, potom mdzeme
ukazat taku maticu C, Ze rovnica AX — XB = C nema rieSenie.m

Veta 2.2: Ak matice A a B nemaju Ziadne spoloc¢né vlastné cCisla, potom nehomogénna
Sylvestrova rovnica (2.1) je riesitelna pre fubovolnu pravua Cast C. Zo vSseobecnej tedrie
linedrnych rovnic vieme, Ze takato riesitelnost nastava pri jednoznacnosti riesenia.

Dbkaz: Pri dokazovani tejto vety sa mbZeme obmedzit na pripad trojuholnikovych
matic A a B za predpokladu, Ze A je horna a B dolna trojuholnikova matica. Na zaklade
Schurovej vety vieme najst také unitdrne matice P, Q (PP =1,Q*Q = Iy)
s pomocou ktorych mézeme matice A a B napisat v nasledovnom tvare

A = PAyP* ,B =QB,Q",
kde matice A, a By su trojuholnikové a maju na diagondlach rozmiestnené vlastné Cisla
povodnych matic A a B. Pripomenieme, Ze A, je horna trojuholnikova a By je dolna
trojuholnikova matica. Teraz méZeme prepisat Sylvestrovu rovnicu do tvaru

a potom je mozné tuto rovnicu zamenit ekvivalentnou rovnicou, ktori dostaneme
nasobenim povodnej rovnice zlava a sprava regularnymi maticami P* a Q
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AyP*XQ — P*XQB, = P*CQ.
Ak dokadZeme najst riesenie Y rovnice
Ay)Y —YBy = P*CQ,
potom rieSenie pévodnej rovnice moézeme vypocitat ako
X = PYQ".

Dokaz rieSitelnosti Sylvestrovej rovnice (2.1) za predpokladu, Ze neexistuju
spolo¢né vlastné Cisla matic A a B je vhodné vykonat pomocou indukcie.

Najskor budeme rieSit rovnice rozmerov M <2 a N < 2. Pri tychto
obmedzeniach pre trojuholnikové matice A a B, Sylvestrova rovnica nadobuda jeden
z nasledujucich Styroch tvarov:

1. M=1,N=1:

A11X11 — X11b11 = €11 .

Podmienka neexistencie spoloc¢nych vlastnych dcisel matic A a B nas privedie
k nerovnosti a;; # b;1. Rovnica je rieSitelna a rieSenie ma tvar

C11
X4 = ———.
1™ (a41-b11)
2. M=1,N=2:
aq1[¥11 X12] — [X11 X12] b b | = [C11  C12],aqq # b1y, Q11 # byy -
21 D22
RieSenie existuje a ma tvar
C12 (c11+x12b21)
Xig =———,Xy1 = ——
12 (a11-b22)’ 1 (ag1-b11)

3. M=2,N=1:

a11 a12] [x11] [x11] [ 11] Gor % Der Qs % b
aZZ x21 x21 21 11 11/ 22 11 -
RieSenie existuje a ma tvar

C21 _ (c11—a12%21)
(az2—b11)’ (ay1—b11)

X21 =
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4, M=2,N=2:

aiq a12”x11 x12]_[x11 X12 [bll ] [011 C12]
0 azllxyy x5 X21 xzz b,, by, C21  Cp2l’

App # bay, Q11 # byy , Ay # b1, 091 # by .

RieSenie existuje a vypocitame ho ako

X _ (cr1+x12bp1—a12%21) _ C22
11 (a11-b11) 722 7 (agy-byy)’
Xoo = (c12—a12%722) __ (ca1+x32b21)
12 (ay1-byy) ' 721 (azz—b11)

Z tohto vyplyva, Ze pre M < 2 a N < 2 je tvrdenie spravne. Toto tvrdenie rozsirime na
M, N pomocou matematickej indukcie. Predpokladajme, Ze sme uz dokazali tvrdenie
Sylvestrovej rovnice srozmermi M a N, kde M <m; a N <m; as lubovolnymi
pripustnymi maticami A a B, ktoré nemaju rovnaké vlastné cisla. Teraz ukazeme
rieditelnost tohto typu rovnic M < mj,y , N <mj,y , mjyq < 2m; . Pripad my = 2
mame uzZ vysetreny.

Lubovolna horna trojuholnikova matica A s rozmermi M X M pre M < 2m; je
bud'M x M maticou A1 (M < 2m;), alebo ju mbZeme rozdelit na bloky

_ All AlZ]
A= [ 0 Ay

tak, Ze A;; je Stvorcova matica radu M; <m; a A, je Stvorcova matica radu
M, < m; . Pritom mnozZina vlastnych Cisel oboch matic A;; a A;; je vlastne mnozinou
vsetkych vlastnych Cisel pévodnej matice A.

Presne tak isto dolnd trojuholnikovd matica B srozmermi N X N je pre
N < 2m; bud maticou By pre ktoru plati N < m; , alebo ju méZeme rozdelit na bloky

kde diagonalne blokové matice By, a B;;maju rozmery Ny X Ny a N; X N, (N; < m;
N; < m;). Je zrejmé, Ze ak Co u len jednej z matic A, B radu M (alebo N) prevysuje

m; , potom dostaneme jednu z nasledovnych troch foriem Sylvestrovej rovnice :
( ) [All AlZ] [Xll] [Xll] — Cll]
Al X1l [Xaa]l 71 T 1Coal”

12



B 0
(b) A11[X11 X12] - [X11 X12] [B; Bzz] = [Cn C12] .

(C) [All A12] [Xll X12] _ X11 X12] [Bll 0 ] — Cll ClZ]
0 AZZ X21 X22 X21 X22 BZl BZZ C21 CZZ .

V tychto pripadoch matica neznamych prvkov X a matica C na pravej strane rovnice su
rozdelené na bloky rovnakych rozmerov. Kazdu z tychto maticovych rovnic mézeme
transformovat na systém blokovych rovnic, ktoré musia zodpovedat bloku X;; :

(@) AxpX31 — X31B11 = Caq,
A11X11 — X11B11 = C1p — A12X51

(b) A11X12 — X12B32 = Cy2,
A11X11 — X11B11 = C11 — X12B21 -

(c) Az2X22 — X22B2 = Gy,
Az2X31 — X21B11 = €31 + X22B51,
A11X12 — X12B2z = C12 — A12Xs2,
A11X11 — X11B11 = €11 — A12X01 + X12B31 .

V kazdej variante (a), (b), (c) su tieto rovnice postupne riesitelné jedna po
druhej. Kazda z tychto rovnic ma rieSenie, pretoZe blokové matice A;; , Bj; nemaju
podla predpokladu spolo¢né vlastné Cisla a rozmery blokov nie su vacsie ako m; X m; .
Tymto spésobom mozeme pre vietky dané rovnice vypocitat im zodpovedné bloky
X11, X12 , X21 , X2, na zaklade indukéného predpokladu o riesitelnosti Sylvestrovych
rovnicpre M <m; , N <m; . m

2.2 Blokova diagonalizacia Stvorcovych matic
pomocou Sylvestrovej rovnice

V tejto Casti budeme ¢asto pouzivat Sylvestrove maticové rovnice pri rieseni
roznych uloh. Priklad ktory uvedieme, demonstruje ulohu rieSenia Sylvestrovych rovnic
pri hladani nejakej podobnej transformacie, ktora pretransformuje maticu na
diagonalny, alebo blokovo-diagonalny tvar. Najskor vsak vyslovime vetu [10], potrebnu
na ukazanie tejto transformacie.

Veta 2.3 (Schur): Nech A € C™™. Potom existuje takd unitdrna matica U € C"™*"
a horna trojuhonikovad maticaT € C™*™, 7e T = U*AU .
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Ekvivalentne moZeme napisat A = UTU", ¢o nazyvame Schurov rozklad matice A .

Doékaz: Tuto Vetu dokazeme indukciou. Ukdazeme, Ze ak to plati pre n = k, tak potom
to plati aj pre n =k — 1. Nech A € C**¥, nech 1 je vlastné &islo matice 4 av je
prislichajuci vlastny vektor zvoleny tak, aby ||v||, = 1. Zvolme unitdrnu maticu U, tak,
e prvy stipec matice bude vlastny vektor v. To znameng, Ze si vyberieme [ubovolnd
ortonormélnu bazu C¥, ktorej prvy stipec bude vektor v a ostatné vektory tvoriace
maticu U; budu z tejto bazy. Maticu U; teraz rozdelime na vektor v a blok W, Cize
Uy =[v W]. Kedie stipce matice W st ortogonalne kv, W v =0 . Nech
A, = U{AU;, potom

v'Av v AW

Al:[ﬁv**]A[” W]:[W*Av wawl

Ak Av = Av, potom v*Av =1 a W*Av = AW*v = 0 . Nech A = W*AW, maticu 4,
moZeme zapisat ako

A € Ck=Dxk=1) ‘takse indukénym predpokladom bude existencia unitarnej matice U,
a hornej trojuholnikovej matice T , takych, 7e T = U; AU, . Definujme U, € C*** ako

potom U, je unitarna a

A | X X [A | X x-l
- - -~ [— - -
P U; AU, P T

0 | 0 |

Poslednd matica je horna trojuholnikova a oznaé¢ime ju T. Dalej nech U = U,U, ,
potom T = U;A,U, = U,U{AU U, = U*AU . m
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Podla Schurovej vety vieme, Ze existuje takd unitarna transformacia U kde
U*U = Iy, s pomocou ktorej mézeme Stvorcovu (N X N) maticu A zapisat ako

A X X
_ A, : .
A=U % u*.
0 Ay

V tomto rozklade je prostrednd matica horna trojuholnikovd a na jej diagondle su
rozmiestnené vlastné Cisla A; =A]-(A) matice A. Poradie vakom suU rozmiestnené
vlastné Cisla na diagonale je fubovolné, ale kazdému poradiu prislicha Specificky
zvolenad transformdcia U. VSetky vlastné Cisla rozdelime na skupiny :

Al,ﬂ.z, ’;{kl ; /’{k1+1’/1k1+2’ ’}{k1+k2 y ey

/1k1+k2+ +kTL—1+1’ /’{k1+k2+ +kn_1+2’ e ;{’k1+k2+ +kn
(kl +k2 + ...+kn :N)

pricom sa zaujimame iba o pripad, ak ma nejaké vlastné cislo ndsobnost p, potom aby
boli vsSetky tieto nasobné vlastné dCisla v jednej skupine. Inymi slovami, v roéznych
skupinach nesmu byt rovnaké vlastné Cisla, ¢ize musi byt A; # A;j ak tieto Cisla neleZia
v jednej skupine. Na zdaklade Schurovej vety existuje takd matica U, pre ktordu ma
trojuholnikovd matica rozmiestnené vlastné CcCisla na hlavnej diagonale v nami
zvolenom poradi. To znamend Aq,4;,..,4,, zprvej skupiny, potom dalsie
Aky+10 Ak 425 -+ s Ak +k, Zdruhej skupiny atd. Potom tdto trojuholnikovd maticu

rozdelime na bloky

A4 X L0 X Ay Ay o A

Ay : _ Ay Azn
X :

0 /1N 0 Ann

tak, aby diagonalne bloky A;; boli Stvorcové matice:

A X L X
A, ;
All = x|’
0 Ay
Ay kgt .. +hjoq+1 X
4jj = K Jj=2
0 Ay tkot .. +k;
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Toto potvrdzuje aj Schurova veta umoZnujuca existenciu blokovo-trojuholnikovej

reprezentacie tvaru

All Alz e Aln
A=U Ay, . A?n U*,
O ATLTL

kde diagonalne Stvorcove bloky A;; a Aj; pre i # j nemaju spolocné vlastné Cisla.
Vlastné ¢isla matice A su rozmiestnené v tychto blokoch lubovolnym, vopred zadanym

spOsobom.

Ukazuje sa mozZnost dalSieho zjednodusenia tvaru blokovo-trojuholnikovej
matice, ale za cenu, Ze vzdjomne inverzné unitdrne matice U (U* = U™1), je potrebné
zamenit maticami T a T~! ktoré vébec nemusia byt unitarne. Podstatné je pritom, Ze
matica T musi byt reguldrna, aby bola zabezpe&end existencia inverznej matice T~ 1.

Najprv blokovo-trojuholnikovi maticu

Apn A o A
Az Az
0 ATlTl

v ktorej ma blok A4 rozmer k; X k, , zapiSeme v tvare

Agq C1]
0 By’
priCom matice B; a C; maju tvar
Ayy Ayz .. Ay,
A A
B, = 33 3n ,C =[A1z Az . And.
O ATlTl

Je zrejmé, Ze A;; a B; nemaju spolocné vlastné cCisla. Pokisime sa najst taku
ki, X (N — k,) maticu R, , aby platilo

Ik1 _Rl][All Cl] Ik1 Rl ] _ A11 Cl +A11R1 _RIBI] _ [All 0]
0 Iy dlo Blo L l=1o B, =lo Bl

Vidime, Ze matica R; musi byt rieSenim Sylvestrovej rovnice
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ARy —RyB; = —C4,

ktora je jednoznacne riesitelna, pretoze A;; a B; nemaju spolo¢né vlastné Cisla.
Ak pouzijeme rovnost

[Ik1 —R, ] [Ik1 R4

=]
0 Iy_g, ] N

0 Iy-g,
a oznacime

Iy, Ry

Sl = [ 0 IN_kl] (det Sl = 1) )

dojdeme k rovnici

All Alz LR} Aln All 0 e O
Az Ao | _ S, 0 Az . Apg S7t.
O ATLTL 0 ATlTl

Tuto novu blokovo-trojuholnikovd maticu

A;; 0 .. 0
0 Ay, .. Ay,
0 Ann
prepiSeme na tvar
A;
5 5] 2:3)
kde
A 0 Az L A.3n 0 o .. 0
A, = , B, = - P, G = .
0 Ay Azz Ay . Apg
0 Ann

Je zrejmé, Ze bloky A, a B, znova nemaju spolocné vlastné cCisla. Ak zopakujeme
takmer rovnako vsetky uvahy, ktoré sme pouzili pri konstrukcii matice S; , dostavame
maticu S,
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L, R,
S, = [0 IN—kz] (det S, =1),

taku, kde R, je rieSenim rovnice

AZRZ - RZBZ = _CZ .

Maticu S, a jej inverznd maticu S; ! pouZijeme na vynulovanie bloku matice (2.3)

[A11 0 | 0
0 Ay |
A, C]_ - = — = = |y
0 Bz]_sz | A3z ... Az 52
| :
0 | 0 Ann
a teda
Ay 0| 0
A11 A12 Aln 0 Azz |
Azz AZn _ - - - - = -1¢c-1
.'. S _5152 | A33 aea A3TL SZ Sl ’
0 Ann | :
[0 | 0 A

Ak pouZijeme tento postup, postupne vynulujeme bloky A;; na pravej strane od

hlavnej blokovej diagondly pomocou matic S , ..., S,_; (det S; = 1). Ako vysledok

dostaneme rozklad

Ay Ay o A Aqq 0
42z . A?” =518 .Sy Az LSS
0 Ann 0 Ann

Oznatime T = US;S, ...S,_1 (je zrejmé, Ze |det T| = |det U| =1, det T # 0) Cize

dostaneme konecny tvar

a z tohto zapisu vyslovime nasledujucu Vetu.
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Veta 2.4: Pre [ubovolnud maticu A existuje reguldarna podobna transformacia, ktora
transformuje A do blokovo-diagondlneho tvaru ato tak, Ze vlastné Cisla matice A su
rozmiestnené vopred zadanym sp6sobom na diagonalnych blokoch 4;; .

2.3 Vynulovanie bloku matice pomocou
Specialne zvolenej matice

V predchddzajucej casti sme pouzili Sylvestrovu rovnicu na blokovu
diagonalizaciu matice A. Na potrebné vynulovanie lavej dolnej ¢asti matice A sme
pouzili Schurov rozklad. Existuju vSak aj iné metddy, ktoré vynuluju lavy dolny blok
matice azdroven zachovaju hodnoty vlastnych cisel. Prvou takouto metddou je
Householderova metdda, ktoru podrobne rozoberieme v nasledujlcej kapitole. Druhou
metddou je pocitanie s blokmi matice principom, ktory ukdZzeme v tejto Casti.

UvaZzujme maticu A, ktorej lavy dolny blok budeme chciet vynulovat pomocou
nejakej transformacie

_ [A1nx Alz]_ X X1 .7
A_[A21 Ay =G[y 6"

kde pre jednoduchost vypoétu budeme povaZovat vsetky bloky Ajj za Stvorcové.
Rozmery matic A a G su zhodné. Aby bola splnend podmienka nemennosti vlastnych
¢isel pévodnej matice, budeme poZzadovat, aby mali transformaéné matice G a G7
vlastnost GGT = I [11]. Z tohto dévodu zvolime bloky matice nasledovne

_[ D DET
6=| |
kde bloky D, E, F su Stvorcové, rovnaké ako bloky matice A.

UkaZzeme za akej podmienky je takto zvolena matica G vyhovujuca podmienke
GGT =1, takze

GGT = [ D DET] D" —ETFT] _ [DDT +DETED" —DETFT + DETFT]_
—-FE F llEDT  FT —FED" + FED"  FEETFT + FFT
_ [DDT + DETEDT 0
0 FEETFT + FFT|"

Vidime, Ze prvky mimo diagondly sa ndm vynulovali, takZe ostdva uZ len ukdzat
podmienky pre diagonalne prvky. Zacneme lavym hornym blokom

DDT + DETEDT =1
DU +ETE)DT =1
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I+ETE = (DTD)™?
D™D = (I +ETE)™

aby tato rovnost platila, matica D musi byt Choleského faktor z (I + ETE)™1.
Analogicky postup plati aj pre pravy dolny blok, len s malou obmenou, Ze matica F
musi byt Choleského faktor z (I + EET) ™1,

Za platnosti tychto podmienok teda vieme, Ze matice G a GT maju vlastnost
GGT =1 .To znamen4, Ze pokojne mdZeme pokracovat v postupe ako vynulovat prvok
matice A, teda moZeme pocitat

D DET1[A11 Alz] DT —ETFT
GAGT = =
—FE F ] Ayr Ay [EDT FT ]

_ [DA11 +DE"Ay DA + DETAzz] [ DT —ETFT] —
- _FEAll + FAZl _FEAlz + FAZZ EDT FT -

(DA, + DETA,,)DT + (DA, + DETA,,)EDT  —(DAy;, + DETA,)ETFT + (DA, + DETAZZ)FT]
(_FEAll + FAZl)DT + (_FEA]_Z + FAzz)EDT _(_FEAll + FAZl)ETFT + (_FEA]_Z + FAzz)FT '

Teraz sa budeme zaujimat len o lavy dolny blok, pretoze ten chceme vynulovat

(=FEAyy + FA,,)DT + (—FEAy, + FA,,)EDT = 0
—FEA;,D” + FAy DT — FEA,ED” + FA,,EDT = 0
F(_EAll + A21 - EAle + AzzE)DT =0

matice F a DT st podla predchadzajucich vypoétov nenulové, mézeme ich vynechat
a pokracujeme

_EA11 + A21 - EAle + AzzE =0
A21 - EAll + AzzE - EAle S 0.

Vsimnime si, Ze v poslednej rovnici sa nachadzaju vsetky bloky matice A alen jeden
blok matice G. Inymi slovami, v poslednej rovnici sa nachadza len jedna neznama, Cize
blok E z transformacnej matice G. Rovnicu takéhoto tvaru vieme riesit, pretozZe je to
tzv. Riccatiho algebraicka rovnica.

Riccatiho algebraicka rovnica sa vSak uz nepocita takymto blokovo-maticovym
spOsobom. Zvycajne sa pouZzivaju numerické iteracné metddy (napr. Newtonova) [4].

Zhrnutim postupu teda dostavame, Ze v Stvorcovej matici A sa da vynulovat
lavy dolny blok pomocou Riccatiho algebraickej rovnice, odkial dostaneme maticovy
blok E. Naslednym aplikovanim Choleského rozkladu dostaneme ostatné dva bloky
D, F a vieme teda zostrojit transformaéni maticu G.
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3 Householderova metdda a jej vyuzitie

Householderova metdda je ortogondlnou geometrickou transformaciou. Skér
ako v3ak nahliadneme na samotnu Householderovu metddu, spomenieme podobnu
ortogonalnu transformaciu, Givensove otocenie. Ako uvidime, Householderova
metdda vie vynulovat cely vektor okrem jedného prvku, alebo cely maticovy blok.
Givensove otocenie je jemnejsie, inymi slovami, vie vynulovat jeden prvok matice. Nie
vzdy je totiZ Ziaduce transformovat iba velké bloky.

3.1 Givensove otocenie

Otocenie je druh transformacie ktoré vidime na Obrazku 1 a da sa opisat ako
zmena dvoch suradnic vektorov vrovine, pricom ostatné suradnice zanechdva
nezmenené. Podstatu si vysvetlime na jednoduchom dvojrozmernom priklade.

UvaZujme otolenie vektora x = (x;,x,) ouhol 8 na ¥ = (%,,%,). Dizka je
zachovanj, takze ||X|| = ||x||. Podla Obrazku 1 méZeme napisat

%1 = |lx|l cos(® + 6),
X, = ||x|| sin(® + 0).

Z elementdrnej trigonometrie vyuzijeme

cos(® + 6) = cos® cosd —sinPsin b,
sin(® + 0) = sin® cos 8 + cos P sin 6.

Pretoze cos® = x;/||x|| a sin® = x,/||x]||, ich skombinovanim dostaneme

X, =x1cos0 —x,sinf,
X, = x1sin@ + x, cos 6.

Z tohto postupu vidime, Ze vynasobenim x ortogonalnou maticou

[cos 6 —sind
sinf cos@

dostaneme otocenie vektora x o uhol 6.
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Xy
Obrazok 1

V trojrozmernom priestore je otoCenie podobné s dvojrozmernym priestorom,
len ndm pribudne jedna suradnica. Na ilustraciu uvedieme matice otocenia
v trojrozmernom priestore podla hlavnych osi [7].

Otocenie okolo osi x

1 0 0
0 cosf —sinf].

0 sinf8 cosé@
Otocenie okolo osi y

0 1 0

[cos@ 0 sin@]
—sin@ 0 cos@

Otocenie okolo osi z

sin@ cos8 O

[cos@ —sin @ 0]
0 0 1

Podstatu Givensového otocCenia [3] si tieZ znazornime v dvojrozmernom
priestore. Mame [ubovolny vektor x = (x,x,) , ktory chceme transformovat na
vektor ¥ = (%;,0), ako vidime na Obrazku 2. Transformaciu prevedieme za pomoci
ortogonalnej matice otocenia tvaru

6= [Sme cosel”
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kde méZeme funkcie sinus a kosinus vyjadrit pomocou zlomkov

X
c=-cosf ==,
r
. X
s=sinf =2,
"
Cislo r je norma vektora x
— — 2 2
r = ||x|| x5 + x5 .

Z tohto je potom lahko vidiet, ako prebieha Givensove otocenie

X X x} | 3 xf+xj
S s O B P B e B
= = = = | [x2+x2| = | ]
—s cllx; —Sx1 + Ccx, _Qxl + ﬂxz X1X2 _ X1X2 12 0
T T T T O

X3
Obrazok 2
Vidime, Ze pre vektor Givensové otocCenie funguje a teraz si ukdzieme aj

aplikaciu na maticu [9]. VSeobecny tvar matice Givensového otocenia, ktora vynuluje

suradnicu x;; v lubovolnej matici, je

r 1 0 0 07
0 Cii Si,j 0
G(i,j,0) = :
0 _Sj,i C]’] 0
L0 0 0 1-

Pomocou tejto matice chceme vynulovat suradnicu a;; v matici A. Givensova

transformacia matice A ma tvar
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A=GTAG, (3.1)

kde

N
I

Z rovnice (3.1) si vyjadrime niektoré prvky z matice A kde (k # i, k # j)

dil’ = czaii + Szaj]' - ZSCCll'j , (32)
d” =szaii+czajj+25‘caij, (33)
dij = (Cz - Sz)al‘j + sc(aii - a”) . (34)

Podla toho, Ze chceme d@;; = 0, rovnica (3.4) nam umozZniuje vyjadrit uhol otocenia 0

nasledovne

2_c2 e (it
w = cotg 26 = &0 = Ayt (3.5)

2sc Zal-j
Nech t = s/c, a definiciu w (3.5) méZeme napisat v tvare
t?+2tw—1=0.

Najmensi koren tejto rovnice zodpoveda uhlu otocenia mensiemu ako m/4
Standardnym zapisom korefia kvadratickej rovnice mame

_ _sgn(w)
T otV

Zadefinovanim funkcii sinus a kosinus

a dosadenim do rovnic (3.2) az (3.4) dostaneme konecné rieSenie
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a; = a;; — tagj,
Qj = @ = tay;,

Vidime, Ze Givensove otocenie funguje aj na vynulovanie siradnice matice.

3.2 Householderova transformacia

Householderovu transformaciu si najskor priblizime jednoduchym prikladom.
Nech u a v su ortonormalne vektory a nech vektor x lezi medzi vektormi u a v, ktory je

dany ako kombinacia tychto susednych vektorov

X =cu+cv

kde c; a ¢, su skaldry. Potom vektor

X=—cu+cv
je obrazom x, ak je definovany vektorom v, alebo u*
UvaZzujeme obraz, ktory transformuje vektor

x = (%1,%5, e, X))

na vektor kolinearny s jednotkovym vektorom,
x=1(0,..,0,%,0,..,0) = t||x||,e; .
Ak sa obmedzime len na dvojrozmerny priestor, méZzeme toto znazornit ako na

Obrazku 3, kde i = 1 . Vektor x je otoceny podla toho, aké je znamienko pri *||x||,.

Vyber znamienok je na Obrazku 3 znazorneny ako vektor ¥ a vektor X.

25



Obrazok 3

Teraz sa pozrieme na zobrazenie vektora x inym sposobom. UvaZzujme problém

zobrazenia vektora x (x € R™) cez vektor u (u € R™). Pouzijeme Householderovu
maticu transformdcie H (H € R™*™) [3]

uul
H—I—ZE,

ktora transformuje vektor x = (x4, ..., X;;) na jeho obraz ¥ = (%, 0, ...

T T
Hx=(1—2%)x=x—2%x=x—2

T

“tu=%
uTu =~ 7

,0)

Nastdva problém ako najst vektor u tak, aby spifial tito podmienku. Pomdzeme si

Obrazkom 3. Vidime, Ze vektor u sa da vyjadrit za pomoci nasho znameho vektora x.

Predpokladajme teda, Ze u = x + ae; apocitajme vyraz zmatice H, t.j. zatneme

Citatelom

a menovatel

Dalej po¢itajme

Hx

ulx =xTx + ax,,

uTu = xTx + 2ax; + a?.

(1-2

xTx+ax,

xTx+2ax,+a?

)

2 uTx
X — (157561.
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Aby bolo x vynulované, ur¢ime koeficient @ nasledovne a = +||x||, a dostaneme
_ _ uuT _ T
u=x=|x|,e; — Hx—(I—Zm)x—Hlxllzel.

Takto urceny vektor u sa nazyva Householderov vektor.
Takéto zobrazenie sa mobZe nazyvat Householderove zobrazenie, alebo
Householderova transformacia. Matica H ma nasledujuce vlastnosti:

Hu=—u.

e Hv = v pre lubovolné v ortogonalne k u.
H = HT (symetrickost).

HT = H™! (ortogonalnost).

PretoZe H je ortogondlna, tak ak Hx = X, potom ||x]||, = [|X]|, , ¢ize %; = x||x]|, .
Navy$e matica uu’ je symetricka, idempotentna a ma hodnost 1.

3.3 Vynulovanie prvkov vektora
pomocou Householderovej metody

UZito¢nost  Householderovej transformacie spocdiva v jednoduchosti
skonstruovania zobrazenia, ktoré bude transformovat vektor x na taky vektor X, Ze
bude mat na vsetkych pozicidch nuly, okrem prvej. Uvedieme priklad, v ktorom
ukazeme princip Householderovej transformacie. Uvazujeme vektor

X = (3111211r1)l
ktory by sme chceli transformovat na tvar
X =(%,,0,0,0,0).

Dosadime do vzorca

u=uxzlxl,e
kde

lIxll; = 4,
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¢ize mame vektor

u=(7,1,211).

Pomocou Householderového vektora u dalej poc¢itame maticu zobrazenia

uul

H=1-2%
o0 0 0 49 7 14 7 7
|01000 171211}
H=l0 0 1 0 0|-5sl14 2 4 2 2|=
looo1oJ [71211J
000 0 1 71 2 1 1

-14 -2 24 -2 =2

21 -7 —14 -7 —7
1[—7 27 -2 -1 —1]
[—7 1 —2 27 —1J

Vyndasobenim

| =7 27 -2 -1 -1||1

(~21 -7 -14 -7 -7 3]
Hx==|-14 —2 24 -2 —zth,

-7 -1 =2 27 -1
-7 -1 -2 -1 2744

dostaneme ¥ = (—4,0,0,0,0), ¢o je v sulade s predpokladom v3etkych nulovych
prvkov okrem prvého. Tymto sme ukazali funkénost Householderovej metédy pre
vektory.

3.4 Blokova Householderova metdda

Blokova Householderova metdda [8] je prirodzenym rozSirenim vektorovej
Householderovej metédy so zmenou, kde sa vektory algoritmu nahradia blokmi
matice. Matica transformdcie ktora je v tejto Casti pouZita, sa mdze pocitat pomocou
polarneho rozkladu, alebo singuldarneho rozkladu. PouZijeme singuldrny rozklad matice,
pretoZe je viac zauzivany atiez sa mu venuje viac pozornosti. Pri pocitani blokovej
Householderovej metédy sa pouZiva esSte jeden rozklad. Nie je Uplne Specifikovany, len
ma byt ortogonalny. My sme si za tento ortogonalny typ zvolili QR rozklad matice. Na
zaCiatok tejto Casti uvedieme stru¢ny ndhlad na tieto dva spominané rozklady a to QR
rozklad a singularny rozklad matice.
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3.4.1 QR rozklad
QR rozklad [6] fubovolnej A € R™ ™ (n € N) matice mé tvar
A=0QR, (3.6)

kde Q € R™" (n € N) je ortogonalna matica a matica R € R™" (n € N) je horna
trojuholnikovd matica. Maticu Q ziskame napriklad pomocou Householderovych
vektorov, ktoré volime tak, aby ndsobenim matice A zlava vynulovali prvky pod
hlavnou diagonalou

Qn@n—1 626114 =R.
Maticu Q vyjadrime ako Q@ = 0,,0,,_1 ... 0,0, . Ked%e jednotlivé matice Q; (i = 1, ..., n)
s ortogonalne, potom aj matica Q je ortogonalna. Vyuzitim definicie ortogonalnych

matic (pozri kapitolu 1.1.6) moZeme maticu Q oznadit nasledovne Q = Q1 = Q7.
Z toho vyplyva, Ze matica Q je tiez ortogonalna a potom QR rozklad (3.6) ma tvar

[an aln] [%1 Chn][rll  Tin
apy  *° Opp dn1 ' 9nn 0 Tan

V pripade obdiZnikovej matice A rozmerov m X n (m,n € N) pocitame rozklad

analogicky ako pri $tvorcovej matici stym rozdielom, 7e pocet jednotlivych matic Q;
nam urcéi mensi rozmer matice. To znamen3, Zze ak mdme m<n tak i =1,..,m,
aleboakm >ntaki =1,...,n. Pripad m > n potom vyzera

all cee aln qll cee qlm-l[rll cee rln'l

[
s :lz " : ) r:
o o] 0

qml ot Qmm

Najdenie QR rozkladu pomocou Householderovej metddy je jednym z viacerych
spOsobov. Tuto metdédu uvadzame logicky preto, Ze sme sa s fou prave oboznamili
a netreba ju opat blizsie vysvetlovat. Priklady inych metdd hladania QR rozkladu su
uvedené v [6].
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3.4.2 Singularny rozklad matic (SVD)

Principom SVD [6] je rozklad redlnej, alebo komplexnej matice dvomi
ortogonalnymi maticami. Uvazujme maticu A rozmerov m X n (m,n € N), potom jej
singularnym rozkladom bude

[an aln] [Wn Wlm] 0, 0 [Vu V1n]T

: D= : : : : ,

Am1 " Amn Wmi = Wmml]| O Op Uni = VUnn
R —

kde matica D € R™*" je diagonalna matica a na jej diagonale sa nachadzaju singuldrne

hodnoty matice A usporiadané podfa velkostigy = 0, =...=2 0, =20 (p = min{m, n}).
Matica V € R™" je ortogonalna matica a W € R™*™ je tieZ ortogondlna matica.
Nasledujuce Vety bez dbkazov pouZijeme pri popisani postupu vypoctu SVD.

Veta 3.1: Pre lubovolnd A € R™™ (m > n , m,n € N) maticu existuju ortogonalne
matice W = (Wy, ..., wy,) aV = (vy, ..., v,) také, Ze

WTAV =D = diag(oy, ..., 05,)

kde D jem X n maticaao; = 0, =...2 0, = 0.

Veta 3.2: Ak A je m X n maticaa A = WDVT je singularny rozklad matice 4, potom
stipcové vektory matice U su normované vlastné vektory matice AAT a stipcové
vektory matice VV st normované vlastné vektory matice AT A. Singuldrne ¢&isla matice A
sa daju najst ako druhé odmocniny vlastnych &isel matice AT A alebo AAT.

VyuZzitim vlastnosti z tychto Viet uvedieme struc¢ny postup vypoctu singularneho
rozkladum X n (m,n € N) matice A .

Najprv najdeme vlastné &isla A; matice ATA azoradime ich postupne od
najvacsieho po najmensie.

Dalej najdeme ortogonalne vlastné vektory matice ATA, ktoré prisluchaju
najdenym vlastnym Ccislam. Tieto vektory znormujeme apomocou nich vytvorime
maticu V tak, e jednotlivé vektory budd stipcami matice.

Diagondlnu maticu D skonsStruujeme tak, Ze na jej hlavnu diagonalu dame
p = min{m, n} hodnét g; = \/Z , usporiadanych od najvacsieho po najmensie.

Zostava ndm u? len skondtruovat maticu W. Prvé stipce matice W néjdeme
podla predpisu w; = ai_lAvl- , kde v; st stipce matice Vai =1, ...,p . Ostatné stipce
dostaneme pouzitim Gram-Schmidtovej ortogonalizacnej metddy a vektory
znormujeme.
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Tento postup je vcelku jednoduchy, ale jeho nedostatok je hlavne pri velkych
maticiach, pretoZe determinant velkych matic sa pocita tazko. Iné metddy vypoctov
najdeme v [5] a [6].

3.4.3 Vypocet blokovej Householderovej metody

Po oboznameni sa s potrebnymi rozkladmi si ukazeme ako sa pocita blokova
Householderova metdda [8]. To znamend, ze nebudeme musiet nulovat stipce matice
po jednom, ale bude to moZné po blokoch, ¢o je samozrejme efektivnejsie pri velkych
maticiach. Zmeni sa vlastne len metdda vypoctu vektora u, vtomto pripade teda
matice U, ktora sa pouZiva na zostrojenie Householderovej matice H = [ — 2UUT.

Na zadiatok si vSak esSte upravime znacenie matic. Identickd matica I bude mat
oznacenie [, ak sa bude jednat o Stvorcovi maticu k X k. Zovseobecnena identickd
matica E}, bude oznacovat obdiznikovi maticu m x k.

Uvazujme maticu € € R™*? (b < m) s nenulovou hodnostou hod(C) = r. Pre
dani maticu existuje taka matica U € R™*" (UTU = I,.), ktora transformuje vietky
prvky matice HC na nuly, okrem prvych r riadkov. Kde ako vieme, H je
Householderova matica amatica U je tzv. blokovd Householderova matica
skonstruovana z matice C. Zavedieme este oznacenie f € R™? , je to matica
oznacujuca prvych r nenulovych riadkov v matici HC. Zapisané ako HC = E,.[5.

Pokracovat budeme uZ samostatnym postupom vypocltu blokovej
Householderovej matice U.

Krok 1: Vyberieme si maticu C, ktord chceme transformovat a pouzijeme ortogonalnu
dekompoziciu, v nasom pripade spominany QR rozklad

C =XZ7,
kde X € R™*" je ortogonédlnea Z € R™*P.

Krok 2: Ozna¢ime teraz X € R™", ¢o vyjadruje ¢ast matice X, konkrétne prvych r
riadkov. Za ich pomoci vynulujeme ostatné prvky a oni samotné zostanu nenulové.
Treba pripomenut, Ze predpokladdme hod(C) = r nenulové. Ak by r = 0 potom
vypocet konci v prvom kroku, kedZe nemdézeme vybrat prvych r riadkov. Pocitanie
pokracuje SVD rozkladom matice X

X=WDV,

kde W,V € R™" su ortogonalne matice a D € R™" je matica so singularnymi
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hodnotami na diagondle. Z tohto moZeme maticu 8 vyjadrit nasledovne
B=(=WV)Z.

Krok 3: Pokracujeme vypocitanim matice Y € R™*"
Y=X+EWV.

Krok 4: V poslednom kroku by sme mali hladat nejaky ortogonalny rozklad matice Y,
ktory by ndm dal uz blokovi Householderovu maticu U takd, aby UTU = I, . Maticu U
vsak vieme najst aj efektivnejSie, bez ortogonalneho rozkladu ako

Y 1. (3.7)

U=Y|vT(20, + D))"

kde U je 3pecidlne zvolend tak, aby UTU =1I. platilo. Zostdva dopoéitat
Householderovu maticu

H=1-2U0UT,
ktora nam vynuluje blok a plati
HC =E.B.

Na zostavenie Specidalne zvoleného bloku U (3.7) si uvedieme vlastnosti
niektorych matic pouzitych v Krokoch 1 — 4. Predpokladame, Zze m,b,r €N a
0<r<bhb<<m.

Krok 1: Matica X pozostdva z ortonormalnych vektorov t.j. XX = I,.. Pre maticu Z
platihod(Z2) = .

Krok 2. I, = XTX = X% + (X — E,.R) (X — E,X) = VTD?V + (X - E,X)" (X —
E.X) apreto I, —D?=[(X - Er)?)VT]T[(X — E,.X)VT]. Ked%e pravé ¢&ast tejto
rovnice je kladne semidefinitna, tak existuje I, — D?. Ztohto zase vyplyva, Ze
singuldarne hodnoty nebudu vacsie ako 1, co napomaha k stabilnejsim dalsim krokom.

Krok 3: Vztah YTY =VT2(I, + D)V dostaneme z X"X =1, a XTE,=X"T. Y je
rieSitelnd bez komplikacii a cond(Y) <2 , pretoie vietky prvky na diagonale
2(I, + D) nadobudaju hodnoty medzi 2 a4. Fakt, 7e cond(Y) <+/2 dostaneme
z definicie cond(Y) = ||Y||IlY " |lazY = (I, + D)V.
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Krok 4: Nech nejaky ortogondlny rozklad matice Y sa da zapisat ako Y = US. Matica
S € R™" je invertibilnd, z¢ho cond(S) <+/2. Matica U mdZe byt vynasobena
lubovolnou ortogondlnou maticou velkosti r sprava. Specidlna volba matice U (3.7),
pochadza z Kroku 3, spifia tito podmienku a tie? je ortogonélna, UTU = I,..

Takymto postupom zostrojena Householderova matica H spifia nasledujicu Vetu.

Veta: Pre maticu X € R™*" taku, 7e XTX = I, existuje matica H skon$truovana
horeuvedenym spdsobom, ktora transformuje maticu X na HX = E,.(—WV). To
znamena, Ze vsetky riadky matice HX su vynulované, az na prvych r riadkov. Matica
prvych r riadkov HX ma potom tvar (—WV).

Dokaz: AKY = X + E,WV a X = WDV, potom EIY = X + WV = W(I, + D)V.

Zo vztahu (EWV)TY = VTWT(ETY) = VT (I, + D)V = =YTY
transponovanim dostaneme YTE WV = %YTY apodobne z EWV=Y-X
dostaneme YT (Y — 2X) = 0.

PretoZe S nie je singuldarne a YT = STUT, UT(Y —2X) = 0; ¢ize 2UTX = UTY.
Pretoze UTY =SaUS=Y,UUTY =Y aztoho 2UUTX = UQRUTX) = UUTY =Y.

Ztoho dévodu HX =X —20UTX=X-Y =E,.(-WV), & sme chceli
dokdzat. m

PouZitim tejto vety je matica H skonsStruovand zortonormalnej matice X
hodnosti r, preto HX = E.(—WV). Ztoho dévodu HC = HXZ = E,(-WV)Z = E,.j3,
kde f € R™? je definované ako 8 = (—WV)Z, ktord ma plnd hodnost t.j. hod(B) =
r. Vyplyva ztoho, Ze z matice HC je matica v ktorej prvych r riadkov je matica
a ostatné riadky su nulové.
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3.5 Blokova tridiagonalizacia symetrickej matice

Aplikaciou blokovej Householderovej metddy z predchadzajucej casti je
napriklad blokovd tridiagonalizdcia symetrickej Stvorcovej matice. Toto mdZe byt
vyuzité napriklad pri pocitani vlastnych cisel vo velkych maticiach, kedze
Householderova metdda nemeni vlastné Cisla.

Uvazujme hustu symetrickd Stvorcovu maticu A. Rozdelime ju na mensie bloky
rozmeru b. Ozna¢me lavy horny blok s rozmermi b X b ako a. Potom blok ktory sa
nachddza pod maticou a je matica C ktord budeme chciet vynulovat

F
S

Postup vynulovania matice C, ¢ize bloku matice A je analogicky s postupom uvedenym
v predchadzajucej ¢asti. Z matice C vyndasobenim prisluSnou Householderovou maticou
dostaneme maticu, v ktorej bude prvych r riadkov nenulovych (matica ) a ostatné
nulové

Vynasobenim celej symetrickej matice A z oboch stran Householderovou maticou sa
nam teda vynuluju bloky C smerom dole od bloku a a tiez smerom vpravo. Zaroven je
tymto prenasobenim zabezpecena nemennost vlastnych ¢isel (kapitola 1.3)

A= HAH =} —

o
T
>
=

Opakovanim tohto postupu tridiagonalizujeme celt maticu A. Poznamenajme, Ze bloky
nemusia mat rovnaky rozmer, t.j. kazdy diagonalny blok si méZeme rozmerovo
prispdsobit, ¢i lubovolne zvolit. Nakoniec dostaneme tridiagonalizovand maticu tvaru

H®=2  HOHOAFOH@  H0-2) =
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@ BT 0 - 0
B1 az 7 OT
0 B, as 3
0 B oay ﬁz{
Brn-2 @n—1 Pn-1
L 0 Prn-1  ap

VyuZitie tejto metddy, aj ostatnych predchadzajucich si teraz ukdzeme

v nasledujucej praktickej ¢asti.



Prakticka ¢ast

4 ZjednodusSenie tvaru matice

V praktickej ¢asti chceme ukazat ako zjednodusit vybrané matice. Vychadzame
z toho, Ze v sucasnosti je Siroké vyuzitie matic v ré6znych vednych disciplinach. Tieto
matice byvaju vacsinou velkych rozmerov a plné dat. Pocitanie s takymito maticami ma
svoju naro¢nost. My chceme za pomoci blokov tito naro¢nost zmensit pred samotnym
vypoétom. Uvazovat budeme vsak len Stvorcové matice.

V prvom pripade chceme ukdzat blokovu tridiagonalizaciu, ktord spravime za
pomoci blokovej Householderovej metddy. Toto zjednodusenie sa da vyuZit napriklad
pri pocitani vlastnych Cisel, pretoze Uprava matice pomocou blokovej Householderovej
metddy nemeni hodnoty vlastnych Cisel. To znamena, Ze najskor zjednodusSime tvar
prislusnej matice a potom je ovela jednoduchsie vypocitat vlastné cisla.

Druhé zjednodusenie bude vyuZivat tiez blokovu Householderovu metédu
a navyse Sylvestrove rovnice. VyuZitie tejto kombindcie by sa dalo uplatnit pri pocitani
linearnych systémov velkych rozmerov. Tento postup zjednodusi maticu na blokovy
diagonalny tvar. Najskor bloky ktoré st pod hlavnou diagonalou vynulujeme pomocou
blokovej Householderovej metddy a nasledne vynulujeme vsetky bloky nad hlavnou
diagondlou pomocou Sylvestrovych rovnic. Je jednoduchsie potom pocitat takyto
linearny systém napriklad paralelnym vypoctom.

Pre oba pripady uvadzame aj kratke programy, ktoré ilustruju zjednodusenie
matic.
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4.1 Zjednodusenie tvaru velkej matice pomocou blokovej
Householderovej metady pri pocitani vlastnych Cisel

Vtejto Casti ukdzeme vyuZitie blokovej Householderovej metddy.
Predpokladajme, Ze mame lubovolnd Stvorcovd symetrickd maticu A € R™"™ velkych
rozmerov a rozdelime si ju na blokovu maticu

[@11 Ayn | [A11 Alm]
ana o Ann mi o Amm

Pomocou blokovej Householderovej metédy by sme mali maticu A transformovat na
tridiagonalny tvar

[An Alm] X X 0
% )

| | =

[ J . X

Ami Amm 0 X X

KedZe mame Stvorcovu a diagonalnu maticu, tak mézeme bez nejakych dalSich dprav
pouzit postup pocitania ako v kapitole 3.4.3 na jednotlivé bloky, ktoré oznacime C;
(i eN)

C; |

Budeme postupovat presne podla postupu ako v kapitole 3.5, Cize budeme blokovo
tridiagonalizovat maticu A pomocou vynulovanych blokov C; . Schematicky naznadime
postup blokovej tridiagonalizacie
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rxxxxxx]rxxxxxx][XXOOOO]
[X X X X X X| [X X X X X X| |Xx X X X X X|
|><><><><><><||O><><><><><||0><><><><><|
Ix x x x x x|7]o x x x x x|7lo x x x x x|™
[xxxxxxJOxxxxxloxxxxxJ
X X X X X X 0 X X X X X 0 X X X X X
A H A H1AH;
X X 0 0 0 O X X 0 0 0 0
[x X X X X x] [x X X 0 0 0]
0 X X X X X 0 X X X X X
Zlo 0 x x x x|7lo 0 x x x x|
0 0 X X X X 0 0 x X X X
0 0 x X X X 0 0 X X X X
HyH,{AH; HyH{AH{H;
[x x 0 0 O 0]
[x x x 0 0 0]
0 X X %X 0 OI
s.o|0 XX x 00
lO 0 0 x X xJ
0 0 0 0 x Xx

Hp—y..HyH{AH{Hp..Hp_»

Kde matice H; (i € N) su Householderove blokové matice prislichajuce k danému
bloku C; . Takze o funkénosti metddy sme sa presvedCili a ukdzeme ju aj na priklade.
Konkrétne na matici rozmeru 16 X 16 , na ktord sme pouZili program zostaveny
v programe MATLAB. Zdrojovy kdd je k nahliadnutiu v nasledujlcej casti a samotny
priklad s maticou je v nasledujucej kapitole 5.1 . Na zaklade poznatku, Ze vynasobenie
[ubovolnej matice ortogondlnou maticou zlava a inverznou orogonalnou sprava, nam
zachovava vlastné Cisla (kapitola 1.3), m6Zzeme takuto zjednodusenu maticu blokového
tridiagonalneho tvaru pouzit na vypocet vlastnych Cisel.
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4.1.1 Program a popis programu

function BlockHouseholder(A)

[m n]l=size(A);

T=A;

for i=1:n/2-2
C=T(2*i+1l:n,2*i-1:2%]i);
[X,Z]=qr(C,0);
Xhat=X(1:2,:);
[W,D,V]=svd(Xhat);
E=zeros(n-2*i,2);
E(1,1)=1;
E(2,2)=1;
Y=X+E*W*V;
U=y*(V*'*(2*(eye(2)+D))"(-0.5));
H=eye(n-2*i)-2*U*U";
Hpom=zeros(n);
for j=1:2%i

Hpom(J,J)=1;

end
Hpom(2*i+1:n,2*i+1:n)=H(:,:);
Tnew=Hpom*T*Hpom;
Tnew(abs(Tnew(:))<5e-12)=0;
T=Tnew;

end

Uvedeny program demonstruje postup opisany v predchadzajucej Casti. Tento
program pocita blokové Householderove matice podla postupu v kapitole 3.4.3
a zdroven blokovo tridiagonalizuje pévodnu maticu (kapitola 3.5). Vstupny udaj je len
matica, ktora musi byt Stvorcovd asymetricka. Vystupny udaj je blokovo
tridiagonalizovana matica. Program je skonstruovany tak, Ze pocita po blokoch, kde
Sirka bloku je pevne danad hodnotou 2, &ize dva stipce. Z tohto vyplyva, e vstupna
matica by mala mat parny pocet stipcov. PouZité su predprogramované funkcie QR
rozkladu asinguldrneho rozkladu matice. Vystup tohto programu je uvedeny
v nasledujucej kapitole 5.1 ..
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4.2 Zjednodusenie tvaru velkej matice pomocou blokovej
Householderovej metady a Sylvestrovych rovnic pri pocitani
linearneho systému

ZjednoduSenie matice v tejto Casti ukazeme pomocou dvoch metdd. Na rozdiel
od predchadzajuceho zjednodusenia, vtomto moéZeme predpokladat [ubovolnu
Stvorcovi maticu. Predpokladajme maticu A € R™"™ velkych rozmerov, ktoru
si rozdelime na bloky

[@11 Ain | [A11 Alm]
ana o Ann mi o Amm

Najskor pouzijeme blokovu Householderovu metédu, ktora nam vynuluje vsetky bloky
pod diagonalou

[An Aim X X

P B

KedZe chceme vynulovat favd dolnl cast matice A, tak budeme vyberat bloky C;
(i € N) z lavej dolnej ¢asti matice vratane diagonalnych blokov

)
IN)

Postupom ako v kapitole 3.4.3 vypocitame kdanym C; prislusné Householderove
matice H;, ktoré zabezpecia vynulovanie pod hlavnou diagonalou
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rX X X X X X'l rX X X X X X'I rX X X X X X'l
[x x x X X X| |0 X X X X xl IO X X X X X|
[x x x x x x|_ 10 x x x x x 0 0 X X X X
Ix x x x x x|7lo x x x x x|[Z]l0o 0 x x x x|
lx X X X X xJ {0 X X X X xj |0 0 X X X x‘
X X X X X X 0 X X X X X 0 0 x X X X
A H.A HyH{A
rX X X X X X'l
IO X X X X X|
0 0 X X X X
Z2l0o 0 0 x x x|
|0 0 0 0 X x‘
0 00 0 0 X
Hp_q..H;H{A

Oznacme si maticu F = H,,_; ... HH;A , CiZze horna blokova trojuholnikova matica.
Nasou nasledujucou ulohou je ukdazat, ako maticu T vynulujeme za pomoci
Sylvestrovych rovnic ako v kapitole 2.2 . UkaZzeme si najskor volbu blokovych matic

X

cooco o X
co oo X X
OO Ox X X
© O XX X X
© X XX X X
X X XX X

Kde A;; je Stvorcova k; X k; matica, B; je stvorcovd (n — k;) X (n — k) matica a C;
je obdlZnikova (n — k) X k; matica. Postupom ako je v kapitole 2.2 pomocou tychto
matic vynulujeme blok C;. Zvolime si nové bloky a pokraCujeme aZz pokial
nedosiahneme blokovy diagonalny tvar

rx X X X X x] [x 0O 0 0 O 0] [x 0O 0 0 O O]

|0 X X X X ><| |0 X x X x x| |]O x 0 0 0 O]

0 0 X X X X 0 0 X X X X 0 0 X X X X

0 0 0 X X X ="Io 0 0 X X ><|:>|0 0 0 X X ><|3

000 0 x X lo 00 0 x ><J lo 00 0 x ><J

0 00 0 0 x 0 00 0 0 x 0 00 0 0 x
F S1FSy 5,5,F5,5;
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J

U
—

o
OO OO X ©
OOOXOO
SO Xocooo
O X ©OO © O

oo OO

Sp—1..5251F51S3..Sn—1

Matice S; (i € N) su matice transformacie, ktoré diagonalizuju maticu. Teoreticky by
mal tento postup fungovat, prakticky sa presvedc¢ime v priklade so Stvorcovou maticou
16 X 16 . Znovu sme pouZili program vytvoreny v programe MATLAB, ktorého zdrojovy
kod uvadzame v dalSej Casti. Vysledok tohto programu, teda blokovo diagonalizovana
matica je k nahliadnutiu v kapitole 5.2 . VyuZitie tohto postupu by mohlo byt pri
pocitani velkych linedrnych systémoch. Zoberme si systém v tvare (1.2). Upravime si
najprv maticu A na blokovy diagondlny tvar, nezabudneme prislusne upravit aj pravu
stranu rovnice b a mdzeme pocitat ovela jednoduchsi systém.
TakZe namiesto systému

mozZeme vdaka blokovej diagonalizacii pouZit nezavislé bloky A;; transformovane;j
matice A na vypocet rieSenia x pomocou paralelnych vypoctov po blokoch

bl =[5

)=
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4.2.1 Program a popis programu

function BlockHouseholderAndSylvester(A)

[m n]l=size(A);
T=A;
for i=1:n/2-1
C=T(2*i-1:n,2*i-1:2%]i);
[X,Z]=qr(C,0);
Xhat=X(1:2,:);
[W,D,V]=svd(Xhat);
E=zeros(n+2-2*i,2);
E(1,1)=1;
E(2,2)=1;
Y=X+E*W*V;
U=y*(V'*(2*(eye(2)+D))"(-0.5));
H=eye(n+2-2*i)-2*U*U’;
Hpom=zeros(n);
for j=1:2%i
Hpom(J,J)=1;
end
if i==1
Thnew=H*T;
else
Hpom(2*i-1:n,2*i-1:n)=H(:,:);
Tnew=Hpom*T;
end
Tnew(abs(Tnew(:))<5e-12)=0;
T=Tnew;
end
T

ST=T;

for i=1:n/2-1
SA=ST(1:2*i,1:2*i);
SB=ST(2*i+1:n,2*i+1:n);
SC=ST(1:2*i,2*i+1l:n);
SR=1yap(SA, -SB,SC);
SIj=eye(n);
SId=eye(n);
SIj(1:2*i,2*i+1:n)=-SR(:,:);
SId(1:2*i,2*i+1:n)=SR(:,:);
STnew=SIj*ST*SId;
STnew(abs(STnew(:))<5e-12)=0;
ST=STnew;

end

ST
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Tento program pocita blokovu diagonalizaciu opisanu v predchadzajucej Casti.
Prva Cast je podobnd s programom opisanom v kapitole 4.1.1 s tym rozdielom, Ze na
konci programu ndsobi maticu len zlavej strany atym vynuluje vSetky bloky pod
diagonalou. V druhej casti program pocita diagonalizaciu pomocou Sylvestrovych
rovnic (kapitola 2.2). Vstupnym udajom do programu je Stvorcova matica a vystupom
su dve matice. Prva je blokova horna trojuholnikova a druhad je uz blokova diagonalna.
Aj tento program ma pevne zadanu $irku blokov na 2, teda dva stipce. Znova teda
predpokladame , 7e vstupna matica bude mat parny pocet stipcov. V programe sme
okrem uZ spominanych predprogramovanych funkcii QR rozkladu asingularneho
rozkladu pouzili funkciu Lyapunovej rovnice. Tato funkcia v programe MATLAB vie
vypocitat prave Sylvestrove rovnice. Vystup tohto programu najdeme v kapitole 5.2 .
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5 Maticovy experiment

Vtejto kapitole uvadzame matice, na ktorych demonstrujeme blokovu

tridiagonalizaciu a blokovu diagonalizaciu. Na zaliatku je vidy uvedena matica,

s ktorou sa pocita a nasledne st uvedené vystupy programov uz v upravenych tvaroch.

5.1 Maticovy experiment 1 (blokova tridiagonalizacia)

Matica, ktora bude blokovo tridiagonalizovanda pomocou
Householderovej metddy je Stvorcovd, rozmerov 16 X 16 a symetricka:

256 17 33 208 192 81 97 144 128 140 161 80 64 209
17 239 223 50 66 175 159 114 130 111 95 178 194 47
33 223 222 51 67 174 158 115 131 110 94 179 195 46
208 50 51 205 189 84 100 141 125 148 164 77 61 212
192 66 67 189 128 70 101 143 124 149 165 76 60 213
81 175 174 84 70 171 155 118 134 107 91 182 198 43
97 159 158 100 101 155 154 104 135 106 150 183 199 147
144 114 115 141 143 118 104 137 121 152 168 73 57 216
128 130 131 125 124 134 135 121 124 138 169 72 116 217
140 111 110 148 149 107 106 152 138 103 87 186 202 39
161 95 94 164 165 91 150 168 169 87 80 172 203 38
80 178 179 77 76 182 183 73 72 186 172 69 53 220
64 194 195 61 60 198 199 57 116 202 203 53 56 206
209 47 46 212 213 43 147 216 217 39 38 220 206 35
225 31 30 228 222 27 26 232 234 23 22 236 243 19
16 242 213 13 15 246 249 9 13 250 256 5 14 154

blokovej
225 16
31 242
30 213
228 13
222 15
27 246
26 249
232 9
234 13
23 250
22 256
236 5
243 14
19 154
122 201
201 46
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Matica, ktora je blokovo tridiagonalizovana programom popisanym v kapitole 4.1.1 :

256.0

17.0

-140.6

-514.9

17.0 -140.6
239.0 -507.1
-507.1 920.6

-194.1 799.4

-242.3

351.2

-514.9

-194.1

799.4

1095.1

126.3

-316.2

-242.3

126.3

-145.8

218.5

-12.7

351.2

-316.2

218.5

-371.9

131.3

-13.5

-12.7

1313

88.7

-45.5

-58.5

1.7

87.8

-13.5

-45.5

-12.9

50.7

-58.5

-12.9

-12.1

-28.1

20.6

1.7

50.7

21.4

313

-29.6

-46.8

-28.1

-29.6

1.7

3.4

-16.1

4.7

20.6

-46.8

3.4

32.7

35

16.1

-16.1

35

33

-27.0

4.5

4.7

16.1

14.2

-7.6

8.0

-27.0 4.5
-7.6 8.0
-12.8 7.8
7.8 105
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Householderovej metddy a Sylvestrovych rovnic, je Stvorcova s rozmermi 16 X 16 :

56

17

33

38

92

81

97

44

28

40

61

80

64

49

25

55

5.2 Maticovy experiment 2 (blokova diagonalizacia)

Povodna matica, ktora bude blokovo diagonalizovand pomocou blokovej

33

39

23

50

66

74

15

14

30

11

95

18

94

47

31

41

28

50

22

51

67

84

58

15

31

10

94

79

95

46

30

10

92

66

51

25

28

70

10

43

25

48

64

77

61

12

28

23

81

75

67

19

70

71

10

18

14

19

65

76

60

21

22

12

97

59

58

84

11

55

55

14

35

57

91

82

98

43

27

74

44

14

15

10

43

18

54

37

21

16

50

83

99

47

26

56

28

30

31

41

24

34

a4

21

24

52

68

73

57

16

32

52

40

11

10

48

49

17

16

52

38

38

87

72

16

17

34

64

61

95

94

64

65

91

50

62

69

13

80

86

23

39

23

73

80

78

79

77

76

82

83

73

72

86

72

72

53

38

22

92

64

94

95

61

60

98

99

57

16

22

23

69

56

20

36

62

29

47

46

12

13

43

47

26

17

39

21

20

26

26

19

29

25

31

30

28

22

27

26

32

34

23

22

36

43

35

22

26

16

42

13

13

15

46

49

69

13

50

56

85

14

54

21

51

43

46

56

72

30

21

62

88

90

17

22

46

63

43

66

26
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Prva matica, ktord je blokova horna trojuholnikova,

matice programom popisanym v kapitole 4.2.1 :

-225.8

-63.1

-131.3

-150.6

-175.1

-122.6

54.4

334

-149.1

-86.8

-39.6

102.2

-149.7

-97.3

-16.1

-51.0

231

-193.9

-121.3

-31.0

70.3

69.7

60.8

-155.5

-63.5

5.0

15.3

26.4

11.1

324

-66.6

-139.4

-65.6

36.2

41.8

14.9

-34.3

-25.4

-134.0

-61.9

-29.3

19.8

29.9

-6.9

-40.9

-29.9

-64.1

-22.6

-209.3

-101.5

30.9

65.1

-15.1

28.4

-35.1

-62.1

vypocitana z predchdadzajucej

-251.4

-93.8

-63.5

45.3

27.8

19.6

-39.6

211

-21.9

313

27.2

-217.7

-65.8

-23.0

55.4

-12.7

36.2

-10.9

11.9

74.7

36.9

-40.0

-99.7

344

-23.0

28.0

9.0

9.1

-10.6

12.5

18.8

7.1

4.9

-13.4

-95.6

-48.4

-10.0

21.9

15.7

4.3

3.6

12.4

10.5

-21.3

-146.3

-29.0

-6.7

374

323

-22.5

-22.6

-22.8

-27.0

-11.4

11

334

-15.3

-39.4

18.0

-156.4

-67.1

-14.5

33.7

42.2

-5.3

12.4

-5.6

-43.4

57.9

5.2

-18.0

-55.8

-28.3
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Druhd matica, teraz uz blokovo diagonalizovana, s nezavislymi blokmi na diagonale:

-225.8

-63.1

-131.3

-150.6

54.4

334

102.2

-51.0 69.7

231 60.8

324

-66.6

-34.3

-25.4

-64.1

-62.1

313

27.2

36.9

-40.0

-13.4 -21.3

18.0

-28.3
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Zaver

Ciefom prace bolo popisat a ukadzat dve metddy, ktoré transformuju matice na
zjednodusSené blokové matice. Ukazali sme princip fungovania Householderovej
metddy. Rozsirili sme ju na blokovi Householderovu metddu, ktora vynuluje bloky
matice. Ak mame lubovolnu Stvorcovd maticu, pomocou tejto metddy vieme vynulovat
bloky pod hlavnou diagonalou. Ak mame symetrickd Stvorcovd maticu, tak vieme
pomocou blokovej Householderovej metddy vynulovat bloky matice tak, Ze dostaneme
blokovy tridiagonalny tvar. NavySe vtomto pripade zostdvaju zachované aj vlastné
Cisla, ¢o ndm umoznuje vyuZit zjednoduseny tvar matice na ovela jednoduchsi vypocet
vlastnych Cisel. Fakt, Ze tieto dva postupy vynulovania blokov matice fungujui, sme sa
presvedCili aj na konkrétnych prikladoch. Druhou metédou bola rovnako blokova
metdda, ktorej vypocet bol na zaklade Sylvestrovych rovnic. Oboznamili sme sa najprv
so samotnymi Sylvestrovymi rovnicami. RozSirena metdda blokovej Sylvestrovej
rovnice nam umoziuje vynulovat bloky nad hlavnou diagondlou, avsak stou
podmienkou, Ze bloky pod diagonalou su nulové. Tuto podmienku vieme splnit
spominanou blokovou Householderovou metddou. Z toho nam vznikol postup, ktorym
vieme maticu upravit na blokovy diagonalny tvar. Zo spominaného vyplyva, Ze
jednotlivé bloky budu nezavislé, ¢o mbézeme vyuzit napriklad pri rieeni linedrneho
systému, ktory rieSime pomocou paralelnych vypoctov. Blokovu diagonalizaciu matice
sme tiez Uspesne vyskusali na konkrétnom priklade.
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