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Abstrakt

Diplomova préca sa zaobera multifaktorovymi modelmi ¢asovej struktiary arokovych mi-
er, konkrétne skiima vlastnosti dvojfaktorového modelu, ktory vznikol ako stacet dvoch
skrytych faktorov, z ktorych jeden sleduje jednofaktorovy Cox-Ingersoll-Ross proces, a
druhy jednofaktorovy Vasickov proces. Pre tento model uviddzame spriemernenie cien
dlhopisov vzhladom na skryté faktory. Sucastou préace je analyza vlastnosti tohto mod-
elu, sledovanie vlastnosti fast mean reversion pre jeden zo skrytych procesov a névrhy

algoritmov na ziskanie optimalnych vstupnych parametrov.

kl'acové slova: Vagickov model, Cox-Ingersoll-Ross model, spriemernenie

Abstract

The diploma thesis deals with multifactor term structure models. It particularly con-
cerns characteristics of a two factor term structure model, which is obtained as a sum
of two independent factors, of which one follows Vasic¢ek process and the other Cox-
Ingersoll-Ross process. For this model we derive averaged bond prices with respect to
hidden factors. The work contains analysis of characteristics of this model, studies the
property of fast mean reversion for each of the hidden processes and proposes algorithms

for obtaining optimal input parameters of the model.

key words: Vasic¢ek model, Cox-Ingersoll-Ross model, averaging
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Uvod

Zmeny hodnot arokovych mier dlhopisov vyznamne ovplyviiuja rozhodovania pri aloké-
cii investicii a riadeni rizika na finan¢nych trhoch: tento fakt spdsobil, Ze 0 modelovanie
tohto vyvinu a jeho vysledky je vo vedeckej i laickej komunite stale velky zaujem.

Tato praca sa zaobera multifaktorovymi modelmi ¢asovej struktiry trokovych mier,
konkrétne dvojfaktorovym modelom, ktory vznikol ako sucet dvoch skrytych faktorov, z
ktorych jeden sleduje jednofaktorovy Cox-Ingersoll-Ross proces a druhy jednofaktorovy
Vasickov proces.

Prva kapitola poskytne ¢itatelovi ozrejmenie zékladnych pojmov a vztahov ohladom
urokovych mier a cien dlhopisov. Druhé kapitola poskytuje prehlad najznamejsich ty-
pov jednofaktorovych a multifaktorovych modelov ¢asovej Struktiry. Na zaver druhej
kapitoly uvedieme sposob odvodenie cien dlhopisov, v pripade, ze trokova miera sle-
duje jednofaktorovy alebo viacfaktorovy stochasticky proces. Tretia kapitola uvadza
v literatire malo spominany dvojfaktorovy Vasi¢ek-CIR model, pre ktory odvodime
spriemernenti cenu dlhopisu, ktora je prvym krokom k ziskaniu optimalnych vstupnych
parametrov tlohy. Vlastnostami tohto modelu sa zaoberame v tretej a Stvrtej kapi-
tole. Sledujeme vztah medzi spriemernenou vynosovou krivkou a vynosovou krivkou
ziskanou spriemernenim cien dlhopisov. Skiimame vlastnosti ¢asovej Struktiry pre je-
den z vytvarajicich procesov v rychlej skale. Piata kapitola obsahuje navrhy algoritmov

na ziskanie optimalnych vstupnych parametrov.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Dlhopis je cenny papier, v ktorom sa dlznik zavizuje splatit v stanovenej lehote no-
minalnu hodnotu a v dohodnutych obdobiach bude vyplacat pravidelny kupén, v pri-
pade, Ze v sucasnosti za neho obdrzal dohodnutt sumu, niz§iu ako je jeho nominélna
hodnota. Dlhopis, ktory nevyplaca ziadne kupony, sa nazyva bezkupoénovy. Pri oceno-
vani dlhopisov pocitame stc¢asni hodnotu budicich prijmov.

My sa d'alej budeme pre jednoduchost zaoberat bezkuponovymi dlhopismi, konkrét-
ne dlhopismi, ktoré maju v ¢ase maturity nominalnu hodnotu 1. Takéto dlhopisy sa
nazyvaju diskontné dlhopisy. Pri spojitom trokovani mozeme sticasni cenu diskontného

dlhopisu dlhopisu P(t,T) vyjadrit nasledovne:

P(t, T) _ e—R(t,T)(T—t)

Y

pricom T je ¢as splatnosti dlhopisu a R(t,T) prislusna urokova miera, ktora vyjadruje
mieru zhodnotenia dlhopisu oproti péovodnej kipnej cene. Na tento vztah sa mozeme
pozerat aj z opa¢nej strany, na zaklade zndmich cien dlhopisov vieme urcit ¢asovu struk-
tiru arokovych mier, ktora vyjadruje funkcionalnu zavislost medzi ¢asom do maturity

diskontného dlhopisu a jeho stic¢asnou cenou:
In P(t,T)

R(t,T) = —= =

Grafické znazornenie tejto zavislosti sa nazyva vynosova krivka.
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Tvary vynosovej krivky st a boli predmetmi podrobnych skiimani. Dve hlavné
teorie ohfadom zaoberajuce sa vysvetlovanim tvarov kriviek sa teoria o¢akavani a tedria
oddelenych trhov [13]. Zname st tri formy teorie o¢akavani, a to ¢ista teoria ocakavani,
teoria likvidity a teoria preferovanych umiestneni. Cista teoria otakévani tvrdi, ze tvar
vynosovej krivky ovplyviuji ocakavania buditcich trokovych mier. Ak ocakavame v
budtcnosti vyssie kratkodobé trokové miery, musia byt sicasné drokové miery vyssie
ako sucasné kratkodobé urokové miery. Keby to tak nebolo, investori by dali prednost
kratkodobému vkladu a po jeho uplynuti si znovu vybrali kratkodoby vklad, ¢o im zaisti
vacsi vynos ako sucasné dlhodobé vklady. Teéria likvidity hovori, ze casova Struktira
nie je iba vysledkom ocakavania budtcich trokovych mier, ale berie do tvahy nizsiu
likviditu dlhodobejsich vkladov. Vysia maturita implikuje vysSiu prémiu za (nizku)
likviditu. Teoria preferovanych umiestneni rozdeluje trh na trhy dlhopisov s réznymi
splatnostami, ktoré si samé urcuja ceny na zaklade dopytu a ponuky, pricom ucastnici
trhu mo6zu z neho vystupit a vstapit na iny trh, ak im je to vyhodné. V teorii oddelenych
trhov takéto vystipenie nie je mozné.

Bez ohl'adu na teorie, v praxi je pozorovatelnych niekol’ko vieobecnych typov vynoso-
vych kriviek. étandardny tvar vynosovej krivky je rastici. Vynosova krivka s velkym
sklonom signalizuje rozbiehajicu sa ekonomiku, kde nizke kratkodobé trokové sadzby
podporuji investorov. Invertovana, teda klesajuca vynosova krivka moze byt signalom
recesie, ¢i hospodarskej krizy. Krivka, ktora v literature vystupuje pod nazvom ,humped*
|7] je rastica pre nizsie doby do splatnosti, a klesajica pre vyssie, moze signalizovat

prechod k invertovanej krivke, alebo navrat do normalneho stavu.

Zacdiatok Casovej Struktiry arokovych mier, takzvanu short rate r(t) alebo okamzitu
urokovi mieru dostaneme ako Alitmo R(t,t+ At) pre t bliziace sa k ¢asu do splatnosti T,

¢o sa da vyjadrit nasledovne:

Oln P(t,T
vty = OB PET)
oT
Short rate nam déava informéciu o predpokladanom dalSom priebehu ¢asovej Struk-
tary. V praxi short rate reprezentujeme takzvanym over-nightom, ¢o je kratkodoba -

jednodiniova - trokova miera, za ktora si medzi sebou pozi¢iavaji banky.



Pri pocitani stcasnej hodnoty buducich prijmov sa stretavame s istou nahodnostou.
Zo zjednodu$eného pohladu su dlhopisy totiz poskytnuté na trh, kde dopyt a ponuka
stanovia ich stcasni cenu. Na jej zdklade mozno dopocitat trokovi mieru. Vyvoj

urokovej miery v ¢ase mozeme teda povazovat za stochasticky.

Znova z obrateného pohladu povazujme za vychodiskové aktivum tdrokovi mieru a
cenu dlhopisu za jej derivat. Referen¢né hodnoty trokovej miery od short-rate cez
tyzdenné a7 po mesafné a ro¢né urokové miery urcuje pre Eurozonu EURIBOR (Eu-
ro Interbank Offered Rate). Podla definicie [5] je to medzibankova trokova miera,
za ktoru su poskytované terminované vklady jednou bankou druhej. Podkladom pre
jej stanovenie su medzibankové urokové miery v 43 eurdpskych bankach (rok 2009) s
prvotriednou finan¢nou reputaciou. Pre Slovensko je podkladovou sadzbou BRIBOR
(Bratislava Interbank Offered Rate), rovnako mozeme najst udaje PRIBOR (Praha),
BUBOR (Budapest) alebo LIBOR (Londyn).

Iny relevantny typ trokovej miery je forwardova trokova miera. Forward je dohoda
uzavretd v ¢ase t o kipe dlhopisu v ¢ase T} s maturitou v ¢ase T5. Vztah pre urcenie

forwardovej trokovej miery méa tvar:

In P(t, Tg) — lnP(t,Tl)
T),T5) = — .
f(ta 1, 2) TQ _ T1

Limitna verzia pre blizke T} a T, urcuje okamzita forwardovi trokova mieru:

F(t,T) = _85; In P(¢,T).



Kapitola 2

Modely ¢asovej Struktary

Modely ¢asovej Struktiry arokovych mier opisuju vyvoj vynosovej krivky v ¢ase. V tejto
préci sa budeme zaoberat short rate modelmi. Existuji aj modely zaoberajtice sa inymi
relevantnymi premennymi, napriklad forwardovou trokovou mierou. V short rate mo-
deloch, ktoré modeluji vyvoj short rate v ¢ase, predstavuje tato kompletnu informaciu
pre urcenie vysledného tvaru term structure. Vyvoj short rate sa modeluje stocha-
stickou diferencidlnou rovnicou alebo rovnicami. Na zaklade sticasnej trokovej miery
a Casu do maturity dlhopisu potom dokazeme odvodit parcidlnu diferencidlnu rovnicu
pre cenu dlhopisu, ktora je vlastne zdkladnou informéciou, ktord kupujuci potrebuje
vediet. V pripade jediného stochastického faktora-zdroja neistoty- modelujicej short

rate hovorime o jednofaktorovych modeloch.

2.1 Jednofaktorové modely

Vseobecny tvar stochastickej diferencialnej rovnice pre short rate je dany driftom pu(r, t)
a volatilitou o(r,t):

dr = p(t,r)dt + o(t,r)dW.

Zatial, ¢o prva Cast vzorca je deterministickd, stochastickost trokovej miery reprezen-
tuje druha cast, kde W je Wienerov proces.

Dve hlavné skupiny modelov, na ktoré sa delia modely ¢asovej Struktary drokovych
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2.1. JEDNOFAKTOROVE MODELY

mier st rovnovazne a bezarbitrazne modely. Hlavnym rozdielom medzi tymito dvo-
ma skupinami je, ze pri rovnovaznych modeloch je stcasna ¢asova Struktira vystupom
modelu, zatial ¢o pri bezarbitraznych je vstupom. V rovnovaznych modeloch nebyva
drift funkciou ¢asu, v bezarbitraznych naopak ano - a to preto, lebo tvar zaciato¢nej
vynosovej krivky méa vplyv na dalsi vyvoj short rate [6]. Rastuca za¢iato¢na term struc-
ture indikuje pravdepodobny rastici priebeh short rate, klesajica klesajuci priebeh. Z
technickej stranky fakt, ze drift je funkciou ¢asu poskytuje viac neznamich parametrov,

a tym padom aj moznost presného opisania zaciatoc¢nej krivky.

2.1.1 Prehl'ad niektorych modelov

Pri ¢asti modelov, ktoré uvedieme, si moézeme vSimnit vlastnost mean reversion. Takéto

modely sa daju zapisat v tvare:
dr = k(0 —r)dt + o(t,r)dW.

V dlhodobom horizonte je modelovana veli¢ina pritahovana k hodnote 6 rychlostou .
Tato vlastnost je v silade s ekonomickou teodriou, ktora hovori, ze trokovd miera ma
dlhodobo tendenciu byt pritahovana k akejsi priemernej hodnote. Tento fenomén je
vysvetlovany v [8] nasledovne: prilisny néarast trokovej miery sposobi pokles dopytu
po uveroch, ¢o néasledne znova printti autority trokovi mieru znizit. Proces, ktory je
modelovany s driftom v tvare u(t,r) = k(6 — r) sa nazyva Ornstein-Uhlenbeckov mean

reversion proces.
Vasi¢kov model
éast)’fm tvarom pre short rate model je model
dr = k(0 —r)dt + or7dW,

s volatilitou v tvare or”.
Prvym z takychto modelov je Vagi¢kov model s vlastnostou mean reversion s volbou
v =0 z roku 1977 v tvare:
dr = k(0 — r)dt + odW.

11



2.1. JEDNOFAKTOROVE MODELY

Vasickov model, ako jeden z prvych short rate modelov vobec, ma svoje nedostatky.
Tie spocivaji najmi v moznosti nadobidania zapornych hodnot trokovej miery a
v kon$tantnej volatilite.V pripade modelovania nominalnej trokovej miery moznost
nadobudania zapornych hodnot nie je ziadica; zaporné hodnoty méze nadobudat reélna

urokova miera posobenim inflacie.

Cox-Ingersoll-Ross model

Nedostatok Vasickovho modelu spocivajici v moznosti nadobtidania zapornych hodnot
odstraiiuje Cox-Ingersoll-Ross (d'alej len CIR) model s volbou parametra v = % model

v tvare:

dr = k(0 — r)dt + o\/rdW.

Takyto proces sa nazyva aj Bessel square root diftzny proces. Novy tvar volatility

2 a Startovania z kladnej hodnoty zarudi, Ze

o+/r za splnenia predpokladu, ze 2k0 > o
proces nenadobuda nulové a zaporné hodnoty, a to z nasledujuceho dovodu. Ked sa
trokova miera dostane blizko nuly, vyraz 2x6 > o2 nadobida tiez hodnoty blizke nule,
teda volatilita je velmi nizka. Vtedy zavazi ¢len 6, a urokova miera sa od nuly akoby
,odrazi®.

Riesi sa i problém s kons$tantnou volatilitou - volatilita je rastica s tirokovou mie-

rou, teda pri vysokych hodnotach urokovej miery je vicsia pravdepodobnost vyraznejse;j

zmeny drokovej miery.

Spominané modely patria do kategoérie rovnovaznych modelov. Medzi bezarbitrdzne

modely patri napriklad Ho-Lee model a Hull White model.

Ho-Lee model

Ho-Lee model bol prvym uvedenym bezarbitraznym modelom, v povodnej verzii ako

binomicky strom cien dlhopisov. V spojitom pripade ma tvar:

dr = 0(t)dt + odW.

12



2.2. MULTIFAKTOROVE MODELY

Ako bezarbitrazny model parametrom 60(t) zabezpecuje kopirovanie pociato¢nej Struk-
tary. Tento parameter urcuje priemerny drift, teda smer vyvoja r v ¢ase. Nevyhodou
tohto modelu su konStantna volatilita a chyba aj vlastnost mean-reversion - bez ohl'adu
na na vysku drokovej miery v danom case je priemerny smer vyvoja r za nasledujici

dany casovy tusek rovnaky.

Hull-White model

Model mé tvar podobny VaSickovmu modelu, ktory vSak presne opisuje pociato¢ni
¢asovi Struktiru, ¢o je sposobené zavislostou driftu od ¢asu. Spéaja vlastnost mean-
reversion a moznost zachovat uplni zhodu s Tubovolnou vynosovou krivkou. Dodato¢ne,
ak sa stanovi takato poziadavka, umozinuje uplna zhodu s ¢asovou Struktiurou volatility,

minimélne od c¢asu 0. Jeden z moZnych tvarov zapisu je:

drza(e(w—r> dt + odW.

a

Vidno, ze okrem pribuznosti s Vasickovym modelom je model podobny aj Ho-Lee mo-
delu, mozeme ho teda vnimat ako Ho-Lee model s vlastnostou mean reversion, kde

rychlost pritahovania k strednej hodnote je a.

Prechodom medzi jednofaktorovymi modelmi a viac moznosti poskytujicimi viacfak-
torovymi st modely s menenim rezimov (regime switching|[12]). Menenie rezimu mozeme
vnimat ako zmenu v koneénom Markovovskom procese. Zmena fiskalnej alebo mone-
tarnej politiky, ako aj iné ekonomické alebo neekonomické ukazovatele mézu mat za
nasledok rozne spravanie sa trokovej miery v istych ¢asovych intervaloch. Zatial ¢o
parametre sa v klasickych short rate modeloch nemenia, parametre v regime switch-
ing modeloch sa menia v zavislosti od zmeny rezimu. Takto tento model zahiha rozne

moznosti dlhodobej strednej hodnoty a rozne tempé pribliZzenia sa k nej.

2.2 Multifaktorové modely

Hlavnou vyhodou jednofaktorovych modelov je ich jednoduchost. Celd vynosova krivka

je funkciou jedinej stavovej premennej, ktora je navysSe este redlne pozorovatelna (short-

13



2.2. MULTIFAKTOROVE MODELY

rate). Téato jednoduchost na jednej strane prinasa niekol'ko problémov na strane druhe;j.

Prvym je tplna korelécia zmien vynosovej krivky, teda korelacia dlhopisov roznych
maturit, ktort empirické pozorovania trhu vyvracaju. Dalej jednoznacné urcenie casovej
struktiry na zéklade vstupnych parametrov pri jednofaktorovom modeli sa ukazuje ako
nepostacujice - rovnaké zaciatky term structure mozu aj v realite viest k rozdielnym
tvarom. Typy tvarov vyslednych kriviek st takisto obmedzené. Konkrétne jednofak-
torovy CIR a Vasickov model poskytuju tieto vysledné tvary vynosovej krivky: rasticu,
klesajicu a ,humped®. Invertovant ,humped® krivku, teda krivku pre nizky ¢as do ma-
turity klesajiicu a vyssi ¢as do maturity rastiicu, nAm modely neposkytna [7]. V pripade
¢asovo nezavislych parametrov navyse dochadza k velmi slabym aproximéaciam sicasnej
vynosovej krivky. Z tychto dovodov sa zac¢inaji uvazovat dvojfaktorové a viacfaktorové
modely. Treba vSak pripomentt, 7e viac¢sie mnozstvo faktorov prinasa aj vacsiu vypoc-
tovi naro¢nost. Preto treba zvazit potrebu pridania d'alsieho faktora. Otézkou ostava,
kol'ko faktorovy model by najlep8ie popisal term structure.

NajbeznejSie vSak ostavaju dvojfaktorové modely, pozrime sa na vSeobecny tvar:

th = Nr(rtaytat)dt+UT(Tt7yt7t)th17
dy, = uy(rt,yt,t)dt—i-Uy(rt,yt,t)de.

Novéa diferencidlna rovnica modeluje nejaky dal$i zdroj stochastickosti, napriklad
inti ekonomicku veli¢inu na trhu alebo niektory z faktorov prvej rovnice. Medzi dW}! a
dW? predpokladame konstantni korelaciu p, t.j. E(dW}dW?) = pdt.

V nasledujicom si uvedieme niekolko typov multifaktorovych modelov v tvare, v
ktorom st parametre modelu nezéavislé od ¢asu. Aj v pripade takychto modelov vSak
dochadza k zlepSeniu aproximaécie sucasnej vynosovej krivky a odstraneniu perfektne]

korelacie cien dlhopisov.

Dalgia ekonomicka veli¢ina ako druhy stochasticky faktor

Charakter vynosovej krivky moze byt opisany prostrednictvom dynamiky 2 stavovych

premennych 71 a 79, ktoré mozu, ale nemusia, byt nepozorovatelné. V Brennan-
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2.2. MULTIFAKTOROVE MODELY

Schwartzovom modeli sa stochasticky proces pre kratkodobu trokovi mieru r blizi k
dlhodobej L, ktora sleduje stochasticky proces. Specialne v konvergen¢nom modeli Cor-
zova a Schwartz |2| vyvinutom pre krajiny Europskej menovej tinie stochasticky proces
pre urokovi mieru v domacej krajine ry zavisi od celoeurdpskej irokovej miery r., ktora
je tiez modelovana stochastickym procesom. Oba procesy su teda typu mean reversion,
pricom 7. je pritahovana ku konstantnej dlhodobej strednej hodnote, zatial ¢o r4 je
pritahovand k strednej hodnote stochastického charakteru, zavislej na r.. Uvedme si

tvar tohto modelu:

dre = c(d—re)dt + o.dWe,
d?"d = (a + b(T’e — Td))dt + O'dde.

Jeden z parametrov modelu ako druhy stochasticky faktor

Vyber volatility za dalsi vysvetlujuci faktor je pomerne ¢astou zalezitostou - vznika
skupina modelov pod nézvom modely so stochastickou volatilitou. Uvedme si ako
priklad Fong-Vagickov model so stochastickou volatilitou, ktory je rozSirenim Vasickov-

ho modelu, kde je Ornstein-Uhlenbeckov proces doplneny o stochastickost volatility:

dry = k(0 —r)dt + \JydW},
dyy = k(B2 — y)dt + v\/ydW2.

Zaujimavym modelom, ktory za druhy faktor trhovi cenu rizika, kde oba faktory sleduja

Vasickov proces, tzv. Vasickov model so stochastickou trhovou cenou rizika [10]:

dry = K1(6h —r)dt + althl,
dN* = ka(fy — N*)dt + oodW?,

kde A* je stochastickd trhova cena rizika. Trhova cena rizika je jeden z parametrov short

rate modelu, ktory vSak nevystupuje priamo v rovnicovom zapise, avsak pri ocenovani
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2.3. ODVODENIE CENY DLHOPISU PRE JEDNOFAKTOROVY
MODEL

dlhopisu treba ratat aj s ur¢ovanim hodnoty tohto parametra. Tento parameter sa da
interpretovat ako dodato¢ny vynos ku vynosu zaru¢enému bezrizikovou trokovou mier-
ou, ktory investor ocakava ako kompenzaciu za riziko investovania, ktoré sposobuji

Cleny dW; [9]. Blizsie sa trhovou cenou rizika budeme zaoberat neskor.

Dvojfaktorovy CIR a dvojfaktorovy Vasi¢kov model

V doteraz spomenutych modeloch bola pripustné alebo pozadovana ista miera korelacie
medzi procesmi p. Modelmi, ktoré nepredpokladajia korelaciu medzi oboma procesmi st
dvojfaktorovy CIR a dvojfaktorovy Vagickov model, ktoré modeluju short rate ako stucet
dvoch nepozorovateInych procesov, kde oba sleduju bud Vagi¢kov alebo CIR proces. V
tomto pripade st zname aj viacfaktorové verzie modelov. Pouzivanie CIR a Vasickovho
procesu pri jednofaktorovych a takisto dvojfaktorovych procesov je vyhodné z hladiska

stanovenia ceny dlhopisu, ktortt mozno elegantne odvodit.

2.3 Odvodenie ceny dlhopisu pre jednofaktorovy

model

Ako sme uz spomenuli, primarnou tlohou investora je ur¢it sucasni cenu dlhopisu.
Poznanim cien pre dlhopisy roznej maturity, ktoré si obchodované v ten isty den,

automaticky dostaneme aj ¢asovy Struktdru trokovych mier. Uvazujme model:

dr = u(t,r)dt + o(t,r)dW. (2.1)

Predpokladame, Ze cena dlhopisu zavisi iba od short rate, ¢o moézeme vyjadrit vztahom:
P(t,T) = P(ry,t,T).

Cielom dalsieho postupu bude ziskat parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu,
ked trokova miera sleduje proces (2.1). Hlavnym krokom v tomto postupe je vyuzitie

[toovej lemy.
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2.3. ODVODENIE CENY DLHOPISU PRE JEDNOFAKTOROVY
MODEL

Veta 2.3.1 Itoova lema Nech X;(w) je Itoov proces
Xi(w) = u(t,w)dt + v(t, w)dWi(w),

kde Wy(w) je Brownov pohyb v zmysle definicie z knihy [11]. Nech g(z,t) € C?([0, 00] X
R). Potom
Y;(LU) = g(tv Xt(w))

je tiez Itéov proces a plati:

ag(t,Xt) 8g(t,Xt
ot di+ ox

10%
2 02

dY; = )dXt + (t, Xy )v2dt. (2.2)
Vyuzitim Itoovej lemy a konstrukciou bezrizikového portfolia, ktorej podrobnosti su

uvedené napriklad v [9], dostavame rovnicu pre cenu dlhopisu:

oP orP 1 ,0°P
- — — 4+ —0"— —rP =0. .
5 + (1 — Ao) 5 t5% 5z " 0 (2.3)

Koncovi podmienku nadm déa fakt, Ze cena dlhopisu v ¢ase T je rovna jeho nominélnej
hodnote:
P(T,T)=1.

Pri vypocte vstupuje medzi nezndme parametre spolu s parametrami modelu nova
7 7 > = - i 7 2. L] v -
premenna - t.z.v. trhova cena rizika, interpretovatelné ako prémia navyse pre investora
za riziko, ktoré sposobuje stochasticky c¢len dIW. Casto byva definovana ako zaporna,

vtedy je odmena za riziko kladna.
Ak explicitné rieSenie hladame v tvare
P(t,T) = A(t, T)e P01,

pre model
dr = k(0 — r)dt + or?dW,

dostavame ho pre 2 hodnoty parametra v: v = % a v = 0, ¢o zodpovedé tvaru CIR a

Vasickovho modelu.
Tvar explicitného rieSenia pre cenu dlhopisu pre Vasickov model:
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2.4. ODVODENIE CENY DLHOPISU PRE DVOJFAKTOROVY
MODEL

1
B.T) =~ (1 - ¢ T0) (2.4)
o2
At,T) =exp[(B(t,T) =T +t)Riny — 4—B(t, T)?, (2.5)
K
Ao o2
mf =0 — — — —. 2.
Ring K 2K? (2:6)

Tvar explicitného riesenia pre cenu dlhopisu pre CIR:

= AP 2 (2.7

2(e7T= — 1)

B(t,T) = 2.
(1) (k+A+9)(e7T=1) — 1) + 29’ (2:8)
2Kk60
2’76(K+/\+7) (Tﬁt)/Q o2
A, T) = 2.
(t.T) [(/{—i—/\-i-V)(@”’(T_t)—l)—i—Qv (29)

Premennad A reprezentuje trhovi cenu rizika, v kazdom pripade sa voli ind. Pri
Vasitkovom modeli je A kongtantna; pri CIR modeli A = ky/r. Ako vidime, dostali
sme vzorec pre cenu dlhopisu v pripade modelovania CIR a Vasickovym modelom, nie
je teda nutné numerické rieSenie a pri spravne odhadnutych parametroch procesu pre

urokovi mieru ziskavame automaticky aj ocenenie jej derivatu.

2.4 Odvodenie ceny dlhopisu pre dvojfaktorovy

model

Podobnu parcialnu diferencidlnu rovnicu mozeme zostavit pre dvojfaktorovy model

short rate

drt = Uy (Ttu Ut t)dt + 0-7'<rt7 Yt, t>th17 (210)

dyt = :uy(rtaybt)dt_'—O—y(rtaybt)dwfa
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2.4. ODVODENIE CENY DLHOPISU PRE DVOJFAKTOROVY
MODEL

a to podobne, ako v pripade jednofaktorového modelu. Pouzitim viacrozmernej [toove]
lemmy dostavame vztah stochasticki diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P s dobou

splatnosti 7"

AP = u(T)dt + &,(T)dW, + &,(T)dWs,

kde
oP OP oP 1 ,0°P 1 ,0°P , , 0P
W) = g gy Ty T g T g T T gy
.(T) = ar((;f,
&y(T) = ayg];.

Znovu konstrukciou bezrizkového portfolia a vyuzitim principu bezarbitraze dostavame
pre vSeobecny dvojfaktorovy model v tvare (2.10) parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre

cenu dlhopisu P s dobou splatnosti 7"
0P oP oP

- e - A — 2.11
E% + (:u 10 )ay + (:uy 2Uy) ar + ( )
1 ,0°P 1 26?2PJr 0*P p
00—+ 00— + 0,0, p— — TP =
2 "or2 2 Y oy? Y p@r@y

V priebehu konstrukcie bezrizkového portfolia pribudna opat trhové ceny rizika, avsak

tento krat pojde o dva nové nezndme parametre A\; a .
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Kapitola 3

Multifaktorové modely. Kombinovany

Vasicek - CIR model.

V literatire sa ¢asto stretavame s multifaktorovymi modelmi v tvare:
n
r= Z T4, (3.1)
i=1

kde st za vSetky r; volené bud Vasi¢kove, alebo CIR procesy. Na moznost kombinacie
Vasickovych a CIR procesov sa akoby zabtda. Preto sme si zvolili prave dvojfaktorovy
model v tvare (3.1), kde jeden faktor sleduje Vasi¢kov, a druhy CIR proces za predmet

d'alsieho skiimania.

3.1 Kombinovany Vasickov a CIR model

Nasim tumyslom je sledovat dvojfaktorovy model, taky pre ktory rovnica (2.11) poskytne
explicitné rieSenie. Dalsou poziadavkou je modelovanie trhovo pozorovatelného faktora

urokovej miery dvoma skrytymi faktormi, teda dvomi zdrojmi rizika v tvare
r=r7r;+ro.
Predpokladame nezavislost medzi prirastkami dW; a dWh, t.j. E(dW1dWs) = 0.
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3.1. KOMBINOVANY VASICKOV A CIR MODEL

RieSenie parcialnej diferencialnej rovnice (2.11) mozeme hladat v réznych tvaroch,
my ho budeme hladat podobne ako pri jednorozmernej parcialnej diferencialnej rovnici

v tvare:

P(r,1,79) = Ay (7) Ag(r)e™ 1T =Ba(ors (3.2)

pre nasledovny model:

r ="n + ra,
d?“l = /411(01 — 7"1)dt -+ UlT’YldWD
d’l"g = I{,Q(Qg - Tg)dt + 0'27“72dW2.

Vyuzitim nezévislosti a tvaru, v ktorom mame model mézeme prepisat rovnicu (2.11)

na tvar
oP oP oP
a + (/ﬁ(@l — 7’1) — )\10’17“’1}/1)87711 + (:‘ig(&g — TQ) — )\20'27’;2>87712 +
1 o’rP 1 0*P
50’%7”%71877“% + 50';7";72877‘% - TlP - TQP = 0.

Takuto dvojrozmernit PDR, si mozeme rozdelit na dve jednorozmerné. Rovnako
tvar pre cenu dlhopisu mozno rozdelit na sucin tvarov cien pre jednofaktorovy model,
problém sme teda zazili na dva jednorozmerné. O tychto je zname, Ze rieSenim je
bud jednofaktorovy CIR model alebo jednofaktorovy Vasickov model. RieSenim dvoj-
rozmernej rovnice teda bude dvojfaktorovy Vasickov model, dvojfaktorovy CIR model,
alebo kombinécia - jeden skryty faktor modelovany CIR procesom, druhy Vasickovym

modelom. Ukazeme si tvar dvojfaktorového CIR modelu:

ro= r1+7re,
dTl = /<;1(91 — Tl)dt + Ulﬁdwl,
drg = 52(92 —Tz)dt—FUQ\/EdWQ.

Volba parametrov ~; pre i = 1,2 je y; = % Tymto modelom sa podrobne zaoberé préaca

|3], ktora poukazuje na vicsie moznosti tvarov vynosovych kriviek dvojfaktorového CIR
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3.2. FOKKER - PLANCKOVA ROVNICA

modelu oproti jednofaktorovému a poskytuje vysledky modelu pri kalibracii parametrov
pre realne data, pricom zékladom tejto kalibracie je spriemernenie cien dlhopisov cez

hodnoty skrytych faktorov r; a 7o a minimalizacia $pecidlnej tcelovej funkcie.

Model, ktory budeme my dalej sledovat nazvime dvojfaktorovym Vagicek - CIR mode-

lom:

r o= 11+ 79,
dT’l = 51(91 —Tl)dt+01\/T_1dW1,
d?“z = /@2(92 —Tg)dt+02de,
tj. = % a o = 0. Prvy skryty faktor sleduje CIR proces a druhy Vasickov proces.
KedZe pozname analytické rieSenie jednorozmernej parciilnej diferenciilnej rovnice

pre cenu dlhopisu aj v pripade CIR aj Vasicka, mame vlastne kompletne analyticky

vyjadreny vzorec na urcenie ceny dlhopisu
P(T, T, 7"2) = Al (T)A2 (7-)6—31 (‘I‘)’I“l—BQ(T)rz7

kde Ay, By su vyjadrené vztahmi (2.9), (2.8) a Ay, By vztahmi (2.4) a (2.5). Situacia
by bola teraz jednoduché, keby sme poznali hodnoty r; a 79, v realite vSak pozoru-
jeme iba ich sucet. V takomto pripade moZzeme pouzit na vyratanie ceny dlhopisu
takzvané spriemernenie. Tato metdda vyuziva limitné pravdepodobnostné rozdelenia
skrytych faktorov a podmienent pravdepodobnost. V nasledujicej ¢asti sa oboznamime

so ziskavanim limitnych hustot.

3.2 Fokker - Planckova rovnica
Uvazujme parcidlnu diferenciadlnu rovnicu pre drokovi mieru vo vSeobecnom tvare

dr = a(r,t)dt + G(r,t)dW. (3.3)
Hustotu pravdepodobnostého rozdelenia trokovej miery r; v ¢ase t v bode r ozna¢me

f(t,r4|r(0) = 7o).
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3.2. FOKKER - PLANCKOVA ROVNICA

Pravdepodobnostné rozdelenie teda nezalezi len od ¢asu , ktorom sa nachadzame, ale aj

od pociato¢nej hodnoty short rate ry. Prislusnu distribu¢ni funkciu si potom oznacme:
F(ry,t) = P(r(t) <rlr(0) =ro).

Informaciu o tomto pravdepodobnostom rozdeleni nam poskytne Fokker-Planckova par-
cidlna diferencialna rovnica. Hustota rozdelenia short rate v Case t totiz splia tato
rovnicu (pozri [19]). Fokker-Planckova rovnica mé pre (3.3) tvar:

of 1°(B(r,t)*f) Odalr,t)f
ot 2 or? o

. (3.4)

Fokker-Planckova rovnica bola prvy krat pouzitd na opis Brownowho pohybu castice
Fokkerom a Planckom. Z matematického hladiska je to linedrna parabolicka parcial-
na diferencidlna rovnica druhého rddu. Rovnica je rovnicou pohybu pre distribu¢ni
funkciu f(r,t). VoIne povedané je to difizna rovnica, v ktorej navySe vystupuje ¢len
derivécie prvého radu podla polohy r. PouZiva sa na opis rychlosti a pozicie pre ¢asticu
pohybujicu sa Brownovym pohybom, pridu v elektrickom obvode, elektrické pole v
laseri [14]. Okrem samotného pohybu ¢astice moéze byt pouzitd na zistenie husoty v

Case pre procesy sledujuce Itoove stochastické diferencialne rovnice v tvare (3.3).

Vratme sa teraz k rovnici (3.4). Podciato¢ni podmienku pre rovnicu (3.3) nam da

Startovacia hodnota short rate. Ttto podmienku zapiSeme v tvare:
f(r,0) =0(r —ro). (3.5)

Tu f(r,0) je Diracova delta funkcia v bode ry , teda jej hodnota je nula pre kazdé r
rozne od ry a nekone¢no v bode nula, pricom [ 6(r — ro)dr = 1. Diracova funkcia
v bode a vsak nie je funkcia v pravom slova zmysle, je to limita postupnosti hustot

normalneho rozdelenia so strednou hodnotou a pre disperziu idicu k nule.

Na zéklade Fokker-Planckovej rovnice mozeme dostat hustotu rozdelenia short rate v
Case t, za podmienky, ze pozname jej pociato¢ni hodnotu ry. Hustota rozdelenia sa
da vypocitat pomocou charakteristickej funkcie hfTadaného rozdelenia - namiesto hustot

budeme do Fokker-Planckovej rovnice dosadzovat charakteristickd funkciu. Vyuzitim

23



3.2. FOKKER - PLANCKOVA ROVNICA

charakteristickej funkcie [20] nahodnej premennej r; v tvare ¢(z) = FE(e™™) vieme

dostat tvar hustoty nahodnej premennej 7, napriklad pre Vasickov model v tvare
dr = k(0 — r)dt + odW.

Rozdelenie je normélne s parametrami:
2

E(r) = 0(1 — ™) +roe ™, D(r,) = ;’?(1 — e, (3.6)

Néas v8ak bude zaujimat limitnd hustota, ktord uz nebude ovplyvnené Startovacou hod-
notou drokovej miery.

Limitna hustota y(r) = lim; o f(r,t) je vlastne stacionarnym rieSenim Fokker-
Planckovej rovnice. Toto stacionirne rieSenie dostaneme ako rieSenie limitnej verzie
Fokker-Planckovej rovnice pre ¢ — oo:

oy  [*0%

or = 2 om

s (3.7)

Na zéklade tejto upravenej Fokker-Planckovej rovnice dostdvame limitné hustoty pre
oba skryté faktory nami sledovaného modelu. Pre jednoznac¢nost rieSenia treba pridat

podmienku [ y(r)dr = 1, ktora zaru¢i, ze rieSenie je hustotou.

RieSenim rovnice (3.7) pre faktor sledujtci Vasickov proces bude limitnd hustota

Yy (r) = \/*7/% exp <—“(TU_29)2> (3.8)

Ako vidime, hustota Vasickovho procesu v ¢ase t aj jej limitna verzia zodpovedaju tvr-

y) v tvare

deniu z prvej kapitoly - normélne rozdelenie umoznuje nadobiidanie zapornych hodnot
trokovych mier. Limitné normalne rozdelenie ma parametre N (6, %), ktorého stredna

hodnota a disperzia zodpovedaji limite charakteristik pre r; (3.6) pre ¢t — 0.

Pre faktor sledujuci CIR proces

dr = k(0 — r)dt + o/rdW

mé za predpokladu, ze 20%9 > 1 limitna hustota y(® tvar
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3.2. FOKKER - PLANCKOVA ROVNICA

SO = ﬁe*“%l’*l pre r > 0, (3.9)
0 pre v <0,
pricom
2K
a = ﬁ’
2K0

Takého rozdelenie zodpovedd Gamma s parametrami (a,b), pricom stredna hodnota a

disperzia rozdelenia st:

E(Tt) - 97
o260
D(r,) = =—.
<Tt) 2K
hustota

a0f

30+

20+
10t
. / ! X
-0.10 ~0.05 0.05 0.10

Obréazok 3.1: Limitné rozdelenie stavovej premennej (Grokové miera) pre jednofaktorové mo-
dely sledujtice Vasickov , resp. CIR proces. Modrou farbou je oznacena hustota Norméalneho

rozdelenia, éervenou Gamma rozdelenia.
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3.3. SPRIEMERNENIE CIEN DLHOPISU. NEPRIAME
SPRIEMERNENIE.

3.3 Spriemernenie cien dlhopisu. Nepriame
spriemernenie.

Na zéklade predchadzajicich postupov pozname explicitny tvar rieSenia ceny dlhopisu
pre dvojfaktorovy model a takisto odhady pravdepodobnostého rozdelenia oboch skry-
tych faktorov v podobe limitnych hustot. Redlne pozorovatelnym faktorom je iba short
rate, ktora je suctom skrytych faktorov r = r; + 73, a teda na tplné vyjadrenie ceny
dlhopisu P = P(7,71,7r2) nam chyba informacia o hodnotach r; a 5. Tu vyuZijeme
znalost limitného rozdelenia r; a ry a spriemerujeme P = P(7,r1,r3) cez vietky mozné
realizacie r; a ro také, Ze r1 + ro = r. Poznamenajme este, Ze spriemeriiujeme ceny dl-
hopisov, nie priamo vynosové krivky, preto toto spriemernovanie nazyvame aj nepriame.

Spriemeriovanim vynosovych kriviek sa budeme zaoberat neskor v tejto kapitole.

Vychadzame zo vzorca pre podmieneni stredni hodnotu

Blalé. )l +n < ) = 10T INE D,

O ={(n|+neQ},

kde h(&,n) je zdruzena hustota (£, 7). Na zaklade tohto vzorca potom dostavame vzorec

pre podmienent strednit hodnotu ceny dlhopisu
Jo P(ryr1,m2)h(r1, m2)dridry
P(Tl + 19 € Q) ’
O = {(7“1,7’2)|7“1 + 1y € Q}

E(P(r,ri,ro)|r + 12 € Q) =

Zdruzenu hustotu h(ry, re) pozname, vdaka nezéavislosti nahodnych premennych dW; a
dWs - a tym padom aj ndhodnych premennych ry a ry - je h(ry,m2) = f(r1)g(r2), kde
f(x) je hustota CIR procesu a g(x) hustota Vasickovho procesu. Dosadenim prepiSeme

vzorec na tvar

Jo P(r,r1,72) f1(r1) f2(ro)dridry

fo f1(7"1)f2(7"2)d7“1d7“2 ’
0= {(7’1,7“2>|7”1 +1r9 € Q}

E(P(r,ry,ro)|r1 +m € Q) =

Oznacime si O, =< r —€,7 + € > Na to, aby sme dostali zelany tvar

E(P(r,ry,r9)|r1 + 12 = 1), posleme ,§irku pravdepodobnostného pasu® e okolo r, ktory
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predstavuje mnozina O, k nule. Po tupraviach dostaneme tvar pre spriemernent cenu
dlhopisu:

—31—a)ssb—leﬁg(r—s—02)2/ag ds

oo (Ba
- _ _Bydo €
P(T7 ’f') - AlAQe fOOO efasSb*leﬁ2(r—5_92)2/‘7§ds

(3.10)

Vzorec (3.10) uz nezavisli od skrytych faktorov, na ziskanie vystupu staci poskytnut
informaciu o Case do splatnosti a hodnotu short rate. Vzorec by sme si kvoli zjednoduse-
niu vypoctov radi prepisali do analytického tvaru. Toto je mozné urobit pomocou gam-
ma funkcii a typu hypergeometrickych funkcii, ktory sa da vyjadrit pomocou gamma
funkcii. Tento typ funkcii sa vola Kummerove hypergeometrické funkcie.

Prepis vzorca (3.10) vyzera nasledovne:

r—o a-‘,—Bl—Bg)li
P(r,7) = AlAze_TBZ6(32‘31)((T—92+%)—%(B2—Bl)2H<OO’ . jrg : ’b)7 (3.11)
H(oo, =72 + %,b)
kde 1% = ,73 a
—(t—d)? pc—1
e t°*dt prexz >0,
Hz.d.e)= 1 P (3.12)

0 pre z < 0.
Funkciu H(z,d,c) vieme analyticky vyjadrit iba pre  — oo (vysledok ziskany

softvérom Mathematica, pozri aj |1]), ¢o posta¢i na tuplna reprezentaciu vzorca (3.10):

B c cl , 1+c 14+c¢ 3 2)
H(oo,d,c)—F<2)1F1(2,2,d>—|—2dF( 9 )1F1( 9 ,Q,d 5 (313)

kde 1 F; je Kummerova hypergeometricka funkcia v tvare:

az ala+1)z* ala+1)...(a+n—1)z"
Fia,bz) =14+ —+ ——F—+...
e bz) = L e ot T s ) o= Dl

Kniha [1] ani program Mathematica neposkytuju analyticky tvar funkcie H(z,d, ¢) pre
x € (0,00). Podarilo sa nam vSak najst pre tuto funkciu dobra aproximaciu. Postup
pri aproximdcii je nasledovny:

Znormujeme funkciu H(z,d, ¢):

H(z,d,c)

g@,dac)zma

(3.14)
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3.3. SPRIEMERNENIE CIEN DLHOPISU. NEPRIAME
SPRIEMERNENIE.

a na intervale (0, 0o) aproximujeme H(z, d, ¢) distribu¢nou funkciou normalneho rozde-
lenia N (1, 0%); vyuZijeme pristup momentovej metody, ktora odhaduje neznidme parame-
tre,tak, ze teoreticky moment sa rovnd vyberovému. Znormovana funkcia je sama tiez
distribu¢nou funkciou, preto ju mdzeme povazovat za reprezentaciu nejakej nahod-
nej premennej a vypocitat teoreticku stredni hodnotu a disperziu tohto rozdelenia.
Parametre aproximujiceho normalneho rozdelenia potom polozime rovné teoretickym
parametrom pu = E(X) a 02 = D(X). Vypocet tychto teoretickych hodnot je pomerne

jednoduchy, vzhladom na to, Ze pozname explicitny tvar pre H (oo, d, c):

p = E(X) :/ te” Dt = H(z,d, c+ 1),
0

o2 = D(X)= / e =Dy — 2 = H(x,d, c+2) — H(z,d, c+ 1).
0

Spriemerovanim sme nagli stredni hodnotu ceny dlhopisu P v ¢ase 7 do splatnosti za
podmienky, r| + 1y = 7. Dalsou zaujimavou charakteristikou by mohla byt disperzia,
na ktorej najdenie potrebujeme vypocitat integral:

Jo P2(r,r1,72) fi(r1) fo(ra)dridrs

fo f1(7”1)f2(7’2)d7’1d7’2 ’
O = {(7’1,T2)|7"1 +1r9 € Q},

E(P(r,r1,m2)%|r1 + 12 € Q) =

kde si znova za O zvolime O, =< r — €,7 + € > a §irku ,pravdepodobnostného pésu®

znovu posleme k nule. Dostavame vzorec:

fooo 6(2327231 fa)ssbfleng (r—s—02)%/c2 ds

52 A2 A2,-2Bor
i <T’ T) B A1A2€ fooo e—as gb—1pra(r—s—02)2/03 ] o (315)
7 éebyéevovej nerovnosti pre ndhodnu veli¢inu X plati
D(X)
P(IX—-EX) >¢ < 2 (3.16)

Pomocou tejto nerovnosti mozeme zostrojit intervaly spolahlivosti s Tubovolnou pres-
nostou pre ndhodnu premennt X. V nasom pripade nam pomoze urobit si predstavu o
priebehoch P(7, 711, m3|r1+ry = r). Vykreslime si takzvané 3-sigmové intervaly, v ktorych

sa P(7,7r1,7r2|r1 + r9 = 1) bude nachadzat s pravdepodobnostou priblizne 90 percent.
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3.3. SPRIEMERNENIE CIEN DLHOPISU. NEPRIAME
SPRIEMERNENIE.

2 s 4 s 1 2 3 4 5
a) d=0.01, ¢=0.01 b) d=2, ¢=0.01

H
10f

08F

06r

041

02¢

1 2 3 4 5

¢) d=0.01, d=2

Obréazok 3.2: Aproximacia funkcie H(z,d,c) (Cervena krivka) distribuénou funkciou nor-
malneho rozdelenia N (u,0?) (modra krivka).Pre malé hodnoty parametrov je aproximaécia
nepresnejsia, ¢o mozeme vidiet na obrazku a), s rasticou hodnotou aspoii jedného parametra

je funkcia H(z,d, ¢) aproximovana presnejsie - obrazky b) a c).

In P(T,r)

Oznac¢me R(7,7) vynosovi krivku ktort ziskame transformaciou R(r,7) = —=—

Znazornime okrem intervalov pre ceny dlhopisu aj intervaly pre prislusni vynosovi

krivku R(7,7), v ktorej pripade st rozdiely nazornejsie (Obrazok 3.3 a Obrazok 3.4).

V Prilohe moze citatel najst rozne iné typy vynosovych kriviek nez na Obrazku 3.4,
ktoré tento model poskytuje. Medzi nimi sa vyskytuje napriklad invertovana ,humped®
krivka, ktora je pre nizke ¢asy do maturity klesajica a pre vyssie klesajica. Takyto typ

krivky neposkytuje ani jeden zo zvazovanych jednofaktorovych modelov.
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3.4. SPRIEMERNENIE VYNOSOVYCH KRIVIEK. PRIAME
SPRIEMERNENIE.

R(T -1
1.00%
0.99}
098"
0.97:
0.96!
0.95!
0.94/

L L L L L L L L L L L L L L L L ) T — t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazok 3.3: Znazoriuje spriemernent cenu dlhopisov P(7,7)(¢ervena krivka), 90-percentny

pravdepodobnostny interval (ruzova krivka) a niektoré mozné priebehy cien dlhopisov (Gierne

krivky).

3.4 Spriemernenie vynosovych kriviek. Priame

spriemernenie.

V predchadzajicom postupe sme pristup spriemernovania pouzili na néjdenie pod-

mienenej strednej hodnoty pre cenu diskontného dlhopisu. Rovnako by sme vSak mohli

spriemerfiovat aj term structure R(r,r). Vychadzajme zo vzfahu
P(7,1r1,13) = A1(1) Ag(7)e” Prm=Ba(0r,

Potom pre R(7,71,72) plati

In Al In A2 4 Bl

R(Tﬂ“lﬂ"z):— - - -

Pomocou tohto vztahu si vyjadrime tvar pre spriemernent trokovi mieru

T T

_ A, WA, B Bi B
R(r,r) = —— n2+2r+<1 2>f1,

T T T

kde spriemernenu strednu hodnotu vieme vyjadrit ako

r(r) = Il(/ooo rif(r1)g(r —ry)dry,
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3.4. SPRIEMERNENIE VYNOSOVYCH KRIVIEK. PRIAME
SPRIEMERNENIE.

R(T-1

0.07}
0.06}
0.05}

0.04

[\ . L | L L L | L L L | L L L | L L L | T — t
1\ 02 04 06 08 10

Obréazok 3.4: Znazorhuje vynosovi krivku R(7,r) pre spriemernené ceny dlhopisu P(7,r) (Ger-
vend krivka); 90-percentny pravdepodobnostny interval pre P(r, 7)) a d'algie mo#né priebehy

vynosovych kriviek (&ierne krivky).

__ra(z—02)
v znadeni f(z) = %e“"rb_l ag(z)=,/72e 7=  akde

K = /OOO f(s)g(r — s)ds.

Vyuzitim vztahu (3.11) mézeme vyjadrenie 7; prepisat do tvaru:

H(oo, ™% 4 2 b4 1)
H(OO, r—92+%’ ) :

v

(3.20)

r(r) =

V castiach (3.3) a (3.4) sme pouzili dva rozne pristupy spriemerovania, jednym sme
ratali spriemernent cenu dlhopisu P(7,7) a na jej zdklade doratali vynosovi krivku
R(7,7), druhym sme priamo spriemerovali vynosové krivky, ziskali sme R(7,7). Vztah
medzi R(7,7) a R(r,7) ziskanymi tymito dvoma sposobmi dokdZeme uréif pomocou

Jensenovej nerovnosti.
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3.5. GRAFICKY DOKAZ SPRIEMERNOVANIA

Veta 3.4.1 (Jensenova nerovnost) [21]
Nech ¢ je redlna funkcia, konvexnd na uzavretom intervale [a,b], n € N, (Vi €

n)(z; € a,b]). Potom § §
© (Z Ai%‘) < Z Aip () (3.21)

kde pre Vi € i \; € [0,1] a > N\, = 1.

i=1
Na zaklade tejto nerovnosti plati pre stredni hodnotu ndhodnej premennej P vztah
E(¢(P)) > ¢(E(P)), ak ¢ (x) je konvexna funkcia. O vztahu spriemernej vynosovej
krivky R(7,7) a vynosovej krivky ziskanej spriemernenim cien dlhopisov P(7,r) vieme
aplikovanim tohto vzfahu povedat, ze R(7,r) bude pre tie isté vstupné parametre vidy

lezat nad P(7,7), v extrémnom pripade ju prekryje. V tomto pripade bude ¢ (P) =

_h;(P), kde _h;(P) je konvexn4 funkcia. Na zaklade empirickych pozorovani st viak tieto
rozdiely minimalne, je to sposobené tym, ze v okoli P = 1, kde sa vyskytuji vyratané
ceny dlhopisov pre malé hodnoty 7, mdézeme aproximovat In P Taylorovym rozvojom
prvého radu In P = P — 1. Blizkost funkcie ¢ k linearnej funkcii pre P = 1 sposobi malé
rozdiely medzi krivkami. S narastajicim ¢asom do splatnosti zase rozdiely zmenguje

rastace 7.

3.5 Graficky dokaz spriemernovania

Z teoretického pohl'adu sme si vymedzili krivky, ktorych spriemernenim je nasa vynosova
krivka. Na potvrdenie vysledku ziskaného spriemeriiovanim by sme potrebovali ge-
nerovat skutotné realizacie z podmieneného rozdelenia h(ry,ms|r1 + 2 = 7). Na to
potrebujeme nahodny vyber z hustoty h(ry,ra|ri + 75 = r). Stadi nam uvazovat pod-
mienent hustotu jedného parametra, kedze hodnoty druhého parametra st uréené vzta-
hom 71 + r9 = r. Uvedme si v8ak tvary oboch podmienenych hustot f(rl)]rl +ry=r
a g(ra|ry + ro = r). Hustota f(r1|r1 + 79 = r) mé tvar:
fr)g(r—r1) pre r1 > 0,

Flrilrs 4y =7) =4 Jo 7)9r=s)ds (3.22)
0 pre r1 < 0.
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R(T - 1)
0.13}
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0.09
0.08
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Obréazok 3.5: Porovnanie vynosovych kriviek R(7,r) ziskanych spriemeriiovanim ceny dl-
hopisu P(7,7)(¢ervens krivka) a spriemernenim samotnych kriviek R(7,r)(modra krivka) pri

rovnakych vstupnych parametroch.

Hustota g(ra|ry + 72 = ) ma tvar:

G(ralri +re=1) = fjﬁ}(:i)ggé))ds pre 2 € (—00,7), (3.23)
0 inak.

Vzorec (3.22) sme dostali ako wvedl'ajsi produkt pri spriemernovani cien dlhopisu, preto
sa nim podrobnejsie zaoberat nebudeme. Ukédzeme si, ako sme podobnym postupom
odvodili vzorec (3.23). Pre potreby tohto odvodenia musime rozliSovat medzi ndhodny-
mi premennymi Ry, R, a realizaciami rq,r2. Po odvodeni vzorca (3.23) od tohto znacenia
upustime. Nech Rq,R; a Ry + Ry st ndhodné premenné, oznacme Ry + Ry = Z. Nech
d(rq, ) je funkcia hustoty vektora (Rs, Z) a p(z) hustota ndhodnej premennej Z. Hus-
totu Z dostaneme ako konvoliciu Ry,Rs; modzeme pouzit tvar z menovatela vo vzorci

(3.22), alebo jeho alternativny tvar:

/_ZOO f(z—s)g(s)ds pres e (—o0,z). (3.24)
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3.5. GRAFICKY DOKAZ SPRIEMERNOVANIA

Potom pre podmienent hustotu g(re|Z = r) plati:

d(ra,7) _ f(r—ra)g(rs)
p(r) [l f(r—s)g(s)ds

Tvar hustoty d(rq,r) sme dostali taktiez zo vzorca pre podmienent pravdepodobnost,

g(re|lZ =1) =

pre 79 < T. (3.25)

vyuzili sme, ze d(ra,7) = g(re)q(r|Re = rq), kde q(r|R2 = r2) je podmienenéd hustota
suctu Ry + Ry = r za podmienky Ry = x. Sucet Ry + Ry = r, ak Ry = ry a zaroven
Ry = r—ry. Vychadzajic z toho, ze Ry ma hustotu f(ry), bude d(rq, ) = g(re) f(r—rs).
V tomto momente treba zobrat do uvahy aj defini¢né obory hustot f(r1),f(rs) - urcia

podmienku ry < r, kedze defini¢ny obor f(r1) je r; € (0, 00).

Uréenim podmienenych hustot sme tlohu pretransformovali na generovanie z jednoroz-
mernej hustoty. Kedze to nie je Standardne pouzivana funkcia hustoty, nie je pre fiu v
matematickych softvéroch zabudovana funkcia na generovanie nahodnych ¢isel. Medzi
zname metody generovania z menej zndmich hustét patria napriklad Markov-Chain
Monte Carlo metody - Metropolis-Hastings algoritmus, ¢i Gibbsov algoritmus, ktoré si
vyhodné na generovanie viacrozmernych vyberov. Jednorozmerné vybery sa generuju
napriklad metodou Inverse transformation [4] alebo met6dou Acceptance-Rejection [4].

My sme si zvolili metédu Acceptance rejection.
Veta 3.5.1 von Neumann 1951 [4] Nech {{(z),a < z < b} oznacuje hustotu ndhodnej

premennej, ktord md rozklad

kde

a

A
3
O
A
S

Nech Z je ndhodnd premennd s hustotou v(z) a R nech je z rovnomerného rozdelenia

U(0,1). Potom ak R < n(Z), tak Z md rozdelenie £(z).
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Aplikované na nas pripad mozeme oznacit hustotu (3.22) ako &(z) v tvare £(z) =

~ - B .y — k . ~
cf(2)g(r — z), pricom ¢ T F et kde k je konstanta. Potom

_rp(r—z=65)2
glz)=e 7= |
b
r _ a —az,.b—1
f(2) _F(b)e r’T

Skuto¢né realizacie vidime v porovnani s teoretickymi hodnotami na Obrazku (3.6).
Vidno, Ze nedosahuji horné pravdepodobnostné intervaly - je to sposobené tym, ze
pravdepodobnostné intervaly boli robené vSeobecne na zéklade éebyéevovej nerovnosti,
bez ohladu na hustotu rozdelenia. Tiez hustota, z ktorej generujeme nie je symetricky

rozdelené okolo strednej hodnoty, ¢o vidime aj na Obrazku (3.6).

R(T -1)

0.07}
0.06}

0.05

Obrazok 3.6: Teoreticka spriemernend krivka R(7,7) (¢ervena krivka) a 90 - percentné(ruzové
krivky), 95 - percentnych, resp 45 - percentné pravdepodobnostné intervaly (¢ierne krivky) v

porovnani s skutoénymi realizdciami z rozdelenia h(ri,r2|r; +re = 7).
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0.060 -
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Obrazok 3.7: Redalne hodnoty LIBOR z 1.7.2008 v porovnan{ so spriemernenou vynosovou

krivkou.
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Kapitola 4

Vlastnosti spriemernenia

Spriemernenie cien dlhopisov je pomerne zlozity postup, preto sa pozrime na benefity
spriemerovania. Krivky ziskané spriemerovanim dokazuji v niektorych pripadoch va-
riabilitu, ktortd pontikaji dvojfaktorové modely oproti jednofaktorovym. Stehlikova
ukazala neexistenciu jednofaktorového modelu v tvare dr = u(r)dt 4+ o(r)dW, ktory by
déaval spriemernent cenu dlhopisu pre dvojfaktorovy Vasi¢kov model [17] a za splnenia
predpokladu, 7e jednofaktorovy model nenadobida zaporné hodnoty aj dvojfaktorovy
CIR model [16] a Fong-Vasickov model [17]. Dalej dokézala pre Fong-Vasickov model
[15], Ze za istych podmienok sa variabilita kriviek poskytnutych jednou Startovacou
hodnotou trokovej miery r straca a celd skala kriviek konverguje k nespecifikovanému
jednofaktorovému modelu, teda k jednej krivke urcenej poc¢iato¢nou hodnotou short
rate r. Tento dokaz bol zaloZeny na tzv. fast mean reverting volatility, teda rychlej
Casovej 8kale pre volatilitu, ktoré je podla |18] empiricky potvrdené pre viaceré finan¢éné

trhy.

4.1 Fast mean reversion
Spominany Fong-Vasickov model s rychlou skdlou bol uvazovany v tvare:

dr = K1 (91 — T)dt + \/Qde
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4.1. FAST MEAN REVERSION

/%2 1%
dy = —(0y —y)dt + —/ydWs.
Yy 6(2 y) +\/E\/§ 2

Fast mean reverting volatility zodpovedda malym hodnotam € a limite ¢ — 0. Druhu

rovnicu mozno prepisat v tvare:

dy = ka(02 — y)dt + v /ydWs,

kde Ky = %2 av = %, potom rychla ¢asova skala zodpoveda v — oo pricom je zachovany

€
k2

“2. Myslienka dokazu bola zaloZené na vyjadreni rozdielu medzi

konStantny pomer k£ =
vynosovymi krivkami pre dve Tubovolné rézne pociatoéné hodnoty volatility v - y; a ys.
Pre tento rozdiel bolo nasledne dokazané, ze pre v — oo sa rozdiel medzi vynosovymi

krivkami R(7,7,41,v) a R(7,7,y2,v) blizi k nule.

Na vlastnost fast mean reversion by sme sa chceli pozriet aj v pripade nasho modelu.
Budeme teda skimat existenciu limitného jednofaktorového modelu,v zmysle konver-
gencie celej Skaly kriviek generovanych pociato¢nou hodnotou 7 k jednej krivke, ak je
jeden z procesov modelujicich dvojfaktorovy CIR-Vagickov model typu fast mean re-
verting. Konkrétne skiimajme tuto vlastnost pre Vasickov proces. Model uvazujeme v

tvare:

r = n + T2,
dri = k1(6) —ry)dt + o1/rdWy,

K: o
d?"g = ?2(02 - T‘Q)dt + 72€de7

Pozrime sa blizgie, ¢o sa stane so spriemernenou cenou dlhopisu P(7,7), ak posleme
e — 0.

Pre B, zo vztahu P = A, AyeBimi—=Bar2 plati

38



4.1. FAST MEAN REVERSION

a pre A, plati

AoOor/€ o3¢

Ry = Ml = =0 o3 =0 42
~2

hl’%AQ(T) = limexp {BQ<T>_T}Rinf_Z%€BQ(T)2 = (4.3)

e— e— Ko

Na zéaklade predchédzajicich zisteni o velmi malych rozdieloch medzi spriemernenou
vynosovou krivkou R(7,7) a vynosovou krivkou R(7,r) ziskanou spriemernenim cien
dlhopisov P(7,r) pouzime rovno vztah pre spriemernenti vynosovi krivku a dosadme

do neho lim,_g Bo(7) a lim._g As(7).

In Al In Ag

- B
lim R.(r,r) = lim — + =2y (4.4)
E—00 €—00 T T T

+(Bl_32) H(oco, 5% + % b4 1)
H(oo, =2 + 2 p)

v

T T

|4

T H(oco, =% + %, b)

v

By H(oco, =% 4 & p 4 1
_|_¢92_|_71 ( 2 )

_1nA1
T

Co sa tyka limity spriemernenych kriviek lim, . RE(T, r), ktora sme si uz odvodili,

pre cenu dlhopisu na zdklade odvodenia plati:

H(co, "% + 4, b+1)

|4

H (oo, =% +2.0) |

v

P.(7,7) = Ai(1)exp | =07 — By

teda zjednoduSene P. mozeme zapisat v tvare:
P.(1,r) = C(1)e BP0 (4.5)

Predpokladame, Ze pre tento tvar by sa postupom podobnym postupu v [16] dalo
dokéazat, ze neexistuje jednofaktorovy model v tvare dr = u(r)dt + o(r)dW, ktory by
daval rovnakua cenu dlhopisu, ako limitny tvar P.(7,7). Rovnako by sme toto tvrdenie

mohli skimat pre samotnu spriemernent cenu dlhopisu, bez pritomnosti rychlej skaly.

Ak zohladnime, ze Ay = As(€) a By = Bs(€), modzeme R(7,r1,7 — r1) oznacit ako

R(r,r1,r—71). Pozrime sa teraz na R.(7,71,7—7r1) a R.(7,71,r—71) pre dve Tubovolné
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4.1. FAST MEAN REVERSION

rozne kombinacie r = ry + 19 a r = 7y + 7. Pre R(7,r1,7 — 1) a R(7,71,7 — 71) plati:

In A1 In AQ(E) Bl BQ(E) i In Al

R (1,r1,7 —11) — R(T, 71,7 — 1) = —— . +77’1+ - () -
InAs(e) Bi.  Bale) Byri By
—_— = — T — To = —
T T T T T
I BQ(E)TQ Bg(E)TQ
T T

Pree— 0

Biry By
T T

lim R (7,71,7 —11) — Re(T, 71,7 — 1) =
e—0

(4.6)

Vidime, 7e rozdiel medzi vynosovymi krivkami sa pre ¢ — 0 neblizi k nule, teda
neexistuje limitn& krivka, ku ktorej by sa krivky generované rovnakou pociato¢nou
hodnotou r blizili, ak uvazujeme faktor sledujuci Vagickov proces v rychlej kale. Tento
vysledok nam poskytuje este dalsi poznatok, a to ze, pre € — 0 je R.(1,7m,7 — 1)

rasticou funkciou 7.

V predchadzajicom postupe sme sledovali rychlu skalu pre Vasickov proces. Rovnako

mozeme uvazovat faktor sledujici CIR proces v rychlej skale:

r o= 7"1+7"2,

d?”l = ﬂ(ﬁl - Tl)dt + 01\/FdVV17
€ Ve
d?”g = KQ(QQ — TQ)dt + O'QdWQ.

Limitné tvary lim. o By(7), lim._o A;(7) vieme urcit:

2(e”™ —1
lim By(7) = lim = (e ) =0,
e—0 e—0 (?1 + >\1 —+ 76)(6757- — 1) + 2”76
~ 2R107
2,7 e(%+>\1+76)7—/2 5‘% 0
€ —70,

lim A;(7) = lim

e—0 e—0

(BL 4+ Ay + 9 (€77 — 1) + 27,

kde

= 2 ~2

K 20
%Z\/<1—l—)\> + =L

€ €
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c) € =0.001 d) e = 0.0001

Obrazok 4.1: Krivky generované rovnakou pociatotnou hodnotou r ak uvazujeme faktor

sledujuci Vasickov proces v rychlej skile, pre zmengujiicu sa hodnotu e.

Znovu uvazujme vzfah pre spriemernent vynosovi krivku R.(7,7). Pre lim,_o R.(7,7)
plati:
In Al In AQ

B
lim R (7,r) = lim — + 2y (4.7)

€—=00 T T T
+(Bl_32) H(oo, % + 5,0 +1)
H(oo, "5 + %, b)

lnA2+ By H (oo, ”;"2+“—2”,b+1)‘
T T H(oo,’”_y%%—%, )

Vychadzajuic z tohto vztahu bude tvar limitnej ceny znovu (4.5).

Podl'a (4.6) bude lim._g R.(7,r,r — r3) rastucou funkciou o pre CIR proces vyvijajaci

sa v rychlej Skale.

41



Kapitola 5

Metody urcovania vstupnych

parametrov

Existuje mnozstvo metdd kalibracie short-rate modelov. V praci [3] bola pouzita
minimalizicia ucelovej funkcie, ktord imituje metodu najmensich Stvorcov a vyuziva
spriemernenti vynosovi krivku. VsSeobecne sa pri kalibracii vyuzivaji rozne metody
napriklad Kalmanov filter v spojeni s Quasi-Maximum Likelihood met6dou alebo Markov
Chain Monte Carlo.

Predmetom tejto kapitoly navrhnit algoritmus na ziskanie optimalnych vstupnych

parametrov pre dvojfaktorovy Vasicek-CIR model.

5.1 Metoda s nesymetrickym intervalom

Nech r, 04,05, k1, Ko, 01,09, A1, Ao s pevne dané. Jedinym pohyblivym parametrom os-
tava 71, resp. 7o, kedze druhy z dvojice parametrov je ur¢eny vztahom 7 + r9 = 7.
Vyberme si za sledovany parameter parameter ;. Rozdelenie hustoty tohto parametra,

za predpokladu, ze r je dané ma tvar:

71(7’—7"1,7“) = W prer; € (0,00),

kde K = [;° f(r — s)g(s)ds. Zo znameho podmieneného rozdelenia r (3.21) vieme pre

Tubovolné §; > 0, §; > 0 urcit P(7#; — 0; < 171 + d2). Vhodnou volbou é; > 0, d5 > 0
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5.1. METODA S NESYMETRICKYM INTERVALOM

k predpisanej hladine spolahlivosti o najdeme interval < 7y — 0,7 + do > tak, Ze
P(’Fl—(51 STl §f1—|—(52):1—a.

Lahko vidno, Ze takto dostavame (1 — «)100% interval spolahlivosti nielen pre 7, ale
aj pre vynosové krivky generované hodnotami r; a pevne stanovenymi parametrami

T, 91, ‘92, K1,K9,01,09, )\1, )\2. Naozaj,

P(R(T,fl—(;lﬂ“—fl‘l—(;l) SR(T,T‘l,T—Tl) SR(T,?1+52,T_771_52))

:P<f1—51§T1§F1+(52):1—04,

kde sme vyuzili monotéonnostou funkcie R(7,71,7 — 1) v parametri 1. V dalsom
budeme potrebovat poznat aj typ monoténnosti tejto funkcie, t.j. kedy je rastuca,

resp. klesajica. Pre vynosovi krivku

Rirrr — 1) = _lnATl(T) B lnff(T) N BQT(T)T N (B1(7) ; BQ(T))Tl

bude R(7,71,7 — 1) monotoénne rastica funkcia ry, ak By(7) < Bj(7) a monoténne

klesajuca funkcia ri, ak Bo(7) > By(7). Z analyzy funkcii Bi(7), By(T) vyplyva, Ze
st obe rastice, konkavne, s hodnotou B;(0) = B3(0) = 0 a limitami lim, .., Bi(7) =
ﬁ a lim, o Ba(T) = ,%2 V takomto pripade sa funkcie pretni maximélne v

jednom bode, kedy sa jeden typ monoténnosti meni na druhy. Zvolme parametre

R2, K1, Ah o1 tak; aby

1 ki + >\1>‘ (5.1)

— > 1 —
Ko — 7 n<2+ 2

Za tohto predpokladu bude By(7) < By(7) pre Y7 > 0 a R(7,71,7 — r1) monotonne
rastiica funkcia r1. V daliom predpokladame, Ze parametre spliiaji podmienku (5.1),

¢o zaru€i, ze R(7,r;,r — r1) bude monotonne rastica funkcia parametra 7.

Po ozrejmeni vztahov a stanoveni typu monotonnosti funkcie R(7, 71,7 — 1) v 71 prej-
dime k samotnému algoritmu na urcenie optimélnych vstupnych parametrov. Tieto
parametre budi zavisief od hodnot realnej vynosovej krivky REe ktorej diskrétne

hodnoty R st uddvané v ¢asoch 7; pre i = 1,2..n. Postup definujeme v dvoch
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5.1. METODA S NESYMETRICKYM INTERVALOM

krokoch.

V prvom kroku vyélenime pomocou kriviek R(7,r;,r — r1) oblast, v ktorej sa budu

RReal

nachadzat hodnoty , ozna¢me si ich R(7,74,r — %) a R(r,rh,r — ). Budeme

sa snazit ur¢it ,minimalnu“ oblast, ktora eite bude obsahovat hodnoty RF. Toto

mozeme premietnut do priestoru parametra r; tak, Ze vyberame z r¢ r s vlastnostou

(1 —a(rf,r)) tak, ze:

Th
dx hx . ¢ f(r—r1)g(r)
SR T O

1

d’f’l,
za podmienky

R(Tia Ti r—= Tf) < RReal(Ti> < R(Tia 71?7 r—= T?)
prei= 1,2, ..n.

¢o je ekvivalentné hladaniu argumentu maxima arg max.. .. a(ré r) za danej pod-
T,y 171

mienky. Jednoduchy sposob rieSenia tejto tulohy si teraz uvedieme. Vyuzijic vysSie
predpokladant rastacost funkcie R(7,ri,r — r1) v 1 a spojitost rozdelenia r; a tym
padom aj rozdelenia R(7,71,7 — 1) v 7, mozeme potvrdit, Ze hranice oblasti buda
tvorit prava dve krivky (vyplyva z monoténnosti). Zo spojitosti rozdelenia zase vy-
plyva, ze kazda hrani¢na krivka bude prechadzat niektorou z hodnét vynosovej krivky

REeal . Potom zvolime za ri* a ri*:

— miin {rs; R(1y,7,rt) = RFeal}

rh* — max {rs; R(my,r,rl) = REel)

¢o je mozné vdaka nami vopred urcenej rastticosti funkcie R(7, 71, 7—7r1) v r;. Konkrétnu
hodnotu ri pre krivku urcéent dvojicou { R 7,} vyratame na zdklade vztahu (3.15)
prepisom do tvaru:

_ RyT; Lo Am)  IndAy(n)  Ba(mr
Bi(1;) — Ba(1i)  Bi(1) — Ba(1i)  Bi(m) — Ba(mi)  Bi(mi) — Ba(7i)

i
T

V dalgom kroku budeme maximalizovat a(r{*, 7i*) cez vietky hodnoty parametrov

r, 01,09, K1, Ko, 01,02, A1, Ao. Pri niektorych volbach parametrov 7,0, 605, k1, ko, 01, 09,
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5.2. METODA SO SYMETRICKYM INTERVALOM

dx ,.h*

A1, Ay vSak nemusime dostat interval < r{* r{* >, okolo strednej hodnoty 7. Bolo

by vhodné, aby 7; bolo z intervalu < r{* ri* > preto ddme poziadavku, aby ré* ri*
splhali tato podmienku. DaleJ musia splhat r& > 0,7 > 0, ¢o sa da zredukovat na
podmienku 7{* > 0. Opa¢ny pripad, teda r¢* < 0, by znamenal, Ze k niektorej z dvojic
{REeal 7.} pri konkrétnych pevne stanovenych vstupnych parametroch nevieme néjst
ri z definitného oboru podmienenej hustoty 71, a teda tieto parametre neboli dobre

zvolené. Na zédklade predchadzajicich zaverov a podmienok sformulujeme tlohu:

i f(r—r1)g(r1)

7,01,02,k1,k2,01,02,A1, 2 Jrd* K

ri* = miin {rs; R(ti,r,7r%) = REely,

d?"l,

Ik . i\ __ pReal
LSt _m?X{Ti?R(Tivrarl) - Rz }a
r‘f* > 0,
hx

Zvolenie minimalizacie cez vSetky parametre r, 0y, 0, k1, ko, 01, 02, A1, A2 ako ndstroja
na néajdenie optimalneho riefenia ma za ciel minimalizovat vzdialenost medzi r{* a
r™*. Predpokladame, Ze takymto sposobom sa nam podari odstranit prilisni variabilitu

kriviek R(7, 7%, r — r®) a R(7,r"™ r — r*) a n4jst vstupné parametre, pre ktoré budi

hx*

R(7,r¥, r—rd) a R(r,r? r — r) najlepsie popisovat vyvoj RFe

5.2 Metoda so symetrickym intervalom

Ukézeme si teraz trochu modifikovany pristup k hladaniu optimalnych r, 01, 05 k1, ks, 071,
02, A1, Ao. Pripomenme si z predchadzajiceho algoritmu, Ze vhodnou volbou d; > 0,

d2 > 0 k predpisanej hladine spolahlivosti o ndjdeme interval < 7 — 07,7 + 02 > tak,

v

ze
P(F1—51§T1§F1+(5g):1—04.

Nech 0; = 03 = 4, teda interval bude symetricky okolo strednej hodnoty 7. Potom

mozeme tvrdit, Ze pre konkrétne « existuje jediné o(a) take, ze
P(ri—0(a) <r <7 +d0(a)=1-a.
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5.2. METODA SO SYMETRICKYM INTERVALOM

R(T - t)
0.025¢

0.020}

0.015

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obréazok 5.1: Hrani¢né krivky pri metode s nesymetrickym intervalom (ruZové krivky). Na
ilustréaciu je znézornend aj spriemernend vynosova krivka (¢ervend krivka). Vidime, Ze hrani¢né

krivky prechadzaju hodnotami realnej arokovej miery RlReal.

Postup algoritmu bude podobny predchadzajicemu postupu, znovu urcéeny v dvoch

krokoch. V prvom kroku budeme maximalizovat:

rre(@) fr —r1)g(r1)

& = arg max 1 —/
& F1—8(c) K

ae(0,1)

dry,
za podmienky
R(1;, 71 — 0(a),r — 7 + 6()) < R*(1;) < R(7y,7, + 6(),r — 71 — 0(a))
prei=1,2, ..n.
V druhom kroku maximalizujeme &(r, 01,605 K1, K2, 01, 02, A1, A2) cez pripustné hodnoty
parametrov 7,0y, 6y K1, Ko, 01, 02, A1, Ao. Konecny tvar tlohy je:

& =
7,01,02K1,K2,01,02,A1,A2

nto(e) f(r —ry)g(r:)
1—8(c) K
R(1;, 7 — (), r — 71 + () < RReal(Ti) < R(m, 7 + (), r — 1 — 0(a))

= max arg max 1 —/ dry,
7

r,01,02K1,K2,01,02,A1,A2 a€e(0,1)

pret=1,2,...n.

Vyhody tohto pristupu spoc¢ivaju v jednoduchs§ej formulécii tlohy; zanika vSak moznost

asymetrickych intervalov okolo 7.
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Obrazok 5.2: Hrani¢né krivky ziskané metodou s nesymetrickym intervalom. Narozdiel od
metddy so symetrickym intervalom, pri tejto metéde nemusia obe hrani¢né krivky prechadzat
niektorou z hodnot RFeal.
R(T -1)
0.025+
0.020}

0015
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Zaver

Predmetom sktimania tejto prace boli multifaktorové modely ¢asovej struktary troko-
vych mier. V prvych dvoch kapitolach sme sa venovali ivodu do problematiky, kde
sme si priblizili jednofaktorové, a nasledne aj dvojfaktorové a viacfaktorové modely. V
druhej kapitole sme takisto nacrtli spdosob vypoctu cien dlhopisov, ak sa Grokova miera

vyvija podla scenéra urc¢eného jednofaktorovym alebo dvojfaktorovym modelom.

V tretej kapitole sme uviedli netradi¢ny typ modelu, ktory sa sklada zo suc¢tu dvoch
nezavislych skrytych procesov, z ktorych jeden sleduje Vasickov, a druhy CIR proces
a pre ktory vieme urcit explicitne vzorec na ocenenie dlhopisov. Pre tento model sme
néasledne navrhli spriemerovanie cien dlhopisov cez vSetky hodnoty skrytych procesov,
ako pripravu na kalibraciu parametrov. Takisto sa podarilo najst analytické vyjadre-
nie pre toto spriemernenie, prostrednictvom zavedenia Speciadlnej funkcie, ktorej expli-
citny tvar je neznadmy, ale ktord sa nam podarilo aproximovat pomocou distribu¢ne;j
funkcie normalneho rozdelenia. f)alej sme sa venovali vztahom medzi spriemernenou
vynosovou krivkou a spriemernenou cenou dlhopisu, ktoré su z hladiska praktického
vyuzitia zamenitelné - redlne vSak spriemernend vynosova krivka lezi nad vynosovou
krivkou ziskanou spriemernenim dlhopisov alebo sa nachadza na tej istej urovni. Zo
Statistického hladiska sme sa zaoberali generovanim z podmienenej hustoty, ktorého
vysledky podporili spravnost tvaru pre spriemernent vynosovi krivku. Ako néstroj
kalibréacie sa hned pontka zndma minimalizacia ucelovej funkcie. My sme v§ak navrhli

dva iné rozli¢né pristupy na ziskanie parametrov tlohy.

Praca poskytuje aj mnozstvo otazok, ktorymi by bolo mozné sa dalej zaoberat - ¢i uz
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je to overenie efektivnosti navrhnutych algoritmov na ziskanie vstupnych parametrov,
alebo otézka nastolena v Stvrtej kapitole ohfadom existencie jednofaktorového modelu,

ktory by poskytoval ceny dlhopisov rovnaké, aké nam dava spriemernenie.

49



Literatara

[1]

12|

13l

4]

15]
[6]
7]

8]
19]

[10]

Abramowitz M., Stegun I.: Handbook of Mathematical Functions With Formulas,
Graphs, And Mathematical Tables. National Bureau of Standards, 10th print-
ing,1972.

Corzo, Schwartz: Convergence Within the EU: Evidence from Interest Rates. Eco-

nomic Notes, Vol. 29, No. 2, July 2000.

Cintalova Z.: Spriemernenovanie ¢asovych Struktar vynosovych kriviek a ich kali-

bracia. Diplomovéa praca, 2007.

Fishman George S.: Monte Carlo, Concepts, Algorithms and Applications.
Springer 1995.

http://www.euribor.org.
Hull, J.: Options, Futures and Other Derivatives. Prentice Hall, 4th edition, 2000.

Keller-Ressel M., Steiner T.: Yield Curve Shapes and the Asymptotic Short Rate
Distribution in Affine One-Factor Models. Finance & Stochastics 12/2 (2008).

Kwok,Y.K.: Mathematical Models of Financial Derivatives. Springer - Verlag, 1998.

Lesko T.: Metoda faktorovej dekompozicie pri kalibrécii viactfaktorovych modelov.

Diplomova préca, 2007.

Lund J.: A Model for Studying the Effect of EMU on European Yield Curves.
European Finance Review, Vol 2 (1999), 321-363.

50



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

Melicher¢ik 1., Olgarova, L., Uradni¢ek V.: Kapitoly z finan¢nej matematiky I,1I.
Bratia Sabovci, 2005.

Nieh C., Shu Wu, Zeng Y.: Regime Shifts and the Term Structure of Interest
Rates. Handbook of Quantitative Finance and Risk Management, Springer Aca-

demic Publishers (akceptované).

Revenda Z.: Penézni ekonomie a bankovnictvi. Management press, 3rd edition,

Praha, 2002.

Risken H.: The Fokker-Planck equation; Methods of Solution and Applications.
2nd edition, Springer.

Stehlikova B.: Fast Mean Reverting Volatility in Fong-Vasicek Model of Interest
Rates. Journal of Electrical Engineering, 57, No.12/s, 2006, pp.-65-97.

Stehlikova B.: Averaged Bond Prices in Generalized Cox-Ingersoll-Ross Model of
Interest Rates. Proceedings of 5th Actuarial and Financial Mathematics Day, 2007,
pp.77-87.

Stehlikova B.: Averaged Bond Prices for Fong-Vasicek and the Generalized Vasicek
Interest Rates Models. Proceeding of MMEI, 2007, pp. 166-175.

Stehlikova B: Mathematical analysis of term structure models. Dissertation thesis.

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, UK, 2008.

Seviovie D., Stehlikova B: On non-existence of a one factor interest rate model for
volatility averaged generalized Fong—Vasicek term structures, Proceedings of the
Czech-Japanese Seminar in Applied Mathematics 2008 Takachiho / University of
Miyazaki, Miyazaki, Japan, September 1-7, 2008, pp. 40-48.

Seveovic D., Stehlikova B., Mikula K.: Analytické a numerické metody ocenovania

finan¢nych derivatov. Slovenské technicka univerzita v Bratislave, 2009.

étépén, J.: Teorie pravdépodobnosti. Academia 1987, Praha.

ol



Priloha

Niektoré tvary spriemernenj vynosovej krivky pri dvojfaktorovom Vasic¢ek-CIR modeli

(Cervené krivka), 3 — o-ové intervaly spolahlivosti (ruzova krivka) a niektoré dalsie

mozné tvary vynosovych kriviek (¢ierne krivky):

R(T -1
0.030+

0.025F

0.020+

0.015¢

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Obrézok 5.3: K1 = 20, Ko = 18,01
= 10, g9 = 2,91 = 0.03, 02 = 0.01, )\1
=24, =0.2,7=0.01

R(T-1)
0016}
0014}
0012}
‘ /
02— 04 06 08 10"

Obréazok 5.5: R1 = 15,/432 = 10,01
=2,09 = 0.02,60, = 0.01,605 = 0.01, Ay
=-T7,22=02,r=0.01

R(T - 1)

0.032
0.030 1
0.028 -
0.026
0.024 -
0.022+

I | | T T-t
02— 04 06— B8 10

Obrazok 5.4: k1 =6.9, ke = 12,01
— 5,09 = 0.5,6; = 0.012,05 = 0.015, \;

=0.2,) =0.1,7 = 0.033
R(T-1)

Obréazok 5.6: R1 = 4, R9 = 50, 01
=10,00 = 1,60, = 0.07, 605 = 0.04, \y
= —1,) = 04,7 =0.07
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R(T -1)

0.035+

0.0301

0.025

0.020

0.015

0.010+

Obrézok 5.7: k1 = 15, ke = 10,01
= 3,0’2 = 2, 91 = 0.03,92 = 0.015, )\1
= -7, =0.27r=0.01

R(T

0.01121
0.0110H

0.0108

0.0106

0.0104

0.0102

—1)

== -

Obrézok 5.8: K1 = 15,/4,2 = 10,01
= 5,09 = 0.01,6, = 0.005, 05 = 0.005, \y
=—1.5,A\ = 0.2,7 = 0.01
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Procedura na ziskanie tvarov vynosovych kriviek :

data = ReadList["vstup.txt'", Number];

ki = data[[11]1;
k2 = data[[2]1]1;
sigmal = data[[3]1]1;
sigma2 = data[[4]1]1;
thetal = data[[5]];
theta2 = data[[6]];

lambdal = data[[7]]:
lambda2 = data[[8]];
r = data[[9]1]1:

tauZ = Range[1000]*0.001;

Rspriem = Range[1000]*0.01;
RspriemPlusDisperzia = Range[1000]*0.01;
RspriemMinusDisperzia = Range[1000]*0.01;

P1 = Range[1000]*0.01;
P2 = Range[1000]*0.01;
P3 = Range[1000]*0.01;
P4 = Range[1000]*0.01;

P = Range[1000]*0.01;
PnaDruhu = Range[1000]*0.01;

a
b

(2*k1)/sigmaln2;
(2*k1*thetal)/sigmal”2;

For[i = 1, i < 1001, i++,

tau = tauZ[[ill;

Rinf = theta2 - (lambda2*sigma2)/k2 - (sigma2”"2/(2*k272));
B2 (/7k2)*(1 - Exp[-k2*tau]);

A2 Exp[(Rinf*(B2 - tau) - (sigma2"2/(4*k2))*B2°2)];

gamal = Sqgrt[(kl1 + lambdal)”2 + 2*sigmal”2];
menovatell = (k1 + lambdal + gamal)*(Exp[gamal*tau] - 1) + 2*gamal;

Bl = 2*(Exp[gamal*tau] - 1)/menovatell;

Al = ((2*gamal*Exp[tau*(kl + lambdal + gamal)/2])/
menovatel L)N((2*k1*thetal)/(sigmal”2));

hornylnt =

NIntegrate[x™(b - 1)*Exp[x*(B2 - B1 - a)]

*ExXp[-((r - x - theta2)"2)/(sigma2”2/k2)], {x, 0, Infinity}];
dolnyint = NIntegrate[x™(b - 1L)*Exp[(x*(-a))]

*Exp[-((r - x - theta2)"2)/(sigma2~2/k2)], {x, 0, Infinity}];

HDisperzia = NIntegrate[x™(b - 1)
*ExXp[x*(2*B2 - 2*B1 - a)]
*Exp[-((r - x - theta2)"2)/(sigma2”2/k2)], {x, 0, Infinity}];

PLLil1] = A1*A2*Exp[-B2*r]*hornyInt/dolnylint;
PnaDruhu[[1]] = A17M2*A27"2*ExXp[-B2*2*r]*HDisperzia/dolnyint;
Disperzia = PnaDruhu[[i]] - PLLi1]1"2;



Rspriem[[i]] = -Log[P[[il1]1]1/tau;
RspriemPlusDisperzia[[i]] = -Log[P[[i]1] + 3*Sqrt[Disperzia]]/tau;
RspriemMinusDisperzia[[i]] = -Log[P[[i]1] - 3*Sqrt[Disperzia]]/tau;

P1[[1]1] = -Log[P[[i]1] + 1.5*Sqgrt[Disperzia]]/tau;
P2[[1]1]1 = -Log[P[[i]1] - 1.5*Sgrt[Disperzia]]/tau;
P3[[i1] = -Log[PL[[i1]1 - 4-5*Sqgrt[Disperzia]]/tau;
PA[[1]1] = -Log[P[[i]1] + 4.5*Sqgrt[Disperzia]]/tau;
peknekrivky =

ListPlot[{Table[{tauZ[[i]1], P1[[i11}, {i, 1, 1000}],
Table[{tauZ[[i]1]., P2[[i1]1}, {¥, 1, 1000}],

Table[{tauZ[[i]1], P3[L[il1]l}, {¥, 1, 1000}],

Table[{tauZ[[i]1]. PA[[ill}. {i. 1, 1000}],

Table[{tauZ[[i]]. Rspriem[[i]1]}., {i., 1, 1000}],
Table[{tauzZ[[i]]., RspriemPlusDisperzia[[i]]}., {i, 1, 1000}],
Table[{tauzZ[[1]]., RspriemMinusDisperzia[[i]]}, {i, 1, 1000}]},
PlotStyle -> {{RGBColor[0, O, 0]}, RGBColor[0, O, O],
RGBColor[O, O, O],

RGBColor[0O, 0, 0], {RGBColor[1, O, 0],

Thick}, {RGBColor[1, 0, 1], Thick}, { RGBColor[1, 0, 1],
Thick}, {RGBColor[0, O, 1], Thick}},

AxesLabel -> {T - t, R (T - t)}, BaseStyle -> {FontSize -> 11},
Joined -> True, PlotRange -> All]

1

Procedira metdody Acceptance-Rejection pri vstupnych parametroch urcenych v

predchadzajticej procedure:

Vygenerovane = Range[1000];

h[z_] = (@™b/Gamma[b])*z~(b - 1)*Exp[z*(-a)];

glz_]1 = Exp[-((r - z - theta2)"2)/(sigma2”"2/k2)];
For[i = 1, 1 < 1001, i++, par = 0; zgen = 0; u = O;
While[par ==

zgen = RandomReal[GammaDistribution[b, 1/a]];
" generovanie z hustotyh[z]"
u = RandomReal[UniformDistribution[{0, 1}]11;
If[g[zgen] >= u, par = 1; Vygenerovane[[i]] = zgen]



