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Abstrakt

Praca sa zaoberd modelovanim skladu pri réznych typoch dopytu a hl'adanim optimalnych
politik z pohl'adu prevadzkovatela. Jej cielom je podrobne preskimat’ Specifika stochastického
dopytu, ktory je reprezentovany Lévyho procesmi, najmd Wienerovym a Poissonovym
procesom. Najprv sme odvodili vlastnosti tychto procesov uzitoné pri modelovani skladu, aby
sme s ich pomocou mohli najst nakladové funkcie. Ako sa ukazalo, nie vzdy je mozné urcit
optimum analyticky, v niektorych pripadoch je preto potrebné pouzit aproximacie a numerické
algoritmy, ktoré moZno priamo aplikovat' v praxi.

Klicové slova: Wienerov proces, Poissonov proces, model skladu, stochasticky dopyt,
nakladova funkcia

Abstract

This thesis studies the modeling of a warehouse for different types of demand and attempts
to find optimal policies from the perspective of the operator. Its purpose is to analyse the
specifics of stochastic demand, which is represented by Lévy processes, especially by Wiener
and Poisson process. First, we derive some properties of these processes useful in modeling
the warehouse to use them for finding cost functions. As shown, since it is not always possible
to determine the optimum analytically, in some cases one has to use approximations and
numerical algorithms, which can be directly applied in practice.

Keywords: Wiener Process, Poisson Process, Warehouse model, Stochastic demand,
Cost function

Abstrakt

Die Diplomarbeit beschaftigt sich mit Modellierung des Lagers bei verschiedenen Typen der
Nachfrage und mit der Suche nach optimalen Politiken aus der Sicht des Betreibers. Thr Ziel
ist es Spezifika der stochastischen Nachfrage ausfiihrlich zu untersuchen, die durch Lévy-
Prozesse, vor allem durch den Wiener- und Poisson-Prozess vertreten sind. Zuerst haben wir
die Eigenschaften dieser Prozesse abgeleitet, die bei der Lagermodellierung niitzlich sind,
um mit ihrer Hilfe die Kostenfunktionen finden zu kénnen. Wie es sich gezeigt hat, war es
nicht immer mdglich das Optimum analytisch zu bestimmen, in manchen Fallen war es
deshalb notwendig Aproximationen und numerische Algorithmen zu gebrauchen, die man
direkt in der Praxis anwenden kann.

Stichworte: Wiener-Prozess, Poisson-Prozess, Lagermodell, stochastische Nachfrage,
Kostenfunktion
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Uvod

V poslednych desatrociach sa vyrazne rozmohlo pouZivanie matematiky v modelovani a
rieSeni praktickych problémov, najmad z oblasti financii a ekonomie. Ukazalo sa, Ze
zakonitosti, ktoré boli pozorované povodne v inych vedach, s miernou modifikiaciou vel'mi
dobre opisuju spravanie sa réznych procesov, ktoré moZzno pozorovat v kazdodennom Zivote.
Ako priklady mozno spomenut Poissonov proces a Brownov pohyb.

V tridsiatych rokoch 20. storoc¢ia sformuloval Norbert Wiener presny matematicky
model pohybu, ktory pozoroval botanik Robert Brown pri ndhodnom pohybe pelovych
zrnie¢ok v plyne alebo kvapaline. Velky pokrok nastal, ked Kiyoshi Itd vytvoril teériu
»Spravania sa“ tohoto procesu a v sedemdesiatych rokoch vyuzil Robert C. Merton danu
tedriu na opis spravania sa financnych trhov. Ako sa ukazalo, tento (Brownov) pohyb, s
miernymi modifikaciami, opisuje vel'mi dobre nielen spravanie sa aktiv na akciovych trhoch,
ale aj napriklad vyvoj dopytu alebo ponuky po istej komodite za dané ¢asové obdobie alebo
zasobu penazi v pokladni. Niektorym problémom, ktoré sa dali rieSit s istymi zanedbaniami
aj bez vyuZzitia ndhodnych procesov, dava tento novy pristup hranice zjednoduseni, ktoré
vyraznejSie neovplyvnia vysledky.

Jednou z oblasti, kde modelovanie pomocou nahodnych procesov opisuje skutocnost
lepsSie ako deterministicky model, je tedria zasob. Zakladna myslienka spociva v tom, Ze dopyt
po statkoch, ktoré st k dispozicii (napriklad na sklade), bude modelovany pomocou
nahodného procesu a tlohou bude njjst taka vysku a periodicitu dodavok novych zasob, aby
boli minimalizované naklady na skladovanie tychto statkov, resp. straty z ich drzania, alebo
nedostatku.

Praca je rozdelena na Styri kapitoly. Prva kapitola opisuje zakladné principy teédrie
zasob, definuje matematické znacenie a vysvetl'uje pojem dopytu, skladu, prevadzkovatel'a
skladu a politiky. V druhej kapitole je na zaklade tychto principov vytvoreny vSeobecny
model, ktory je nasledne aplikovany na zakladny typ dopytu - deterministicky dopyt
s konstantnou intenzitou. Formuly pre optimdalnu politiku, odvodené v tejto Casti, moZno
najst v mnohej literatire a patria medzi fundamenty tedrie zasob.

Jadro diplomovej prace spociva v tretej a Stvrtej kapitole. Tretia kapitola pontka tvod do
tedrie stochastickych procesov s dérazom na najvyznamnejsSie Lévyho procesy - Wienerov
a Poissonov proces. Pre tieto dva procesy su odvodené niektoré netrivialne vlastnosti, ktoré
hraju kl'ic¢ovd ulohu pri modelovani dopytu. Ako sa ukaZe v Stvrtej kapitole, prave tieto
vlastnosti spdsobuju rozdiely medzi jednotlivymi pristupmi pri formulacii nakladovej funkcie,
a teda aj pri hl'adani optimalnej politiky.

Praca obsahuje 15 ilustracii aje koncipovana tak, aby hlavhym myslienkam
porozumel aj citatel' bez hlbSich znalosti matematickej analyzy a stochastickych procesov.



Kapitola 1

Principy teorie zasob

1.1 Koncept teorie zasob

Vseobecne mozno zakladnu tlohu tedrie zasob opisat’ nasledovnym spdsobom: dany je sklad,
ktory nepretrzite skladuje jeden druh vyrobku. Vyrobky zo skladu ubudaju na zaklade
dopytu, ktory urcuju zakaznici. V momente, ked su splnené isté, vopred stanovené
podmienky (nastal urcity cas, zasoby Kklesli na urcitd droven), objedna sa d’'alSia dodavka a
ciel'om je zvolit' taki politiku?, aby sa minimalizovali celkové naklady na jednotku ¢asu. Ulohy
sa mozu lisit v zavislosti od nasledovnych kritérii:

1. casovy horizont, na ktorom sa sklad prevadzkuje: konecny a nekonecny

2. dopyt zakaznikov po vyrobkoch: deterministicky a stochasticky

3. doba prichodu dalSej dodavky: nulovd (okamzitd dodavka) a nenulovd (oneskorena
dodavka)

4. deficit zasob na sklade: nepripustny (stav zasob musi byt vzdy nezaporny) a pripustny
(stav moze byt aj zaporny)

5. delitel'nost tovaru: obmedzene a neobmedzene delitel'ny

6. Kkapacita skladu: ohranicend a neohranicend

1. Pokial je ¢asovy horizont konecny, je dany koncovy cas T,,,.a celkové naklady na
jednotku ¢asu sa minimalizuji na intervale [0,T,,. ]. Ak je ¢asovy horizont nekonec¢ny,
naklady na jednotku ¢asu nemusia byt dobre definované, a preto treba ciel formulovat inak?2.

2. Deterministicky dopyt je Uplne charakterizovany ¢asovym priebehom jeho intenzity,
ktory vyjadruje okamzity dopyt po vyrobku za jednotku casu. V pripade stochastického
dopytu je vhodné modelovat ho ako sucet deterministickej a stochastickej Casti, pricom
deterministicka zlozka vyjadruje dlhodoby trend (napriklad linedarna funkcia, periodicka

funkcia, ...) a stochasticka zlozka reprezentuje kratkodobé nahodné fluktuacie.

3. Ak je dodavka okamzita, v momente jej objednania ddéjde k doplneniu zasob, pri
oneskorenej dodavke dojde k doplneniu zasob az o nejaky casovy interval § neskor, ako bola
dodavka objednana. Prave dizka dodavky je jeden z faktorov urc¢ujucich formulaciu politiky
prevadzkovatela skladu: Ak je dodavka okamzita, v kazdej peridde sa hl'ada optimalna vyska
dodavky. Ak je dodavka oneskorend, okrem optimalnej vysky sa v kazdej periéde hl'ada aj
optimalny moment, kedy treba poziadat o d'alSiu dodavku. V praxi sa mozno CastejSie
stretnut’ s oneskorenou dodavkou, ako sa vSak neskor ukaze, tento pripad je vzhladom na
dvojrozmernu optimalizaciu matematicky omnoho zlozitejsi.

vy

sa jedna
2 Presna formulacia je v (1.3) a (1.4).
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4. Moznost deficitu tizko suvisi sdizkou dodavky: ak je dodavka oneskorena, na
netrivialnom casovom intervale moze dojst k nedostatku zasob. Nedostatok zasob spdsobuje
prevadzkovatel'ovi skladu naklady (strata dobrého mena, dlh voci zakaznikom), ktoré vSak
pri nepripustnosti deficitu nemoZno odmerat. Oneskorend dodavka teda implikuje
pripustnost deficitu a naopak, nepripustnost deficitu implikuje okamzitd dodavku.

5. Hoci je prirodzenejsie uvazovat sklad, ktory skladuje kusovy tovar, matematicky je
jednoduchsie modelovat sklad s neobmedzene delitelnym tovarom. Dopyt po kusovom
tovare totiZ nemoZno modelovat spojitou funkciou, kedZe takmer vzdy by dopyt za nejaky
Casovy interval nebol celé ¢islo. V pripade kusového tovaru preto musi byt dopyt modelovany
nespojitou, schodovitou funkciou, kde dlhodoby trend je nulovy asamotnd schodovita
funkciu vyjadruje bodovy stochasticky proces. Ciasto¢ne delitelny tovar (napriklad vyrobok
delitel'ny na n kusov) moZno povazovat za nedelitel'ny a sformulovat novu tlohu, kde by sa
za jeden vyrobok povazovala ¢ast 1/n pdvodného vyrobku a adekvatne by sa upravili aj
ostatné parametre.

6. Delenie skladu z hl'adiska obmedzenia jeho kapacity nema z matematického, resp.
optimaliza¢ného hladiska zmysel. Ak by totiZ bola stanovena nejaka kapacita, dlohu mozno
rieSit pre neohraniceny sklad a ak by optimalna vyska dodavky bola vyssia ako je kapacita
skladu, objednd sa dodavka prave vo vyske tohto ohranicenia (v pripade oneskorenej
dodavky k nej prislichajici moment objednania d’alSej).

1.2 Formulacia ulohy teodrie zasob

Pre Ulohu tedrie zasob zaved’'me nasledovné oznacenie:

1 A@) hustota dopytu po vyrobku v ¢ase t za jednotku ¢asu, A(t) >0
(2) D(a,b) suméarny dopyt po vyrobku v ¢asovom intervale [a,a+b)
(3) i poradové cislo dodavky (pre prva dodavku plati i=0)

4 T Cas, kedy pride i -ta dodavka na sklad; T, =0

5) T, Cas, kedy sa objedna d’alSia dodavka

(6) Tun koncovy cas, do ktorého je sklad prevadzkovany

(7) § doba dodavky (¢as od objednania po prichod dodavky)

8) Q; vySka i -tej dodavky

(9) Q(t)  stavzasob nasklade v ase t

(10) diZka i -tej periédy (¢as medzi prichodom i -teja i +1. dodavky)
(11 s; 1, —§ (¢as medzi prichodom i -tej a objednanim i+ 1. dodavky)
(12) R, stredna hodnota 7,

(13) Cp(x) néklady na dodavku, ktorej vyska je x, Cp je neklesajica
(14) Cp(x) ndklady na skladovanie x vyrobkov za jednotku ¢asu, C,; je neklesajica
(15) Cg(x)  naklady na dlh za jednotku ¢asu, pokial je na sklade x vyrobkov
(v tomto pripade je x zaporné a predstavuje dlh skladu vo¢i zakaznikom), Cg
je nerastuca

(16) G celkové naklady na i -tu periédu (naklady na skladovanie + naklady
na dlh + naklady na dodavku)
17) ¢ celkové naklady na jednotku casu pocas i -tej periody

Na z4klade (2.2) je zrejmé, Ze dopyt moZno ekvivalentne zadat pomocou A(t) z (1) alebo
D(a,b) z (2). Uloha teérie zasob je teda tplne zadana zvolenim (1), (6), (7), (13), (14), (15),
alebo zvolenim (2), (6), (7), (13), (14), (15). Pre takto zadanu ulohu sa hl'ada optimalna



Kapitola 1. Principy tedrie zasob 5

politika, ktord minimalizuje celkové ndklady na jednotku Casu. Politiku pocas i-tej periody
oznatme ako Q; v pripade okamzitej dodavky, resp. dvojicu [Q;, T, ] v pripade oneskorenej
dodavky. Politiku (pocas celej prevadzky skladu) oznaéme ako vektor Q =( Q,,Q;,Q,,... )
v pripade okamzitej dodavky, resp. dvojicu vektorov [Q , T]= ( (Qo, Ty 1,1Q1, T5 1,[Q,,Ts 1, .. )
v pripade oneskorenej dodavky. Cielom prevadzkovatela skladu je najst optimalnu politiku,
ktorej definicia sa liSi pre kone¢ny a nekonecny casovy horizont. Pri kone¢nom Casovom
horizonte, teda ak T, <oo je dané, je minimalizicia ndkladov na jednotku casu

ekvivalentnda s minimalizaciou celkovych nakladov, ateda optimalnu politiku moZno
definovat ako

k-1
) =arg min ElC 1.1
Q=argmin ) E[C] (11)
v pripade okamzitej dodavky, resp. ako
k-1
[Q,T]:arg(rlrrliTrylk' E[C; ] (1.2)

v pripade oneskorenej dodavky.

Problém (1.2) (a ekvivalentne aj (1.1)) mozno sformulovat ako ulohu dynamického
programovania: Q; a T ; su riadiace premenné, T; je stavova premenna, ZE[C,—] je
ucelova funkcia, T;,; =T;;; +§ je stavova diferencnd rovnica aohranicenia na riadiace
a stavovu premennu su interval [0,00). Je zrejmé, Ze hoci je dany koncovy ¢as T, nie je
urceny poclet peridéd, pre ktoré treba hladat optimalnu politiku, ateda ndklady treba
optimalizovat aj vzhladom na k. Ide tak o neautonémnu ulohu svolnym ¢asom v zmysle
klasifikacie uloh optimalneho riadenia3, s danou koncovou podmienkou . =T,,,, .

Metddy rieSenia uloh dynamického programovania moZno najst napr. v [12] ana
zaklade [12] plati, Ze (1.1) a (1.2) treba riesit pre kazdé pevne zvolené k ako tlohu s pevnym
¢asom na [0,k] aspomedzi takto ziskanych rieSeni vybrat to, v ktorom ucelova funkcia
nadobuda najmensiu hodnotu*.

Ak je ¢asovy horizont nekonecny, ciel prevadzkovatel'a skladu sa nemusi dat’ formulovat
ako minimalizacia celkovych nakladov na jednotku ¢asu. Formalne povedané, ak uvazujeme
optimalnu politiku podl'a (1.1) alebo (1.2) ako subor funkcii premennej T,,,, (kazdé Qi, resp.
i“,—jrl predstavuje funkciu premennej T, ,. ), nemusi existovat ich limita pre T, — 00.
Cielom je preto minimalizovat naklady na jednotku casu postupne v kazdej peridde, ¢im
vznika rekurentny vztah

R C.
L= inE| =|r =
Qi = arg min i |r=x (1.3)
T =T +R
v pripade okamzitej dodavky, resp.
A oa C
|- g 2] 1o

T =T+R,

v pripade oneskorenej dodavky. Pre nazornejSie vysvetlenie, El%m:x} predstavuje
dvojkrokovu strednu hodnotu. V prvom kroku sa pocita Ec,.[%|?’i:5€] pre nejaké pevne

3 Podl'a klasifikacie v [12]

4 Existuje viacero metdd, ako postupne volit k, ktoré pri rozumne zadanej tlohe patri do ohrani¢eného intervalu.
Pokial je ¢asovy horizont dostato¢ne velky, pre malé k budu prili$ vel’ké ndklady na skladovanie a pre vel'ké k
budu prilis velké nadklady na dodavky.
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zvolené x (kedZe aj C; je ndhodna premennd) a dostaneme tak funkciu zavisld od x, ktoru
oznatme g(x). g(x) predstavuje o¢akdvané naklady na i -tu periédu za podmienky, ze dizka
tejto periddy je x .V druhom kroku sa poéita E,[g(x)] cez vietky pripustné hodnoty x, teda
je potrebné poznat hustotu rozdelenia dizky periédy, f,(t).

Ak je dopyt deterministicky, v (1.1) - (1.4) moZno stredné hodnoty vynechat, C;|r
nahradit C; anavySe plati R; =r;. V d'alSom texte sa zameriavam na vypocet nakladov a ich
optimaliziciu pocas jednej peridody, kedZe prechodom medzi jednotlivymi periddami sa
zaobera dynamické programovanie a pri Specialnych tvaroch dopytovej funkcie je optimalna
politika pre kazdua periédu rovnaka.



Kapitola 2

Model skladu
a deterministicky dopyt

Cielom tejto kapitoly je vytvorit model skladu opisujtci priebeh skladovania a dopliiania
zasob a optimalizovat naklady v pripade, Ze sa skladuje jeden druh nekonecne delitelného
vyrobku a dopyt po fiom je deterministicky.

2.1 Model skladu

Predpokladajme, ze dopyt po vyrobkuje po Castiach spojita a nezaporna deterministicka
funkcia ¢asu. V momente, ked’ su splnené isté, vopred stanovené podmienky (nastal urcity
Cas, zasoby klesli na urciti droven), treba objednat d’alSiu dodavku, ktora moze byt bud
okamzit4, alebo oneskorena.
Nech je dodavka okamzitd. Predpokladajme, Ze zaporné mnozstvo zasob na sklade je
nepripustné. V ¢asovom intervale [T, T +t] je celkovy dopyt rovny
T+t
D(T,t) = f A(s)ds. (2.1)
T
Treba si uvedomit, Ze ako A(t), tak aj D(T,t) plne charakterizuji spravanie sa zdkaznikov
aspolu surcenim (6), (7), (12), (13), (14) poskytuju jednoznacné zadanie ulohy. Navyse,
zadanie pomocou A(t) a D(T,t) je ekvivalentné: pre dané A(t) je mozné pomocou (2.1)
vypotitat D(T,t) a naopak, pre dané D(T,t) mozno vypocitat’ A(t) ako

OD(T,t)
ot

Z (2.1) vyplyva, ze pokial je tiloha zadana pomocou D(T,t), musi spiiat’ nasledovné
vlastnosti:

a) D(a,0)=0

b) D(a,b)+ D(a+b,c)=D(a,b+c)

Sklad funguje tak, Ze v ¢ase T, =0 ddjde k nultej dodavke zasob o vyske Q,. Od tohto
momentu dochadza k ¢erpaniu vyrobkov zo skladu a za ¢as t sa vyterpa D(0,t).V momente,
ked D(0,t)=Q,, ddjde k vycerpaniu zasob aniekedy od tohto momentu treba poZiadat
o taka d'al'Siu dodavku, aby bolo v ¢ase jej prichodu na sklade Q; kusov vyrobku.

=MT+t). (2.2)

Argument, preCo nepoziadat o dodavku este pocas nenulového stavu zasob, je
nasledovny: predpokladajme opak. Nech optimalna diZka periédy je a, ale zasoby sa
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vycerpajti neskor, az v ¢ase a-+b. Ak by sme dizku periédy prediZili o nejaky ¢as ¢ <b (tak,
aby a—¢ bolo eSte v tej istej peridde), naklady na skladovanie pocas tohto intervalu by boli
csfaJrSQ(t)dt Stav zasob, Q(t), je vSak v jednej peri6de nerastiica funkcia a preto pre vietky
t, z intervalu [a—e¢,a] apre vietky t, z intervalu [a,a+¢]plati Q(t;)>Q(t,), teda aj
f Q(t)dt > faJrgQ(t)dt Z toho je zrejmé, ze predizenim periédy o ¢ sa zniZia naklady na
skladovanie na jednotku ¢asu, teda a by nebolo optimalne. Dizka i-tej periédy r, =T, —T; je
preto rovna

r, =sup{t >0:D(T;,t) <Q,}, (2:3)

ked'Ze dodavka je okamzita a neoplati sa doviezt novy tovar skér ako v momente, ked’ zacne
byt po iom nenulovy dopyt, ind¢ by totiZ na sklade zbyto¢ne stal. Naklady na dodavku su
Cp(Q;), naklady na skladovanie zavisia od stavu zasob Q(t), ich hodnotu ozna¢me

Q(t)]. V praxi sa najlastejsie vyuziva Cy[Q(t)]=a, alebo C,[Q(t)]=bQ(t). Celkové
néklady na i-tu periédu st

=C(Q)=Cp(Q )+ [ Cu[Q—D(T,1) ], (24)

kde 7. je definované v (1.2), D(T;, t) je definované v (1.1) a dizka tejto periédy je r.

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Obr.2.1: Priklad A(t) na intervale [0,5], k nej prislichajica D(T,t) a naklady na skladovanie.

Predpokladajme teraz, Ze i-ta dodavka nie je okamzita, ale trva isty konstantny ¢as §.
Dodavku teda treba objednavat v nejakom case T;;; a pre dizku periédy plati

=T —T+6

Tn=Tn+98
V case T;; | mdZe byt stav zasob kladny, ale aj zaporny. Takisto, aj pokial sa dodavka objedna
eSte pocas kladného stavu zasob, moze sa stat, ze pride az v momente ,chybajicich“ zasob.
Toto vsetko zavisi od formulacie nakladovej funkcie pre chybajici tovar a méze sa stat, ze
optimalny ¢as T;;; na dal'Siu dodavku bude aZ vtedy, ked’ uz bude tovar chybat. Oznatme

teda C,[Q(t)] naklady v pripade zapornej hodnoty funkcie Q(t) (napriklad dlh vodi
zakaznikom, strata dobrého mena pre nedostatok tovaru).

(2.5)

Na stanovenie optimalneho momentu pre d'alSiu dodavku sa mozno pozerat dvomi
sposobmi: 1.) poziadat o novi dodavku v takom case T, ked’ zasoby klesnu na istu kriticka
urovenn ¢, 2.) poziadat onovi dodavku vo vopred stanovenom case T, ;. KedZe pre
dopytovu funkciu nemusi striktne platit A(t) >0, a teda nemusi byt prosta, dopyt méZe byt
nenulovy na netrivialnom intervale acas T;;; podla 1. spésobu nemusi byt definovany
jednoznacne. Preto je vhodnejSie hl'adat optimalny c¢as novej dodavky podla 2. sp6sobu
a naklady na i-tu periddu tak st
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(Ql)_
Cp(Q)+ f QDT )" +CoQ DT ) (2.6)

Vztahy (2.6), resp. (2.4) spolu s (2.3) sluzia na vypocet hodnoty ucelovej funkcie v (1.1) a
(1.2), pripadne ako minimalizovana funkcia v (1.3) a (1.4).

2.2 Uloha s kon$tantnym dopytom

Uvazujme nasledovny problém deterministickej tedrie zasob na nekonecnom horizonte,
pricom deficit zasob na sklade je pripustny:

A(t) =2 1 >0
Ch(Q) = ¢ c; >0
culQ®)] = Q) >0 (2.7)

CGlRM] = ) >0

Za tychto podmienok moZno stale rozlisit dva pripady - ked' je dodavka okamzitd, alebo
oneskorena. Kedze dopyt je deterministicky, pokial by bola dodavka oneskorena, dizka
dodavky by jednoznacne urcovala, kol'ko tovaru by sa minulo od momentu objednania po
moment prichodu dalSej dodavky. Ak by teda prevadzkovatel' skladu chcel, aby dodavka
prisla v momente, ked zasoby klesni na urcitd hodnotu g, presne by vedel, kedy ju ma
objednat. Oneskorena dodavka preto pri deterministickom modeli nevnasa Ziadnu neistotu
a v d'alSom texte sa mozno zaoberat iba okamzZitou dodavkou.

Vzhl'adom ktomu, Ze dopyt je v case konStantny, optimalna politika bude v kazde;j
peridde rovnaka, ateda index oznacujdci ¢islo periédy moZno vynechat. KedZe je deficit
zasob pripustny, tlohou prevadzkovatel'a skladu je okrem optimalnej vysky dodavky urcit aj
okamih, kedy treba objednat d'al$iu dodavku. Je zrejmé, ze D(t,At)=2AAt, teda sumarny
dopyt vintervale [t,t+ At] je pre l'ubovolné t prosta funkcia. Na optimélny okamih pre
d'alSiu dodavku sa preto mozno pozerat ekvivalentne dvomi sp6sobmi: 1. hl'adat ¢as R, kedy
treba poziadat' o dodavku, ktorému prislicha jednoznacne urceny kriticky stav zasob q; 2.
hl'adat stav zasob ¢q, ktorému prislicha jednozna¢ne urCeny cas R (Obr. 2.2).
Z matematického hladiska je jednoduchsi 2. pristup, vkaZzdej peridode teda podjde
o optimalizaciu ndkladov podl'a Q a q. Treba podotknut, Ze Q €[0,00), kym g € (—o0,Q].

Existuje viacero sposobov, ako ocenovat straty spdsobené deficitom. Jednou z moZnosti
je zavislost od dizky ¢asového intervalu, kedy dochadza k deficitu; v zvolenej tlohe viak
straty zavisia aj od vySky samotného deficitu - podobne ako ndklady na skladovanie zavisia
od vysky zasob. Takto zvolené naklady na deficit mozno chapat nasledovnym sposobom:
v momente, ked’ sa zasoby vycerpaju, zac¢ina byt dopyt zdkaznikov neuspokojeny. Skladu tak
vznika dlh, ktory sa musi niekedy (pri prichode d'alSej dodavky) zakaznikom splatit’ a tento
dlh je priamo Umerny neuspokojenému dopytu. Nech g je optimadlne mnoZstvo zasob,
v ktorom treba objednat’ dalSiu dodavku a optlmalne je, aby bolo po prichode dodavky na
sklade Q kusov vyrobku. Vyska dodavky je Q q, kedze q vyrobkov ostalo na sklade
zminulej periédy, resp. predstavuje dlh voci zakaznikom zminulej periédy. To vsSak
neovplyviiuje optimalnu politiku, ked’Ze ndklady na dodavku nezavisia od vysky dodavky.
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Q
Q) \

Obr.2.2: Priklad politiky [Q,q].

Ulohu (2.7) treba rozdelit na dva pripady: ak g>0 a q<0.]ezrejmé, Ze dizka peri6dy
je R=(Q —q)/2. Ak ¢>0, ozname optimalne hodnoty indexom p. Celkové niklady na
jednotku ¢asu su

«(Q,9)=C(Q,q9)/R
(Q-9)(Q+q)) 2

= 2.8
Cd + ¢ o Q —q ( )
=4 A + Cq Q + 1
Q—q 2
a minimum Q, q mozno najst ako rieSenie sustavy
dc(Q, q) _ 6C(Q: q) —0 (2.9)

oQ dq

Sustava (2.9) vSak nema rieSenie a z tvaru (2.8) vidno, Ze ak g — —00, ¢(Q,q) — —0o0 pre
I'ubovolné Q .Z podmienok Q >0, g >0 preto dostdvame

. » 2A¢
i,=0, Q, :’/_c 4 (2.10)

Cp =2Acicy (2.11)
Ak g <0, oznatme optimalne hodnoty indexom n. K nakladom oproti (2.8) pribudnu naklady

a naklady na jednotku ¢asu sd

na deficit, teda plati

C(Q) Q) = C(Q) Q) /R

Q*, ¢ | 2
_ Q  —a | A 212
[cd+c5 R (212)

_ 2¢4A+ Q> +cq*
2(Q—q)

a Q, g mozno vypocitat analogicky podl'a (2.9). Optimalna vy$ka dodavky je

o 2Ac gy
Q. —,/—CS(C_ o)’ (2.13)

optimalny stav zasob pre objednanie d'alSej dodavky je

énz—,/—_m_cscd , (2.14)
¢ (¢ +c,)
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R, = /M (2.15)
Ac ¢

¢, = /M (2.16)
c +ec

KedZe cielom je minimalizovat naklady na jednotku ¢asu, porovnanim (2.11) a (2.16)

dostavame
. 2Acic ¢ c .
¢, =, |2 = 220, [— <2Ac4¢, =¢,,
c +c c +c

teda pre optimalnu politiku [Q, q] vzdy plati (2.13) - (2.16). NavySe, pomocou (2.13) - (2.16)
mozno vyrieSit aj ulohu s nepripustnym deficitom, zvolenim ¢~ — oo . Potom plati

medzi dvoma dodavkami uplynie Cas

a naklady na jednotku c¢asu st

~ 22
Q= lim Q= :

¢ —00 C
j= lim §=0

c —0Q

. (2.17)

R= lim R= 4

¢ —00 AC

o je ekvivalentné s vysledkami v [11].



Kapitola 3

Stochastické procesy

3.1 Uvod do stochastickych procesov

Malokedy byva dopyt po vyrobku rovnomerny v case. UvazZujme rovnaky model ako
v predchadzajuicej kapitole, s tym rozdielom, Ze celkovy dopyt ma nahodny charakter, ktory
mozno opisat ndhodnym procesom. Podobne ako pri skuto¢nom trhu mozno tento nahodny
proces rozlozit na deterministicki astochasticki zlozku. Deterministickd zlozku
reprezentuje dlhodoby trend (napriklad linedrna funkcia, periodickd funkcia, ...)
a stochastickil zlozku reprezentuje nahodny proces, spliiajici isté praktické a formalne
vlastnosti.

Definicia 3.1. Stochasticky proces {X(t),t >0} s vlastnostami:
e X(0)=0
e X(t) md nezdvislé astaciondrne prirastky, teda pre ¥V 0<t, <t, <..<t, s
prirastky  X(t,)— X(t,_1), X(t,_1) — X(t,_1), .. , X(t,)—X(t;) nezdvislé ndhodné
premenné aak s<t, X(t)—X(s) a X(t—s) majui rovnaké rozdelenie, t,j.
P[X(t)— X(s) edz] = P[X(t —s) € dz]
o X(t) jestochasticky spojity, tj.pre Va>0,s>0 lim P[| X(t)—X(s) |>a ]=0
t—s
sa nazyva Lévyho proces.

Prva vlastnost Lévyho procesov v suvislosti s modelovanim dopytu je zrejma - kedze
dopyt za nulovy casovy interval je nulovy, aj jeho ndhodna zlozka musi byt nulova. Druha
vlastnost hovori, Ze dopyt, resp. jeho nahodnost v nejakom c¢asovom intervale nezavisi od
dopytu po zaciatok tohto intervalu. A napokon, stochasticka spojitost je sice iba technicky, ale
napriek tomu doleZity predpoklad na to, aby sa s takto definovanymi procesmi dalo vhodne
narabat. Podrobnu teériu o Lévyho procesoch mozno najst napriklad v [20] a [21].

Veta 3.2 (Lévyho - Chintinova). Ak X =(X(t),t>0) je Lévyho proces, potom pre jeho
charakteristickt funkciu ¢ (u) = E[e"X")] plati ¢ (u) = "™ pre kazdé t >0 a u€ R, kde

n(u):ib-u—%u-au—k f [e"” —1—iu-y1,, 1 (y) (dy) (3.1)

R—{0}

pre nejaké bER, a>0 amieru v na R —{0}, pre ktoru plati j];g_{o} LiyiF A v(dy) <co.

ZVety 3.2 je teda zrejmé, ze kazdy Lévyho proces sa da jednoznacne charakterizovat
trojicou (b,a,v). Pomocou [5] moZno tieto tri zlozky vysvetlit nasledovne: b reprezentuje
linedrnu deterministickd (driftovd) ¢ast procesu X(t), a vyjadruje varianciu Brownovho

12
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pohybu a v je Lévyho miera v (3.2). NavySe, na zaklade Lévyho-Itovej dekompozicie Lévyho
procesov [5] vyjadruje Lévyho miera Cisto skokovy proces.

Ak teda uvazujeme b=0 (kedZe vzvolenom modeli dopytu je deterministicka cast
modelované samostatne, nie ako sicast procesu X(t), pripadne nemusi byt linedrna), kazdy
Lévyho proces mozno vyjadrit ako Brownov pohyb, skokovy proces, alebo ich kombinaciu.
V d’alSom texte sa preto budem zaoberat dvomi ,reprezentativnymi“ procesmi: Wienerovym
procesom, ¢o je matematicka formalizacia Standardného Brownovho pohybu, a Poissonovym
procesom, €o je typicky av praxi najcCastejSie sa vyskytujuci priklad skokového procesu.
Charakteristika Wienerovho procesu je zrejme (0,1,0) a charakteristika Poissonovho
procesu je (0,0,28;), kde §; je Diracovo rozdelenie ststred’ujiice hmotu v bode 15, teda za
jednotku ¢asu nastane A skokov, ktorych velkost je 1.

V d'alSom texte bude uzito¢né aproximovat Poissonovo rozdelenie normalnym, na ¢o
slizi nasledovna veta:

Veta 3.3 (centrdlna limitnd veta [19]). Nech &,§,,... je postupnost’ nezdvislych a rovnako
rozdelenych ndhodnych premennych s kone¢nou varianciou, u=E[§;], o> =var[§], {, = Z?:l.fi .
Potom

Zn —ny

d
R N(0,1).

3.2 Wienerov proces

Wienerov proces je ¢asto oznaCovany aj ako Standardny Brownov pohyb. Ide o je jeden zo
zakladnych ndhodnych procesov, ¢asto pouZivany v matematike, fyzike a ekondémii, z ktorého
boli odvodené mnohé dalSie procesy ana jeho zdklade vznikli niektoré nové vedné
discipliny.

3.2.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Standardny Wienerov proces

Definicia 3.4. Stochasticky proces {w(t),t > 0} s vlastnostami:

e w(0)=0,
e w(t) md nezdvislé prirastky, tj pre YV 0<t; <t,<..<t, su prirastky
w(t,)—w(t,_;), w(t,_) —w(t,_y), .. ,w(ty)—w(t;) nezdvislé ndhodné premenné,

o pre Vt>0 a h>0 plati w(t+h)—w(t)~N(0,h), kde N(u,0*) je normdine
rozdelenie so strednou hodnotou y a disperziou o*
e funkcia t — w(t) je skoro vsade spojitd,

sa nazyva Wienerov proces.

Z definicie je zrejmé, Ze w(t) ma vkaZdom ¢ase normalne rozdelenie s E[w(t)]=0 a
var[w(t)]=t.Z toho vyplyva tzv. $kdlovacia vlastnost Wienerovho procesu, w(t)~ﬁw(§) (v
zmysle distribu¢nej funkcie) pre l'ubovolné c¢>0, pretoze ﬁw(é) ma tieZ normalne
rozdelenie a plati E{ﬁw(%)]:ﬁE{w(é)]:O a var{ﬁw(%)]:cvarlw(g)]:t.

5 Diracovo rozdelenie §, sustred'ujice hmotu vbode y je pomocou distribu¢nej funkcie definované nasledovne:
F(x)=1lak x>y, Oak x<y.
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KedZe E[w(t)]=0 pre v3etky t >0, moZno ho povaZovat' za akési ndhodné fluktuacie
okolo daného ocakavaného, dlhodobého stavu, teda ide ozvySok po ocisteni dopytu od
trendu.

Wienerov process driftom

Definicia 3.5. Stochasticky proces {w*(t),t >0} spliiajiici w*(t) =yt +w(t), y €R sa nazyva
Wienerov proces s driftom.

Proces w"(t) sa niekedy oznaluje ako Wienerov proces s linearnym driftom, kedZe
deterministickd ast pt je linedrna. Zrejme plati E[wt(t)]=put, var[w¥(t)]=t. Takto
definovany proces nema Skalovaciu Vlastnost kedZze pre lubovolné a,c>0 plati
E[awl‘(c)] “E[w“(t)] kym var[aw“(i)] Cvar[wl‘(t)] Z toho vsak vyplyva tzv. podobnost
procesov (v zmysle distribucnej funkcie), teda J—w!‘(t)~wf(t) pre lubovolné ¢>0. Inak
povedané, ¢asovy vyvoj Wienerovho procesu s I'ubovolnym kladnym (zapornym) driftom sa
d4d jednoznacne opisat pomocou vyvoju procesu sjednym konkrétnym Kkladnym
(zdpornym) driftom, napriklad =1 (g =—1).V tomto pripade by platilo w* (t) =y~ 'w' (y*t).

Wienerov proces s driftom a vseobecnou stochastickou ¢astou

Definicia 3.6. Stochasticky proces {w!(t),t >0} spliiajici w¥(t) = ut +ow(t), y€R,0>0 sa
nazyva Wienerov proces s driftom a vS§eobecnou stochastickou castou.
Analogicky ako pri Wienerovom procese s driftom mozno ukazat podobnost pre procesy

wl(t) a w'(t) pre u>0,resp. wh(t) a w '(t) pre u<0.Z definicie 3.5 je zrejmé, ze
4
wh(t) = pt +ow(t) = a( t+ w(t)) owe (t).

VyuzZitim podobnosti dostavame

£ t

we (t) ~ owt (—2)
o

a po vynormovanf driftu na |y|=1,

2
WM(L)~ 1 Sgn(u)[l‘ tJ
o>/ |ul >

dostavame pre y <0
2 2
wg(t)~0—w1[y—2t]. (3.2)
—u -

Vzt'ah (3.2) je vel'mi uZitoCny pri vypocte, resp. prl tabelovani hodnét formul savisiacich
s ,vSeobecnym“ Wienerovym procesom (naprlklad f wg(t)dt) Formulu totiZ netreba hl'adat’
pre vieobecny tvar wt(t), ale stali pre w'(t), w '(t) a w(t). Namiesto funkcie troch
premennych (y,0,t) dostdvame tri funkciu jednej premennej, t : pre y=0,=+1.

Vzhl'adom k tomu, Ze Wienerovym procesom budeme v d'alSom texte modelovat stav
zasob na sklade pocas jednej periédy, o¢akavany stav zasob moZno povaZovat za klesajicu
funkciu, preto y <O0.

3.2.2 Ulohy suvisiace s Wienerovym procesom

Rozdelenie passage time

Ozna¢me WY (xg,t) =xo+wh(t) a r=inf{t>0: W¥(x,,t) =0}. r sa nazyva passage time (t.].
¢as, kedy proces W¥(x,,t) dosiahne hodnotu 0).



Kapitola 3. Stochastické procesy 15

Veta 3.7 ([3], [9]). Pre hustotu f,(t), t >0 ndhodnej premennej r plati

( xo+ut )
f(H)= urt (3.3)
v 271t3
pre distribucnt funkciu F,(t), t > 0 plati
2 pxo

e | (x"_”t))
E (t :l—(D( +e o (1—-O , 3.4
7, (t) R NE (3.4)

kde ®(z) je distribu¢nd funkcia N(0, 1) a strednd hodnota r, R je rovnd
R=E[r f tf, (t)dt = — (3.5)

P‘

Vztah (3.5) dokazuje zaujimavu vlastnost Wienerovho procesu:
E[r] = inf{t > 0: E[W*(x,,t)]= 0}.

25

0Obr.3.1: Vl'avo: rdzne realizicie procesu W; *(1,t), svetlomodrou je zobrazeny drift. Vpravo: hustota f,(t) pre
p=-—1,x=2,3,..10, tmavomodrou je zobrazna hodnota x, =5, svetlomodrou x, =10.

r
Rozdelenie f W (xq,t)dt

Oznatme Z= f W”(xo,t)dt Treba si uvedomit, Ze v Z vystupuju dve ndhodnosti - passage
time r arealizacie W} (xo,t) v pripade r =x pre nejaké pevne zvolené x. Z teda mozZno
chapat’ dvomi sposobml bud’ ako nahodny vektor (r,S)T, kde r vyjadruje passage time, S
vyjadruje fOrI/Vl“(xo,t)dt pri podmienke r, alebo ako ndhodnd premennu a—fo W (xo,t)dt
bez podmienky na r.

Veta 3.8. ([4]). Pre hustotu f,(x) ndhodnej premennej a plati

e [ Ai(t, —xy7, V?)Bi(1,) — Bi(t, —x7, V?)Ai(7,) _
- _ u u u xd ,
fa(x) - f Aiz(Tu)—l—Biz(‘L'u) e au

kde t,=Qu)"*? a Ai(z) a Bi(z) si Standardné linedrne nezdvislé rieSenia Airyho
diferencidlnej rovnice y"(z)—zy(z) =0. Jej strednd hodnota A je rovnd
Ko %
2(42 B 2y'

Vztah (3.6) moZno napisat ako %ﬁ x-+|, kde % _E[r] je priemerna hodnota passage
time a %{xri] je priemerna hodnota Wf‘(xo,t) vintervale [0,r]. Ak by teda E[Slr=x]
zavisela linedrne od x, moZno sformulovat nasledovné tvrdenie:

A=E[a]= (3.6)

Tvrdenie 3.9 (bez dokazu). Nech x,xy >0 a u <0 je dané. Potom pre E[S|r = x] plati

E[S|r:x]=%x[xo—i]. (3.7)
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Z definicie S a a je zrejmé, Ze E[a]=E,[Eg[S|r :x]]:fomES[S\r =x]fr(x)dx. KedZe
foooxfr(x)dx:f%", dosadenim do (3.7) je (3.6) splnené.

Tvrdenie 3.10. Nech xy >0 a u <0 je dané. Potom

ESr :x}:_(xo__). (38)

Dékaz s vyuZitim tvrdenia 3.9.

CE IS Ty TR

0

TR .

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1

Obr.3.2: realizcie procesu Wl_l(l,t) pri podmienke r =1 (teda first passage time = 1) , tmavomodrou farbou je
vyznacena stredna hodnota procesu spliajiceho dani podmienku, svetlomodra zobrazuje drift.

b
Rozdelenie f (WE(x,,8))*dt a f (W (x,,8))"dt

0
Nech b>0 je dané. UvaZujme obsah pod kladnou &astou procesu W¥(xy,t). Je zrejmé, ze
vysledok zavisi od 4 parametrov, (b,u,0,x0), o v§ak mozno na zaklade (3.2) transformovat
na dvojrozmerny problém (b,%,) . Plati totiz

2

b b "y
Jotaya= | <xo+w#(t>>+dt~— | e Tt 1<t>]
" (3.9)

-4 “‘lf(lylxo—l—w 1(t)) Wf(mxo—i-w )

pricom sme vyuZili vlastnost’

]‘ Fat)dt = %j‘ F(t)dt .

R 0
Staci teda poznat f: (% +w—1(t))*dt prevsetky b,x, >0.

KedZe pre kazdd trajektériu plati [ "W (xo,t)dt = A (W (xo,t) )+t + f:(Wg‘(xo,t))—dt,
plati to aj pre ich stredné hodnoty. Navyse

b b b b2
B [ W (xo,t)dt| = [ EIWE (xo,t)dt]= [ (o - ut)dt =gh 2,
teda
2
YW o)) dt =g 5 [Y(WE (o ) )t
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Miernou modifikaciou $pecidlneho pripadu, ked b=1, oc=1, y=0 a x, =0 sa
zaoberal Takacs v [2]. PresnejSie povedané, vyjadril hustotu fg(x) nahodnej premennej
\w(t)\dt v tvare nekonecného suctu hypergeometrickych a Airyho funkcii. Ukazal, Ze

[S] o ().

Med21 EU \w(t)\dt} a EU (w(t)) dt] existuje zrejmy suvis. Ku kazdej trajektorii w(t),
t €[0,1] existuje ,opatna"“ trajektdria w(t) = —w(t) tieto maju rovnaku ,pravdepodobnost’®
(tzv. reflection principle) a preto plati EU (w(t)) dt]—fE[f w(t)) dt} Samozrejme, kazda
trajektoria ma v skutocnostl nulovi pravdepodobnost preto ide iba o intuitivne vysvetlenie.
KedZze E| [ w(oldt|=E| [(w())" dt|-E[ f/(w())” dt], E| [ {w(t)] "de|-2L.

Problém vznika pri hl'adani vztahu E[ fo (% +w— 1(t))+dt} . Ukazalo sa, Ze uZ aj v pripade
nulového driftu anulového pociatocného stavu ide ovelmi komplikovana ulohu, hoci
s prekvapujtico jednoduchym vysledkom (x). NavyS$e, pre v§eobecné hodnoty b a x, nebol
tento problém na zdklade mojich doterajSich zisteni vyrieSeny, a preto je mozné najst
EU:(xﬁ—w*l(t))*dt] iba numericky pre konkrétne hodnoty b a x, (vid. Tab. 3.3). Pri
formulacii nakladov v tlohe tedrie zasob sa vsak ukaze, Ze existuje pristup, pri ktorom staci
poznat tieto hodnoty pre x, = 0. 0Ozna¢me preto ¥+ (b)= EU (w—l(t))+dt} Podrobné data o
¥t (b) mozno najst' v Tab. 3.4 a Obr. 3.5.

Podmienena stredna hodnota
Veta 3.11. Nech a€ R a 1 €R ™. Potom pre vietky t €[0,7] platl’
— X
W (xOJt)|W (xO)T)_a _x0+ 0

(3.10)

bez ohladu na u .

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze x; =0 a o=1. Ak by to neplatilo,
zavedenim UY(t) = W} (x,,t) —x, avyuZitim podobnosti trajektérii Wienerovho procesu
dostdvame, Ze existuje U“(t) srovnakymi vlastnostami ako W/ (x,,t). Na odvodenie
podmienenej hustoty f. (s|U#(r) = a) vyuzijeme spojitti verziu Bayesovej formuly

_ fr (| X =) fx (t)
N=TR0)

anezavislost anormalne rozdelenie prirastkov U*: U¥(s)~ N(us,s), U¥(r)~N(pr,7) a
Ut(t)—U¥(s) ~ N(u(r —s),7 —s) . Z toho dostavame

)= For (o) @UH () = 5) f0 ) (5)
- fU“(‘r) (a)

(a—s—u(z—t))* (s—ut)?
S ST R S e

27(r—t) ¢ V2nt
T

fx(x|Y =

va(t)(5| Ut(r)=

—~

~(a—pr)?
e 27

1
N 2wT

1 (afsfy(fft))z (sfyt)2 %(afy‘r)z
— > f ( t)te 2(t—t) 2t 27
VT T—
I . j(S‘?>
" 2 \ (T—t)te

2(r—t)t

teda
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a (t—t)t
T) (3.11)

fore s|ut(x)=a) ~ N(;t,

Z Coho vyplyva, ze t T)=al|==t a po spatnom transformovani dostavame . .h
toho vyplyva, ze E[UH(t)|UH i 5 f { dosté 3.10

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0 0,006 0,015 0,025 0,035 0,045 0,055 0,065 0,074 0,083 0,092
0.1 0,012 0,024 0,038 0,051 0,064 0,076 0,088 0,099 0,101 0,120
0.2 0,019 0,037 0,054 0,071 0,087 0,102 0,117 0,131 0,143 0,156
0.3 0,027 0,051 0,074 0,095 0,115 0,134 0,151 0,168 0,183 0,198
0.4 0,036 0,067 0,096 0,121 0,146 0,169 0,190 0,209 0,228 0,245
X0 | 0.5 0,045 0,084 0,119 0,151 0,181 0,207 0,233 0,256 0,278 0,299
0.6 0,055 0,103 0,145 0,183 0,218 0,250 0,280 0,308 0,333 0,357
0.7 0,065 0,121 0,172 0,217 0,258 0,296 0,331 0,362 0,392 0,419
0.8 0,075 0,141 0,200 0,252 0,300 0,344 0,384 0,420 0,454 0,487
0.9 0,085 0,161 0,228 0,288 0,343 0,393 0,440 0,482 0,521 0,569
1.0 0,095 0,180 0,257 0,326 0,389 0,446 0,498 0,548 0,593 0,633

b
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0,092 0,158 0,197 0,219 0,232 0,240 0,244 0,244 0,247 0,249
1 0,633 0,919 1,067 1,147 1,192 1,217 1,228 1,242 1,239 1,244
2 1,517 2,313 2,730 2,957 3,087 3,156 3,198 3,218 3,231 3,234
3 2,501 4,080 4,999 5,533 5,836 6,003 6,104 6,158 6,213 6,219
4 3,500 6,018 7,670 8,700 9,325 9,710 9,927 10,047 10,137 10,199
Xo | 5 4,500 8,001 10,550 12,280 13,405 14,120 14,576 14,824 14,986 15,125
6 5,500 10,002 13,509 16,101 17,904 19,133 19,883 20,406 20,746 20,960
7 6,500 12,000 16,501 20,021 22,665 24,525 25,851 26,696 27,253 27,663
8 7,499 13,999 19,503 24,011 27,551 30,240 32,183 33,560 34,494 35,118
9 8,501 16,002 22,501 28,006 32,516 36,099 38,813 40,828 42,272 43,276
10 9,501 18,001 25,500 31,999 37,500 42,026 45,642 48,365 50,475 51,971
b
0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 100
0 0,006 0,015 0,045 0,092 0,158 0,232 0,249 0,251 0,251 0,251
0.1 0,011 0,025 0,063 0,120 0,197 0,282 0,302 0,304 0,305 0,306
0.2 0,018 0,037 0,087 0,156 0,247 0,347 0,365 0,368 0,370 0,371
0.5 0,045 0,084 0,180 0,298 0,446 0,592 0,621 0,622 0,623 0,624
1 0,095 0,180 0,389 0,634 0,922 1,191 1,242 1,245 1,248 1,251
Xo | 2 0,195 0,380 0,875 1,517 2,310 3,086 3,245 3,246 3,250 3,251
5 0,495 0,980 2,375 4,500 8,004 13,422 15,103 15,235 15,248 15,260
10 0,995 1,980 4,875 9,499 18,003 37,517 52,000 55,164 55,194 55,227
20 1,995 3,980 9,875 19,501 37,997 87,503 150,023 204,192 210,297 211,303
50 4,995 9,980 24,876 49,500 98,000 237,507 450,017 800,243 1261,01 1276,32
100 9,995 19,980 49,875 99,500 198,004 487,499 949,973 1800,11 3750,07 5021,40

b

Tab.3.3: Vysledky simulécif E[fo (%o +w'(t))*"dt| pre rozne hodnoty ba x,. Pre kazdd dvojicu (b,x,) bol

interval [0,b] diskretizovany na ~/b.10° bodov a proces x, +w~'(t) bol simulovany 10° -krat.
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b .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 0,00000 0,00024 0,00066 0,00117 0,00175 0,00239 0,00308 0,00381 0,00456  0,00535
0.1 0,00616  0,00700 0,00785 0,00872  0,00961 0,01052 0,01143 0,01236 0,01330 0,01424
0.2 0,01520 0,01616 001714 0,01812 0,01910 0,02010 0,02109  0,02209  0,02309  0,02409
0.3 0,02510 0,02611  0,02712 0,02813  0,02915 0,03016  0,03118  0,03219 0,03321  0,03423
0.4 0,03524  0,03625 0,03726  0,03828  0,03929  0,04030 0,04131 0,04232 0,04332  0,04433
0.5 0,04533 0,04633 0,04733 0,04833 0,04932 0,05031 0,05131 0,05229 0,05328  0,05427
0.6 0,05525  0,05623  0,05720 0,05817 0,05914 0,06011 0,06107 0,06203 0,06299  0,06394
0.7 0,06489  0,06584 0,06678 0,06772 0,06866  0,06959  0,07052 0,07145 0,07238  0,07330
0.8 0,07421 0,07513 0,07604 0,07695 0,07785 0,07875 0,07965 0,08054  0,08143  0,08232
0.9 0,08320  0,08408 0,08496 0,08583 0,08669 0,08756  0,08842  0,08927  0,09012  0,09097

b .0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0,09181  0,10001  0,10780 0,11520 0,12225 0,12896  0,13534  0,14140 0,14715  0,15263
2 0,15783  0,16276  0,16744 0,17185 0,17604 0,17999  0,18374 0,18728 0,19064  0,19383
3 0,19685 0,19971  0,20242  0,20497 0,20738  0,20963  0,21176  0,21377 0,21569  0,21750
4 0,21922 0,22085 0,22241 0,22389 0,22529 0,22661 0,22786 0,22904 0,23016 0,23123
5 0,23224 0,23321 0,23411 0,23497 0,23579 0,23657 0,23730 0,23801 0,23868 0,23931
6 0,23991 0,24047 0,24101 0,24152 0,24200 0,24246 0,24289 0,24329 0,24368 0,24404
7 0,24439 024471  0,24502  0,24531  0,24559  0,24585  0,24610  0,24634  0,24656  0,24677
8 0,24697  0,24716  0,24735  0,24752  0,24769  0,24785  0,24800  0,24815  0,24829  0,24842
9 0,24855  0,24867  0,24878  0,24888  0,24898  0,24907  0,24916  0,24924  0,24932  0,24940
b 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0,24947  0,24998  0,25029 0,25048 0,25060  0,25068  0,25073  0,25076  0,25078  0,25080
b 20 22 24 26 28 30 40 50 100 1000
0,25081 0,25082  0,25082 0,25083 0,25083  0,25084 0,25085 0,25085 0,25086  0,25086

Tab.3.4: Vysledky simulacii ¥*(b) . Pre kazdé b bol interval [0,b] diskretizovany na \5.10° bodov a proces
w(t) bol simulovany 10 ° -krat.

0.3

. . . . . . . . .
i i i i i i i i i
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
025 —— = ———————j——————————— - —— - —= -
| | | | T | | |
B con N T N
L i e > e e e e e | | |
| | | | | | | | | | | |
_ | | | | | | | | | 001 — — 1= = — 4= = A
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R At i e e e R J | |
f | | | | | | | | i | |
| | | | | | | | | o | | |
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B e e e A b
| | | | | | | | |
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0 L L | L | | | | L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b

Obr.3.5: Graf ¥*(b) . Vlavo: b€[0,10], vpravo: be[0,0.2]. Hoci je ¥ (b) na vacsine svojho definiéného oboru
konkavna, pre b blizke 0 je ¥*(b) konvexna. Tdto vlastnost moZno vysvetlit tak, Ze pre malé hodnoty b méa
nahodnost procesu w(t) viesi vplyv na celkovy obsah pod kladnou ¢astou, ako jeho drift.
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3.3 Poissonov proces

Poissonov proces X(t) vyjadruje pocet udalosti rovnakého typu, ktoré nastali do ¢asu t
(za¢inajuc v ¢ase 0). Analogicky plati, Ze pocet udalosti v ¢asovom intervale [a,b) je rovny
X(b)— X(a) ama Poissonovo rozdelenie.

3.3.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Definicia 3.12. Stochasticky proces {X(t),t >0} s vlastnostami:
e X(t) ma nezavislé prirastky, tj. pre V 0<t <t,<..<t, su prirastky
X(t,)—X(t,;), X(t,_;)— X(t,_), .. ,X(t,)— X(t;) nezavislé ndhodné premenné,
o limy o P( X(t+AL)—X(t)=1)=1AAt,
o limp o P( X(t+At)—X(t)>1)=0
sa nazyva homogénny Poissonov proces s parametrom 1

Veta 3.13. ([11]). Pre pravdepodobnostné rozdelenie Poissonovho procesu plati

e (0

PX(T+t)—X(T)=k]=e "

(3.12)

pre l'ubovolné T.

Pravdepodobnostné rozdelenie Poissonovho procesu ma teda Poissonovo rozdelenie
s parametrom At. Sila Vety 3.13 spoéiva prave v tom, Ze existuje jediny proces, ktory splia
vlastnosti uvedené v Definicii 3.12 atento proces ma prave Poissonovo rozdelenie
s parametrom At.

Na realizacie Poissonovho procesu sa moZno pozerat dvomi sposobmi: 1.) ako na
funkciu ¢asu t+> X(t), vtom pripade ide onezdpornu neklesajucu funkciu polospojiti
sprava (tj lim,, X(s)=X(t), vid Obr. 3.6), ktord nadobitida iba celotiselné hodnoty, jej
pociatok je vbode [0,0] ak skoku dochadza vtedy, ked’ nastane udalost, 2.) ako na body na
kladnej polosi [0,00) vyjadrujtce &as, ktory uplynie medzi dvomi udalostami (preto je
Poissonov proces zarad'ovany do kategorie tzv. bodovych procesov). Reprezentacie pomocou
1.) a 2.) st ekvivalentné a zo znamosti jednej mozno vyjadrit druhu.

Pre homogénny poissonov proces plati E[X(t)]=At, kde A =konst. je dany priemerny
pocet skokov (udalosti) za jednotku ¢asu. Ak A =A(t) zavisi od Casu, ide o nehomogénny
Poissonov proces a plati E[X(t)]:fot A(t)dt. V oboch pripadoch teda uZz samotny proces
opisuje okrem ndhodnosti vyskytu udalosti (padanie gélov, prichod zakaznikov, dopyt po
vyrobkoch) aj ich dlhodoby trend.

N 2 3 4 5 6 7 8

Obr.3.6: realizacia Poissonovho procesu pre A =1; k 8. udalosti do$lo priblizne v ¢ase t = 7,1, linedrnou funkciou
je znazorneny dlhodoby trend ( f(t) = At ).
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Momenty Poissonovho procesu

Stredn4 hodnota Poissonovho procesu, E[X(t)] j

E[X(t)] ZkPX(t) k= *“Zk(mk

< (3.13)
= e _Mz(k D1 =Ate MeM =2t
akedze pre E[X(t)*] plati
2 =5 o 2 (M)k
E[X(1)*]=) k> P[X(t) =k]= Zk
k=0
e, D AN o~
— Ae? Zk(k 3= e A [;(k S Z(k ol
k—2
= Me ™ [ Atzgt) ! =Me (At +eM ) =(At)* + 2t
jeho disperzia je rovna
var[X(t)]= E[X(t)*]— E[X() > = (At)* + At — (At)* = At . (3.14)

Generovanie trajektorii Poissonovho procesu

Oznalme cas, kedy doSlo k i -tej udalosti, ako t;. Z 1. vlastnosti Poissonovho procesu mame,
e t; si nezavislé a rovnako rozdelené nahodné premenné. Cas, ktory uplynie medzi dvomi
udalostami je spojitd ndhodna premenna S s distribu¢nou funkciou
At)°
oM (At) M
0!

pri¢om sme vyuzili vlastnost, Ze na intervale dlZky ¢ nastalo 0 udalosti. Plati teda S ~ Exp(d)
a hustota S je dana ako

F(t)=P[S<t]=1—-P[S>t|=1—

]

fsO=FK{t)=21", (3.15)
¢o je hustota exponencialneho rozdelenia s parametrom A ajeho stredna hodnota je rovna
E[S]=2"'. Medzi (3.13) a (3.15) je zrejmy stvis - ak za jednotku ¢asu nastane priemerne 2
udalosti, priemerna doba medzi dvomi udalostamije A'.

Vzhl'adom ktomu, Ze proces X(t) ma nezavislé prirastky, jeho trajektérie mozno
konstruovat pomocou (3.15) postupne, nasledovnym algoritmom:
1: i=0;7=0;
2:  realizicia S ~ Exp(1)
33 X(t)=i Vte[r,7+9)
4 i=i+1; 7=74S§; GOTO 2

3.3.2 Ulohy suvisiace s Poissonovym procesom

Rozdelenie ¢asu n -tej udalosti

Oznatme T, cas, kedy dojde k n-tej udalosti. T, je spojitd ndhodna premenna definovana
ako
T, =inf{t >0: X(t)=n}
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a zrejme pre 1nu plati

Fr ()=P(T, <t)=1-P(T,>t)=1— "Zi—m(’;:‘) l_e_m"i(%k_

k=0 k=0

Pomocou distribu¢nej funkcie mozno jednoducho odvodit hustotu: fr. (t) = Fy. (),

n—1 k n—1 -
fr =23 W g KADTA

= k! = k!

_ AR (A)F!
= e At 1 (
+Zl[ kU (k1)
(3.16)
_ At)" !
I R D
Ae { —|—{ (1)1
_ o A )
(n—1)!
a strednt hodnotu E[T, ]
h _ mt) A"
fth (t)dt = ft f(n_l)' dt
f (At)"e Mdt = he=s ! 7 "e—sé (3.17)
—1)' dt=ds/A| (i1 °° 7 '
n! n
A(n—l)! N T T
Podmienena stredna hodnota
Veta 3.14. Nech nc N a 1 € R". Potom pre vsetky t €[0,7] plati
E[X(H)| X(r)=n] =t (3.18)
n

bez ohl'adu na 1.

Dékaz. Proces X(t) mozno vyjadrit pomocou nahodného vektora &= (to,t;, ty, ., t,)’,

0=t, <t <...<t, <, kde t; vyjadruje cas, kedy doslo k i-tej udalosti. Pre podmienenu

=n), s=1(50,5,..,5,), Sop =0 plati

Pl{t; <51,y <5, }N{X(r) =n}]
P[X(r)=n]

Plt; <sp).. 0ty §5n|X(T):n]:
Vyuzitim vlastnosti t;,; —t; <u< X(t; +u)— X(¢t;) =1 astacionarity Poissonovho procesu
{X(t; +u)— X(t,)=1} ={X(u) =1} dostdvame
p=P[{t; <s1,.t, <s, }N{X(z)=n}]
=P[X(s1) — X(s0) =1L, X(s,) — X(s,-1) =1, X(7) — X(s,) = 0]

:[ PX(S) X(s;— 1)—1]

PX(r) — X(s5,) = 0]

[ e —A(s;—s;_ I)A(S —s 1)] —A(r—s,)
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i=1

= [ H(Si —si1) ]lne_h
i=1
teda,

n
Xl@ihH(Si —si1) n
i=1

i n!
P[tlgsl,...,t SS |X(T):n]: — — :_l |(S'—S'_1)
T M i C

n!

a pre podmienent hustotu

felo|X () =n)= 851?. .0s

n

[tl S 51)---)tn S 5n|X(T) = 71]
plati
fe(s| X(z) =n) :”—: (3.19)
T

bez ohl'aduna 2.

Nech QCR" je oblast, na ktorej ma nahodny vektor (t,...,t,)T nenulovii hustotu.
KedZe n-tica ti,...,t, je usporiadand a plati 0<t; <...<t, <7, Q je definovana ako
Q={x, € R0 <o <oy <...<x, < 7}. UkadZeme, Ze vSetky t; si zrovnomerného
rozdelenia. Aby dané tvrdenie platilo, hustota ¢; musi byt pre vSetky i konStantna - ozna¢me
ju ¢ a navyse musi platit fﬂc dxydx, ...dx, =1.KedZe [ 1dxdx,...dx, :;—T, C:%-

Nahodny vektor (t;,...,t,)T preto moZno povaZovat za usporiadani # -ticu nezavislych
nahodnych premennych srovnomernym rozdelenim na [0,7]. Hustota rovnomerného
rozdelenia splita f, (t)=1"" pre t€[0,7], 0 inac.

Oznaéme Y(t)=4#{i:t; <t}, teda pocet udalosti, ktoré nastali do ¢asu t. Je zrejmé, Ze
Y(t) ~ (X(t)|x(r) =n). KedZe t; stizrovnomerného rozdelenia,

PY ()= K] { (61—t )%,
teda Y(t) ~ bin(n,tr ). Preto E[Y(t)]=E[X(t)|x(7) =n]=ntr " [
Désledok 3.15. Ak t, =7, potom

(n—1)t

E[X(t)|x(r)=n]= vt €[0,7) (3.20)

Désledok 3.15 vyplyva bezprostredne z Vety 3.14, kedZe X(r—e¢)=n—1 pre l'ubovolné
e>0.
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Dopyt modelovany
stochastickym procesom

V stlade s predchadzajiicou teoretickou kapitolou mozno celkovy dopyt opisat procesom s
Casovo nezavislymi prirastkami; avSak aj v takomto ndhodnom procese mozno pozorovat
trend. VSeobecne mozno celkovy dopyt v ¢ase [T, T +t) oznacit ako D(T,t) a plati

D(T,t)=F[T,t,L(t)], (4.1)
kde F[T,t,L(t)] je vieobecny funkcional a L(t) je Lévyho proces.

Ako bolo spomenuté v prechadzajicej kapitole, typicki ,predstavitelia“ Lévyho procesov
su Wienerov a Poissonov proces. Okrem modelovania dopytu pomocou oboch procesov sa
zameriam aj na rozdiely pri jednotlivych typoch tloh, hlavne z hl'adiska pripustnosti deficitu
zasob na sklade a doby dodavky. Oneskorena dodavka totiz implikuje pripustnost deficitu a
ako uz bolo spomenuté v tretej kapitole, vtomto pripade neexistuju pre Wienerov proces
potrebné vztahy v tvare uzavretych formul. Optimalnu politiku preto nemoZno napisat ako
funkciu zavisli od vstupnych parametrov, ale iba ako navod, ktory ju dokaze najst
s l'ubovol'nou, vopred stanovenou presnostou.

Postupy, ako sformulovat ndklady na skladovanie pocas jednej periédy, resp. na
jednotku casu, su v pripade dopytu modelovaného Wienerovym procesom a Poissonovym
procesom vel'mi podobné. Vysledné naklady su napriek tomu do znac¢nej miery rozdielne, a to
z dvoch hlavnych dévodov: 1. Poissonov proces je monoténny, ale Wienerov proces nie je, 2.
Poissonov proces je skokovy s jednotkovou vel'kostou skoku, kym Wienerov proces je spojity
s ndhodnou velkostou skoku. Ako sa ukaze, v niektorych pripadoch vedie matematicka
formulacia zdanlivo jednoduchej ulohy tedrie zasob na taky problém, ktory je nielen
analyticky neriesitel'ny, ale pri numerickom rieseni dosahuje vel'kil vypoctovu zlozitost.

4.1 Dopyt modelovany
Wienerovym procesom s driftom

Vzhl'adom ktomu, Ze vztahy uZzitocné pre tedriu zasob sd na hranici rieSitelnosti
analytickymi metédami uz pre obycCajny Wienerov proces, vdalSom texte uvazujme
Wienerov proces (resp. zovSeobecneny Wienerov proces) ako zvySok po odpocitani trendovej
¢asti od celkového dopytu, teda F[T,t,w(t)]=D,;(T,t)+ ow(t), teda

D(T,t) = Dy(T, 1) +w, (t), (4.2)

24
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kde D;(T,t) je dana funkcia (drift) spifiajica (2.1), ktora opisuje deterministicki ¢ast
dopytu. D(T,t) vyjadruje celkovy oc¢akavany dopyt po danom vyrobku v ¢asovom intervale
[T,T+t]) a 0 >0 urtuje neistotu na trhu (ak ¢ =0, dopyt je deterministicky a riadi sa
tedriou z predchadzajicej ¢asti, s rastiicou hodnotou ¢ rastie vplyv nahodnej zlozky).

Je zrejmé, Ze proces w,(t) nie je monoténny, kedZe prirastky mozu byt kladné aj
zaporné. NavySe neexistuje takd funkcia D,(T,t) spojitd v t, pre ktort by bola D(T,t)
monoténnav t,kedZepre V ¢>0 a vV t > ¢ plati

Pl|w(t+e)—w(t)|>]| g(T,t+e)—g(T,t)|]>0

pre lI'ubovol'nu funkciu g spojitd v t. Dochadza teda k istym nepresnostiam, kedZe
zasoby do skladu pribudaju spravidla iba v ¢ase dodavky, kym pri procese D(T,t) je
v I'ubovol'nom netrividlnom intervale nekonecne vel'a kladnych, aj zapornych prirastkov. Ako
vSak bolo spomenuté vyssie, na modelovanie ndhodnosti nie je mozné vyuzit spojity proces s
inym pravdepodobnostnym rozdelenim (napriklad takym, kde by ndhodna premenna X:
nadobudala s nenulovou pravdepodobnostou iba kladné, resp. zadporné hodnoty).

Vzhl'adom k tomu, Ze spotreba je ndhodn4, naklady C; na i -tu periédu, ako aj jej dizka 7
st nahodné premenné (okrem pripadu, ked’ je dodavka oneskorena a Ziada sa o fiu v a priori
stanovenom case T;;; vtedy su nahodné iba naklady na i-tu periédu a dizka periédy . je
deterministicka). Model (2.3) - (2.6) ostava nad'alej v platnosti, pri optimalizacii podl'a (1.1) -
(1.4) v8ak treba brat’ do uvahy strednt hodnotu cez v3etky trajektérie D(T,t).

Pozrime sa bliZ$ie na vztahy (1.1) - (1.4). Vo vztahoch (1.1) a (1.2) nevystupuje dizka
periddy, doblezita je iba strednd hodnota nakladov. Odvodzovat strednd hodnotu na zaklade
znamosti hustoty vsak nie je vhodné - ako sa v [3] a [4] ukazalo, hustota nakladov sa uz
v pripade linedarneho driftu neda vyjadrit v tvare analytickych funkcii. Omnoho efektivnejsi
spdsob je preto vyjadrit stredni hodnotu pomocou derivacie charakteristickej funkcie.
Problém je vsak v pripade (1.3) a (1.4) o Cosi zloZitej$i. Okrem strednej hodnoty dizky
periody, ktoru je opat vhodné vypocitat pomocou derivacie jej charakteristickej funkcie, sa
vyZaduje aj stredna hodnota nakladov na jednotku ¢asu. Tento pojem moZno chipat ako
priemer ndkladov na jednotku c¢asu pri dostatocnom pocte simulacii dopytu, kde kazda
simulacia bezi od ¢asu t =0 azZ po moment, kedy pride d’alsia dodavka (v pripade okamzitej
dodévky je to moment, kedy proces D(T,t) prvykrat dosiahne hodnotu 0 (first passage time).
Pokial uvaZujeme iba také realizacie procesu D(T,t), pre ktoré plati r, = x pre nejaké pevne
zvolené x (v pripade okamzitej dodavky, pri oneskorenej dodavke je toto x determinované
politikou T, ), dostaneme podmienené rozdelenie celkovych nakladov na skladovanie pocas
jednej periédy (a teda aj nakladov na jednotku ¢asu, kedze x je pevne dané), ktorého strednt
hodnotu ozna¢me C,. Potom moZno strednd hodnotu ndkladov na jednotku casu pri
véetkych realizacidich D(T,t) vypoctitat ako E,[(C,+Cp(Q;))/x]. KedZze x je dizka
periddy, x €[0,00) a napokon

o
C, +Cp(Q)) ]_fcx +Cp(Q))
—x DA | 0 —
X

E =E

I

fr(%)dx =

ti

X

R |~

E| Cp ( Qi )+ [ Car[ max[Q, — D(T;),0]] (43)

+CS [ min[Qi _D(Ti; t)) 0] ]dt fr(x)dx

kde f.(x) je hustota r. Pokial je dodivka oneskorend, x je determinované zvolenou
politikou a naklady na jednotku ¢asu sa redukuju na integrand z (4.3).
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4.1.1 Standardny model
s linedrnym driftom bez deficitu

Podobne ako v kapitole 2, uvazujme nasledovny problém stochastickej tedrie zasob na
nekonecnom horizonte s okamzitou dodavkou, ale bez pripustnosti deficitu, kde dopyt je
riadeny Wienerovym procesom s driftom:

() — 2 1 >0

Cp(Q) = « ¢cg >0

cula®] = Q) 4
o =1

Dopyt je opat konStantny, preto bude optimalna politika v kazdej periéde rovnaka
a index oznacujuci Cislo periédy mozno vynechat. Rovnako ako v pripade deterministického
dopytu mozZno pouZit argument, preco je optimalne doviezt d’'alSiu dodavku aZ pri vycerpani
zasob. V tomto pripade vSak treba brat do tvahy ocakavany stav zasob pocas prislusnych
intervalov, a nie jednu konkrétnu realizaciu ich vyvoja.

Na zaklade (4.4) je zrejmé, Ze vyvoj zasob pocas jednej periédy mozno vyjadrit pomocou
I/Vl_1 (Q,t) definovanym v kapitole 3.2.2, kde —2 je linedrny drift, teda priemerne ubudne zo
skladu A jednotiek tovaru za jednotku ¢asua Q je pociatocny stav zasob.

Ked'Ze optimalna politika sa riadi (1.3), cielom je najst R = E[r] podla (2.3) a E{%r:x}
podl'a (4.3). Kla¢ovu ulohu pri tomto probléme zohrava hustota f,(t) ndhodnej premennej
ra C,, ¢o je stredna hodnota nakladov na skladovanie pocas jednej periddy pri danom case
x , kedy sa vyCerpaju zasoby .

Vyuzitim (3.5) dostavame

R==, (4.5)

Q
A
¢o je rovnaké ako v pripade deterministického dopytu. Napriek rovnakej o¢akavanej dizke
jednej periddy sa vSak nemusia rovnat o(:akévgné naklady na tato periddu. Pozrime sa teraz
na C,. Na zaklade (3.6) plati E[Cx]:%Jr%, teda naklady na skladovanie pocas jednej
periddy su vyssie ako pri deterministickom dopyte. Rozdiely v ndkladoch medzi tymito dvomi
modelmi vel'mi dobre ilustruje Obr. 3.2.

Napokon mozno najst’ celkové naklady na jednotku casu definované v (4.3). Pomocou
(3.7) a (3.8) dostavame

E E|r:x]:E o PR ) AP, +E[—x r=x
r r r
—E %|r:x +%(Q+%)
:Cd?i 2(;36 <inx>2dx+%[Q+%] (4.6)
gt

(4.6) ponuka zaujimavy vysledok. Pokial by sa pocitala strednd hodnota celkovych
nakladov na jednotku ¢asu ako podiel strednej hodnoty nakladov a strednej hodnoty dizky

periody, platilo by g[c]= % ,teda
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Q ,Q* |2 A Q
E + _|_ 4.7
Le] [ “ 22 212 ]Q Q 22 (47
V skuto¢nosti viak £ —¢ E[C], preto plati vztah (4.6) a navyse E[%: lé[[(:]h%

Porovnanim (2 8) (4.5) a (4.6) vidno, Ze hoci je v deterministickom a stochastickom
modeli o¢akavana dizka periédy rovnaka, o¢akavané naklady na skladovanie pocas tejto
periédy st pri ndhodnom dopyte vacsie. Ekvivalenciu v pripade dizky periédy mozno
vysvetlit tak, ze v dlhodobom horizonte si o¢akavané odchylky od trendu nulové (trend tak
predsa bol zvoleny), preto k vycerpaniu dbjde priemerne vtedy, kedy by sa zasoby vycCerpali
pri dopyte modelovanom iba trendom. Rozdiel v nakladoch na periédu spdsobuje fakt, Ze
pokial' je dany nejaky koncovy ¢as x, kedy zasoby prvykrat klesnd na nulu, o¢akavana
trajektéria Q(t), t€[0,x] lezi ,nad“ trajektériou Q(t)=Q —At, ktora by vznikla pri
deterministickom dopyte, ked’Ze v intervale [0, x] nemdZe Q (t) nadobudat’ zdporné hodnoty
ateda je vychylend smerom ,nahor” (vid Obr. 3.2). Ocakavané naklady sposobené touto
odchylkou st prave Q /22> poéas jednej periédy, resp. ¢; / Q* +1/21 najednotku asu.

4.1.2 ZovSeobecneny model
s linearnym driftom bez deficitu

Uvazujme teraz zovSeobecnenu ulohu (4.4); symbolom ,~“ oznacme premenné pre
zovseobecnenu ulohu (4.4), analogicky s pévodnou ulohou (4.4): nech Cp[Q(t)]=¢,Q (),
¢,>0 a 0>0 je dané. Takdto ulohu moZno plne charakterizovat $tvoricou (o,1,c4,c,). Na
zovSeobecnenu ulohu sa mozno pozerat dvomi spésobmi: bud’ sa vyuZije tedria z Casti 4.1.1
s dosadenim vSeobecnej hodnoty o namiesto o =1, alebo sa transformuje dloha (4.4) na
novu ulohu s ¢=1, na tuto ulohu sa priamo aplikuje tedria z Casti 4.1.1 avysledok sa
prevedie naspat pre vSeobecni hodnotu ¢ . Niektoré potrebné vztahy vSak boli odvodené iba
pre o =1, preto treba vyuzit druhy pristup. NavySe, druhy pristup umozni lepSie nazriet na
Strukturu $tvorice (o,,¢4,c,) a ukaZe sa, Ze jeden parameter moZno vyjadrit ako kombinaciu
zvySnych troch.

Ak o0=1 a ¢, =1, zrejme plati (4.5) - (4.6). Nemusi vsak platit ¢=1, resp. ¢, =1,
v takom pripade dostdvame proces Q(t) v tvare

Q(t)=Q — Mt +ow(t). (4.8)
Kazdu trajektoriu Q (t) procesu (4.8) viak moZno transformovat’ na trajektoriu
Q)=Q — At +w(t), (4.9)
kde
Q=Q/e (4.10)
A=1/co

a proces Q(t) uZ spiia (4.5) a (4.6). Preto moZno dosadit’ (4.9) a (4.10) do (4.5) aplati

R:E[F]:%:%/%:%:R. Pozrime sa teraz na (4.6) v pripade zovSeobecnenej tlohy (4.4).

Stredna hodnota ndkladov na skladovanie pocas jednej periddy je na zaklade (3.5) rovna

32
Q (4.11)
a Cx podla (3.6) spiia

C,=c, —x(Q+ ) (4.12)
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Treba si véak uvedomit, Ze Q(t)zatina zbodu Q(0)=Q(0)/ca vkazdom Case t
nadobuda o — krat mensie hodnoty ako Q(t). Ak si proces Q(t) predstavime ako graf
funkcie y=Q(x), transformaciu moZno chipat ako zmenu mierky na osi y. Preto treba
ndklady na skladovanie spitne transformovat - vynasobit ¢, ndklady na dodavku c; vSak
stale ostavaju rovnaké. Kedze zmena mierky rovnako ovplyviuje aj hustotu r, po spitnej
transformacii mozno (4.6) na zaklade (4.9) a (4.10) prepisat na

E| —|r=x |=E Cd+~o'cx|?:x :E[CTdH:x +oE C—Nx|?:x
r r r
LSP LY B S SNRE| e |
=c,E ?|r—x +2(Q+i)—cd[?f,(x)dx-l-z(Q-l-i)
ool Q _(:1,6)2 1. 1 (4.13)
— _ 2x _ —
Cdjo‘x 277x3e dx+2[Q+i]
12 1( ~ 1)
=¢| =5 += |+=| Q+z
Cd[Q2 Q] 2 Q i

kde f,(x) oznatuje hustotu &asu, kedy dojde k vycerpaniu zasob v pripade procesu Q (t) . Do
(4.13) moZno spatne dosadit (4.9) a dostavame

2
:Cd[“_+_ (4.14)

Obr.4.1: Funkcia ¢(Q) pre zvolené hodnoty parametrov o a A, vtomto pripade bolo zvolené ¢, =1, ¢; =1,
Q €[0,7.5], tmavomodrou su zobrazené optimalne hodnoty Q pre kazdi hodnotu parametra ¢, resp.1 . a)
zavislost od ¢%,02=0,05,1,..,55, 6, svetlomodrou je zobrazené 2 =0, c) zavislost od
A, 1=2,22 2 2 svetlomodrou je zobrazené 1=1.d) zavislost od A,1=1, 2, 3, ..., 14, 15, svetlomodrou

) 2'3742°70 0197200 7 ! o
je zobrazené 1=1.b) zavislost od 2, kombindcia c) a d).
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4.1.3 Optimalne rieSenie

Oznatme c¢=c¢(Q). KedZe ¢;>0, 0>0, ¢, >0 a A1>0, zrejme lim,,c(Q)=4+00 aj
limgo, ¢(Q)=+00. Jediny bod nespojitosti funkcie ¢(Q) je pre Q =0, apreto ak ¢; >0,
¢(Q) nadobtida na intervale (0,00) svoje globalne minimum v nejakom bode Q, pre ktory
plati c(Q) >0. Ak ¢; =0, optimalne Q v zmysle (1.3) neexistuje. Preto d’alej uvazujme iba
Cq >0.

Problém nastava pri analytickom hl'adani optimalnej hodnoty Q KedZe Q> 0 musi
spiiiat ¢'(Q) |Q:Q =0a

20% A
c (Q)___Cd[_ —] (4.15)
Q’ Q’
po uprave dostavame kubickd rovnicu pre Q :
Q3 —2c,AQ —4¢y0* =0. (4.16)

Na zaklade horeuvedeného textu plati, Ze plati, Ze (4.16) ma najmenej jeden kladny
realny koren a na zaklade Cardanovych vzorcov [16], sliZiacich na vypocet rovnic 3. a 4. radu,
pren plati

2173 (61/3ch l+(9cdc 0% +cycd?\81cio* —6¢,2° )2/3 )
323, (9ch§02 +c e \[81c,0t — 6,03 )1/3

Ked'Ze optimalne rieSenie existuje vzdy, Q podl'a (4.17) bude vzdy realne cislo.

Rozdiel medzi zloZitostou (4.17) a (2.13) spdsobuje ¢len ¢* /Q?* v (4.14). V praxi viak
vy$ka dodavky Q byva radovo vidsia ako neistota o, preto zanedbanim ¢lena o /Q?*
»,nové“ naklady na jednotku Casu, rovnako ako aj optimalne Q podla zjednoduseného
modelu nebudu prilis liSit od skutoCnosti. Uvazujme preto v nasledujicom texte
zjednoduSeny model,

Q(O'))t)cd)cs) -

(4.17)

Ao o?
ST . 4.18
@=egr| QT (419)
Zderivovanim (4.18) a dosadenim do ¢'(Q) |Q:Q =0 dostavame
A 2
G = [ (4.19)

Cs

¢o je rovnaké ako v pripade deterministického modelu s nepripustnym deficitom, teda cas,
ktory uplynie medzi dvoma dodavkami, je tieZ rovnaky ako v (2.17) a ndklady na jednotku
Casu su

¢ =2heye, + 52 (4.20)

pri dosadeni do zjednoduSeného modelu (4.18), resp.

=/2Ac ¢, +

po dosadeni do povodného modelu (4.14).

(4.21)

Pokial' berieme do uvahy naklady vyplyvajice zo zjednoduSeného modelu, optimalna
politika je rovnaka ako v deterministickom pripade, a to dokonca bez ohl'adu na ¢ . Jediny
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rozdiel spociva v ndkladoch na jednotku Casu: s rastiicou neistotou na trhu rasti ocakavané
naklady a s klesajicou neistotou sa naklady blizia k ndkladom v pripade deterministického
modelu. Ak ¢ =0, rieSenie (4.20) a (4.21) je konzistentné s (2.17), hoci transformacia (4.9) -
(4.10) vtedy nema zmysel.

<S>
<O
“““ ~ |
SISISSIEICS
S
e
CSOSSOSSISIS S

optimalne Q
optimalne Q

0 0
o sigma lambda o

lambda sigma

Obr.4.2: optimalne hodnoty Q podla (4.17) vzavislosti od o a, A vtomto pripade bolo zvolené ¢, =1 a ¢; =1.
Svetlomodrou je zobrazené Q (0,A,cy,¢c,) =~/2¢c; / ¢, , tmavomodrou Q(s,0,cy,c.) =23(cs /¢;)/3c?3 .

Vratme sa spat k pé6vodnému modelu (4.14). Hoci vztah (4.17) je pomerne zlozity,
relativne jednoducho mozno opisat limitné spravanie sa Q. Naklady na jednotku c¢asu
vtomto pripade zrejme zavisia od o, A apomeru i—d (samotné hodnoty c; a ¢, nie su
podstatné) a v pripade extrémnych hodnét tychto parametrov (blizke 0 alebo oo, vid Obr.
4.2) poskytuju asymptoty velmi dobru aproximaciu skuto¢nej hodnoty Q .

Zavislost od o
Oznacme Q = Q(cr) pri zafixovanych hodnotach c,, ¢;, A.Ztvaru (4.17) nie je tazké vidiet,
7e pre ¢ — 0o sa Q (o) sprava radovo ako %3 . Preto mozno vypocitat asymptotu ku Q (o),

ktord oznatime Q,(c), ako Q(,A(cr) =ko*3+1, kde pre konstanty k a [ plati
k=lim, ;o Q(0)/ 0?3 al=lim,, Q(c)—ko*>. Skutotne,

. Q(U) _~2/3| €4 3
llTIglO JE7E =2 [Cs ] (4.22)
1/3
liTm(i(a)—ZZB[c—d] o3 =0, (4.23)
0|00 s
teda
1/3
Q,(0)=2"" [ C_d] 523 (4.24)

bez ohl'adu na A. To znamen4, Ze s rastiicou ndhodnostou dopytu klesa vyznam dlhodobého
trendu (driftu). Analogicky moZno vypocitat' lim, |, Q(o) aplati lim, |, Q(o) =./2Ac /¢, Co
je konzistentné s deterministickou tedriou.

Na zaklade vedomosti o Q a Q mozno vyjadrit optimalnu dizku periédy v (4.5)
a optimalne naklady na jednotku ¢asu v (4.14). Dosadenie presnej hodnoty Q z (4.17) je vSak
pre komplikovanost formuly pre ¢ nepouzitelné, vhodnejsie je preto pouZit’ aproximaciu Q
Dosadenim (4.24) do (4.5) a (4.14) tak dostavame

M[ 2] ]”3

R= 425
1 ; (4.25)

S
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pre dizku jednej periédy a

2 /3 1/34,2/3 2
- AcZe ) (ege)336*3 o

(4.26)

pre naklady na jednotku ¢asu.

Obr. 4.3: zavislost' optimalnej vysky dodavky Q od o pre rozne hodnoty parametra 1; ¢,=1, ¢;=1 a
A=1,2,3,..,9,10: &iernou je zndzornend vyska Q podla (4.17), tmavomodrou je znazornena asymptota
(4.24), svetlomodrou je zobrazené A =1.

Zavislost od A

Rovnakym spdsobom ako vpripaAde 0 mozZno vypoéjtat’ asymptotu ku Q pre 1— 00
ahodnotu pre 1=0. Ak 1 — 00, Q(1) =~ A%, apreto Q; (1) =k\? +1. Nie je tazké ukazat,
ze k=+/2¢; /¢, al=0,teda

~ 2A¢

Q)= C—d (4.27)
Dévod, preto limj, Q(o,2,c4,c. )=lim, o Q(c,A,cq,c) je zrejmy - ztlohy (o,1,¢4,c,)
mozno transformaciou (4.9) - (4.10) ziskat ulohu (1,—,cd,(rcs) Preto plati aj inverzny vztah:
limy 10 Q(0,2,¢4,¢,) = lim, 100 Q(0,4,¢4,¢, ) -

\\\\\\

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 10 2 30 40 5 60 70 80 9 100

Obr. 4.4: zavislost optimalnej vysky dodavky Q od A pre rozne hodnoty parametra o; ¢, =1, ¢;=1 a
c=1,2,3,..,9,10: ¢iernou je znazornena vyska Q podla (4.17), tmavomodrou je znizornend asymptota
(4.27), svetlomodrou je zobrazené o =1.

s . ’ C
Zavislost od C—d
S

Z (4.14) vidno, Ze tvar nakladovej funkcie zavisi iba od pomeru “ a nie od samotnych hodnét
.y ~ ~ ~ s g

cqg a c,. Totiz, ak ¢; =a.c; a ¢ =a.c,, 7(Q)=a.y(Q). Ozna¢me preto b ako pomer < a

c; =bc,. Q(o,1,c4,c,) mozno analogicky prepisat’ na )
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21/3(61/%3191 +(c3b( 907 + V810" — 6b2 ))2/3 )
3¢ (b(90” + V810" — 6b2° ))1/3

Qo,,b,c,) = (4.28)

a dostaneme
lbiﬂr)l(i(a,l,b,cs) =0. (4.29)

Vysledok (4.29) moZno l'ahko interpretovat. Ak su ndklady na dodavku zanedbatelné
v porovnani s nikladmi na skladovanie, zniZenie dovezeného mnoZstva zniZi ndklady na
skladovanie, ale prislusné skratenie periédy nebude mat negativny vplyv v podobe prilis
¢astych dodavok. Ak b— o0, ztvaru (4.28) vidno, Ze asymptota ku Q, Q ma tvar
Q,(b) =kb"? +1 aanalogicky ako pri ¢ a A moZno ukazat, 7e

Q,(b) =22p"? z,/ziﬁ. (4.30)

Opét ide ovysledok totozny s deterministickym modelom. Totiz ulohu (o,2,c4,c;)
moZno pomocou (4.9) - (4.13) upravit na dlohu (oc,,Ac,,c;,1) a ak b— oo, Z—d—>oo. Ked
zafixujeme c¢;, ¢,—0 a 6=o0c, —0, ¢o konverguje koptimalnej vyske dodévky pri
deterministickom modeli.

8
6
/
4
2
0

Obr. 4.5: zavislost optimalnej vysky dodavky Q od pomeru b:%d pre rézne hodnoty parametra o; 21=1 a

0=1,2,3,..,9,10: ternou je znazornena vyska Q podla (4.28), tmavomodrou je znizornenad asymptota
(4.27), svetlomodrou je zobrazené o =1.

4.1.4 Model s pripustnym deficitom

UvaZujme teda zovSeobecnent ulohu (4.4) s d'al§imi podmienkami:

Cs[Q(t)] —cQ(t) (4.31)
) 0

Problémy oneskorenej dodavky

AV

Nech doba dodavky (teda cas, ktory uplynie od jej objednania po jej prichod) je &. V kazdej
peridde je potrebné okrem optimalnej vysSky dodavky stanovit' aj moment, kedy treba o iiu
poziadat. Kym stanovenie optimalnej vysky je jednoznacCné, na optimalny moment o jej
poZiadanie sa mozno pozerat dvomi spésobmi. 1. ako vopred zvoleny ¢as s; od poslednej, i -
tej dodavky (tzv. tloha teérie zasob s periodickou kontrolou®), vtomto pripade je dizka
jednej periody deterministicka, R = s+ &, avSak ndhodné su zasoby, pri akych sa objednava.
2. ako moment, ked' zasoby klesnu na isti droven q (uloha tedrie zasob so signalizaciou®),
v tomto pripade je ndhodna dizka periédy, ale naklady, za akych sa objednava, st zname.

6 podl'a klasifikacie v [11]
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Hoci je v skutoCnosti zaporné mnoZstvo zasob na sklade nepripustné (pokial je zasob
menej ako je dopyt, prevysujuci dopyt je jednoducho neuspokojeny), modelovanie zaporného
mnozstva si mozno predstavit ako dlh voci zakaznikom (neuspokojeni zakaznici
neodchdadzaju), ktory je splateny v d'alSej dodavke.

Tu nastava d’al$i problém. Predpokladajme, Ze v jednoperiédovom modeli je optimalna
vySka dodavky Q a ¢as, kedy treba poziadat o d’alSiu, s (resp. Groveri zasob gq). KedZe
vySku dodavky treba ur¢it uz v momente jej objednania, nemoZzno zarucit, Ze v momente jej
prichodu bude na sklade prave varobkov Preto sa moZe stat, Ze na zaciatku niektorej
periddy bude na sklade viac ako Q pripadne menej ako Q vyrobkov, a teda politika pocas
danej periddy nebude optimalna. Prirastky st vSak nezavislé, teda akykol'vek vyvoj do casu ¢
neovplyviiuje vyvoj od Casu t avZidy je optimalne objednat tol'ko vyrobkov, aby oc¢akavany
stav zasob v momente prichodu dodavky bol prave Q

Je zrejmé, zZe Q sluzi iba ako akysi Zelatel'ny odhad. Pokial by sa dopyt vyvijal tak, Ze by
skutocne platilo Q ( ,H) Q, o d’al$iu dodavku treba zrejme poziadat o ¢as s (kedZe pre
dané Q minimalizuje § otakdvané naklady na jednotku Casu), resp. pri stave zasob q. Ak by
v8ak neplatilo Q (T, )= Q, § zrejme nebude optimalne aani g nemusi byt optimélne.
Preto je omnoho doleZitejsie, ako samotné § a g, ndjst funkcie $(Q) a g(Q), ktoré
optimalizuju naklady na jednotku ¢asu pri neoptimalnom stave zasob po prichode dodavky.
Cielom prevédzkovatel'a skladu teda nie je najst [Q,5] (resp. [Q,q]) ale Q a $(Q) (resp.
Q a4(Q)).

Uloha teérie zasob s periodickou kontrolou

Ulohou prevadzkovatela skladu je v tomto pripade néjst optimalne Q a s, diZka periédy je
deterministickd a rovnd T =s-§. Stav zasob na sklade v ¢ase t, Q(t), mozno vyjadrit ako
Wl,_1 (Q,t) anahl'adanie ndkladov sa opit moZno pozerat dvomi spésobmi:

1. Celkové naklady pocas jednej periddy su rovné ndkladom na dodavku + nakladom na
skladovanie + nakladom na deficit. Pomocou znacenia z kapitoly 3.2 ich mozno vyjadrit ako

[T W@y~ E| [T W @0) dt).

Problém tohto pristupu spociva vtom, Ze hodnoty E[fW+], resp. E[fW_] su iba
tabelované aaj po transformacii (3.9) vyzaduju znalost tabelovanych hodnét v oboch
rozmeroch T a Q, lebo aj T aj Q volime. NavySe simulované hodnoty konverguju
k skuto¢nym hodnotam s rastiicim poCtom simulacii iba ve'mi pomaly.

C=c¢;+cE —c E

2. Pri mnohych realizicidch dopytu vintervale [0,T] deficit vobec nenastane, preto je
rozumné tlohu rozdelit na dva pripady - ked' k deficitu doslo, a ked nedoslo.

Ak k deficitu nedoslo, znamena to, Ze na intervale [0,T] sa spotrebovalo najviac Q
vyrobkov. Dand pravdepodobnost ozna¢me II(T) a dosadenim do 3.4 dostdvame
II(T)=1—F(T). Predpokladajme, Ze do ¢asu T sa spotrebovalo a<Q vyrobkov. Na
zaklade Vety 3.11 plati, Ze o¢akavané naklady na skladovanie su pri tejto podmienke rovné
MT KedZe stav zasob ma v kazdom Case normalne rozdelenie, mozno l'ahko najst
rozdelenie celkovych ndkladov na skladovanie v pripade, Ze nedoSlo k deficitu:
oot 2Qa) TfQ(T)(a)da kde Q(T)~N(Q —AT,o2T).

Ak k deficitu doslo, ¢oho pravdepodobnost je F(T), zadsoby sa vycerpali uz niekedy skor
ako v Case T atento ¢as ozna¢me t. Na zdklade Tvrdenia 3.9 a transformacie (4.9) - (4.10)
plati, Ze ocakavané naklady na skladovanie do ¢asu t su rovné % Q+072 t . Naklady od tohto
momentu az do ¢asu T sa delia na naklady na skladovanie a na naklady na deficit, teda na
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csE[ [} WA 0u))tdu] a —c “E[ (W:2(0,u))~du], pricom sme vyuzili nezavislost
prirastkov Wienerovho procesu, teda proces W;4(Q,u) splhajici W;4(Q,t)=0 na intervale
[t,T] moZno chapat ako W;(0,u) na intervale [0,T —t].

Hoci v ndkladoch v intervale [t,T] vystupuji dva parametre: T —t a A, pomocou (3.9)
mozno proces ,znormalizovat” na A=1 avyuZzitim vztahu medzi obsahom pod kladou
a zapornou ¢ast'ou procesu dostavame:

5| [ W 0) du| = g B [0 (W 0)
0 A z"ls e (4.32)
T— T-1)%

=] [ o) an | =0 - [ 0,0

V (4.32) je vyzadovanda je znalost hodnot fWJr a fW_ uz iba vjednom rozmere
(kedZe ,novy“ proces zacina zbodu x;=0). Numericky vypocet je preto omnoho
jednoduchsi anavy$e mozno v hodnotach fOT_t(W*I(O,u))ﬁiu pre rozne T badat istu
zakonitost a konvergenciu pre T —t — oo (vid Tab. 3.4).

Aby bolo moZné odvodit celkové naklady na periddu, je potrebné eSte poznat hustotu ¢.
Tato je vSak znama, ked'Ze ide o podmienent hustotu passage time r za podmienky, ze r <T.
S vyuzitim (4.32) mozno sformulovat celkové naklady:

fQOO(ZQ )TfQ(T) (a)da

2 EPAYEN -
o) [Tl Qi L - ST o)

a o¢akavané naklady na jednotku ¢asu sirovné C/T .

C=¢; +(1—F(T))c
(4.33)

(T )

Uloha teérie zasob so signalizaciou

Rovnako ako pri dlohe teédrie zasob s periodickou kontrolou, cielom je najst optimalnu
politiku, ktord urcuji dve premenné: v tomto pripade je to vySka dodavky a droven zasob,
kedy treba poZiadat' o d'alSiu dodavku. Oznacme tito droven zasob ako q.KedZe naklady na
skladovanie a ndklady na deficit st rozne, je vhodné ulohu rozdelit' na dva pripady: g>0 a
g <0. Prevadzkovatel' skladu ma totiZ moZnost volbou q ovplyvnit, ktoré naklady bude
sklad vkazdom case znasat. Ak q>0, nakladom na deficit bude vystaveny iba pocas
dodavky, teda iba ¢asovy interval dizky §. Ale ak q <0, mozZe sa stat, Ze zasoby budu zaporné
I'ubovol'ne dlhy ¢asovy interval, ale stale nedosiahnu hodnotu gq. Samozrejme, s rastiicou
dizkou intervalu klesa pravdepodobnost, Ze nastane takato situacia. Presnej$ie povedané,
ked' stav zasob v ¢ase s oznacime W, A(Q,s) da sa l'ahko najst hustota Casu t,, kedy zasoby
klesni na g - ide v podstate o passage time procesu W, A(Q,s) ktory Zacma z hodnoty

Q—gq.

Uloha teérie zasob so signalizaciou vSak ma oproti periodickej kontrole jednu nevyhodu.
Cielom je najst taki politiku, ktord minimalizuje naklady na jednotku ¢asu, ibaZe dizka
periddy je ndhodna premenna. Preto treba o¢akavané naklady vgf]adrlt ako funkciu zavislu od

dizky periédy T=t,+§, g(t, +8),aminimalizuje sa E, [ : s ]

1. Nech g >0. Ked je t, dané, ocakavane naklady v intervale [Ot ] sa riadia Vetou 3.11
a ocakavané naklady v 1ntervale [t T] sariadia Glohou teérie zasob s periodickou kontrolou,
kde di7ka periédy je § (=T —t,) apociatocny stav zasob je g.Ak oznacime naklady z (4.33)
pre ,novi* tlohu (dizka perlody je 8§ apociatocny stav zasob je q) a po odpocitani nakladov
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na dodavku ako C, C=C—c¢,;, dostavame formulu pre celkové o¢akivané niklady na
jednotku casu:

e 1 Q+d =
c-j; S+8(cd+cs 3 s+C(s) | fi, (s)ds.

flc}e> o omnoho zlozitejSiu formulu ako v (4.33). Na jej vypocet je potrebné poznat
00 N
43" ds, ¢o je integral, ktory sa neda analyticky vypocitat.

0o s+4é
2. Nech g<0. Aj vintervale [0,t,], aj v intervale [t,,T] mdze mat sklad naklady spojené aj
so skladovanim, aj s deficitom. Ide teda o najzloZitej$i pripad, ktory ma vel'mi neefektivne
rieSenie: treba najst rozdelenie ¢asu ., kedy doslo k poklesu zasob na Groven q a pre kazdd
hodnotu ndhodnej premennej t, urcit naklady v intervale [0,t,], teda c “(WEQ,1))Tdt a
—c*fot“ (WE(Q,t))—dt ajvintervale [t;,T], teda cstS(W},‘(d,t))+dt a—c [ ()W#(d,t))_dt.

Z porovnania oboch uloh teérie zasob vidno, Ze hoci je pristup pomocou signalizicie
intuitivnejsi (vacSinou sa objednava dodavka v momente, ked’ je na sklade malo zasob a nie
vo vopred stanovenom case), vedie na prakticky nerieSitel'né problémy. Jediny sposob, ako
relativne efektivne a presne modelovat nakladovy funkciu, ateda pomocou numerickych
met6d najst optimalne rieenie, je vyuzit' vztah (4.33) a tabelované hodnoty ¥ ™.

4.2 Dopyt modelovany
homogénnym Poissonovym procesom

UvaZujme sklad, ktory skladuje kusovy, nedelitelny tovar adopyt po tomto tovare je
nahodny, ale s pozorovatelnym dlhodobym trendom. Predpokladajme, Ze v konkrétnom case
moze zo skladu ubudnut najviac jeden kus vyrobku (pokial' by ubudlo viac vyrobkov, kazdy
d’al$i sa musi minut' o nejaky nenulovy ¢as neskor ako predchadzajici) a o¢akavany dopyt je
konstantny, A jednotiek tovaru za jednotku ¢asu. Na zaklade Vety 3.13 existuje jediny proces
spiﬁajﬁce tieto vlastnosti, a to je Poissonov proces.

4.2.1 Standardny model bez deficitu

Podobne ako v predchadzajlcej Casti, uvazujme sklad sokamzitou dodavkou bez
moZnosti deficitu, snasledovnymi parametrami, ktory hladd optimalnu politiku, aby
minimalizoval naklady na jednotku ¢asu:

Cr(Q) = ¢ g >0
CulQ(®)] = ¢Q(t) ¢ >0

Ked'Ze dlhodoby oc¢akavany dopyt je konstantny, optimalna vyska dodavky Q; bude v kazde;j
peridde rovnaka a model moZno zuZit na jednu periédu.

(4.34)

Rovnako ako v pripade dopytu modelovaného Wienerovym procesom, kl'i¢ovt ulohu pri
hl'adani optimalnej politiky a pri formulacii nadkladov na jednotku ¢asu hra rozdelenie dizky
jednej periody, teda fTQ (t) astrednd hodnota celkovych nakladov na skladovanie za
podmienky, Ze zasoby sa vycerpaju vnejakom stanovenom c¢ase x, ktoru vsilade
s predchadzajiicou ¢astou oznaéme C, . Pre E[T, | plati na zaklade (3.17):

E[T, ] :% (4.35)

¢o je zhodné s deterministickym modelom.
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Jednoducho mozno najst aj o¢akdvané ndklady na skladovanie pocas jednej periddy.
Ked'Ze deficit zasob je nepripustny, dodavku treba objednat okamzite v momente vycCerpania
zasob, teda vmomente T, andklady na skladovanie si potom rovné f X(t)dt. KedZe
X(t) je schodovitd funkcia svelkostou kazdého skoku 1, mozno ju opisat pomocou
okamihov, kedy doslo k skokom. Ak oznac¢ime ako T; ¢as, ktory uplynul medzi i -tym skokom
a i—1.skokom (T, =0), X(t) sa da na intervale [0,T;, ] prepisat ako

X(t):i_l tE[Tifl)T;') i=12,..,Q

4.36
X(Ty)=Q (#:59)
a pre strednu hodnotu nakladov preto plati
T Q-1 Q-1
=E| [(Q—X(t))dt|=c.E| Y (Q—iT)|=c.)_(Q—iE[T])
0 =0 =0 (4.37)

:CS

= = o 1QQ- D) QQ+1)
;;Q—ﬂnggz—a[ — ] Y

pricom sme vyuzili fakt, Ze prirastky su nezavislé, teda T, maju rovnaké rozdelenie a
E[T,]=E[T,]=..=E[T,]=2". Opat ide o vysledok totoZny s deterministickym dopytom.

Totiz, ak by vyrobky ubudali pravidelne, jeden kus za 1 tasu, priemerny stav zasob by bol

% adizka jednej periédy % Ako sa vsak ukazalo v predchadzajicej casti, %iE%
a preto je na presny vypocet ndkladov na jednotku ¢asu potrebné znalost C, .

Je zrejmé, Ze pre C, plati Cx:CSEUOX(Q—X(t))dt\TQ:x], kde T, vyjadruje Cas, kedy
nastala Q -ta udalost, o mozno na zaklade Dosledku 3.15 napisat ako

)

C,= csx(QTH) (4.38)
a s pouzitim (3.16) dostavame
|_|TQ—x f (ca +C, )fTQ(x)dx—f (Cd‘l‘ch )fTQ(x)dx
0

T M Q41
=y dx+c,—— | fr, (x)dx

{ A(Q-1)! 2 f “ (4.39)

2

:thf () e, T

X (Q—n! Q+1) 1 (Q+1)
Q-D! 1 %2 T4t 3

Treba si viak uvedomit, Ze Q je celé ¢islo. Ked' oznatime y(Q)= EL |TQ x} Q ktoré

minimalizuje (4.39) je rovné {QJ alebo [Q], kde Q je rieSenie 7'(Q) Plat{
s Cd}\
Q=21 (4.40)
2 (-1’
teda
G =14 |2 (4.41)

Cs

a R, ¢ vyplyvajt z (3.17) a (4.39).
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Medzi politikami pri deterministickom a Poissonovom dopyte je zrejma suvislost. Ak by
sme v oboch pripadoch povazovali tovar za neobmedzene delitel'ny, pri Poissonovom dopyte
je optimalna vyska dodavky vacsia prave o1 vyrobok (ktory je na sklade stale, lebo
v momente jeho vyexpedovania sa doplni nova dodavka), ako pri deterministickom dopyte.

4.2.2 Model bez deficitu s Ciastocne delitelnym tovarom

Na zaklade (4.39) a (2.17) je oCakavatel'né, Ze ¢im jemnejSie delenie tovaru pripustime pri
Poissonovom dopyte, tym deterministickejsi charakter bude mat tento dopyt.

Nech je jeden kus vyrobku delitelny na d casti a za mernu jednotku budeme povazovat
jednu Cast. Ak sa dopyt po vyrobkoch riadi procesom X(t), dopyt po Castiach sa riadi
procesom X,;(t), kde o¢akavany pocet udalosti (skokov) za jednotku ¢asu je dA avelkost
jedného skoku je d~'. Standardny Poissonov proces je viak skokovy proces sjednotkovou
velkostou skoku. Aby mal X,(t) velkost skoku d~!, musi platit X;(t)=d 'X(t), kde X(t)
je Poissonov proces s jednotkovymi skokmi a priemernym po¢tom dA skokov za jednotku
Casu . Dosadenim do (4.39) mame

var[ X, (t)] = var[d'X(t)|=d 2var[X(t) ] =d 2dMt =d At (4.42)

o potvrdzuje naSe predpoklady. Vzhladom kuzkym suvisom medzi deterministickym
a Poissonovym dopytom nema pri okamzitej dodavke prakticky zmysel zvlast uvazovat
tedriu pre Ciastocne delitelny tovar. NavysSe, pre velké Q je uz aj rozdiel medzi (4.41) a
(2.17) zanedbatel'ny.

4.2.3 Model s pripustnostou deficitu
a oneskorenou dodavkou

Narozdiel od predchadzajicich modelov opisujucich ndhodny dopyt, uvazujme sklad,
kde je deficit pripustny a dodavka nemusi byt okamzitd. Tu uz nemozno pouzit argumenty
z Casti 2.2 pre ekvivalenciu okamZitej a oneskorenej dodavky a ako sa neskér ukaze, dizka
dodavky hra doélezitu dlohu pri formulovani optimalnej politiky. UvaZujme nasledovnu tlohu:

At) =2 1 >0
Ch(Q) = ¢ g >0
CulQ®)] = ¢Q(1t) ¢ >0
CGlQ()] = —cQt) ¢ >0

Problémy oneskorenej dodavky a skokového dopytu

(4.43)

Ozna¢me dobu dodavky (teda cas, ktory uplynie od jej objednania po jej prichod) ako §.
Rovnako ako v pripade skladu s pripustnym deficitom, kde bol dopyt modelovany pomocou
Wienerovho procesu s driftom, vznikajui pri oneskorenej dodavke problémy, a preto ostavaju
formulacie cielov prevadzkovatela skladu =z predchadzajicej cCasti v platnosti. Pri
Poissonovom procese vSak vznika d’alsi problém - zasoby ubudaju skokovo, kym cas plynie
spojite. Pri ulohe tedrie zasob so signalizaciou totiZ treba stanovit hodnotu g, kedy sa
poZziada o d'alSiu dodavku, ale zasoby ostant na irovni g nenulovy Cas. Logické je o dodavku
poZziadat okamzite, ked' zasoby klesnu na uroven q, v skutocnosti na tejto urovni eSte nejaky
Cas ostanu, teda ako jedna z pripustnych moZnosti sa javi eSte nejakd chvilu pockat
a o dodavku poziadat' aZ neskor.
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4.2.4 Uloha teérie zasob s periodickou kontrolou

Predpokladajme, Ze v case T, =0 pride na sklad dodavka a k dispozicii tak mame Q kusov
vyrobku. O d’alSiu dodavku sa poziada v Case s a tato pride v ¢ase T =s+ §. Prevadzkovatel
skladu chce, aby v ¢ase T bolo na sklade Q vyrobkov a vie, Ze pocas trvania dodavky sa ich
priemerne spotrebuje A§. To znamend, Ze ak v momente objednania je na sklade eSte g
kusov, aby prevadzkovatel minimalizoval o¢akavané naklady, musi objednat pocet, ktory je
rovny bud |Q —(q—28)|, alebo [Q —(q—A8)]. Praktické je zvolit najblizsie celé &islo k
Q —(q—29).

Pozrime sa teraz na naklady. To, ¢i sa dodavka objednava pri zapornom, alebo
nezapornom stave zasob, nie je rozhodujice. Podstatny je iba ich stav v ¢ase T. Totiz, ak
Q(T)>0, potas tejto periody nedoslo kdeficitu, ak Q(T)<0, kdeficitu doslo. Kedze
naklady na skladovanie a naklady na deficit su rozne, celkové naklady treba rozdelit prave
podl'a stavu zasob v ¢ase T . Intuitivne ich mozZno formulovat nasledovne:

C = c¢; +P[vase T st zdsoby nezdporné] X [ocakavané naklady na skladovanie pocas [0,T) |

o¢akavané naklady na skladovanie pocas [0,T)

+Plvéase T st zésoby zdporné] X + oc¢akavané naklady na deficit po¢as [0,T)

Prvl Cast oznatme C;, druht C,.Treba si uvedomit, Ze pokial su zasoby v ¢ase T
zaporné, stale nie je jasné, kedy klesli na nulu atento ,moment prechodu“ je nahodna
premenna.

- Ll —

(] 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

a) b) <)

Obr.4.6: tri mozné typy vyvoja stavu zasob pocas jednej peridédy, svetlomodrou je zobrazeny Cas objednania d'alSej
dodavky, tmavomodra predstavuje ¢as prichodu d’alSej dodavky, vodorovna ¢iara reprezentuje nulovy stav zasob.
Q =10,A=1,s=8,6 =4. a) sa tyka Casti C;, b) a c) sa tykaju ¢asti C, a z hl'adiska formulacie nakladov maju
rovnaky charakter.

a) aj v momente objednania aj v momente prichodu dodavky je stav zasob nezaporny,

b) v momente objednania je stav nezaporny, v momente prichodu je zaporny,

) aj v momente objednania, aj v momente prichodu dodavky je stav zdsob zaporny

Pozrime sa najprv na C,; . Aby bol stav zasob v ¢ase T nezaporny, pocas periddy sa musi
minut najviac Q vyrobkov. Pravdepodobnost, Ze sa minie i vyrobkov, je dand vztahom
(3.12) a ak vieme, Ze sa minulo i vyrobkov, ocakavané naklady na skladovanie st na zaklade
Vety 3.14 rovné CSW . Ak teda nedoslo k deficitu, ndklady na skladovanie su

Q i )
o ar A1) T2Q —1)
Cl = ;e l! C >

(4.44)

Ak vieme, Ze k deficitu doslo, muselo sa mindt aspoii Q 41 vyrobkov. Predpokladajme,
Ze sa minulo i>Q vyrobkov azaujima nids moment, kedy sa zasoby vycerpaju. Tento
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moment oznalme 7; . Ide o spojitd ndhodnd premennt, ktorej hustotu oznalme f.(t). Je
zrejmé, ze f.(t)=0 pre t Z[0,T].

Predpokladajme, Ze t; je dané. Ked'Ze proces X(t) je neklesajuci, stav zasob na sklade
pocas jednej periddy je nerastici aplati, Ze vintervale [0,7;] ma sklad iba naklady na
skladovanie av intervale [7;,T] méa iba naklady na deficit. Podl'a Vety 3.14 plati, Ze pre
I'ubovolné 7; je stredna hodnota dopytu do tohto momentu, aj od tohto momentu do konca
periody linearna funkcia, teda pomocou Vety 3.14 a Désledku 3.15 dostavame

E[Q(1)]Q(7)=0]=Q -2 refo,r] (4.45)

l

t)lQ(Ti)ZO]:T

Na zaklade (4.45) a (4.46) mozno pre dané 7; napisat oakavané naklady na skladovanie
pocas jednej periody ako

__T" (t—1,) telr;,T] (4.46)

c Ti(Q+1)+C—(i_Q)(T_Ti).

(4.47)

Q-i

Obr. 4.7: Priklad Casov 7;, jednotlivé grafy zobrazujui o¢akavany stav zasob pri danom ;. Ked'Ze aZ do momentu
7; je stav zasob nenulovy, E[Q (t)] sapre t €[0,1;] ,riadi“ désledkom 3.15 a pre t €[r;,T] sariadi Vetou 3.14.

Z Vety 3.14 vyplyva, Ze okamihy, kedy dochadza k udalostiam, maji rovnaké rozdelenie ako
usporiadana i -tica nezavislych nahodnych premennych s normalnym rozdelenim. Teda plati,
ze ku k -tej udalostl dojde priemerne v casel T, Er;]= % akedZe f, je nenulova pre
T€[0,T], [ ! f.(t)dt=1. Preto akje i dané, ocakavane naklady na periédu su

C2|i:}[cst(Q+l)+c‘ i—QNT—t) ]ff(t)dt

2 2
0

:f[t[cs(QH)—c(i—Q)]+C_(i Q)T]ff(t)dt

2

:cS<Q+1) Q) o, QT
2
T (—Q)(i—-Q+D+Q1+ Q))
2(i+1)
a celkové ocakavané naklady pocas periody, ak dojde k deficitu, si
Z Lr AT T(e (i-Q)(-Q+1D)+¢Q(1+Q))
il 2(i+1)

Q)T

C2:

(4.49)
i=Q+1
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Pomocou (4.44) a (4.49) moZno napokon vy¢islit C:

=¢ +§; —AT (XT) T(Z% — l) %:-H AT (1;1'—') T(C (l - Q)(l _2%_7__11)) + CsQ(l + Q)) (450)
A B

Aproximacia nakladov

Vztah (4.50), vyjadrujuici celkové naklady pocas jednej peridody, je vSak znacne neprakticky.
Okrem toho, Ze ide o nekonec¢ny sucet, pre ktory nie je zndma uzavretd formula, ateda ho
mozno iba numericky aproximovat (hoci s l'ubovolnou presnostou), s rasticimi hodnotami
Q, A, T nielen Kklesa rychlost konvergencie, ale aj rastie vel'kost chyby, ktord vznika pri
zaokriihl'ovani. Ak napriklad AT =103, ¢o mdZe nastat’ v pripade skladu, kde sa oplati mat’
dlht periédu (naklady na dodavku st omnoho vyssSie ako ndklady na skladovanie), uz e M
ma hodnotu mimo rozsahu vac¢Siny matematickych softwareov, a teda ,numericky” by platilo
C =¢4, ¢o vSak nie je pravda. Pozrime sa preto bliZsie na (4.50).

KedZe plati 7 e =47 (m’ =lay ™ —ATi(liT')i:lT, A sa da prepisat’ ako

2 00 i -
[TQ—% + S (lf) 5 T(i 22Q) _
i=Q+1 '

Nekonecny sucet vystupujici v.A mozno doplnit do B. B sa potom bude skladat z troch
Casti:

B=

T < A7) (¢ (—Q)i—Q+1) ¢Q(1+Q) .
5267L . [ ) + (+D +Cs(l_2Q)]'

B B, B

i=Q+1

Predpokladajme, Ze Q, ateda aj i je dostatoCne vel'ké, aby platilo S L“ B, a B;
moZno aproximovat nasledovne:

_c(-Q)i-Q+Y)  _(i+1-Q)* Q
= Rt == e Ui )
By =c,(i—2Q) ~c(i+1-2Q)

s¢itajme teraz ¢leny pri (i +1)', (i+1)°, (i+1)"":
QP +cQ+ Q)
i+1
kde Citatel' posledného ¢lena je priblizne rovny ¢ Q(1+Q)+¢,Q(1+Q). Dostdvame tak
vztah pre B, + B, + B;:

B +B,+B;~(c +¢)|(i+1)—2Q +

B, +B, + By ~(i+1)(c” +¢)—2Q(c” +¢,)+

Q(1+Q) )
i+1 /)
Po dosadeni do B arozdeleni na tri s¢itance vidno zaujimavu vlastnost”:

i efxT(lT)i'(i‘f'l) 2Q Z AT (AT) UL L ha+q) Z ATiO:T)i

i=Q+1 i! i=Q+1 i=Q+1 !( +1)

T _
zz(cs +c7) (4.51)

Ak v Citateli prvého scitanca dosadime i namiesto i+1, dostaneme tri ré6zne sumy: prva od
Q ,druhtiod Q +1 atretiuod Q +2:

ATZ T (AT)’ 2 2 L AT Q(H'Q) S (AT)

_(C +e) i! AT

(4.52)

i=Q i=Q+1 i=Q+2
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Ak je Q dostatocne velké, jeden scitanec nehra ulohu avSetky tri sumy moZno
nahradit sumou od Q +1:
Ez% —Q(HQ)) > 0T (4.53)

(¢, +c )| AT —2Q + T g

i=Q+1
Stale vSak vo vyraze vystupuje suma, ktora spoOsobuje komplikacie pri numerickych
vypoctoch - srastiicou hodnotou AT Klesa rychlost konvergencie. Veta 3.15 vSak pontka
rieSenie, ako sa s tymto problémom vysporiadat.

Na zdklade (3.12) plati, ze ak X;,X, ~poi[d], potom X, + X, ~poi[2]]. KedZe
E[X,]=var[X;]=2, pomocou Vety 3.3 dostdvame Z;X,-LN(A,?L). Ak je teda A
dostato¢ne velké, distribuéni funkciu Poissonovho rozdelenia moZzno vel'mi dobre
aproximovat distribu¢nou funkciou normalneho rozdelenia:

Koty o1 W k-2
Fy(k) =P X<k]=) —~ 22 g :(D(—), 4.54
X() [ = ] ; il :/‘\/2_71%6 X \/X ( )

kde ®(z) je distribu¢na funkcia N(0,1) pre Vz€R. Napokon moZno napisat vyslednu
aproximaciu vztahu (4.50):

oo

AT?

Cr~C=cy+c, - +£(c5+c‘)(AT—2Q+%)(I—®(Q%;MT)) (4.55)

TQ —

a celkové naklady na jednotku ¢asu

AT)+(cS+c—) Q1+Q) Q+1—AT

A=t ol ST 0+ SR 1o L) s

pri vyuziti (4.53). Ak vo vztahu (4.52) nahradime kazdd sumu integralom prislichajicim
podl'a (4.54), dostavame takmer presny vztah pre c:

.G AT | (e, +¢) Q1+Q)
C —?—FCS(Q—?)—FT ATO, —2Q0, +T(D3}, (4.57)
kde
- AT _1opYHLAT o2 -AT
¢ =1 q’( T ) ¢ =1 q’( T ) ;=1 q’( AT ) (458)

Hoci (4.57) vyzera komplikovane, oproti (4.56) si vyZaduje navySe iba vypocet distribucnej
funkcie N(0,1) v dvoch bodoch, ale prindsa vyrazné zlep$enie presnosti (vid’ Obr. 4.8).

néklady na jednotku &asu

Obr. 4.8: Porovnanie presnosti aproximdcif nakladov na jednotku ¢asu, T=25, ¢; =1000, ¢, =10, ¢ =100,
2=1. KnajvacSej chybe dochadza pri takom Q, ked sa olakava, Ze zasoby sa minu na konci periédy.
Pravdepodobnost, Ze ddjde k deficitu, je vtedy priblizne 0.5 a rozdiel medzi distribu¢nou funkciou Poissonovho
a normalneho rozdelenia je najvacsi (chvosty konverguju rychlejsie).
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Ak AT — 00 a Q — oo (vacsinou AT suvisi s Q), ¢—c. (4.56) a (4.57) sice stéle
nepontukaju nakladoviu funkciu v analytickej podobe, ateda ani moznost urcit optimalnu
politiku explicitne pomocou derivacie, pre zvolené hodnoty c;, ¢;, ¢ a A sa vSak l'ahko da
najst [Q,s] resp. optimdlna reakcia na skuto¢ny stav Q; pomocou numerickych metdéd,
kedze T =s+3§.

4.2.5 Uloha teérie zasob so signalizaciou

Narozdiel od periodickej kontroly, pri signalizcii sa zasoby dopliiajii v momente, ked’ klesnti
na urcitd rezervnu uroveni, q. Ako uZ bolo spomenuté, hoci je tento pristup prirodzene;jsi,
z hl'adiska formulacie nakladovej funkcie je zlozitejsi. Ciel'om prevadzkovatela skladu je opat
minimalizécia celkovych nakladov na jednotku ¢asu, ale vtomto pripade je diZka periédy
nahodna premenna. Preto bude postup pri vypocte nadkladov kombinovat aj teériu z tilohy
s periodickou kontrolou (vlastnosti Poissonovho procesu), aj teériu z modelu, kde je dopyt
modelovany Wienerovym procesom (ako sa vysporiadat s premenlivou dizkou periédy).

Vyvoj stavu zasob treba rozdelit do dvoch kategérii, podl'a stavu v momente objednania
d'alSej dodavky - hodnoty q:

1. Ak ¢ >0, do momentu objednania d'alSej dodavky ma sklad naklady spojené iba so
skladovanim, ale za €as &, pocas prichodu novej dodavky, mdze dojst k deficitu. Kedze
Poissonov proces mé nezavislé prirastky, procesy {X(t),t >0} a {Y(s)= X(s+a),s >0} st
pre I'ubovolné a>0 rovnaké (v zmysle distribuc¢nej funkcie). Preto sa na vyvoj nakladov
pocas intervalu [s,s+ 8] moZno pozerat ako na tlohu tedrie zasob s periodickou kontrolou,
s dizkou periédy § a pociatoénym stavom zasob q.

2. Ak ¢ <0, sklad ma uZ do momentu objednania d'alSej dodavky naklady spojené aj so
skladovanim, aj s deficitom. Vyvoj zasob pocas tohto obdobia sa preto riadi principom
zobrazenym na Obr. 4.7, kde Q —i=¢q<0 je dané a T je ndhodna premenna. V intervale
[s,s+ 8] je stav zasob zaporny, v ndkladovej funkcii vystupuju iba niklady na deficit, ktoré
moZno vypocitat pomocou teorie z kapitoly 4.2.1.

V oboch pripadoch plati pre oéakavani dizku periédy rovnaky vztah. Na zaklade (3.17)
je jasné, Ze zasoby klesnu na rezervnu Uroven q priemerne za cas Q- T Q-4 ¢ize oéakavana dizka
periody je rovna
Q—9q

A
Ako sa vSak ukazalo, priemerné naklady na jednotku c¢asu nie si rovné priemernym
nakladom na periédu vydelenym priemernou dizkou periédy, preto treba naklady spoéitat
osobitne, pre kazdu pripustnt dizku periédy, a tymto dat’ prislusné ,vahy*.

R=—-2+5. (4.59)

Pripad q =0

Oznacme Ccas, kedy dojde k poklesu zasob na uroven g, T,. T, je zrejme spojita ndhodna
premennd s hustotou (3.16) (namiesto Q staci dosadlt Q q). Ked T, zafixujeme,
ocakavané naklady na skladovanie pocas obdobia ;0 I ] stirovné ¢E f Q(t)dt ¢o mozno
na zaklade Dosledku 3.15 vyjadrit ako CS(Q+++1 (obsah prislusného lichobeznika). Na
vypocet nakladov v obdobi [Tq,Tq + 8] mozno pouzit postup z (4.44) - (4.55) a dostdvame

tak vzt'ah, ktory vyjadruje celkové naklady na periédu

. Fq+ DT, 2 _
dn)%%+gg£—%—li+q[& A3]+ @+c)b32q+“a;QX1<#i%%%§» (4.60)
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pre fixované T, pri aproximacii (4.53). Analogicky ozna¢me ako C(T¢1) celkové naklady na
periddu pri aproximadcii (4.52). Ocakavané naklady na jednotku casu teda st

;(E; - f,i(:;qu (t)dt (4.61)

Dosadenim (4.60) do (4.61) vznika potreba vypocitat integraly f

e M)t
= f QgD 10"

c=E

)

 fr, (r) o0 fr, ()t
a f t+q dt

0

(4.62)

—2t (A) 1
J= f CEPESIE

pre celociselné Q a q. Pre tieto vztahy vSak neexistuje uzavreta formula’ aak § >0, pre
pripad g >0 vznika analyticky nerieSitel'ny problém. I a ] mozZno vycislit iba numericky.
Pre § =0 nie je na zaklade 16 tazké ukazat, ze I= A a J=2A. Dosadenim do (4.61)
avyuzitim faktu, Ze ak §=0, ndklady v intervale 13 T, + 8] su tiez nulové (teda sa
nevyuZije ani aproximacia B ani B a C(T )=C(T,)), dostavame celkové o¢akavané naklady
na jednotku Casu:

MQ+g+1) A
Q== —+ug= (4:63)
Ak § >0, svyuzitim I a J] moZno (4.62) upravit na tvar
2
(Q,q) =] CSM)H[WFCS[sq—&]+§(cs+c—)(x&bl 2q®,+ 1D 3)] (4.64)
2 2 2 A8
kde
_ q_;\s) _ (q+1—18) - (q+2—18)
) :1—(1)(— , O, =1-0|—=—|, O;=1—-@| ———|.
' NFH 2 Jas 3 NFH

Pripad q <0

Predpokladajme, Ze k poklesu zasob na stav g doSlo v nejakom stanovenom case T,
(ktory je opat spojitd ndhodnd premennd), naklady v intervale [O,Tq] sa potom riadia
schémou z Obr. 4.7 a ich stredni hodnotu mozZno vycislit miernou modifikiaciou vztahu
(4.48). Treba si totiZ uvedomit, Ze v Obr. 4.7, a teda aj v (4.48) sme vyuZivali predpoklad, Ze
v case T, je stav zasob Q —i (teda mohol na tato hodnotu klesnit kedykolvek skor, preto
treba aplikovat' Vetu 3.14), ale v tomto pripade klesol stav zasob na hodnotu q aZ v okamihu
T;, teda do tohto momentu bol rovny g+1 atreba pouzit Désledok 3.15. Modifikacia je
nasledovna: najprv treba namiesto Q —i dosadit q+1, preto sa ale zmeni aj Cas, kedy
priemerne ddjde k vyterpaniu zasob - na E[r]=-% . Analogicky ako v (4.48) dostavame
vztah pre oCakavané naklady do momentu objednanla d'alsej dodavky:

j[c HQ D), (a+1)(t=T)
P2 2

|1

0

0 (4.65)
f[[ (Q+1D+c (q+1)] (q—H)T]

5 f:(t)dt

7 vo vyslednom tvare dostaneme I=((Q—q—DD) 1A (—1)it(A8)L 1727 +(—1)Q171(51)2 971 r(0,51)] a
J=((Q—q—)) [ (- it (A8)T 4 +(—1)279(51)21e91(0,61)], kde I(a,z)je neuplnd gamma funkcia,
definovand ako I'(a,z)= [ Cta—le—tdt
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_ cS(Q—i—l)—zf—C(q—f—l)jo’g(T(t)dt_c@j;ﬂ(t)dt

_ cS(Q+1)+c*(q+1)E[T]_C, (g+1DT
2 2
_T(cq(+9)+cQ1+Q))
2(Q—q)

Na naklady pocas obdobia [T,,T, +8] moZno pouzit dve zakladné vlastnosti
Poissonovho procesu - nezavislost prirastkov a E[X(t)]=At. Vyvoj zasob v intervale
[T,,T, + &) sa preto riadi rovnakym principom, ako by sa riadil vyvoj zasob v intervale [0,5]
s pociato¢nym stavom g, teda

B T,+8 B § 3 B )
e Equ Q(t)dt]——c Efo(q—x(t))dt}_—c g8 +c E[fo X(t)dt}
§ §
=—cqgés+c | EX =—c gd+c t 4.66
cq—f—cfo[(t)]dt cq—f—cfo?udt (4.66)
—es(2 )
(4.65) + (4.66) + c; vyjadruje pre dané T, ocakavané naklady pocas jednej periody. Ked'ze
T, ma hustotu podla (3.16), E[Tq]—i celkove ocakavané naklady na periédu su
18 t(cq(1 1
Q)= f e 8( )+ (g1 +q) +¢.Q( +Q))le ()it
2(Q —9q) ! (4.67)

cq1+9)+c¢Q(1+Q)
22

a celkové ocakavané naklady na jednotku ¢asu moZno najst pomocou (4.61), (4.62) a (4.67):
As t(cq(1+q)+c,Q(1+Q))
8( ) : t)dt. (4.68
Q)= ft+8cd+c + G o (Ode. (4.68)

Vypocet nédkladov podl'a (4.68) opat vyZaduje znalost I a J.Po Uprave dostdvame

C_q(1+q)+ch(1+Q)]
q))“[ 2Q ) |

(A8
=cy+cé 5 4 +

AS
c(Q,q):I(cd —|—c_8(7— (4.69)

4.2.6 Porovnanie pristupov

Z tvaru vyslednych vztahov pre naklady na jednotku Casu je zrejmé, Ze nemozno vSeobecne
urcit, ktory pristup dava v optime nizsie naklady. Kazda z tloh ma svoje vyhody aj nevyhody.

Periodicka kontrola pontka jednu, univerzalnu formulu, ktori mozno pre
%»0 ete zjednodusit - ak a>0,P(a)~1 aak a<0, ®(a)~0. Vtedy je vztah
(4.56) kvadraticky v Q alinedrne lomeny v T, ¢o umoziiuje najst optimum explicitne,
pomocou derivacie. Ak pre optimum plati W»O , uloha je vyrieSena. V opacnom
pripade treba dlohu na ,problematickom regiéne“ vyrieSit pomocou numerickych metdd.
Nevyhodou vsak je, Ze formula (4.56) a (4.57) dava pre malé hodnoty AT a Q, pripadne ak
Q +1= AT, signifikantnud chybu (vid Obr. 4.8).
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Pristup pomocou signalizicie rozdel'uje ulohu na dve vetvy, priCom obe vedu na
komplikovany problém, pre ktory neexistuje uzavreta formula v tvare analytickych funkcii.
V Prilohe je uvedeny program pre MATLAB, ktory pre zadané hodnoty A, ktorou sa riadi
dopyta §,cy,c,,c, ktorymi sa riadi sklad, ndjde optimalnu politiku, resp. optimalnu odozvu
na neocakavany vyvoj zasob na sklade.

Existuje suvis, ktory umoziuje transformovat tlohu z jedného typu na druhy. Ako sa
ukaze, nejde o identické (v zmysle nakladov), iba o pribuzné, principialne rovnaké tlohy. Ked’
o Poissonovom procese neuvazujeme ako o jednotlivych realizacidch, ale zdlhodobého
hl'adiska, dostadvame namiesto konkrétnej skokovej trajektorie, definovanej pomocou ¢asov
{t.}, kedy doslo k i-tej udalosti, linedrnu funkciu, definovanti parametrom 1. Tato funkcia je
prostd, preto existuje bijektivne zobrazenie t — E[X(¢)]. Ina¢ povedané, ak je dany kriticky
stav zasob ¢, kedy dochadza k objednaniu d'alSej dodavky, tento stav jednoznacne urcuje cas
s, kedy sa ocakiva, Ze Kkobjednavke dojde, anaopak. Plati §:E[tQ_q]:% a
7=EQ()]=Q —As.

o 2 4 & 8 10 12 14 18 18 2 0o 2 4 & 8 10 12 14 18 18 2 “o 2 4 & 8 10 12 14 16 18 2
Q [ a

a) b) )

Obr. 4.9: Porovnanie jednotlivych pristpov pre rdzne hodnoty parametrov c,,c,, ¢~ vzavislostiod Q . A =1,
§=0,...,10, svetlomodrou je znazornené §=0. Na zvislej osi (A) je pre kaZdd hodnotu Q =1,2,...,20
zobrazeny rozdiel medzi ndkladmi na jednotku ¢asu pri periodickej kontrole a pri signalizicii za podmienky, Ze ¢,
resp. s je vzhl'adom na Q volené optimalne. Kladné hodnoty predstavuju nizsie ndklady v pripade signalizacie,
zaporné v pripade periodickej kontroly. a) ¢;=1000,c,=10,c =100, b) ¢; =1000,c, =10,c” =100, c)
¢ =1000,c, =100,c” =10.

Z Obr. 4.9 je zrejmé, Ze oba pristupy maju svoje uplatnenie, ktoré zavisi od jednotlivych
parametrov skladu a dopytu. Okrem toho moZno pozorovat dve zavislosti: pri okamzZitej
dodavke rastie s Uroviiou Q vyhodnost pristupu pomocou signalizicie a pri zafixovane;j
tirovni Q s rastticou dobou dodavky vyhodnost tohto pristupu klesa. Ulohy teérie zasob so
signalizaciou a periodickou kontrolou preto nie sd v zmysle nakladov ekvivalentné.



Zaver

Ukézali sme, ako mozno skibit matematicku teériu stochastickych procesov s praxou. Lévyho
procesy, ktorych definicia sa zd4 byt priliS formalna, majd v skuto¢nosti mnoho aplikacii
v redlnom Zivote - jednou z nich je aj modelovanie nahodného dopytu. Takyto pristup vnasa
do tedrie zasob novy rozmer. Kym pri deterministickom dopyte moZno sformulovat
optimalnu politiku jednoduchou uzavretou formulou, ndhodny dopyt takéto rieSenie
neponuka. NavySe, uz zdanlivo jednoduché tdlohy vedi na matematicky komplikované
problémy, ktoré niekedy ani neponukaju exaktné rieSenie. V praci sme sa zaoberali dvomi
najdolezitejSimi procesmi - ako z matematického, tak aj z aplikacného hl'adiska: Poissonovym
a Wienerovym procesom advomi najzauzivanejSimi pristupmi: periodickou kontrolou a
signalizaciou.

Dopyt modelovany homogénnym Poissonovym procesom ma k deterministickému
pripadu azda najblizSie. Ide o monoténny a skokovy proces nadobudajuci iba celociselné
hodnoty, pre ktory sme vybudovali potrebnta teériu. Obtiaznost pristupu pomocou
periodickej kontroly spociva prave v schodovitosti procesu, ktora neumoznuje na vzniknuté
formuly aplikovat' analytické met6dy. Po aproximovani spojitou funkciou vSak dostavame
elegantné rieSenie, ktoré je numericky stabilné a I'ahko algoritmizovatelné. Pristup pomocou
signalizacie nevyhody skokového procesu sice obchadza, ale naraZa na netrividlne integraly,
ktorych rieSenie existuje iba s pomocou numerickych metéd. V oboch pripadoch sme dospeli
k vyslednym vztahom, ktoré poskytuju presny navod, ako najst optimalnu politiku.

Wienerov proces narozdiel od Poissonovho sice neobsahuje skoky, ale nie je monotdénny.
Prave podmienka monoténnosti zarucovala akusi jednoduchost pri rozdel'ovani nakladov na
skladovacie a deficitné. Pri Wienerovom procese preto vznika problém urcit strednt hodnotu
integralu z kladnej Casti a zapornej Casti zvlast. Hoci sme nenasli explicitnu formulu, ukazali
sme, ako mozno tento vztah pre I'ubovolny Wienerov proces s driftom upravit na taku
podobu, pre ktort sme uZz nasimulovali podrobné tabelované hodnoty. S vyuZitim tychto
numerickych vysledkov sme napokon odvodili postup, pomocou ktorého mozno vzdy najst
optimalnu politiku pre prevadzku skladu.
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Priloha

Program na vypocet optimalnej politiky pri dopyte modelovanom
Poissonovym procesom s konstantnou intenzitou 2

function [Q,out]=0pt(lambda,delta,CP,method,varargin)
% optimalna politika
% method urcuje typ ulohy - 'S' znamena signalizacia, 'PK' periodicka kontrola.
% CP vyjadruje vector nakladov - [c_d, c_s, c”-]
% Predpoklada sa, ze nakladova funkcia je konvexna v Q pre kazde q, resp. s a
% hlada sa take Qmin, Qmax, aby optimalne Q urcite lezalo v intervale [Qmin,Qmax].
Qmin=0;
Qmax=2;
switch lower(method)
case 's'
while CostsS(Qmax,Optq(Qmax,lambda,delta,CP),lambda,delta,CP)>...
CostsS(Qmax+1,0ptq(Qmax+1,lambda,delta,CP),lambda,delta,CP)
Qmax=2*Qmax;
end
tol=2;
case 'pk'
if strcmp(varargin{1}, 'tol")
tol=varargin{2};
end
while CostsPK(Qmax,Opts(Qmax,lambda,delta,CP,tol),lambda,delta,CP)>...
CostsPK(Qmax+1,0pts(Qmax+1,lambda,delta,CP,tol),lambda,delta,CP)
Qmax=2*Qmax;
end
end
Qmax=Qmax+1;
% hlada sa Q, ktore minimalizuje costs
while Qmax-Qmin>tol
d=Qmax-Qmin;
switch lower(method)
case 's'
a=floor(Qmin+d/3);
b=ceil(Qmin+2*d/3);
if CostsS(a,Optq(a,lambda,delta,CP),lambda,delta,CP)>...
CostsS(b,0ptq(b,lambda,delta,CP),lambda,delta,CP)
Qmin=a;
else
Qmax=b;
end
case 'pk'
a=Qmin+d/3;
b=Qmin+2*d/3;
if CostsPK(a,Opts(a,lambda,delta,CP,tol),lambda,delta,CP)>...
CostsPK(b,Opts(b,lambda,delta,CP,tol),lambda,delta,CP)

Qmin=a;
else
Qmax=b;
end
end
end

% optimalne Q
Q=(Qmin+Qmax)/2;
switch lower(method)

case 's
out=0ptq(Q, lambda,delta,CP);
case 'pk'’

out=0pts(Q, lambda,delta,CP,tol);
end
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function s=0pts(Q,lambda,delta,CP,tol)
% optimalna hodnota s pre zadane Q (periodicka kontrola)
% Predpoklada sa, ze nakladova funkcia je konvexna v s pre kazde Q.
% Hlada sa take smin, smax, aby optimalne s urcite lezalo v intervale [smin,smax].
smin=0;
smax=1;
while CostsPK(Q,smax,lambda,delta,CP)>CostsPK(Q,smax+1,lambda,delta,CP)
smax=2*smax;
end
% hlada sa s, ktore minimalizuje CostsPK
while smax-smin>tol
d=smax-smin;
a=smin+d/3;
b=smin+2*d/3;
if CostsPK(Q,a,lambda,delta,CP)>CostsPK(Q,b,lambda,delta,CP)
smin=a;
else
smax=b;
end
end
% optimalne s
s=(smin+smax)/2;

function gq=0ptq(Q,lambda,delta,CP)
% optimalna hodnota q pre zadane Q (signalizacia)
% Predpoklada sa, ze nakladova funkcia je konvexna v q pre kazde Q.
% Hlada sa take gmin, gmax, aby optimalne q urcite lezalo v intervale [gmin,qgmax].
gmin=-1;
gqmax=Q;
while CostsS(Q,qmin,lambda,delta,CP)>CostsS(Q,gmin-1,lambda,delta,CP)
gmin=2*gmin;
end
gmin=gmin-1;
% hlada sa q, ktore minimalizuje CostsS
while gmax-gmin>2
d=gmax-gmin;
a=floor(gmin+d/3);
b=ceil(gmin+2*d/3);
if CostsS(Q,a,lambda,delta,CP)>CostsS(Q,b,lambda,delta,CP)
gmin=a;
else
gmax=b;
end
end
% optimalne q
g=(gmin+gmax)/2;

function c=CostsPK(Q,s,lambda,delta,CP)

% ocakavane naklady na jednotku casu pri periodickej kontrole

cd=CP(1);

cs=CP(2);

cm=CP(3);

T=s+delta;

I1=1/2*erfc((Q-lambda*T)/sqrt(2*lambda*T));
I2=1/2*erfc((Q+1-lambda*T)/sqrt(2*lambda*T));
I3=1/2*erfc((Q+2-lambda*T)/sqrt(2*lambda*T));
c=cd/T+cs*(Q-lambda*T/2)+(cs+cm)/2*(lambda*T*I1-2*Q*I2+Q*(1+Q)/(lambda*T)*I3);
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iii

function c=CostsS(Q,q,lambda,delta,CP)
% ocakavane naklady na jednotku casu pri signalizacii
cd=CP(1);
cs=CP(2);
cm=CP(3);
if g>=0
if delta==0, delta=1le-6; end
I1=1/2*erfc((q-lambda*delta)/sqrt(2*lambda*delta));
I2=1/2*erfc((gq+1l-lambda*delta)/sqrt(2*lambda*delta));
I3=1/2*erfc((g+2-lambda*delta)/sqrt(2*lambda*delta));
c=IntJ(Q,q,lambda,delta)*(cs*(Q+q+1)/2)+IntI(Q,q,lambda,delta)*...
(cd+cs*(delta*q-lambda*deltar2/2)+delta/2*(cs+cm)*. ..
(lambda*delta*I1-2*q*I2+q*(1+q)/(lambda*delta)*I3));
else
c=IntI(Q,q,lambda,delta)*(cd+cm*delta*(lambda*delta/2-q))+...
IntJ(Q,q,lambda,delta)*((cm*q*(1+q)+cs*Q*(1+Q))/(2*(Q-q)));
end

function J=IntJ(Q,q,lambda,delta)

% integral J z (4.62)

if Q-g>1
J=quadgk(@(t)f2(t,Q,q,lambda,delta),0,inf, 'RelTol"',1le-10, 'AbsTol"',1le-20);

else

J=1-lambda*delta*exp(delta*lambda)*quadgk(@(t)exp(-t)./t,delta*lambda,inf,...

'RelTol’',1le-10, 'AbsTol',1e-20);
end

function I=IntI(Q,q,lambda,delta)
% integral I z (4.62)
if Q-g>1
I=quadgk(@(t)f1(t,Q,q,lambda,delta),0,inf, 'RelTol"',1le-10, 'AbsTol"',1le-20);
else
I=lambda*exp(delta*lambda)*quadgk(@(t)exp(-t)./t,delta*lambda,inf,...
'RelTol',1le-10, 'AbsTol',1le-20);
end

function f=f2(t,Q,q,lambda,delta)
% hustota t*f {T_q}/(t+delta)
f=fTq(t,Q,q,lambda).*t./(t+delta);

function f=f1(t,Q,q,lambda,delta)
% hustota f_{T_q}/(t+delta)
f=fTq(t,Q,q,lambda)./(t+delta);

function f=fTq(t,Q,q,lambda)

% hustota nahodnej premennej f_{T_q}

u=Q-g-1;

f=lambda;

for i=1:u
f=f.*exp(-lambda.*t./u).*(lambda.*t)./i;

end



