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Abstrakt

V sucasnosti jednou z oblasti, ktorou sa zaobera kvantitativna lingvistika, je hl'adanie
modelu pre frekvencie grafém. Doposial’ adekvatnym modelom sa ukazuje negativne
hypergeometrické rozdelenie, no stale sa hladaju aj iné alternativne modely. V tejto
praci je predstaveny novy model (nové diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti). Su
odvodené jeho zakladné charakteristiky. Tento model je potom aplikovany na
modelovanie frekvencii grafém niektorych vybranych jazykov. V zdvere je model
testovany.
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Abstract

At present quantitative linguistics is focused — among others - on finding a model for
grapheme frequencies. Till now the negative hypergeometric distribution is an adequate
model, but linguists are still looking for other alternative models. In this paper a new
model (a new discrete probability distribution) is discussed. Its basic characteristics are
studied. This model is then applied to modelling rank frequencies of graphemes of some
selected languages. Finally, the model is tested.
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Uvod

V sucasnosti dochadza k prieniku kvantitativnych metdd aj do takych oblasti, kde eSte
relativne nedavno neboli predstavitelné — medzi nimi aj do lingvistiky. Kvantifikacia
v nich nie je cielom, ale prostriedkom. Umoziiuje exaktnejSie formulovat’ hypotézy
a najma testovat’ ich adekvatnost’, rozdiely medzi nimi a podobne.

Tato praca analyzuje jeden model pre usporiadane frekvencie grafém (existuje mnoho
definicii grafém, zhruba sa da povedat’, Ze graféma = pismeno). Ako model navrhujeme
nove diskrétne rozdelenie. Odvadzame jeho zakladne vlastnosti a aplikujeme ho na data
z niekol’kych jazykov.



1 Zakladné pojmy

1.1 Diskrétna premenna a jej charakteristiky

V prvej casti definujeme niektoré zakladné pojmy z pravdepodobnosti a Statistiky,
ktorych definicie mozno najst’ v [7]. Tieto pojmy budu neskor pouzité v tejto praci.

Definicia. Nahodna premennd X je diskrétna, ak nadobtida konecne alebo spocitatel'ne
vel'a hodnot x; s pravdepodobnostami p;

PX =x)=p; prei=01..,n ,n<oo (1.1)

a navySe musi platit’
n
Ypi=1. (1.2)
i=1

Pod symbolom [. ] budeme rozumiet’ hornu celu ¢ast’ ¢isla (napr. [3.7] = 4).

Definicia. Nech X je diskrétna ndhodnd premennd. Potom distribucna funkcia
F:R — R ndhodnej premennej X je definovana vzt'ahom

[x-1]

F(x) = P(X < x) = z p; . (13)
i=1

Definicia. Nech X je diskrétna ndhodna premennd, ktord nadobuda hodnoty x;
s pravdepodobnostami p; podla (1.1). Potom stredna hodnota ndhodnej premennej X
je cislo

n
EQO = ) xipi (18
i=1
ak tento rad konverguje absolutne.

Vlastnosti strednej hodnoty

Nech X je diskrétna ndhodnéd premennd a g: R — R je spojita funkcia. Nech X ma
strednt hodnotu. Potom

E(90) = ) gGd (15)
i=1

ak tato existuje.



Definicia. Disperzia diskrétnej ndhodnej premennej X so strednou hodnotou E(X) je
¢islo
2
D(X)=E [(X ~E(X)) ] ,

ak tato stredna hodnota existuje.
Vlastnosti disperzie

Nech X je diskrétna ndhodna premennd. Nech existuje strednd hodnota E(X) a E(X?).
Potom disperzia nahodnej premennej X je danéd vzt'ahom

D(X) = E(X?) — E?(X) . (1.6)
Definicia. Nech X a (X — E(X ))k pre k € N st ndhodné premenné. Potom ¢islo

k
e :E[(X—E(X)) ] (1.7)
sa nazyva k - tym centralnym momentom, ak tato stredna hodnota existuje.

Definicia. Nech X je diskrétna ndhodna premenna, ktord nadobuda nezaporné hodnoty
0,1,2,.. ,n (n < o). Potom vytvdirajuca funkcia G:[0,1] - R nahodnej premennej X

J€
n

G(t) = Zti p; . (1.8)

i=1

Z vytvarajucej funkcie diskrétnej ndhodnej premennej, ktorej definicia sa da najst’ v
[12], vieme l'ahko spocitat’ niektoré zédkladné charakteristiky nahodnej premenne;j a tiez
pravdepodobnosti P(X = i) (i=0,1,2,...,n).

Pouzitim (1.5) a (1.8) dostavame G(t) = E(t*). Spocitanim prvej derivacie a jej
naslednym vy¢islenim v bode 1 dostavame strednti hodnotu E (X).

G'(t) =EXtX™1
G'(1) = E(X)

Analogicky ako strednu hodnotu mézeme spocitat’ aj disperziu. Najskor spocitame
druhu derivaciu vytvarajucej funkcie (1.8) v bode 1

G”'(t) = EX(X —1) t¥72),
G'(1) = E(X?) - E(X).



Potom pouzitim (1.6) vieme vyjadrit’ disperziu D (X) pomocou vytvarajucej funkcie
DX)=EX*)—EX)=G"(1)+ G (1) — (G'(1)>2
Z vytvarajucej funkcie vieme spocitat’ aj pravdepodobnosti p; = P(X = i).

G(t) =po +tp; +t?py + -+ t"p,
G'(t) =py + 2tp, + -+ nt" 1p,

GOW =ilp+({+Depy+-+nn—1)..(n—i+ Dt"'p,

Potom dostdvame pi=PX =1)=

1.2 Odhad parametrov metédou minimalneho y?

Castokrat sa vtedrii pravdepodobnosti stretivame s takymi rozdeleniami
pravdepodobnosti, v ktorych ndm vystupuje neznadmy parameter @. Tento parameter
musime potom z dat odhadovat. Metéd na odhad nezndmeho parametra je viacero
(napr. metéda maximalnej vierohodnosti, momentovd metdda, odhad metodou
minimélneho y?). Ked’Ze v praci bude pouzity test dobrej zhody, preto je vhodné ako
metodu odhadu parametra pouzit' metdodu minimalneho x?, ktora minimalizuje x?2
testovaciu Statistiku.

Uvazujme nahodny vyber z diskrétneho rozdelenia, pricom ndhodnd premenna X
nadobuda iba celociselné nezaporné hodnoty i = 1,2,...,n. Tieto vyberové hodnoty
rozdelime do k tried. Do prvej triedy zaradime tie vyberové hodnoty, ktoré st mensie
alebo sa rovnaju ¢islu s (s € N). Do d’alSich tried budeme postupne zarad’'ovat’ hodnoty
s+1,s+2,..,s+k—2.Posledna k -ta trieda bude obsahovat’ hodnoty vécsie alebo
rovnajuce sa Cislu s + k — 1. Pocetnosti v triedach ozna¢ime M;, M5, ... , M}, , pricom
musi platit, ze N = M; + M, + -+ + M, kde N je rozsah ndhodného vyberu.

Potrebujeme eSte poznat’ pravdepodobnosti, s akymi ndhodna premenna X padne do
i —tej triedy pre i = 1,2,..., k. Tieto pravdepodobnosti su zavislé od parametra 8. Nech
tieto pravdepodobnosti st

pi=p;(0) pre i=12,..,k,

kde @ € R™ amusi platitt p;(0) + p,(0) + -+ pr(6) =1 pre vietky 8 € R™. To
znamena, ze Cislo p;(0) ndm udava pravdepodobnost’, s akou padne vybrané ¢islo
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do i -tej triedy (i = 1, ... k). Na ziskanie odhadu parametra @ musime mat predpoklad
o rozdeleni pravdepodobnosti p;(@) pre i =1,2,...,k (musime mat predpoklad, z
akého typu rozdelenia pravdepodobnosti pochadzaju data).

Za odhad parametra @ sa berie t4 hodnota, ktora pri danych hodnotach My, M, ... , My,
minimalizuje premennu

- (M;— Npi(8))”
x*(6) = ; No@) (1.9)

Takémuto odhadu neznameho parametra, uvedenom v [7], hovorime odhad ziskany
metédou minimalneho y? . Hodnoty M;, M,, ..., M) st empirické podetnosti, ktoré
ziskame z experimentalnych pozorovani a Np; (@), Np, (@), s an(é) su teoretické
pocetnosti, kde @ je hodnota parametra, ktord minimalizuje vyraz (1.9), pricom za
dostatocne vel’ky rozsah vyberu N sa povazuje také N, pre ktoré plati

Np;(0) =5 prei=12,..,n. (1.10)

Podmienka (1.10) je stanovend empiricky, teda nie je nutné, aby bola splnena.
Ak podmienka (1.10) nie je splnend, tak nemusime odhad touto metdédou zavrhnut
(najméd pri malych vzorkach dat, pri ktorych sa nedaju vhodne zvolit’ triedy). Vtedy
mozeme bud’ podmienku (1.10) zjemnit’, teda méZeme napr. pozadovat’ iba Np; (@) = 3
pre i = 1,2,... ,n alebo pri vacSich vzorkach mézeme zmenit’ pocet tried (napr. znizit
pocet tried k).

Pri odhade neznamych parametrov musime pocitat’ optiméalnu hodnotu vyrazu (1.9)
(minimalizovat’ y? testovaciu $tatistiku). Minimalna hodnota (1.9) )(2(5) predstavuje
testovaciu Statistiku hypotézy (1.11)

Hy: nahodny vyber pochadza zo zvoleného rozdelenia , (1.11)

pricom x?(6) ma y - kvadrat rozdelenie sk—m—1 stupfiami volnosti, teda
x?(k —m — 1), kde m je poCet neznamych parametrov rozdelenia pravdepodobnosti p; .
Tomuto testu, uvedenom v [7] sa hovori y - kvadrat test dobrej zhody.

Teda najskor musime mat predpoklad o rozdeleni pravdepodobnosti ndhodného
vyberu, z ktoré¢ho odhadneme nezndmy parameter, a potom testujeme ¢i tento ndhodny
vyber pochadza z predpokladaného rozdelenia. Ak testujeme tito hypotézu na hladine
vyznamnosti a = 0.05, tak nulovi hypotézu (1.11) nezamietame ak dostaneme
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p - hodnotu vécsiu ako 0.05, teda test nam potvrdil, ze nahodny vyber pochadza zo
zvoleného rozdelenia.

Nevyhodou testu dobrej zhody je, Ze y? testovacia Statistika rastie priblizne linearne
zrozsahom nahodného vyberu N. KedZze v kvantitativnej lingvistike sa pracuje
s vel'kymi vzorkami (niekol’ko stoviek tisic), pre tieto velké rozsahy vzoriek test dobrej
zhody zamieta skoro vzdy nulovu hypotézu (1.11).

Z tohto dovodu sa zaviedol v lingvistike ako testovacie kritérium koeficient C,
spomenuty v [2] a [8], ktory ziskame vynormovanim y? Statistiky rozsahom
nahodného vyberu

c=%. (1.12)

Empiricky urcenou hranicnou hodnotou je € = 0.02. Ak dostaneme hodnotu
koeficientu (1.12) mensSiu ako 0.02, tak zhoda modelu s datami je dobra.
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2 Negativne hypergeometrické rozdelenie ako model pre
usporiadané frekvencie grafém

Kvantitativna lingvistika sa uz dlha dobu zaoberd modelovanim grafém. Doneddvna
bolo negativne hypergeometrické rozdelenie jedinym platnym modelom pre frekvencie
grafém. Toto rozdelenie bolo aplikované na vsetkych dostupnych datach zréznych
jazykov a suhrne dalo najlepSie vysledky zo vSetkych pouzitych modelov, teda sa
ukazalo ako vhodné pre véacsinu jazykov (pre niektoré konkrétne jazyky st vhodnejsie
iné¢ modely).

2.1 Odvodenie negativneho hypergeometrického rozdelenia

Odvodenie negativneho hypergeometrického rozdelenia sa da najst’ v [12]. Uvazujme
urnu s bielymi a iernymi gulkami. Ciernych guliek mame C a bielych K-C. Gulky
vyberame bez navratu. Pytame sa aka je pravdepodobnost’ P, Ze vytiahneme prave x
bielych guliek predtym ako vytiahneme n — ti ¢iernu.

Najskor spocitame pravdepodobnost’, ze vytiahneme n — 1 Ciernych guliek, potom
vytiahneme x bielych a nakoniec n — ta ¢iernu.

cC-1 C—[n-1-1 K-C K—C—-1 K-C-(x-1) C-(-1 _
KK-1"K-n—-1-1K-n-DK-n-1)-1"K-m-D-Gx-DK-(n—-1)—x

_CI K- O (K—n—x)!
TKI(C—n)!(K—-C—x)!

Mame spocitani pravdepodobnost jednej moznosti ako vybrat x bielych guliek,
predtym ako vytiahneme n — ta &iernu. Dal§ia moZnost by bola napr.: vytiahneme prva
¢iernu, potom x bielych a potom n — 1 Ciernych guliek. Pravdepodobnost’ by vysla aj
v tomto pripade rovnaké ako pre vyssie uvedeny pripad.

Teda vSetkych kombinacii ako vybrat n — 1 ciernych guliek a x bielych guliek
a nakoniec ¢iernu gul’ku je

(n+;€—1)=(n:l-le)

a pravdepodobnost’ tohto vyberu je vo vSetkych pripadoch rovnaka. Potom vysSie
spominand pravdepodobnost’ P, bude

13



mtre K=K —n—ot (TETHEZY)
P":( n—1 )K!(C—n)!(K—C—x)!= (K) ’
C

pre x=0,1,..,n a K, CneN, K>C=>=n. Takto dané pravdepodobnostné
rozdelenie nazyvame negativne hypergeometrické rozdelenie.

Pri modelovani grafém pozadujeme, aby x > 1, preto musime x posunit’ o jednotku
vyssie. Potom dostavame

LY

_ (c) |

prex =1,..,n+ 1, kde n + 1 predstavuje pocet grafém v jazyku.

Zmeni sa aj pévodna podmienka na nezndme parametre n, K, C. Stale pozadujeme aby

n € N, ale zmeni sa poziadavka na parametre K a C,teda K,C € R.

Na jednej strane dava tento model po aplikdcii na modelovanie usporiadanych
frekvencii grafém dobré vysledky, ale na druhej strane je toto rozdelenie odvodené
z binarnej urnovej schémy, teda vyberame bud’ bielu alebo Ciernu gulku. Pomocou
alternativnej moznosti modelovat’ frekvencie grafém, ktorych je niekolko desiatok, je
nerealne v lingvistike. Vznika tu problém pre lingvistov s interpretaciou parametrov C a
K (v matematike je interpretacia C a K jednoducha, parametre predstavuji pocty

guliek).

Teda naskytuje sa tu moznost ist dvoma smermi. Bud’ sa pontka snaha o ina
interpretaciu parametrov negativneho hypergeometrickeho rozdelenia, ako jediného
doposial’ platného modelu pre frekvencie grafém alebo hl'adat’ nové modely, ktoré nie
su odvodené z binarnej urnovej schémy.

V stucasnosti  sa v lingvistike rieSi aj interpreticia parametrov negativneho
hypergeometrického rozdelenia.
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3 Novy model pre frekvencie grafém

V tejto praci sa budeme zaoberat’ druhym smerom, teda budeme hl'adat’ novy model,
ktory by modeloval Co najlepsie usporiadané frekvencie grafém v jazyku a nebude mat’
korene v binarnej urnovej schéme.

Uvazujme diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti

Pr=c|(1-2)pit+2piY  prei=12..m, (3.1)

s parametrami 0 <p; <1, 0<p, <1,n €N a c jenormalizacna konstanta.

Diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti (3.1) je vytvorené ako ,,linearna kombinécia*
dvoch geometrickych rozdeleni, kde vahy pri tychto geometrickych rozdeleniach nie su
konstantné (zavisia od i). Ked'ze je to nové rozdelenie, v tejto Casti sa nim budeme
podrobnejSie  zaoberat. Odvodime jeho zdkladné matematické vlastnosti
a charakteristiky.

Pre normaliza¢nu konStantu ¢ musi platit’ podmienka (1.2).

n n n
NI NN
4 4 n 2 2

i=1

Pripomenieme uz zndme vzt'ahy:

ipi-l _ Lo (3.2)

n
L 1

3 pn+1 (n + 1)pn
(1 -p?  1-p

(3.3)

~—

Potom dosadenim (3.2) a (3.3) dostdvame pre normaliza¢ntl konsStantu ¢

-1

1-p! 1[1-p"' (+Dpl 1-p3™ +(n+1)pz]

cC = _— — =
1-p, n|(1—-py)? 1-p; (1—p2)2 1-p,

[n +pf 1-pi™t  (n+p3 N p?“]
= n —_— —
1-p (A —-p? 1-p,; (1 —py)?
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Vypocet konsStanty ¢ sa da zjednodusit, ked’ do (3.1) dosadime za i = 1, potom
dostavame
P1 =C .

Distribu¢nu funkciu rozdelenia (3.1) vypocitame podla (1.3)

[x—1] [x—1] [x—1] [x—1]
F(x)—P(X<x)—ZP—ch ——le21+—21p§1.
i=1

Opét dosadenim (3.2) a (3.3) do predoslého vyrazu dostavame nasledovny vztah pre
distribu¢nu funkciu

ﬁ”_%rmrmlu L V) S e VN (£ +nw””

1-p; -

1-
Fw>=cl A-p?  1-m (-7, -7,

Vytvarajuca funkcia pravdepodobnostného rozdelenia (3.1) pocitana podla (1.8)

n n ) i
G(t) = Z t'P, =c Z tt [(1 - i) pi-14 ipi—l] =
. ' . n) 1 nt?
i=1 i=1
n n n
. ct . ct .
= th(zolt)l‘1 ——Z i(p )"+ —Z i(pt) " =
i=1 " i=1 n i=1

_ctn+(@)" 1- ()" (+ D))" 1- (o))"
n| 1-pt (1 —=pyt)? 1—p,t (1 —p,t)?

Stredna hodnotu rozdelenia (3.1) pocitame podla (1.4)

n n .
i
1__) 1+_ -1 —
w= D ir=e )i 7
n n n
_ -1 _EZ 2. i1 EZ 2. Q-1
= Czlpl ! + L.
-1 i=1 i=1
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Uvedieme d’alSie zname vzt'ahy:

n
. 1

Z i2pi-1 = a—py [1+p—(n+ %"+ (2n% +2n— Vp"*! —n?p"*?] (3.4)
i=

- 5 i1 p?—(n+ 13"+ (3n3 + 6n% — 4H)p™*t — (3n3 + 3n? — 3n + 1)p™*? + n3p"*3 N

i3ptl=
L 1-p)*
=1
1+4p
7(1 —) (3.5

Potom moézeme stredntt hodnotu pomocou (3.3) a (3.4) prepisat’ na tvar

¢ (nz +n)pt n(l-— p{lﬂ) 1+p,—(n+ 1)2P1n + (2n® + 2n — Dp,"*! — np,"+?
H=— + 2 3 +
n 1-p, 1-p1) 1-py)

1+p,— (n+ 1)%p," + (2n? + 2n — Dp,"! — n?p,"*?
+ 3
1-py)

Disperziu nahodnej premennej poc¢itame podl'a vztahu (1.6), teda
D(X) = E(X?) — u®. (3.6)

Pocitajme E(X?) pomocou (1.5)

n n . .
l . [ A
E(X*) = E i*p =c E i2[<1——)pi‘1+—pé‘1]=
1 = n n

i=
n n n

_ o i1 € 3 g1, € 3 -1
=c E i -— E i + - E i
D1 n P1 "y D2

i=1 i=1 i=1

Potom pouzitim (3.4), (3.5) a dosadenim do (3.6) dostaneme nasledovny vzt'ah pre

disperziu
c[ 1+p,—(m+1)?p,"+ (2n% + 2n— 1)p,"** — n2p,"*?
DX)=—|n 5 _
n (1-p)

1+4p; +p2 —(n+ 1)3p, " + (3n® + 6n% — 4)p,"* — (3n® + 3n? — 3n + Dp,"*? + n®p,"*3 N

1 -p)*
N 1+ 4p, + p,2 — (n+ 1)3p,™ + (3n® + 6n% — 4)p,"* — (3n® + 3n? — 3n + 1)p,"*? + n3p,"*+3
(1 —-p)* B
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Dalsou charakteristikou diskrétnej ndhodnej premennej je miera opakovania (repeat
rate). Vznik tejto miery ma pdvod v ekonoémii ako Herfindahlov index (ozn. HI).

- . , . , . 1,
Uvazujme, ze mame na trhu n firiem srovnakym podielom s; == (i=1,..,n).

Spocitame hodnotu HI definovanu ako

n n
1
XD X

i=1 i=1

Toto je jeden extrémny pripad, ktory predstavuje dokonalt konkurenciu na trhu.
Druhym extrémnym pripadom je jedna firma na trhu, teda monopol (s; = 1as; = 0 pre
i =2,..,n). Vtomto pripade H/ = 1. Teda tento index nadobuda hodnoty z intervalu

1

Tento index sa zacCal pouzivat aj v lingvistike. Ak je miera opakovania (rr) malé Cislo
(blizko %, kde tato hodnota predstavuje diskrétne rovnomerne rozdelenie, teda
PX=1i)= % pre vsetky i), tak vSetky grafémy maju priblizne rovnaké rozlozenie. Ak

je miera opakovania blizka jednotke (teda P(X =1)=1lapre ostatné i su
pravdepodobnosti nulové), tak niektoré grafémy maju vécSie zastupenie oproti
ostatnym, teda majui vyssiu mieru opakovania.

Miera opakovania pre rozdelenie pravdepodobnosti (3.1).

n n . .
AP S
r= Q= |(-g)et e -

i=1 i=1

T i2 2
= CZZKl—Z + )(pl)L 1+2(—— >(p1pz)i‘1+:?(p§)i‘1] =

Z(pz)‘ 1——[21(102)1 t- " L(mpz)‘ ! Z 2H 1—22 2(p1p2)"” 1+Z ()~ 1”
i=1

1
+_

_ { 1—pi" 2[1-p{"? (m+Dp" 1-pp,""" (n+ 1)(p1pz)"] N
1-pf nl@-pD)* 1-pf (A-pp)? 1-pips

1[14p2—n+ 1)+ (2n% 4+ 2n — Dp2™*t2 — n2pintt
n? 1- 1)3

n+2

_ l4pip — (n+ 1%pip," + (20° + 2n — Dpyp," ! — n’pip,
(1 —-pip2)®

+

1+p2—(n+1)%p2" + (2n? + 2n — 1)p2"+2 — p2pante
+ 233
1-p9)
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3.1 Aplikacia nového modelu

Chceme aplikovat’ novy model (3.1) na modelovanie usporiadanych frekvencii grafém.
Najskor potrebujeme ziskat’ data o frekvenciach grafém. Zoberieme text zo zvoleného
jazyka abudeme pocitat’ vyskyt kazdej grafémy v texte. Ziskané frekvencie potom
usporiadame od najvicsej frekvencie po najmensiu, lebo naSou snahou je modelovat
usporiadané grafémy. Mdéze vzniknut’ otdzka, pre¢o nenechame grafémy v abecednom
poradi. Dovod je, Ze abeceda je len konvencia v usporiadani grafém v jazyku (napr.
slovencina arustina su pribuzné jazyky, ale maji roézne usporiadanie pismen v
abecede).

Z vybraného textu sme ziskali data. Teraz aplikujeme model (3.1) na tieto frekvencie.
Potrebujeme odhadnit’ nezname parametre p4, p,, n rozdelenia pravdepodobnosti (3.1).
Parameter n je pevne dany, predstavuje pocet grafém v danom jazyku. Nezndmymi
parametrami su uz len pq, p,.

Tieto parametre budeme odhadovat’ metédou minimalneho y? opisanou v kapitole 1.2.
Triedy vytvorime tak, Ze polozime s=1 ak =n. Neznamy parameter je
0 = (p1,p,)T. Pravdepodobnost’ toho, ze ndhodna premenna padne do i - tej triedy bude

Pi=PX=0)=P(pup)=c |[(1-2)pi ™t +5pit|  prei=12,..,n.

n

Pocetnost’ M; v kazdej i - tej triede bude reprezentovana frekvenciou i - tej grafémy f;.

i=1

Odhady parametrov p;,p, najdeme minimalizaciou (1.9). Musime eSte zohl'adnit

Celkovy rozsah N je dany ako

podmienku pre neznamy parameter 0 <p; <1, 0 <p, <1. Dostdvame nasledovnu
minimaliza¢na Glohu

k

(fi — NP;(p1,p2))*

min Z 0<p <1,0<p, <1{. 3.7)
{ —~ NP;(p1,p2) ! 2 (

Tato tloha nema explicitné rieSenie, preto ju budeme rieSit numericky. Aby sme mohli
pouzit’ nejaki numerickd metddu, potrebujeme uréit’ vhodné pociatoéné odhady p?, p?
(pracujeme so Statistickym softvérom R, v ktorom vhodnou numerickou metddou je L-
BFGS-B, ktora vyzaduje, aby boli pociatocné odhady z ohraniceni ulohy). Ako
najjednoduchsia moznost’ vypoctu pociatocnych odhadov sa ponuka porovnanie v prvej
az tretej teoretickej a nameranej frekvencie.
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Teda vyrieSime systém rovnic

fi=NP, = Nc

=NP,=N [(1 2) +2 ]
fo= 2 = IVC n D1 npz

_NP _N [(1 3) 2+3 2] 38
f3= 3 = INC n P1 an (3.8)

Z prvej rovnice dostaneme odhad normaliza¢ného koeficientu ¢ = %, potom pre

jednoduchost’ zavedieme substitucie do rovnic (3.8): F, = % a ;= % Nasledne

dostavame pociatocné odhady parametrov ako rieSenie systému rovnic (3.8)

s _ 3F(n—2)+23F;(3—n)+ F;(3n—8)

11 3n—8
o _ 2FR(m-3)—(n-2)/3F;3—-n)+F(3n—8)
P2, = 3n—8

s _ 3F(n—2)—23F;(3—n)+ F;(3n—8)
Pip = 3n-8

o _ 2F,(n—3)+ (n—2)y3F{(3 —n) + F;(3n—8)
P2y = 3n-8 '

Lenze po aplikovani tohto spdsobu vypoctu pociatoénych odhadov na konkrétnych

datach sa tento spdsob ukazal ako nevhodny, lebo napr. pre ruské frekvencie grafém
(tab. 4) sme dostali rieSenie systému (3.8)

0.8722221

=
o
i

I

9 =-0.5479728

=

N

-
Il

0.7207917

=
o
N

Il

p3, = 1.572053.
Sme mimo pozadovaného intervalu pre nezname parametre pq,p, € (0,1). Ak by sme

tymto istym sposobom vypocitali pociatocné odhady pre slovenské frekvencie (tab. 1),
tak by sme dostali komplexné rieSenie systému (3.8)

p), =0.985196 — 0.0348031 i

p3, = 0.64187 +0.765667 i

20



pfz = 0.985196 + 0.0348031 i

p?, = 0.64187 —0.765667 i .

V obidvoch pripadoch nemé6zeme odstartovat’ rieSenie tlohy (3.7). Preto sme zvolili
iny postup na vypocet pociatocnych odhadov. Rozdelenie pravdepodobnosti (3.1) je
vytvorené ako ,,linearna kombinacia“ dvoch geometrickych rozdeleni. Tak budeme na
chvil'u predpokladat’, ze frekvencie grafém sa spravaji podl'a geometrického rozdelenia
(blizsie geometrické rozdelenie pozri v [12])

PP=PX=0=0-p)"p prei=12,...

Potom odhad parametra p geometrického rozdelenia metddou maximalnej vierohodnosti
(viac k metéde maximalnej vierohodnosti pozri v [7]) je

R N
P=vw 7
el fi

Zvolime pociatoé¢né odhady pd = pd=p.

Teraz mézeme odStartovat’ numericki metdodu na rieSenie ulohy (3.7). Na rieSenie
pouzijeme software R (pozri program v prilohe), konkrétne optimalizaéni metodu L-
BFGS-B. Ta umoziiuje optimalizaciu na ohranicenom intervale (v naSom pripade

p1,p2 € (0,1)).

Po néjdeni odhadov parametrov rozdelenia musime eSte overit, ¢i je splnend
podmienku (1.10), teda ¢i

NP;(p1,0,) =5 prei =1,2,... ,n.

Kedze frekvencie st usporiadané o najvacsej po najmensiu, tak podmienka (1.10)
bude nesplnend najskor na poslednych frekvenciach. Teda ak najdeme také i, pre ktoré
bude eSte splnend podmienka (1.10), ale pre i + 1 uz splnena nebude. V takomto
pripade zmenime k = i a opdt’ budeme riesit’ ulohu (3.7), pricom sa zmeni pocetnost’
v k - tej triede
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zmeni sa aj pravdepodobnost’, Ze ndhodna premenna padne do k - tej triedy

n
P = Z Pi(p1, p2) -
j=k

3.2 Ordov graf

Ord ukazal grafické zobrazenie niektorych vybranych rozdeleni pravdepodobnosti,
ktoré mozno najst’ v [9]. Na grafe zobrazil zavislost’ S od /, kde

_ Hs e
s=ta 1="2. (3.9)

Pre k = 1,2,3 pocitame hodnotu centralneho & - teho momentu y;, podla (1.7). Ordov
graf sa da zostrojit' pre teoretické, simulované alebo pozorované ndhodné cisla zo
zvoleného rozdelenia.

Existuje viacero moznosti na konStrukciu Ordovho grafu pre teoretické
pravdepodobnosti. Jedna z moznosti je pouzit’ vzt'ahy pre strednu hodnotu (¢), disperziu
(4z) asikmost’ (u3) zvoleného rozdelenia, tie potom dosadit’ do (3.9) a dostaneme
vztahy na vypocet Sa [. Pre rozdelenie (3.1) vysli tieto vztahy prili§ komplikované
(vid' kapitola 3), preto je tento spdsob nevhodny. Dal§im sposobom je simulacia.
Predpokladajme, ze pravdepodobnostné rozdelenie obsahuje parameter 6 € 0.
Zoberieme nejaka konkrétnu hodnotu parametra 6 a nasimulujeme pravdepodobnosti

PX=i)=P(6B) pre i=12,..,n (n< ).

Ked uz pozname pravdepodobnosti s akymi ndhodna premenna nadobuda hodnoty
i=12,..,n, vieme lahko spocitat stredné hodnoty (1.7) potrebné na vypocet
centralnych momentov yy , k = 1,2,3. Takto vypocitané hodnoty S a / potom zobrazime
do grafu. Ak by sme tento postup opakovali pre vSetky hodnoty parametra 6 € O,
jednotlivé body zobrazené¢ na grafe ndm vytvoria oblast’ priznacnu pre zvolené
rozdelenie. Na obrazku (obr. 1) st zobrazené oblasti pre niektoré zndme rozdelenia
pravdepodobnosti (napr. pre Poissonovo rozdelenie dostdvame pre Tlubovolny
parameter vzdy bod [1, 1]).

Ak mame k dispozicii pozorované data, tak pre tieto data vieme spocitat’ pozorované
centralne momenty (1.7) a tym aj vypocitat hodnoty S a / podl'a (3.9), ktoré nanesieme
do Ordovho grafu. Ak mame k dispozicii viac pozorovanych dat, tak rovnakym
postupom zostrojime body pre pozorované data.
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Teda Ordov graf sluzi ako ,optické kritérium®, ¢i pozorované data pochadzaju
z predpokladaného rozdelenia. Ak sa pozorovany bod (resp. pozorované body) lezi
(resp. lezia) ,,blizko* teoretickej oblasti zvolené¢ho (= predpokladaného) rozdelenia,
nezavrhujeme predpoklad, ze pozorované data pochadzaju zo zvoleného rozdelenia.
Ordov graf ale nie je dokaz toho, Ze pozorované data pochadzaji zo zvoleného
rozdelenia, lebo oblasti v Ordovom grafe sa pre viaceré rozdelenia prekryvaju (niektoré
typy rozdeleni maju prvé tri momenty rovnaké alebo maju rovnaké pomery momentov).
Preto vtakomto pripade musime pouzit' eSte iny spOsob na potvrdenie, ¢i data
pochéadzaju zo zvoleného rozdelenia (napr. test dobrej zhody). Ak by sa pozorovany
(resp. pozorované body) nachadzal (resp. nachadzali) ,,d’aleko* od teoretickej oblasti,
tak zavrhujeme predpoklad, ze data pochadzaji zo zvolené¢ho rozdelenia a nemusime uz
pouzit’ test dobrej zhody.

s=&
H2

beta-Pascalovo

rozdelenie
<— negativne binomické rozdelenie
] e e e = <«— Poissonovo rozdelenie
hypergeometrické
rozdelenie

<4— Dbinomické rozdelenie

negativne hypergeometrické rozdelenie

Obr.1. Ordov graf pre niektoré typy rozdeleni pravdepodobnosti

3.3 Testovanie nového modelu

Model (3.1) aplikujeme na modelovanie frekvencii grafém (blizsie v kapitole 3.4)
a chceme ho testovat’. Ked’ze vyuzivame Statisticky aparat, méZeme testovat’ hypotézy.
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Ako jeden test pouZijeme Ordov graf. Zostrojime teoretické a pozorované oblasti
(blizSie opisané v Casti 3.2), ktoré nasledne porovname. Ak st ,,opticky blizko* seba,
tak nezavrhneme predpoklad, ze frekvencie grafém pochadzaju zo zvoleného rozdelenia
(z nového modelu (3.1)) aprejdeme k exaktnym metdédam. Na druhej strane ak st
,opticky daleko® od seba, tak zavrhneme predpoklad zhody modelu s datami
o frekvenciach grafém.

Dal3im pouzitim testom je y — kvadrat test dobrej zhody, ktory je blizsie popisany
v zavere Casti 1.2. Teda testujeme nulova hypotézu (1.11). Testovacia Statistika tohto
testu ma y — kvadrat rozdelenie y%(k —m — 1), kde m je pre model (3.1) rovné 2, lebo
mame dva nezname parametre p;,p, . Ked’ze test dobrej zhody skoro vzdy pre velké
rozsahy nahodnych vyberov zamieta hypotézu (1.11), pouzijeme ako testovacie
kritérium modelu koeficient C (spomenuty v zavere Casti 1.2).

3.4 Aplikacia modelu na niektorych frekvenciach grafém

Mame dostupné pozorované usporiadané frekvencie grafém', na ktoré aplikujeme
novy model (3.1). Teda sa snazime odhadnit nezname parametre rozdelenia (3.1).
Parameter n bude predstavovat pocet grafém v zvolenom jazyku a parametre p; a p,
odhadneme spdsobom uvedenym v Casti 3.1.

V tabulke (tab. 1) st pozorované usporiadané frekvencie grafém slovenského jazyka.
Teraz chceme porovnat’ pozorované frekvencie s frekvenciami grafém nového modelu.
Teoretické frekvencie modelu (3.1) vyratame tak, ze celkovy pocet grafém
N vynasobime pravdepodobnost'ou vyskytu i — tej grafémy P;

fiteOT =N Pi(ﬁl'ﬁz) .

Porovnanie pozorovanych frekvencii grafém z textu slovenského jazyka a teoretickych
z modelu (3.1) je zobrazené na obrazku (obr. 2). Modré stipce predstavuju pozorované
frekvencie grafém a Cervené stipce predstavuju teoretické frekvencie uréené z nového
modelu (3.1). Z obrazku je vidiet’ ,,dobra* zhodu, ale to nie je postacujuce. Musime to
potvrdit’ exaktnej$im spdsobom. Pouzijeme spominany test pomocou Ordovho grafu
a ak sa ten ukaze ako pozitivny, tak pouZzijeme este test dobrej zhody.

! Slovenské frekvencie grafém su prevzaté z [3], ukrajinské frekvencie z [4], slovinské frekvencie z [6],
ruské frekvencie grafém z [5], nemecké frekvencie z [1] a nakoniec tamilské frekvencie grafém st
prevzaté z [10], vSetky tieto usporiadané frekvencie su v danom poradi uvedené v tab. 1-6.
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Tab. 1. Pozorované frekvencie grafém v slovenskom jazyku

i f. i fi i fi i fi
1 14194 13 5103 25 1593 37 253
2 13772 14 4121 26 1465 38 172
3 12701 15 3845 27 1422 39 131
4 9285 16 3135 28 1395 40 124
5 8323 17 2676 29 1294 41 47
6 7099 18 2660 30 1073 42 27
7 6562 19 2408 31 947 43 10
8 6534 20 2262 32 719 44 3
9 6164 21 1954 33 402 45
10 6091 22 1825 34 346 46
11 5731 23 1685 35 297
12 5659 24 1611 36 270

n =46 N =147392

pl= 0.9412 C=0.0174

p2 =0.4288 p_hodnota = 0.000

Ako testovacie kritérium modelu (3.1) pre slovenské frekvencie najskor pouzijeme
Ordov graf. Vytvorime teoreticki oblast’ pre hodnoty neznamych parametrov
(py €(0.90,0.98), p, € (0.39,0.47), n = 46 ) v blizkosti odhadov parametrov p; a Py,
ktoré st uvedené dole v tabul'ke (tab. 1).
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Obr. 2. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém slovenského jazyka
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Ako je vidiet na obrazku (obr. 3), tak pozorovany bod (Cerveny trojuholnik)
vypocitany z frekvencii grafém uvedenych v tabulke (tab. 1) je ,,blizko* teoretickej
oblasti (Cierna krivka). Teda nezamietame, ze frekvencie grafém slovenského jazyka
pochédzaju z pravdepodobnostného rozdelenia (3.1).

Obr. 3. Ordov graf pre frekvencie grafém slovenského jazyka

Dalsim testovacim kritériom je test dobrej zhody (blizsie opisany v Gasti 1.2). P —
hodnota testovacej Statistiky je uvedend dole v tabulke (tab. 1). Kedze tento test
zamietol nulovu hypotézu (1.11) (p - hodnota vysla mensia ako 0.05, preto zamietame
nulovu hypotézu), preto sa pocita koeficient C (uvedeny dole v tabulke (tab. 1)).

Analogicky postup urobime aj pre dostupné pozorované frekvencie z ukrajinského,
slovinského a ruského jazyka, pricom Ordov graf uvedieme uz len pre ukrajinské data.
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Tab. 2. Pozorované frekvencie grafém v ukrajinskom jazyku

i fi i fi i fi
1 37267 12 13697 23 5074
2 32774 13 12959 24 4625
3 25080 14 12949 25 3876
4 24639 15 12398 26 3843
5 21053 16 10584 27 3565
6 20941 17 8944 28 2857
7 20075 18 8877 29 2790
8 19171 19 7487 30 2484
9 16296 20 6888 31 2407
10 16240 21 6406 32 506
11 13936 22 5850 33 78
n=33 N =386616
pl=0.9370 C=0.0135
p2 =0.9085 p_hodnota = 0.000
(o]
(o]
2 7 O pozorované frekvencie f x
@ B teoretické frekvencie NP_x
(o]
o
g
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(']
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(]
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“ﬂﬂﬂﬂ“ﬂﬂﬂﬂd]
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Obr. 4. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém ukrajinského jazyka
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Obr.5. Ordov graf pre frekvencie grafém ukrajinského jazyka

Tab. 3. Pozorované frekvencie grafém v slovinskom jazyku

i fi i fi i fi
1 32036 10 14043 19 5055
2 31891 11 13034 20 4608
3 31122 12 10517 21 2606
4 27150 13 10514 22 2554
5 22905 14 10216 23 2463
6 16088 15 9568 24 1675
7 16084 16 7446 25 497
8 15221 17 6413 30 2484
9 14668 18 5361 31 2407

n=25 N =313735

pl=0.9317 C=0.0145

p2 =0.8781 p_hodnota = 0.000
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Obr. 6. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém slovinského jazyka

Ak si pozrieme hodnotu koeficientu C v tabulkach (tab. 1 - 4), tak hodnota tohto
koeficientu vysla vo vSetkych pripadoch mensia ako 0.02. Teda sme sa dostali pod
pozadovanu hranicu, zhoda modelu s datami o frekvenciach grafém je postacujuica.

Tab. 4. Pozorované frekvencie grafém v ruskom jazyku

i f_i i fi i fi
1 982048 12 272216 23 101994
2 763584 13 262459 24 93156
3 701891 14 248196 25 77999
4 593949 15 222221 26 69870
5 563581 16 195629 27 54464
6 532783 17 181684 28 30584
7 456610 18 163449 29 24421
8 423657 19 156929 30 22314
9 403285 20 151944 31 9578
10 353818 21 146832 32 2257
11 295548 22 138459

n=32 N = 8697409

pl=0.9242 C=0.0152

p2 =0.8915 p_hodnota = 0.000
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Obr. 7. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém ruského jazyka

3.5 Modifikacia prvej triedy

Pri modelovani frekvencii usporiadanych grafém v niektorych jazykoch musime
modely modifikovat’. Napriklad v nemcine alebo tamil¢ine sa jedna graféma v textoch
vyskytuje vyrazne CastejSie ako ostatné grafémy. Teda v datach méme na zaciatku jednu
frekvenciu, ktord vyrazne prevysuje ostatné. Ak by sme na takéto data pouzili pdvodny
modelu (3.1), tak zhoda modelu s datami nie je postacujuca (napr. pre nemecké
frekvencie v tabulke (tab. 5) vysiel koeficient C pre model (3.1) az 0.0362). Preto
musime modifikovat’ povodny model. Jedna z moznosti je pouzit’ modifikaciu prvej
triedy (modifikujeme pravdepodobnost vyskytu prvej grafémy), tito modifikaciu
mozno najst’ v [13].

Q= 1_b(1_P1)
Q. = bP, pre x=2,3,..,n , (3.10)

kde 0 <b <1 a P, su pravdepodobnosti z povodného modelu (3.1), teda aj Q, tvori
pravdepodobnostné rozdelenie.

V modifikovanom modeli sa vyskytuje dal$i neznadmy parameter b. Nezndme
parametre sa budu opit’ odhadovat’ metédou minimalneho y?2, popisanou v kapitole 3.1,
kde namiesto pravdepodobnosti P; dosadime pravdepodobnosti Q;. Namiesto ulohy
(3.7) rieSime ulohu
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k
(fi _NQi(plﬂpZ'b))z
mi ,0< <1,0< <1,0<bh <1;.
P11P2rb{ Z NQi(pl' P2, b) P P2

i=1

Pociato¢né hodnoty parametrov p? a pd zvolime rovnako ako pri pdvodnom modeli
(3.1) a po¢iatoenti hodnotu b°® uréime z rovnice

NQ; =N(1-b°(1—P)) = fi,

odkial b? = L.

Ak sa vratime k pévodnému modelu (3.1), v ktorom P; = ¢ = % ,potom b° =1.

V tabul’ke (tab. 5) su zobrazené pozorované frekvencie z nemciny. Je vidiet, Ze prva
frekvencia mé ovela vyssiu frekvenciu ako druha.

Z obrazku (obr. 8) je vidiet, Ze modifikovany model (3.10) spravne zachytil prva
frekvenciu a aj d’alSie frekvencie. Podobne je to aj stamilCinou, ktorej pozorované
frekvencie st zobrazené v tabulke (tab. 6) aporovnanie pozorovanych frekvencii
s modifikovanym modelom (3.10) je zobrazené na obrazku (obr. 9).

Tab. 5. Pozorované frekvencie grafém v nemeckom jazyku

i fi i fi i fi
1 28711 11 6559 21 2496
2 17814 12 5390 22 1948
3 14575 13 5386 23 974
4 12258 14 4923 24 785
5 12251 15 4808 25 633
6 11908 16 3825 26 446
7 9898 17 3028 27 388
8 8282 18 2804 28 312
9 7270 19 2686 29 212
10 6691 20 2626 30 35

n=30 N =179922

pl=0.9479 C= 0.0097

p2 =0.7917 p_hodnota = 0.0000

b=0.9332
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Hodnota koeficientu C uvedena v tabulkach (tab. 5 - 6) je ovel’a mensia ako 0.02, teda
modelu (3.10) s datami
a tamilského jazyka je ,,ve'mi dobra.*

zhoda modifikovaného
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Obr. 8. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém nemeckého jazyka

Tab. 6. Pozorované frekvencie grafém v tamilskom jazyku

i fi i fi i fi
1 11462 11 2902 21 1087
2 6050 12 2807 22 970
3 5844 13 2599 23 899
4 5423 14 2440 24 755
5 5083 15 2214 25 674
6 4157 16 2019 26 623
7 3729 17 1763 27 420
8 3526 18 1669 28 382
9 3331 19 1510 29 201
10 3119 20 1329 30 0

n=30 N = 78987

pl=0.9796 C= 0.0063

p2 =0.5964 p_hodnota = 0.0000

b =0.9310
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Obr. 9. Porovnanie pozorovanych a teoretickych frekvencii grafém tamilského jazyka
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Zaver

Navrhnuty model bol testovany na datach zniekolkych jazykov. Pre slovencinu,
ukrajin¢inu, slovin€inu arusStinu je miera zhody modelu s datami postaCujica (vo
vsetkych pripadoch vysiel koeficient C (1.12) mensi ako 0.02). Pre iné jazyky (nemcina,
tamil¢ina) je potrebne modifikovat pravdepodobnost’ najCastejSie sa vyskytujicej
grafémy.

Praca prinaSa najmé teoretické vysledky, zaroven sa vSak moéze stat’ zakladom pre
aplikécie (nutnym d’al§im krokom je interpretacia parametrov).
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Priloha

Zdrojovy kéd pouzity vsoftvéry R na vypocet odhadov neznamych parametrov
diskrétneho rozdelenia (3.1).

Px <- function(i,p1,p2,n) {
P <-¢(n)
¢ <= ((1/n)*((p1*n + n)/(1-p1) - (1-p1%(n+1))/(1-p1)"2 + (1-p2*(n+1))/(1-p2)"2 -((n+1)*p2*n)/(1-p2) ))*(-1)
return(c*((1-i/n)*p14(i-1) + (i/n)*p27(i-1) ))

chi_func <- function(x) {

p1 <-X[1]

p2 <-X[2]

s<-0

s p<-0

fp<-0

P <- c(k)

¢ < ((1/n)*( (p1"n + n)/(1-p1) - (1-p1A(n+1))/(1-p1)*2 + (1-p2*(n+1))/(1-p2)*2 -((n+1)*p2"n)/(1-p2) ))"(-

1)

for(iin 1:(k-1)) {
P[i] <- c*((1-i/n)*p127(i-1)+(i/n)*p2/(i-1))
s <- s + (f[il-N*P[i])*2/(N*Pi])

}

for(iin kin)  {
s_p <-s_p + c*((1-i/n)*p12(i-1)+(i/n)*p2”(i-1))
f p<-f_p+Ai]

}

Pkl <-s_p

s <-s + (f_p-N*s_p)*2/(N*s_p)
return(s)

}

min_chi_method <- function(f) {
f <<-1(f)
n <<- length(f)
N <<-sum(f)
k<<-n
c_init <- f[1}/N
p1_start <- 1 - N/sum((1:n)*f)
p2_start <- p1_start
je_splnene <- FALSE
k_pom <- k
while(je_splnene == FALSE) {
sol <- optim(c(p1_start,p2_start),chi_func,gr = NULL, method="L-BFGS-B",
lower = ¢(0.01,0.01), upper = ¢(0.99,0.99))
p1_estim <- sol$par[1]
p2_estim <- sol$par[2]
N_P_chi <- c(k)
N_P_chi <- N*Px(1:(k-1),sol$par[1],sol$par[2],n)
N_P_chi[k] <- N*sum(Px(k:n,sol$par[1],sol$par[2],n))
i<-1
while (N_P_chi[i] >=5) {
i <-i+1
if (i == (k+1)) break
}
k <-i-1
if (k == k_pom) je_splnene <- TRUE
k_pom <-k

solution <- ¢(p1_estim, p2_estim)
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N_P_teor <- ¢(n)

N_P_teor <- N*Px(1:n,sol$par[1],sol$par[2],n)

C <- chi_func(solution)/N

p_value <- 1-pchisq(chi_func(solution), df = k - 3)
return(solution,N_P_teor,C,p_value)

}

# Modifikacia prvej triedy

Qx <- function(x,p1,p2,b,n) {
if(x ==1) pom <- ( 1-b*(1-Px(1,p1,p2,n)))
else pom <-(b*Px(x,p1,p2,n))
return(pom)

chi_func_mod <- function(x) {
p1 <-x[1]
p2 <- x[2]
b <- x[3]
s<-0
s_k_trieda <-0
f_k_trieda <-0
Q <-c(k)
P <-c(k)
¢ <- (1n)*((p1%n + n)/(1-p1) - (1-p1*(n+1))/(1-p1)"2 + (1-p2*(n+1))/(1-p2)"2 -((n+1)*p2"n)/(1-p2) ))(-
1)
for(i in 1:(k-1))
P[i] <- c*((1-i/n)*p12(i-1)+(i/n)*p2.(i-1))
if (i==1) Q[i] <- 1-b*(1-P[i])
else Q[i] <- b*P[i]
s <- s + (flil-N*Q[i))*2/(N*Q[i])

}

for(iin kin)  {
s_k_trieda <- s_k_trieda + b*c*((1-i/n)*p14(i-1)+(i/n)*p2(i-1))
f_k_trieda <-f_k_trieda + f[i]

}

Q[k] <- s_k_trieda

s <-s + (f_k_trieda-N*s_k_trieda)*2/(N*s_k_trieda)
return(s)

}

min_chi_method_mod <- function(f) {
f <<-{(f)
n <<- length(f)
N <<- sum(f)
k<<-n
c_init <- f[1}/N
p1_start <- 1 - N/sum((1:n)*f)
p2_start <- 1 - p1_start
b_start <- 1
je_splnene <- FALSE
k_pom <- k
while(je_splnene == FALSE) {
sol <- optim(c(p1_start,p2_start,b_start),chi_func_mod,method="L-BFGS-B",
lower = ¢(0.001,0.001,0.001), upper = ¢(0.999,0.999,0.999))
p1_estim <- sol$par[1]
p2_estim <- sol$par[2]
b_estim <- sol$par[3]
N_P_chi <- c¢(k)
for(iin 1:k-1) {
N_P_chi[i] <- N*Qx(i,sol$par[1],sol$par[2],sol$par[3],n)

}
suc<-0
for (i in k:n) {
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suc <- suc + N*(Qx(i,sol$par[1],sol$par[2],sol$par[3],n))

}
N_P_chi[k] <- suc
i<-1
while (N_P_chi[i] >=5) {
i <-i+1
if (i == (k+1)) break
}
k <-i-1
if (k == k_pom) je_splnene <- TRUE
k_pom <-k
}
N_P_teor_mod <- c(n)
for(iin 1:n){
N_P_teor_modli] <- N*Qx(i,sol$par[1],sol$par[2],sol$par[3],n)

solution <- c(p1_estim, p2_estim,b_estim)
C <- chi_func_mod(solution)/N

p_value <- 1-pchisq(C*N, df = k - 3)
return(solution,N_P_teor_mod, C, p_value)

}

# Ordov graf
poc <- 80

p1 <-¢(poc)

p1[1] <- output$solution[1]-0.04
for(i in 2:poc) p1[i] <- p1[i-1] + 0.001

poc_1<-80

p2 <- c(poc_1)

p2[1] <- output$solution[2]-0.04

for(i in 2:poc) p2[i] <- p2[i-1] + 0.001

#n <- c(20:80)
n <- length(f)
m<-0

S<-0

I<-0

for(j in 1:length(n){ #--- vypocetSal ---
for(k in 1:length(p1))
for(lin 1:length(p2)X{

m <- m+1
i <-c(1:n[j])
mi <- sum(i*Px(i,p1[K],p2[l],n[j]))
mi_2 <- sum((i-mi)*2*Px(i,p1[k],p2[1],n[j]))
mi_3 <- sum((i-mi)*3*Px(i,p1[k],p2[1],n[j]))
S[m] <- mi_3/mi_2
I[m] <- mi_2/mi

}
}

}
S[length(S)+1] <- -1
Illength(l)+1] <- 0

# Ordov graf pre pozorovane frekvencie

mi_poz <- sum(i*f)/sum(f)

mi_poz_2 <- sum(f*(i-mi_poz)"2)/sum(f)
mi_poz_3 <- sum(f*(i-mi_poz)"3)/sum(f)
S poz <- mi_poz_3/mi_poz_ 2

|_poz <- mi_poz_2/mi_poz
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