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Abstrakt

Cielom tejto diplomovej prace je hladanie odpovede na otazku, aké je
riziko portfolia v zavislosti od dlzky investicie.

Citatel sa zoznami s roznymi pristupmi k problematike, ako s tedriou
pravdepodobnosti prepadu, s teériou poistenia proti strate, ¢i uz s teériou
zostavenia portfolia pomocou stochastického dynamického programovania s
roznymi funkciami uzito¢nosti, konkrétne s Bernoulliho, izoelastickou, expo-
nencialnou a kvadratickou funkciou.

Jedine v pripade tedrie pravdepodobnosti prepadu sa potvrdila myslienka,
7e ¢im dlhSie jedinec planuje investovat, tym viac sa mu oplati investovat do
akcii. Ostatné pristupy tito myslienku nepodporili, respektive v pripade izoe-
lastickej funkcie uzitocnosti pri zostaveni portfolia pomocou stochastického
dynamického programovania na dlzke investovania nezalezalo.
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Abstract

The aim of this thesis is to seek the answer to the question, how the risk
of the portfolio depends on the length of the investment.

The reader will be introduced to different approaches of the problem, such
as the theory of the probability of shortfall, theory of insuring the portfolio
against shortfall and the theory of portfolio selection by dynamic stochastic
programming with different kinds of utility functions, specifically Bernoulli’s,
isoelastic, exponential and quadratic functions.

Only in case of the theory of the probability of shortfall is true, that
the longer one plans to invest the more it’s worth to invest in stocks. The
other approaches didn’t prove this theory, actually in case of the portfolio
selection by dynamic stochastic programming with isoelastic utility function
the portfolio selection was not influenced by the length of the investment.

Key words:

portfolio risk, probability of shortfall, insuring against shortfall, dynamic
stochastic programming
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Kapitola 1

Uvod

Cim modernejSia doba, tym viac moznosti. O tom niet pochyb ani vo
finan¢nej oblasti. V dnes$nej dobe viac a viac I'udi rozmysla nad investovanim
svojho majetku roznymi sposobmi, a tym si nasetrit vac¢si majetok na bliziaci
sa dochodok.

Investori zostavuju svoje portfélio z dlhopisov s bezrizikovym vynosom
a z akcii s vyssim, ako bezrizikovym vynosom. Niektori st opatrni, to zna-
mena, Ze im sta¢i aj mensi vynos, pokial maju istotu, Ze ich investicia bude
vynasat vopred zaruc¢eni sumu. Ini investori si vSak odvaznejsi a za urcity,
vyS§i vynos st ochotni akceptovat urc¢ité riziko.

Investori, ktori maji menej znalosti o fungovani finan¢ného trhu sa c¢asto
pytaja: ,,Ako si teda zostavit portfolio? Co sa oplati viac? Investovat do akcii?
Do dlhopisov? Aka kombinécia tychto aktiv je najvyhodnejsia pre mna?

Odpoved nie je jednozna¢na. Mnohokrat zalezi nielen na preferenciach
a opatrnosti investora, ale aj na jeho veku, pretoze ten ovplyviuje predpo-
kladant di7ku investovania.

Takisto nezanedbatelnym faktorom je, Ze samotné preferencie, ¢i finan¢na
situacia jedinca, sa mozu pocas zivota menit, a v tom pripade by sa investor
samozrejme nechcel zaviazat az do konca zivota. Moze preferovat investovanie
viackrat na kratSie obdobia, napriek tomu, ze nevie, ¢i dlohodoba investicia
vynasa viac alebo menej.

Konven¢né ,,midrost“profesionélnej investi¢nej komunity hovori , ze mlad-
§i investori by mali investovat vo vi¢sej miere do akcii, kym starsi investori
by mali byt viac opatrni a investovat skor do dlhopisov. Celkova idea spociva
v tom, Ze rizikovost akcii klesa s dlzkou ¢asového horizontu investovania, t.j.
¢im dlhSie jedinec planuje investovat, tym je nizSia rizikovost. Existuje viac
teorii. Niektoré tento nazor podporuji, iné ho vsak vyvracaju.

V teérii pravdepodobnosti prepadu bude riziko predstavovat samotna
pravdepodobnost, ze investicia do akcii bude mat mensi vynos ako investicia



do dlhopisov.

Iné pristupy k tejto problematike vSak tuto teoriu nepodporuju. Napri-
klad v tedrii poistenia proti strate sa nam riziko akcii v portféliu bude odzr-
kadlovat vo vyske zaistenia. V Samuelsonovom modeli stochastického dyna-
mického programovania, vaha ktoré sa bude investovat do akcii, bude zavisiet
od typu funkcie uzitocnosti.

V nasledujicom predstavime tieto teorie a budeme sa snazit najst odpoved
na otazku, ako spravne zostavit portfolio v zavislosti od ¢asového horizontu.



Kapitola 2

Teoéria pravdepodobnosti prepadu

Predovsetkym je potrebné ujasnit si pojem prepadu. Prepad nastane, ak
po uplynuti obdobia investovania ma akcia nizsi vynos ako je vopred urceny
cielovy vynos. Cielovy vynos sa obvykle ur¢i ako vynos bezkupénového dl-
hopisu pri bezrizikovej irokovej miere na tom istom ¢asovom horizonte, ako
investicia do akcie. Matematicky sformulované, prepad nastane, ak

Wg > Wy,

kde Wpg je vynos investovania do dlhopisov pri bezrizikovej trokovej miere
rs a Wg je vynos investovania do akcii.

Nech prepad predstavuje rizikovost akcie, potom nagou tlohou bude ski-
mat pravdepodobnost prepadu P(Wpg > Wy) pri roznych ¢asovych hori-
zontoch. V tavode sme tvrdili, Zze rizikovost investovania do akcii by mala
casom klesat, ¢o je ekvivalentné klesaniu pravdepodobnosti prepadu rastom
¢asového horizontu.

Pozrime sa najprv na vynosy jednotlivych investicii. Ozna¢me si nas za-
¢iato¢ny kapital ako W. Potom vynos investicie do dlhopisov bude v c¢ase t

mat hodnotu
WB = W()@Tft,

a vynos investicie do akcii bude mat hodnotu

WS _ Woe(rf—i-rp)t—i-JZ\/i’

kde 7, je prémiova trokova miera, Z je ndhodnd premennd s normalnym
rozdelenim Z ~ N(0,1) a o je smerodajna odchylka vynosu akcie.
Budeme skumat ako sa bude vyvijat pravdepodobnost

P[Woerft > Woe(rf—i-'rp)t—f—UZ\/Z].



Pozrime sa vSak najprv na argument tohto vyrazu:

Wyerst > Woe(rf+r,,)t+crz\/i
Vieme to upravit nasledovne:
0>rpt+o0Z2 V.
Teda v skutoc¢nosti skiimame spravanie

P(0 > rpt +0ZVt),

P(Z<—Tpt>:P<Z<—Tp\/%)
oVt o

Vieme, 7ze Z ~ N(0, 1), preto budeme skumat priebeh funkcie

o (—Tp;/%> .

K tomu potrebujeme predovsetkym zistit hodnoty 7, a o.
Zistenie 1, teda prémiovej trokovej miery, vyzaduje hlbsie Stidium, a pre-
to ju v tejto praci ani nebudeme skiimat. Pouzijeme informécie z ¢lanku [3].
Prémiova drokova miera je vynos, ktory drzitelia akcii dostavaja za to,
7e sa rozhodli investovat do rizikovych aktiv namiesto bezrizikovych dlhopisov.
Jej hodnota je urcena ako rozdiel vynosu akcie 74 a bezrizikovej trokovej
miery 7y:

inak vyjadrené:

Tp=1T4—TF.

Aby autori dosiahli objektivne vysledky, skimali nielen americky, ale aj
medzinarodny finanény trh na dlhodobej peridode. Pouzili data 15 krajin
pocas 102 roc¢nej periody, od 1900 po 2001.

Nasledujtci graf zobrazuje ro¢né vynosy akcii 15 krajin, v percentach, a
svetového indexu, ktory je kombinacia tychto krajin.
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Obr. 2.1: Ro¢né vynosy akcii v percentach

Ako vidime, keby sa autori sustredili iba na kratke obdobia, I'ahko by sa
mohlo stat, Zze by dostali prili§ vysoki, alebo naopak, prili§ nizku, dokonca az
zapornu urokovia mieru akcii. Napriklad kym v poslednej dekéde 20. storocia
boli vynosy akcii dvojciferné ¢isla, v rokoch 2000 - 2001 boli skoro v kazdej
skiimanej krajine zaporné, ¢o by samozrejme viedlo k zapornej prémiovej
urokovej miere. Bolo by teda mylné analyzovat iba z kratkodobych dat, pre-
toze finan¢ny trh je volativny. Dlhodobé data vSak pomdzu spracovat jeho
vykyvy.

Je takisto nekorektné pouzit data iba Spojenych Statov americkych, ked
sticasne existuje finan¢ény trh aj v inych Statoch. Aby autori urcili objektivnu
hodnotu prémiového rizika, pouzili data 15 krajin a svetového indexu, ktory
vznikd kombinaciou dat tychto krajin. St zahrnuté dva najvicsie severo-
americké trhy: USA a Kanada, Velk4 Britania (UK), sedem trhov z eurozony
(z roku 2001), tri dalsie eurdpske trhy, dva éazijsko - pacifické trhy a je-
den africky trh. Trhy tychto krajin tvorili 95 % finan¢ného trhu na zaciatku
vyskumu v roku 2002 a podla predpokladov tvorili viac ako 90 % finan¢ného
trhu na zaciatku skiimanej periody, teda v roku 1900.

Nasledujuca tabulka predstavuje historické prémiové tirokové miery. Lava,
strana tabulky predstavuje prémiové urokové miery vzhladom ku kratko-
dobym pokladni¢nym poukazkam, kym prava strana predstavuje prémiové
urokové miery vzhladom k dlhodobym vladnym dlhopisom. Obe polky ta-
bulky nam predstavuja tri ¢isla: geometricky priemer, aritmeticky priemer a
standardni odchylku.

Treba este spomentit, ze svetovy index bolo treba ur¢it v jednotnej mene,
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ktorym sa stal americky dolar a vaha jednotlivych krajin bola ur¢ena podla
hrubého doméaceho produktu GDP jednotlivych krajin.

Relative to bills Relative to bonds
Geo Arith Geo Arith
metric metic metric metic
Country mean mean SD | mean mean SD
Australia 7.0 8.5 17.2 6.3 7.9 18.8
Belgium 2.7 5.0 23.5 2.8 4.7 20.7
Canada 4.4 5.7 16.7 4.2 5.7 17.9
Denmark 1.6 3.2 194 1.8 3.1 16.9
France 7.1 9.5 23.9 4.6 6.7 21.7
Germany 4.6 10.0 35.3 6.3 9.6 28.5
Ireland 3.4 5.3 20.5 3.1 4.5 17.3
Italy 6.6 10.6 32.5 4.6 8.0 30.1
Japan 6.4 9.6 27.9 5.9 10.0 33.2
The Netherlands 4.8 6.8 22.3 4.4 6.4 21.5
South Africa 6.1 8.2 22.4 5.4 7.1 19.6
Spain 3.1 5.2 21.4 2.2 4.1 20.2
Sweden 5.3 7.4 21.9 4.9 7.1 22.1
Switzerland 4.0 5.8 19.6 2.4 3.9 18.0
United Kingdom| 4.5 6.2 19.9 4.2 5.5 16.7
United States 5.6 7.5 19.7 4.8 6.7 20.0
World 4.6 5.9 16.5 4.3 5.4 14.6

Tabul'ka 2.1: Ro¢né prémiové vynosy v percentach

Pocas 102 roc¢nej periody ro¢na prémiova urokova miera vzladom k po-
kladni¢nym poukéazkam bola 4.5 % pre Spojené staty americké, 5.6 % pre Spo-
jené kralovstvo. Priemer tychto 16 ro¢nych prémiovych urokovych mier je
4.8 %, kym hodnota pre svetovy index je 4.6 %. Podobne pre prémiové
urokové miery vzhladom k Statnym dlhopisom: 4.8 % v Spojenych $tatoch
americkych, 4.2 % v Spojenom kralovstve a priemer 16 hodnot aj svetovy
index sa v tomto pripade zhoduji, konkrétne to je 4.3 %.

Vratme sa teraz naspéat k naSej povodnej ilohe, skimaniu priebehu funkcie

(=)

tentokrat ale uz poznajuc potrebné hodnoty. Ako obrazkovu ilustraciu si
zvolme svetovy index pre pokladni¢né poukazky, teda za hodnotu prémiove;j
urokovej miery 4.6 % a Standardnéa odchylka bude 16.5 %.
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Tabulka 2.2 a obrazok 2.2 pekne znazornuju, ze pravdepodobnost prepadu
¢asom Kklesé.

Cas | Pravdepodobnost
pri geom. priemere

0 0.5

1 0.39020387

2 0.346692527

D 0.266514517
10 0.188995271
20 0.106239649
50 0.024343115
75 0.007881136
100 0.002652779

Tabulka 2.2: Rast pravdepodobnosti prepadu v zavislosti od ¢asu pri geome-
trickom priemere prémiového rizika

Pravdepodobnost’ prepadu

0.5
0.45
0.4 4
0.35
0.3 1

£ 025
o2 1N
015 <
01

0.65 \

Obr. 2.2: Rast pravdepodobnosti prepadu v zavislosti od ¢asu pri geometric-
kom priemere prémiového rizika

Podla A-G nerovnosti vieme, ze aritmeticky priemer je vzdy vacsi, ako
geometricky. Ako sa chova pravdepodobnost prepadu, ak pouzijeme aritme-
ticky priemer? Alebo polozme otazku inak: ako sa chova pravdepodobnost
prepadu, ak je prémiova urokova miera vac¢sia? Odpoved najdeme v tabulke
2.3 a na obrazku 2.3:
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Cas | Pravdepodobnost | Pravdepodobnost
pri geom. priemere | pri arit. priemere

0 0.5 0.5

1 0.39020387 0.360330471

2 0.346692527 0.306537667

) 0.266514517 0.211981748
10 0.188995271 0.129079408
20 0.106239649 0.054896147
50 0.024343115 0.005728514
75 0.007881136 0.000978517
100 0.002652779 0.000174646

Tabulka 2.3: Porovnanie rast pravdepodobnosti prepadu v zavislosti od ¢asu
pri geometrickom a pri aritmetickom priemere prémiového rizika

Pravdepodobnost’ prepadu

0.5

0.45 —— geometricky priemer —
0.4 —— aritmeticky priemer |
0.35
05 L\

£ 025 1 \\
02

01

0.05 o~

0 20 40 T 60 80 100

Obr. 2.3: Porovnanie rastu pravdepodobnosti prepadu v zavislosti od ¢asu
pri geometrickom a pri aritmetickom priemere prémiového rizika

Vidime, 7e ¢im vicSia je prémiova urokova miera, tym rychlejSie pravde-
podobnost prepadu klesa, ¢o je celkom logicky vysledok, pretoze ¢im vacsia
je prémiova trokova miera, tym vacsiu sumu jedinec ziska za svoje akcie, teda
tym mensia je pravdepodobnost prepadu.
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Kapitola 3

Poistenie proti strate

V predchadzajicej casti sme ukazali, ze pravdepodobnost toho, Ze in-
vestor zarobi viac investovanim do dlhopisov ako do akcii, ¢asom klesa. Inak
formulované, ¢im dlhsSie planuje jedinec investovat, tym viac sa mu oplati
investovat do akcii. Nie je to v8ak jediny faktor, ktory by ho mal ovplyvio-
vat pri konstrukcii portfolia. V predchadzajicej ¢asti sme totiz skimali iba
vynosy, nemali sme vSak zahrnuté vzniknutie moznej straty.

Ak by bola pravda, ze akcie st menej riskantné v dlhodobom horizonte,
potom cena poistenia proti prepadu (mensiemu zisku, ako pri bezrizikovej
trokovej miere), by mala tiez klesat s rastom dlzky ¢asu investovania. Opak
je vsak pravdou.

Zadefinujme si cenu tohoto zaistenia P, ako sumu, ktort priplatime na za-
¢iatku k cene akcie, aby sme na konci investovania mali aspon taky vynos,
ako pri bezrizikovej urokovej miere. Ak je cena akcie S, potom cena, ktorid
zaplatime za kazdu akciu zabezpe¢nenu proti prepadu bude (S + P).

Ako v8ak najst spravnu hodnotu P? Pouzijeme metdédu ocenovania de-
rivatov. Najefektivnejsia forma zabezpecenia je Put opcia eurdpskeho typu,
ktora vyprsi za T rokov a jeho realiza¢né cena sa zhoduje s budicou hodno-
tou portfolia pri zlozitom troc¢eni T-ro¢nou bezrizikovou drokovou mierou r,
t.j. E = Se™. Ak v ¢ase expiracie (t.j. T rokov od kupovania) hodnota négho
portfolia prevysi hodnotu realiza¢nej ceny, Put opcia sa neuplatni. Ak vsak
nastane prepad, Put opcia sa uplatni a jej hodnota bude prave rozdiel medzi
realizacnou a skuto¢nou cenou.

Ak sa pozrieme na Put-Call paritu pre europske opcie, Tahko vidno,
ze cena Put opcie sa bude zhodovat s cenou Call opcie:

P+S=C+EeT,

kde P je cena Put opcie, S je cena akcie, C je cena Call opcie a E je realiza¢na
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cena. Potom

P+S=C+8eTe™
P+S=C+S
P=C

Na odvodenie hodnoty Call (a teda aj Put) opcie pouzijeme najcastejsie
pouzivanu Black - Scholesovu formulu.

P=C=8¢(d) — Be ™ ¢(dy),
kde
(h::zn%-+rit+§o2T _Ing+1T—30°T
ovVT ov'T ’

o je volatilita ceny akcie a ¢ je distribu¢na funkcia norméalneho rozdelenia.
PretoZe v nagom pripade E = Se’”, sa to tato formula da Tahko upravit
na formu:

a dg

P = S[¢p(d1) — ¢(da)],
kde
In Se% +7rT + %JZT ~In e 4T + %JZT B
oVT a ovT N
—rT +rT + %O’ZT %O'QT ovT
oVT T oJT 2

a ekvivalentnym odvodenim

d1:

dy = — 5
Pomocou vlastnosti distribu¢nej funkcie normélneho rozdelenia:
¢(—z) =1—¢(x)

mozeme cenu Put opcie vyjadrit ako

P = S[¢(d) — ¢(ds)] = S [¢ <ﬂ> —¢ (—ﬂ>

e ) )|
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Zostava nam uz iba pozriet sa na to, ako sa chova cena Put opcie s
rasticim expira¢nym ¢asom T. Pouzime akciu, ktorej hodnota je S = 100 $,
smerodajnéd odchylka vypocitanad z historickych dat je o = 0.2. Nasledujuci
graf zobrazuje cenu Put opcie v zavislosti od ¢asu expira¢nej doby.

Cas

Cena Put Opcie

1
2
5
10
15
20
30

7.965579107
11.24629692
17.69366498
24.81702355
30.14645415
34.52791092
41.61176406

Tabul'ka 3.1: Rast ceny Put Opcie v zavislosti od ¢asu

45

Cena Put opcie v zavislostiod ¢€asu

40 ~
35

30
25

20 4

15
10 +—

15 20 25 30

Obr. 3.1: Rast ceny Put Opcie v zéavislosti od ¢asu

Distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia je rastica funkcia, to zna-
mené, ze pri cene S a pri volatilite ¢ bude rastiicim expiraénym c¢asom aj
cena Put opcie rast. To znamend, Ze cena poistenia proti prepadu rastom
¢asového horizontu tiez rastie, ¢o podla nasho predpokladu hovori o tom,
ze rizikovost akcii rastie rastom investi¢nej doby.
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Kapitola 4

Zostavenie portfolia pomocou
stochastického dynamického
programovania

4.1 Zakladné predpoklady

Viacsina tloh skonstruovania portfolia sa riesi ako jednoperiédova tloha.
To znamena4, 7e raz sa najde optiméalne portfolio, ktoré sa uz potom nemeni.
V skutocnosti sa vSak da zostavené portfolio prisposobit, ¢i uz aktuélnej
situacii na finan¢nom trhu alebo aj aktualnym preferenciam investora, a tym
sa uloha stava viacperiédovou. Nositel Nobelovej ceny za ekonémiu, P. A.
Samuelson, riesil takito tlohu ako ulohu stochastického dynamického pro-
gramovania.

Jeho zédkladom je Ramseyov model rastu. Predpokladajme, Ze jedinec,
ktory spori na dochodok vlastni kapital, ktorého velkost v ¢ase t € [0;7]
je W(t) a zatiatotny kapital je W(0) = W;. Tento kapital prinasa vlast-
nikovi vynos o velkosti 7W (t), kde r je trhova trokova miera. Vlastnik sa
moze v kazdom okamziku ¢ € [0; T] rozhodnut, aké mnozstvo kapitalu spotre-
buje. Spotreba C(t) v ¢ase t, prinasa uzitok velkosti U[C(t)], kde U je dana
uzitkova funkcia. Pretoze vlastnik je netrpezlivy a preferuje skorsiu spotrebu
pred neskorSou, uzitok je v kazdom casovom okamziku ¢ diskontovany na
veli¢inu e~ U[C(t)], kde p je mierou jeho netrpezlivosti. Ulohou je maxima-
lizovat diskontovany uzitok zo spotreby za celé uvazované obdobie:

/T e PUC(t)]dt.
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Spravanie sa procesu mozno popisat diferencialnou rovnicou
W(t)=rW(t)—C(t),

preto funkcia spotreby je vyjadrené, ako
C(t) = rW(t) — W(t).

V nasom pripade ide o tlohu sporenia na dochodok a nasledne jeho vy-
placanie, preto ak nie je ziaden narok na dedi¢stvo, potom je koncovy kapital
W(T+1)=0.

Nasa tloha v spojitom case je teda nasledovna

T
J=max [ e PUFrW(t) — W(t)]dt.
was [ e UEW (0 - )

Ked7ze jedinec svoje portfolio neprisposobuje stale, iba v urcitych ¢asoch,
preto diskrétny model viac popisuje realitu. Budeme preto riesit tlohu

T
J=maxd (1+p)"U[C,

t=0

kde W, = W(t) a C; = W, — 2L Uloha sa da sformulovat aj nasledovne:

1+r
T
_ Wt+1
J = 1 U \w, —
mV%X;( +p) [ t 1—1—7’}
WT+1 = 0;

Ked7Ze hladame extrém, pozrime sa na prvé parcialne derivacie podla W;,
1 =0,1,...,T. Funkcia J, ktoru derivujeme, obsahuje W, v dvoch s¢itancoch
a to:

, W, , Wiy
= . 1 “HUW,, — ——] + (1 W, — —
J + (1+p) UW,;_1 1JFT]JF( +p)"UW, 1+r]+
Potom
oJ (1 + p)_i+1 / Wi —irr! VVH—l
= - i—1 — 1 ZU WZ_ :O
oW, 1+7r UlWies 1+7’]+( +o) U 1—1—7’]

Teda dostavame rekurzivny vztah

(1+p),,
147 UWies

Wi
1+4+7r

Win
1+7r

| =U'W; -

).
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Ak U je konkavna, potom rieSenim tejto stustavy rovnic s okrajovymi pod-
mienkami (Wy; Wr1) nam uloha zabezpedi optimalny celozivotny program
spotreby a investicii.

Doteraz sme uvazovali investovanie iba do bezrizikového aktiva, ked je-
dinec investuje iba do dlhopisov. Avsak tlohu teraz rozsirime tak, ze jedinec
mé moznost sa rozhodnut, aké mnozstvo investovaného kapitalu vlozi do dl-
hopisov a aké do rizikovejsich aktiv, ako naprilad do akcii. Jeden investo-
vany dolar do dlhopisov na jednu peridodu prindSa na konci peridody zisk
1 x (14 7). Vynos akcii sa v8ak vyvija stochasticky a prinasa zisk 1 x Z;,
kde Z; je ndhodna premenné. Predpokladame, 7Ze vynosy v roznych ¢asoch
st nezavislé, teda plati, ze P(zo, 21, ..., 21) = P(20)P(21).....P(2r), kde z; su
realizacie jednotlivych ndhodnych premennych Z;, pre Vi =0,1,....7T"

Odteraz v kazdom okamihu, ked sa bude rozhodovat o budicom vyvoji
portfolia, sa bude rozhodovat nielen o spotrebe, ale aj o tom, aké ¢ast w; sa
investuje do akcii a aka ¢ast 1 —w; sa investuje do dlhopisov. Preto spotreba
sa bude vyvyjat nasledovne:

Wi

C, =W, — )
T A w) (L) wiZy

V nasej novej stochastickej tillohe budeme maximalizovat o¢akédvani hodnotu

celkového uzitku: .

rcnaXE (1+ p)tU[CY],
i —
kde E je stredna hodnota vyrazu, teda o¢akdvana hodnota, popisand Lebes-
gueovym intralom:

A /0 T LdP(z),

Ako sa uz spomenulo, vo vicSine pripadoch budeme predpokladat, ze sa
nespori na pripadné dedi¢stvo, teda Wp,1 = 0, preto Cp = Wy, ¢o znameni,
ze pri poslednom rozhodovani minieme vSetko, ¢o eSte mame, pretoze uz
nepotrebujeme do budiucnosti ziaden kapital.

Nasa stochasticka tiloha teda stcasne zahfnha dve tlohy, a to tlohu opti-
malnej spotreby a tlohu optiméalnej volby portfolia.
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4.2 RieSenie ulohy

Najprv uvedieme rieSenie tlohy vo vSeobecnosti a potom sa budeme
stustredit na urcité typy funkcii uzito¢nosti. Naga zakladna tuloha teda je

T
T (Wa) = max ES"(1+ ) 'U[Ci)
t Wt —0
kde
Ct = Wt - Wt+1[(1 - wt)(l + 7“) + U)tZt]il.

Uloha sa bude riegit pomocou dynamického programovania. Riesit ju
zacneme od konca, pretoze tak v prvom kroku dostaneme jednoperiodovi
ulohu, ktora sa da TahSie vyrieSit. Pretoze v ¢ase t = T minieme zvy$ny
kapital, niet ¢o rozhodovat o velkosti kapitalu, ¢i vahe investovanej do akcii,
preto prvy funkciu budeme optimalizovat pre t =T — 1. Odvodme si ju:

T
a; E 14+ 0)tUC,] =
e B ) A+ U]

=71
= o E{(1 +p)" " U[Cra] + (1 + p) " U[Cr]} =
=(1+p) " o, max E{U[Cr1] + (1 +p)~'U[Cr]} =
=(1+p) " o, nax  E{U[Cr]+(1+ p) UWrl} =
= (1+p)”

{Cr_1,wr_1

1+ p)" " max  U[Cr]+ (1+p) ' E{U[W;]} =

{Cr_1,wr_1

(1+p)
(1+p)" " max  UlCr_q] + E{(1+p) 'UWr|} =
( )
( )

1+p) 7™ max (U[Cr_i]+

{Cr_1,wr_1}

+ (14 p) T E{U[(Wr-1 = Cr)[(1 = wr-1) (1 +7) + wr1 Zra] 1))
Pricom sme vyuzili fakty, ze Cr = Wy, pretoze Wryy =0 a
Cr_1=Wr_1 — Wr[(1 —wr_1) (1 +7) + wr_1 Zr_1] "
7 toho sme vyjadrili W ako
Wp = Wr_1 — Cr_)[(1+7)(1 — wp_q) + wr—1 Zp—4].

KedZe (1 + p)~T*! je konstanta vzhladom na premenné, podla ktorych
maximalizujeme, preto argumenty maxim sa nemenia, ak budeme v prvom
kroku maximalizovat funkciu

Ji(Wr_1)= max (U[Cr_4]+

Cr_i,wr_1}
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+(1+p) T E{U[(Wroy — Cr)[(1 = wr1)(1+7) + wp 1 Zr-a]]}).
Aby sme nasli optimélne (Cr_q,wr_1), zderivujeme funkciu J; podla
oboch premennych Cr_1 i wr_1. Potom podla poradia dostavame:

o U'lCra] = (14 p) ' E{V[Cr{(1 — wr_1)(1 +7) + wr1Zr_a}} = 0
o E{U'[(Wr_1 — Cr_1)[(1 +7)(1 —wr_1) +wr_1Zp_1]] %

X(WT_l — OT—1)<ZT—1 -1 - ’l”)} =
= Jo Ul(Wr—y = Cr_)[(1 +7)(1 = wr—1) + wr—1Zr_1]]x

X(WT,1 — CTfl)(ZTfl —1- T)dP(ZTfl) =0

RieSenim tejto stustavy dostavame optimalne volby parametrov (Cy_,, wh_;)
a nasledne sa ur¢i optimélna hodnota funkcie J;(Wr_y).
Ked uz pozname Jy(Wr_1), je lahké urcit optimalnu volbu v predoslej

periode pre t = (T' — 2) . Odvodme si funkciu, ktori budeme optimalizovat
tentokrat:

T

ma E 14+ 0)tUC,) =
{CT7277U};72} t_;—Q( P) [ t]

= max E{(14+p) TPU[Cr_o)+(14p) THUCr_1]+(1+p) TU[CT]} =

{Cr_2wr_2}

= max  (14+p) " PUCroo]+ E{(1+p) " HU[Cr1]+(1+p) ' U[Cr]} =

{Cr_2,wr_2}

=(1+p) " max  UlCro]+E{(1+p) ' UlCr_] + (1+p)*U[Cr]} =

{Cr_2wr_2}

=(1+p)7"* max  UlCro]+(1+p)  E{U[Cr-a]+(1+p) ' U[Cr]} =

{Cr_2wr_2}

=(1+p)7"?  max  UlCr_s] + (14 p)  E{/i[Wr-i]}

{Cr_2wr_2}

PretoZe konstanta (1+ p)~7 2 znova nemeni argumenty maxima, mozeme
ju vynechat. Potom

JQ(WT_Q) = max U[OT_2]+
{Cr—2wr_2}

+ (14 p) 7 E{N[(Wr—s — Oro){(1 = wr—)(1 +7) + wr_oZr_o}]}.

Derivacie podla Cp_5 a wr_s vyzeraju nasledovne:
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o U'lCroo] = (14 p) ' E{J' Wra][(1 — wr—2)(1+ r) + w2 Zr ]} = 0

o [ Jil(Wrs — Cro)[(1+7)(1 — wr—s) + wr—sZr-s|]x

X(WT_2 — OT_Q)(ZT_Q —1- ’l“)dP(ZT_g) =0

RieSenim tejto stistavy dostavame optimalne volby parametrov (Cr_,, wh_,)
a nasledne sa ur¢ime optiméalna hodnota funkcie Jo(Wr_5). Ak pokrac¢ujeme
touto rekurzivnou metodou pre T'— 3,7 — 4,...,2,1,0, postupne dostaneme
celé riesenie nasej ulohy.

Poznamenajme, ze derivacie podla Cr_; awp_; prei = 1,2, ..., T vo vieobec-
nosti buda dané, ako

o U'lCr—i] = (L4 p) 7 E{J Wr_i][(1 = wr—i)(L +7) + wr—iZr—i}] = 0

* fooo JWp_i — Cr—)[(1 4+ r)(1 —wp_;) + wr—; Zr—i]] X

X(WTfi — CTfi)<ZT7i —1- T)dP(ZT,Z) =0

RieSenim tejto sustavy rovnic pre lTubovolné ¢t bude optimélny vyber pre tilohu
optiméalnej spotreby vo forme:

C: = f[Wt; thla Zt,Q, ...ZO], alebo

C; = f[W,], ak ndhodné premenné Z; st nezavislé pre vsetky i,

a pre tlohu optimalneho portfélia:

wi = Q[Wt§ Zi 1, Zt—2, -~Zo]

w; = g|W,], ak ndhodné premenné Z; st nezéavislé pre vsetky i.

4.3 Bernoulliho funkcia uzito¢nosti

Pozrime sa teraz, ako sa riesi nasa tloha pri konkrétnej funkcii uzito¢nosti.
Ako prvi funkciu, uréime Bernoulliho funkciu uzito¢nosti U[Cy] = log C;.
Funkcia je konkdvna na kladnej osi. Nasa tiloha v prvej periode bude opti-
malizovat:
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J(Wro1) = max  {U[Cp]+

{Cr—1,wr_1}
+ (14 p) T E{U[(Wry = O ) {(1 —wr 1) (1 +7) + wr 1 Zp 1 }]}} =
= max {logCr 1+

{Cr_1,wr_1
+ (14 p) " E{log[(Wr_1 — Cr—1){(1 — wp_1)(1 + 1) + wr_1 Zp_1}]}} =
= max }{lOg CT71+

{Cr_1,wr_1

+ (14 p) ' E{log[Wr_y — Cp_1] +log[(1 — wp_1)(1 +7) + wr_1Zr_1]}}

Vyraz, ktory maximalizujeme vieme rozdelit na dve samostatné casti.
Jedna bude obsahovat premenna Cr_; a druh& premennt wy_q, preto J; (Wr_1)
mozeme rozdelit na dve samostatné ilohy maximalizovania.

Ji(Wr_1) = max log Cry + (1 4 p) " {log[Wr_1 = Cri]+
T—1

+max Elog[(1 —wp_1)(1+7)+wr_1Zr_4]} =
wr_1

= max log Cr_1 + (1+ p)~{log[Wr_1 — Cr_1]+
T—1

+ max / log[(1 — wr—1)(1 + 1) + wr_1 Zr_1]dP(Zr-1)}.
wr—1 0
Z derivacii mame:

1
. —"
Wr_y = Cr—

— 1_|_ -1
i G
(WT,1 — CTfl)(l + ,0) — CT,1 =0
(1+p)Wr1 = (2+p)Cr-1 =0

Cro1 = (1+p)(2+p)" Wr

e 1
° dP(Zr_1) =0
/0 (1 — U)T_1>(1 + T) + wT_lZT_l ( r 1)
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Vidime, ze spotreba C'r_; a vaha wr_; nezavisia od seba. Co je vSak za-

ujimavejsie, je to, ze vaha wp_; nezavisi od Wp_q. To v preklade znamena,
7e portfélio sa bude volit bez ohladu na vysku kapitalu.

4.4 Izoelasticka funkcia uzitoc¢nosti

V tomto pripade nasa funkcia uzito¢nosti bude vyzerat nasledovne:

2
U[Ct] = %7 7 < L.

Ak si dobre v§imneme, funkcia U[Cy] = logC}; je podla L’ Hospitalovho
pravidla, pri v = 0 tiez izoelasticka funkcia.

Nasou tlohou bude optimalizovat funkciu

Cry
J1<WT_1> = max +
{Cr_ywr_1} 7Y

+(1+p)'E { (Wr_4 ;CT—1)7 (1 = wr)(1+7) + wT_1ZT—1]7} _

C? Wr_1 — Cr_1)?
_ max T-1 +(1+p)_1( T-1 T 1) %
{Cr_1wr_1} 7Y Y

X /OOOK:[ — U}T_l)(l + T‘) + U)T_1ZT_1]7dP(ZT_1)

Opét vidime, 7Ze vyraz, ktory maximalizujeme vieme rozdelit na dve sa-
mostatné c¢asti. Jedna bude obsahovat premennu Cr_; a druhd premennt

wr_1, preto Ji(Wr_1) mozeme rozdelit na dve samostatné tlohy maxima-
lizovania:

c? B y
Ji(Wp_y) = max T{l +(1 +p)f1(WT—1 Cr_1) y

y
X max/ [(1 — wT_l)(l + 7") + wT_lZT_l]VdP(ZT_l)
wr-1 Jo

Pomocou derivacie najdime najprv maximum podla wy_;. Dostavame, Ze

/OOO7[(1—wT_l)(]_—|—7’)—|—wT_1ZT_1]7_1(ZT_1—1—r)dP(ZT_1) =0 / 2y
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/OO[(l - wT71)<1 + 7") + walszl]'Yil(ZTfl -1 T’)dP(ZTfl) =0.

Posledné rovnica ndm definuje argument maxima w*, pri ktorom

max /OOO[(l —wr_1)(1+7) +wr 1 Zr]"dP(Zr) =

wr—1

= /Om[(l — w1 +7) + w Zr]'dP(Zr_1) = 1+ ]
Potom

o _Cpy)
T-1 + (1 + p)_l (WT*I C1’._[171)

J1 (WT—l) = Imax

14 r.
Cr—1 7y

Vyjadrime teda spravnu spotrebu:

aJ )
oC — = = (L) (W — O 1477 =0
T-1
Cr_ i
(o) —aep ey
Cr— _ oL
e ome (S R

Pre jednoduchost, ozna¢me si
(14 p)7 (1 +7)]77 = ay.

Potom v prvej periéde optimalna spotreba bude mat hodnotu

3]

Cr_ =
T-1 1+ a

Wr_y

A nakoniec, hodnotova funkcia bude:

Ci ) Wroy —Cs )
v ¥
—Wr_4 Wroy — 35=Wr
:—<1+17 > +(1+p)_1< 1;1 ) (1+r*) =

af(cza) oo (i) o]

25



Ak si oznacime by = [(4-)7 + (1 + p)_l(lj—al)Vﬂ + r*)7], potom

Wi
Ji(Wr_q) = ——

b

Pre rovnaké v sa znova zachovala izoelasticka vlastnost, teda ze vyber
portfolia w nezavisi na mnozstve kapitalu. Ak by sme pokracovali dalej
matematickou indukciou, zistili by sme, Ze tato vlastnost plati aj pre Jo(Wr_s),
J3(Wr_3)..., Jr(Wp), pretoze akonahle to plati pre J,(Wr_,), potom bude
platit aj pre Jy,11(Wr_,—1). Zhrnie to nasledujica veta.

o
Veta 1 Pre izoelastické funkcie uZitocnosti U(C) = —, v < 1, optimdlna

volba portfdlia w v Ziadnom obdobi nezdvisi na vijske vlastneného kapitdlu, ani
od volieb ilohy optimdlnej spotreby a vedie ku konstante w*, ktord je rieSenim
rounice

/oo[(l —w)(1+7r)+wZ] Y Z—-1-r)dP(Z) =0.

Optimdlna volba tilohy optimdlnej spotreby (pri ilohdch bez ndroku na dedic-
stvo) bude v kaZdom obdobi vyzerat nasledovne:

*
T = cWr_1,

kde parameter c; sa dd ziskat pomocou nasledujicich rekurzii:

N 1—|—CL1

ar=[(14 )7 (14 7))

C1

(147r*) = /OOO[(I —w)(1+r)+w*Z]"dP(Z2)

a1Ci—1 azl

1—|—alci,1 N 1+&1+a%+—|—a11

ai(ay —1)
= -2 adkar#1a
a21+1_1 1%
1
1+, o

C;

V limitnom pripade, ked v — 0 mame vyssie spominant Bernoulliho log-
aritmicku funkciu, kde
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a; = (14 p), pretoze lim, _o(1+7*)7 =1, a

_aj(am—1)  (1+p)(1+p-1) (1+p)p

;= — = , = .
boat -1 (I+pH =1 (L4p)*+ =1
¢o znamend, ze rozhodnutia o optimalnej spotrebe ovplyviuje iba miera
netrpezlivosti a aktualny majetok (ziadna urokova miera).

Dokaz 1 Ako sme uz spominali, vijsledky vety sme dostali matematickou in-
dukciou, ktord vravi, Ze ak pre J,(Wr_,) plati izoelastickd vlastnost, potom
bude platit aj pre J,1(Wr_pn_1). Z ivodného odvodenia vieme, Ze izoelastickd
vlastnost plati pre J(Wr). Nech teda izoelastickd vlastnost plati aj pre

Iou.
Jo(Wr_,) =  max T=n

CTfnwafn 7

+ (1 + p)_lE{Jn—l[(WT—n - CT—n){(l - wT—ﬂ)(l + 7”) + wT—nZT—n}]} =
Wi,
= b,.
7

_|_

Potom, pozrime sa na

Ch. _
It (Wr—n-1) = max — 4 (L4 ) E{ W)} =
CTn—1,WT—n—1} Y
Y

C w2
= max Mjh(l—i—p)_lE{ 2_”bn} =

{Or—n—1,wr—n_1} Y
Y

& — 2!
= max “Ton—l (1 —i—p)*lE{ (Wr—n—1—Cr_pn_1)

b, X
{CT—n—lwa—n—l} ’Y ry
X A= wr )1+ 1)+ wr 1 Zr )} =
C Wir—n-1 — Cr_p_1)?
- max “Ten—l (1+ p)_1< Ton—l T-n-1) by, X
{CTfnfl»wa'nfl} ,Y ’Y
X / {1 —wr_p)X+7) +wr—pn1Zr_pn Y dP(Zr_n-_1) =
0
C) Wr—_n1— Cr_p_1)?
= max ——n-1 (1 —i—p)*l( Tonl ) b,
Cr_n-1 y y
X max / {(1 — wT_n_l)(l + T) + wT—n—IZT—n—l}’YdP(ZT—n—l) =
Wr-n—1 /0
C Wr—_p-1 — Cr_p_1)?
= max M+(1+p)_l< ool 7-n-1) b (14 7r*)7.
Cr_n_1 y y
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Optimdlnu volbu spotreby ziskame derivdciou:

CF s = (L4 ) (L ) (Wt = Croen) ™ =0

(a0
WT—n—l - CT—n—l "
Cr—n—1 -1 L
=[(1+ b (1 +7*)7]571
I (1 ) )

Oznacéme pravi stranu rovnice ako [(1+ p)~ b, (1 + 7’*)7]71?1 = Qp41. Potom
CTfnfl

= Un+1
WT—n—l - CT—n—l

Ap+1
Crono1= ——Wr_p

*
CT,n,1 = Cn+1 WT—n—l

Hodnotovd funkcia:

1 ! Wronq—Cs_ )7
oWy = G 1y oy W = G

>
_ (i Wrn)” +bp(14p) (1 +r7) (Wr—n-1 = CapaWr-n-1)" _
" v
w3 Wz
= S (L4 ) (L )1 = )] =

kde sme oznacili by = ¢} + by(1 4+ p) 1 (1 +r*)7(1 — cppr)”.

Ako sa lahko dd vidiet, izoelastickd vlastnost plati aj tu, pretoZe volba port-
folia znova nezavisela na mnozstve kapitdlu a je tieZ nezdvisld od optimdlnej
spotreby. Pozrime sa eSte na odvodenie parametrov. Vieme, Ze

ar=[(1+p) 1+ )
B 1+CL1

1

Vyjadrime c;y1:

aiyi [0+ p) (1)) by
L@ 1 (L p) (L)) -

Matematickou indukciu ukdZeme, Ze

Ci+1 =

C’L —_= b771

(2
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Zregme to plati pre 1 = 1, pretoZe

b ai ’Y+(1+ )—1 1 '7[1+ *]7
= ’]" =
L Pl \1¥a

al +(1+p) L+ a]l+a] "

(14 ay)” (14ay)
_a Mm+1) :( a )W—l

(1 +CL1)7_1(1 +CL1) 1 “+ ay

= Cli

Vseobecne, pre Vi = 2,3, ... T pomocou vztahov

a;
C;, =
1+ a;
@ 1
1 1 —_—
a; = [(14p) b (14 77)]77 = [of '0ia]77 = arb]]
vyjadrime

a; \’ L 1 T oal + al™! _
_ —1
al fa;+1) ( a; >7 _ o

(1 + ai)V—l(l + CLi) - 1 + a;

Potom teda plati, Ze

1
-1
alb]_l a1¢C;

- 1+a10i'

G = 1
1 -+ Cllb:__ll

O

Samuelsonov model nam teda tvrdi, 7ze pri izoelastickej funkcii uzito¢nosti
bude mat jedinec stale taku istu averziu k riziku, bez ohladu na mnozstvo

kapitalu.

Iny sposob, ako sa k tomuto vysledku dostat je, ak sa pozrieme iba na
tlohu vyberu portfélia. Nech jedinec vlastni kapital vysky My. Rozhodne sa
investovat ¢ast w do akcii s vynosom Z; a ¢ast (1—w) do dlhopisov s vynosom

(14 r). Kapital v nasledujicom obdobi bude mat vysku
M = Mo[(1 —w)(1+r)+wZ).
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Uzitok nahromadeného kapitalu bude U[M]. Nagou tlohou je maximalizovat

tento uzitok. e
Ak teda mame izoelasticka funkciu uzito¢nosti U[M] = —, potom nasou
f)/

alohou bude

max E(U[M]) = max E (M) — max E (MJ[(l —w)(1+7)+ th]7>

A y
= Tmz?XE([(l —w)(1+7)+wZ]").

Opit vidime, ze argument w nezavisi na mnozstve kapitalu.

Fakt, ze vyber portfolia nezavisi na mnozstve kapitalu hovori aj o tom, ze
nezélezi na tom, aky je jedinec stary (za predpokladu, ze majetok je rastica
funkcia veku).
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Kapitola 5

Iné typy funkcii uzitoc¢nosti

5.1 Exponenciidlna funkcia uzitoc¢nosti

Nastava teraz otézka, ¢o sa stane, ak zmenime typ funkcie. Ci aj priinych
funkcidch uzito¢nosti bude platit, Ze nezalezi na mnozstve majetku pri vybere
portfolia. Predpokladajme, Ze vynos akcii je vyssi ako vynos dlhopisov, a nech
funkcia uzito¢nosti je exponencialna funkcia

UM) = —e M,
kde a > 0 je konStanta a M je kapital. Vieme, ze nahromadeny kapital je
M = My[(1 —w)(1+r) +wZ,.
Ulohou je opét maximalizovat tzitok investovania:

max E(U[M]) = max E(—e™*) = max E(—e aMoll-w)(I4n)+wZly _

— — min efaMo(lfw)(lJrr)E(efaMoth)

Na vypocet strednej hodnoty pouzijeme Lemu 4.4 z [4]:

Lema 1 Ndihodnd premennd X md rozdelenie N(u,0?) (pri pravdepodob-
nostnej miere P) prave vtedy, ked

Ep(ef™) = etz Vu,0 € R.

Pretoze ndhodna premenné Z; predstavuje totalny vynos, jej rozdelenie
budeme uvazovat ako N(u + 1,0?%)
Potom podla Lemy 1

1201201252
E(e—aMngt) _ e—aMow(/L+l)+§a Mgw?o
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Nagou tlohou je teda najst extrém funkcie:

. _ _ 1,2072092 52
— mine aMp(1 w)(1+r)€ aMow(p+1)+5a*Mgw?o? _
w
- —aMo(1—w)(14+r)—aMow(u+1)+ % a? M2w? o2
= —mine 27 o
w

Argument ziskame derivaciou:
e~ oMo(l—w)(14r) —aMow(ut )+ 50> Mgw?o? (o Lpo (1 4p) —a Mow(p+1)+a> M2o?w) = 0

Vieme, 7Ze exponencidlna funkcia nemoze byt nula, preto vyraz v zatvorke sa
musi rovnat nule:

aMo(1+7) — aMy(p + 1) + a®Mio*w = 0
Z toho vieme vyjadrit vahu w, ako

(p+1)—(QQ+r)  p-—r
aMyo?  aMyo?’

Zaujima nés, ako sa bude menit vaha podla velkosti kapitalu.

Podla predpokladu vynos akcii je vyssi, ako vynos dlhopisov, preto ¢im
vacsi kapital planuje jedinec investovat, tym bude opatrnejsi, pretoze rastom
kapitalu vaha w investovanéi do akcii klesa.

Pozrime sa teraz na to, ako zavisi volba portfolia od ¢asu investovania.
Nech ro¢ny vynos dlhopisu je bezrizikova trokova miera ry a ro¢ny vynos
akcif je nahodna premennd 74 s normalnym rozdelenim N ~ (u, 0?). Majetok
M v ¢ase T bude vyzerat

Mp = Mo[(1 —w)(1+7rT) +w(l +raT)].
Potom
max E(U[M]) = max E(—e *) = max E(—e_aMO[(l_w)(HrfTHw(H“T)]) =

— —mine
w

—aMo[(1—w)(1+r;T)+w] E<€

—aMoerT)> _

—aMo[(1—w)(1+r;T)+w] e—aMOwT,u—l—%a2 M2w?T?0? _

— —mine
w

1
— — min efaMo[(17w)(1+rfT)+w+wT,u75aMow2T20'2]
w

Optimalnu volbu portfolia ziskame derivaciou:

_ — _1 22 2
e aMo[(1—w) (147 T)+wtwT pu—5aMow?T?o ](—CLM())X
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1
X[=(14rT)+ (1 — puT) + EaM0T2022w] =0
Potom zrejme musi platit, ze
[—(1+7T) + (1 + uT) — aMyT?*0*w] = 0

aMyTo*w = p — s

_ KTy
w= 2
aMyTo
Pretoze 1 — ry > 0, rastom Casu investovania bude vaha w klesat, ¢o
znamend, ze ¢im dlhsie jedinec planuje investovat, tym mensi podiel bude
investovat do rizikovejsich fondov.

5.2 Kvadraticka funkcia uzito¢nosti

Nech funkcia uzito¢nosti je tentokrat kvadraticka funkcia:

UM] = —%QMQ + M,
kde o > 0. Zaporné znamienko pred parametrom « znamend, Ze budeme
mat konkavnu kvadratickd funkciu. Potrebujeme tiez, aby funkcia bola aj
rastiica, preto budeme braf iba tie hodnoty M, kde tato funkcia rastie, a to
konkrétne na intervale M € (0, <).
Predpokladajme dalej, ze M je dostato¢ne daleko od maxima funkcie,
aby to mohlo rast, nech teda M < é Kapital je

M = My[(1 —w)(1+7)+wZ,
kde Z; je ndhodn& premenné s normélnym rozdelenim Z; ~ N(u + 1,0?),

a samozrejme pre M, tiez plati, ze My < i
Nagou tlohou je maximalizovat tzitok investovania:
w w

max E(U[M]) = max F (—gaw N M) _

= max (—%aMg[(l —w)(1+7) +wZ]* + My[(1 —w)(147) + th])

w

po odvodeni dostaneme za tilohu maximalizovat

1
= mgx—§M02(1 —w)*(1+7)* + Mo(1 — w)(1 + )+
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+[1 — aMy(l — w)(1 + r)|MywE(Z;) — saMZw?E(Z})
Vieme, 7e disperzia ndhodnej premennej sa rata, ako

D(Z)) = E(Z}) - (E(Z))?,
preto mozeme jednoducho vyjadrit
E(Z}) = D(Z) + (E(Z))* = o® + (n + 1)".
Potom

max E(U[M]) =

w

1
max _§QM§(1 —w)*(1+7)* + Mo(1 —w)(1+7)+

w

11— aM(1—w)(1 4 )Mo+ 1) — ZaMgu?(0? + (u -+ 1))

Optimalny parameter w ziskame derivaciou:

1
§on02(1 +7)22(1 — w) — Mo(1 4 7) + Mo(p + 1)—

1
—aMG(p+ 1)1 +7) +2aMi(p+ 1)1 +r)w — éaMgQw(az +(p+1)%) =0

Vydelime konstantou M, a upravime:

aMy(1+7)? —aMy(1+7r)?w—(1+7)+ (u+1)—
—aMy(p+ 1) (1 +7) +2aMo(p + 1)(1 + r)w — aMyw(o? + (p+1)*) =0

aMow2(+ 1)(1+7) = (1+7)° = (0* + (u+ 1)*)] =
=aMy(p+1)(1+7r)—aMe(l+7r)*+ (1 +7r)— (p+1)

aMow[2(p+1)(1+7) = (1+71)* —0® = (p+1)%] =
—aMy(l+7r)p+1—1—7r]+[14+r—p—1]

Oszu[—(r +1— w— 1)2 _ 0_2] _
= (= r)[aMo(1 +r) — 1]
(p—n)aMy(l+7)—1]  (u—r)[1 —aMy(l+7)]

ST a0 - = T e[l = )+ o]
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Vieme, Ze
1
My <« —
«

preto plati, ze
1 —aMy(l+r)>0.

Zaujima nas, ako sa meni volba portfélia podla mnozZstva kapitalu, preto
upravme tento vysledok na prehladnejsi vzorec:

1 (1+7r)
(:u - 7”)[ _ ) 21 _ 2 2]'
aMo[(r—p)2+0% (r—p?+o
Vidime, Ze rastom zakladného kapitalu My bude vaha w tiez klesat. To

znamend, ze ¢im viac kapitalu jedinec méa, tym menej bude investovat do
rizikovejsich fondov.

w =

Teraz sa pozrime na to, ako bude zavisiet vaha w od dlzky investovania.
Nech ro¢ny vynos dlhopisu je bezrizikova trokova miera ry a ro¢ny vynos
akcif je nahodna premennd 74 s normalnym rozdelenim N ~ (u, 0?). Majetok
M v ¢ase T bude vyzerat

Myp = Mo[(1 —w)(1 4+ rT) + w(l +7raT)].

Potom nasou tlohou je

w

1
max,, E(U[M]) = max E (—504]\/[2 + M) =
1
_ mng( — SaMF[(L = w)(1+7,T) + w(l+ raT)P*+
FMo[(1 = w)(1 +74T) + w(l + mT)])
Po odvodeni
max,, —3aM§(1 —w)?(1+rT)* — aMg(1 — w)(1 + rfT)w — JaMGw?+

+Mo(1 —w)(1 4 rT) + Myw+

+MoTw[—aMy(1 — w)(1+r;T) — aMow + 1 — saMgw?T?(0? + p?)
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Optimalnu vahu w ziskame derivovanim podla w:
1 1
?mﬁﬂ1—wx1+wa—aMﬁ1+any—%4——mw@w—
— Mo(1+7¢T) + My — aMZT(1 4 r;T)[1 — 2w]p — aMFT2wp+
1
+Mﬂ%—§aM@wﬂw2+ﬁ):O

Vyjadrime vahu w:

(ry —pw)TlaMo(1 47 T) — 1]

(=)= aMy(1+ 1T
oMoT?(r; — )2 + 7]

oM T{(ry — > + o2

e e
— M Ty = P 07 aboT((ry — @) + 07
B 1 —aM, s

—(M—Tf)[aMOT[(rf_M)Q—i—a?] a |

[(ry — p)?* + 07
7 predoslych odvodeni vyplyva, ze 1 — aM, > 0, preto pri predpoklade,

ze akcie maju vyssi vynos ako dlhopisy, bude vaha w investovani do akcii
klesat rastom dlzky investovania.
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Kapitola 6

Zaver

V tejto praci sme sa snazili najst odpoved na otazku, ako spravne zostavit
portfolio v zavislosti od roznych ¢asovych horizontov podla toho, aké ma
investor preferencie. Zoznamili sme sa s teériou pravdepodobnosti prepadu,
s tedriou poistenia proti strate a s tedriou zostavenia portfolia pomocou sto-
chastického dynamického programovania. VSetky tri metdédy mali iny pristup
k problematike.

Jedine tedria pravdepodobnosti prepadu podporila konvenéni ,,mudrost*,
ktora tvrdi, ze ¢im dlhsiu dobu planuje jedinec investovat, tym viac by mal
investovat do rizikovejsich portfolii. Ostatné pristupy tato teériu nepotvrdili.

V teorii pravdepodobnosti prepadu sme predstavili riziko ako pravde-
podobnost prepadu. Zistili sme, 7ze ¢im dlhSie investor planuje investovat,
tym vicsiu vahu akcii v portféliu by mal volit. Pravdepodobnost prepadu sa
totiz znizuje, ¢im dlh$ie planujeme investovat do takéhoto portfolia.

V teoérii poistenia proti strate sme zvazovali nielen vynosy, ale sme zahrnuli
aj velkost moznej straty. Riziko sa odzrkadlovalo vo vyske zaistenia akcii v
portfoliu proti prepadu. Cena zaistenia rastla rastom dlzky investovania. To
znamena, ze riziko portfolia tiez rastla rastom ¢asového horizontu.

Pri zostaveni portfélia pomocou stochastického dynamického programova-
nia sme sa sustredili na vahu akcii v portfoliu. Pre rozne typy funkcii uzi-
tocnosti sme dostali rozne vysledky.

V pripade Bernoulliho funkcie a izoelastickej funkcie sa vaha voli v kazdej
periode konStantne bez ohladu na to, aky velky majetok jedinec méa. Teda
nezavisi ani na vyske majetku, ani na tom, na aké dlhé obdobie jedinec
planuje investovat (to je ekvivalentné s tym, Ze je vaha konstantna v kazdej
periode).

V pripadoch exponencidlnej i kvadratickej funkcie uzito¢nosti sa ukazalo,
ze rastom Casu investovania vaha investovana do akcii klesa.

V konecnom dosledku, pokial investor planuje investovat na dlhsiu dobu,
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podla vadsine teorii sa mu oplati byt opatrny.
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