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Abstrakt

LAUKO, Martin: Numerické a analytické aproximdcie hranice predcas-
ného uplatnenia americkej put opcie. Diplomova praca. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Univerzita Komenského, Bratislave (2007), 52 s.
Skolitel: doc. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc.

Americké typy derivatov déavaja drzitelovi moznost rozhodniaf sa, kedy

dojde k uplatneniu kontraktu. Kedy je optimalny ¢as uplatnenia?

Diplomova praca sa zaobera hranicou predcasného uplatnenia americkej put
opcie. Rozobera rozne analytické aj numerické pristupy k rieSeniu problému.
Obsahuje konkrétne porovnania polohy hranice pred¢asnej expiracie vypo-
¢itanej pomocou dostupnych numerickych metdd a analytickych aproximac-

nych formal.

Stcastou prace je odvodenie novej numerickej schémy na vypocet hranice
skorého uplatnenia vychadzajice z integralnej sustavy rovnic. V kazdom
¢asovom kroku treba rieSit tlohu hladania nulového bodu funkcie. Nova
metdda dosahuje v porovnani s doteraz pouzivanymi aproximéciami velmi
dobré vysledky v kratkodobom aj v dlhodobom ¢asovom horizonte, navyse

konverguje linedrnou rychlostou.

Klhcéové slova

hranica predcasnej expiracie, kriticka cena akcie, Black-Scholesova rovnica,
americka put opcia, analytické aproximécie, numericky vypocet volnej hra-

nice, algoritmus PSOR



Abstract

LAUKO, Martin: Numerical and analytical approximations of early exer-
cise boundary of American put option. Master Thesis. Faculty of mathema-
tics, physics and informatics. Comenius University, Bratislava (2007), 52 p.

Supervisor: doc. RNDr. Daniel Sevéovié, CSe.

American types of derivates allow the holder to decide, when to exercise

the contract. What is the optimal stopping time?

Thesis is concentrated on early exercise boundary of American put option. It
analyzes different analytical and numerical approaches to the problem solu-
tion. It includes comparison of position of early exercise boundary calculated

via available numerical methods and analytical approximation formulas.

Derivation of new numerical schema for valuation of early exercise boun-
dary based on integral system of equations is also presented. In each time
point it is necessary to find a root of given function. New method gives
us (in comparison with approximations used up to now) very good soluti-
ons in short-term and long-term time horizont, furthermore, it has linear

convergence.

Keywords

early exercise boundary, critical stock price, Black-Scholes equation, Ame-
rican put option, analytical approximation, numerical valuation of the free
boundary, PSOR algorithm
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Uvod

Finanénymi derivatmi nazyvame produkty, ktorych cena je odvodena od podkladového
aktiva. Ci uz podkladovym aktivom rozumieme cenu psenice alebo hodnotu akcie na
burze, princip zostava rovnaky: derivat mozeme pouZzit na zaistenie proti nahodnym
zmenam na trhoch alebo - prave naopak - na zvécSenie rizika pri Spekulativnych trans-
akciach. To st dovody, pre ktoré sa s derivatmi obchoduje.

Prvé derivaty sa objavili uz pred 2500 rokmi v starovekom Grécku. Thalesovi sa
vysmievali, ze jeho chudoba svedc¢i o tom, ze filozofia nema ziaden prakticky zmysel.
Preto uprostred zimy lacno nakupil od majitelov lisov exkluzivne pravo prvého lisovania
oliv po skonceni zberu. KedZe tiroda bola bohaté a kazdy chcel ¢o najskor lisovat, Thales
svoje prava s velkym ziskom predal. Stal sa tak jednym z prvych obchodnikov s derivatmi.

Moderné opcie sa objavili v roku 1973 otvorenim prvej op¢nej burzy v Chicagu - Chi-
cago Board Options Exchange. Zacali sa obchodovat kontrakty so Standardnymi zmluv-
nymi podmienkami a terminmi expiracie. Prvy den obchodovania sa predalo 911 opcii.

V stcasnosti tento pocet dosahuje priemerne 10 miliéonov kazdy denn.

Potreba spravneho ocenovania americkych opcii tizko stivisi s problematikou hranice
predcasnej expiracie, ktora je témou tejto diplomovej prace. Medzi hlavné ciele prace
mozeme zaradif porovnanie roznych analytickych pristupov - ¢i uz asymptoticka apro-
ximaciu Stamicara a kol., nov Zhuovu analytickl aproximéciu alebo dalsie.

Zaroven chceme porovnat jednotlivé pristupy aj numericky - priamo vypocitat po-
lohu volnej hranice v konkrétnych casoch a porovnat velkost odchylky. Ako benchmark
modzeme zvolit volni hranicu vypoditant z ceny opcie podla PSOR metddy.

V numerickej ¢asti preskiimame aj parametre, ktoré maji vplyv na presnost algoritmu
PSOR. Pokusime sa tiez vytvorit novii numericka schému na vypocet hranice predcasnej

expiracie a tito porovnat s dostupnymi metédami.

Nasleduje niekolko slov o Struktire prace. Praca je rozdelend na pit kapitol. V prvej

sa venujeme zakladom ocenovania eurépskych a americkych opcii. Vychadzame z Black-
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Scholesovej parcialnej diferencidlnej rovnice a odvodime okrajové podmienky pre ame-
ricky put. Stcastou rieSenia tlohy je ndjdenie hranice predcasnej expiracie opcie.

Druhé kapitola uvedie ¢itatela podrobnejsie do problematiky analytickych aproximé-
cii hranice skorého uplatnenia. Zaoberame sa hlavnymi myslienkami ¢lankov [13], [17]
a [3]. Na zdklade implicitnej ststavy rovnic pre volna hranicu z ¢lanku [13] odvodime
v tretej kapitole novi numericki schému.

Stvrta a piata kapitola st prakticky zamerané na numerické porovnanie poldh vol-
nej hranice vypocitanych jednotlivymi analytickymi a numerickymi metédami. Porovna-
vame vypocet pre rozne casy do expiracie, pocitame relativne odchylky od benchmarku
a experimentéalny rad konvergencie metdd. Stcastou su tabulky a grafy.

V zévere sa snazime zhrnit, ako sa ndm podarilo splnit ciele prace. Prilohy obsahuja

zdrojové kédy numerickych algorimov pre Matlab.
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1 Teoretické vychodiska

V tejto kapitole sa zameriame na zakladné predpoklady a problémy, ktoré stvisia s oce-
novanim opcii. Ide najmé o Black-Scholesovu rovnicu, ktort pouzivame pri ocenovani
roznych typov derivatov. Zaroven sformulujeme dalSie podmienky rieSenia pre americké

opcie.

1.1 Europske a americké opcie

V poslednych rokoch sa obchoduje s velkym mnozstvom finanénych derivatov, ktorych
cena zavisi od ceny podkladového aktiva. Zakladnymi typmi st call a put opcie (tzv.
vanilla options). Okrem nich sa obchoduje s réznymi exotickymi typmi derivatov (napr.
lookback alebo azijské opcie). Podla ¢asu uplatnenia rozliSujeme eurépske a americké

typy opcii. Zacnime zakladnymi definiciami.

Definicia 1.1 (Eurépska put opcia) Financny kontrakt medzi drZitelom a vypisova-
telom. Drzitel ma prdvo (nie vSak povinnost) predat podkladové aktivum (akciu, komo-

ditu) vypisovatelovi v expiraénom ¢Ease T za vopred dohodnuti expiracni cenu X.

Definicia 1.2 (Americka put opcia) Financény kontrakt medzi drZitelom a vypisova-
telom. Drzitel ma prdavo (nie vSak povinnost) predat podkladové aktivum (akciu, komo-
ditu) vypisovatelovi kedykolvek pred expiraénym &asom v ¢ € [0,7] za vopred

dohodnuti expiracni cenu X .

Ozna¢me P(S,t) cenu put opcie v ¢ase t a pri cene akcie S, podobne C(S,t) cenu call
opcie. Indexom AM, resp. EU doplnime, ak mame na mysli konkrétne americky, resp.
eurépsky typ derivatu. Zhrnme si zakladné podmienky pre ceny opcii (podla [7, strany
11-13]).

Hodnota v ¢ase expiracie. V pripade, Ze v Case expirdcie je cena akcie na trhu

S vicsia ako dohodnuté expiracnd cena X, viac sa oplati akciu predaf na trhu a preto
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Obr. 1.1: Expiracna hodnota put a call opcie v zavislosti od ceny akcie S

put nevyuzije - jeho hodnota je nulova. V opacnom pripade, teda ked je cena akcie
S < X, drzitel putu ziska vynos X — S. Preto podmienku v Case expiracie mozeme

zapisat nasledovne:

X -5, ak S < X,
P(S,T) = = max(X — S,0). (1.1a)
0, inak.
Analogicky mo6zeme zapisat payoff pre call opciu (vid obrézok (1.1)):

C(S,T) = max(S — X,0). (1.1b)

Nezaporna cena. KedZe pri expiracii ziska drzitel kladny alebo nulovy payoff, cena

opcie nemdze byt zaporna

P(S,t) >0, C(S,t)>0, VSt (1.2)

Prémia za pravo pred¢asného uplatnenia. Americké opcie davaju drzitelovi rov-
naké moznosti ako eurdopske akcie a pravo predc¢asného uplatnenia navyse. Toto nemoze
mat zaporni hodnotu, preto hodnota americkej opcie musi byt najmenej taka ako hod-
nota jej europskej verzie s rovnakym podkladovym aktivom, rovnakou expira¢nou cenou

a rovnakym ¢asom do expiracie hodnota eurdpskej opcie:
PAM(S t) > PEY(S,t), VSt (1.3a)

CAM(S,t) > CFY(S,t), VSt (1.3b)
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Americké opcie moZno kedykolvek uplatnit. Aby nenastala arbitrazna prileZi-

tost, ich hodnota musi byt najmenej na trovni okamzitého payoffu
PAM(S t) > max(X — S,0), VSt (1.4a)

CAM(S,t) > max(S — X,0), VSt (1.4b)

1.2 Black-Scholesova rovnica

Opcia na akciu je finanény produkt, ktorého hodnota je odvodena od ceny akcie (pod-
kladového aktiva) v Case expiracie. Preto pri jej ocenovani potrebujeme poznat vyvoj
ceny akcie v Case.
Obvykle predpokladame, ze cena akcie S je stochasticky proces, ktory sa riadi geomet-
rickym Brownovym pohybom. Priklad takéhoto pohybu zndzoriiujeme na obrazku (1.2).
Priemerny vynos akcie oznac¢ime u, akcia vyplaca spojité dividendy ¢ > 0, volatilita

akcie nech je 0. Potom plati:
dS = (u— ¢q)Sdt + o SdAW, (1.5)

kde W je Wienerov proces. (Podrobnejsie v [15, strany 22-26].)

Okrem toho pozadujeme splnenie niekolkych predpokladov (vid [7, strana 33]) - naj-
dolezitejsie z nich st neexistencia arbitraze, nulové transakéné naklady a to, ze bezrizi-
kové tirokové miera r > 0 je zndma a konstantna v ¢ase. Dasie predpoklady st technické:
spojité obchodovanie, neobmedzend delitelnost aktiva a moznost vlastnit zdporna poziciu

v aktive.

Pokial st tieto predpoklady splnené, mozeme pre kazdy derivat akcie V' = V(Sr),
ktorého cena v Case expiracie zavisi iba od aktudlnej hodnoty akcie, odvodit Black-

Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu:

ov 1, ,0*V ov
- e _ - _ — 1.
BT + 20 S 552 + (r q)SaS rV =0, (1.6)

pritom V'(S,t) je cena derivatu v ¢ase t a r > 0 bezrizikovy trok. VSimnime si, Ze cena

akcie S definovand v (1.5) aj bezrizikovy dlhopis B = Bye™ spliaji BS rovnicu (1.6).

Rovnako ju musi spliiaf aj akykolvek derivat, ktorého cena vychadza z ceny akcie.
Vratme sa este k odvodeniu BS rovnice. Dolezitt tlohu tu zohrava Itéova lema ([15,

str. 27]), ktora hovori o diferencovani stochastickych funkcii. Zakladnou myslienkou je
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Obr. 1.2: Stochasticky vyvoj ceny akcie Google Inc., april 2008 - april 2009

150 T T T T T

100 7

ha— —— Il Il Il Il

0
Apr-08 Jun-08 Aug-08 Oct-08 Dec-08 Feb-09 Apr-09

Obr. 1.3: Cena put opcie s X = 400$ a T' = 1 rok na akciu Google Inc.

syntetizovat derivat prostrednictvom samofinancovanej stratégie. Nasledne mozeme vy-
tvorit portfélio, ktorého cena je deterministickd. Vynos takéhoto portfélia musi byt na

urovni bezrizikovej tirokovej miery. Podrobné odvodenie sa da najst v [7] a [15].

Pomocou Black-Scholesovej rovnice (1.6) a koncovej podmienky (1.1a) mozno za uve-

denych predpokladov odvodit cenu eurépske put opcie v tvare:

PEU(S t) = Xe " T=ON(—dy) — Se"1T-DN(—d,),

(r—q+Z)(T—1)+In(£) (L.7)

2= oVl —t ’

pricom N(-) je distribuénéd funkcia norméalneho rozdelenia. Analogické rieSenie mozno

odvodit aj pre eurépsku call opciu. Vyvoj ceny put opcie s expira¢nou cenou 400$ a ¢asom
do expiracie T' = 1 rok vzhladom na vyvoj ceny akcie z obr. (1.2) znézorfiujeme na obr.
(1.3).
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1.3 Formulacia tulohy pre americké opcie

Sformulujme teraz podmienky, ktoré musi spliat cena americkej put opcie. Prvé z nich
je cena derivatu v Case expiracie (okrajovad podmienka), ktord ma tvar (1.1a), rovnako
ako v pripade eurépskeho typu derivatu.

KedZe k expiracii moze dojst aj predcasne, pribudne ndm este dalsia okrajova pod-
mienka - cena putu v Iubovolnom case t. Tuto pozname iba v limite pre cenu akcie
S — oo - vtedy je put bezcenny, pretoze pravdepodobnost kladného payoffu (uplatne-
nia) je nulové:

lim P(S,t)=0, Vt. (1.8)

S—o0

Dalsie podmienky hovoria o tvare oblasti riesenia a napojeni ceny opcie na svoj payoff.

1.3.1 Oblast riesenia

Zakladny rozdiel medzi eurépskymi a americkymi typmi opcii je v ¢ase uplatnenia. Kym
eurépske opcie mozu byt uplatnené iba v presne stanovenom ¢ase T', americké opcie mozu
byt uplatnené aj skor - v ktoromkolvek ¢ase t € [0, 7).

Optimélny ¢as uplatnenia nepozname vopred a preto musi byt stcastou rieSenia, ¢o
je z matematického hladiska komplikacia. Tento ¢as hladdme v tvare kritickej ceny akcie
S¢(t), pri ktorej dochadza k uplatneniu opcie.

Cena opcie sa riadi Black-Scholesovou rovnicou len ¢asu, kedy je optimalne uplatnena.

Preto BS rovnicu riesime iba na ¢asovo premennej oblasti - vid obr. (1.4)

e v pripade amerického putu:

{(S,t) : S¢(t) < S <o0,0<t<T}, (1.9a)

e v pripade amerického callu:

{(S,t): 0 < S < Sp(t),0<t < T} (1.9b)

1.3.2 Podmienky hladkého napojenia

Zamerajme sa teraz na cenu opcie pozdlZ hranice predéasného uplatnenia S¢(t). (Odvo-
denie vid [7, str. 138-140].) Ak je cena akcie S v danom ¢ase ¢ rovnad S¢(t), put treba

okamzite uplatnit.
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90l Oblast drZby callu
801 8ot
Put expiroval
70t : : : : : 70t : : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) Put opcia, X = 1008, T' = 1 rok (b) Call opcia, X = 1008, T =1 rok

Obr. 1.4: Oblast drzby a hranica predcasnej expiracie americkych opcii

Pre S = S¢(t) ma americky put expiracnt cenu X — Sy(t), ¢o vedie k nasledujicej
okrajovej podmienke
P(Sf(t),t) = X — S¢(2). (1.10)

Za predpokladu spojitosti dosiahnutych cien akcie o¢akdavame aj spojitost hranice
optimélneho uplatnenia pre ¢ > 0. V opa¢nom pripade by sa mohlo stat, Ze cena akcie
bude ostro pod hranicou predé¢asného uplatnenia (americky put je expirovany) bez toho,
aby 1iou presiel (bez uplatnenia opcie).

Pokial by S¢(t) bola vopred znama hranica, problém ocenenia opcie by sa redukoval
na rieSenie Black-Scholesovej rovnice na ¢asovo premennej oblasti.

Oznacme f(S,t,b(t)) rieSenie BS rovnice na oblasti {(S,t) : S € (b(t), 0),t € (0,T]},
pricom b(t) je zndma hranica. V tomto pripade drzitel putu zvoli taky ¢as uplatnenia,
ktory maximalizuje jeho hodnotu. Potom

P(S, t) = I?(%Xf (Satvb(t)) )

kde b(t) st vSetky spojité funkcie - mozné hranice oblasti. V danom pevnom case t
ozna¢me F'(S,b) = f(5,t,b(t)). K uplatneniu putu dochddza pre S = b, teda F(b,b) =
X — b je payoff opcie. Totalny diferencial F' podla b na hranici S = b je rovny

dF  OF
db 9S8

oOF
+ _(Sa b)

(5,0)
oy Ob

S=b
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50 == Payoff
- (Cena opcie
40t
30t
Bod napojenia
20} P(S(1), 1) = X-S(1)
\\
10t \
\
\
\
Ok V=== ‘ ‘
50 S(t) 100 150 200

Obr. 1.5: Napojenie ceny americkej put opcie na svoj payoff

Oznacme b* hodnotu b ktora maximalizuje F'. Pre b = b* mame podmienku prvého

radu pre maximum %—IZ(S, b*) = 0. Z toho pre put dostdvame podmienku

dF d

—(bb)| =—(X-b)] =-1

—=b* b=b*

takze
—(b*,0") = —1. 1.11

Poznamenajme, ze optimalne zvolené b*(¢) je prave hladana kriticka cena akcie Sy(t).

Predchédzajicu rovnicu mozno prepisat do tvaru

g—g(sf(o,t) =1 (1.12)

Rovnice (1.10) a (1.12) ¢asto nazyvame aj podmienka C! hladkého napojenia na
payoff, pretoZe vyjadruju, Ze cena opcie P(S,t) aj jej derivacia a—SP(S, t) st pozdlz hranice

predc¢asného uplatnenia spojité. Ukazku tohto napojenia znézornuje obrazok (1.5).
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1.3.3 Vysledna formulacia pre americky put

Na zaklade predoglého textu mozeme sformulovat systém podmienok pre americk put
opciu - Black-Scholesovu parcialnu diferencidlnu rovnicu spolu s okrajovymi podmien-

kami v tvare:

Cov 1, 0%V oo
E‘FiJSW—F(T—Q)S%_T‘/—Oa VSG(Sf(t>aOO):Vt€[OvT]7

V(S,T) = max(X — 5,0), VS,
lim V(S,t) =0, Vtel[0,T],

S—o0
V(Sp(t),t) = X — Sy(t), Vte[0,T],
9e(Ss(t),t) = -1, Vte[0,T].

(1.13)

Otvorenou otazkou zostéava, ako takto definovany problém riesit. Zatial nie je zname
presné analytické riesenie. Existuju vSak rozne analytické aproximacie - spomenme napri-
klad ¢lanky autorov Stamicar-Sevéovié-Chadam [13], Evans-Kuske-Keller [3] alebo novii
analyticka aproximaciu od Zhu [17] z roku 2006 v tvare nekonecného integralu.

Existuji samozrejme aj numerické moznosti vypoctu hranice predcasnej expirécie,

napriklad zaloZzené na algoritme PSOR. Tymto sa venujem v dal$ich kapitoldch préce.
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2 Analytické aproximacie

Snaha néjst ¢o najpresnejsie analytické rieSenie hranice predcasnej expirdcie americkej
put opcie priviedla mnohych autorov k rozlicnym pribliznym rieSeniam. Zo systému rov-
nic (1.13) odvodili ekvivalentni ststavu, ktori sa pokusili vyriesit, resp. najst aspori
aproximaciu riesenia. Niektoré z tychto pristupov si predstavime v tejto kapitole.

V tejto kapitole pouzivame nasledujiice oznacenia:

T ¢as expiracie derivatu,
b ¢as, v ktorom uvazujeme hodnotu derivatu,
T'=T—t ............ Cas zostavajuci do expiracie,

T = %Z(T —t) bezrozmerny ¢as do expiracie,

(B) oo hranica pred¢asného uplatnenia v case ¢,
S¢(T' —7') = Sg(t) ... hranica pred¢asného uplatnenia v ¢ase do expiracie 7/,

O(T) oo, hranica v bezrozmernom case do expiracie 7.

Vsimnime si, ze vyjadrenia S;(t) a o(7) st ekvivalentné vyjadrenia tej istej hranice

predcasného uplatnenia, pretoze plati

o(t) =5, (T - %T> = S;(t).

2.1 Aproximacia podla Stamicara a kol.

V ¢lanku [13] trojica autorov Robert Stamicar, Daniel Sevéovié a John Chadam odvodila
asymptotické spravanie sa hranice predcasnej expiracie amerického putu tesne pred expi-
raciou. Tato na jednej strane umoziuje odvodit asymptotickt formulu pre volnt hranicu,
na druhej strane dava moznost numericky realizovat vypocet volnej hranice.

Oznacme si P = P(S,t) cenu amerického putu, E expiraéni cenu, 7' expiraény cas

o2

S¢(t) volnt hranicu. Pouzijeme bezrozmerny ¢as do expiracie 7 = Z-(T' — t) a urobime

(i)

substiticiu
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kde o(r) = Sy(t) predstavuje volni hranicu v preskalovanom case. Plati, Ze v Case
expiracie je hranica rovna E, teda p(0) = S;(T) = E.

Po transformécii

OP
[(z,7) = P— S5z =P~ P, (2.1)

mozeme systém zapisat v tvare (vid [13, 14))

(Ol  O°11 o1l
E—w+a(7)%—kﬂ, ZE>0,

110, 7) = E,

o1l - (2.2)
83: (Oa 7-) - kEa

lim II(z,7) =0,

r—00

I1(0,7) = 0, pre x > 0,

kde
o(7)
a(tr) = —+k—1,
(") o(7)
2r

Pritom premennui II moZzeme chapat aj ako zaistené portfdlio - je zlozena z 1 drza-
nej put opcie a —9P/0S jednotiek podkladovej akcie. Na podmienky (2.2) aplikujeme
Furierovu sinusovt a kosinusovi transforméciu, ¢im dostavame systém diferencidlnych
rovnic (pozri [13]). Jeho rieSenim dostaneme integralne rovnice pre nova premennt 7(7)
definovant ako

o(1) = Ee (=D e2vmn(m), (2.3)

Plati:

n(r) = —\/ —log {ﬁ/ﬁ'l/%’” (1 — F”T(;))] (24)

! o
Gn(7,0) = p— [7](7’) — (7 sin” 6) sin 9}, (2.5)
w/2 ) )
Fy(t) = 2/ gk cos® 0—g;(7.0) <\/F sinf + g,(7,0) tan 9) dé. (2.6)
0

Hranicu precasnej expirécie o(7) ziskame prostrednictvom riesenia implicitnej sustavy
rovnic (2.4)-(2.6) pre funkciu 7(7). Kedze kazda rovnica zavisi od dalSej, nedaju sa riesit

priamo. Jedna moznost je riesit tento problém rekurzivne (zac¢inajic napr. poiatoénym
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odhadom S¢(¢) = FE). Druha moznost je riesif ststavu numericky, tomu sa venujeme v

dalSej Casti prace.

Autorom ¢lanku sa eSte podarilo odvodit asymptotické spravanie sa 1 v Case tesne

pred expiraciou (podrobnejsie v [13]):

n(r) ~ —\/— In [2y/7TkeFT],  pre T — 07. (2.7)

Vsimnime si, Ze predpis (2.7) moZe dobre popisovat n(7) pre malé 7 — 0, avSak pre
velké 7 nefunguje spolahlivo. Kedze argument odmocniny musi byt nezdporny (inak by
sme dostali nezmyselné komplexné riesenie), argument logaritmu musi byt mensi ako 1
- a to zrejme pre velké 7 nemdze platit (argument logaritmu je rastica funkcia 7).

Navyse takto definovana n(7) nedefinuje monoténne o(7) - ani vo vSeobecnosti totiz
monoténnost 7(7) nie je nutnou ani postacujicou podmienkou na to, aby o(7) bola

klesajica (¢o intuitivne o¢akavame). Derivaciou o(7) v (2.3) dostavame

J(r) = g\g -1+ Lf o) (2.8)

teda znamienko derivécie zavisi od znamienka hranatej zatvorky. Zrejme ¢'(7) < 0 prave

vtedy, ked
kE—1 —2n(r)
/
n'(r) < Ne + p—

Pritom k = 2r/0? a teda moze byt k < 1 aj k > 1, nevieme znamienko prvého ¢lena.

(2.9)

Druhy ¢len je kladny. Dostali sme horné ohranicenie pre derivaciu 7/, teda n(7) nemdze
réast prili§ rychlo.

Porovnajme asymptotickt aproximdciu (2.7) s rovnicou (2.4): tato pri vhodnom tvare
funkcie F'(7) aj moze byt definovana pre vsetky 7 € [0;00) a dokonca aj zabezpecit

monoténnost o(7).

2.2 Analyticka aproximacia podla Zhua

Matematik Song-Ping Zhu prisiel v ¢lanku [17] v roku 2006 s novou analytickou apro-

ximéciou volnej hranice pre americky put. Predstavme si najdolezitejsie myslienky jeho

pristupu. Na tvod séria substitucii, ktorymi zavedieme bezrozmerné premenné:
V S o?

V= — S'=—, T:(T—t)2

2.1
= - (210)

a relativny arok v = 2.



2.2 ANALYTICKA APROXIMACIA PODLA ZHUA 18

Tym padom modZeme systém podmienok pre americky put zapisat v tvare

(V0% % B
—E-i-s W—F”}/S%—’y‘/—o,

V(o(r),7) =1— o(7),

2 (olr) ) = 1, 2.11)

lim V(S,7) =0,

S—o0

V(S,0) = max(1 — S,0).

\

Zhu navrhol uvazovat nova funkciu U(S, 7) definovani predpisom:

V+S5-—1, pre o(1) < S < 1,
U= (2.12)
V, pre S > 1.

To umoziuje rozpisat systém (2.11) na dva systémy nasledovne:

( o0U 0*U ou
__+SZ—+’}/S$ —"}/U:"}/,

or 052
Ulo(r),7) =0,
1 oV pre o(1) < S <1, (2.13)
5gte(m), ) =0,
\ U(S,0) =0,
( —g—g—l—Sg%—l—ng—g—vU:O,
slggo U(S,7) =0, pre S > 1. (2.14)
U(S,0) =0,

\

KedZe vyzadujeme, aby funkcia V bola spojita a C*! hladk4, pre hrani¢né S = 1 musi

platit:
Slim U= Slim+ U, (2.15a)
—1- —1
lim ou = lim ou + 1. (2.15Db)

s—-1- 0S8 s—1+ 08
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Podmienky zapisané v tomto tvare su jednoduchsie ako povodna formulécia (2.11).

Pomocou Laplaceovej transformacie v ¢ase

(LU(S,))(p) = /000 e PTU(S, 1)dr (2.16)

ich prevedieme na systém ODR, ktory vieme riesit. Dostavame vSak rieSenie v Lap-
laceovom priestore. Aby sme previedli o(7) spét do priestoru funkcii, urobime inverznu
Laplaceovu transformaciu (podrobnosti o inverznej Laplacovej transformécii mozno néjst

v [11]), ¢o znamen4 riesit komplexny integral

p. (2.17)

o(r) = o— —exp

| o |1 ety
1 /M—Hoo ePT 0g { y(b— /p+a2) d
2T Jy—ico P b+ +\/p+ a?

Tento Zhu (vid [17]) vyriesil pouzitim Cauchyho vety. Vysledny tvar hranice predc¢asnej

expiracie pre americky put:

2 2
Y 27T [0 (¢
Q(T)_]-+’Y+ T 0 a2+C26

. (@) + ¢ tan! (g)},
: (@) ~btan-! (g)],

@ sin[f5(¢))d¢, (2.18)

kde fT (C) = b2-1-§2

[b lo
f2*(C) = bQi@ |:< lo

14y b= 1—v

a=—5, ==

2.3 Dalsie analytické aproximaécie

Na tomto mieste chceme spomenit dve dalSie aproximécie pre malé 7 < 1 podla ¢lankov
[5] a [3], ktorych autormi st Kuske, Keller a v [3] aj Evans. Prva aproximécia pochédza
z roku 1998

2

. 1/2
Sf(t) ~ K {1 — |:2(72(T — t) In 6771/27“[02(T — t)/2]1/2:| } , (2.19)

druhd s dividendami D pre pripad 0 < D < r a pre 7/ =T — t z roku 2002

wwl_awm {W] (2.20)
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Vsimnime si podobnost formul (2.19) a (2.20). Ak v prvej z nich substituujeme 7/ = T'—¢

a upravime

g

ST — 1) 2 }
18727’

o2
~1—0,/27"In
K \/ 6\/7r\/ 0?1 /2

a v druhej uvazujeme nulové dividendy, maji podobny tvar - liSia sa len koeficientom

=1—o0y/7In [ (2.21)

v logaritme.

Samozrejme, roznych analytickych aproximacii hranice pred¢asného uplatnenia exis-

tuje ovela viac. Spomenme napriklad pracu Mallieriho a Alobaidi, vid ¢lanky [8, 9].

2.4 Porovnanie asymptotického spravania

Zaujima nas asymptotické spravanie sa jednotlivych formil pre 7/ — 0%. Pozrime sa nai

analyticky. Volnd hranica podla ¢lanku Evans-Kuske-Keller [3] ma pre 7/ =T — ¢ tvar

S}E(T—T/)
K

o2
~1—oy/7In {87#27’} . (2.22)

Asymptotické spravanie pre formulu SSCh odvodili autori ¢lanku [13] v tvare

n(r) ~ =/~ In [2y/aTheb], (2.23)

Tak= 2T . Dosadenim

2 27‘ 27 /02 \/_0-2
N~ — |—1n |24/ 7 0——602 7| = — = 2.24
n() \ [ 2 o2 VT o2rer™ ( )

- _ [ \/_O- T‘T/] — ln[ \/§U ] — r7!. (225)

4r\/F dr/7r!

Hranica predcasnej expirdcie podla ¢lanku Stamicara a kol. [13] mé tvar

Qg) _ o (kD 2vmn(r) (2.26)
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z neho urobime Taylorov rozvoj do prvého rddu (zaujima nds asymptotické spravanie)

A0 1 (k- Dt 2y, 2.27)

/ 2 2 2
() ~ 1—7"0—(16—1)—2\/7"0— In V20 —rr
K 2 2 dry/7T!

s

/ 2 r 2

Na riefenie pre malé 7/ maji vplyv len ¢leny najnizsieho radu O(v/7'), t.j.

o(™') / o
T ~1—o4/T 1Il |:87T7’2T’ . (2.29)

Porovnanim vztahu (2.29) s formoulou EKK (2.22) zistime, Ze obe formuly maja

rovnaki asymptotiku pre malé 7/ — 07.
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3 Odvodenie numerickej schémy
SSCh vychadzajicej z implicitne]j

rovinice

V tejto kapitole odvodime schému na numericky vypocet hranice predcasnej expiracie
americkej put opcie, vychadzajic z integralnej ststavy rovnic odvodenej autormi ¢lanku
[13].

3.1 Diskretizacia problému

Nasou tlohou je vyriesit systém rovnic (2.4)-(2.6), teda néajst také funkcie n(7) a F(7),
pre ktoré pre kazdé 7 € [0, 7°"P| plati:

n(r) = —\/— log {ﬁkflﬂe’” (1 - %ﬂ : (2.4)

g(1,0) = [77(7) — n(7sin? ) sin 6’} : (2.5)

cos
w/2 ) )
F(r) = 2/ o~ cos? 0—g%(7,0) (ﬁsin@ + g(7,0) tan 6) dé. (2.6)
0

Nésledne za pomoci rovnice (2.3) prevedieme 7(7) na samotné rieSenie - volnt hranicu

o(7).

NaSou prvou tlohou je problém diskretizovat. Zvolime si delenie ¢asového intervalu,
teda vyberieme n bodov 7; z intervalu [0, 7¢*7]:
o2
0<<mn<.. <Tn§7'e$p:T?. (3.1)

V tychto bodoch budeme aproximovat hodnoty funkcii 7(-) a F(-). Oznacime si

n(m) = i, F(r) = F.
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Pri vypocte 7; potom stac¢i priamo dosadit 7; a F; do vztahu (2.4). Komplikacie
nastavaju az pri pouziti rovnice (2.5) pre g(7,0). Majme n(7;) = n; pre Vi. Potrebujeme
aproximovat vyraz n(7; sin @) pre dané i a 6 € [0, %] . Najskor ndjdeme také j, aby 7; sin 0

padlo do stredu intervalu [7;, 7;11), teda aby platilo
7; < 7;sinf < 74,
Potom méZzeme hodnotu linedrne interpolovat
n(7isind) ~ (1 — XN)n; + Anji1, (3.2)

kde
7;sinf — 7;

Tirl = T
V $pecidlnom pripade ked 7;sin6 < 71 (napr. pre § = 0) modzeme zvolit

n(7isinf) ~ n;.

Totiz pre 7 — Oje 77( ) — —00.

.....

tym presnejsie uré¢ime hodnotu 77(7'2- sinf) a tym mensia diskretizac¢na chyba vznika.

Osobitnou kapitolou numerického riesenia rovnice (2.5) je numerickd kvadratira. Z
tvaru funkcie (goniometrické funkcie v integraly) mozeme odhadovat, ze pojde o osci-
latoricka funkciu. Preto pri integrovani pouzijeme zlozené Newton-Cotesove pravidlo 4.
radu:

/ Fle)de ~ T (Tfo+ 82+ 1265+ 3263 + 7o), (3.3)

pricom interval [0, 7] rozdelime na m = 1000 podintervalov.

3.2 Iteracdné rieSenie

(1)

Zvolme si pociato¢ni aproximéciu F;

(1)

= 0, pre kazdé : = 1, ..., n. Potom mdzeme 7,

vypocitat dosadenim 7; a Fi(l) do rovnice (2.4)

M = —\/— log [ﬁkTil/ZekTi]. (3.4)

Nasledne mézeme pomocou 77@'( )

pocitat hodnoty funkcie g v rovnici (2.6) pre F Opa—
kovanim dostavame dalSie iteracie rieSenia. Teda nés algoritmus mozeme schematicky
zapisat ako

T]Z(k) — Fi(kﬂ) — T]Z(kﬂ), pre Vi a pre k = 1,2, ... (3.5)



3.2 ITERACNE RIESENIE 24

Obr. 3.1: Priebeh aproximovanych funkcii
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Uvedeny algoritmus je akousi obdobou hladania pevného bodu stustavy rovnic. Za

istych predpokladov kontraktivnosti zobrazenia dostavame pre k — oo riesenie
ni — Fz — 1, pre Vi. (3.6)

Nezabtidajme viak, Ze systém (2.4) - (2.6) riedia az limitné funkcie 7 a F'. Tieto pred-
stavuja limitny bod systému rovnic, teda vsetky tri rovnice st splnené stcasne.

Konvergenciu algoritmu sme sa pokusili overit experimentalne, nanestastie bez tspe-
chu. Na obrazku (3.1) zobrazujeme prvé tri aproximdcie funkcii. Ako vsak vidno na
obrazku (3.1d), rieSenie v neskorsich iteracidch osciluje a nekonverguje.

Toto vznik4 vzhladom na oscildcie v podintegralnej funkcii na vypocet F. Napriklad
vypocitand n nie je dostatocne hladka, ¢o vedie k nabalovaniu chyb, kedZze v dalsich
krokoch hodnotu 7 interpolujeme. Dalsie problémy vznikaji, ak je vypoéitana hodnota
n; imaginarna (vznikd pre velké F; - zmeni sa znamienko).

Pristup mozno istym spésobom vylepsit. VSimnime si, ze v kazdom kroku si ,,tip-
neme“ n hodnot funkcie F;, pomocou ktorych vypodcitame 7; a z nich opif F;. Tieto
pouzijeme ako novy ,tip* v dalsej iteracii. Co mézeme spravit je ,tipovat“ trochu zmys-

luplnejsie. MdZeme napriklad volit akusi ,,priemernt“ hodnotu F;

F'(k—l) + F{(k—Q)

FR —
(2 2 )
resp. vSeobecnejsie
k—1
Fi(k) _ Z w]Fi(J)
j=0

Alebo ,vyhladit® funkciu F' (kedZe oCakavame, Ze rieSenie bude dostato¢ne hladké)

m
(k) (k)
F = Z ijz‘Jrj-
j=—m

Pripadne pozadovat monoténnost F'. Takéto tpravy mozu viest k aproximaécii rieSenia

stustavy. Takymto sposobom vSak len fazko ziskame presné rieSenie.

3.3 Bodové iteracie

Pokisme sa teda problém riesit inym sposobom. ,,Uh&dnut* rieSenie napriklad v n = 1000
bodoch naraz je pomerne naro¢né. Podobna tloha v jednorozmernom pripade je vSak

kvalitativne jednoduchsia.
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Uvedomme si, ze na vypocet F; vystacime s hodnotami funkcie n v predoslych bodoch,
stac¢i nam teda 11,72, ..., ;-1 a 1; mdzeme dopocitat ako n; = n(F;).
Postupujme teda nasledovne - v jednotlivych ¢asoch 7; vypocitame hodnotu F; tak,

aby platilo
F; = F(n(Fi), Ni—1,Ni—2, -+, 771)7 (3-7)

hladédme teda koren rovnice

T — F(T/('x)vni—lvni—% -~-7771) =0. (38)

Dostavame problém riesitelny pomocou bisekcie, prip. Newtonovou metédou. Ako pocia-
toény odhad riesenia si méZeme v kazdom kroku vyhodne zvolit 2° = F;,_;, resp. 2° =0
pre i = 1. Ked%e (3.8) je splnend v kazdom ¢ase 7;, zrejme néjdené riesenie Fj,7; splia
zadanu sustavu rovnic.

Z rieSenia 7; Tahko dopoc¢itame p;. Interpolaciou dostavame profil hranice predcasnej

expiracie o(7) pre V1 € [O,T”;].

Tento algoritmus sa ukazal aj prakticky pouZzitelny, kedZe dédva vybornt aproximaciu
hranice pred¢asnej expiracie. Ukézku priebehu funkeii zobrazujeme obr. (3.2). V prilohe

prace sa nachadzaju kompletné zdrojové kédy pre program Matlab.
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Obr. 3.2: Numericky ziskané rieSenie ststavy rovnic a dopocitand volna hranica
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Cas do expiracie
(a) RieSenie 7(7)
100~
— p(1)

95}
90t
851
80t

755 ‘ ‘ ‘ : ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Cas do expiracie

(c) Dopocitana o(T)

0.5~

-05¢t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cas do expiracie

(b) Riesenie F'(T)
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4 Numerické porovnanie

Oblast vypoc¢tu hranice predcasnej expirdcie americkych opcii je zaujimava aj z numeric-
kého hladiska. Komplikacie spdsobuje fakt, Ze tesne pred expiraénym ¢asom 7T sa hranica
meni nekonecne rychlo (vid [13]). Preto ¢asto ide o pomerne komplikovany vypocet.

V stcasnosti nielenze nepozname presnt analytickt formulu na vypocet hranice pred-
Casnej expiracie, dokonca nie je zndma ani spolahliva numerickd schéma. V tejto kapitole

porovnavame niektoré analytické aproximacie a numerické metédy vypoctu.

4.1 Analytické aproximacie

V tejto Casti vypocitame a porovname jednotlivé analytické aproximacie - Stamicar-
Sevéovie-Chadam (2.7), Kuske-Keller (2.19), Evans-Kuske-Keller (2.22) a Zhu (2.18).
Pritom prvé tri aproximacie autori odvodili pre malé 7 — 0.

Zvolili sme si volatilitu o = 30%, tGrok » = 10% a tieto sme dosadili do jednotlivych
vzorcov. Priebeh hranice sme zndzornili na obrazku (4.1). Do grafov zaradili aj hranicu
vypocitani podla PSOR s presnostou n = 1000. Pre porovnanie jednotlivych aproximécii
zavadzame aj relativnu chybu voc¢i PSOR. Konkrétne ¢iselné hodnoty potom uvadzame
v tabulke (4.1).

Definicia 4.1 (Relativna odchylka.) Nech T =T —t je ¢as do expirdcie, SFPN" (1)
presnd hodnota (benchmark) hranice predéasnej expirdcie a S77RO% (1) jej pribliznd hod-
nota. Relativnu odchylku A v ¢ase T vypocitame ako:

|SAPROX (7_) o SBENCH (7_)’
f f
A(r) = S}J;ENCH(T)

Poktsme sa zhrnut ziskané vysledky. Ako prvé si mozeme vSimnit, Ze Zhu mé pod-
statne nizsiu hodnotu hranice ako ostatné analytické aproximécie a PSOR. V ¢ase 7 =1
mintata sa KK, EKK, SSCh a PSOR takmer zhoduju na 99,43, kym Zhu mé hranicu az
99,038.
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Obr. 4.1: Grafické porovnanie analytickych formul - rézne ¢asové obdobia

100 1 KK
==: EKK
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98 — Zhu
«+s+ PSOR
99.6 1
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(b) T =4.1073 roka ~ 1 deit
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Tabulka 4.1: Porovnanie polohy hranice vypocitanej analytickymi formulami

Kriticka cena akcie v $

Relativna odchylka voéi PSOR

T KK EKK SSCh Zhu PSOR | KK EKK SSCh Zhu
0,000 01 | 99,705 99,693 99,693 99,507 99,700 | 0,00% 0,01% 0,01%  0,19%
0,000 05 | 99,398 99,368 99,370 99,034 99,402 | 0,00% 0,03%  0,03%  0,37%
0,000 1 | 99,185 99,142 99,145 98,718 99,203 | 0,02% 0,06%  0,06%  0,49%
0,0005 | 98,390 98,280 98,292 97,569 98,314 | 0,08% 0,03%  0,02%  0,76%
0,001 97,864 97,699 97,720 96,827 97,726 | 0,14% 0,03% 0,01%  0,92%
0,005 96,0564 95,616 95,685 94,274 95,600 | 0,48% 0,02%  0,09% 1,39%
0,01 95,009 94,325 94,433 92,725 94,176 | 0,88% 0,16%  0,27% 1,54%
0,04 92,949 91,117 91,314 88,656 90,303 | 2,93% 0,90% 1,12% 1,82%
0,1 93,533 89,285 89,422 85,254 86,936 | 7,59% 2,70%  2,86% 1,93%
0,25 - 91,008 90,739 81,413 82,861 - 9,83%  9,51% 1,75%
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Obr. 4.2: Porovnanie polohy volnej hranice v dlhodobom horizonte

Na druhej strane, kym ostatné aproximacie postupne prestavaji kopirovat tvar PSOR
hranice (KK pre 7 = 0,01 roka, EKK a SSCh asi pre 7 = 0,02), Zhuova formula si stabilne
drzi asi 2% odchylku.

Preto pri odhade asymptotického spravania mozeme pouzit SSCh alebo EKK formulu,

zatial ¢o pri aproximécii volnej hranice pre dlhsie obdobie pouzijeme Zhuovu verziu.

4.2 Vysledky v dlhodobom horizonte

V tejto cCasti sa zameriame na konkrétne numerické porovnanie rieseni v dlhodobom
horizonte. Spomedzi analytickych mo6zeme pouzif len Zhuovu aproximéciu (2.18) z ¢lanku
[17] (ostatné sa daju pouzivat iba pre malé 7 < 1).

Porovname ju s dvoma numerickymi metédami - PSOR (tdto ndm bude sluzif aj
ako benchmark pre porovnanie ostatnych) a novoodvodenti schému Stamicar-Sevéovic-
Chadam (SSCh) na vypocet volnej hranice priamo zo systému rovnic (2.4)-(2.6) podla
[13].

Ako dlhodoby horizont sme si zvolili ¢as do expiracie T" = 5 rokov. Zvolili sme si
expira¢ni cenu X = 1008, volatilitu akcie o = 30%, rocnt trokovi mieru r = 10% a
nulovt mieru dividend. Vysledky znazornuje graf na obrazku (4.2). Profil riesenia je vo
vSetkych troch pripadoch priblizne rovnaky.

Pre lep$iu nézornost sme v druhom grafe zobrazili relativhu odchylku od rieSenia
PSOR, ktoré pouzivame na meranie kvality ostatnych aproximacii. Zhuova integralna

formula vykazuje odchylku medzi 1 a 2,5%, najnizia je priblizne pre 7 = 2 roky. RieSenie
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Kritickd cena akcie v $ Relativna chyba
" | PSOR  Zhu  SSCh | Zhu  SSCh
0 100,0000 100,0000 100,0000 | 0% 0%

0,02 | 92,8672 90,8575 92,3461 | 2,16%  0,56%
0,04 | 90,7707 88,6563 90,2088 | 2,33%  0,62%
0,06 | 89,3300 87,2160 88,7771 | 2,37%  0,62%
0,08 | 88,2350 86,1300 87,6695 | 2,39%  0,64%
0,1 87,3279 852538 86,7636 | 2,38%  0,65%
0,2 | 84,2062 82,3766 83,7476 | 2,28%  0,65%
04 | 81,0179 79,3593 80,4793 | 2,05%  0,66%
0,6 | 79,0571 77,5961 78,5391 | 1,85%  0,66%
08 | 77,698 76,3752 77,1895 | 1,7%  0,66%

1 76,6695 754580 76,1632 | 1,58%  0,66%
15 74,9137 73,8879 74,4094 | 1,37%  0,67%
2 73,8107 72,8731 73,2722 | 1,27%  0,73%
3 72,5786 71,6205 71,8735 | 1,32%  0,97%
4 72,0121 70,8778 71,0464 | 1,58%  1,34%
5 71,7966 70,3925 70,5100 | 1,96%  1,79%

Tabulka 4.2: Porovnanie poloh hranice skorého uplatnenia put opcie

podla SSCh schémy v prvej polovici zvoleného ¢asového intervalu vykazuje takmer kon-
stantni odchylku, v druhej polovici sa tato postupne zvicsuje - rieSenie sa priblizuje k
Zhuovmu. Toto vSak moze znamenat aj to, Ze nami vypocitana hranica PSOR sa v Case

7 ~ 5 rokov uz odchyluje od skutoc¢nej polohy volnej hranice.

Zéverom mozno konstatovat, ze v dlhodobom horizonte schéma SSCh velmi dobre

popisuje hranicu skorého uplatnenia americkej put opcie.

4.3 Porovnanie blizko ¢asu expiracie

Blizko ¢asu expiracie pre 7 € [0;0,02] roka (priblizne 7.3 diia) sme do porovnavania zahr-
nuli aj analyticka formulu (2.22) podla ¢lanku [3] trojice autorov Evans, Kuske a Keller.
Tato na zvolenom c¢asovom horizonte velmi dobre aproximovala hranicu predcéasného
uplatnenia vypocitani z PSOR.

Pouzili sme parametre 7" = 0,02 roka (priblizne 7,3 diia), Grok r = 10% a volatilitu
o = 30%. V tomto pripade mala najvic¢siu odchylku od PSOR - priblizne 2% Zhuova
analytickd aproximacia. Ostatné dve sa drZia na urovni 0.5%, EKK v zavere ¢asového
intervalu dokonca menej ako 0.2%. Podrobnejsie mozeme vidief na obrazku (4.3) a v
tabulke (4.3).
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Obr. 4.3: Porovnanie polohy hranice predcasnej expiracie
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Tabulka 4.3: Numerické porovnanie polohy hranice predc¢asnej expiracie

Kriticka cena akcie v $§ Relativna chyba

" | PSOR Zhu SSCh EKK | Zhu SSCh EKK
0 100,00 100,00 100,00 100,00 | 0,00% 0,00%  0,00%
0,000 2 99,23 98,31 99,10 98,84 | 0,94% 0,13%  0,40%
0,000 4 | 98,88 97,77 98,67 98,44 | 1,12% 0,21%  0,45%
0,000 6 98,62 97,39 98,37 98,14 | 1,25% 0,26%  0,48%
0,0008 | 9829 97,09 97,99 9790 | 1,23% 0,31%  0,40%
0,001 98,09 96,83 97,75 97,70 | 1,28% 0,35%  0,39%
0,002 97,34 95,89 96,91 96,94 | 1,49% 044%  0,41%
0,003 96,80 95,23 96,35 96,41 | 1,63% 047%  0,41%
0,004 96,37 9471 9590 9598 | 1,72% 049%  0,40%
0,005 95,99 94,27 95,52 9562 | 1,79% 0,50%  0,39%
0,006 95,67 93,90 95,17 95,30 | 1,86% 0,52%  0,39%
0,007 9537 9356 9486 9502 | 1,90% 053%  0,37%
0,008 95,10 93,26 9459 9477 | 1,.94% 054%  0,35%
0,009 94,86 92,98 94,34 9454 | 1,98% 0,55%  0,34%
0,01 94,63 92,72 94,10 94,33 | 2,01% 0,55%  0,32%
0,012 9421 9227 9368 9394 | 207% 056%  0,29%
0,014 93,84 91,86 93,31 93,61 | 2,11% 0,57%  0,24%
0,016 93,50 91,49 92,96 93,31 | 2,15% 0,58%  0,20%
0,018 93,19 91,16 92,65 93,04 | 2,18% 0,58%  0,16%
0,02 92,94 90,86 92,34 9279 | 2.24% 0,65%  0,16%

32
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Hodnota konstanty C
T Analytické aproximacie Numerické metédy
KK EKK SSCh Zhu PSOR SSCh

0,000 01 | 0,1592 0,3581 0,3481 5,52E+06 | 0,2138 0,4212
0,000 05 | 0,1592 0,3581 0,3412 5,01E+04 | 0,1421 0,4254
0,0001 | 0,592 0,3581 0,3374 8,53E+03 | 0,1158 0,4275
0,000 5 | 0,1592 0,3581 0,3268 2,53E+02 | 0,2762 0,4345
0,001 0,1592 0,3581 0,3219 7,22E+01 | 0,3124 0,4395
0,005 0,1592 0,3581 0,3134 7,307 0,3695 0,4357
0,01 0,1592 0,3581 0,3131 3,583 0,4330 0,4770
0,02 0,1592 0,3581 0,3165 2,079 0,4565 0,5200

Tabulka 4.4: Konstanty C' vypocitana z polohy hranice predcasnej expiracie

4.4 Asymptotické riesenie

V nadviznosti na ¢ast (2.4) predpokladajme teraz, ze vSeobecna analytickd aproximécia

volnej hranice mé pre malé 7 =T — ¢ tvar

SHUT —
%zl—a 7ln (g), (4.1)
kde pre EKK a SSCh formulu je
2
o
C = . 4.2
8mr? (42)

Hodnotu konstanty C' vSak vieme vypocitat aj numericky priamo z vypocitanej volne;
hranice S; danom diskrétnom case 7; — 0:

_ Si)?
C; = 1;Exp u

7,02

(4.3)

Konstantu C pocitame pre kazdt z pouzivanych metdd - analytické aproximéacie KK,
EKK, SSCh a Zhu, ako aj numerické metédy PSOR a SSCh schému. Vysledky uvadzame
v tabulke (4.4).

Aproximécie KK a EKK st priamo definované v tvare (4.1), teda vypocitané hodnoty
C; st rovnaké vo vsetkych ¢asoch 7;. Aproximécia SSCh (2.7) mé sice rovnaky asymp-
toticky tvar, pre vicsie 7 sa vSak viac prejavuju ¢leny vyssieho radu a tak hodnota C' s
rasticim 7 pomaly klesa.

Uplne iné asymptotické spravanie ma Zhuova aproximécia hranice predc¢asnej expi-

racie, ¢o mozno pozorovat aj na radovo vyssich hodnotach konstanty C' (Zhu C' > 1 pre
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Pocet Pocet vniutornych Odchylka vo¢i PSOR benchmarku
deliacich iteracii maximova ||| integralna |||,
bodov A B Rozdiel A B Rozdiel A B Rozdiel

50 153 151 -1,31% | 6,723 3,505 -47,9% | 1,223 0,463  -62,2%

10| 270 2711 037% | 5137 1,969 -61,7% | 0,450 0,199 -55,8%
20| 463 450 -2,81% | 3,873 1,160 -70,0% | 0,187 0,086 -53,9%
40 | 753 T34 -2,52% | 2,902 0,800 -72,4% | 0,091 0,046 -49,2%
80 | 1230 1137 -7,56% | 2,170 0,432 -80,1% | 0,051 0,032 -37,5%
160 | 1811 1748 -3,48% | 1,635 0,282 -82,8% | 0,035 0,027 -22,7%
320 | 3037 3001 -1,19% | 1,255 0,244 -80,6% | 0,028 0,025 -11,1%
640 | 5516 5495 -0,38% | 1,004 0,241 -76,0% | 0,026 0,024  -4,7%
1280 | 10569 10561 -0,08% | 0,838 0,239 -71,5% | 0,025 0,024  -1,8%

Tabulka 4.5: Porovnanie dvoch deleni intervalu

A - rovnomerné (4.4), B - nerovnomerné (4.5)

7 — 0, ostatné metédy C' € [0;0,6]). Aj takto sa prejavuje odchylka hranice vypocitane;
metédou Zhu cca o 2% oproti ostatnym rieSeniam.

Hodnota konstanty C' pre hranicu pred¢asného uplatnenia vypoc¢itani numericky - v
pripade SSCh zac¢ina na C' = 0,42 a pomaly rastie. V pripade PSOR hodnota C' jemne
osciluje v intervale 0,1 az 0,45 - aj PSOR ma priblizne rovnaki asymptotiku, vac¢si rozptyl

moze sposobovat nepresnost samotného vypoctu PSOR.

Zistili sme, ze hodnota C' je priblizne rovnaka u vsetkych aproximacii okrem Zhuove;j.
Zhuova metéda ma pre malé 7 Uplne iné spravanie. Ostatné metddy maji podobnu
asymptotiku, v koeficiente C' st len malé rozdiely. Tym padom zrejme aj presnd poloha

hranice bude mat asymptotiku (4.1).

4.5 Delenie ¢asového intervalu

Metéda vypoctu volnej hranice odvodend na zaklade SSCh integrélnej stustavy rovnic
nam dava volnost pri vybere delenia ¢asového intervalu. Kedze cas do expirdcie 7 =
(T—t)%2 patri do intervalu 7 € [0, T "72] = [0, 7¢*P], zvolme v prvom pribliZeni rovnomerné
delenie:

T = (_) ' Texpa pre Z - 1a -y N, (44>
n

kde n je zvoleny pocet deliacich bodov. Takého delenie sa zda byt ,najspravodlivejsie®.

Pri podrobnejsom prestudovani problému si vSak uvedomime dve veci:
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Obr. 4.4: Porovnanie roznych deleni ¢asového intervalu

e v Case tesne pred expirdciou (pre 7 — 0) sa volna hranica meni velmi rychlo, kym

pre 7 =~ 1 uz k velkej zmene nedochadza,

e vo vypocte aproximujeme vyraz 7(7 sin?6) pre 6 € [0; 7], teda casto potrebujeme

hodnotu funkcie 7(-) pre malé argumenty.

Na zéklade toho mozeme zvolit delenie, ktoré je hustejsie pre malé 7:

LN\ 2
T = (i) TP pre: =1, ...,n. (4.5)

n

Obe delenia moézeme numericky porovnat - rovnomerné (4.4) a nerovnomerné (4.5).
Vysledky st v stlade s ocakdvanim - nerovnomerné delenie konverguje rychlejsie. Pocet

iteracii je v oboch pripadoch takmer rovnaky, avsak odchylka druhého spdsobu sa pri-

.....

Podrobnejsie v tabulke (4.5) a na obrazku (4.4).

4.6 Experimentalny rad konvergencie

Pokisme sa experimentéalne urcit rad konvergencie nasej metédy vypoctu volnej hranice.
Vyjdeme z predpokladu, Ze g je presné rieSenie (benchmark) a g, jeho aproximacia v n

bodoch. Zaroven predpokladame, ze pre rad chyby plati:

lg — gull = O (n™°) (4.6)
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Potom aj pre dvojicu rozmerov n;, n; 1 (napr. n; 1 = 2n;) plati

lg = gall = eni? (4.7)

Hg_gni+1|| = Cni:;l (48)

a predpokladame, Ze ¢ aj ¢ st konstanty - zavisia od metdédy, nie od rozmeru rieSenia.
Vydelenim (4.7) a (4.8) dostdvame

- 9
Hg ~ Ynipa H i1 ( )

In (—Hggn" )
5 = [lg=gmi 14 | (4.10)

ey

Tymto spdsobom vieme vypocéitat hodnotu §; pre rozne pocty deliacich bodov n;.

Zrejme plati, Ze skutocnd d sa priblizne rovna jednotlivym vypocitanym ¢;. Pritom mé
zmysel uvazovat hodnotu 0 samostatne pre maximovu a integralnu normu, kedze mozu
konvergovat roznymi rychlostami. Podobne takto moZeme porovnat aj rychlost konver-

gencie u rovnomerného a nerovnomerného delenia intervalu.

Otéazkou zostava, ¢o pouzit ako benchmark. Pouzime PSOR rieSenie s dostatocne vy-
sokou presnostou. Nie je v8ak jednoduché zistit, ktora PSOR volna hranica ma najmensiu
odchylku od presnej polohy (podrobnejsie v ¢asti 5.4). Zvolme teda PSOR rieSenie, ktoré
mé najmensiu odchylku od riesenia SSCh-5120.

Vysledky uvadzame v tabulke (4.6). Pri rovnomernom deleniv maximovejnorme je
d = 0,5, teda rychlostou O(y/n), v integralnej norme § = 1 konverguje linedrne. Vypocet
SSCh s nerovnomernym delenim konverguje priblizne linearne s 0 =~ 1 v oboch normach.

Vsimnime si v8ak, ze sme uvazovali maximalne n = 80. Pre vicsie n sa totiz odchylka
uz nezmensuje rovnakym tempom, zostdva blizko minimélnej hodnoty |[-||., = 0,238,
I-]l; = 0,024 pre SSCh-5120. Myslime si, Ze to suvisi s presnostou samotného PSOR
a jeho odchylkou od skutoc¢nej polohy hranice pred¢asného uplatnenia. Pre velké n vo

vypocte SSCh uz chyba samotného PSOR prevazi odchylku SSCh aproximacie.

Poktsme sa teda ur¢if rychlost konvergencie SSCh metddy k svojej limite. Ako bench-
mark sme si zvolili polohu volnej hranice vypocitani SSCh metédou s velkym poctom
deliacich bodov (n = 5120). V tom pripade - vSimnime si vypocitant ¢ v tabulke (4.7) -

je aj konvergencia ovela lepSia.
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Deliace body Vnuitorné iteracie | Cas | Odchylka EOC §

Pocet Delenie Priem Max b s 1P | P Y PO (Y

5 rovnomerné 30,60 39 153 2,9 | 6,723 1,223 - -
10  rovnomerné 27,00 34 270 7,6 | 5,137 0,450 | 0,388 1,442
20  rovnomerné 23,15 36 463 8,6 | 3,873 0,187 | 0,408 1,268
40  rovnomerné 18,83 34 753 | 15,7 | 2,902 0,091 | 0,416 1,037
80  rovnomerné 15,38 73 1230 | 30,2 | 2,170 0,051 | 0,419 0,826

5 mnerovnomerné | 30,20 35 151 5,8 | 3,505 0,463 - -
10 nerovnomerné | 27,10 40 271 | 10,1 | 1,969 0,199 | 0,832 1,217
20 nerovnomerné | 22,50 35 450 8,4 | 1,160 0,086 | 0,764 1,206
40 nerovnomerné | 18,35 38 734 | 14,0 | 0,800 0,046 | 0,536 0,898
80 nerovnomerné | 14,21 36 1137 | 25,3 | 0,432 0,032 | 0,888 0,527

Tabulka 4.6: Vypodet radu konvergencie vo¢i PSOR benchmarku

V maximovej norme pri rovnomernom deleni § & 0,5, pri nerovnomernom ¢ =~ 1 - teda
metoda konverguje takmer linedrne. Integralna norma déva 6 ~ 1 pri rovhomernom a

dokonca ¢ =~ 1,5 pri nerovnomernom deleni - ¢o je viac nez linearna rychlost konvergencie.

Zhrnutie. Metoda SSCh s nerovnomernym rozdelenim n bodov konverguje k hranici

predéasnej expirdcie s chybou O(1/n) v maximovej a O(n~3/2) v integralnej norme.
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Tabulka 4.7: Vypocet radu konvergencie voci SSCh-5120 benchmarku

Deliace body Vnutorné iteracie Cas Odchylka EOC /)
Pocet Delenie Priem Max ) min:s | ||| IBIR (R s
5 rovnomerné 30,6 39 153 0:02,9 | 6,745 2,366 1 - -
10  rovnomerné 27,0 34 270 | 0:07,6 | 5,159 1,257 6 | 0,387 0,912
20  rovnomerné 23,2 36 463 | 0:08,6 | 3,892 0,657 1 | 0,407 0,937
40 rovnomerné 18,8 34 753 0:15,7 | 2,913 0,346 5 | 0,418 0,923
80  rovnomerné 15,4 73 1230 | 0:30,2 | 2,168 0,1816 | 0,426 0,932
160 rovnomerné 11,3 44 1 811 1:03,6 | 1,607 0,094 4 | 0,433 0,944
320  rovnomerné 9,5 37 3037 | 2:484 | 1,186 0,048 8 | 0,438 0,953
640  rovnomerné 8,6 34 5516 | 5:55,0 | 0,873 0,0251 | 0,443 0,958
1280  rovnomerné 8,3 37 10569 | 11:284 | 0,640 0,012 9 | 0,447 0,961
5 nerovnomerné 30,2 35 151 0:05,8 | 3,522 0,773 3 - -
10 nerovnomerné 27,1 40 271 0:07,1 | 1,961 0,278 0 | 0,845 1,476
20 nerovnomerné 225 35 450 | 0:08,4 | 1,072 0,093 2 | 0,872 1,577
40 nerovnomerné 18,4 38 734 | 0:14,0 | 0,578 0,031 1 | 0,891 1,585
80 nerovnomerné 14,2 36 1137 | 0:25,3 | 0,309 0,0105 | 0,905 1,568
160 nerovnomerné 10,9 34 1748 0:52,0 | 0,164 0,003 6 | 0,916 1,557
320 nerovnomerné 9,4 38 3001 | 2:20,4 | 0,086 0,0012 | 0,924 1,556
640 nerovnomerné 8,6 34 5495 | 5:04,2 | 0,045 0,0004 | 0,930 1,572
1280 nerovnomerné 8,3 37 10 561 9:43,9 | 0,024 0,0001 | 0,936 1,642
5120 nerovnomerné 8,0 48 40939 | 38:28,6 | (benchmark) - -
Obr. 4.5: Ukazka konvergencie SSCh k presnému rieseniu
100 — Bonchmark 79t — Benchmark |
=6~ SSCh n=5 =©- SSCh n=5
o5l SSCh n=10 7850 SSCh ni10
—9- SSCh n=20
90t 78l
€
85} 7751
8of i
75} ‘ ‘ ‘ ‘ 76.51 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
t=T-t t=T-t

(a) Cely interval

(b) Zvicésend Cast intervalu
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5 Konvergenia PSOR metody

pri vypocte volnej hranice

Algoritmus PSOR je jednym z tych, ktoré sa aj v sicasnosti pouzivaji na vypocet hranice
predcasnej expiracie. Metéda PSOR (Projected Successive Over Relazation) sa pouziva
na vypocet hodnoty opcie pomocou kone¢nych diferencii. Hranicou predc¢asnej expiracie
je potom minimalna cena akcie S, pre ktoru je cena opcie ostro vicsia ako jej payoft.

Metéda pouziva niekolko parametrov. Velkost diskretizac¢nej siete urcuje pocet ¢aso-
vych krokov m a pocet priestorovych krokov n. Dal§imi parametrami st w (vaha vektora
zmeny pri iteracidch) a L (uréujice hrani¢nt cenu akcie).

Kazdy z parametrov mozno volit samostatne. Nie je v8ak tplne jasné, pri akej kombi-
néacii parametrov dostaneme najpresnej$iu aproximéciu volnej hranice. Preskiimajme za-
vislost tejto presnosti od volby jednotlivych parametrov podrobnejsie. Ako porovnévaciu
hodnotu (benchmark) sme zvolili voInti hranicu vypoc¢itani SSCh metédou s dostatoénou

presnostou (n = 1280 deliacimi bodmi).

Poznamka 5.1 Hranica predcasnej expirdcie americkej put opcie ziskand pouzitim me-
tody PSOR je postupnost minimdlnych cien akcie, pri ktorej cena opcie presahuje svoj
payoff. KedZe cenu opcie pocitame iba v konecnom pocte cien akcie, moze sa stat, Ze
v niekolkych po sebe idicich casoch je tdto najmensia cena akcie rovnakd. Nie je to
vSak preto, Ze by bola v danych casoch rovnakd aj volnd hranica, ale preto, Ze nemdme
dostatok bodov, v ktorych by sme cenu opcie vypocitali.

KedZe vsak chceme, aby bola volnd hranica monotonne klesajica (nie po castiach
konstantnd), v bodoch, v ktorych sa funkénd hodnota opakuje, tito linedrne interpolu-

jeme. Dalej pracujeme s touto ,vyhladenou® volnou hranicou PSOR. Ukdzku zndzornuje

obrazok (5.1).
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Obr. 5.1: Vyhladenie PSOR riesenia volnej hranice

1007 —— SsCh '
PSOR
951 ===x PSOR vyhladene |
.0
g
©
c 90t ]
C
(O]
o
A
S 851 1
&
80t 1
754 : : :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cas do expiracie

Tabulka 5.1: Rad konvergencie PSOR metédy v porovnani so SSCh-1280 benchmarkom

Parametre PSOR Pocdet iteracii Cas Odchylka EOC §
n m w L | Priem. Celkom | min:s 1] S | P I Y| O | 1 Y
20 20 14 20,6 411 | 0:00,55 | 6,077 5,183 - -
40 40 1,4 18,8 751 | 0:00,83 | 3,995 3,310 | 0,61 0,65

80 80 1.4
160 160 14
320 320 14
640 640 1.4

1280 1280 14

20 20 1,95
40 40 1,95
80 80 1,95
160 160 1,95
320 320 1,95
640 640 1,95
1280 1280 1,95

274 2192 | 0:02,98 | 2,697 2,107 | 0,57 0,65
52,1 8330 | 0:12,36 | 1,755 1,242 | 0,62 0,76
96,0 30711 | 0:53,16 | 1,190 0,696 | 0,56 0,83

176,3 112837 | 4:12,92 | 0,842 0,367 | 0,50 0,92

324,0 414719 | 17:53,39 | 0,592 0,192 | 0,51 0,94

307,01 6142 | 0:00,33 | 9,908 6,868 | - -

291,7 11 667 | 0:00,70 | 7,783 5,743 | 0,35 0,26

276,2 22096 | 0:02,14 | 5,710 4,796 | 0,45 0,26

271,2 43393 | 0:07,17 | 4,708 4,130 | 0,28 0,22

2932 93831 | 0:27,53 | 3,939 3,333 | 0,26 0,31

2251 144 067 | 2:48,77 | 2,717 2,466 | 0,54 0,43

1754 224 495 | 14:33,19 | 1,780 1,636 | 0,61 0,59

e N e e e e e e e T
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Obr. 5.2: Zavislost vlastnosti PSOR rieSenia volnej hranice podla rozmeru a volby w

5.1 Rad konvergencie podla rozmeru

Poktsime sa experimentalne urcit rad konvergencie PSOR metédy na vypocet hranice
skorého uplatnenia. Predpokladame, Ze chyba méa tvar O(n~?). Konvergenciu overime
pre dve rézne hodnoty parametra w; = 1,4 a wy = 1,95.

Vysledky uvddzame v tabulke (5.1) a prehladne znazormujeme na obrazku (5.2).

Ako vidime, v oboch pripadoch PSOR. konverguje k hranici predcasnej expiracie.
parametrov. Konkrétne v pripade ws = 1,95 je konvergencia s 6 ~ 0,5, pre w; = 1,4
dokonca takmer linearna ¢ &~ 1. Zaujimavy je vSak potrebny pocet iteracii na dosiahnutie
vysSSej presnosti (a tym aj Casu trvania vypoctu) - pri w; je pocet iterdcii pri malom
rozmere nizsi, ale rastie vyrazne rychlejsie a pri n = 1280 uz pocet iteracii takmer
dvojnasobne presahuje pocet iteracii s wo. To je dan za rychlejsiu konvergenciu pri nizSom

rozmere.

V predchadzajtcej tabulke (5.1) sme volili m = n. Pozrime sa teraz na to, ¢i je to
najvhodnejsia volba. Najskor si uvedomme, Ze musi platit m ~ n. Ak by sme totiz mali
m < n (ovela viac priestorovych krokov), tak budeme sice poznat hodnotu opcie pre
velky pocet cien akcie a teda aj dokdZeme presne uréif volnt hranicu (najmensia cena
akcie, pre ktoru je cena opcie nad svojim payoffom), avSak budeme ju poznaf iba v
malom pocte diskrétnych casov.

Obdobne pre m > n sice pozname hodnotu volnej hranice vo velkom podte ¢asov,
ale vzhladom na nizky pocet ¢asovych krokov nie tplne presne.

Porovnajme tri sposoby volby m ~ n:

A) n=2m, B) n=m, C) m=2n.
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Tabulka 5.2: Zmena pomeru ¢asovych a priestorovych krokov

Typ | Parametre PSOR Pocet iteracii | Cas | Odchylka Najlepsi

n  m w L |Prem. Celkom | s | [ [y | M [

A 100 50 14 2 18,3 916 | 0,75 | 4,09 2,88

B 70 70 14 2 14,7 1029 | 0,70 | 3,97 2,82

C 50 100 1.4 2 148 1476 | 0,80 | 2,76 2,51 naj naj

A 100 50 1.4 1 64,5 3223 | 0,88 | 3,11 2,19 naj

B 70 70 14 1 240 1682 | 0,70 | 3,10 2,32

C 50 100 1.4 1 15,3 1534 | 0,73 | 2,57 2,22 naj

A 100 50 1,4 0,5 238,0 11898 | 147 | 2,83 1,40 naj

B 7 70 14 05 88,1 6170 | 1,02 | 2,58 1,65

C 50 100 1.4 0,5 340 3397 | 0,88 | 2,22 1,79 naj

A 100 50 1,95 1 2829 14146 | 1,63 | 8,21 6,75

B 70 70 1,95 1 278,7 19510 | 1,77 | 5,71 5,00

C 50 100 1,95 1 278,5 27852 | 2,00 | 4,09 3,42 naj naj

A 100 50 0,4 1 5395 26975 | 249 | 2,83 1,05 naj

B 70 70 04 1 2151 15060 | 1,50 | 2,58 1,18

C 50 100 0,4 1 98,5 9846 | 1,16 | 2,57 1,39 naj

A 200 100 14 1 122,3 12231 | 3,97 | 2,08 1,19 naj

B 140 140 14 1 46,3 6488 | 2,94 | 1,95 1,40

C 100 200 1,4 1 189 3772 | 2,73 | 1,72 1,41 naj

A 300 150 1,4 1 176,6 26 495 | 9,36 | 1,68 0,83 naj

B 210 210 14 1 66,3 13916 | 6,95 | 1,59 1,00

C 150 300 1.4 1 26,2 7848 | 6,28 | 1,46 1,13 naj

A 200 50 1,4 1 238,5 11925 | 2,63 | 2,83 1,40 naj

B 100 100 1,4 1 340 3397 | 1,50 | 2,22 1,79 naj

C 50 200 1.4 1 13,8 2758 | 1,58 | 2,55 1,79

A 0x 6x

B 1x 0x

C 7X 2%

A - Vigsi je pocet priestorovych krokov n,

B - pocet ¢asovych a priestorovych krokov je rovnaky,

C - vicsi je pocet Casovych krokov m

42
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L | 03 0,25 0,2 0,15 0,1
min, (S;(t)) | 78,4272 81,2613 84,3665 87,8974 91,5761
Eexp(—L) | 74,0818 77,8801 81,8731 86,0708 90,4837

Tabulka 5.3: Porovnanie najmensieho bodu S¢(t) a najmensej ceny akcie podla L

X 104
°
4 L
33
§ [ )
8 2|
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o
1l e
°
[
ot ‘ o ‘ °
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Priestorovy krok L/n

Obr. 5.3: Zavislost poctu iteracii od velkosti priestorového kroku L/n

Vysledky zobrazuje tabulka (5.2). Pokial berieme ako zéklad maximovi normu, naj-
lepsie vysledky ziskavame v pripade C. V integralnej norme vo vicsine pripadov dosiah-

neme lepsi vysledok pouzitim rozmerov typu A.

5.2 Volba hranice L

Dalsim parametrom, ktory mézeme zvolit v PSOR vypocte, je hranica pre priestorovy

krok L. Cenu opcie pocitame na sieti x € [—L, L] v (2n + 1) bodoch z;:
T =1 —, pre i = —n, ...,n. (5.1)
n

pricom z je transformované cena akcie a plati S = Fe®. Pokial zvolime L prili§ malé,
S(t) zostane na spodnej hranici intervalu (blizko Ee™"), hoci v skuto¢nosti mdze byt
volna hranica ina. Vid tabulka (5.3).

Vsimnime si, Ze velkost priestorového kroku v premennej z je % Cim mensi je tento

priestorovy krok, tym mensia je diskretizacna chyba (tym presnejsie pozname kriticka
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Parametre PSOR | Pocet iteracii | Cas Odchylka

n m w L | Priem. Celkom s 1o 114
200 50 14 2 64,5 3223 1,422 | 3,1146 2,1862
100 50 14 1 64,5 3223 0,766 | 3,1146 2,1862
50 50 14 05| 641 3204 | 0438 | 3,1146 2,1862
200 150 1,4 2 23,6 3540 3,515 | 1,9515 11,5963
100 150 14 1 23,6 3 540 1,860 | 1,9515 11,5963
50 150 14 0,5 24,2 3625 1,046 | 1,9515 1,5963

Tabulka 5.4: Konstantny priestorovy krok L/n

Parametre PSOR Pocet iteracii | Cas Odchylka
n m w L | Priem. Celkom s 1o IBIR
50 50 14 2 15,2 760 | 0,39 | 5,7102 3,7318
50 50 14 1 18,9 945 | 0,45 | 4,0890 2,8836
50 50 14 05 64,1 3204 | 0,50 | 3,1146 2,1862
50 50 14 0,33 1386 6929 | 0,67 | 3,7367 2,0220
50 50 14 0,25 2277 11383 | 0,86 | 7,3641 3,0123
100 100 14 2 13,9 1393 | 1,39 | 2,5669 2,2181
100 100 14 1 34,0 3397 | 1,49 | 2,2182 11,7899
100 100 14 0,5 122,2 12216 | 2,11 | 2,0824 11,1918
100 100 14 0,33 264,2 26 415 | 3,06 | 2,0551 0,9263
100 100 14 0,25 437,8 43778 | 4,25 | 5,0984 11,7115

)

Tabulka 5.5: Rozna volba hranice L
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cenu akcie). Na druhej strane, mensi priestorovy krok vyrazne zvySuje vypoctovi na-

ro¢nost (pocet potrebnych iteracii na obr. (5.3)) a eventudlne mdze dojst k problémom

v poditacovej aritmetike. Priestorovy krok mozeme zmensit zvicSsenim poctu bodov n

alebo zuzenim intervalu, teda zmensenim L.

Vynara sa zaujimava otazka, ¢i tvar rieSenia zavisi od poc¢tu bodov n, alebo len od

velkosti priestorového kroku L/n. V tabulke (5.4) sme vypoditali volnt hranicu v nie-

kolkych pripadoch s rovnakym priestorovym krokom. Ako naznacuju tdaje v tabulke

(rovnaka odchylka a pocet iteréacii), tvar rieSenia je vo vSetkych pripadoch identicky.

Preto pri vypocte sa oplati zvolit ¢o najmensie L také, aby rieSenie volnej hranice

sheutieklo“ z intervalu, v ktorom hodnoty poc¢itame. V tabulke (5.5) a na obrazku (5.4)

pocitame rieSenie pre roézne hodnoty L.
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Obr. 5.4: Zavislost tvaru PSOR rieSenia volnej hranice podla volby L

5.3 Volba vahy vektora zmeny w

Stuvislost medzi volbou vektora zmeny w a presnostou vypocitanej PSOR volnej hranice
nie je priamociara. Omegu volime w € (0;2). Mald w — 0 spdsobi, Ze cena opcie sa
meni pomaly, teda vyZzaduje vela iterdcii na konvergenciu. Na druhej strane velkd w — 2
znamend rychlu zmenu riesenia, ¢o vSak neznamené rychlu konvergenciu k presnému
rieSeniu. Preto treba volif w zo stredu intervalu.

Vypodéitajme volni hranicu pre niekolko volieb w. Vysledky mozeme porovnat v ta-
bulke (5.6) a na grafoch obrazku (5.5).

Predpoklady sa potvrdili. Pre malé w mame velmi velky pocet iteracii, na druhej
strane pre w — 2 vyrazne rastie maximova aj integralna odchylka. Kompromisom st
prostredné hodnoty, napriklad w = 1,4 - nevyzaduje velky pocet iteracii a dosahuje
dostato¢nti presnost. Ako sme overili aj v ¢asti (5.1), tato volba dosahuje takmer linedrnu

konvergenciu.

Pre porovnanie sme zostavili aj priklady, v ktorych priblizne rovnaky pocet iteracii -
prva Cast tabulky (5.7) a rovnaky ¢as vypoctu - druhé éast tabulky. Pocte okolo 70 000
iteracii je mozné dosiahnut pri najvicsom rozmere n = 500 (ked w = 1,4). Toto nasta-
venie ma najmensiu maximovi odchylku a takmer najmensiu integralnu. Aj v druhom

pripade sa ako najvhodnejsie ukazuji w = 1,4 a w = 0,7.
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Obr. 5.5: Vlastnosti rieSeni pri volbe vdh w
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Obr. 5.6: Ukéazka tvaru riesenia pre rozne hodnoty parametra w
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Tabulka 5.6: Volba parametra w

Parametre PSOR | Pocéet iteracii Cas Odchylka

n m w L | Priem. Celkom s Il 14

100 100 0,05 1 | 23483 234830 | 18,53 | 1,965 0,687
100 100 0,1 1 |1211,9 121185 | 10,06 | 1,965 0,714
100 100 05 1| 2190 21902 | 2,92 | 2,218 0,894
100 100 0,9 1 946 9459 | 2,17 | 2,218 1,116
100 100 14 1 340 3397 | 1,75 | 2,218 1,790
100 100 1,7 1 395 3047 | 1,67 | 3,201 2,742
100 100 1,05 1| 273,01 27307 | 3,17 | 5710 4,634
50 50 005 1|13783 68914 | 4,11 | 3,115 1,304
50 50 0,7 1 80,9 4043 | 0,69 | 3,115 1,838
50 50 14 1 18,9 945 | 0,55 | 4,089 2,884
1

50 50 1,95 286,3 14316 | 1,13 | 7,364 5,444
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Parametre PSOR | Pocdet iteracii Cas Odchylka
n o m w L | Priem. Celkom s (R S—EH
50 50 0,05 1]1378,3 68914 8,8 | 3,115 1,304

240 240 0,7 1 292,5 70 203 40,4 | 1,361 0,427

500 500 14 1 1419 70974 | 136,1 | 0,960 0,464

245 245 195 1 285,669 976 54,1 | 4,384 3,649
50 50 0,06 1 |13783 68914 3,73 | 3,115 1,304

120 120 0,7 1 162,8 19 533 3,67 | 1,958 0,844

140 140 14 1 46,3 6 488 3,17 | 1,953 1,403
95 95 1,95 1| 2738 26014 | 344 | 5710 4,624

Tabulka 5.7: Rovnaky pocet vnttornych iteracii / ¢as trvania vypoctu

5.4 Presnost PSOR volnej hranice

V predchadzajucich c¢astiach sme sa zamerali na vyuzitie PSOR algoritmu pri vypocte
hranice predcasnej expiracie. Zistili sme, ze algoritmus funguje a déava pomerne dobri
aproximaciu. Na druhej strane, tspesnost silne zavisi od volby parametrov a vysoka
presnost mé enormnid vypoc¢tovi naroc¢nost.

Intuitivne najdolezitejsim parametrom je hustota siete bodov - pocet deliacich bodov
¢asového intervalu m a dlzka priestorového kroku L /n. Vicsi pocet deliacich bodov, resp.
mensia dlzka priestorového kroku davaji presnejsie rieSenie. Aviak dvojnasobny pocet
bodov m vyzaduje dvojnasobné trvanie vypoctu, poloviény priestorovy krok predlzuje
vypocet asi Stvornasobne.

Kvalita rieSenia je zvlast citlivd na volbu vahy w. Nevhodou volbou parametra w
mozeme vyrazne zvysit pocet vnutornych iteracii, to vSak nemusi implikovat zmensenie
chyby rieSenia. Inou volbou w moézeme pri mensom pocte iteracii dosiahnut lepSie rieSenie
- avsak nie vzdy.

Komplikacie sposobuje aj fakt, ze nemame k dispozicii ,presni“ hodnotu hranice
predcéasnej expiracie, ktora by ndm mohla poslazit ako benchmark pri hladani optimélne;
hodnoty parametrov PSOR. Pri nasich porovnaniach sme pouzivali hranicu vypocitana
pomocou SSCh numerickej metédy s 5120 bodmi. Nie je vSak jasné, ¢i sa k presnej
polohe volnej hranice viac priblizuje PSOR alebo SSCh aproximaécia, kedZze pouzitim
oboch metdéd vznika urcita chyba.

Dalsi problém testovania presnosti PSOR stvisi s naro¢nostou vypoétov. Pri volbe
velkého rozmeru n a m vypocty trvajia velmi dlho. Riesili sme niekolko tiloh s velkymi roz-

mermi, aby sme ziskali benchmarkovit PSOR hranicu predcasnej expiracie. Najpresnejsie
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Parametre PSOR Cas trvania Odchylka

n m w L L/n [lloe  Ill5
1280 1280 1,4 1 0,00078 18 mintt 0,592 0,192
1280 1280 1,95 1 0,00078 15 minut 1,780 1,636
10000 20000 1,9 1 0,00010 28 hodin 0,176 0,154
4000 2000 14 1 0,00025 8 hodin 0,333 0,072
5000 10000 1,4 04 0,00008 47 hodin 0,238 0,024

Tabulka 5.8: Vypocty s velkou presnostou (benchmark SSCh-5120)

49

z nich st v tabulke (5.8). Najmensia dosiahnuta odchylka od SSCh-5120 v integralne;

norme bola na trovni 0,02, ¢o je stdle pomerne vela, hoci pocita¢u vypocet trval takmer

2 dni.

Hladat ,iplne presnt“ PSOR aproximdciu hranice predcasnej expiracie uz vSak pre-

kracuje ramec tejto diplomovej prace. Zaroven to vSak moze byt zaujimavy ndmet pre

dalSich riesitelov - zamerat sa na vypocet PSOR hranice pred¢asného uplatnenia s velmi

vysokou presnostou a to, ako ju optimalne dosiahnut.



ZAVER 20

Z.aver

Americké call a put opcie patria medzi najcastejSie obchodované financné derivaty. Av-
sak ani dnes, 35 rokov od vzniku prelomovej Black-Scholesej tedrie ocenovania opcii,
nepozname presné analytické vyjadrenie ceny americkej opcie.

Diplomovéa praca sa zaobera oceriovanim americkej put opcie, nosnt ¢ast tvori hlada-
nie hranice jej predc¢asného uplatnenia. V praci sme sa zaoberali réznymi analytickymi
a numerickymi aproximéaciami, ktoré sme navzajom porovnavali.

Z analytického hladiska sme sa zamerali najmé na Stamicara a kol. [13] a Zhua [17].
Druhé kapitola popisuje hlavné myslienky oboch ¢lankov.

Zhrnme aj numerické vysledky prace. NajdoélezitejSim prinosom je odvodenie novej
numerickej schémy SSCh na vypocet volnej hranice americkej put opcie. Tato vychadza
zo sustavy rovnic (2.4)-(2.6) podla ¢lanku [13], ktort riesime v jednotlivych ¢asovych
krokoch hladanim nulového bodu funkcie.

V stvrtej kapitole sme sa venovali porovnavaniu vypocitanych poldh volnej hranice.
Ako benchmark nam posluzila hranica vypocitand PSOR metédou s vysokym stupriom
presnosti. Porovnali sme jednotlivé analytické aproximacie v kratkodobom horizonte.
Ukézalo sa, ze Zhuova aproximécia mé odchylku okolo 2%. V dlhSom ¢asovom horizonte
analytické aproximéacie pre malé 7 — 0™ nemozno pouzit, zatial ¢o Zhu, numerické SSCh
aj PSOR maju priblizne rovnaké vysledky.

Piata kapitola je zamerand na porovnanie presnosti PSOR metddy pri vypocte volnej
hranice v zavislosti od volby parametrov. Ako benchmark sme pouzili hranicu vypocitani

metddou SSCh s velkym poctom deliacich bodov.

Ak méame zhrniaf celt pracu - tazisko tvori vycerpavajice porovnanie jednotlivych
analytickych aproximécii a numerickych metdd pri vypocte hranice predcasnej expiracie
americkej put opcie. To bolo aj cielom prace. Preto mdZeme konsStatovat, ze ciel prace

sa nam podarilo splnit.
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PRILOHY

Prilohy

A. Zdrojové kédy metédy SSCh (Matlab)

eta.m

function [ nn ] = eta( t, Ft )

global k;

nn = - log ( sqrt(pi) * k .* sqrt( t ) .* exp (k.*t) .*x (1- Ft./sqrt(pi)));
nn(nn<0) = 0;

nn = - sqrt ( nn );

Fn.m

function [ £f] = F( t )

%F(.) calculated according to Newton-Cotes
n_=1000;

global f_t n sigma T;

for j=1:length(t)
ft = t(j);
f£f(j) = 2*Newton(0,pi/2,n_);

end

function [sum] = Newton(a,b,n)
global f_t etatau tau T;

d = (b-a)/n;

i=0:0.25:n;

XX = 4%i+1;

X = a+ixd;

Fp(xx) = Fpod(x);

sum = 7*Fp(1) + 7*Fp(4*n+1)
+ Fp(2:4*n) * (20*mod((1:4*n-1),2)+12 + 2*floor(mod((1:4*n-1)-1,4)/3))’;
sum = sum*d/90;
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function [ ffpod ] = Fpod( x)

global k; global f_t;

ge=g(f_t,x);

ffpod = exp ( -k * f_t .*x (cos(x).72)-(gg."2)).* ( sqrt(f_t) .* sin(x) + gg .* tan(x));

g.m

function [ gg ] = g( t, x )
global etatau tau n T;

jei = round(t2index(t));
jei(jei>n) = n;

etataul = etatau( jei );

tsin = t.*(sin(x)."2);

i = t2index(tsin);

% najdenie vhodnych bodov (lavy a pravy okraj)
left=floor(i);
right=ceil(i);

% osetrime krajne pripady
left(left<1) = 1;
left(left>n) = n;

right(right<1) = 1;
right(right>n) = n;
right (left==1) = 2;
left(right==n) = n-1;

right (tau(left)==tau(right)) = right(tau(left)==tau(right))+1;

lambda = (tsin - tau(left))./(tau(right)-tau(left));
etatau2 = etatau(left).*(1-lambda) + etatau(right) .*lambda;

gg = ( etataul - sin(x).*etatau2 )./ cos(x);

t2index.m

function [ i ] = t2index( t )

% t2index prevedie cas "t" na index v poli casov
global T n;

%verzia s rovnomernymi casovymi rozostupmi

%i = n*x(t/T);
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%verzia s nerovnomernymi rozostupmi
i = n*sqrt(t/T);

if(i>n) i = n; end;

index2t.m

function [ t ] = index2t( i )

% t2index prevedie index v poli casov cas "t"
global T n;

%verzia s rovnomernymi casovymi rozostupmi
%t =T * (i/n);

%verzia s nerovnomernymi rozostupmi
t=T* (i/n)."2;

diff from_zero.m

function [ d ] = diff_from_zero( x )
% diff_from_zero - pocita odchylku aktualnej hodnoty F_i od F(\eta(F_i))

global t_time t_it etatau;

etatau(t_it) = eta(t_time,x);
Fx = Fn(t_time);

Y%rozdiel
d = Fx-x;

root_ssch.m - hlavny program
% SSCh metoda vypoctu hranice predcasnej expiracie

% hlavny program

clear all;

global k T etatau tau n tau_;

r=20.1; % urok
sigma = 0.3; % volatilita
k = 2xr/(sigma”2); % konstanta k

1; % doba do expiracie - 1 rok

n = 200; % pocet deliacich bodov
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%preskalovanie casu
T =T % sigma”2/2;

i = 1:n;

tau = index2t(i);

tau_ = 2xtau/(sigma"2);

global t_time t_it etatau Ftau;

Ftau = taux0;

for it=1:length(tau)
disp(it);
t_it = it;
tau(it);

t_time

etatau = eta(tau,Ftau);

% Pociatocny bod k hladaniu nuloveho bodu

if (it>1) x0 = Ftau(it-1);

else x0 = 0;

end;

% Hladanie nuloveho bodu

[X,FVAL,EXITFLAG,OQUTPUT] = fzero(@diff_from_zero,x0);
% Ulozenie aktualnej hodnoty

Ftau(it) = X;

end;

etatau = eta(tau,Ftau);
rho = 100*exp(-(k-1)*tau).*exp(2*sqrt(tau) .*etatau);

%h% Graficke zobrazenie vysledkov %%%
plot(tau_, Ftau, ’LineWidth’,2)
xlabel(’Cas do expirdcie \tau=T-t’); ylabel(’F(\tau)’);

plot(tau_, etatau, ’LineWidth’,2)
xlabel(’Cas do expirdcie \tau=T-t’); ylabel(’\eta(\tau)’);

plot(tau_, rho, ’LineWidth’,2)
xlabel(’Cas do expiracie \tau=T-t’); ylabel(’\rho(\tau)’);

v
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B. Zdrojové kédy metody PSOR (Matlab)

put.m - vypocet hranice predcCasnej expiracie

function [tau,Sf] = put(T,n,m,omega,hranicnel)
% [tau,Sf] = put(T,n,m,omega,hranicnel)

% numericky vypocet hranice predcasnej expiracie pre americke put opcie

% globalne parametre

global E; global r; global sigma; global D;

% Americka put opcia

E=100; % expiracna cena 100\$
r=0.1; % urokova miera: 10 percent
D=0.00; % dividendova miera: O percent

sigma=0.3; % volatilita akcie: 0.3

% transformacne parametre

global L; global alfa; global beta;
L=hranicneL;

alfa = (r-D)/(sigma~2)-1/2;

beta = (r+D)/2+(sigma~2)/8+(r-D)"2/(2xsigma”2);

% vypocet velkosti krokov
h=L/n;
k=T/m;

% vektor bodov x
xsi=-L : h : L;
1x = length(xsi);
S = E * exp(xsi);
% vektor casovych bodov
tau = 0 : k : T;

% vektor riesenia

ries = zeros(length(xsi),1);

% pociatocna podmienka
for j = 1l:length(xsi)
ries(j,1) = u0(xsi(j));

end;

gamma = 0.5xsigma”2*k/(h~2);
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a = - gamma;
b
N
Sf = [100]; % pociatocna poloha hranice predcasnej expiracie

for it = 2 : length(tau)

1 + 2*gamma;

1x-2; %dlzka vektora rieseni u

% okrajove podmienky
ries(1,1) = max ( phi(tau(it)) , TP(-L, tau(it) ) );
ries(length(xsi),1) = max( psi(tau(it)), TP(L, tau(it) ) );

% prava strana

b_ps = ries(2:1x-1,1) + gamma * [phi(tau(it)); zeros(1lx-4,1); psi(tau(it))];

%predchadzajuca iteracia

u = ries(2:1x-1,1);

%zvysime, ak by bola pod transformovanym payoffom
for i = 1:N
u(i) = max( u(i), TP(xsi(i+1), tau(it)) );

end;

v = O*xu-1;

trasfpayoff = TP(xsi(2:N+1)’, tau(it)); ’transformovany payoff

while ( norm(v-u) > 1e-8 )

vV = u; % predosla vnutorna iteracia

u(l) = u(l)*(1l-omega) + omega/b * ( b_ps(l) + gamma * u(2) );
for i = 2:N-1
u(i) = u(i)*(l-omega) + omega/b * ( b_ps(i) + gamma * (u(i-1) + u(i+1))) ;
end;
u(N) = u(N)*(l-omega) + omega/b * ( b_ps(N) + gamma * u(N-1) );

u = max(u,trasfpayoff) ;

end;

Y%aktualne riesenie

ries(2:1x-1, 1) = u;

%vypocet volnej hranice v aktualnej casovej vrstve
%transformovana cena opcie
V_ (exp(-alfa*xsi)’ * exp(-betaxtau(it))) .* ries(:,1);

Vo= V_;
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%rozdiel oproti payoffu
Dd = V_ - max(0, 100-S);

%hodnota volnej hranice
Sf(it) = min(S(Dd>1e-8));

end;

%pociatocna podmienka

function u = u0(x)

global alfa; global E;

% u = Exexp(alfa*x)#*max(0, exp(x)-1);

u = Exexp(alfa*x)+*max(0, 1-exp(x));

%okrajova podmienka S->0

function p = phi(tau)

global L; global E; global D; global alfa; global beta; global r;
x=-L;

p = exp(alfaxx+betaxtau)*E* (-exp(x)*exp(-D*tau)+exp(-r*tau));

%okrajova podmienka S->infty

function ps = psi(tau)

global L; global E; global D; global alfa; global beta; global r;
ps=0;

%transformovany pay off

function t = TP(x, tau)

global alfa; global beta; global E;

t = exp(alfa*x+betaxtau)*E.*max(1-exp(x), 0);

remove_duplicates.m

function [t_out,s_out] = remove_duplicates(t_in,s_in)
% [t_out,s_out] = remove_duplicates(t_in,s_in)

% funkcia vyberie len potrebne body - s novou hodnotou

t_out = t_in(1);

s_out = s_in(1);

vii
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for i=2:length(t_in)
if(s_in(i)<s_in(i-1))
t_out(j) = t_in(i);

s_out(j) = s_in(i);

j = 3+
end;
end;
t_out(j) = t_in(length(t_in));
s_out(j) = s_in(length(t_in));

root_psor.m - hlavny program
%vypocet hranice predcasnej expiracie metodou PSOR
tic

[t,s] = put(1,100,100,1.4,1)

[t,s] remove_duplicates(t,s)

plot(t,s)

toc



