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Abstrakt

Dôchodkový systém na Slovensku je od januára 2005 postavený na troch pilie-
roch. V práci sa bliº²ie zaujímame o 2. pilier a jeho moºnosti. Cie©om práce je
pomôc´ sporite©om, aby sa správne rozhodli pri sporení, ukladaní a zhodno-
covaní svojich úspor na dôchodok. Sporite© pozná svoju o£akávanú koncovú
hodnotu, ktorú si ºelá so svojimi investíciami dosiahnu´. Na jeho optimálne
rozhodnutie, kam peniaze investova´, slúºi model, ktorý minimalizuje koncové
riziko jeho investícií pri danej cie©ovej sume. Práca ¤alej popisuje aplikáciu
zabezpe£ovacej stratégie (CPPI) na model. Teória je doplnená konkrétnymi
príkladmi.

K©ú£ové slová: dôchodkový systém, value-at-risk, average value-at-risk,
TRMM model, CPPI

Abstract

The three-pillar pension system in Slovak Republic was adopted in January
2005. This master thesis discusses second pillar and its possibilities. The goal
of this thesis is to help savers to make right decisions in saving their money
and appreciation of their savings for retirement. A future pensioner knows
his terminal target wealth he wants to achieve with his investments. A model
is instrumental in determining an optimal strategy how to invest savings
which minimizes the uncertainty of achieving the target amount. We proceed
further with application of insurance method (CPPI) on model. We also in-
troduce some speci�c examples of this theory.

Keywords: pension system, value-at-risk, average value-at-risk, TRMM
model, CPPI
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Úvod

V práci sústredíme pozornos´ na druhý pilier dôchodkového systému, na sta-
robné dôchodkové sporenie. Uvaºujeme sporite©a, ktorý h©adá optimálne
rozloºenie svojich investícií do jednotlivých fondov dôchodkového sporenia.
Pozná cie©ovú hodnotu svojich úspor a chce minimalizova´ koncové riziko,
s ktorým danú sumu dosiahne. Na²e úvahy spracováva v práci popísaný
matematický model, ktorý uvaºuje pravidelné ro£né príspevky sporite©a, jeho
o£akávanú cie©ovú hodnotu a sú£asne minimalizuje koncové riziko úspor. Aby
sme preskúmali model, aplikujeme na¬ zabezpe£ovaciu stratégiu pouºívanú
správcami aktív aj na Slovensku. Ku kaºdej uvaºovanej stratégii sporenia
na dôchodok uvádzame konkrétny príklad.

Na za£iatku práce sa oboznámime s tým, ako funguje dôchodkový systém
na Slovensku. Ten je od 1. januára 2005 postavený na troch pilieroch. Kedºe
sa budeme venova´ modelu dôchodkového sporenia, zameriame sa na fungo-
vanie druhého piliera. Druhý pilier predstavuje starobné dôchodkové spore-
nie. Predstavíme si tri dôchodkové fondy, z ktorých si sporite© na základe
svojho postoja k riziku vyberá. Kaºdý z týchto fondov má istý podiel akcií,
dlhopisov a nástrojov �nan£ného trhu, a preto je kaºdý inak rizikový. V sú£as-
nosti je druhý pilier otvorený, £o znamená, ºe sporite© môºe do druhého
piliera vstúpi´, ale aj z neho vystúpi´.

V kapitole miery rizika sa oboznámime s pojmami potrebnými na porozu-
menie modelu. Predstavíme si hlavné typy rizík a bliº²ie si opí²eme riziko
trhové. V posledných rokoch sa synonymom pre trhové riziko stala value-
at-risk (VaR). V podkapitole VaR si uvedieme základnú de�níciu, ako aj
najznámej²ie odhady, ktorými sa odhad VaR ur£uje. Vysvetlíme si pojem
average value-at-risk (AVaR). Mieru rizika average value-at-risk deviation
(AVaRD) vyjadrenú matematicky budeme neskôr v modeli minimalizova´
na dosiahnutie minimálneho rizika investícií investora v dôchodkových fon-
doch.

Po oboznámení sa s jednotlivými pojmami sa v ¤al²ej kapitole dostávame
k samotnému modelu dôchodkového sporenia. Model slúºi na minimalizáciu
rizika koncovej hodnoty, ktorú chce investor dosiahnu´ v ur£itom £asovom ob-
dobí. Táto sa dosiahne rozloºením dostupných prostriedkov do jednotlivých
fondov dôchodkového sporenia s prihliadnutím na ich riziko. To, aký podiel
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prostriedkov treba vloºi´ do ktorého fondu, je výsledkom samotného modelu.
Matematický model dôchodkového sporenia, popísaný v literatúre [7] a [6],
je v²eobecný, uvaºuje investovanie do viacerých druhov fondov. Na Sloven-
sku sú v²ak zatia© dostupné len tri fondy s rozdielnym podielom investovania
do akcií. Model sa uvaºovaním viacerých fondov stáva zbyto£ne náro£ným.
My budeme uvaºova´ v práci obmenu tohto modelu, jeho zjednodu²enie. Dos-
tupné prostriedky budeme istým podielom investova´ len do akcií a do dl-
hopisov. Týmto pokryjeme úvahy investovania do troch fondov slovenského
doplnkového dôchodkového systému.

Hlavnou úlohou modelu je nájs´ optimálne rozloºenie prostriedkov v ak-
ciách a dlhopisoch tak, aby sme pri minimálnom riziku dosiahli investorom
stanovenú cie©ovú hodnotu jeho úspor. Túto hodnotu si investor vopred ur£í
s prihliadnutím na príspevky, ktoré kaºdoro£ne vkladá do akcií a dlhopisov.
Do úvahy musí bra´ aj reálnu výnosnos´ �nan£ných nástrojov. Výnosnos´
akcií je v modeli, tak ako aj v skuto£nosti, náhodný proces. Ke¤ je cie©ová
hodnota ur£ená, model minimalizuje riziko, s akým sa dosiahne cie©ová suma
na konci stanoveného £asového úseku. Ur£í optimálnu stratégiu investora,
teda ako rozdeli´ prostriedky, ktoré má k dispozícii, medzi akcie a dlhopisy.
V práci sa zaoberáme aj obmenou modelu, kedy sa investor nerozhoduje
o prerozde©ovaní prostriedkov kaºdý rok, ale rozhodne sa na za£iatku ur£itého
£asového úseku a váhy jeho rozhodnutí sa zachovajú pri prerozde©ovaní po-
£as daného £asového úseku. Pri obidvoch typoch modelov uvádzame prak-
tický príklad, ako model funguje.

Na trhu v²ak v dne²nej dobe existujú rôzne zais´ovacie stratégie, ktoré
napomáhajú dosiahnu´ stanovenú hodnotu. V kapitole CPPI, constant pro-
portion portfolio insurance, sa budeme venova´ jednej z nich. Vysvetlíme si,
ako táto zais´ovacia stratégia funguje a zahrnieme ju do modelu. Vytvoríme
obmenu modelu uvaºujúc stratégiu CPPI. V modeli sa nám zmenia vz´ahy
na výpo£et úspor v nekoncových uzloch, ktoré budú bra´ do úvahy spodnú
hranicu, pod ktorú investor so svojimi úsporami nechce klesnú´. Práve opti-
málna hodnota tejto spodnej hranice v kaºdom £asovom úseku je výsledkom
simulácie. Do modelu zahrnieme aj investorov postoj k riziku reprezentovaný
multiplikátorom. Aj v modeli s CPPI stratégiou vytvoríme obmenu, v ktorej
neuvaºujeme prerozde©ovanie investícií kaºdý rok sporenia na dôchodok, ale
investor prerozde©uje svoje investície len raz za daný £asový úsek. Taktieº
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v tejto £asti uvádzame príklady fungovania modelu s aplikáciou zais´ovacej
stratégie CPPI.

V závere práce sú zhrnuté a porovnané výsledky dosiahnuté pouºitím
modelov na príkladoch.
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1 Dôchodkový systém na Slovensku

V tejto kapitole si zhrnieme momentálny dôchodkový systém na Sloven-
sku. V podkapitole si priblíºime fungovanie druhého piliera, jeho základné
princípy a teraj²ie moºnosti. Pre ilustráciu uvedieme niektoré fakty z tejto
oblasti. Informácie sú £erpané z [26].

Dôchodkový systém na Slovensku je od januára 2005 postavený na troch
pilieroch.

Prvý pilier predstavuje dôchodkové poistenie, ktoré vykonáva Sociálna
pois´ov¬a. Ide o priebeºný dôchodkový systém. Ob£ania, ktorí sú zapojení
len do 1. piliera, platia na starobné poistenie (ide o sú£as´ dôchodkového
poistenia) poistné Sociálnej pois´ovni vo vý²ke 18% z vymeriavacieho základu
(ak sú to zamestnanci tak 9% im zráºa zamestnávate© zo mzdy a 9% im platí
zamestnávate© z vlastných zdrojov).

Druhý pilier predstavuje starobné dôchodkové sporenie, ktoré vykoná-
vajú dôchodkové správcovské spolo£nosti (DSS). Ide o súkromný, tzv. ka-
pitaliza£ný pilier. Ob£ania, ktorí sa zapojili aj do 2. piliera, si platia 9%
na starobné poistenie do Sociálnej pois´ovne a 9%, (t.j. polovicu povinných
odvodov) do vybranej DSS (u zamestnancov platí 9% na starobné dôchod-
kové sporenie zamestnávate© za svojich zamestnancov). Kaºdý ob£an má svoj
osobný dôchodkový ú£et vo vybranej správcovskej spolo£nosti.

Tretím pilierom je doplnkové dôchodkové sporenie, ktoré vykonávajú
doplnkové dôchodkové spolo£nosti. Je dobrovo©ný a ²tát ho podporuje da¬o-
vými ú©avami.

1.1 Starobné dôchodkové sporenie - druhý pilier

Zavedenie druhého piliera dôchodkového systému prinieslo zásadnú zmenu
- moºnos´ spori´ si na dôchodok na súkromnom dôchodkovom ú£te v dô-
chodkovej správcovskej spolo£nosti. Peniaze na ú£te sa prostredníctvom dô-
chodkových fondov investujú a zhodnocujú tak, aby ich hodnota postupne
rástla. Nasporené peniaze na dôchodkovom ú£te sú investorovým majetkom
a podliehajú dedeniu. Vý²ka dôchodku tak závisí od po£tu odpracovaných
rokov, zárobkov ob£ana po£as celého ºivota, ale hlavne od investovania a zhod-
notenia pe¬azí v dôchodkových fondoch (na osobnom dôchodkovom ú£te
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v DSS) - od vývoja na �nan£ných trhoch a od výnosov fondu/fondov, v kto-
rých si ob£an na svoj dôchodok sporí. Ob£an tak dostáva svoj dôchodok
z dvoch zdrojov - prvú £as´ zo Sociálnej pois´ovne a druhú £as´ z DSS.

Odvody na dôchodkovom ú£te sa investujú vo vybratých dôchodkových
fondoch. Informácie o fondoch starobného dôchodkového sporenia sú z in-
ternetovej stránky [23]. Na Slovensku kaºdá DSS povinne spravuje tri typy
dôchodkových fondov: konzervatívny dôchodkový fond, vyváºený dô-
chodkový fond a rastový dôchodkový fond. Fondy sa odli²ujú hlavne
mierou rizikovosti a investi£nými limitmi, ktoré sú pre jednotlivé fondy zákon-
ne povolené. Zákonná regulácia maximalizuje mieru bezpe£nosti investova-
nia a optimalizuje vý²ku zhodnotenia pe¬azí na dôchodkovom ú£te ob£anov.
Ob£an si pod©a svojho vz´ahu k riziku vyberie jeden z fondov a prostred-
níctvom neho zhodnocuje svoje peniaze.

• Konzervatívny dôchodkový fond - majetok musí by´ investovaný len
do dlhopisov a pe¬aºných investícií. Predstavuje najniº²iu mieru rizika,
ale aj najniº²iu moºnos´ dosiahnutia potenciálneho výnosu. Tento fond
sa odporú£a pre vy²²ie vekové skupiny ob£anov a na krat²ie obdobie
sporenia. V²etci sporitelia, ktorí majú 7 rokov pred odchodom do dô-
chodku, musia do tohto fondu prestúpi´ povinne pod©a zákona.

• Vyváºený dôchodkový fond - aº 50% môºe by´ investovaných do ak-
cií a min. 50% musí by´ investovaných do dlhopisov a pe¬aºných in-
vestícií. Tento fond je ur£ený pre ob£anov, ktorí chcú zhodnocova´
svoje �nan£né prostriedky v strednodobom horizonte, poskytuje sta-
bilný výnos pri primeranej miere rizika.

• Rastový dôchodkový fond - aº 80% majetku môºe by´ investovaných
do akcií. Fond je ur£ený predov²etkým pre najmlad²ích sporite©ov,
ob£anov, ktorí majú 15 a viac rokov do dôchodku, a ktorí budú dl-
hodobo zhodnocova´ svoje �nan£né prostriedky. Z trojice dôchodko-
vých fondov je najviac rizikový, ale poskytuje najvy²²iu mieru zhod-
notenia prostriedkov.

Dôchodkové fondy sa skladajú z ur£itého podielu akcií, dlhopisov a nástrojov
pe¬aºného trhu. Podiel akcií a dlhopisov v jednotlivých fondoch je zobrazený
na Obrázku 1. Namiesto troch fondov by sme teda pokojne mohli uvaºova´
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Obr. 1: Tri typy dôchodkových fondov

len investovanie do akcií a investovanie do dlhopisov. O tento poznatok sa
opierame ¤alej v kapitole 3.2.

Do 2. piliera sa mohli do júla 2006 dobrovo©ne zapoji´ v²etci ©udia v pro-
duktívnom veku. U£inilo tak vy²e 1,3 milióna ekonomicky aktívnych ob£anov.
Ich úspory v tomto období boli takmer 20 mld. Sk. Ako vidíme na Obrázku 2,

Obr. 2: Za 2 roky od vzniku (1.1.2005) vstúpilo do druhého piliera na Sloven-
sku takmer 60% ekonomicky aktívnych ob£anov (Zdroj: [26]).

za 2 roky od otvorenia druhého piliera (1.1.2005) do¬ vstúpilo takmer 60%
ekonomicky aktívnych ob£anov. K 30. júnu 2007 sa úspory zdvojnásobili
a po£et sporite©ov stúpol na 1,546 milióna. Druhý pilier sa znovu otvoril
od 1. januára do 30. júna 2008. Zo systému za toto obdobie vystúpilo 103 500
©udí a 21 249 vstúpilo. K 1.7.2008 teda bolo v druhom pilieri 1 476 373
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ob£anov. 15. novembra 2008 ho vláda znovu otvorila a zostane otvorený aº
do 30. júna 2009. Do 13. januára z neho stihlo vystúpi´ 2 536 sporite©ov.
�íselné údaje sú £erpané z [24] a [22].
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2 Miery rizika

V tejto kapitole sa oboznámime s typmi rizika na dne²nom trhu, predstavíme
si najpouºívanej²í nástroj na meranie trhového rizika a uvedieme pojem
average value-at-risk deviation, ktorý neskôr vyuºijeme na meranie rizika
v modeli.

Kaºdý ú£astník �nan£ných trhov nesie so svojím obchodom ur£ité riziko.
Riziko je vlastne miera neistoty z budúcich £istých výnosov. Ak do nie£oho
investujeme svoje peniaze, tak automaticky podstupujeme riziko, ºe sa nám
investícia nevráti. Manganelli v £lánku [11] zade�noval ²tyri hlavné typy rizík.

• Kreditné riziko (credit risk) � predstavuje odhad moºnej straty v dôs-
ledku neschopnosti protistrany splni´ svoje záväzky. Zah¯¬a v sebe
pravdepodobnos´ nesolventnosti a stratu v prípade, ak by k nej do²lo.

• Opera£né riziko (operational risk) � riziko straty spôsobenej nevhod-
ným alebo neúspe²ným interným procesom, pracovníkmi a systémami
alebo vonkaj²ími udalos´ami (prírodné katastrofy, zlyhanie opera£ných
systémov, zlyhanie ©udského faktora).

• Riziko likvidity (liquidity risk) � vzniká z neschopnosti �rmy kry´ svoje
nelikvidné aktíva. Je spôsobené neo£akávaným ve©kým záporným to-
kom pe¬azí v krátkodobom horizonte. Ak má �rma prevaºne nelikvidné
aktíva a náhle potrebuje likvidné, podstupuje riziko, ºe bude donútená
preda´ £as´ svojich aktív za zníºenú cenu.

• Trhové riziko (market risk) � odhaduje neistotu budúcich výnosov,
ktorá je výsledkom zmien v trhových podmienkach (napr. ceny aktív,
úrokové miery, menové kurzy).

V modeli budeme minimalizova´ trhové riziko, preto sa v nasledujúcich
podkapitolách budeme venova´ moºnostiam ako ho mera´.

2.1 Value-at-Risk

Najvýznamnej²ím z rizík v obchodovaní je trhové riziko. Odráºa potenciálnu
ekonomickú stratu spôsobenú zníºením trhovej ceny portfólia.

Value-at-risk (VaR) je v sú£asnosti jeden z najbeºnej²ích nástrojov na me-
ranie trhového rizika. Stala sa mierou, ktorú �nan£ní analytici pouºívajú
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na výpo£et rizika. V £lánku [11] je VaR de�novaná pre náhodnú premennú
straty. Pozmenením de�nície pre náhodnú premennú zisku je VaR de�novaná
ako hodnota najmen²ieho moºného zisku, ktorý môºeme dosiahnu´ s vopred
danou pravdepodobnos´ou a vo vopred zadaný £asový horizont. Tento �-
nan£ný nástroj získal ve©kú popularitu medzi �nan£nými profesionálmi. Stal
sa ob©úbeným nástrojom rizikového manaºmentu �nan£ných in²titúcií. Je to
v¤aka jeho koncep£nej jednoduchosti. VaR zah¯¬a v²etky zloºky trhového
rizika daného portfólia do jedného £ísla.

De�nícia 2.1.1. [15] Value-at-risk V aRα(Y ) náhodnej premennej zisku Y

s distribu£nou funkciou F a hladinou spo©ahlivosti α, 0 < α ≤ 1, je de�no-

vaná ako α-kvantil F−1(α):

V aRα(Y ) = F−1(α) = inf{u;F (u) ≥ α} , 0 < α ≤ 1 .

Value-at-risk odchýlka (value-at-risk deviation) náhodnej premennej Y s hladi-

nou spo©ahlivosti α je de�novaná ako

V aRDα(Y ) = E(Y )− V aRα(Y ) , 0 < α ≤ 1 .

V aRDα môºe nadobúda´ aj záporné hodnoty.

Z matematického h©adiska je value-at-risk pod©a [5] de�novaná ako jed-
nostranný interval spo©ahlivosti potenciálnych ziskov hodnoty portfólia po-
£as ²peci�kovanej doby drºania:

P (Y ≤ V aRα) = α,

kde P je pravdepodobnos´, Y zisk, V aRα hodnota v riziku a α je hladina
spo©ahlivosti.

Pre ilustráciu, nech hladina spo©ahlivosti je α = 0, 01. Znamená to, ºe
s pravdepodobnos´ou 99% nebude na konci £asového horizontu zisk z hodnoty
portfólia niº²í ako V aR0,01.

Poznamenajme, ºe v literatúre je £asto zna£enie rozdielne. Pri hladine
spo©ahlivosti α niektorí autori uvaºujú V aRα a iní V aR1−α. Jedná sa v²ak
o tú istú hodnotu. Aby nedo²lo k nedorozumeniu, my v tejto práci budeme
uvaºova´ V aRα.

Ako uvádza [8], v praktických aplikáciách sa pri výpo£te VaR uvaºujú
nasledujúce faktory:
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Obr. 3: Value-at-risk potenciálneho zisku s hladinou spo©ahlivosti α = 0, 05
(Zdroj: [19]).

• Hladina spo©ahlivosti - ide o vopred danú pravdepodobnos´ p = 1−α,
s ktorou ur£ujeme odhadovaný zisk. Naj£astej²ie sa pouºíva α = 0, 01

a α = 0, 05, zna£íme V aR0,01 resp. V aR0,05. Znamená to teda, ºe
pravdepodobnos´, ºe reálny zisk bude vä£²í ako V aRα, je (1 − α)∗100%.
Ak si zvolíme vy²²iu hladinu spo©ahlivosti α, tak aj V aRα je vy²²í.

• �asový horizont � znamená £as, na ktorý je VaR odhadnutá, za pred-
pokladu, ºe sa nezmenilo portfólio. Obvykle sa hovorí o 1-d¬ovej VaR,
alebo o 10-d¬ovej VaR. Nie sú v²ak vylú£ené ani iné £asové obdobia.
Platí tu, ºe £ím je £asový horizont dlh²í, tým je VaR niº²ia. Je to kvôli
tomu, ºe na dlh²í £asový úsek sa dokáºe predpoveda´ dianie na trhu
s men²ou presnos´ou.

• Frekvencia dát - nemusí by´ rovnaká ako £asový horizont. �asto sa
pouºívajú denné dáta.

• Distribu£ná funkcia ziskov F (y) alebo jej kvantily.

Zo ²tatistického poh©adu je VaR odhadom kvantilu funkcie hustoty pravde-
podobnostného rozdelenia ziskov portfólia. V praxi v²ak býva distribu£ná
funkcia, a teda aj hustota, neznáma, preto sa ²túdie VaR zaoberajú odhadom
empirických distribu£ných funkcií a ich kvantilom. VaR metodológie zaují-
majú hlavne konce týchto rozdelení, chvosty. Ve©mi £asto sa predpokladá
normálne rozdelenie ziskov, av²ak realita je £asto iná. Existuje ve©a modelov

14



na odhad VaR (uvedené sú napr. v [11], [10]). Navzájom sa lí²ia v predpok-
ladoch modelu a v spôsobe odhadu distribu£nej funkcie ziskov portfólia. Naj-
£astej²ie sú v²ak predpokladom modelu na odhady pouºité historické dáta.
V £lánku [10] sú uvedené tri metódy na ur£ovanie odhadov VaR:

• Metóda historickej simulácie - ve©mi ob©úbený a £asto pouºívaný odhad,
vzh©adom na svoju jednoduchos´ dáva pomerne presné výsledky. Jeho
pouºitie je £asovo nenáro£né. Základným predpokladom metódy his-
torickej simulácie je, ºe výnosy v budúcnosti budú ma´ také isté rozde-
lenie, ako mali výnosy v minulosti.

• Varian£no-kovarian£ná metóda - predpokladá normálne rozdelenie bu-
dúcich výnosov. Ak hodnotu portfólia ovplyv¬uje viacero trhových fak-
torov, pouºíva sa viacrozmerné normálne rozdelenie. Za takéto trhové
faktory sa povaºujú napríklad úrokové miery, ceny akcií alebo menové
kurzy.

• Monte Carlo simulácia - podobná ako metóda historickej simulácie.
Rozdiel je v tom, ºe kým sa metóda historickej simulácie pokú²a vytvá-
ra´ hypotetické rozdelenia výnosov na základe historických dát, Monte
Carlo metóda náhodne generuje moºný vývin výnosov v budúcnosti
na základe meniacich sa trhových faktorov.

2.2 Average Value-at-Risk

Average value-at-risk bola de�novaná Uryasevom v [20] ako conditional value-
at-risk pre náhodnú premennú straty. My pozmeníme túto de�níciu a zade-
�nujeme si average value-at-risk pre náhodnú premennú zisku.

De�nícia 2.2.1. [20] Nech Y je náhodná premenná predstavujúca zisk s dis-

tribu£nou funkciou F . Ozna£me Fα dolný α-chvost distribu£nej funkcie, ktorý

je rovný 1 pre hodnoty zisku Y vä£²ie ako V aRα a je rovný F
α

pre hodnoty

zisku Y men²ie alebo rovné V aRα. Average value-at-risk zisku Y s hladi-

nou spo©ahlivosti α je de�novaná ako stredná hodnota α-chvostu distribu£nej

funkcie Fα.
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De�nícia 2.2.2. [1] Nech Y je spojitá náhodná premenná. Average value-

at-risk premennej Y s hladinou spo©ahlivosti α, 0 < α < 1, je de�novaná

ako

AV aRα(Y ) =
1

α

∫ α

0

F−1(u)du ,

kde F je distribu£ná funkcia Y . Average value-at-risk odchýlka (average value-

at-risk deviation) je de�novaná

AV aRDα(Y ) = E(Y )− AV aRα(Y ) , 0 < α < 1 .

Hodnota average value-at-risk je známa aj pod menami conditional value-
at-risk ([17]), tail value-at-risk ([4]) alebo expected shortfall ([1]). Sú známe
viaceré moºnosti vyjadrenia hodnoty AVaR. Uryasev ([17]) vyjadril AVaR
maximaliza£ným vzorcom.

Veta 2.2.1. [17] Average value-at-risk náhodnej premennej Y s hladinou

spo©ahlivosti α sa dá vyjadri´ ako optimálna hodnota nasledujúceho optimali-

za£ného problému:

AV aRα(Y ) = max
x∈R

{
x− 1

α
E([Y − x]−)

}
, (1)

kde [g]− = max{−g, 0} je záporná £as´ g. Maximum v (1) sa nadobúda.

Tvrdenie 2.2.1. [14] Nech Y, Y (1), Y (2) sú náhodné premenné. Average value-

at-risk AV aRα, 0 < α ≤ 1, je

(i) ekvivariantná vzh©adom na posun

AV aRα(Y + c) = AV aRα(Y ) + c

pre v²etky c ∈ R ,

(ii) konkávna

AV aRα(λY (1) + (1− λ)Y (2)) ≥ λAV aRα(Y (1)) + (1− λ)AV aRα(Y (2))

pre 0 ≤ λ ≤ 1 ,
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(iii) pozitívne homogénna

AV aRα(λY ) = λAV aRα(Y )

pre ©ubovo©né λ > 0 ,

(iv) striktná

AV aRα(Y ) ≤ E(Y ) .

Dôkaz. Aby sme dokázali vlastnos´ (i), uvaºujme FY (y) distribu£nú funkciu
premennej Y a FY+c(y + c) distribu£nú funkciu premennej Y + c, kde y je
realizácia premennej Y a y+c je realizácia premennej Y +c pre v²etky c ∈ R.
Potom pre tieto distribu£né funkcie platí:

FY+c(y + c) = P (Y + c < y + c) = P (Y < y) = FY (y) .

�alej

F−1
Y+c(u) = inf{y + c;FY+c(y + c) ≥ u} = inf{y;FY (y) ≥ u}+ c

= F−1
Y (u) + c ,

kde 0 < u < 1. Z toho vyplýva

AV aRα(Y + c) =
1

α

∫ α

0

F−1
Y+c(u)du =

1

α

∫ α

0

[F−1
Y (u) + c]du

= AV aRα(Y ) + c ,

£o sme chceli dokáza´.
Podobne ukáºeme vlastnos´ (iii). Nech FY (y) je distribu£ná funkcia premen-
nej Y a FλY (λy) distribu£ná funkcia premennej λY , kde y je realizácia pre-
mennej Y a λy je realizácia premennej λY pre v²etky λ > 0. Potom platí:

FλY (λy) = P (λY < λy) = P (Y < y) = FY (y)

a

F−1
λY (u) = inf{λy;FλY (λy) ≥ u} = λ inf{y;FY (y) ≥ u}

= λF−1
Y (u) ,
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kde 0 < u ≤ 1. Z toho vyplýva

AV aRα(λY ) =
1

α

∫ α

0

F−1
λY (u)du =

1

α

∫ α

0

λF−1
Y (u)du

= λAV aRα(Y ) ,

£o sme chceli dokáza´.
Vlastnosti (ii) a (iv) vyplývajú z duálnej reprezentácie AVaR. Dôkazom
týchto vlastností sa nebudeme zaobera´. Duálnou reprezentáciou AVaR sa
zaoberá [15, kapitola 2.2.3].

Vlastnos´ (iv) dokazuje nasledujúce tvrdenie.

Dôsledok 2.2.1. [6] Average value-at-risk deviation nadobúda nezáporné

hodnoty.

V De�nícii 2.1.1 je de�novaná V aRα(Y ) = F−1(α). Táto miera súvisí
s mierou AVaR pod©a nasledujúcich dvoch vz´ahov:

F−1(α) ∈ argmax{x− 1

α
E([Y − x]−) : x ∈ R} ,

V aRα(Y ) = F−1(α) ≥ 1

α

∫ α

−∞
F−1(p)dp = AV aRα(Y )

pre v²etky α ∈ (0, 1). Tieto vz´ahy a ich dôkazy sú uvedené v [6].
Predstavili sme si pojmy value-at-risk deviation a average value-at-risk

deviation. Aký je v²ak medzi nimi rozdiel? �lánok [2] vyzdvihuje AVaR ako
univerzálnu- môºe by´ vyuºitá pri rôznych druhoch rizík. Taktieº povaºuje
AVaR za kompletnú, lebo dokáºe vyrobi´ jedine£ný celkový odhad pre port-
fólio, ktoré je vystavené rôznym druhom rizík. AVaR ozna£uje za jednoduch²iu
ako VaR, lebo, ako uvádza, je to odpove¤ na prirodzenú a právoplatnú otázku
na riziko, ktoré portfólio so sebou priná²a. A kaºdá banka, ktorá má zaloºený
svoj risk management na meraní rizika práve pomocou VaR, môºe za£a´
vyuºíva´ AVaR bez prakticky ºiadnych nových výpo£tov. �lánky [2, 21] sa
zhodujú na tom, ºe vyuºívanie VaR v risk managemente môºe vies´ k trhovej
nestabilite. Autori £lánku [21] pri svojich výpo£toch a porovnávaniach VaR
a AVaR brali popri ¤al²ích menách do úvahy aj slovenskú korunu.
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3 Matematický model dôchodkového sporenia

V tejto kapitole sa budeme venova´ matematickému modelu dôchodkového
sporenia. Problémom je nájs´ optimálne rozloºenie prostriedkov v dôchodko-
vých fondoch s rozdielnym rizikom resp. prostriedkov investovaných do akcií
a dlhopisov v ur£itom £asovom horizonte. Investor je po£as tohto £asu vys-
tavený riziku. Av²ak toto riziko ako aj svoj výnos môºe ovplyvni´ rebalanco-
vaním svojho portfólia. Informácie v tejto kapitole sú £erpané z [7] a [6], ak
nie je uvedené inak.

3.1 Motivácia a pôvodný TRMM model

Do dôchodkových úspor musí investor vzia´ do úvahy aj budúce príspevky.
Ak si sporí na dôchodok dostato£ne dlho, pokles aktív na za£iatku spore-
nia neovplyvní budúce príspevky, kone£ná hodnota jeho úspor bude ovplyv-
nená len £iasto£ne. Ak sa pokles aktív objaví krátko pred nástupom do dô-
chodku, ovplyvní v²etky jeho doteraj²ie nahromadené príspevky a výnosy
z nich. Kone£ná hodnota úspor bude ovplyvnená výrazne. Preto je rozumné,
ºe rozhodnutia investora závisia na £ase, ktorý zostáva do splatnosti jeho ús-
por. Ako aj potvrdzujú historické dáta, výnosy z akcií v dlhodobom horizonte
sú vä£²ie ako výnosy z dlhopisov. Preto investori v dlhodobom horizonte up-
rednost¬ujú akcie pred dlhopismi.

Poznáme viacero modelov, ktoré pomáhajú investorovi dosiahnu´ kone£nú
hodnotu jeho dôchodkových úspor. Tieto v²ak hodnotu dôchodkových úspor
nezabezpe£ujú. Jedným zo známych modelov je Markowitzov model výberu
portfólia ([12]). Zaoberá sa výnosmi a rizikom efektívneho portfólia v efek-
tívnej hranici. Ako uvádza [13], snaºí sa maximalizova´ výnos portfólia a mi-
nimalizova´ riziko. Tieto úlohy idú �proti sebe� , nezabezpe£ujú jedno rie²e-
nie. Preto Markowitz berie do úvahy aj investorov postoj k riziku. Do for-
mulácie úlohy ho zah¯¬a napr. �xovaním hodnoty výnosu. Rizikovo averznej²í
investor si ur£í niº²iu cie©ovú hodnotu výnosov ako investor menej averzný
k riziku.

V TRMM modeli (Terminal Risk Minimizing Model) predpokladáme, ºe
investor pozná cie©ovú hodnotu, ktorú chce dosiahnu´ v ur£itom £asovom
horizonte. Model minimalizuje riziko jeho cie©ovej hodnoty, teda zaoberá sa
len dosiahnutím kone£nej vý²ky úspor na konci stanoveného £asového úseku.
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Ur£í optimálnu stratégiu investora, ko©ko pe¬azí má vloºi´ do ktorého fondu.
V [7] a [6] bol odvodený TRMM model, v ktorom sa uvaºovalo rozhodova-
nie medzi J typmi fondov, za predpokladu, ºe tieto investujú prostriedky
do akcií reprezentovaných jedným (spolo£ným) akciovým indexom a do dl-
hopisov. Model viedol na úlohu vysokorozmerného lineárneho programovania,
ktorá naráºala na technické obmedzenia pri implementácii. Dôsledkom toho
bol model aproximovaný nelineárnym modelom s cie©om výpo£tovej realizo-
vate©nosti. Ukázalo sa v²ak, ºe formulácia problému pomocou jednotlivých
fondov vedie k nadbyto£nému po£tu premenných, nako©ko výsledky ukázali,
ºe jedinou dôleºitou informáciou sú podiely akciovej a dlhopisovej zloºky
v daných fondoch. Na Obrázku 4 vidíme optimálne rozloºenie prostriedkov
medzi tri fondy ako výsledok simulácie TRMM modelu (prvé dva obrázky)
a váhu akcií v investíciach (pravý obrázok). Fondy reprezentujú rastový
(F1), vyváºený (F2) a konzervatívny (F3) dôchodkový fond a sú zobrazené
v percentuálnom podiele. Na optimalizáciu bol pouºitý softvér MATLAB
s funkciou linprog v prvej ilustrácii a funkciou mosekopt v druhej ilustrácii.
V tretej ilustrácii sú s£ítané váhy akcií v investíciach. Hoci berieme do úvahy
tri typy fondov a výsledok dvoch optimaliza£ných funkcií pouºitých na výpo-
£et (linprog a mosekopt), výsledný podiel prostriedkov investovaných do ak-
cií a do dlhopisov je v obidvoch prípadoch zhodný.

Obr. 4: Výsledok implementácie TRMM modelu (Zdroj: [6]).

Cie©om tejto kapitoly bude preformulova´ TRMM model z [7] a [6] pouºi-
tím men²ieho po£tu premenných. Budeme pritom uvaºova´ investovanie len
do dvoch fondov, pri£om prostriedky v jednom fonde zodpovedajú prostried-
kom investovaným do akcií a prostriedky v druhom fonde zodpovedajú pros-
triedkom investovaným do dlhopisov. Tento model nazveme �redukovaný� .
Budeme pritom sledova´ postup pouºitý v uvedenej literatúre. Model vedie
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k rie²eniu vysokorozmerných úloh lineárneho programovania s riedkymi a blo-
kovými maticami.

3.2 Redukovaný TRMM model

Matematický model dôchodkového sporenia je zaloºený na minimalizovaní
koncového rizika investícií, pri£om je daná cie©ová (terminálová) o£akávaná
hodnota. Ve©kos´ koncovej hodnoty závisí od výnosov akcií a dlhopisov v pen-
zijných fondoch a od rozloºenia investorovho portfólia. H©adáme optimálny
podiel investovania do �nan£ných nástrojov tak, aby sme dosiahli stanovenú
koncovú hodnotu, pri£om minimalizujeme riziko úspor.

3.3 Lineárne obmedzenia

Neº pristúpime k samotnému modelu, oboznámme sa so symbolikou pouºi-
tou v texte:

T £as ostávajúci do dôchodku, resp. £as, po£as ktorého moºno
spori´,

A,B akcie (A) a dlhopisy (B),
yAt , y

B
t objem pe¬azí investovaných v £ase t do akcií (A) resp.

dlhopisov (B), uvaºujeme prirodzenú podmienku nezá-
pornosti tejto premennej yAt ≥ 0, yBt ≥ 0 pre v²etky t,

yt vektor [yAt , y
B
t ]T,

rAt , r
B
t výnos akcií resp. dlhopisov v £ase t,

wt hrubá mzda v £ase t,
βt rast miezd v £ase t de�novaný vz´ahom wt+1 = wt(1 + βt),
sAt =

1+rAt
1+βt

výnos akcií a

sBt =
1+rBt
1+βt

výnos dlhopisov v £asovom intervale [t− 1, t] upravený ras-
tom miezd βt,

st vektor [sAt , s
B
t ]T,

τ pravidelné ro£né príspevky ako £as´ hrubej mzdy.
τAt , τ

B
t £as´ pravidelných ro£ných príspevkov investovaných v £ase

t do akcií (A) resp. dlhopisov (B).

Predpokladáme, ºe investor o£akáva svoj odchod do dôchodku o T rokov.
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t ∈ {0, . . . , T −1} ozna£uje £as, v ktorom sa investor rozhoduje, ko©ko pe¬azí
investuje do akcií a ko©ko do dlhopisov. Jedenkrát ro£ne investuje £as´ τ
zo svojej mzdy wt do nástrojov �nan£ného trhu. Investorovo rozhodnutie,
ko©ko pe¬azí investuje do ktorého nástroja, závisí od informácií, ktoré má
v danom £ase. Uve¤me dva predpoklady ná²ho modelu.

Predpoklad 3.3.1. Výnosy akcií rAt v kaºdom £ase t ∈ {0, . . . , T − 1} sú

stochastické a vzájomne nezávislé.

Predpoklad 3.3.2. Miery rastu mzdy βt, t = 0, . . . , T−1 sú deterministické

a vopred ur£ené.

Kedºe investor investuje do nástrojov �nan£ného trhu, jeho výnosy v £ase
t sú pre dlhopisy známe (rBt ), pre akcie sú v²ak stochastické (rAt ).

Úlohou je nájs´ optimálnu hodnotu yAt a yBt pre v²etky t. Teda nájs´ op-
timálny pomer prostriedkov investovaných do akcií a dlhopisov tak, aby sme
dosiahli stanovenú kone£nú hodnotu investícií a sú£asne sme minimalizovali
riziko.

Na za£iatku v £ase t = 0 je objem investovaných pe¬azí yT
0 1 rovný prvému

príspevku τ . V kaºdom ¤al²om roku t = 1, . . . , T−1 sa prostriedky v akciách
yAt−1 a dlhopisoch yBt−1 zhodnotia výnosmi sAt a sBt a pripo£íta sa k nim príspe-
vok τ za daný rok. Investor znovu rozde©uje prostriedky yT

t 1 = yT
t−1st + τ

medzi akcie a dlhopisy. Na konci sporenia, v £ase T , sa uº príspevky τ

nepripo£ítavajú. Rovnice opisujúce tento vývoj investícií v £ase sú nasle-
dovné:

yT
0 1 = τ, (2)

yT
t 1 = yT

t−1st + τ pre v²etky t ∈ {1, . . . , T − 1}, (3)

yT
T1 = yT

T−1sT , (4)

yt ≥ 0 pre v²etky t ∈ {1, . . . , T} . (5)

Nasledujúce obmedzenie v modeli je podmienka na minimálnu o£akávanú
hodnotu úspor µ v koncovom £ase. Ak yT

T1 ozna£uje koncovú hodnotu úspor,
stále náhodnú premennú, potom musí by´ splnená nasledujúca podmienka:

E(yT
T1) ≥ µ . (6)

V²etky obmedzenia (2)�(6) sú lineárne v premennej yAt a yBt .

22



3.3.1 Ú£elová funkcia

Model je zaloºený na minimalizácii rizika koncovej hodnoty portfólia yT
T1

s podmienkami (2)�(6). Riziko meriame rôznymi mierami rizika. V na²om
modeli pouºijeme average value-at-risk deviation. Ve©kou výhodou pouºitia
AVaRD je to, ºe vedie k lineárnej ú£elovej funkcii. Úlohou je potom rie²i´
lineárny optimaliza£ný problém.

Ú£elová funkcia ná²ho problému má tvar:

g(y) = E(yT
T1)− AV aRα(yT

T1) , 0 < α ≤ 1 . (7)

Budeme minimalizova´ riziko koncovej hodnoty cez premenné yAt a yBt ,
t ∈ {0, . . . , T − 1} s obmedzeniami (2)�(6).

3.3.2 Reprezentácia pomocou stromu

Výnosy akcií sAt vytvárajú v diskrétnom £ase stochastický proces. Tento mô-
ºeme aproximova´ stromom scenárov. Kaºdý uzol v úrovni t stromu reprezen-
tuje jeden moºný stav výnosu sAt v £ase t. Kaºdá cesta stromu, za£ínajúca
v koreni, reprezentuje jednu moºnos´ vývoja náhodného procesu sAt v £ase.
Ozna£me

0 kore¬ stromu,
N = {0, 1, . . . , N} mnoºinu v²etkých uzlov stromu,
S po£et koncových uzlov stromu,
T = {N − S + 1, . . . , N} mnoºinu v²etkých S koncových uzlov

stromu,
N0 = {1, . . . , N − S} mnoºinu vnútorných uzlov,
n− predchodcu uzla n ∈ N\{0},
{n}+ mnoºinu nasledníkov uzla n ∈ N\T ,
ξ(n) ∈ {0, . . . , T} £asovú úrove¬ uzla n ∈ N .

Kaºdý uzol, okrem uzla n = 0, má práve jedného predchodcu n−. Naproti
tomu kaºdý uzol n ∈ N\T má mnoºinu následníkov {n}+. Tento zápis ilus-
trujeme na Obrázku 5.

Teraz pre na²e potreby upravíme zápis z £asti 3.3 vyuºitím reprezentácie
pomocou stromu. Dolný index premenných yAt , r

A
t a sAt bude reprezento-

va´ príslu²ný uzol n z £asovej úrovne t. Znamená to, ºe budeme pouºíva´
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Obr. 5: Príklad stromu scenárov. Spodná os reprezentuje £asovú os
(Zdroj: [6]).

ozna£enie yAn , r
A
n a sAn . Objasnime, ºe premenná rAn reprezentuje výnos ak-

cií platný v perióde (£as´ cesty v strome scenárov) z uzla n− do uzla n.
Podobne upravíme ostatné premenné s indexom t. Objem pe¬azí ozna£íme
yAn , y

A
n ≥ 0 pre v²etky n. Ozna£enie miery rastu mzdy zmeníme z βt na βξ(n).

Nové ozna£enie zodpovedá £asovej úrovni ξ(n) uzla n. Potom upravený výnos
v zna£ení stromu scenárov je de�novaný ako

sAn =
1 + rAn

1 + βξ(n)

(8)

pre v²etky n ∈ N\{0}. Upravený výnos akcií sAn je opä´ platný pre periódu
ξ(n−) aº ξ(n) s prislúchajúcou cestou z uzla n− do uzla n. Obdobné zna£enie
budeme pouºíva´ aj pre dlhopisy. Ozna£enie yBn predstavuje objem pe¬azí
v dlhopisoch v uzle n, výnos rBn reprezentuje výnos dlhopisov platný v perióde
z uzla n− do uzla n. Predpokladajme, ºe výnos dlhopisov je deterministický,
a teda výnos rBn je zhodný pre v²etky n periódy ξ(n−) aº ξ(n). Potom výnos
dlhopisov upravený rastom miezd má tvar

sBn =
1 + rBn

1 + βξ(n)

(9)

a je zhodný pre v²etky n periódy ξ(n−) aº ξ(n). Náhodná premenná koncová
hodnota úspor je reprezentovaná vektorom diskrétnych hodnôt yT

m1, m ∈ T
s prislúchajúcou pravdepodobnos´ou nastatia pm > 0, pri£om

∑
m∈T pm = 1.

Suma pravdepodobností pn > 0 uzlov v kaºdej £asovej úrovni t stromu je
rovná jednej, £o vyjadríme ako

∑
n:ξ(n)=t pn = 1 pre v²etky t ∈ {0, . . . , T}.
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Pouºitím Uryasevovej reprezentácie AVaR z Vety 2.2.1, minimalizácia
ú£elovej funkcie (7) je vyjadrená v zna£ení stromu scenárov ako

min
y

{∑
m∈T

pm(yT
m1)−max

a

{
a− 1

α

∑
m∈T

pm[yT
m1− a]−

}}
. (10)

Obmedzenia (2)�(6) môºeme prepísa´ do tvaru∑
m∈T

pm(yT
m1) ≥ µ , (11)

yT
0 1 = τ, (12)

yT
n1 = yT

n−sn + τ pre v²etky n ∈ N0, (13)

yT
n1 = yT

n−sn pre v²etky n ∈ T , (14)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (15)

�alej ukáºeme, ºe optimaliza£ný problém (10)�(15) môºeme prepísa´ na úlohu
lineárneho programovania (lineárny optimaliza£ný problém).

Tvrdenie 3.3.1. [6] Optimaliza£ný problém (10)�(15) je ekvivalentný nasle-

dujúcemu problému lineárneho programovannia (lineárnemu optimaliza£nému

problému):

min
a,z,y

{∑
m∈T

pm(yT
m1)− a+

1

α

∑
m∈T

pmzm−N+S

}
(16)

s obmedzeniami

−a+ yT
m1 + zm−N+S ≥ 0, zm−N+S ≥ 0, pre v²etky m ∈ T , (17)∑
m∈T

pm(yT
m1) ≥ µ , (18)

yT
0 1 = τ, (19)

yT
n1 = yT

n−sn + τ pre v²etky n ∈ N0, (20)

yT
n1 = yT

n−sn pre v²etky n ∈ T , (21)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (22)

To znamená, ºe

(i) kaºdé optimálne rie²enie problému (16)�(22) je optimálne pre (10)�(15),

(ii) pre kaºdé optimálne rie²enie problému (10)�(15) existuje prislúchajúce

optimálne rie²enie pre (16)�(22).
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Dôkaz. Poznamenajme, ºe (17) implikuje zm−N+S ≥ [yT
m1−a]− = max{0, a−

yT
m1} pre v²etky m ∈ T .
Aby sme dokázali (i), ukáºeme, ºe pre optimálne rie²enie (16)�(22) máme

zm−N+S = [yT
m1 − a]−, a preto optimálne rie²enie (16)�(22) je minimum

AV aRDα vyhovujúce obmedzeniam (11)�(15).
Nech â, ẑ, ŷ sú optimálne pre (16)�(22). Ozna£me h(â, ẑ, ŷ) hodnotu ú£e-

lovej funkcie v optimálnom rie²ení. Predpokladajme, ºe existuje m∗ ∈ T
také, ºe ẑm∗−N+S > [ŷT

m∗1− â]−. Potom nájdením z̃ s vlastnos´ou z̃m−N+S =

ẑm−N+S pre v²etky m 6= m∗ a ẑm∗−N+S > z̃m∗−N+S ≥ [ŷT
m∗1− â]− dostávame

h(â, ẑ, ŷ) > h(ã, z̃, ỹ), £o je spor s optimalitou â, ẑ, ŷ.
Aby sme dokázali (ii), predpokladajme, ºe ā, ȳ sú optimálne pre systém

(10)�(15). Poloºme z̄m−N+S = [ȳT
m1 − ā]− pre v²etky m ∈ T vyhovujúce

nerovnostiam (17). Z optimality ā, ȳ pre systém (10)�(15) vyplýva, ºe ā, z̄, ȳ
sú optimálne pre (16)�(22).

Problém (16)�(22) je lineárny a môºeme ho symbolicky zapísa´ v mati-
covom tvare ako

min
x

cTx (23)

s obmedzeniami

Aineqx ≤ bineq, (24)

Aeqx = beq, (25)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N , (26)

zm ≥ 0 pre v²etky m ∈ {1, . . . , S}. (27)

Vektor premenných x = (a, z,y) má d¨ºku vars = 1+S+2(1+N). Matica
Aineq je typu (1 + S)× vars a je to riedka matica s (2 + 2 ∗ 2)S nenulovými
prvkami. Matica Aeq je tieº riedka s 2(1 + 2N) nenulovými prvkami a má
rozmery (1 +N)× vars. Tvary matíc v plnej forme sú uvedené v Prílohe.

Teraz zhrnieme, ako sa nám zmenil po£et premenných uvaºovaných v na-
²om redukovanom modeli oproti pôvodnému TRMMmodelu uvedenému v [7]
a [6]. Modely sa lí²ia len v po£te fondov, do ktorých moºno investova´.
Vektor premenných x = (a, z,y) má v pôvodnom TRMM modeli vars =

1+S+J(1+N) prvkov, kde J predstavuje po£et fondov, do ktorých moºno in-
vestova´, pri£om výnosy v²etkých fondov sú náhodné premenné. Matica Aineq
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je typu (1 +S)× vars. Je to riedka matice s (2J + 2)S nenulovými prvkami.
Riedka matica Aeq je typu (1+N)×vars a má (1+2N)J nenulových prvkov.
Vektor x v na²om redukovanom TRMM modeli má vars = 1 +S + 2(1 +N)

prvkov, z £oho vyplýva zjednodu²enie vektora o (J−2)(1+N) prvkov. Matica
Aineq je rovnakého typu, do úvahy v²ak musíme bra´, ºe v redukovanom mo-
deli je po£et prvkov vars men²í. Matica obsahuje (4+2)S prvkov, z £oho vy-

plýva zníºenie po£tu nenulových prvkov
J + 1

3
krát. Rovnako matica Aeq má

rovnaký po£et riadkov ako v pôvodnom modeli, lí²i sa v po£te st¨pcov daných
d¨ºkou vektora x. Matica má v redukovanom modeli (1+2N)2 prvkov, po£et

nenulových prvkov Aeq sa zníºil
J

2
krát.

3.3.3 Existencia rie²enia

Skúmajme teraz prípustnos´ a optimalitu problému (16)�(22), resp. (23)�
(27). Poznamenajme, ºe obmedzenia

Aeqx = beq (28)

nemajú ºiaden reálny dosah na prípustnos´ tohto problému. Obmedzenia len
ur£ujú vývoj hodnoty investícií pozd¨º stromu scenárov. Podobne obmedzenia

Aineqx ≤ bineq (29)

neovplyv¬ujú prípustnos´ systému (23)�(27), s výnimkou jednej rovnosti. Ak
je dané nejaké yT

m, m ∈ T , môºeme zm−N+S ≥ 0 ur£i´ ©ubovo©ne, a napo-
kon dode�nova´ a tak, aby sp¨¬alo a ≤ yT

m1 + zm−N+S. Teda, ak je dané
y, môºeme jednoducho dopo£íta´ prípustné hodnoty premenných a a z. Ak
v²ak uvaºujeme hodnoty sAn ako �xné a dané, obmedzenie

−
∑
m∈T

pm(yT
m1) ≤ −µ

ur£uje, £i je na²e rie²enie prípustné alebo nie. Je jasné, ºe ak máme �xne dané
sAn a rie²ime (28), nedosiahneme ©ubovo©nú hodnotu E(yT

T1). Samozrejme nie
je moºné dosiahnu´ príli² vysokú kone£nú hodnotu µ, ak simulované výnosy
v strome scenárov sú nízke. Existuje µmax také, ºe ak µ > µmax, systém (23)�
(27) nemá prípustné rie²enie. Hodnota tejto hranice µmax je presne ur£ená
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konkrétnymi hodnotami premennej sAn a mierou pravidelných príspevkov τ
pomocou vz´ahu

µmax = max
y

∑
m∈T

pm(yT
m1) (30)

s obmedzeniami (25) a (26), zodpovedajúcimi (19)�(22). Zhr¬me vy²²ie uve-
dené úvahy do nasledujúceho tvrdenia.

Tvrdenie 3.3.2. [6] Nech µmax je dané vz´ahom (30). Ak µ ≤ µmax, potom

optimaliza£ný problém (23)�(27) má prípustné rie²enie.

Skôr ako pristúpime k tvrdeniu o optimalite rie²enia, objasnime si neohra-
ni£enos´ premennej y v nasledujúcom tvrdení.

Tvrdenie 3.3.3. [6] Premenná y systému (24)�(27) je ohrani£ená.

Dôkaz. De�nujme
Θ := max

n

{
|sAn |, |sBn |

}
. (31)

Z (20, 22) a de�nície Θ vyplýva, ºe

0 ≤ yT
n1 ≤ τ

ξ(n)∑
i=0

Θi . (32)

Veta 3.3.1. [6] Ak problém (23)�(27) má prípustné rie²enie, potom má aj

optimálne.

Dôkaz. Ak má problém lineárneho programovania prípustné rie²enie, potom
má aj optimálne alebo je rie²enie neohrani£ené ([16]). Ukáºeme, ºe v systéme
(23)�(27) nenastáva neohrani£enos´. Ú£elová funkcia má tvar

min
a,z,y

{∑
m∈T

pmyT
m1− a+

1

α

∑
m∈T

pmzm−N+S

}
,

£o je ekvivalentný výraz k

min
z,y

{∑
m∈T

pmyT
m1−max

a
{a− 1

α

∑
m∈T

pmzm−N+S}

}
,
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kde zm−N+S = [yT1 − a]− v optime (ako vidie´ v dôkaze Tvrdenia 3.3).
V Tvrdení 3.3.3 sme ukázali, ºe premenná y je ohrani£ená. Z toho vyplýva, ºe
neohrani£enos´ ú£elovej funkcie môºe by´ spôsobená jedine neohrani£enos´ou

premenných a alebo z. Sú£asne max
a
{a− 1

α

∑
m∈T

pmzm−N+S} = AV aRα(yT
m1).

Tento výraz je kone£ný, a teda aj ohrani£ený, lebo premenná y je kone£ná
a ohrani£ená.

Iný argument na vylú£enie neohrani£enosti (23)�(27) je ten, ºe v ú£elovej
funkcii minimalizujeme AV aRDα. Dôsledok 2.2.1 uvádza, ºe AV aRDα na-
dobúda nezáporné hodnoty. Z toho vyplýva spomínaná neohrani£enos´.

Nasledujúci dôsledok vyplýva zo známej skuto£nosti v lineárnom pro-
gramovaní, ºe ak primárna (duálna) úloha má optimálne rie²enie, potom aj
duálna (primárna) úloha má optimálne rie²enie ([16]).

Dôsledok 3.3.1. Pre µ ≤ µmax má problém (23)�(27) optimálne rie²enie.

Optimálne rie²enie má aj jeho duálna úloha.

3.3.4 Príklad

Teraz uvedieme jednoduchý ilustra£ný príklad implementácie redukovaného
TRMM modelu (16)�(22). Obdrºané výsledky nám poslúºia pre porovnanie
v Kapitole 4. Na výpo£et pouºijeme softvér MATLAB, konkrétne funkciu
linprog.

Vysvetlime si najprv pouºité hodnoty jednotlivých parametrov. K©ú£o-
vými hodnotami sú hodnoty výnosov dlhopisov a akcií v modeli. Penzijné
fondy v starobnom dôchodkovom sporení investujú do európskych, americ-
kých a ázijských akcií, do dlhopisov (zvä£²a vládnych dlhpisov) a do nástro-
jov �nan£ného trhu. Ke¤ºe najviac investícií ide do európskych nástrojov,
modelujeme výnosy akcií a dlhopisov v na²om modeli európskym akciovým
a dlhopisovým indexom. Indexy a ich priemerné hodnoty £erpáme z [6].
Na modelovanie akciových výnosov pouºijeme Standard & Poor's Europe 350
Index. Ako uvádza stránka indexu [25], akciový index je vybraný zo 17 eu-
rópskych trhov a celkovo pokrýva pribliºne 70% európskeho akciového trhu.
S&P Europe 350 je sú£as´ou indexu S&P Global 1200. Výnosy dlhopisov
budú reprezentova´ vládne dlhopisy európskych krajín. MSCI EMU (Morgan
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Stanley Capital International European Monetary Union) Sovereign Debt
Index pozostáva z vládnych dlhov 11 krajín európskej menovej únie. Index
vznikol 31. decembra 1993. Priemerné ro£né výnosy a ²tandardné odchýlky
obidvoch indexov v období január 1994�jún 2007 sú uvedené v Tabu©ke 1.
Korela£ný koe�cient S&P Europe 350 a MSCI EMU Sovereign Debt Index
v pozorovanom období je cor = −0, 07943.

priemerný výnos ²tandardná odchýlka

S&P Europe 350 Index r̄A = 0, 09185 σA = 0, 17259

MSCI EMU Sovereign Debt Index r̄B = 0, 05594 σB = 0, 03340

Tabu©ka 1: Priemerný ro£ný výnos a ²tandardná odchýlka indexov z histo-
rických dát január 1994�jún 2007 (Zdroj: [6]).

Podobne ako v [6] predpokladáme, ºe cena akcií sa správa ako geometrický
Brownov pohyb:

dSt = r̄AStdt+ σStdWt ,

kde r̄A je priemerný výnos akcií, σ je ²tandardná odchýlka (z Tabu©ky 1)
a Wt je Brownov pohyb. Pouºitím Itôvej lemy ([18]) dostávame

St+l = St exp
(
(r̄A − 0, 5(σA)2)l + σ(Wt+l −Wt)

)
pre ©ubovo©ný interval d¨ºky l. �peciálne pre l = 1:

St+1

St
= exp

(
r̄A − 0, 5(σA)2 + σ(Wt+1 −Wt)

)
Teda výnos je daný ako

1 + r̄A{n}+ = exp
(
r̄A − 0, 5(σA)2 + σZξ(n)+1

)
,

kde Zξ(n)+1 sú nezávislé náhodné premenné s normálnym rozdelením N(0, 1)

pre neprekrývajúce sa £asové intervaly [tξ(n), tξ(n)+1]. Na vytvorenie diskrét-
neho scenára výnosov akcií pouºívame 3 charakteristické body normálneho
rozdelenia (3-point dicretization for the standard normal distribution). Body
rozdelenia sú sústredené v hodnotách (−

√
2, 0,
√

2) s pravdepodobnos´ami
(1/4, 1/2, 1/4). Na základe tejto skuto£nosti si vyjadríme premennú Z nasle-
dovne:

Z =


−
√

2 s pravdepodobnos´ou 1/4 ,

0 s pravdepodobnos´ou 1/2 ,√
2 s pravdepodobnos´ou 1/4 .
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Dostaneme tri scenáre vývoja výnosov akcií. Z toho vyplýva, ºe kaºdý uzol
stromu scenárov výnosov akcií bude v na²om prípade stup¬a tri. Výnosy
dlhopisov uvaºujeme kon²tantné a ich hodnota je rovná rBn = r̄B.

Na ilustra£ný príklad sme pouºili 5 ro£ný horizont. V príklade sa investor
rozhoduje o prerozdelení svojich prostriedkov a pravidelných príspevkov vºdy
na za£iatku kaºdého roka, kaºdej periódy. Príspevky, ktorými investor kaº-
doro£ne prispieva do starobného dôchodkového sporenia, sú legislatívne sta-
novené na 9% príjmu. V na²om príklade sú rovné τ = 0, 09 v kaºdom roku
sporenia. Tieto sa optimálne rozde©ujú do akcií a dlhopisov na základe výsled-
kov ná²ho redukovaného TRMM modelu. Investor na konci daného pä´ro£-
ného obdobia o£akáva koncovú hodnotu jeho vloºených investícii vo vý²-
ke 0,46 jednotiek. Teda o£akáva, ºe za 5 rokov vloºí do dlhopisov a akcií
5 × 0, 09 = 0, 45 jednotiek, ktoré sa mu zhodnotia a jeho nasporená suma
bude 0,46 jednotiek. Táto suma je investorova kone£ná hodnota, kde berieme
do úvahy nielen výnosy akcií a dlhopisov, ale uvaºujeme aj priemerný rast
miezd, £o nasporenú sumu zniºuje na reálnu hodnotu. Hodnota parametra
priemerného rastu miezd je £erpaná z [9], má hodnotu 0, 071 a je uvaºo-
vaná pre roky 2011-15 (Tabu©ka 3, strana 38). Pri meraní a minimalizovaní
rizika pomocou average value-at-risk berieme do úvahy hladinu spo©ahlivosti
α = 0, 05.

Výsledky softvéru MATLAB nám udávajú hodnoty investícií v akciách
a dlhopisoch yn = [yAn , y

B
n ]T v kaºdom uzle n ∈ N . Tieto hodnoty prepo£í-

tame na váhy wAn , w
B
n nasledovne:

wAn =
yAn

yAn + yBn
, wBn =

yBn
yAn + yBn

.

Ozna£me wn = [wAn , w
B
n ], wn ≥ 0 a wT

n1 = 1. Ke¤ºe v poslednom roku
investovania uº neprerozde©ujeme prostriedky do akcií a dlhopisov, po£ítame
váhy akcií a dlhopisov len v nekoncových uzloch n ∈ N\T . Máme teda 2 ×
(N−S) váh v kaºdom nekoncovom uzle pre akcie a pre dlhopisy. Ke¤ºe kaºdý
uzol má svoju pravdepodobnos´ nastatia, výsledné váhy pre akcie a dlhopisy
v £ase t ∈ {0, . . . , T − 1} vypo£ítame ako strednú hodnotu váh v uzloch
v príslu²nom £ase t s ich pravdepodobnos´ami a ozna£íme ju w̄t = [w̄At , w̄

B
t ],

pri£om platí:
w̄t =

∑
n:ξ(n)=t

pnwn ,
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kde
∑

n:ξ(n)=t

pn = 1 pre v²etky t ∈ {0, . . . , T − 1}.

V Tabu©ke 2 výsledná suma v dlhopisoch a akciách uvádza sú£et stred-
nej hodnoty prostriedkov dosiahnutých na za£iatku daného roku. Túto sme
vypo£ítali ako sú£et stredných hodnôt prostriedkov v akciách a dlhopisoch
v kaºdej £asovej úrovni:

ȳt =
∑

n:ξ(n)=t

pn(yAn + yBn ) ,

pre v²etky t ∈ {0, . . . , T}. Hodnota váh prostriedkov investovaných do ak-
cií a dlhopisov je nami h©adaná stratégia pre investora, aby mohol opti-
málne rozhodnú´ o rozdelení svojich investícií do akcií a dlhopisov na za£iat-
ku daného roku za ú£elom dosiahnutia vopred stanovenej koncovej hodnoty
za minimalizácie rizika. Dostávame optimálnu stratégiu investora, ktorý si
sporí 5 rokov s kaºdoro£ným prerozdelením prostriedkov do akcií a dlhopisov
za minimalizácie rizika average value-at-risk deviation AV aRD0,05.

0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Tabu©ka 2: Výsledky príkladu pouºitím redukovaného TRMM modelu.

Výsledná hodnota ú£elovej funkcie, hodnota minimalizovaného koncové-
ho rizika stanovenej cie©ovej sumy 0,46 jednotiek je 0,0568. Znamená to, ºe
s pravdepodobnos´ou α = 5% bude hodnota investorových úspor menej ako
0, 46 − 0, 0568 = 0, 4032 jednotiek. Ak napríklad sporite© zarába mesa£ne
1000 EUR, odvádza ro£ne 9% svojho platu, chce si na²etri´ za 5 rokov
460 EUR a jeho mzda sa mu napriek ro£nému rastu miezd nezvý²ila, pre-
rozde©uje ro£ne svoje úspory pod©a výsledkov v Tabu©ke 2, tak môºe o£aká-
va´, ºe hodnota jeho úspor s 95%-nou pravdepodobnos´ou neklesne v prie-
mere pod hodnotu 403,2 EUR.
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Obr. 6: Priemerné optimálne váhy akcií v portfóliu pri pouºití redukovaného
TRMM modelu.

Na Obrázku 6 si môºeme v²imnú´, ºe pomer prostriedkov investovaných
do akcií s blíºiacim sa koncovým £asom klesá. Takýto výsledok sleduje zníºe-
nie rizika ná²ho portfólia ku koncu skúmaného £asového horizontu. Ak by
sme investovali v²etky prostriedky do akcií v prvom roku a pokles akcií by
bol napr. 20%, znamenalo by to stratu 20% z ná²ho jednoro£ného pravidel-
ného príspevku, koncová hodnota portfólia by týmto ²okom na trhu nebola
zásadne ovplyvnená. Pokles akcií by nemal dosah na pravidelné príspevky
v nasledujúcich rokoch. V tomto prípade by koncová hodnota úspor záleºala
na ¤al²om prerozdelení investícií a vývojom na �nan£nom trhu. Ak by sa v²ak
pokles udial v poslednom roku a v²etky investorove úspory by boli v akciách,
investor by pri²iel o 20% svojich celkových úspor. Vyplýva z toho, ºe vä£²ie
mnoºstvo úspor ku koncu £asového horizontu je viac citlivé na zmeny na �-
nan£nom trhu, preto aj redukovaný TRMM model zmen²uje riziko investo-
vania ku koncu £asového horizontu investovaním vä£²ej sumy do dlhopisov.

3.4 Nelineárne obmedzenia

Ve©kos´ stromu (po£et uzlov) je presne ur£ený stup¬om nekoncových uzlov
a h¨bkou stromu (po£tom £asových úrovní). Ak bn je stupe¬ uzla n ∈ N\T ,
potom ve©kos´ stromu je 1 +

∑
n∈N\T bn. �peciálne, ak bn ≡ b pre v²etky

n ∈ N\T , potom ve©kos´ stromu je
∑T

i=0 b
i. Teda ve©kos´ stromu závisí poly-

nomiálne od stup¬a b nekoncových uzlov a exponenciálne od h¨bky stromu.
Typická d¨ºka produktívneho ºivota £loveka, po£as ktorého pracuje a sporí

si na dôchodok, je, povedzme, 40 rokov. Ve©kos´ najjednoduch²ieho � bino-
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mického � stromu s h¨bkou 40 je rádovo 2∗ 1012. D¨ºka vektora premenných
vars v modeli s lineárnymi obmedzeniami je potom rádovo 5 ∗ 1012. Ak by
sme chceli uvaºova´ hustej²í strom s viacerými scenármi, napr. pre lep²iu
aproximáciu stochastických procesov, ve©kos´ stromu bude ¤alej rás´.

Na zmen²enie po£tu premenných uvaºujme, ºe sporite© sa nerozhoduje
o rozloºení svojich úspor do akcií a dlhopisov kaºdý rok, ale len v rokoch
0 = t0 < t1 < . . . < tω < T , kde 0, 1, . . . ω reprezentujú £asovú úrove¬
nekoncových uzlov (pozri Obrázok 7). Poznamenajme, ºe posledná £asová
úrove¬ stromu zodpovedá skuto£nému £asu T . Tento £as je £asom odchodu
do dôchodku, kedy uº sporite© nerobí ºiadne rozhodnutia o rozdelení svojich
úspor, a preto posledná rozhodovacia £asová úrove¬ je tω < T . Preto h¨bka
stromu scenárov je ω + 1.

Obr. 7: Rozhodovacie periódy (Zdroj: [6]).

Nech lk = tk − tk−1 ozna£uje d¨ºku periódy [tk−1, tk], k ∈ {1, . . . , ω + 1}.
Redukovaný TRMM systém (10)�(15) a jeho lineárny ekvivalent (16)�(22)
sú zaloºené na predpoklade, ºe lk = 1 pre v²etky k. Predpokladajme teraz, ºe
lk > 1 pre v²etky alebo aspo¬ niektoré k. Znamená to, ºe úspory sú lk-krát
zhodnocované po£as periódy [tk−1, tk]. Aj pravidelné príspevky τ sú vklada-
né lk-krát a zhodnocované za príslu²né obdobie. Predpokladáme, ºe úspory
a príspevky sú prerozde©ované kaºdú £asovú úrove¬ medzi akcie a dlhopisy
pod©a váh z predchádzajúceho rozhodovacieho £asu tk−1. Ak τn = [τAn , τ

B
n ]

je vektor ro£ných príspevkov odvedených lξ(n)+1 ráz do akcií a dlhopisov
po£as periódy [tξ(n), tξ(n)+1] z uzla n do ktoréhoko©vek z jeho nasledovníkov
z mnoºiny {n}+, n ∈ N\T , potom

τAn
τ

=
yAn
yT
n1

,
τBn
τ

=
yBn
yT
n1

, (33)

τT
n 1 = τ pre v²etky n ∈ N\T .
Cena akcií sa podobne ako v redukovanom TRMM modeli s lineárnymi

obmedzeniami správa ako geometrický Brownov pohyb. Z toho vychádzame
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pri ur£ení tvaru výnosu akcií. Z Itôvej lemy ([18]) dostávame:

St+l
St

= exp
(
(r̄A − 0, 5(σA)2)l + σ(Wt+l −Wt)

)
kde r̄A je priemerný výnos akcií, σ je ²tandardná odchýlka (z Tabu©ky 1)
a Wt je Brownov pohyb. l je d¨ºka £asového intervalu, ktorý v na²om prípade
zodpovedá rozhodovacím uzlom. Odtia©

1 + r̄A{n}+ = exp
(

(r̄A − 0, 5(σA)2)lξ(n)+1 + σ
√
lξ(n)+1Zξ(n)+1

)
,

kde Zξ(n)+1 sú nezávislé náhodné premenné s normálnym rozdelením N(0, 1)

pre neprekrývajúce sa £asové intervaly [tξ(n), tξ(n)+1]. Aby sme vytvorili dis-
krétny scenár výnosov akcií pouºívame opä´ 3 charakteristické body normál-
neho rozdelenia, a teda premennú Z v tvaroch:

Z =


−
√

2 s pravdepodobnos´ou 1/4 ,

0 s pravdepodobnos´ou 1/2 ,√
2 s pravdepodobnos´ou 1/4 .

V modeli s nelineárnymi obmedzeniami sa zaoberáme úvahami pre periódu
d¨ºky lξ(n). Preto po£ítame s výnosmi akcií na celé rozhodovacie obdobie, celú
periódu. Výnosy akcií upravené mierou rastu miezd majú potom tvar

sAn =
1 + r̄A{n}+

(1 + βξ(n))
lξ(n)

pre v²etky n ∈ N\T .

Výnosy dlhopisov sú kon²tantné. Ich tvar upravený mierou rastu pre periódu
d¨ºky lξ(n) je nasledovný:

sBn =

(
1 + rB

1 + βξ(n)

)lξ(n)

pre v²etky n ∈ N\T .

Obmedzenia (13) a (20), ktoré vyjadrujú zhodnocovanie úspor v nekon-
covej úrovni, zmeníme nasledovne:

yT
n1 = yT

n−sn + τT
n−

lξ(n)−1∑
i=0

(sn)i/lξ(n) pre v²etky n ∈ N0 , (34)

kde zloºky vektora τn− sú dané vz´ahom (33) v uzle n−. Mocnina vo výraze
(sn)i/lξ(n) je uvaºovaná po zloºkách ako (sn)i/lξ(n) = [(sAn )i/lξ(n) , (sBn )i/lξ(n) ]T.
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Uvaºujúc v²etky predchádzajúce vz´ahy dostaneme systém s jedným ne-
lineárnym obmedzením (38):

min
y

{∑
m∈T

pm(yT
m1)−max

a

{
a− 1

α

∑
m∈T

pm[yT
m1− a]−

}}
(35)

∑
m∈T

pm(yT
m1) ≥ µ , (36)

yT
0 1 = τ, (37)
τAn
τ

=
yAn
yT
n1

,
τBn
τ

=
yBn
yT
n1

pre v²etky n ∈ N\T , (38)

yT
n1 = yT

n−sn + τT
n−

lξ(n)−1∑
i=0

(sn)i/lξ(n) pre v²etky n ∈ N0, (39)

yT
n1 = yT

n−sn pre v²etky n ∈ T , (40)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (41)

Poznámka: Podobne ako v dôkaze Tvrdenia 3.3 predchádzajúci systém je
ekvivalentný systému minimalizácie lineárnej ú£elovej funkcie (16) s obme-
dzeniami (36)�(41) a pridaným obmedzením (17). �alej poznamenajme, ºe
(38) a (39) môºeme spoji´ do jedného nelineárneho obmedzenia vyjadrením
τAn− a τBn− zo vz´ahu (38).

Problém nelinearity v modeli môºeme preklenú´ pouºitím itera£nej metódy.
Rovnako ako v [6], uvaºujeme nasledovnú itera£nú schému:

1. nastavíme ²tartovací bod τAn = τ/2 a τBn = τ/2 pre v²etky
n ∈ N\T ,

2. rie²ime lineárny systém (36)�(41). Dostaneme optimálne hodnoty yAn ,
yBn pre v²etky n,

3. vypo£ítame nové τAn a τBn pouºitím (33),

4. opakujeme kroky 2 a 3, pokým nebude splnené isté kritérium presnosti.
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Ak si ozna£íme rie²enie k-tej iterácie ako x(k) = [a(k), z(k),y(k)], potom má
optimaliza£ný problém v maticovom tvare nasledujúci tvar:

min
x(k+1)

cTx(k+1) (42)

s obmedzeniami

Aineqx
(k+1) ≤ bineq, (43)

Aeqx
(k+1) = beq(x

(k)), (44)

z(k+1),y(k+1) ≥ 0 , (45)

pri£om

[beq(x
(k))]j =


τ j = 1,

(τ
A (k)
n− , τ

B (k)
n− )

∑lξ(n)−1

i=0 (sn)i/lξ(n) j = 2, . . . , N − S + 1,

0 j = N − S + 2, . . . , N + 1,

kde n = j − 1. Matice Aineq a Aeq zostávajú nezmenené (ako v Prílohe).
Ako kritérium na ukon£enie algoritmu sme zvolili rozdiel hodnôt op-

timálnej ú£elovej funkcie dvoch po sebe nasledujúcich iterácií k a k + 1

v absolútnej hodnote. Ak x(k) a x(k+1) sú rie²enia iterácií k a k + 1, a ak
ε > 0 je �xné a malé, potom podmienka na zastavenie algoritmu má tvar
|cTx(k+1) − cTx(k)| ≤ ε. V na²ej implementácii sme si zvolili ε = 0, 001. Kon-
vergenciou tohto algoritmu sa zaoberá [6, kapitola 7.4].

3.4.1 Príklad

Aj k tejto £asti uvedieme ilustra£ný príklad. Teória je postavená na rozhodo-
vaní sa o prerozdelení investícií do akcií a dlhopisov v ur£itých £asových
obdobiach, teda nie kaºdý rok. Kaºdoro£nému prerozdeleniu investícií sa
venuje Príklad 3.3.4. Vyuºijeme postup na rie²enie problému pomocou itera£-
nej metódy uvedenej vy²²ie. Investície sa sporite©ovi zhodnocujú kaºdý rok,
rozhodnutie, £i zaujme rizikovej²iu stratégiu alebo menej rizikovú, robí len raz
za £asové obdobie. V príklade berieme do úvahy 40 ro£ný horizont. �asové ob-
dobia, v ktorých sa rozhoduje o svojej stratégii, sme rozloºili postupne do 9.,
17., 23., 30. a 36. roku sporenia. V²etky ¤al²ie parametre pouºívame z pred-
chádzajúceho príkladu. Investor prispieva pravidelne kaºdý rok 9% zo svojej
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mzdy a príspevok sa mu rozdelí do akcií a dlhopisov pod©a poslednej zvolenej
stratégie, teda pod©a stratégie zvolenej na za£iatku daného £asového obdobia.
Prostriedky sa mu náleºite zhodnotia, hodnoty výnosov �nan£ných nástro-
jov sú uvedené v Tabu©ke 1, strana 30. Priemerný rast miezd v jednotlivých
rokoch je £erpaný z [9], zobrazuje ho Tabu©ka 3.

Obdobie 2009�10 2011�15 2016�21 2022�24 2025�50
t 1�2 3�7 8�13 14�16 17�40

miera rastu (1 + βt) 1,07 1,071 1,065 1,060 1,050

Tabu©ka 3: Predpove¤ miery rastu mzdy na Slovensku v rokoch 2009�2050
(Zdroj: [9]).

Minimalizujeme investorove koncové riziko pomocou average value-at-risk
deviation (α = 0, 05) s cie©om dosiahnu´ na konci 40 ro£ného horizontu
£iastku 7 jednotiek. Výsledná hodnota rizika stanovenej cie©ovej sumy je
3,8524. Teda s pravdepodobnos´ou α = 5% môºe investor o£akáva´ hodnotu
úspor men²iu ako 7− 3, 8524 = 3, 1476 jednotiek. Tabu©ka 4 udáva samotné
výsledky, priemernú optimálnu stratégiu investovania.

0.rok 9.rok 18.rok 24.rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021

Tabu©ka 4: Výsledky príkladu pouºitím redukovaného TRMM modelu.

Z tabu©ky ako aj na Obrázku 8 vidíme, ºe podobne ako v predchádza-
júcom príklade podiel investícií do akcií s £asom klesá. Zabezpe£uje sa tak
zníºenie rizika investícií ku koncu £asového horizontu, ku koncu sporenia
na dôchodok. �ím bliº²ie je sporite© k svojmu dôchodku, tým viac zniºuje
svoje riziko dosiahnutia cie©ovej £iastky, ktorú si ur£il. Preto vä£²inu investícií
presúva ku koncu £asového horizontu do dlhopisov.
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Obr. 8: Priemerné optimálne váhy akcií v portfóliu pri pouºití redukovaného
TRMM modelu s nelineárnymi obmedzeniami.

Ak porovnáme výsledky príkladov s lineárnymi aj nelineárnymi obmedze-
niami s výsledkami práce [6], ktoré uvádzame na za£iatku kapitoly, v²ímame
si, ºe vo v²etkých prípadoch pomer investícií do akcií jasne klesá s £asom.
V¤aka tomu klesá aj nami merané riziko, ktoré sme v modeli minimalizovali
na konci stanoveného £asového obdobia.
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4 Model so zabezpe£ovacou stratégiou

Portfólio manaºéri spravujú dobre rozloºené portfólio akcií. �asto sa v²ak
zamý²©ajú, ako sa sami zaistia vo£i pádu hodnoty portfólia pod istú hranicu.
Dnes existuje viacero stratégií, spôsobov, ako ochráni´ hodnotu portfólia.
Vyuºívajú ich uº aj portfólio manaºéri na Slovensku.

Ako uvádza [27], stratégie zabezpe£enia portfólia sa môºu týka´ portfólia
zloºeného z akcií, dlhopisov, £i �nan£ných derivátov, hlavne opcií. Základnou
my²lienkou týchto stratégií je kombinova´ obchody tak, aby sa pri rastúcom
trhu hodnota príslu²ného portfólia zvy²ovala (aj ke¤ pomal²ie ako bez up-
latnenia tejto stratégie), ale pri klesajúcom trhu by stratégia mala obmedzo-
va´ stratu. Zabezpe£uje teda sumu, pod ktorú hodnota portfólia v zvolenom
£asovom horizonte nepoklesne. Pod©a spôsobu rie²enia problému £leníme tie-
to stratégie na:

• statické stratégie � je pre ne charakteristické, ºe na obdobie, po ktoré
sa má zabezpe£i´ istá minimálna hodnota portfólia, sa akceptuje jed-
norazové rie²enie, ktoré sa v priebehu príslu²ného obdobia nekoriguje.

• dynamické stratégie � ich spolo£nou £rtou je rozdelenie investovanej
sumy na £as´ vloºenú do akcií a £as´ vloºenú do dlhopisov. V priebehu
obdobia, po ktoré má by´ pod©a rozhodnutia investora hodnota port-
fólia zabezpe£ená, sa pomer uvedených dvoch zloºiek portfólia pod©a
vývoja trhu mení. Pri raste trhu sa zvy²uje podiel vloºený do akcií
a zniºuje sa podiel dlhopisov, pri poklese trhu je to obrátene.

V istom, hoci aj krátkom, £asovom úseku teda môºe prís´ k odklonu hod-
noty portfólia pozitívnym alebo negatívnym smerom. V zais´ovaní môºeme
na zmiernenie rizika vyuºi´ aj poistenie. Uplat¬uje sa v²ak len v prípade
poistite©ných rizík. �al²ím prostriedkom na zmiernenie rizika je hedging.
Hedging vylú£i moºnos´ neo£akávaného zisku alebo straty. Základnými ná-
strojmi hedgingu sú �nan£né deriváty.

Zais´ovanie portfólia dáva investorovi schopnos´ obmedzi´ riziko poklesu
investície. Takéto metódy dovo©ujú investorovi v £ase maturity získa´ ur£itý
podiel z jeho po£iato£ného kapitálu. Existujú viaceré stratégie na zaistenie
portfólia. Jednou z nich je constant proportion portfolio insurance (CPPI).
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4.1 CPPI

Ako je uvedené v [3], metóda CPPI pouºíva zjednodu²enú stratégiu, je posta-
vená na alokovaní prostriedkov v £ase. Riadi riziko dynamicky, patrí medzi dy-
namické stratégie. Investor si ur£í dolnú hranicu rovnú najmen²ej akcepto-
vate©nej hodnote portrfólia. Pod túto hranicu nesmie klesnú´ hodnota in-
vestícií. Potom vypo£íta rezervu ako nadbytok hodnoty portfólia od dolnej
hranice. Presne ur£í hodnotu investovanú do rizikového aktíva a to vyná-
sobením rezervy s vopred ur£eným multiplikátorom. Zostávajúce prostriedky
sú investované do bezrizikového aktíva.

multiplikator ∗

(
hodnota

portfolia
− spodna

hranica

)
︸ ︷︷ ︸

rezerva

= rizikova zlozka

hodnota portfolia − rizikova zlozka = bezrizikova zlozka

Rizikové aktívum v na²ich úvahách predstavujú akcie, bezrizikové aktívum
reprezentujú dlhopisy. Dolná hranica a multiplikátor sú exogénnymi funkcia-
mi miery investorovho postoja k riziku. Muptiplikátor ur£uje moºný pokles
investícií v rizikovej zloºke pred ¤al²ím rebalancovaním portfólia. Ak naprík-
lad investor znesie pokles hodnoty rizikovej zloºky o 20%, multiplikátor sa
uvaºuje ako prevrátaná hodnota tohto percenta, teda 5. Najbeºnej²ie sú mul-
tiplikátory medzi 3 a 6.

�ím vy²²í multiplikátor, tým viac bude investor ´aºi´ zo vzrastu cien
akcií. Napriek tomu, £ím vy²²í multiplikátor, tým rýchlej²ie bude portfólio
dosahova´ spodnú hranicu, ke¤ ceny akcií budú klesa´. Ke¤ rezerva dosiahne
nulu, investície vloºené do akcií dosiahnu nulu tieº. V¤aka tomu hodnota
portfólia nespadne pod dolnú hranicu. Spadnú´ môºe, iba ak sa na trhu objaví
výrazný pokles ceny aktíva skôr, ako investor má ²ancu obchodova´, resp.
rebalancova´ svoje portfólio.

4.2 Aplikácia CPPI stratégie na redukovaný TRMM

model - lineárne obmedzenia

Zabezpe£enie úspor sa zdá by´ výhodné pri sporení na dôchodok. Aj dnes
sa uº na slovenskom trhu nachádzajú fondy riadené metódou CPPI. My
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budeme taktieº uvaºova´ metódu CPPI a zavedieme ju v jednotlivých krokoch
do ná²ho modelu. Cie© modelu zostane nezmenený, budeme minimalizova´
riziko investícií, pri£om je daná cie©ová o£akávaná hodnota. V²etky predpo-
klady modelu zostávajú zachované. Úlohou modelu je nájs´ optimálnu hod-
notu spodnej hranice fn v kaºdom uzle n tak, aby sme dosiahli stanovenú
kone£nú hodnotu investícií a sú£asne minimalizovali riziko.

Na zavedenie nových pojmov do modelu potrebujeme aj nové premenné,
ktoré budú v modeli vystupova´:

m multiplikátor CPPI stratégie ur£ujúci moºný pokles investícií
v rizikovej zloºke,

fn spodná hranica pre portfólio v uzle n.

Predtým ako sa stratégia aplikuje, musí investor tak ako pri redukovanom
TRMM modeli pozna´ ako dlho bude spori´, akú £as´ svojho príjmu bude
pravidelne vklada´ do svojich úspor. Musí si ur£i´ aj spodnú hranicu hod-
noty portfólia, pod ktorú neklesnú jeho investície a multiplikátor. Rozhoduje
sa pod©a informácií, ktoré má v danom £ase.

Na za£iatku v £ase t = 0 je objem investovaných pe¬azí do akcií rovný
yA0 = m(τ − f0) a do dlhopisov yB0 = τ − yA0 . Vyplýva to zo základnej
rovnice stratégie CPPI. Ak berieme do úvahy vývoj výnosov pod©a stromu
scenárov, v kaºdom ¤al²om uzle n = 1, . . . , N − S sa za hodnotu portfólia
povaºujú investície ohodnotené výnosmi plus príspevok τ za daný rok. Hod-
nota spodnej hranice fn sa mení v kaºdom uzle. Je dôleºité, aby hodnota
spodnej hranice neklesla pod nulu, ani aby neprekro£ila celkovú hodnotu
úspor v danom £ase. Tieto prípady o²etríme obmedzeniami (49) a (47)- tre-
tia nerovnos´. Prostriedky sa v ¤al²om roku znovu prerozdelia medzi akcie
yAn = m(τ + yTn−sn− fn) a dlhopisy yBn = τ + yTn−sn− yAn . Na konci sporenia,
v £ase T , sa uº len zhodnotia prostriedky v bezrizikovej a rizikovej zloºke.
Rovnice opisujúce tento vývoj investícií v £ase majú tvar:

yA0 = m(τ − f0), yB0 = τ − yA0 , (46)

yAn = m(τ + yTn−sn − fn)

yBn = τ + yTn−sn − yAn
m(τ + yTn−sn − fn) ≤ τ + yTn−sn

 pre v²etky n ∈ N0 , (47)
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yAn = yAn−s
A
n , yBn = yBn−s

B
n pre v²etky n ∈ T , (48)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (49)

Ako aj v redukovanom TRMM modeli platí podmienka na minimálnu
kone£nú hodnotu úspor µ v koncovom £ase:∑

m∈T

pm
(
yTm1

)
≥ µ . (50)

Model je zaloºený na minimalizácii rizika koncovej hodnoty portfólia, mi-
nimalizuje sa vzh©adom na dolnú hranicu hodnoty portfólia a objem pe¬azí
investovaných do akcií a dlhopisov. To znamená, ºe ú£elová funkcia má tvar

min
y,f

{∑
m∈T

pm
(
yTm1

)
−max

a

{
a− 1

α

∑
m∈T

pm
[
yTm1− a

]−}}
. (51)

Podobne ako v redukovanom TRMM modeli (10)�(15) prepí²eme optimali-
za£ný problém (46)�(51) na lineárny optimaliza£ný problém:

min
a,z,y,f

{∑
m∈T

pm(yT
m1)− a+

1

α

∑
m∈T

pmzm−N+S

}
(52)

s obmedzeniami

−a+ yT
m1 + zm−N+S ≥ 0 , zm−N+S ≥ 0 , pre v²etky m ∈ T , (53)∑
m∈T

pm(yT
m1) ≥ µ , (54)

yA0 = m(τ − f0), yB0 = τ − yA0 , (55)

yAn = m(τ + yTn−sn − fn)

yBn = τ + yTn−sn − yAn
m(τ + yTn−sn − fn) ≤ τ + yTn−sn

 pre v²etky n ∈ N0 , (56)

yAn = yAn−s
A
n , yBn = yBn−s

B
n pre v²etky n ∈ T , (57)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (58)

Ú£elová funkcia aj obmedzenia problému (53)�(58) sú lineárne.
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V modeli sa nám oproti redukovanému TRMM modelu zmenil po£et
premenných. Nový vektor premenných x = (a, z,y, f) má d¨ºku vars =

1+S+2(1+N)+N−S+1. V dôsledku pridaniaN−S nových obmedzení v kaº-
dom nekoncovom uzle je maticaAineq zloºitej²ia oproti redukovanému TRMM
modelu bez pouºitia CPPI stratégie. Táro matica je typu (1+N)×vars a je
to riedka matica s (2 + 2∗2)S+ 3∗ (N −S) nenulovými prvkami. Matica Aeq
je tieº riedka s 2(N + 2 ∗ (N − S) + 2) nenulovými prvkami a má rozmery
2 ∗ (1 +N)× vars.

Ke¤ porovnáme po£et premenných v redukovanom modeli s modelom
s CPPI stratégiou, v druhom prípade sa po£et premenných zvä£²il. Vektor x

sme zvä£²ili oN−S prvkov. Rozmery matice Aineq sa taktieº zvä£²ili o (N−S)

riadkov a zvä£²il sa aj po£et nenulových prvkov o 3 ∗ (N −S). Po£et riadkov
matice Aeq sa zdvojnásobil a po£et prvkov sa zvä£²il o 2N − 4S + 2.

4.2.1 Príklad

Podobne ako v Kapitole 3.3.4 uvedieme ilustra£ný príklad implementácie
uvedenej stratégie. Budeme vychádza´ zo stratégie CPPI aplikovanej na re-
dukovaný TRMM model, t.j. zo systému (52)�(58). Na rie²enie opä´ pouºi-
jeme MATLABovskú funkciu linprog. Parametre pouºijeme bezo zmeny,
pribudnú nám v²ak nové. Budeme predpoklada´ 5 ro£ný horizont investo-
vania. Investor bude ro£ne prerozde©ova´ prostriedky, ktoré bude následne
investova´ do akcií a dlhopisov. Na za£iatku kaºdého roka mu k investíciam
pribudne pravidelný ro£ný príspevok 9%. Jeho ú£elová funkcia bude funkcia
rizika reprezentovaná average value-at-risk deviation s parametrom α = 0, 05.
Budeme opä´ minimalizova´ riziko za predpokladu o£akávanej koncovej hod-
noty portfólia vo vý²ke 0,46 jednotiek. Parametre pre výnos akcií a dlhopisov
ponecháme z Tabu©ky 1. Aj v tomto príklade uvaºujeme priemerný rast miezd
β = 0, 071 ako je uvedené v [9]. V modeli ¤alej vystupuje multiplikátor, ktorý
odzrkad©uje investorov postoj k riziku. Ke¤ºe hodnoty multiplikátora v praxi
sa pohybujú medzi 3 a 6, zvolili sme si priemerne rizikovo averzného investora
s multiplikátorom m = 4.

Vo výsledkoch nás v tomto príklade bude zaujíma´ aj hodnota spodnej
hranice portfólia, ktorú sme podobne ako váhy a výslednú sumu spo£ítali ako
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strednú hodnotu spodnej hranice v danej £asovej úrovni:

f̄t =
∑

n:ξ(n)=t

pnfn ,

pre v²etky t ∈ {0, . . . , T − 1}. Výsledky opä´ prepo£ítame na váhy ak-
cií a dlhopisov za jednotlivé roky, aby boli lep²ie £itate©né. V Tabu©ke 5
sa nachádzajú výstupy na²ej optimaliza£nej úlohy. Nový údaj v tabu©ke,
stredná hodnota spodnej hranice portfólia, udáva spodnú hranicu, pod ktorú
neklesnú investície sporite©a do rizikovej £asti, do akcií, na za£iatku daného
roka. Hodnota spodnej hranice je vlastne h©adaná optimálna stratégia in-
vestora pri investovaní v danom £asovom horizonte do akcií a dlhopisov.
Pod©a nej a multiplikátora ur£ujúceho investorov postoj k riziku si sporite©
zvolí objem pe¬azí investovaných do jednotlivých nástrojov. Toto je teda
priemerná optimálna stratégia investora sporiaceho 5 rokov v dlhopisoch
a akciách, ktorý minimalizuje koncové riziko svojich úspor za ú£elom dosiah-
nutia vopred stanovenej sumy 0,46 jednotiek. Investor zárove¬ pravidelne
� kaºdoro£ne � prerozde©uje svoje získané prostriedky a pravidelné ro£né
príspevky.

0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Stredná hodnota spodnej hranice portfólia

0,0675 0,1454 0,2336 0,3218 0,4102

Tabu©ka 5: Výsledky príkladu pouºitím CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovaný TRMM model (m = 4).

Výsledná hodnota ú£elovej funkcie, minimalizovaného koncového rizika
nasporenej £iastky, je rovná 0,0568. S pravdepodobnos´ou 5% bude investo-
rova koncová suma men²ia ako 0, 46− 0, 0568 = 0, 4032 jednotiek.
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Obr. 9: Priemerné optimálne váhy akcií pri pouºití CPPI stratégie na reduko-
vaný TRMM model.

Na Obrázku 9 sledujeme zniºovanie váhy akcií v £ase, zniºovanie rizika
ku koncu £asového horizontu. Podobne ako výsledky v tabu©ke aj obrázky
pre obe stratégie sú zhodné.

Zaujímavé je porovnanie výsledkov pri zmene investorovho postoja k ri-
ziku, pri zmene multiplikátora. Daný príklad bol uvaºovaný s multiplikáto-
rom rovným 4. Pri jeho obmene v beºnom rozsahu 3-6 sa stredné hodnoty
prostriedkov investovaných do akcií a dlhopisov nemenia, mení sa len spodná
hranica portfólia. Táto sa mení v dôsledku zachovania optimálneho rie²enia
modelu a základných vz´ahov stratégie CPPI (46) a (47) tak, aby hodnota os-
tatných premenných zostala zachovaná. Uve¤me napríklad strednú hodnotu
spodnej hranice portfólia investora s multiplikátorom m = 6. Pri porovnaní
Tabu©ky 5 a Tabu©ky 6 vidíme, ºe s rastúcim multiplikátorom stredná hod-
nota spodnej hranice portfólia rastie. Nemení sa ani hodnota ú£elovej funkcie,
hodnota rizika meraná pomocou average value-at-risk deviation. Hodnota
rizika pre príklad s multiplikátorom m = 6 je rovná 0,0568.

Na Obrázku 10 sú zakreslené percentuálne podiely obidvoch stredných
hodnôt spodnej hranice v pomere k priemernej výslednej sume v dlhopisoch
a akciách s multiplikátorom m = 4 a m = 6.

4.3 Zhrnutie výsledkov - lineárne obmedzenia

Porovnaním výsledkov ú£elových funkcií z príkladu redukovaného TRMM
modelu (Príklad 3.3.4, strana 29) a hodnoty ú£elovej funkcie príkladu s im-
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0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Stredná hodnota spodnej hranice portfólia

0,0750 0,1577 0,2474 0,3370 0,4265

Tabu©ka 6: Výsledky príkladu pouºitím CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovaný TRMM model (m = 6).

Obr. 10: Percentuálny podiel strednej hodnoty spodnej hranice portfólia
s multiplikátorom m = 4 a m = 6 v pomere k priemernej dosiahnutej sume.

plementáciou CPPI stratégie, ¤alej porovnaním Tabu©ky 2 (strana 32) a Ta-
bu©ky 5 resp. 6 vidíme, ºe výsledky úlohy s pouºitím CPPI stratégie a bez nej
sú zhodné, optimálne rie²enia oboch stratégií sa rovnajú. Ak sa pozrieme
na prerozdelenie prostriedkov v ©ubovo©nom nekoncovom uzle redukovaného
TRMM modelu, nezávisí toto rozdelenie od ºiadnej pevne danej kon²tanty.
V systéme aplikácie CPPI na redukovaný TRMM model máme v²ak pevne
daný multiplikátor, ktorý ur£uje investorov postoj k riziku. Tento môºe by´
pre dvoch investorov rozdielny a ovplyv¬uje prerozdelenie investícií. V zák-
ladnom princípe CPPI stratégie platí, ºe £ím je multiplikátor vä£²í, tým sa
investuje viac prostriedkov do akcií. Váha prostriedkov investovaných do ak-

47



cií v²ak závisí aj od spodnej hranice hodnoty portfólia. Táto sa v na²ich
výsledkoch optimalizácie mení práve v závislosti od ve©kosti multiplikátora,
aby zostali zachované váhy prerozde©ovaných prostriedkov. Z toho dôvodu
nám pri zadaní rôznych multiplikátorov vy²li zhodné pomery investícií rozde-
lených do akcií a do dlhopisov a rozdielne spodné hranice hodnoty portfólia.
Jednoducho povedané, spodná hranica sa v optimaliza£nej úlohe dopo£ítala
v závislosti od ve©kosti multiplikátora - investorovho postoja k riziku.

Rôzne výsledky redukovaného TRMM modelu a aplikácie CPPI na tento
model by mohli nasta´, keby sme neuvaºovali investovanie do akcií ako celku.
Keby sme napr. optimalizovali úlohu pre investovanie do troch akcií a dl-
hopisov. Jednotlivé akcie by mali rozli£né výnosy (rozdielne stredné hod-
noty výnosov a rozdielne volatility). Stratégia CPPI nám presne ur£í, ko©ko
prostriedkov investova´ do rizikovej a bezrizikovej zloºky, neur£uje nám v²ak,
ko©ko prostriedkov v rizikovej zloºke da´ do konkrétnej akcie, napr. pri moº-
nosti investova´ do troch akcií. Potom by v na²ich priemerných optimálnych
stratégiach vystupovali hodnoty investované do jednotlivých akcií, ktoré by
boli v redukovanom TRMM modeli a v modeli s CPPI stratégiou odli²né,
ale ich sú£et by bol zhodný. Výsledkom by bola rovnaká dosiahnutá suma
s rozdielnym prerozdelením investícií.

Z výsledkov príkladov pozorujeme, ºe váha prostriedkov investovaných
do akcií s £asom klesá, rastie váha prostriedkov investovaných do dlhopisov.
Z toho vyplýva, ºe klesá riziko na²ich úspor ku koncu sledovaného £asového
obdobia.

4.4 Aplikácia CPPI stratégie na redukovaný TRMM

model - nelineárne obmedzenia

Podobne ako pri redukovanom TRMM modeli aj pri aplikácii CPPI stratégie
nám nelineárne obmedzenia zmen²ia po£et premenných, d¨ºku vektora pre-
menných. Budeme uvaºova´, ºe investor zvaºuje a prerozde©uje svoje investí-
cie v rokoch 0 = t0 < t1 < . . . < tω < T , kde 0, 1, . . . ω reprezentujú £asovú
úrove¬ nekoncových uzlov, £o je znázornené na Obrázku 7, strana 34. Oz-
na£me lk = tk − tk−1 d¨ºku periódy [tk−1, tk], k ∈ {1, . . . , ω + 1}. Pravidelné
príspevky τ investor vkladá kaºdoro£ne a spolu s úsporami sú lk-krát zhod-
nocované za príslu²né obdobie, periódu [tk−1, tk]. Váhy investícií v akciách
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a dlhopisoch sa ur£ujú v £ase tk−1 a zostávajú po£as periódy nezmenené.
Podobne pomer príspevkov τn = [τAn , τ

B
n ] zostáva nezmenený po£as periódy

[tξ(n), tξ(n)+1]. Jednotlivé hodnoty ur£íme nasledovne:

τAn
τ

=
yAn
yT
n1

,
τBn
τ

=
yBn
yT
n1

, (59)

τT
n 1 = τ pre v²etky n ∈ N\T . Výnosy akcií a dlhopisov sa správajú ako
v predchádzajúcich prípadoch. Na redukovaný TRMM model s nelineárnym
obmedzením (35)�(41) aplikujeme stratégiu CPPI. Celý systém aplikácie
CPPI stratégie na redukovaný TRMM model s jedným nelineárnym obme-
dzením bude ma´ potom tvar:

min
y,f

{∑
m∈T

pm
(
yTm1

)
−max

a

{
a− 1

α

∑
m∈T

pm
[
yTm1− a

]−}}
(60)

∑
m∈T

pm(yT
m1) ≥ µ , (61)

yA0 = m(τ − f0), yB0 = τ − yA0 , (62)

τAn
τ

=
yAn
yT
n1

,
τBn
τ

=
yBn
yT
n1

pre v²etky n ∈ N\T , (63)

yAn = m(τ + yTn−sn − fn)

yBn = τ + yTn−sn − yAn
m(τ + yTn−sn − fn) ≤ τ + yTn−sn

 pre v²etky n ∈ N0 , (64)

yAn = yAn−s
A
n , yBn = yBn−s

B
n pre v²etky n ∈ T , (65)

yn ≥ 0 pre v²etky n ∈ N . (66)

To, ºe je problém nelineárny, vyrie²ime pouºitím itera£nej metódy rov-
nako ako v prípade nelineárneho obmedzenia redukovaného TRMM modelu.
Postup je popísaný na strane 36.
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4.4.1 Príklad

K aplikácii CPPI stratégie na redukovaný TRMM model s nelineárnymi
obmedzeniami uvedieme ilustra£ný príklad. Ako vzor príkladu nám poslúºi
sporite©, ktorý má do dôchodku 40 rokov. Tento sporite© si prispieva pravidel-
nými príspevkami 9% zo svojej mzdy kaºdoro£ne do sporenia, ale nepre-
rozde©uje svoje investície kaºdý rok, ale len na za£iatku sporenia, a potom
v 9., 17., 23., 30. a 36. roku sporenia. Svoje investície zhodnocuje ro£ne spolu
s ¤al²ími novými príspevkami, príspevky prerozde©uje pod©a stratégie zvole-
nej na za£iatku daného £asového obdobia. Výnosy akcií a dlhopisov uvádza
Tabu©ka 1, strana 30. Priemerný rast miezd v jednotlivých rokoch je £erpaný
z [9], uvedený je v Tabu©ke 3, strana 38. Ako v predchádzajúcich príkladoch
minimalizujeme koncové riziko investícií pomocou average value-at-risk de-
viation (α = 0, 05) s cie©om dosiahnu´ kone£nú o£akávanú hodnotu úspor
7 jednotiek. Uvaºujeme priemerne rizikovo averzného investora s multipliká-
torom m = 4.

Výsledná hodnota rizika meraná pomocou average value-at-risk devia-
tion je 3, 8524, £o predstavuje, ºe sporite© s 5% pravdepodobnos´ou dosiahne
o 40 rokov koncovú £iastku 7 − 3, 8524 = 3, 1476 jednotiek. V Tabu©ke 7 sú

0.rok 9.rok 18.rok 24.rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021
Stredná hodnota spodnej hranice portfólia

0,0675 0,7815 1,7360 2,6320 3,7024 4,9767

Tabu©ka 7: Výsledky príkladu pouºitím CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovaný TRMM model s nelineárnymi obmedzeniami (m = 4).

zhrnuté výsledky príkladu. Priemerná hodnota optimálnych sratégií, ko©ko
pe¬azí má sporite© na dôchodok investova´ do akcií a ko©ko do dlhopisov,
je ozna£ená ako stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií resp.
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dlhopisov. Podobne ako na Obrázku 11 si môºeme v²imnú´, ºe úspory investo-
vané do akcií s £asom klesajú, riziko investovania klesá ku koncu £asového
horizontu, po£as ktorého sme sporili.

Obr. 11: Priemerné optimálne váhy akcií v portfóliu pri pouºití redukovaného
TRMM modelu s nelineárnymi obmedzeniami.

Ako v predchádzajúcom príklade porovnajme teraz, £o sa zmení pri zmene
investorovho postoja k riziku. Zme¬me priemerne rizikovo averzného in-
vestora (s multiplikátorom m = 4) na investora rizikovo averzného - s mul-
tiplikátorom m = 6. V²etky ostatné predpoklady a parametre zostávajú
nezmenené. Pri poh©ade na Tabu©ky 7 a 8 vidíme, ºe priemerná optimálna

0.rok 9.rok 18.rok 24.rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledná suma v dlhopisoch a akciách

0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000
Stredná hodnota prostriedkov investovaných do akcií

1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredná hodnota prostriedkov investovaných do dlhopisov

0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021
Stredná hodnota spodnej hranice portfólia

0,0750 0,8495 1,8742 2,8312 3,9785 5,3554

Tabu©ka 8: Výsledky príkladu pouºitím CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovaný TRMM model s nelineárnymi obmedzeniami (m = 4).

stratégia investora sa nezmenila, nezmenila sa ani výsledná suma dosiah-
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nutá v dlhopisoch a akciách. Aj hodnota ú£elovej funkcie zostala nezmenená,
riziko má hodnotu 3, 8524. Jediná sledovaná premenná stredná hodnota spod-
nej hranice portfólia zmenila svoju hodnotu. Táto hodnota sa zmenila tak,
aby zostala zachovaná priemerná výsledná suma v dlhopisoch a akciách, op-
timálne rie²enie modelu.

4.5 Zhrnutie výsledkov - nelineárne obmedzenia

Podobne ako pri porovnávaní výsledkov z príkladu redukovaného TRMMmo-
delu a príkladu s implementáciou CPPI stratégie s lineárnymi obmedzeniami,
aj pri nelineárnych obmedzeniach sledujeme zhodu v hodnote ú£elovej funkcie
z príkladu redukovaného TRMMmodelu (Príklad 3.4.1, strana 37) a príkladu
s implementáciou CPPI stratégie. Zhodu vidíme aj pri porovnaní priemernej
optimálnej stratégie investora - hodnotu strednej hodnoty prostriedkov in-
vestovaných do akcií a dlhopisov z Tabu©ky 4 (strana 38) a Tabu©ky 7 resp. 8.
Touto zhodou sme overili, ºe výsledky jednotlivých príkladov sú optimálne.
Pri výsledkoch CPPI stratégie môºeme vidie´, ºe pri zmene multiplikátora sa
mení aj spodná hranica hodnoty portfólia. Táto sa mení v závislosti od mul-
tiplikátora tak, aby zostali zachované váhy prostriedkov investované do akcií
a do dlhopisov. Preto sú aj výsledky oboch príkladov rovnaké, lebo spodná
hranica portfólia sa prispôsobila ve©kosti multiplikátora tak, aby váha in-
vestícií v akciách a dlhopisoch bola optimálna.

Opä´ moºno uvies´, ºe pri uvaºovaní investovania do viacerých druhov
akcií, stratégia CPPI nevymedzuje, ko©ko pe¬azí investova´ do ktorých akcií.
Stratégia presne ur£uje objem pe¬azí investovaný do akcií ako celku, nie
do jednotlivých zloºiek. A preto by sme rovnaký obnos úspor mohli dosiahnu´
rozdielnym prerozdelením investícií.

�al²ím výsledkom je, ºe pomer úspor investovaných do akcií v £ase klesá
a rastie pomer úspor investovaných do dlhopisov. Teda klesá hodnota pros-
triedkov investovaných do rizikových zloºiek a rastie objem prostriedkov pre-
sunutých do zloºiek bezrizikových.
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Záver

V práci sú uvedené modely venujúce sa optimálnemu výberu portfólia dô-
chodkového sporenia. Zaoberali sme sa redukovaným TRMM modelom (Ter-
minal Risk Minimizing Model) a aplikáciou zabezpe£ovacej stratégie CPPI
(Constant Proportion Portfolio Insurance) na tento model.

Redukovaný TRMMmodel je obmenou pôvodného TRMMmodelu (z prá-
ce [6]), ktorý uvaºuje investovanie do troch typov dôchodkových fondov. Uº
v spomínanej práci bol smerodajný pomer prostriedkov investovaných do ak-
cií a do dlhopisov. O tento poznatok sa opierame a celá práca uvaºuje investo-
vanie do akcií a dlhopisov samostatne. Redukovaný TRMM model má týmto
zníºený po£et premenných, £o umoº¬uje jednoduch²iu technickú manipuláciu
s nástrojom. Vyuºitím základných pravidiel zabezpe£ovacej stratégie CPPI
sme túto aplikovali na redukovaný TRMM model, a tým sme roz²írili vyuºi-
te©nos´ modelu.

Z výsledkov jednotlivých príkladov vidíme, ºe hodnota investícií vloºených
do akcií s rastúcim £asom klesá. Deje sa to vo v²etkých príkladoch bez oh©adu
na d¨ºku £asového horizontu. Je to výsledok, ktorý sme o£akávali, vzh©adom
na to, ºe vä£²ie mnoºstvo pe¬azí je viac citlivé na výkyvy na �nan£nom
trhu, na zmenu výnosov akcií (v na²ich príkladoch). Sporitelia by teda mali
zniºova´ riziko svojich investícií s blíºiacim sa odchodom do dôchodku, a to
umiestnením vä£²ej £asti svojich úspor do dlhopisov, resp. menej rizikových
nástrojov �nan£ného trhu.

�alej sa vo výsledkoch príkladov redukovaného TRMM modelu a imple-
mentácie CPPI stratégie ukázalo, ºe optimálne rie²enia obidvoch stratégií sú
zhodné. Hoci stratégia CPPI umoº¬uje ur£i´ si multiplikátor, investorov pos-
toj k riziku, ktorý môºe by´ pre dvoch investorov rozdielny, v modeli uvaºu-
jeme pohyblivú spodnú hranicu. A táto sa mení práve v závislosti od ve©kosti
multiplikátora tak, aby zostala zachovaná optimálna hodnota váh prerozde-
lených investícií.

Rozdielne výsledky prerozdelenia investícií by sme mohli dosta´ pri uvaºo-
vaní investovania do viacerých druhov akcií. Stratégia CPPI ur£uje váhu
prostriedkov investovaných do rizikovej zloºky, akcií ako celku, neur£uje pomer
medzi jednotlivými druhmi akcií. Pri uvaºovaní viacerých by nám mohla vyjs´
rovnaká koncová hodnota úspor pri redukovanom TRMM modeli a stratégii
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CPPI aplikovanej na tento model, ale zárove¬ by sa nerovnal pomer jed-
notlivých druhov akcií v priemernej optimálnej stratégii.
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Príloha

Matice Aineq a Aeq z redukovaného TRMM modelu majú nasledovný tvar:

Aineq =


0 0 . . . 0 0 . . . 0 −p1 . . . −pS 0 . . . 0 −p1 . . . −pS

1 �1 0 0 . . . 0 �1 0 0 . . . 0 �1 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .

1 0 �1 0 . . . 0 0 �1 0 . . . 0 0 �1



Aeq =



0 0 . . . 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...
... −sB 1 0 −sA

1 1 0
...

...
...

...
. . .

...
. . .

...
...

... −sB 1 −sA
k 1

...
...

... −sB 1 −sA
k+1 1

...
...

...
...

...
...

...
... −sB . . . −sA

k+k

. . .
...

...
...

. . .
. . .

0 0 . . . 0 0 −sB 1 0 −sA
N 1
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