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Abstrakt

Dochodkovy systém na Slovensku je od januara 2005 postaveny na troch pilie-
roch. V préaci sa bliz§ie zaujimame o 2. pilier a jeho moznosti. Cielom prace je
pomdct sporitelom, aby sa spravne rozhodli pri sporeni, ukladani a zhodno-
covani svojich aspor na déchodok. Sporitel pozné svoju o¢akévani koncovi
hodnotu, ktort si zel4 so svojimi investiciami dosiahnut. Na jeho optimalne
rozhodnutie, kam peniaze investovat, slizi model, ktory minimalizuje koncové
riziko jeho investicii pri danej cielovej sume. Praca dalej popisuje aplikiciu
zabezpecovacej stratégie (CPPI) na model. Tedria je doplnena konkrétnymi

prikladmi.

Krlacové slova: dochodkovy systém, value-at-risk, average value-at-risk,
TRMM model, CPPI

Abstract

The three-pillar pension system in Slovak Republic was adopted in January
2005. This master thesis discusses second pillar and its possibilities. The goal
of this thesis is to help savers to make right decisions in saving their money
and appreciation of their savings for retirement. A future pensioner knows
his terminal target wealth he wants to achieve with his investments. A model
is instrumental in determining an optimal strategy how to invest savings
which minimizes the uncertainty of achieving the target amount. We proceed
further with application of insurance method (CPPI) on model. We also in-

troduce some specific examples of this theory.

Keywords: pension system, value-at-risk, average value-at-risk, TRMM
model, CPPI
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Uvod

V préaci ststredime pozornost na druhy pilier dochodkového systému, na sta-
robné déchodkové sporenie. UvaZzujeme sporitela, ktory hladd optimélne
rozlozenie svojich investicii do jednotlivych fondov déchodkového sporenia.
Pozné cielovit hodnotu svojich tspor a chce minimalizovat koncové riziko,
s ktorym dand sumu dosiahne. Nase tvahy spracovava v praci popisany
matematicky model, ktory uvazuje pravidelné ro¢né prispevky sporitela, jeho
oCakavanu cielovi hodnotu a suc¢asne minimalizuje koncové riziko aspor. Aby
sme preskimali model, aplikujeme nan zabezpecCovaciu stratégiu pouzivana
spravcami aktiv aj na Slovensku. Ku kazdej uvazovane]j stratégii sporenia
na dochodok uvadzame konkrétny priklad.

Na zaciatku prace sa oboznamime s tym, ako funguje dochodkovy systém
na Slovensku. Ten je od 1. januara 2005 postaveny na troch pilieroch. Kedze
sa budeme venovat modelu déochodkového sporenia, zameriame sa na fungo-
vanie druhého piliera. Druhy pilier predstavuje starobné déchodkové spore-
nie. Predstavime si tri déchodkové fondy, z ktorych si sporitel na zaklade
svojho postoja k riziku vybera. Kazdy z tychto fondov ma isty podiel akcii,
dlhopisov a nastrojov finan¢ného trhu, a preto je kazdy inak rizikovy. V stcas-
nosti je druhy pilier otvoreny, ¢o znamend, Ze sporitel moze do druhého
piliera vstipit, ale aj z neho vystipit.

V kapitole miery rizika sa obozndmime s pojmami potrebnymi na porozu-
menie modelu. Predstavime si hlavné typy rizik a blizSie si opiSeme riziko
trhové. V poslednych rokoch sa synonymom pre trhové riziko stala value-
at-risk (VaR). V podkapitole VaR si uvedieme zakladnu definiciu, ako aj
najznamejsie odhady, ktorymi sa odhad VaR urcuje. Vysvetlime si pojem
average value-at-risk (AVaR). Mieru rizika average value-at-risk deviation
(AVaRD) vyjadreni matematicky budeme neskér v modeli minimalizovat
na dosiahnutie minimalneho rizika investicii investora v ddochodkovych fon-
doch.

Po oboznédmeni sa s jednotlivymi pojmami sa v dalsej kapitole dostavame
k samotnému modelu déchodkového sporenia. Model sltzi na minimalizaciu
rizika koncovej hodnoty, ktora chce investor dosiahnut v uré¢itom ¢asovom ob-
dobi. Tato sa dosiahne rozlozenim dostupnych prostriedkov do jednotlivych
fondov déchodkového sporenia s prihliadnutim na ich riziko. To, aky podiel



prostriedkov treba vlozit do ktorého fondu, je vysledkom samotného modelu.
Matematicky model dochodkového sporenia, popisany v literattre 7] a [6],
je vSeobecny, uvazuje investovanie do viacerych druhov fondov. Na Sloven-
sku st v8ak zatial dostupné len tri fondy s rozdielnym podielom investovania
do akcii. Model sa uvazovanim viacerych fondov stava zbytocne naroc¢nym.
My budeme uvazovat v praci obmenu tohto modelu, jeho zjednodusenie. Dos-
tupné prostriedky budeme istym podielom investovat len do akcii a do dl-
hopisov. Tymto pokryjeme tvahy investovania do troch fondov slovenského
doplnkového déchodkového systému.

Hlavnou tlohou modelu je najst optiméalne rozlozenie prostriedkov v ak-
cidch a dlhopisoch tak, aby sme pri minimalnom riziku dosiahli investorom
stanovenu ciefovia hodnotu jeho tspor. Tuto hodnotu si investor vopred urci
s prihliadnutim na prispevky, ktoré kazdoro¢ne vklada do akcii a dlhopisov.
Do tvahy musi brat aj redlnu vynosnost finanénych nastrojov. Vynosnost
akcii je v modeli, tak ako aj v skuto¢nosti, ndhodny proces. Ked je cielovéi
hodnota uréend, model minimalizuje riziko, s akym sa dosiahne cielova suma
na konci stanoveného casového tseku. Urcéi optimélnu stratégiu investora,
teda ako rozdelit prostriedky, ktoré ma k dispozicii, medzi akcie a dlhopisy.
V préaci sa zaoberame aj obmenou modelu, kedy sa investor nerozhoduje
o prerozdelovani prostriedkov kazdy rok, ale rozhodne sa na zaciatku urcitého
¢asového tseku a vahy jeho rozhodnuti sa zachovaji pri prerozdelovani po-
¢as daného casového tseku. Pri obidvoch typoch modelov uviddzame prak-
ticky priklad, ako model funguje.

Na trhu vSak v dnesnej dobe existuji rozne zaistovacie stratégie, ktoré
napomahaji dosiahnut stanovent hodnotu. V kapitole CPPI, constant pro-
portion portfolio insurance, sa budeme venovat jednej z nich. Vysvetlime si,
ako tato zaistovacia stratégia funguje a zahrnieme ju do modelu. Vytvorime
obmenu modelu uvazujic stratégiu CPPI. V modeli sa nam zmenia vztahy
na vypocet uspor v nekoncovych uzloch, ktoré buda brat do dvahy spodnu
hranicu, pod ktord investor so svojimi tsporami nechce klesnit. Prave opti-
malna hodnota tejto spodnej hranice v kazdom ¢asovom tiseku je vysledkom
simulacie. Do modelu zahrnieme aj investorov postoj k riziku reprezentovany
multiplikdtorom. Aj v modeli s CPPI stratégiou vytvorime obmenu, v ktorej
neuvazujeme prerozdelovanie investicii kazdy rok sporenia na ddchodok, ale

investor prerozdeluje svoje investicie len raz za dany ¢asovy usek. Taktiez



v tejto casti uvadzame priklady fungovania modelu s aplikaciou zaistovacej
stratégie CPPI.

V zavere prace su zhrnuté a porovnané vysledky dosiahnuté pouzitim
modelov na prikladoch.



1 Dochodkovy systém na Slovensku

V tejto kapitole si zhrnieme momentalny dochodkovy systém na Sloven-
sku. V podkapitole si priblizime fungovanie druhého piliera, jeho zakladné
principy a terajSie moznosti. Pre ilustraciu uvedieme niektoré fakty z tejto
oblasti. Informécie st Cerpané z [26].

Dochodkovy systém na Slovensku je od januira 2005 postaveny na troch
pilieroch.

Prvy pilier predstavuje dochodkové poistenie, ktoré vykonava Socidlna
poistovia. Ide o priebezny dochodkovy systém. Obcania, ktori st zapojeni
len do 1. piliera, platia na starobné poistenie (ide o stucast dochodkového
poistenia) poistné Socialnej poistovni vo vyske 18% z vymeriavacieho zékladu
(ak st to zamestnanci tak 9% im zraza zamestnavatel zo mzdy a 9% im plati
zamestnavatel z vlastnych zdrojov).

Druhy pilier predstavuje starobné déchodkové sporenie, ktoré vykona-
vaju dochodkové spravcovské spolo¢nosti (DSS). Ide o sikromny, tzv. ka-
pitaliza¢ny pilier. Obcania, ktori sa zapojili aj do 2. piliera, si platia 9%
na starobné poistenie do Socialnej poistovne a 9%, (t.j. polovicu povinnych
odvodov) do vybranej DSS (u zamestnancov plati 9% na starobné dochod-
kové sporenie zamestnavatel za svojich zamestnancov). Kazdy obfan ma svoj
osobny dochodkovy ucet vo vybranej spravcovskej spolo¢nosti.

Tretim pilierom je doplnkové dochodkové sporenie, ktoré vykonavaja
doplnkové dochodkové spolo¢nosti. Je dobrovolny a §tat ho podporuje dafo-

vymi alavami.

1.1 Starobné déchodkové sporenie - druhy pilier

Zavedenie druhého piliera dochodkového systému prinieslo zadsadni zmenu
- moznost sporit si na dochodok na sukromnom doéchodkovom tcéte v do-
chodkovej spravcovskej spolo¢nosti. Peniaze na tcte sa prostrednictvom do-
chodkovych fondov investuju a zhodnocujua tak, aby ich hodnota postupne
rastla. Nasporené peniaze na dochodkovom tucte st investorovym majetkom
a podliehaji dedeniu. Vyska dochodku tak zavisi od poctu odpracovanych
rokov, zarobkov ob¢ana pocas celého zivota, ale hlavne od investovania a zhod-
notenia penazi v dochodkovych fondoch (na osobnom déchodkovom ucte



v DSS) - od vyvoja na finan¢nych trhoch a od vynosov fondu/fondov, v kto-
rych si ob¢an na svoj déchodok spori. Obcan tak dostava svoj déchodok
z dvoch zdrojov - prvi ¢ast zo Socidlnej poistovne a druhi ¢ast z DSS.

Odvody na dochodkovom uéte sa investuju vo vybratych dochodkovych
fondoch. Informacie o fondoch starobného doéchodkového sporenia st z in-
ternetovej stranky [23]. Na Slovensku kazda DSS povinne spravuje tri typy
dochodkovych fondov: konzervativny déchodkovy fond, vyvaZeny dé6-
chodkovy fond a rastovy déchodkovy fond. Fondy sa odlisuja hlavne
mierou rizikovosti a investi¢nymi limitmi, ktoré su pre jednotlivé fondy zakon-
ne povolené. Zakonna regulacia maximalizuje mieru bezpec¢nosti investova-
nia a optimalizuje vysku zhodnotenia penazi na déchodkovom tc¢te obcanov.
Ob¢an si podla svojho vztahu k riziku vyberie jeden z fondov a prostred-
nictvom neho zhodnocuje svoje peniaze.

e Konzervativny dochodkovy fond - majetok musi byt investovany len
do dlhopisov a penaznych investicii. Predstavuje najnizsiu mieru rizika,
ale aj najnizsiu moznost dosiahnutia potenciadlneho vynosu. Tento fond
sa odportuca pre vyssie vekové skupiny obcanov a na kratsie obdobie
sporenia. Vsetci sporitelia, ktori maji 7 rokov pred odchodom do do-
chodku, musia do tohto fondu prestipit povinne podla zékona.

e Vyvazeny dochodkovy fond - az 50% moze byt investovanych do ak-
cii a min. 50% musi byt investovanych do dlhopisov a penaznych in-
vesticii. Tento fond je urceny pre obcanov, ktori chci zhodnocovat
svoje finan¢né prostriedky v strednodobom horizonte, poskytuje sta-
bilny vynos pri primeranej miere rizika.

e Rastovy dochodkovy fond - az 80% majetku moze byt investovanych
do akcii. Fond je urceny predovSetkym pre najmladSich sporitelov,
obc¢anov, ktori maji 15 a viac rokov do dochodku, a ktori budua dl-
hodobo zhodnocovat svoje finanéné prostriedky. Z trojice déchodko-
vych fondov je najviac rizikovy, ale poskytuje najvyssiu mieru zhod-
notenia prostriedkov.

Dochodkové fondy sa skladaji z urcitého podielu akcii, dlhopisov a néstrojov
penazného trhu. Podiel akcii a dlhopisov v jednotlivych fondoch je zobrazeny
na Obrazku 1. Namiesto troch fondov by sme teda pokojne mohli uvazovat



konzervativny fond vyvaZeny fond rastovy fond

o
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0
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Obr. 1: Tri typy dochodkovych fondov

len investovanie do akcii a investovanie do dlhopisov. O tento poznatok sa
opierame dalej v kapitole 3.2.

Do 2. piliera sa mohli do jula 2006 dobrovolne zapojit vSetci I'udia v pro-
duktivnom veku. Uc¢inilo tak vySe 1,3 miliéna ekonomicky aktivnych ob¢anov.
Ich aspory v tomto obdobi boli takmer 20 mld. Sk. Ako vidime na Obrazku 2,

B of economically =otive
population

Obr. 2: Za 2 roky od vzniku (1.1.2005) vstipilo do druhého piliera na Sloven-
sku takmer 60% ekonomicky aktivnych ob¢anov (Zdroj: [26]).

za 2 roky od otvorenia druhého piliera (1.1.2005) don vstupilo takmer 60%
ekonomicky aktivnych ob¢anov. K 30. junu 2007 sa tuspory zdvojnasobili
a pocet sporitelov stipol na 1,546 miliona. Druhy pilier sa znovu otvoril
od 1. januara do 30. juna 2008. Zo systému za toto obdobie vystipilo 103 500
Tudi a 21 249 vstapilo. K 1.7.2008 teda bolo v druhom pilieri 1 476 373
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obcanov. 15. novembra 2008 ho vldda znovu otvorila a zostane otvoreny az
do 30. jana 2009. Do 13. januara z neho stihlo vystupit 2 536 sporitelov.
Ciselné udaje su Cerpané z [24] a [22].
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2 Miery rizika

V tejto kapitole sa oboznadmime s typmi rizika na dnesnom trhu, predstavime
si najpouzivanej$i nastroj na meranie trhového rizika a uvedieme pojem
average value-at-risk deviation, ktory neskor vyuzijeme na meranie rizika
v modeli.

Kazdy ucastnik finan¢nych trhov nesie so svojim obchodom urcité riziko.
Riziko je vlastne miera neistoty z buducich ¢istych vynosov. Ak do niecoho
investujeme svoje peniaze, tak automaticky podstupujeme riziko, Ze sa nam
investicia nevrati. Manganelli v ¢lanku [11] zadefinoval $tyri hlavné typy rizik.

e Kreditné riziko (credit risk) — predstavuje odhad moznej straty v dos-
ledku neschopnosti protistrany splnit svoje zavizky. Zahfha v sebe
pravdepodobnost nesolventnosti a stratu v pripade, ak by k nej doslo.

e Operacné riziko (operational risk) — riziko straty sposobenej nevhod-
nym alebo netispesnym internym procesom, pracovnikmi a systémami
alebo vonkajsimi udalostami (prirodné katastrofy, zlyhanie opera¢nych
systémov, zlyhanie Tudského faktora).

e Riziko likvidity (liquidity risk) — vznikéa z neschopnosti firmy kryt svoje
nelikvidné aktiva. Je sposobené neocakavanym velkym zapornym to-
kom penazi v kratkodobom horizonte. Ak ma firma prevazne nelikvidné
aktiva a nahle potrebuje likvidné, podstupuje riziko, ze bude dontitena

predat cast svojich aktiv za zniZenu cenu.

e Trhové riziko (market risk) — odhaduje neistotu budicich vynosov,
ktora je vysledkom zmien v trhovych podmienkach (napr. ceny aktiv,
trokové miery, menové kurzy).

V modeli budeme minimalizovat trhové riziko, preto sa v nasledujicich
podkapitolach budeme venovat moznostiam ako ho merat.
2.1 Value-at-Risk

Najvyznamnejs$im z rizik v obchodovani je trhové riziko. Odraza potenciilnu
ekonomickd stratu spésobent zniZzenim trhovej ceny portfolia.

Value-at-risk (VaR) je v sti¢asnosti jeden z najbeznejSich nastrojov na me-
ranie trhového rizika. Stala sa mierou, ktora finan¢ni analytici pouzivaja

12



na vypocet rizika. V ¢lanku [11] je VaR definovana pre nahodnii premenni
straty. Pozmenenim definicie pre ndhodnti premennt zisku je VaR definovani
ako hodnota najmensieho mozného zisku, ktory mozeme dosiahnut s vopred
danou pravdepodobnostou a vo vopred zadany c¢asovy horizont. Tento fi-
nan¢ny nastroj ziskal velka popularitu medzi finanénymi profesionalmi. Stal
sa obltibenym néastrojom rizikového manaZmentu finanénych institucii. Je to
vdaka jeho koncepé¢nej jednoduchosti. VaR zahfna vSetky zlozky trhového
rizika daného portfélia do jedného ¢isla.

Definicia 2.1.1. [15] Value-at-risk VaR,(Y') ndhodnej premennej zisku Y
s distribucnou funkciou F a hladinou spolahlivosti o, 0 < o < 1, je defino-
vand ako a-kvantil F~1(a):

VaR(Y) = F (o) =inf{u; F(u) >a}, 0<a<1.

Value-at-risk odchglka (value-at-risk deviation) ndhodnej premennejY s hladi-
nou spolahlivosti a je definovand ako

VaRD,(Y)=E(Y)—-VaR,(Y), 0<a<1.
VaRD, mézZe nadobidat aj zdporné hodnoty.

Z matematického hladiska je value-at-risk podla [5] definovana ako jed-
nostranny interval spolahlivosti potencialnych ziskov hodnoty portfolia po-
¢as Specifikovanej doby drzania:

P(Y <VaR,) = a,

kde P je pravdepodobnost, Y zisk, VaR, hodnota v riziku a « je hladina
spolahlivosti.

Pre ilustraciu, nech hladina spolahlivosti je o = 0,01. Znamené to, ze
s pravdepodobnostou 99% nebude na konci ¢asového horizontu zisk z hodnoty
portfolia nizsi ako VaR ;.

Poznamenajme, ze v literattire je Casto znacenie rozdielne. Pri hladine
spolahlivosti o niektori autori uvazuju VaR, a ini VaR,_,. Jedné sa v8ak
o tu istt hodnotu. Aby nedoslo k nedorozumeniu, my v tejto praci budeme
uvazovat VaR,,.

Ako uvadza [8], v praktickych aplikiciach sa pri vypocte VaR uvazuji
nasledujtce faktory:

13
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Obr. 3: Value-at-risk potencialneho zisku s hladinou spolahlivosti o = 0,05
(Zdroj: [19]).

Hladina spolahlivosti - ide o vopred dant pravdepodobnost p = 1—a,
s ktorou urcujeme odhadovany zisk. NajcastejSie sa pouziva a = 0,01
a a = 0,05, zna¢ime VaRyo resp. ValRyps. Znamend to teda, zZe
pravdepodobnost, Ze realny zisk bude viési ako VaR,, je (1 — a)x100%.
Ak si zvolime vy$siu hladinu spolahlivosti «, tak aj VaR,, je vySsi.

éasovy horizont — znamena ¢as, na ktory je VaR odhadnuté, za pred-
pokladu, 7e sa nezmenilo portfélio. Obvykle sa hovori o 1-diiovej VaR,
alebo o 10-dhovej VaR. Nie st vSak vylacené ani iné ¢asové obdobia.
Plati tu, ze ¢im je casovy horizont dlhsi, tym je VaR nizsia. Je to kvoli
tomu, Ze na dlhsi ¢asovy tusek sa dokaze predpovedat dianie na trhu

s mensou presnostou.

Frekvencia dat - nemusi byt rovnaka ako c¢asovy horizont. Casto sa

pouzivaju denné data.

Distribu¢na funkcia ziskov F'(y) alebo jej kvantily.

Zo statistického pohladu je VaR odhadom kvantilu funkcie hustoty pravde-

podobnostného rozdelenia ziskov portfélia. V praxi v8ak byva distribuc¢né

funkcia, a teda aj hustota, nezndma, preto sa Studie VaR zaoberaji odhadom

empirickych distribu¢nych funkcii a ich kvantilom. VaR metodologie zauji-

maji hlavne konce tychto rozdeleni, chvosty. Velmi ¢asto sa predpoklada

normalne rozdelenie ziskov, avSak realita je ¢asto ind. Existuje vela modelov
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na odhad VaR (uvedené st napr. v [11], [10]). Navzajom sa liSia v predpok-
ladoch modelu a v spésobe odhadu distribu¢nej funkcie ziskov portfolia. Naj-
CastejSie st vSak predpokladom modelu na odhady pouzité historické data.
V ¢lanku [10] st uvedené tri metody na urc¢ovanie odhadov VaR:

e Metoda historickej simulacie - velmi obltibeny a ¢asto pouzivany odhad,
vzhladom na svoju jednoduchost dava pomerne presné vysledky. Jeho
pouzitie je ¢asovo nendroc¢né. Zakladnym predpokladom metody his-
torickej simulécie je, Ze vynosy v budicnosti budia mat také isté rozde-

lenie, ako mali vynosy v minulosti.

e Varian¢no-kovarian¢na metoda - predpoklada norméalne rozdelenie bu-
dicich vynosov. Ak hodnotu portfélia ovplyviuje viacero trhovych fak-
torov, pouziva sa viacrozmerné normélne rozdelenie. Za takéto trhové
faktory sa povazuji napriklad trokové miery, ceny akcii alebo menové
kurzy.

e Monte Carlo simulécia - podobna ako metoda historickej simulécie.
Rozdiel je v tom, ze kym sa metoda historickej simulécie pokasa vytva-
rat hypotetické rozdelenia vynosov na zaklade historickych dat, Monte
Carlo metéda nahodne generuje mozny vyvin vynosov v budtcnosti
na zéklade meniacich sa trhovych faktorov.

2.2 Average Value-at-Risk

Average value-at-risk bola definovana Uryasevom v [20] ako conditional value-
at-risk pre ndhodnta premennu straty. My pozmenime tato definiciu a zade-

finujeme si average value-at-risk pre ndhodnu premennu zisku.

Definicia 2.2.1. [20] Nech 'Y je ndhodnd premennd predstavugjica zisk s dis-
tribucnou funkciou F'. Oznacme F,, dolnij a-chvost distribucnej funkcie, ktory
je rovny 1 pre hodnoty zisku Y wvdcsie ako VaR, a je rovny g pre hodnoty
zisku Y mensie alebo rovné VaR,. Average value-at-risk zisku Y s hladi-

nou spolahlivosti « je definovand ako strednd hodnota a-chvostu distribucnej
funkcie F,.
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Definicia 2.2.2. [1] Nech Y je spojité ndhodnd premennd. Average value-
at-risk premennej Y s hladinou spolahlivosti o, 0 < o < 1, je definovand
ako

AVaR,(Y) = / F'(w)du
0

«

kde F je distribucnd funkciaY . Average value-at-risk odchyjlka (average value-
at-risk deviation) je definovand

AVaRD,(Y) =E(Y) — AVaR.(Y), 0<a <1.

Hodnota average value-at-risk je znama aj pod menami conditional value-
at-risk (|17]), tail value-at-risk (|4]) alebo expected shortfall (|1|). St zname
viaceré moznosti vyjadrenia hodnoty AVaR. Uryasev ([17]) vyjadril AVaR
maximaliza¢nym vzorcom.

Veta 2.2.1. [17] Average value-at-risk ndhodnej premennej Y s hladinou
spolahlivosti o sa dd vyjadrit ako optimdlna hodnota nasledugiiceho optimali-
zacného problému:

1 _
AVaR,(Y) = max {x - EE([Y — )} ; (1)
kde [g]” = max{—g,0} je zdpornd cast g. Mazimum v (1) sa nadobida.

Tvrdenie 2.2.1. [1/] Nech Y, YD Y ?) sij ndhodné premenné. Average value-
at-risk AVaR,, 0 < a <1, je

(i) ekvivariantnd vzhladom na posun
AVaR,(Y +¢) = AVaR,(Y) + ¢
pre vsetky c € R |
(i) konkduna
AVaR, (WY W + (1 = A\)Y®) > AAVaR,(YW) + (1 — N)AVaR,(Y?)

pre 0 < A <1,
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(iii) pozitivne homogénna
AVaR,(AY) = MAVaR,(Y)
pre lubovolné A > 0,

(iv) striktnd
AVaR,(Y) <E(Y).

Dékaz. Aby sme dokazali vlastnost (i), uvazujme Fy (y) distribu¢na funkciu
premennej Y a Fy .. (y + ¢) distribu¢ni funkciu premennej Y + ¢, kde y je
realizdcia premennej Y a y+c je realizacia premennej Y +c pre vSetky c € R.
Potom pre tieto distribu¢né funkcie plati:

Fyie(y+c)=PY +c<y+c)=PY <y)=Fy(y).
f)alej
Fyi(u) = inf{y+ ¢ Fypo(y+c) > u} = inf{y; Fy(y) > u} +c
= Fyl(u)+ec,
kde 0 < w < 1. Z toho vyplyva

AVaR,(Y +¢) = l/ F;}rc(u)du:l/ [Fy (u) + d]du
0 0

« «

= AVaR,(Y)+c,

¢o sme chceli dokazat.

Podobne ukazeme vlastnost (iii). Nech Fy (y) je distribu¢na funkcia premen-
nej Y a Fy(\y) distribu¢na funkcia premennej \Y', kde y je realizacia pre-
mennej Y a Ay je realizacia premennej AY pre vSetky A > 0. Potom plati:

Py (Ay) = P(AY < \y) = P(Y <y) = Fy(y)

Fiy(u) = inf{Ay; Fay(\y) > u} = A inf{y; Fy(y) > u}
= Ay (u),
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kde 0 < u < 1. Z toho vyplyva

1 (03 1 «
AVaR,(\Y) = a/o F/\}l(u)du:a/ Ay (u)du

0
= MVaR.(Y),

¢o sme chceli dokazat.
Vlastnosti (ii) a (iv) vyplyvaju z dudlnej reprezentacie AVaR. Dokazom
tychto vlastnosti sa nebudeme zaoberat. Duélnou reprezentaciou AVaR sa
zaoberd [15, kapitola 2.2.3].

m

Vlastnost (iv) dokazuje nasledujice tvrdenie.

Désledok 2.2.1. [6] Average value-at-risk deviation nadobida nezdporné
hodnoty.

V Definicii 2.1.1 je definovand VaR,(Y) = F~!(a). Tato miera stvisi
s mierou AVaR podla nasledujicich dvoch vztahov:

F(a) € argmax{z — éE([Y —z]7):z eR},

a
VaRy(Y) = F-'(a) > é / F(p)dp = AVaR.(Y)
—o0
pre vSetky a € (0, 1). Tieto vztahy a ich dokazy st uvedené v [6].
Predstavili sme si pojmy value-at-risk deviation a average value-at-risk
deviation. Aky je vSak medzi nimi rozdiel? Clanok [2| vyzdvihuje AVaR ako
univerzalnu- méze byt vyuzita pri roznych druhoch rizik. Taktiez povazuje
AVaR za kompletni, lebo dokaze vyrobit jedineény celkovy odhad pre port-
folio, ktoré je vystavené roznym druhom rizik. AVaR oznacuje za jednoduchsiu
ako VaR, lebo, ako uvadza, je to odpoved na prirodzenu a pravoplatni otazku
na riziko, ktoré portfolio so sebou prinasa. A kazda banka, ktora ma zalozeny
svoj risk management na merani rizika prave pomocou VaR, moze zacat
vyuzvaf AVaR bez prakticky Zadnych novych vypoctov. Clanky [2, 21] sa
zhoduju na tom, 7e vyuzivanie VaR v risk managemente moze viest k trhovej
nestabilite. Autori ¢lanku [21] pri svojich vypoctoch a porovnéavaniach VaR
a AVaR brali popri dalsich menach do uvahy aj slovenskt korunu.
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3 Matematicky model déchodkového sporenia

V tejto kapitole sa budeme venovat matematickému modelu dochodkového
sporenia. Problémom je najst optiméalne rozlozenie prostriedkov v déchodko-
vych fondoch s rozdielnym rizikom resp. prostriedkov investovanych do akcii
a dlhopisov v urc¢itom casovom horizonte. Investor je pocas tohto casu vys-
taveny riziku. AvSak toto riziko ako aj svoj vynos moze ovplyvnit rebalanco-
vanim svojho portfolia. Informéacie v tejto kapitole st ¢erpané z [7] a [6], ak
nie je uvedené inak.

3.1 DMotivacia a p6vodny TRMM model

Do déchodkovych tspor musi investor vziat do tvahy aj buduce prispevky.
Ak si spori na dochodok dostatocne dlho, pokles aktiv na zaciatku spore-
nia neovplyvni budtce prispevky, konecna hodnota jeho tspor bude ovplyv-
nend len ¢iastoCne. Ak sa pokles aktiv objavi kratko pred nastupom do do-
chodku, ovplyvni vSetky jeho doterajsie nahromadené prispevky a vynosy
z nich. Kone¢nda hodnota tspor bude ovplyvnené vyrazne. Preto je rozumné,
7e rozhodnutia investora zavisia na cCase, ktory zostava do splatnosti jeho ts-
por. Ako aj potvrdzuja historické data, vynosy z akcii v dlhodobom horizonte
st vacsie ako vynosy z dlhopisov. Preto investori v dlhodobom horizonte up-
rednostiuju akcie pred dlhopismi.

Pozname viacero modelov, ktoré poméahaju investorovi dosiahnut konec¢nu
hodnotu jeho dochodkovych tspor. Tieto v§ak hodnotu doéchodkovych tspor
nezabezpecuji. Jednym zo zndmych modelov je Markowitzov model vyberu
portfolia ([12]). Zaobera sa vynosmi a rizikom efektivneho portfolia v efek-
tivnej hranici. Ako uvadza [13|, snazi sa maximalizovat vynos portfolia a mi-
nimalizovat riziko. Tieto tlohy ida ,proti sebe, nezabezpecuju jedno riese-
nie. Preto Markowitz berie do tvahy aj investorov postoj k riziku. Do for-
muléacie tlohy ho zahifia napr. fixovanim hodnoty vynosu. Rizikovo averznejsi
investor si ur¢i nizsiu ciefova hodnotu vynosov ako investor menej averzny
k riziku.

V TRMM modeli (Terminal Risk Minimizing Model) predpokladame, ze
investor poznd cielova hodnotu, ktort chce dosiahnut v urcitom ¢asovom
horizonte. Model minimalizuje riziko jeho cielovej hodnoty, teda zaobera sa

len dosiahnutim konecnej vysky tspor na konci stanoveného ¢asového useku.
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Ur¢i optimalnu stratégiu investora, kol'ko peniazi méa vlozit do ktorého fondu.
V [7] a [6] bol odvodeny TRMM model, v ktorom sa uvazovalo rozhodova-
nie medzi J typmi fondov, za predpokladu, Ze tieto investuju prostriedky
do akcii reprezentovanych jednym (spolo¢nym) akciovym indexom a do dl-
hopisov. Model viedol na tilohu vysokorozmerného linedrneho programovania,
ktora narézala na technické obmedzenia pri implementécii. Dosledkom toho
bol model aproximovany nelineArnym modelom s ciefom vypoctovej realizo-
vatelnosti. Ukézalo sa v8ak, Ze formulacia problému pomocou jednotlivych
fondov vedie k nadbyto¢nému poc¢tu premennych, nakolko vysledky ukazali,
ze jedinou dolezitou informéciou si podiely akciovej a dlhopisovej zlozky
v danych fondoch. Na Obrézku 4 vidime optimalne rozlozenie prostriedkov
medzi tri fondy ako vysledok simulacie TRMM modelu (prvé dva obrazky)
a vahu akcii v investiciach (pravy obréazok). Fondy reprezentuju rastovy
(F1), vyvazeny (F2) a konzervativny (F3) dochodkovy fond a st zobrazené
v percentualnom podiele. Na optimalizaciu bol pouzity softvéer MATLAB
s funkciou linprog v prvej ilustracii a funkciou mosekopt v druhej ilustracii.
V tretej ilustracii st s¢itané vahy akcii v investiciach. Hoci berieme do tivahy
tri typy fondov a vysledok dvoch optimaliza¢nych funkcii pouzitych na vypo-
et (linprog a mosekopt), vysledny podiel prostriedkov investovanych do ak-
cii a do dlhopisov je v obidvoch pripadoch zhodny.

MATLAB MOSEK MATLAB, MOSEK

F3

o
<)

o
o

o
>

o
o
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~
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o
[
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Obr. 4: Vysledok implementacie TRMM modelu (Zdroj: [6]).

Cielom tejto kapitoly bude preformulovat TRMM model z |7] a |6] pouzi-
tim mensieho po¢tu premennych. Budeme pritom uvazovat investovanie len
do dvoch fondov, pricom prostriedky v jednom fonde zodpovedaja prostried-
kom investovanym do akcii a prostriedky v druhom fonde zodpovedaju pros-
triedkom investovanym do dlhopisov. Tento model nazveme ,redukovany*.
Budeme pritom sledovat postup pouzity v uvedenej literattre. Model vedie
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k rieSeniu vysokorozmernych tloh linedrneho programovania s riedkymi a blo-

kovymi maticami.

3.2 Redukovany TRMM model

Matematicky model ddochodkového sporenia je zaloZeny na minimalizovani
koncového rizika investicii, pricom je dana cielova (terminalova) ocakavana
hodnota. Velkost koncovej hodnoty zavisi od vynosov akcii a dlhopisov v pen-
zijnych fondoch a od rozloZenia investorovho portfolia. Hladame optiméalny
podiel investovania do finan¢nych néstrojov tak, aby sme dosiahli stanovent
koncovi hodnotu, pricom minimalizujeme riziko tspor.

3.3 Linearne obmedzenia

Nez pristipime k samotnému modelu, oboznamme sa so symbolikou pouzi-

tou v texte:

T ¢as ostavajuci do dochodku, resp. ¢as, pocas ktorého mozno
sporit,

A, B akcie (A) a dlhopisy (B),

yt yP objem pehazi investovanych v ¢ase t do akcii (A) resp.
dlhopisov (B), uvazujeme prirodzent podmienku nezé-
pornosti tejto premenne;j yg“ >0, th > 0 pre vSetky t,

Vi vektor [y, yP|",

ri P vynos akcii resp. dlhopisov v Case t,

wy hrub4 mzda v cCase t,

By rast miezd v Case ¢ definovany vztahom w1 = wy(1 + 5),

sft = llfﬁfj vynos akcii a

sP = 11175 vynos dlhopisov v ¢asovom intervale [t — 1,¢] upraveny ras-
tom miezd [,

St vektor [s#, sB]T,

T pravidelné ro¢né prispevky ako ¢ast hrubej mzdy.

A, 7B ¢ast pravidelnych ro¢nych prispevkov investovanych v ¢ase

t do akcii (A) resp. dlhopisov (B).

Predpokladdme, zZe investor ocakava svoj odchod do déchodku o T rokov.
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t € {0,...,T—1} oznac¢uje ¢as, v ktorom sa investor rozhoduje, kolko penazi
investuje do akcii a kolko do dlhopisov. Jedenkrat ro¢ne investuje ¢ast 7
7o svojej mzdy w; do nastrojov finanéného trhu. Investorovo rozhodnutie,
kolko penazi investuje do ktorého néastroja, zavisi od informécii, ktoré mé
v danom ¢ase. Uvedme dva predpoklady nésho modelu.

Predpoklad 3.3.1. Vynosy akcii r{* v kazdom case t € {0,...,T — 1} su

stochastické a vzdjomne nezdvislé.

Predpoklad 3.3.2. Miery rastu mzdy 5;, t =0,...,T—1 su deterministické
a vopred urcene.

Kedze investor investuje do nastrojov finan¢ného trhu, jeho vynosy v case
t st pre dlhopisy zname (rZ), pre akcie st viak stochastické (r7).

Ulohou je najst optimalnu hodnotu y;* a y? pre vetky t. Teda nijst op-
timalny pomer prostriedkov investovanych do akcii a dlhopisov tak, aby sme
dosiahli stanoventi kone¢ni hodnotu investicii a sii¢asne sme minimalizovali
riziko.

Na zadiatku v ¢ase t = 0 je objem investovanych peiiazi y] 1 rovny prvému
prispevku 7. V kazdom dalSom roku t = 1,...,7T —1 sa prostriedky v akciach
y4 | adlhopisoch y? | zhodnotia vynosmi s a s a pripo¢ita sa k nim prispe-
vok 7 za dany rok. Investor znovu rozdeluje prostriedky y[1 = y[I s, + 7
medzi akcie a dlhopisy. Na konci sporenia, v ¢ase T, sa uz prispevky 7
nepripoc¢itavaji. Rovnice opisujice tento vyvoj investicii v ¢ase sl nasle-

dovné:
Yol = T, (2)
yil =yl s;+7 oprevietky te{l,....,T—1}, (3)
yrl = yr_isr, (4)
yi > 0 pre vsetky te{l,...,T}. (5)

Nasledujice obmedzenie v modeli je podmienka na minimélnu ocakévani
hodnotu tspor i v koncovom ¢ase. Ak y 11 oznac¢uje koncovii hodnotu tspor,

stale ndhodni premennid, potom musi byt splnend nasledujica podmienka:

E(y1) > . (6)

Vsetky obmedzenia (2)—(6) st linedrne v premennej y;* a yZ.
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3.3.1 TUcelova funkcia

Model je zaloZeny na minimalizdcii rizika koncovej hodnoty portfolia y;1
s podmienkami (2)—(6). Riziko meriame réoznymi mierami rizika. V nasom
modeli pouzijeme average value-at-risk deviation. Velkou vyhodou pouzitia
AVaRD je to, Ze vedie k linearnej ucelovej funkcii. Ulohou je potom riesif
linedrny optimaliza¢ny problém.

Ucelova funkcia nagho problému ma tvar:
9(y) =E(yz1) — AVaRa(y71), 0<a<1. (7)

Budeme minimalizovat riziko koncovej hodnoty cez premenné y a yZ,
t€{0,...,7 — 1} s obmedzeniami (2)—(6).
3.3.2 Reprezentacia pomocou stromu

Vynosy akcif s vytvaraja v diskrétnom ¢ase stochasticky proces. Tento mé-
zeme aproximovat stromom scenarov. Kazdy uzol v drovni ¢ stromu reprezen-

tuje jeden mozny stav vynosu si v ¢ase t. Kazda cesta stromu, zacinajica
v koreni, reprezentuje jednu moznost vyvoja nihodného procesu s v case.
Oznac¢me

0 koren stromu,

N ={0,1,...,N} mnoZzinu vSetkych uzlov stromu,

S pocet koncovych uzlov stromu,

T={N-S+1,...,N} mnozinu vsetkych S koncovych uzlov

stromu,

No={1,...,N =5} mnoZinu vnitornych uzlov,

n_ predchodcu uzla n € N\{0},

{n}* mnozinu naslednikov uzla n € N\7,

&(n) €{0,...,T} ¢asovii trovei uzla n € N.

Kazdy uzol, okrem uzla n = 0, ma prave jedného predchodcu n_. Naproti
tomu kazdy uzol n € M\7 ma mnozinu néslednikov {n}*. Tento zapis ilus-
trujeme na Obréazku 5.

Teraz pre nase potreby upravime zépis z ¢asti 3.3 vyuzitim reprezentacie
pomocou stromu. Dolny index premennych y, 72 a s/ bude reprezento-

vat prislusny uzol n z ¢asovej trovne t. Znamena to, ze budeme pouZzivat

23



N-S N

| Il J
I T 1

0 1 T-1 T

Obr. 5: Priklad stromu scenarov. Spodna os reprezentuje ¢asovii os
(Zdroj: 16]).

A A

oznadenie y', 72 a s’t. Objasnime, Ze premennd r2

“* reprezentuje vynos ak-

cii platny v periode (Cast cesty v strome scenarov) z uzla n_ do uzla n.
Podobne upravime ostatné premenné s indexom ¢. Objem penazi oznacime
y2, y24 > 0 pre vetky n. Oznacenie miery rastu mzdy zmenime z 3; na Be(n)-
Nové oznacenie zodpoveda ¢asovej trovni £(n) uzla n. Potom upraveny vynos

v znaceni stromu scenédrov je definovany ako

A 1—1—7‘;?

s, = ———
L+ Ben)

(8)
pre vietky n € N\{0}. Upraveny vynos akcii s? je opif platny pre periodu
&(n-) az &(n) s prislichajicou cestou z uzla n_ do uzla n. Obdobné znacenie
budeme pouzivat aj pre dlhopisy. Oznacenie y? predstavuje objem pefaz
v dlhopisoch v uzle n, vynos 72 reprezentuje vinos dlhopisov platny v periode
z uzla n_ do uzla n. Predpokladajme, 7e vynos dlhopisov je deterministicky,
a teda vynos r2 je zhodny pre vietky n periody £(n_) az &(n). Potom vynos
dlhopisov upraveny rastom miezd ma tvar

B _ 1+7r2 ()

"1 e
a je zhodny pre vSetky n periody £(n_) az £(n). Nahodné premenné koncova
hodnota tspor je reprezentovand vektorom diskrétnych hodnot yT1, m € T
s prislichajicou pravdepodobnostou nastatia p,, > 0, priom ) 7 pm = 1.
Suma pravdepodobnosti p,, > 0 uzlov v kazdej ¢asovej trovni ¢t stromu je
rovna jednej, ¢o vyjadrime ako an(n):t pn = 1 pre vietky t € {0,...,T}.
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Pouzitim Uryasevovej reprezentacie AVaR z Vety 2.2.1, minimalizacia
tcelovej funkcie (7) je vyjadrena v znafeni stromu scenarov ako

myin{me(yll)—mgX{a—éme[yTll—a]_}} . (10)

meT meT

Obmedzenia (2)—(6) mozeme prepisat do tvaru

me(y;;l) I (11)

meT
yol = 7, (12)
y'1 = yl s, +7  previetky n €N, (13)
yr1 = yls, pre vietky ne T, (14)
yn > 0 pre vietky n e N. (15)

Dalej ukézeme, 7e optimalizacny problém (10)-(15) moZeme prepisaf na tlohu
linedrneho programovania (linearny optimaliza¢ny problém).

Tvrdenie 3.3.1. [6] Optimalizacny problém (10)-(15) je ekvivalentny nasle-
dugicemu problému linedrneho programovannia (linedrnemu optimalizaénému
problému,):

1
: T
m 1 - - mbm— ].6
glz{ryl{zp (YD) —a+— > pnz N+S} (16)

meT meT

s obmedzeniamsi

—a -+ y;l + 2Zm-n+s = 0, zZm_nis >0, prewvsetky me T, (17)
S palyl) = u, (18)
meT

ol = 7, (19)
yil1 = yl s, +7 pre vietky n € Ny, (20)
yi1 = yls, pre vietky n e T, (21)

Yo > 0 pre vietky n e N. (22)

To znamend, Ze
(1) kaZdé optimdlne rieSenie problému (16)-(22) je optimdlne pre (10)-(15),
(ii) pre kaZdé optimdlne rieSenie problému (10)—(15) existuje prislichajice

optimdlne riesenie pre (16)-(22).
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Dékaz. Poznamenajme, Ze (17) implikuje 2,,_n1s > [y}, 1—a]” = max{0, a—
y, 1} pre vietky m € 7.

Aby sme dokazali (i), ukdzeme, Ze pre optiméalne riesenie (16)—(22) mame
Zm-Nt+s = [y) 1 — a]”, a preto optimalne rieSenie (16)—(22) je minimum
AV aRD,, vyhovujice obmedzeniam (11)—(15).

Nech a,z,y su optimalne pre (16)—(22). Ozna¢me h(a,z,y) hodnotu ace-
lovej funkcie v optimélnom rieSeni. Predpokladajme, 7Ze existuje m* € T
také, 7e 2, _nig > [y .1 —a]”. Potom néjdenim Z s vlastnostou Z,,_nis =
Zm_N4s Dre vietky m # m* a 2y Ny > Zmr_nis > [Y4.1—a]” dostavame
h(a,z,y) > h(a,z,y), ¢o je spor s optimalitou a, z,y.

Aby sme dokazali (ii), predpokladajme, 7e a,y st optimélne pre systém
(10)—(15). Polozme Zz,,_n4s = [y 1 — @]~ pre vSetky m € 7 vyhovujice
nerovnostiam (17). Z optimality a,y pre systém (10)—(15) vyplyva, 7e a,z,y
st optimalne pre (16)—(22).

O

Problém (16)—(22) je linearny a mozeme ho symbolicky zapisat v mati-
covom tvare ako

min ¢’ x (23)

s obmedzeniami

AinegX bineg, (24)
Aegx = by, (25)
yn > 0 pre vietky n € N, (26)

Zym > 0 pre vietky m € {1,...,S}. (27)

Vektor premennych x = (a, z, y) ma dlzku vars = 1+S+2(1+N). Matica
Ajneq je typu (14 5) x vars a je to riedka matica s (2 + 2 % 2).S nenulovymi
prvkami. Matica A, je tiez riedka s 2(1 + 2N) nenulovymi prvkami a mé
rozmery (14 N) x vars. Tvary matic v plnej forme st uvedené v Prilohe.

Teraz zhrnieme, ako sa nam zmenil pocet premennych uvazovanych v na-
Som redukovanom modeli oproti povodnému TRMM modelu uvedenému v 7]
a [6]. Modely sa lisia len v pocte fondov, do ktorych mozno investovat.
Vektor premennych x = (a,z,y) ma v povodnom TRMM modeli vars =
1+S+J(14+N) prvkov, kde J predstavuje pocet fondov, do ktorych mozno in-
vestovat, pricom vynosy vSetkych fondov st ndhodné premenné. Matica A;ye,
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je typu (14 5) x vars. Je to riedka matice s (2J + 2).S nenulovymi prvkami.
Riedka matica A., je typu (14+N) xvars a ma (14+2N)J nenulovych prvkov.
Vektor x v naSom redukovanom TRMM modeli mé vars =1+ S +2(1+ N)
prvkov, z ¢oho vyplyva zjednodusenie vektora o (J—2)(14+N) prvkov. Matica
Aineq je rovnakého typu, do Gvahy vSak musime brat, Ze v redukovanom mo-
deli je pocet prvkov vars mensi. Matica obsahuje (442)S prvkov, z ¢oho vy-

plyva zniZenie po¢tu nenulovych prvkov krat. Rovnako matica A., ma

rovnaky pocet riadkov ako v povodnom modeli, 1isi sa v pocte stIpcov danych
dlzkou vektora x. Matica ma v redukovanom modeli (1+2N)2 prvkov, pocet

J
nenulovych prvkov A, sa znizil §krat.

3.3.3 Existencia rieSenia

Skiimajme teraz pripustnost a optimalitu problému (16)—(22), resp. (23)—

(27). Poznamenajme, ze obmedzenia
Acgx = bey (28)

nemaju ziaden redlny dosah na pripustnost tohto problému. Obmedzenia len

uréuji vyvoj hodnoty investicii pozdlz stromu scenarov. Podobne obmedzenia
Aineqx S bineq (29)

neovplyvhuju pripustnost systému (23)—(27), s vynimkou jednej rovnosti. Ak
je dané nejaké y! . m € T, moZeme z,,_n,g > 0 urcit lubovolne, a napo-
kon dodefinovat a tak, aby splialo a < y1 + z,_n4+s. Teda, ak je dané
y, mdzeme jednoducho dopocitat pripustné hodnoty premennych a a z. Ak
v8ak uvazujeme hodnoty s ako fixné a dané, obmedzenie

= pmlynl) < —p

meT

urcuje, ¢i je naSe rieSenie pripustné alebo nie. Je jasné, ze ak mame fixne dané

s/t a riegime (28), nedosiahneme Iubovolni hodnotu E(yJ1). Samozrejme nie

n
je mozné dosiahnut prili§ vysoku kone¢nti hodnotu p, ak simulované vynosy
v strome scenarov st nizke. Existuje .. také, Ze ak g > fiyae, systém (23)—

(27) nemé pripustné riesenie. Hodnota tejto hranice fi., je presne uréena
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A

konkrétnymi hodnotami premennej s;;

a mierou pravidelnych prispevkov 7
pomocou vztahu

Hmaz = Hl;liX Z pm<y:7_11> (30)

meT
s obmedzeniami (25) a (26), zodpovedajtucimi (19)—(22). Zhriime vy3sie uve-
dené uvahy do nasledujiiceho tvrdenia.

Tvrdenie 3.3.2. [6] Nech pia. je dané vztahom (30). Ak 1 < pimae, potom
optimalizacényg problém (23)-(27) md pripustné riesenie.

Skor ako pristipime k tvrdeniu o optimalite rieSenia, objasnime si neohra-
nic¢enost premennej y v nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 3.3.3. [6]/ Premennd y systému (24)-(27) je ohranicend.

Dokaz. Definujme

© :=max {|s}|,|s7|} . (31)
Z (20, 22) a definicie © vyplyva, ze
)
0<y1<7y ©. (32)
=0

]

Veta 3.3.1. [6] Ak problém (23)-(27) md pripusiné riesenie, potom md aj
optimdlne.

Dokaz. Ak mé problém lineadrneho programovania pripustné rieSenie, potom
m4 aj optimélne alebo je rieSenie neohrani¢ené ([16]). UkaZzeme, Ze v systéme
(23)—(27) nenastava neohrani¢enost. Ugelova funkcia ma tvar

min { S payil—a+ é > pmzm—N—l-S} :

meT meT

¢o je ekvivalentny vyraz k

1
- T
m 1- - mém— )
Ilz{lyn{Zp Yl — max{a QZPZ N+S}}

meT meT
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kde Z,, nis = [y'1 — a]” v optime (ako vidief v dokaze Tvrdenia 3.3).
V Tvrdeni 3.3.3 sme ukazali, Ze premennd y je ohranicenéa. Z toho vyplyva, ze
neohranicenost ucelovej funkcie moze byt sposobend jedine neohrani¢enostou

premennych a alebo z. Stuc¢asne max{a—— Z PmZm-nisy = AVaR,(y} 1).
a a

meT
Tento vyraz je konec¢ny, a teda aj ohraniceny, lebo premenné y je kone¢né

a ohranicena.

Iny argument na vylicenie neohranicenosti (23)—(27) je ten, ze v tcelovej
funkcii minimalizujeme AVaRD,. Dosledok 2.2.1 uvadza, ze AVaRD, na-
dobtida nezaporné hodnoty. Z toho vyplyva spominana neohranic¢enost.

O

Nasledujuci dosledok vyplyva zo znamej skutocnosti v linedrnom pro-
gramovani, ze ak primarna (duélna) iloha mé optimalne rieSenie, potom aj
dudlna (priméarna) tloha mé optimalne rieSenie (|16]).

Dosledok 3.3.1. Pre 1 < fiymae md problém (23)-(27) optimdlne riesenie.
Optimadlne riesenie md aj jeho dudlna iloha.

3.3.4 Priklad

Teraz uvedieme jednoduchy ilustra¢ny priklad implementacie redukovaného
TRMM modelu (16)—(22). Obdrzané vysledky nam poslizia pre porovnanie
v Kapitole 4. Na vypocet pouzijeme softvéer MATLAB, konkrétne funkciu
linprog.

Vysvetlime si najprv pouzité hodnoty jednotlivych parametrov. Klaco-
vymi hodnotami si hodnoty vynosov dlhopisov a akcii v modeli. Penzijné
fondy v starobnom dochodkovom sporeni investuji do eur6pskych, americ-
kych a azijskych akcii, do dlhopisov (zvi¢sa vladnych dlhpisov) a do néstro-
jov finan¢ného trhu. Kedze najviac investicii ide do europskych néstrojov,
modelujeme vynosy akcii a dlhopisov v nasom modeli eur6pskym akciovym
a dlhopisovym indexom. Indexy a ich priemerné hodnoty cerpame z [6].
Na modelovanie akciovych vynosov pouzijeme Standard & Poor’s Europe 350
Index. Ako uvadza stranka indexu [25|, akciovy index je vybrany zo 17 eu-
ropskych trhov a celkovo pokryva priblizne 70% eurépskeho akciového trhu.
S&P Europe 350 je sicastou indexu S&P Global 1200. Vynosy dlhopisov
budi reprezentovat vladne dlhopisy eur6pskych krajin. MSCI EMU (Morgan

29



Stanley Capital International European Monetary Union) Sovereign Debt
Index pozostava z vladnych dlhov 11 krajin eurdopskej menovej tinie. Index
vznikol 31. decembra 1993. Priemerné ro¢né vynosy a Standardné odchylky
obidvoch indexov v obdobi januar 1994—jtan 2007 st uvedené v Tabulke 1.
Korela¢ny koeficient S&P FEurope 350 a MSCI EMU Sovereign Debt Index
v pozorovanom obdobi je cor = —0,07943.

priemerny vynos | Standardna odchylka
S&P Europe 350 Index 7 =0,09185 | o4 =0,17259
MSCI EMU Sovereign Debt Index | 7% = 0,05594 | o® = 0,03340

Tabulka 1: Priemerny ro¢ny vynos a Standardna odchylka indexov z histo-
rickych dat januar 1994-jian 2007 (Zdroj: [6]).

Podobne ako v [6] predpokladame, Ze cena akeii sa sprava ako geometricky
Brownov pohyb:
dS; = FAS,dt + oS, dW,

kde 7 je priemerny vynos akcii, o je Standardnd odchylka (z Tabulky 1)
a Wy je Brownov pohyb. Pouzitim Itovej lemy ([18]) dostéavame

Serr = Srexp (7 = 0,5(0")*)l + o(Wers — W)
pre Tubovolny interval dlzky I. Specialne pre | = 1:

= exp (7" = 0,5(c0")? + 0 (Wipy — W)))
Teda vynos je dany ako
1+ ffn}Jr =exp (7" — 0,5(0™) 4+ 0 Z¢(ny+1)

kde Zg(n)+1 st nezavislé ndhodné premenné s normélnym rozdelenim N (0, 1)
pre neprekryvajice sa ¢asové intervaly [te(n), te(n)+1]- Na vytvorenie diskrét-
neho scenara vynosov akcii pouzivame 3 charakteristické body normalneho
rozdelenia (3-point dicretization for the standard normal distribution). Body
rozdelenia st sistredené v hodnotach (—\/5, 0, \/5) s pravdepodobnostami
(1/4,1/2,1/4). Na zaklade tejto skuto¢nosti si vyjadrime premennt Z nasle-
dovne:

—V2 s pravdepodobnostou 1/4 |
Z = 0 s pravdepodobnostou 1/2 |
V2 s pravdepodobnostou 1/4 .
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Dostaneme tri scenare vyvoja vynosov akcii. Z toho vyplyva, 7e kazdy uzol
stromu scenarov vynosov akcii bude v nasom pripade stupnia tri. Vynosy
B _ =B
o =170,

Na ilustracny priklad sme pouzili 5 ro¢ny horizont. V priklade sa investor

dlhopisov uvazujeme konstantné a ich hodnota je rovna r

rozhoduje o prerozdeleni svojich prostriedkov a pravidelnych prispevkov vzdy
na zaciatku kazdého roka, kazdej periody. Prispevky, ktorymi investor kaz-
doro¢ne prispieva do starobného déchodkového sporenia, st legislativne sta-
novené na 9% prijmu. V nasom priklade st rovné 7 = 0,09 v kazdom roku
sporenia. Tieto sa optimalne rozdeluju do akeii a dlhopisov na zéklade vysled-
kov nasho redukovaného TRMM modelu. Investor na konci daného patroc-
ného obdobia ocakidva koncovii hodnotu jeho vlozenych investicii vo vys-
ke 0,46 jednotiek. Teda ocakava, ze za 5 rokov vlozi do dlhopisov a akcii
5 x 0,09 = 0,45 jednotiek, ktoré sa mu zhodnotia a jeho nasporena suma
bude 0,46 jednotiek. Tato suma je investorova konecné hodnota, kde berieme
do tvahy nielen vynosy akcii a dlhopisov, ale uvazujeme aj priemerny rast
miezd, ¢o nasporent sumu znizuje na realnu hodnotu. Hodnota parametra
priemerného rastu miezd je ¢erpana z [9], ma hodnotu 0,071 a je uvazo-
vané pre roky 2011-15 (Tabulka 3, strana 38). Pri merani a minimalizovani
rizika pomocou average value-at-risk berieme do uvahy hladinu spolahlivosti
a = 0,05.

Vysledky softvéeru MATLAB nam udéavaji hodnoty investicii v akciach
T

a dlhopisoch y,, = [y2, y5]" v kazdom uzle n € N. Tieto hodnoty prepoci-

tame na vahy w2, w? nasledovne:
A B
A Yn wB _ Yn
n = AL B n T JAL B
Yo T Un Yo T Yn
Oznatme w, = [w},w?], w, > 0a wl1l = 1. KedZe v poslednom roku

investovania uz neprerozdelujeme prostriedky do akcii a dlhopisov, poc¢itame
vahy akcii a dlhopisov len v nekoncovych uzloch n € N\7. Mame teda 2 x
(N —S) vah v kazdom nekoncovom uzle pre akcie a pre dlhopisy. Ked'ze kazdy
uzol ma svoju pravdepodobnost nastatia, vysledné vahy pre akcie a dlhopisy
v ¢ase t € {0,...,T — 1} vypocitame ako stredni hodnotu vih v uzloch

v prislugnom ¢ase t s ich pravdepodobnostami a ozna¢ime ju w; = [w;}, w?],

W = E DPnWhp

n:€(n)=t

pricom plati:
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kde Z pn=1 prevsetky t €{0,..., T —1}.

n:g(n)=t
V Tabulke 2 vysledna suma v dlhopisoch a akciach uvadza sucet stred-

nej hodnoty prostriedkov dosiahnutych na zac¢iatku daného roku. Tito sme
vypocitali ako sicet strednych hodnot prostriedkov v akciach a dlhopisoch

v kazdej ¢asovej tirovni:

Gi= ), paly +u),
n:g(n)=t
pre vietky t € {0,...,T}. Hodnota vah prostriedkov investovanych do ak-
cii a dlhopisov je nami hladana stratégia pre investora, aby mohol opti-
malne rozhodnit o rozdeleni svojich investicii do akcii a dlhopisov na zaciat-
ku daného roku za tc¢elom dosiahnutia vopred stanovenej koncovej hodnoty
za minimalizacie rizika. Dostdvame optiméalnu stratégiu investora, ktory si
spori 5 rokov s kazdoro¢nym prerozdelenim prostriedkov do akcii a dlhopisov

za minimalizacie rizika average value-at-risk deviation AVaRD 5.

0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach

0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredni hodnota prostriedkov investovanych do akcii
1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredna hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov
0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Tabulka 2: Vysledky prikladu pouzitim redukovaného TRMM modelu.

Vysledna hodnota ucelovej funkcie, hodnota minimalizovaného koncové-
ho rizika stanovenej cielovej sumy 0,46 jednotiek je 0,0568. Znamena to, Ze
s pravdepodobnostou o = 5% bude hodnota investorovych tspor menej ako
0,46 — 0,0568 = 0,4032 jednotiek. Ak napriklad sporitel zardba mesacne
1000 EUR, odvadza rofne 9% svojho platu, chce si naSetrit za 5 rokov
460 EUR a jeho mzda sa mu napriek ro¢nému rastu miezd nezvysila, pre-
rozdeluje ro¢ne svoje uspory podla vysledkov v Tabulke 2, tak moze o¢aka-
vat, 7ze hodnota jeho uspor s 95%-nou pravdepodobnostou neklesne v prie-
mere pod hodnotu 403,2 EUR.
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Obr. 6: Priemerné optiméalne vahy akcii v portféliu pri pouziti redukovaného
TRMM modelu.

Na Obrazku 6 si mozeme v8imnit, ze pomer prostriedkov investovanych
do akcif s bliziacim sa koncovym ¢asom klesa. Takyto vysledok sleduje znize-
nie rizika nasho portfolia ku koncu skiimaného ¢asového horizontu. Ak by
sme investovali vSetky prostriedky do akcii v prvom roku a pokles akcii by
bol napr. 20%, znamenalo by to stratu 20% z nasho jednoro¢ného pravidel-
ného prispevku, koncova hodnota portfélia by tymto Sokom na trhu nebola
zésadne ovplyvnend. Pokles akcii by nemal dosah na pravidelné prispevky
v nasledujtcich rokoch. V tomto pripade by koncova hodnota tspor zélezala
na dalsom prerozdeleni investicii a vyvojom na finan¢nom trhu. Ak by sa v§ak
pokles udial v poslednom roku a vSetky investorove tispory by boli v akciach,
investor by prisiel o 20% svojich celkovych tspor. Vyplyva z toho, Ze vacsie
mnozstvo tspor ku koncu ¢asového horizontu je viac citlivé na zmeny na fi-
nan¢nom trhu, preto aj redukovany TRMM model zmensuje riziko investo-

vania ku koncu ¢asového horizontu investovanim vécsej sumy do dlhopisov.

3.4 Nelinearne obmedzenia

Velkost stromu (pocet uzlov) je presne urceny stupiiom nekoncovych uzlov
a hibkou stromu (po¢tom Gasovych trovni). Ak b, je stupeir uzla n € N\7,
potom velkost stromu je 1 + ZneN\T b,. épeciélne, ak b, = b pre vSetky
n € N\7, potom velkost stromu je ZLO b'. Teda velkost stromu zavis{ poly-
nomiéalne od stupiia b nekoncovych uzlov a exponencialne od hibky stromu.

Typicka dizka produktivneho 7ivota ¢loveka, po¢as ktorého pracuje a spori
si na dochodok, je, povedzme, 40 rokov. Velkost najjednoduchsieho — bino-
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mického — stromu s hibkou 40 je radovo 2% 10'2. Dlzka vektora premennych
vars v modeli s lineArnymi obmedzeniami je potom radovo 5 * 10'2. Ak by
sme chceli uvazovat hustejsi strom s viacerymi scenérmi, napr. pre lepSiu
aproximéciu stochastickych procesov, velkost stromu bude dalej rast.

Na zmenSenie poc¢tu premennych uvazujme, Ze sporitel sa nerozhoduje
o rozlozeni svojich tspor do akcii a dlhopisov kazdy rok, ale len v rokoch
0 =ty < t1 < ... <t,<T, kde0,1,...w reprezentuji ¢asovi iroven
nekoncovych uzlov (pozri Obrazok 7). Poznamenajme, Ze poslednéa ¢asova
aroven stromu zodpoveda skuto¢nému casu T'. Tento ¢as je ¢casom odchodu
do dochodku, kedy uz sporitel nerobi ziadne rozhodnutia o rozdeleni svojich
tspor, a preto posledna rozhodovacia ¢asova trovei je t, < T. Preto hibka

stromu scenarov je w + 1.

Obr. 7: Rozhodovacie periody (Zdroj: [6]).

Nech [, = t, — t;_; oznacuje dlzku periody [tp_1,t], k € {1,...,w+1}.
Redukovany TRMM systém (10)—(15) a jeho linearny ekvivalent (16)—(22)
st zalozené na predpoklade, ze [, = 1 pre vSetky k. Predpokladajme teraz, ze
[ > 1 pre vSetky alebo aspon niektoré k. Znamené to, 7e uspory st [,-krat
zhodnocované pocas periody [tg_1,tx]. Aj pravidelné prispevky 7 su vklada-
né l,-krat a zhodnocované za prislusné obdobie. Predpokladame, ze tispory
a prispevky su prerozdelované kazdu ¢asovi troven medzi akcie a dlhopisy
podla vah z predchidzajtceho rozhodovacieho ¢asu t;,_1. Ak 7, = [7, 7]
je vektor ro¢nych prispevkov odvedenych l¢,)41 14z do akcii a dlhopisov
pocas periody [te(n), te(n)+1] 2 uzla n do ktoréhokolvek z jeho nasledovnikov

z mnoziny {n}*, n € N\7T, potom
T Yn Tw_ Yn
T oy’ 7 yl1’

(33)
711 =171 pre vietky n € N\7 .

Cena akcii sa podobne ako v redukovanom TRMM modeli s linedrnymi
obmedzeniami sprava ako geometricky Brownov pohyb. Z toho vychiddzame
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pri uréeni tvaru vynosu akcii. Z Ttovej lemy ([18]) dostavame:
== =exp ((7F" = 0,5(c*)*)l + (Wi — W)

kde 74 je priemerny vynos akcii, o je $tandardna odchylka (z Tabulky 1)
a W, je Brownov pohyb. [ je dlzka ¢asového intervalu, ktory v nasom pripade
zodpoveda rozhodovacim uzlom. Odtial

1+ ffn}'* = exp ((fA -0, 5(0‘A)2)l£(n)+1 + 04 /lé(n)JrlZ&(n)Jrl) ’

kde Zg(y)41 st nezavislé ndhodné premenné s normélnym rozdelenim N (0, 1)
pre neprekryvajice sa casové intervaly [ten), te(n)+1). Aby sme vytvorili dis-
krétny scenar vynosov akcii pouzivame opéat 3 charakteristické body normaél-
neho rozdelenia, a teda premennt Z v tvaroch:

—V2 s pravdepodobnostou 1/4 ,
Z = 0 s pravdepodobnostou 1/2 |
V2 s pravdepodobnostou 1/4 .

V modeli s nelinedrnymi obmedzeniami sa zaoberdme tivahami pre peridodu
dlzky l¢(n)- Preto pocitame s vynosmi akcii na celé rozhodovacie obdobie, celt
periodu. Vynosy akcii upravené mierou rastu miezd maji potom tvar
1474
st = —{n}j pre vietky n e N\T.
Vynosy dlhopisov st konstantné. Ich tvar upraveny mierou rastu pre peridédu
dlzky l¢(ny je nasledovny:

145 )lf(n)

B <

sp=—5— pre vietky n e N\T.
(1 + Bem) '

Obmedzenia (13) a (20), ktoré vyjadruji zhodnocovanie tspor v nekon-

covej urovni, zmenime nasledovne:

lem) =1
yil1=y! s, +7] Z (5,,) /e pre vetky n € Np , (34)
i=0

kde zlozky vektora 7,,_ st dané vztahom (33) v uzle n_. Mocnina vo vyraze
(sn)'s je uvazovana po zlozkach ako (s,)”km = [(s4)i/lew) (s8)i/lem]T,
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Uvazujic vSetky predchadzajice vztahy dostaneme systém s jednym ne-
linedrnym obmedzenim (38):

{meym max{a——me "1 —a” }} (35)

meT meT

Y eyl > u, (36)
meT
Yol = T, (37)
A A B B
% = ;Jnl % = ;/"1 pre vietky n € N\7T, (38)
el
ol =y s,+7, Z (sn)em  pre vietky n € Ny, (39)
i=0
yll = yl_ Sn pre vSetky neT, (40)
Yo = 0 pre vSetky neN. (41)

Poznamka: Podobne ako v dokaze Tvrdenia 3.3 predchadzajici systém je
ekvivalentny systému minimalizacie linearnej ucelovej funkcie (16) s obme-
dzeniami (36)(41) a pridanym obmedzenim (17). Dalej poznamenajme, Ze
(38) a (39) mozeme spojit do jedného nelinedrneho obmedzenia vyjadrenim
4 a8 70 vzfahu (38).

Problém nelinearity v modeli mézeme preklenit pouzitim itera¢nej metody.

Rovnako ako v [6], uvazujeme nasledovni itera¢ni schému:

1. nastavime $tartovaci bod 7% = 7/2 a 78 = 7/2 pre vietky

n € N\T,

2. riegime linedrny systém (36)—(41). Dostaneme optimélne hodnoty 32,
yB pre vietky n,

A

3. vypoditame nové 74 a 72 pouzitim (33),

4. opakujeme kroky 2 a 3, pokym nebude splnené isté kritérium presnosti.
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Ak si oznacime riefenie k-tej iterdcie ako x*) = [a®) z(®) v potom m4

optimaliza¢ny problém v maticovom tvare nasledujici tvar:

min ¢ x*+) (42)
x(k+1)
s obmedzeniami
Aineqx(k+1) S bineq7 (43)
Aeqx(“l) = b, (X(k))’ (14)
Z(k+1)7y(k+1) > 0, (45)
pricom
T J=1
A leem—1 il .
[beq(x(k))]j = (Tn,(k), Tf,(k)) ST (s) e j=2,... N —S+1,
0 J=N-S5+2 ..., N+1,

kde n = j — 1. Matice A;e, & A, zostavaji nezmenené (ako v Prilohe).

Ako kritérium na ukoncenie algoritmu sme zvolili rozdiel hodnot op-
timalnej ucelovej funkcie dvoch po sebe nasledujicich iteracii k£ a k + 1
v absoliutnej hodnote. Ak x® a x*+1 su rieSenia iteracii k a k + 1, a ak
e > 0 je fixné a malé, potom podmienka na zastavenie algoritmu ma4 tvar
lcTxF1) — ¢Tx®)| < €. V nasej implementécii sme si zvolili ¢ = 0,001. Kon-
vergenciou tohto algoritmu sa zaobera [6, kapitola 7.4].

3.4.1 Priklad

Aj k tejto casti uvedieme ilustracny priklad. Teoria je postavenéd na rozhodo-
vani sa o prerozdeleni investicii do akcii a dlhopisov v urcitych c¢asovych
obdobiach, teda nie kazdy rok. Kazdoro¢nému prerozdeleniu investicii sa
venuje Priklad 3.3.4. VyuzZijeme postup na rieSenie problému pomocou iterac-
nej metody uvedenej vyssie. Investicie sa sporitelovi zhodnocuju kazdy rok,
rozhodnutie, ¢i zaujme rizikovejSiu stratégiu alebo menej rizikov1, robi len raz
za Casové obdobie. V priklade berieme do Gvahy 40 roény horizont. Casové ob-
dobia, v ktorych sa rozhoduje o svojej stratégii, sme rozlozili postupne do 9.,
17., 23., 30. a 36. roku sporenia. Vsetky dalSie parametre pouZivame z pred-
chadzajiaceho prikladu. Investor prispieva pravidelne kazdy rok 9% zo svojej
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mzdy a prispevok sa mu rozdeli do akcii a dlhopisov podla poslednej zvolenej
stratégie, teda podla stratégie zvolenej na zac¢iatku daného ¢asového obdobia.
Prostriedky sa mu nalezite zhodnotia, hodnoty vynosov finan¢nych nastro-
jov st uvedené v Tabulke 1, strana 30. Priemerny rast miezd v jednotlivych
rokoch je ¢erpany z 9], zobrazuje ho Tabulka 3.

Obdobie 2009-10 | 2011-15 | 2016-21 | 2022-24 | 2025-50
t 1-2 37 8-13 14-16 17-40
miera rastu (1 4+ 3;) 1,07 1,071 1,065 1,060 1,050

Tabulka 3: Predpoved miery rastu mzdy na Slovensku v rokoch 2009-2050
(Zdroj: 19]).

Minimalizujeme investorove koncové riziko pomocou average value-at-risk
deviation (« = 0,05) s cielom dosiahnut na konci 40 ro¢ného horizontu
Giastku 7 jednotiek. Vysledna hodnota rizika stanovenej cielovej sumy je
3,8524. Teda s pravdepodobnostou o = 5% moze investor o¢akavat hodnotu
uspor mensiu ako 7 — 3,8524 = 3, 1476 jednotiek. Tabulka 4 udava samotné

vysledky, priemerni optimélnu stratégiu investovania.

0.rok 9.rok 18.rok 24.rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach

0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000
Stredni hodnota prostriedkov investovanych do akcii

1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredna hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov
0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021

Tabulka 4: Vysledky prikladu pouzitim redukovaného TRMM modelu.

Z tabulky ako aj na Obrazku 8 vidime, Ze podobne ako v predchadza-
jucom priklade podiel investicii do akcii s ¢asom klesi. Zabezpecuje sa tak
znizenie rizika investicii ku koncu ¢asového horizontu, ku koncu sporenia
na dochodok. Cim blizsie je sporitel k svojmu dochodku, tym viac znizuje
svoje riziko dosiahnutia cielovej ¢iastky, ktort si uréil. Preto va¢sinu investicii

prestva ku koncu ¢asového horizontu do dlhopisov.
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Obr. 8: Priemerné optiméalne vahy akcii v portféliu pri pouziti redukovaného
TRMM modelu s nelinedArnymi obmedzeniami.

Ak porovname vysledky prikladov s linearnymi aj nelinearnymi obmedze-
niami s vysledkami prace [6], ktoré uvadzame na zac¢iatku kapitoly, v§imame
si, ze vo vSetkych pripadoch pomer investicii do akcii jasne klesa s ¢asom.
Vdaka tomu klesa aj nami merané riziko, ktoré sme v modeli minimalizovali
na konci stanoveného ¢asového obdobia.
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4 Model so zabezpecCovacou stratégiou

Portfolio manazéri spravuju dobre rozlozené portfolio akcii. Casto sa vak
zamy$laju, ako sa sami zaistia vo¢i padu hodnoty portfélia pod ista hranicu.
Dnes existuje viacero stratégii, sposobov, ako ochranit hodnotu portfélia.
Vyuzivaju ich uz aj portfélio manazéri na Slovensku.

Ako uvadza |27|, stratégie zabezpecenia portfolia sa moézu tykat portfolia
zlozeného z akcii, dlhopisov, ¢i finan¢nych derivatov, hlavne opcii. Zakladnou
myslienkou tychto stratégii je kombinovat obchody tak, aby sa pri rasticom
trhu hodnota prislusného portfolia zvySovala (aj ked pomalsie ako bez up-
latnenia tejto stratégie), ale pri klesajicom trhu by stratégia mala obmedzo-
vat stratu. Zabezpecuje teda sumu, pod ktori hodnota portfolia v zvolenom
¢asovom horizonte nepoklesne. Podla sposobu rieSenia problému ¢lenime tie-

to stratégie na:

e statické stratégie — je pre ne charakteristické, ze na obdobie, po ktoré
sa ma zabezpecit istd minimalna hodnota portfolia, sa akceptuje jed-
norazové riesSenie, ktoré sa v priebehu prislusného obdobia nekoriguje.

e dynamické stratégie — ich spolo¢nou ¢rtou je rozdelenie investovanej
sumy na cast vlozent do akcif a ¢ast vlozent do dlhopisov. V priebehu
obdobia, po ktoré mé byt podla rozhodnutia investora hodnota port-
folia zabezpecend, sa pomer uvedenych dvoch zloziek portfolia podla
vyvoja trhu meni. Pri raste trhu sa zvysuje podiel vlozeny do akcii
a znizuje sa podiel dlhopisov, pri poklese trhu je to obratene.

V istom, hoci aj kratkom, ¢asovom tiseku teda moze prist k odklonu hod-
noty portfélia pozitivhym alebo negativnym smerom. V zaistovani mézeme
na zmiernenie rizika vyuzit aj poistenie. Uplatiiuje sa vSak len v pripade
poistitelnych rizik. Dalsim prostriedkom na zmiernenie rizika je hedging.
Hedging vylac¢i moznost neocakavaného zisku alebo straty. Zakladnymi né-
strojmi hedgingu st financné derivaty.

Zaistovanie portfolia dava investorovi schopnost obmedzit riziko poklesu
investicie. Takéto metddy dovoluji investorovi v ¢ase maturity ziskat urcity
podiel z jeho pociato¢ného kapitalu. Existuji viaceré stratégie na zaistenie
portfolia. Jednou z nich je constant proportion portfolio insurance (CPPI).
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4.1 CPPI

Ako je uvedené v [3|, metoda CPPI pouziva zjednoduSent stratégiu, je posta-
vené na alokovani prostriedkov v ¢ase. Riadi riziko dynamicky, patri medzi dy-
namické stratégie. Investor si ur¢i dolnd hranicu rovnti najmensej akcepto-
vatelnej hodnote portrfélia. Pod tato hranicu nesmie klesnut hodnota in-
vesticii. Potom vypocita rezervu ako nadbytok hodnoty portfélia od dolnej
hranice. Presne urc¢i hodnotu investovanu do rizikového aktiva a to vyné-
sobenim rezervy s vopred urcenym multiplikditorom. Zostavajice prostriedky

st investované do bezrizikového aktiva.

hodnot d
multiplikator oano 7 _ o 7'm = rizikova zlozka
port folia hranica

J/

~
rezerva

hodnota portfolia — rizikova zlozka = bezrizikova zlozka

Rizikové aktivum v nasich tvahéich predstavuju akcie, bezrizikové aktivum
reprezentuji dlhopisy. Dolné hranica a multiplikator st exogénnymi funkcia-
mi miery investorovho postoja k riziku. Muptiplikdtor uré¢uje mozny pokles
investicii v rizikovej zlozke pred dalsim rebalancovanim portfélia. Ak naprik-
lad investor znesie pokles hodnoty rizikovej zlozky o 20%, multiplikdtor sa
uvazuje ako prevratana hodnota tohto percenta, teda 5. Najbeznejsie sa mul-
tiplikdtory medzi 3 a 6.

Cim vyssi multiplikdtor, tym viac bude investor fazif zo vzrastu cien
akcii. Napriek tomu, ¢im vyssi multiplikdtor, tym rychlejsie bude portfolio
dosahovat spodnu hranicu, ked ceny akcii budi klesat. Ked rezerva dosiahne
nulu, investicie vloZené do akcii dosiahnu nulu tiez. Vdaka tomu hodnota
portfélia nespadne pod dolna hranicu. Spadnit moze, iba ak sa na trhu objavi
vyrazny pokles ceny aktiva skor, ako investor ma Sancu obchodovat, resp.
rebalancovat svoje portfolio.

4.2 Aplikidcia CPPI stratégie na redukovany TRMM
model - lineArne obmedzenia

Zabezpecenie tspor sa zda byt vyhodné pri sporeni na déchodok. Aj dnes
sa uz na slovenskom trhu nachadzaju fondy riadené metédou CPPI. My
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budeme taktiez uvazovat metédu CPPI a zavedieme ju v jednotlivych krokoch
do n&gho modelu. Ciel modelu zostane nezmeneny, budeme minimalizovat
riziko investicii, pricom je dana cielova o¢akévana hodnota. VSetky predpo-
klady modelu zostavaju zachované. Ulohou modelu je najst optimalnu hod-
notu spodnej hranice f, v kazdom uzle n tak, aby sme dosiahli stanovenu
kone¢n hodnotu investicii a sti¢asne minimalizovali riziko.

Na zavedenie novych pojmov do modelu potrebujeme aj nové premenné,

ktoré buda v modeli vystupovat:

m  multiplikdtor CPPI stratégie urcujici mozny pokles investicii
v rizikovej zlozke,

frn spodné hranica pre portfélio v uzle n.

Predtym ako sa stratégia aplikuje, musi investor tak ako pri redukovanom
TRMM modeli poznat ako dlho bude sporit, aka ¢ast svojho prijmu bude
pravidelne vkladat do svojich tspor. Musi si urcit aj spodnd hranicu hod-
noty portfolia, pod ktort neklesnii jeho investicie a multiplikator. Rozhoduje
sa podla informacii, ktoré ma v danom case.

Na zaciatku v ¢ase t = 0 je objem investovanych penazi do akcii rovny
yst = m(r — fo) a do dlhopisov y¥ = 7 — y'. Vyplyva to zo zakladnej
rovnice stratégie CPPI. Ak berieme do uvahy vyvoj vynosov podla stromu
scenarov, v kazdom dalsom uzle n = 1,..., N — S sa za hodnotu portfélia
povazuju investicie ohodnotené vynosmi plus prispevok 7 za dany rok. Hod-
nota spodnej hranice f, sa meni v kazdom uzle. Je dolezité, aby hodnota
spodnej hranice neklesla pod nulu, ani aby neprekrocila celkovii hodnotu
tspor v danom ¢ase. Tieto pripady oSetrime obmedzeniami (49) a (47)- tre-
tia nerovnost. Prostriedky sa v dalSom roku znovu prerozdelia medzi akcie
y2 =m(r+y’s, — f,) adlhopisy y? = 7 +y’_s, — yi'. Na konci sporenia,
v case T, sa uz len zhodnotia prostriedky v bezrizikovej a rizikovej zlozke.

Rovnice opisujlce tento vyvoj investicii v ¢ase maja tvar:

y = m(t— fo), v =T—y, (46)

yp = m(T+ Y-8y~ fo)
yP = r4+yls, —yd pre vietky n € Ny, (47)
m(T‘f’yngn_fn) < T—’_yZ*S"
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yf = 3/7?751?7 y,’f = yffsf pre vSetky n e T, (48)
Yo = 0 pre véetky neN .  (49)

Ako aj v redukovanom TRMM modeli plati podmienka na minimélnu
kone¢nt hodnotu tspor i v koncovom case:

> pm(yhl) = p. (50)

Model je zalozeny na minimalizacii rizika koncovej hodnoty portfélia, mi-
nimalizuje sa vzhladom na dolnt hranicu hodnoty portfélia a objem penazi

investovanych do akcii a dlhopisov. To znamena, 7e ucelova funkcia ma tvar

r;nfn{me (y%l)—mgx{a—éme [ygl—a}_}} . (51)

meT meT

Podobne ako v redukovanom TRMM modeli (10)-(15) prepiSeme optimali-
zalny problém (46)—(51) na linedrny optimaliza¢ny problém:

1
: T
m 1 - - méem— 52
ar’rzl}yr}f{z:p (ynl) —a+—>  pn N—l—S} (52)

meT meT

s obmedzeniami

—a+ Y'r—;l + Zm-N+58 > 0 ) Zm—N+S >0 ) pre Véetky m e T? (53)
Y palyhl) > u, (54)
meT

¥y = m(t— fo), Yo =T — Yo (55)

y;? = m(T + yffsn - fn)
yB = r4+yls, —yd pre vietky ne Ny, (56)
m(T‘f’yngn_fn) S T—’_yg*S"

yd = gyt s, y? = yB B pre vetky neT ,  (57)
Yo > 0 pre véetky neN .  (58)

Utelova funkcia aj obmedzenia problému (53)—(58) st linedrne.
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V modeli sa nam oproti redukovanému TRMM modelu zmenil pocet
premennych. Novy vektor premennych x = (a,z,y,f) ma dizku vars =
1+S42(14+N)+N—-S+1. V dosledku pridania N —S novych obmedzeni v kaz-
dom nekoncovom uzle je matica A;,., zloZitejsia oproti redukovanému TRMM
modelu bez pouzitia CPPI stratégie. Taro matica je typu (14 N) X vars a je
to riedka matica s (2+2%2)S +3% (N —S) nenulovymi prvkami. Matica A.,
je tiez riedka s 2(IN + 2 % (N — S) 4+ 2) nenulovymi prvkami a mé rozmery
2% (1+ N) xvars.

Ked porovname pocet premennych v redukovanom modeli s modelom
s CPPI stratégiou, v druhom pripade sa pocet premennych zvacsil. Vektor x
sme zvacsili o N—S prvkov. Rozmery matice A;,., sa taktiez zvacsili o (N —5)
riadkov a zvidsil sa aj po¢et nenulovych prvkov o 3% (N —S). Pocet riadkov
matice A., sa zdvojnésobil a pocet prvkov sa zvicsil o 2N — 45 + 2.

4.2.1 Priklad

Podobne ako v Kapitole 3.3.4 uvedieme ilustra¢ny priklad implementéacie
uvedenej stratégie. Budeme vychadzat zo stratégie CPPI aplikovanej na re-
dukovany TRMM model, t.j. zo systému (52)—(58). Na rieSenie opit pouzi-
jeme MATLABovsku funkciu linprog. Parametre pouzijeme bezo zmeny,
pribudntt nam v8ak nové. Budeme predpokladat 5 ro¢ny horizont investo-
vania. Investor bude ro¢ne prerozdelovat prostriedky, ktoré bude nésledne
investovat do akcii a dlhopisov. Na zaciatku kazdého roka mu k investiciam
pribudne pravidelny ro¢ny prispevok 9%. Jeho ucelova funkcia bude funkcia
rizika reprezentovand average value-at-risk deviation s parametrom o = 0, 05.
Budeme opéat minimalizovat riziko za predpokladu o¢akavanej koncovej hod-
noty portfolia vo vyske 0,46 jednotiek. Parametre pre vynos akcii a dlhopisov
ponechame z Tabulky 1. Aj v tomto priklade uvazujeme priemerny rast miezd
B = 0,071 ako je uvedené v [9]. V modeli dalej vystupuje multiplikator, ktory
odzrkadTuje investorov postoj k riziku. Ked'ze hodnoty multiplikdtora v praxi
sa pohybuji medzi 3 a 6, zvolili sme si priemerne rizikovo averzného investora
s multiplikdtorom m = 4.

Vo vysledkoch nas v tomto priklade bude zaujimat aj hodnota spodnej
hranice portfolia, ktori sme podobne ako vihy a vyslednu sumu spocitali ako
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stredni hodnotu spodnej hranice v danej ¢asovej trovni:

ft: Z pnfn7

n:g(n)=t
pre vetky ¢ € {0,...,T — 1}. Vysledky opét prepocitame na vahy ak-
cii a dlhopisov za jednotlivé roky, aby boli lepsie ¢itateIné. V Tabulke 5
sa nachadzaju vystupy nasSej optimalizac¢nej tlohy. Novy udaj v tabulke,
stredn& hodnota spodnej hranice portfolia, udava spodni hranicu, pod ktora
neklesna investicie sporitela do rizikovej ¢asti, do akcii, na zac¢iatku daného
roka. Hodnota spodnej hranice je vlastne hladani optimalna stratégia in-
vestora pri investovani v danom c¢asovom horizonte do akcii a dlhopisov.
Podla nej a multiplikitora urcujuceho investorov postoj k riziku si sporitel
zvoli objem pehazi investovanych do jednotlivych néstrojov. Toto je teda
priemernd optimélna stratégia investora sporiaceho 5 rokov v dlhopisoch
a akciach, ktory minimalizuje koncové riziko svojich tspor za ti¢elom dosiah-
nutia vopred stanovenej sumy 0,46 jednotiek. Investor zaroven pravidelne
— kazdoro¢ne — prerozdeluje svoje ziskané prostriedky a pravidelné roc¢né

prispevky.
0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach
0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredni hodnota prostriedkov investovanych do akcii
1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredna hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov
0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Stredna hodnota spodnej hranice portfélia

0,0675 0,1454 0,2336 0,3218 0,4102

Tabulka 5: Vysledky prikladu pouzitim CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovany TRMM model (m = 4).

Vysledna hodnota tcelovej funkcie, minimalizovaného koncového rizika
nasporenej ¢iastky, je rovna 0,0568. S pravdepodobnostou 5% bude investo-
rova koncova suma mensia ako 0,46 — 0,0568 = 0,4032 jednotiek.
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Obr. 9: Priemerné optimalne vahy akcii pri pouziti CPPI stratégie na reduko-
vany TRMM model.

Na Obrazku 9 sledujeme znizovanie vahy akcii v Case, znizovanie rizika
ku koncu ¢asového horizontu. Podobne ako vysledky v tabulke aj obrazky
pre obe stratégie su zhodné.

Zaujimavé je porovnanie vysledkov pri zmene investorovho postoja k ri-
ziku, pri zmene multiplikdtora. Dany priklad bol uvazovany s multiplikato-
rom rovhym 4. Pri jeho obmene v beznom rozsahu 3-6 sa stredné hodnoty
prostriedkov investovanych do akcii a dlhopisov nemenia, meni sa len spodné
hranica portfélia. Tato sa meni v dosledku zachovania optimalneho rieSenia
modelu a zakladnych vztahov stratégie CPPI (46) a (47) tak, aby hodnota os-
tatnych premennych zostala zachovana. Uvedme napriklad strednt hodnotu
spodnej hranice portfolia investora s multiplikitorom m = 6. Pri porovnani
Tabulky 5 a Tabulky 6 vidime, Ze s rasticim multiplikitorom stredné hod-
nota spodnej hranice portfolia rastie. Nemeni sa ani hodnota tcelovej funkcie,
hodnota rizika merand pomocou average value-at-risk deviation. Hodnota
rizika pre priklad s multiplikAitorom m = 6 je rovna 0,0568.

Na Obrazku 10 st zakreslené percentudlne podiely obidvoch strednych
hodnot spodnej hranice v pomere k priemernej vyslednej sume v dlhopisoch
a akciach s multiplikdtorom m =4 a m = 6.

4.3 Zhrnutie vysledkov - linedArne obmedzenia

Porovnanim vysledkov tucelovych funkcii z prikladu redukovaného TRMM
modelu (Priklad 3.3.4, strana 29) a hodnoty ucelovej funkcie prikladu s im-
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0.rok 1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach

0,0900 0,1821 0,2751 0,3674 0,4591 0,4600
Stredna hodnota prostriedkov investovanych do akcii
1,0000 0,7870 0,5629 0,4474 0,3705

Stredni hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov
0,0000 0,2130 0,4371 0,5526 0,6295

Stredna hodnota spodnej hranice portfélia

0,0750 0,1577 0,2474 0,3370 0,4265

Tabulka 6: Vysledky prikladu pouzitim CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovany TRMM model (m = 6).
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Obr. 10: Percentudlny podiel strednej hodnoty spodnej hranice portfélia
s multiplikdtorom m = 4 a m = 6 v pomere k priemernej dosiahnutej sume.

plementaciou CPPI stratégie, dalej porovnanim Tabulky 2 (strana 32) a Ta-
bulky 5 resp. 6 vidime, Ze vysledky tlohy s pouzitim CPPI stratégie a bez nej
st zhodné, optiméalne rieSenia oboch stratégii sa rovnajiu. Ak sa pozrieme
na prerozdelenie prostriedkov v Tubovolnom nekoncovom uzle redukovaného
TRMM modelu, nezavisi toto rozdelenie od Ziadnej pevne danej konStanty.
V systéme aplikacie CPPI na redukovany TRMM model mame v8ak pevne
dany multiplikdtor, ktory urcuje investorov postoj k riziku. Tento moze byt
pre dvoch investorov rozdielny a ovplyviiuje prerozdelenie investicii. V zak-
ladnom principe CPPI stratégie plati, Zze ¢im je multiplikdtor vac¢si, tym sa
investuje viac prostriedkov do akcii. Vaha prostriedkov investovanych do ak-
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cif vSak zavisi aj od spodnej hranice hodnoty portfélia. Tato sa v nasich
vysledkoch optimalizicie meni prave v zavislosti od velkosti multiplikatora,
aby zostali zachované vahy prerozdelovanych prostriedkov. Z toho dévodu
nam pri zadani réznych multiplikdtorov vysli zhodné pomery investicii rozde-
lenych do akcii a do dlhopisov a rozdielne spodné hranice hodnoty portfélia.
Jednoducho povedané, spodna hranica sa v optimalizacnej tilohe dopocitala
v zavislosti od velkosti multiplikdtora - investorovho postoja k riziku.

Rozne vysledky redukovaného TRMM modelu a aplikicie CPPI na tento
model by mohli nastat, keby sme neuvazovali investovanie do akcii ako celku.
Keby sme napr. optimalizovali tilohu pre investovanie do troch akcii a dl-
hopisov. Jednotlivé akcie by mali rozliéné vynosy (rozdielne stredné hod-
noty vynosov a rozdielne volatility). Stratégia CPPI nam presne uréi, kolko
prostriedkov investovat do rizikovej a bezrizikovej zlozky, neur¢uje nam vsak,
kolko prostriedkov v rizikovej zlozke dat do konkrétnej akcie, napr. pri moz-
nosti investovat do troch akcii. Potom by v nasich priemernych optimalnych
stratégiach vystupovali hodnoty investované do jednotlivych akcii, ktoré by
boli v redukovanom TRMM modeli a v modeli s CPPI stratégiou odlisné,
ale ich sucet by bol zhodny. Vysledkom by bola rovnakd dosiahnutad suma
s rozdielnym prerozdelenim investicii.

7 vysledkov prikladov pozorujeme, 7e vaha prostriedkov investovanych
do akcii s ¢asom klesd, rastie vaha prostriedkov investovanych do dlhopisov.
7 toho vyplyva, ze klesa riziko naSich tspor ku koncu sledovaného ¢asového
obdobia.

4.4 Aplikiacia CPPI stratégie na redukovany TRMM
model - nelinearne obmedzenia

Podobne ako pri redukovanom TRMM modeli aj pri aplikacii CPPI stratégie
nam nelinearne obmedzenia zmensia pocet premennych, dlzku vektora pre-
mennych. Budeme uvazovat, Ze investor zvaZzuje a prerozdeluje svoje investi-
cie vrokoch 0 =ty <t; < ... <t, <T, kde 0,1,...w reprezentuji ¢asovi
aroven nekoncovych uzlov, ¢o je znazornené na Obrazku 7, strana 34. Oz-
nacme I, =ty — tp_1 dlzku periody [tp_1,t], & € {1,...,w + 1}. Pravidelné
prispevky 7 investor vklad4 kazdoroc¢ne a spolu s tsporami s [;-krat zhod-
nocované za prislugné obdobie, periodu [t;_1,%;]. Vahy investicii v akciach
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a dlhopisoch sa urcuji v Case tp_; a zostavaju pocas periddy nezmenené.

Podobne pomer prispevkov 7, = [r4, 7P] zostava nezmeneny pocas periody

ni»n

[te(n)s te(n)+1)- Jednotlivé hodnoty uréime nasledovne:

A A B B
LT TR R T (59)
T vl T vl

711 = 7 pre vietky n € N\7 . Vynosy akcif a dlhopisov sa spravaju ako
v predchadzajucich pripadoch. Na redukovany TRMM model s nelinedrnym
obmedzenim (35)—(41) aplikujeme stratégiu CPPIL. Cely systém aplikacie
CPPI stratégie na redukovany TRMM model s jednym nelinedrnym obme-

dzenim bude mat potom tvar:

I;lltp{zpm (yh1) —mgx{a—éme [yﬁl—a}_}} (60)

meT meT

> onlynl) = p, (61)

meT
y{1]4 = m(T - f0)7 yOB =T~ yE)4 ) (62)
A A B B
Tn - Yn Tn - Yn -
== =T pre vietky n € N\7, (63)
v = m(r+yl s, — f)
yB = 14+yTs, -yl pre vetky ne Ny, (64)

m(T—i_yZ;—sn - fn) S T+Y§—Sn
yd = gyt s y? = yB B pre vetky ne7T ,  (65)
Yo > 0 pre véetky neN .  (66)

To, Ze je problém nelinedrny, vyrieSime pouzitim itera¢nej metody rov-
nako ako v pripade nelinedrneho obmedzenia redukovaného TRMM modelu.
Postup je popisany na strane 36.
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4.4.1 Priklad

K aplikacii CPPI stratégie na redukovany TRMM model s nelinedrnymi
obmedzeniami uvedieme ilustra¢ny priklad. Ako vzor prikladu nam poslazi
sporitel, ktory méa do dochodku 40 rokov. Tento sporitel si prispieva pravidel-
nymi prispevkami 9% zo svojej mzdy kazdoroéne do sporenia, ale nepre-
rozdeluje svoje investicie kazdy rok, ale len na zaciatku sporenia, a potom
v 9., 17, 23., 30. a 36. roku sporenia. Svoje investicie zhodnocuje ro¢ne spolu
s dalsimi novymi prispevkami, prispevky prerozdeluje podla stratégie zvole-
nej na zaciatku daného ¢asového obdobia. Vynosy akcii a dlhopisov uvadza
Tabulka 1, strana 30. Priemerny rast miezd v jednotlivych rokoch je ¢erpany
z 9], uvedeny je v Tabulke 3, strana 38. Ako v predchadzajucich prikladoch
minimalizujeme koncové riziko investicii pomocou average value-at-risk de-
viation (o = 0,05) s ciefom dosiahnuf kone¢ni o¢akévant hodnotu uspor
7 jednotiek. Uvazujeme priemerne rizikovo averzného investora s multiplika-
torom m = 4.

Vysledna hodnota rizika merand pomocou average value-at-risk devia-
tion je 3,8524, ¢o predstavuje, Ze sporitel s 5% pravdepodobnostou dosiahne
0 40 rokov koncovu ¢astku 7 — 3,8524 = 3, 1476 jednotiek. V Tabulke 7 st

0.rok 9.rok 18.rok 24 .rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach
0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000

Stredna hodnota prostriedkov investovanych do akcii
1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredni hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov
0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021
Stredni hodnota spodnej hranice portfélia

0,0675  0,7815  1,7360  2,6320  3,7024  4,9767

Tabulka 7: Vysledky prikladu pouzitim CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovany TRMM model s nelinedrnymi obmedzeniami (m = 4).

zhrnuté vysledky prikladu. Priemerna hodnota optimélnych sratégii, kolko
penazi mé sporitel na dochodok investovat do akcii a kolko do dlhopisov,
je oznacend ako stredna hodnota prostriedkov investovanych do akcii resp.
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dlhopisov. Podobne ako na Obrazku 11 si moézeme v§imnut, Ze uspory investo-
vané do akcii s ¢asom klesaju, riziko investovania klesd ku koncu ¢asového

horizontu, pocas ktorého sme sporili.

vahy akcii

0 10 20 30 40
rok

Obr. 11: Priemerné optiméalne vahy akcii v portfoliu pri pouziti redukovaného
TRMM modelu s nelinedrnymi obmedzeniami.

Ako v predchadzajucom priklade porovnajme teraz, ¢o sa zmeni pri zmene
investorovho postoja k riziku. Zmehme priemerne rizikovo averzného in-
vestora (s multiplikitorom m = 4) na investora rizikovo averzného - s mul-
tiplikditorom m = 6. VSetky ostatné predpoklady a parametre zostavaji
nezmenené. Pri pohTade na Tabulky 7 a 8 vidime, Ze priemerna optimalna

0.rok 9.rok 18.rok 24.rok 30.rok 36.rok 40.rok
Vysledna suma v dlhopisoch a akciach

0,0900 0,9855 2,1506 3,2296 4,5309 6,1130 7,0000
Stredni hodnota prostriedkov investovanych do akcii

1,0000 0,7790 0,6547 0,5752 0,5228 0,4979

Stredni hodnota prostriedkov investovanych do dlhopisov

0,0000 0,2210 0,3453 0,4248 0,4772 0,5021
Stredni hodnota spodnej hranice portfélia

0,0750 0,8495 1,8742 2,8312 3,9785 5,3554

Tabulka 8: Vysledky prikladu pouzitim CPPI stratégie aplikovanej na re-
dukovany TRMM model s nelinedrnymi obmedzeniami (m = 4).

stratégia investora sa nezmenila, nezmenila sa ani vyslednd suma dosiah-
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nuté v dlhopisoch a akciach. Aj hodnota ucelovej funkcie zostala nezmenené,
riziko mé hodnotu 3, 8524. Jediné sledovana premennd stredna hodnota spod-
nej hranice portfélia zmenila svoju hodnotu. Tato hodnota sa zmenila tak,
aby zostala zachovana priemernd vysledna suma v dlhopisoch a akciach, op-

timéalne rieSenie modelu.

4.5 Zhrnutie vysledkov - nelinedrne obmedzenia

Podobne ako pri porovnévani vysledkov z prikladu redukovaného TRMM mo-
delu a prikladu s implementaciou CPPI stratégie s linedrnymi obmedzeniami,
aj pri nelinedrnych obmedzeniach sledujeme zhodu v hodnote ucelovej funkcie
z prikladu redukovaného TRMM modelu (Priklad 3.4.1, strana 37) a prikladu
s implementéaciou CPPI stratégie. Zhodu vidime aj pri porovnani priemerne;j
optimélnej stratégie investora - hodnotu strednej hodnoty prostriedkov in-
vestovanych do akcii a dlhopisov z Tabulky 4 (strana 38) a Tabulky 7 resp. 8.
Touto zhodou sme overili, ze vysledky jednotlivych prikladov si optimalne.
Pri vysledkoch CPPI stratégie moézeme vidiet, ze pri zmene multiplikitora sa
meni aj spodné hranica hodnoty portfolia. Tato sa meni v zavislosti od mul-
tiplikatora tak, aby zostali zachované vahy prostriedkov investované do akcii
a do dlhopisov. Preto st aj vysledky oboch prikladov rovnaké, lebo spodna
hranica portfolia sa prisposobila velkosti multiplikdtora tak, aby vaha in-
vesticii v akciach a dlhopisoch bola optimalna.

Opét mozno uviest, Ze pri uvazovani investovania do viacerych druhov
akcii, stratégia CPPI nevymedzuje, kolko penazi investovat do ktorych akcii.
Stratégia presne urcuje objem penazi investovany do akcii ako celku, nie
do jednotlivych zloziek. A preto by sme rovnaky obnos tspor mohli dosiahnut
rozdielnym prerozdelenim investicii.

Dalsim vysledkom je, Ze pomer uspor investovanych do akcii v ¢ase klesa
a rastie pomer Uspor investovanych do dlhopisov. Teda klesa hodnota pros-
triedkov investovanych do rizikovych zloziek a rastie objem prostriedkov pre-
sunutych do zloziek bezrizikovych.
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Zaver

V préci st uvedené modely venujice sa optimélnemu vyberu portfolia do-
chodkového sporenia. Zaoberali sme sa redukovanym TRMM modelom (Ter-
minal Risk Minimizing Model) a aplikiciou zabezpecovace] stratégie CPPI
(Constant Proportion Portfolio Insurance) na tento model.

Redukovany TRMM model je obmenou poévodného TRMM modelu (z pra-
ce [6]), ktory uvazuje investovanie do troch typov dochodkovych fondov. Uz
v spominanej praci bol smerodajny pomer prostriedkov investovanych do ak-
cii a do dlhopisov. O tento poznatok sa opierame a celd praca uvazuje investo-
vanie do akcii a dlhopisov samostatne. Redukovany TRMM model mé tymto
zniZzeny pocet premennych, ¢o umoznuje jednoduchsiu technicki manipuléaciu
s nastrojom. Vyuzitim zakladnych pravidiel zabezpecovacej stratégie CPPI
sme tuto aplikovali na redukovany TRMM model, a tym sme rozsirili vyuzi-
telnost modelu.

Z vysledkov jednotlivych prikladov vidime, Ze hodnota investicii vloZzenych
do akcii s rastticim ¢asom klesa. Deje sa to vo vSetkych prikladoch bez ohl'adu
na dlzku ¢asového horizontu. Je to vysledok, ktory sme ocakavali, vzhladom
na to, ze vicsie mnozstvo pehazi je viac citlivé na vykyvy na finanénom
trhu, na zmenu vynosov akcii (v nagich prikladoch). Sporitelia by teda mali
znizovat riziko svojich investicii s bliziacim sa odchodom do déchodku, a to
umiestnenim vicsej Casti svojich tspor do dlhopisov, resp. menej rizikovych
nastrojov finan¢ného trhu.

Dalej sa vo vysledkoch prikladov redukovaného TRMM modelu a imple-
mentacie CPPI stratégie ukazalo, Ze optimalne rieSenia obidvoch stratégii st
zhodné. Hoci stratégia CPPI umoznuje urcit si multiplikator, investorov pos-
toj k riziku, ktory moze byt pre dvoch investorov rozdielny, v modeli uvazu-
jeme pohyblivi spodnt hranicu. A tato sa meni prave v zavislosti od velkosti
multiplikatora tak, aby zostala zachovana optimalna hodnota vah prerozde-
lenych investicii.

Rozdielne vysledky prerozdelenia investicii by sme mohli dostat pri uvazo-
vani investovania do viacerych druhov akcii. Stratégia CPPI urcuje vahu
prostriedkov investovanych do rizikovej zlozky, akcii ako celku, neurcuje pomer
medzi jednotlivymi druhmi akeii. Pri uvazovani viacerych by nam mohla vyjst

rovnaka koncova hodnota tspor pri redukovanom TRMM modeli a stratégii

23



CPPI aplikovanej na tento model, ale zaroven by sa nerovnal pomer jed-
notlivych druhov akcii v priemernej optiméalnej stratégii.
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Priloha

Matice Ajpeq a Aeq z redukovaného TRMM modelu maji nasledovny tvar:
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