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Abstrakt

Ciel'om diplomovej préace je ndjst’ efektivne met6dy kalibra-
cie jednofaktorovych modelov drokovych mier. V pripade
redlnej pravdepodobnostnej miery sa na zaklade simula-
cif zaoberdme problematikou korekcie maximélne vierohod-
nych odhadov parametrov tychto modelov. S vyuZitim
analytickej aproximdcie cien dlhopisov sa snaZime nakalib-
rovat’ rizikovo neutrdlne parametre modelu a odhadnat’
trhova cenu rizika. Vysledky kalibracii testujeme na reél-
nych datach slovenského a eurdpskeho penazného trhu
porovnanim s kalibraciou z dostupnej literattry.
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Uvod

Modelovanie tirokovych mier sa stalo uz takmer neoddelitel nou sti¢cast’'ou finanénych
trhov. Jednou z oblasti, ktorti pokroky v modelovani tirokov vyrazne ovplyvnili st
derivatové trhy, v stcasnosti ptitajlice na seba zvySent pozornost’ najma pre globdlnu
finanént krizu, ktorej vznik je ddvany do stavisu prave so zlozitymi derivatovymi kont-
raktmi. V celom kontexte derivatov predstavuju tirokové miery aktsi fundamentalnu
informéciu, ktord spolu s d’alsimi faktormi vstupuje do vzorca pre ich korektné ocerio-
vanie. S postupnym rozmachom derivatov tak vznikol dopyt po ¢o najpresnejSom
modelovani a ndslednom predpovedani vyvoja trokovych mier.

Derivéatové kontrakty moZno rozdelit' do dvoch skupin v zdvislosti od toho, ¢i st
ich ceny vyznamne zdvislé na vyvoji niektorej z tirokovych mier. Existuja totiZ de-
rivéty, ktorych cena je sice funkciou tiroku, avsak jej citlivost’' na jeho zmenu je zaned-
batel'nd v porovnani s citlivost'ou na zvysné parametre. Do tejto skupiny patria najma
akciové a menové derivaty, vyznacujice sa tym, Ze hodnota troku vstupujiaceho do
vzorca pre ich cenu sa povaZuje za deterministicktl (konstantnd). My sa budeme za-
oberat’ druhou skupinou tzv. derivatmi trokovych mier, ktoré st charakteristické tym,
Ze uvazuju stochasticky vyvoj svojho podkladového aktiva — troku. Zakladnym de-
rivatom trokovej miery je diskontny dlhopis. Od neho sa odvadzaja zlozitejSie kont-
rakty ako st swapy, capy, floory, ale aj opcie a forwardy na dlhopisy a mnohé iné.

Matematickd tedria, pomocou ktorej je mozné tieto derivaty ocenit’, je pomerne
komplikovana a Castokrat vyZaduje rieSenie t'azkych diferencidlnych rovnic popisu-
jucich napriklad vyvoj kratkodobej trokovej miery alebo priamo cenu dlhopisu. V
kontexte existujiceho vyskumu v oblasti kalibrovania modelov kratkodobej tirokovej
miery sme si ako prvy ciel’ tejto prace stanovili otestovat’ kvalitu aproximativneho
vzorca pre cenu dlhopisu vyjadreného pri rizikovo neutrdlnej miere. Jeho vyznam
spociva v moznosti vyhnut' sa rieSeniu zloZitej, vo vSeobecnosti analyticky nerieSitel'nej
parcidlnej diferencidlnej rovnice.

V nasom pripade vyuZijeme toto priblizné rieSenie pri kalibracii rizikovo neutrdl-
nych parametrov short rate modelov. Na druhej strane vSak vystupuje redlna pravde-
podobnostna miera, pri ktorej je kalibrovany model popisany mierne odliSnymi para-
metrami. Na kalibraciu tychto parametrov existuje viacero pristupov. Nas bude zau-
jimat’ metéda maximaélnej vierohodnosti, ktorej vystupom st ¢asto znacne vychylené
odhady. Toto vychylenie sa poktsime zmensit/, pricom ndm efektivne posltiZia simulé-
cie. Po ziskani, resp. korekcii parametrov z obidvoch casti nakoniec odhadneme
posledny parameter — trhov cenu rizika.

Préca je rozdelend na pit’ kapitol. V prvych dvoch sa venujeme teérii modelova-
nia a prezentdcii zdkladnych modelov. V tretej kapitole popisujeme zdkladné met6dy
kalibracie jednofaktorovych modelov, pricom okrem existujtcich metéd prezentujeme
aj relativne novy priblizny vzorec pre ceny dlhopisov. V t'aZiskovej Stvrtej kapitole sa
zaoberame korekciou a vylepSenim metdd z tretej kapitoly, ktoré testujeme na simulo-
vanych datach. V poslednej kapitole tieto metédy otestujeme na redlnych datach a
porovname nase vysledky s existujticou kalibraciou v dostupnej literattre.
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Kapitola 1

Teoretické zaklady modelovania
urokovych mier

1.1 Tedria trokovych mier

Urok ako pojem vzt'ahujuci sa k danému finanénému aktivu vo veobecnosti vyjadruje
odmenu drzZitel'a tohto aktiva za jeho neskorsiu (odloZenti) spotrebu. Medzi takéto
aktiva patria napriklad vklady v bankach na beznych, prip. terminovanych tctoch,
uvery (z pohl'adu ich poskytovatel'a) ale aj Statne dlhopisy ¢i akcie. VSetky uvedené
finanéné nastroje maja potencidl priniest’ ich drZitel'ovi vynos vo forme troku. Pri
vkladoch a dlhopisoch je tento vynos pevne stanoveny, v pripade akcie je jeho vyska
neistd a moze byt dokonca zaporna.

1.1.1 Casova $truktira trokovych mier

Aby sme vedeli presne kvantifikovat’ trok, budeme uvaZzovat’ tzv. diskontny dlhopis.
Je to aktivum, ktoré jeho drZitel'ovi zarucuje vyplatenie hodnoty jednej periaznej jed-
notky (napr. 1$) vo vopred stanovenom case expiracie 7. Privlastok diskontny zna-
mend, Ze sa pomocou neho daji diskontovat’ (prevddzat’ na sti¢asnost’) budtce penaz-
né hodnoty. PouZitim symboliky z [1] vypocitame stcasnt hodnotu takéhoto dlhopisu
podl'a vzorca

P(Ty, T) = e DT, (1.1)

pricom hodnotou 7j vyjadrujeme stcasnost’. Nas bude v tomto vyjadreni zaujimat’
hodnota R(Ty,T’) — trokova miera na dobu 7" — Tj. Td je mozné analogicky vyjadrit’
ako funkciu ceny diskontného dlhopisu:

R(Ty,T) = In P(Ty,T). (1.2)

T-T,

Jednotlivé hodnoty R(Ty, T') vytvaraju tzv. casovii struktiiru tirokovijch mier, ¢o je vlastne
funkénd zavislost’ tirokovych mier od maturit prislusnych diskontnych dlhopisov.



Pod hodnotou R(7),T) mame na mysli tzv. spojity arok, ktory sa vsak (pozri [1]) od
beZne pouzivaného diskrétneho troku lisi len v druhom rade, pretoZe medzi spojitym
trokom 7, a diskrétnym ro¢nym trokom 4 plati pre obdobie tirocenia ¢ rokov rovnost’

et =(1+ry), apreto r.=1In(l+ry) ~r,.

BRIBOR, 6.mé] 2008 EURIBOR, 30. m4j 2008
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Obrazok 1.1: Medzibankové "offered" sadzby Bribor a Euribor — m4j 2008.

1.1.2 Kratkodoba urokova miera

Uvazujme zaciatok krivky trokovych mier, pricom sticasnost’ ozna¢ime ¢asom ¢. V
salade s definiciou (1.2) potom pod kratkodobou trokovou mierou budeme rozumiet’
limitu

_ In P(t,t + At)
= lim —
At—0 At
Ked'ze P(t,t) = 1, s pouzitim definicie derivacie vzhl'adom na druht premennd funkcie
R(t,T) (expiraény ¢as) dostdvame vzt'ah pre r(t) v kompaktnom tvare:

r(t) = Al;ltr_r}o R(t,t + At) : (1.3)

L InP(t,t +At)—InP(t,t) 0
rit) = fim, - A = o P

T=t

Z hl'adiska teérie trokovych mier je krdtkodoba tirokova miera totoznd s tzv. okamZi-
tou forwardovou urokovou mierou platnou v sicasnosti.! Ta je totiZ pre vietky T' > ¢
definovand vzt'ahom

f(t,T) = —%lnP(zﬁ,T) : (1.4)

=T
z ktorého je okamzite vidiet’ savis r(t) s f(¢,7). Je teda zrejmé, Ze

R<t7 t) = T(t) = f(t,t),

¢o znamend, Ze pociatky kriviek R(¢,T) a f(t,T) splyvaja.

1Forwardovy arok F(t,Ty,Ts), To > T1 > tje trok dohodnuty v ¢ase ¢, platny v ¢ase medzi T} a T».
Limitnym prechodom 7 — T5 je mozné definovat’ okamzitt forwardovt drokovi mieru.



1.2 Tedria stochastickych procesov

Pri modelovani trokovych mier zohrdava vyznamnu tlohu ndhodnost’ alebo neistota.
Matematickymi objektami, pomocou ktorych vieme ttto neistotu implementovat’ do
modelov, st prave tzv. stochastické (ndhodné) procesy. V nasledujticej Casti sa preto
zameriame nielen na ich zdkladné vlastnosti, ale v skratke uvedieme aj niektoré pri-
klady ich pouZitia.

1.2.1 Brownov pohyb. Itéova lema

Pod jednorozmernym stochastickym procesom s hodnotami v R budeme rozumiet’
subor nahodnych premennych

X ={X;:0<t< oo}

definovany na spolo¢nom pravdepodobnostnom priestore (2, F, P), kde F symbo-
lizuje o-algebru meratelnych mnozin a P pravdepodobnostnt mieru na Q. Casovy
index t prebieha kladnt ¢ast’ redlnej osi, ¢o znamend, Ze proces X obsahuje celé konti-
nuum ndhodnych premennych. Inymi slovami, pre kazdé w € Q2 existuje redlna funk-
cia

t — Xi(w);0 <t < o0,

ktort nazyvame trajektéria X priradena w.
Centrélne postavenie medzi stochastickymi procesmi mé tzv. standardny Brownov
pohyb, nazyvany aj Wienerov proces. Definujeme ho podl'a [2] nasledovne:

Definicia 1.1. Stochasticky proces {W(t),0 <t < T'} s vlastnost ami:
() W(0) =0,
(ii) zobrazeniet — W (t) je s pravdepodobnost ou 1 spojitd funkcia na [0, 7],

(iii) prirastky W (t1) — W (to), W (te) — W(t1),..., W (ty) — W(tgs1) su nezdvislé pre kazdé
kaprevsetky 0 <ty <t; <,...,<t <T,

(iv) W(t) —W(s) ~ N(0,t —s) prekazdé 0 < s <t <T
sa nazyva jednorozmerny Standardniyy Brownov pohyb.

Z definicie vyplyva, Ze pre $tandardny Brownov pohyb plati W (t) ~ N(0,). Dalsi
doélezity proces odvodeny od Brownovho pohybu je tzv. Itéov proces, ktorého definicia
predpokladd zavedenie tzv. Itéovho integralu (pozri [1]).

Definicia 1.2 (Itéov proces). Nech W(t) je standardny Brownov pohyb na (2, F, P). Potom
jednorozmerny Itéov proces definujeme vzt'ahom

Xi(w) :Xo—i—/o ,u(s,w)ds—k/o o(s,w)dWi(w), (1.5
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resp. v tzv. diferencidlnom tvare
dX(w) = p(t,w)dt + o(t,w)dWi(w). (1.6)

V d'alSom budeme symbol w zvycajne vynechdvat. Podl'a zauZivanej terminolégie
funkcie p(t,w) a o(t, w) volame drift, resp. volatilita stochastického procesu (1.6), pricom
drift predstavuje jeho deterministicki a volatilita stochastickti (ndhodnu) cast’. Ak
umoznime, aby drift aj volatilita zdviseli od X (¢), pricom za X (t¢) dosadime kratko-
dobt drokovi mieru 7(t), dostaneme vSeobecné vyjadrenie short rate modelov (mo-
delov kratkodobej tirokovej miery):

dr(t) = p(r(t), H)dt + o (r(t), )dW (). (1.7)

Posledny pojem ktory zavedieme v stivislosti so stochastickymi procesmi je Itéova
lema. Pomocou nej budeme vediet’ korektne manipulovat’ so stochastickymi funk-
ciami a procesmi, ktoré pri diferencovani vykazuja mierne odliSnosti v porovnani s
deterministickym svetom. Jej formulécia je podl'a [1] nasledovna:

Lema 1.3 (Itéova lema). Nech X;(w) je Itéov proces
dX;(w) = p(t,w)dt + o(t,w)dWi(w),
anech g(t,x) € C*(|0, 0] x R). Potom
Yi(w) = g(t, Xi(w))
je tiez Itéov proces a plati

Oy dg 10%¢g 9

Clen druhého radu, ktory sa v pripade deterministickych funkcii pri diferencovani
nevyskytuje, je dosledkom nenulovej kvadratickej varidcie stochastickych funkcii. Nu-
lova kvadraticka varidcia totiz hovori o nie vel'kej rijchlosti zmien funkénych hodnét na
danom intervale. Stochastické funkcie menia podl'a [1] svoje funkéné hodnoty prilis
rijchlo, ¢oho dosledkom je, Ze pre diferencidl ¢asu a Brownovho pohybu plati limitna
formulka:

(th)2 ~ dt

PouZzitie Itbovej lemy sa d4 jednoducho demonstrovat’ pri vypocte prvého diferencidlu
funkcie ceny dlhopisu P(r(t),t,T). Proces r(t) je, ako neskodr uvedieme, stochastického
charakteru, preto jeho prispevok k diferencidlu d P bude obsahovat' aj vyraz pri (dW;)?,
ktory je ekvivalentny s ¢lenmi prvého rddu:

oPrP oP 19°P
dP(r(t),t,T) = Wdt + Edr(t) + §W02(7*(t), t)dt
oP oP
= Edt + E[,u(r(t), t)dt + o(r(t), t)dW(t)]
19°P 9
+§WU (T(t), t)dt.



1.3 Rizikovo neutrialna verzus redlna miera

Hoci je problematika tzv. rizikovo neutrdlnej a redlnej pravdepodobnostnej miery
pomerne ndro¢nd, tvori neoddelitelnti stcast’ vedomosti, ktoré st potrebné pri pra-
ci s modelmi trokovych mier a oceriovani ich derivatov. V tejto savislosti definujeme
pojmy ako podmienend strednd hodnota alebo martingal, ktoré nam neskoér pomozu
pri pochopenti principu zmeny miery.

1.3.1 Podmienena stredna hodnota

Podmienend strednd hodnota sa d4 definovat’ viacerymi sposobmi. Pre nase potreby
ju zavedieme ako ndhodnt premennt podmienent danou o-algebrou, na ktorej bude
existovat’. ZauZivant symboliku preberdme opét’ z [1].

Definicia 1.4. Nech (92, F, P) je pravdepodobnostnyj priestor, X : Q@ — R ndhodnd premennd
s E(|X]) < co. Nech H C F je o-algebra. Podmienend strednd hodnota E(X|H) je ndhodnd
premennd s nasledujiicimi vlastnost’ ami:

(i) E(X|H) je H-meratel'nd,
(ii) [, E(X|H)dP = [, XdP VH eH

Uvedena definicia vyjadruje dve dolezité vlastnosti. £(X|H) ako ndhodna premenna
je len H-meratel'nd, teda nie je takd "bohatd" ako X, presnejsie, existuje len na "menej
bohatej" o-algebre H obsahujicej menej podmnoZin €2 ako F. Druhd vlastnost’ hovori,
Ze na mnozinadch H € H vie E(X|H) odmerat’ (preto H-meratelnost’) strednd hodnotu
rovnako ako povodnd ndhodnda premennd X.

Existencia a jednozna¢nost’ F(X|H) je zaru¢ena Radon-Nikodymovou vetou®. O
d’alsich dolezitych vlastnostiach podmienenej strednej hodnoty (pozri [1]), ktoré neskor
vyuZijeme, hovori nasledujtca veta:

Veta 1.5. Nech X, Y sii ndhodné premenné na (2, F, P) s E(|X|) < coa E(|Y]) < oo. Nech
H, G su o-algebry také, Ze
GCHCF.

Potom plati:
() E(E(X[H)) = E(X),
(il) E(X|H) = X, ak X je H-meratel'nd,
(iil) E(YX|H) = YE(X|H), akY je H-meratelnd,
(iv) E(X|G) = E(E(X[H)|F).

Druha vlastnost’ hovori o limitnom pripade, ked” X je podmienend o-algebrou, na
ktorej sama existuje. Podmienenie v tomto pripade nemd vyznam, a teda X = E(X|H).
Posledna vlastnost’, v literattre nazyvana aj tower law hovori, Ze strednti hodnotu
mozno pocitat’ iteracne smerom "od najbohatsej" k "menej bohatym" o-algebram.

2 Pozri [1, str. 137].



1.3.2 Martingaly

Martingaly ako podmnozina stochastickych procesov tizko stvisia s podmienenou
strednou hodnotou. Pre ich jednoznaéna definiciu sa zavddza pojem filtrdcie, teda sys-
tému o-algebier {F; },>o, pre ktoré plati

0<t<s = F CF,.

Martingalom budeme potom nazyvat’ taky proces, ktorého ndhodné premenné su v
kaZdom ¢ase F;-meratelné a naviac podmienend stredna hodnota jeho budtceho stavu
je jeho stcasna hodnota. Formdlne o tom hovori nasledujtca definicia:

Definicia 1.6. Stochasticky proces {X,;}i>0 na (2, F, P) sa nazyva martingal vzhl'adom k
filtrdcii {F, }1>0, ak

(i) ndhodnd premennd X, je {F;}-meratelnd a plati E[|X;|] < co Vt >0,

(il) E[X\|F,] =X, Vt>s.

Na otdzku ako spoznat’ martingal existuje pomerne jednoduchad odpoved” — nesmie
obsahovat’ drift (pozri [1]). Zo zndmych procesov patria medzi martingaly Brownov
pohyb, Itéov integral, alebo aj systém podmienenych strednych hodnot podmienenych
prislusnou filtrdciou. Nés vsak budt zaujimat’ najma tie martingaly, ktoré reprezentu-
ja diskontované derivéty, teda procesy definované vzt'ahom

M, = exp (— /Otr(s)ds>\/t, vt € 10,77, (1.9)

ktoré vzhl'adom na vlastnost’ (ii) vieme ocenit’ pouZitim podmienenej strednej hodno-
ty pri rizikovo neutralnej miere Q:

o= o (- [ o]

Prevod medzi redlnou a rizikovo neutrdlnou mierou zabezpeéi prave operdcia zme-
ny miery, ktort realizujeme aplikovanim Girsanovovej vety. Vzhl'adom na zloZitost’
uvedenej problematiky preberdme tvrdenia obsiahnuté v nasledujtcich dvoch pod-
kapitolach z [2].

1.3.3 Zmena miery

ZjednoduSene povedané, zmenou miery budeme chciet’ dosiahnut/, aby ur¢ity Itéov
proces (najcastejSie proces daného diskontovaného podkladového aktiva) bol martin-
gal pri rizikovo neutrdlnej miere Q, ¢o je ekvivalentné tomu, Ze z prislusného vychyle-
ného Brownovho pohybu pri miere P sa stane Standardny Brownov pohyb pri miere
Q). Najprv vsak zatneme vSobecnym definovanim zmeny miery.
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Podl'a Radon-Nikodymovej vety plati, Ze pre kazdu absolatne spojitd® mieru @
vzhl'adom k P existuje ndhodnd premennd X na (2, F, P) s vlastnostami E(X) =1 a
P(X > 0) =1 taka, ze plati:

Q(A) = B[1,X] = /A X(w)dP(w), YAEF, (1.10)

pri¢om priradenie w — 1,(w) znamend indikatorovi funkciu mnoziny A C €. Uve-
dena formulacia plati aj naopak, teda pre kazda ndhodnt premennd spliiajicu dané
vlastnosti existuje prdve jedna absolttne spojitd miera (). Ndhodnd premennd X sa
oznacuje aj dQ)/d P alebo Radon-Nikodymova derivdcia () vzhladom k P.

V pripade spojitych nahodnych premennych existuje jednoducha ilustracia uve-
denych pojmov. Predpokladajme, Ze je dand hustota g ndh. premennej Z pri miere P

P(Z < z2) :/ g(x)dz, VzeR.
Dalej prepokladajme, Ze existuje ind hustota f, ktord je naviac absoltitne spojita vzhla-
dom ku g, teda g(z) = 0 = f(z) = 0. Ak definujeme mnozinovt funkciu () na (92, F)
poloZenim

0(A) = Ep{lAf <Z)} -/ g(—ng

potom vzhl'adom na platnost’ P(f(Z)/g(Z) > 0)=1a
FD] [ 5@ oy [T 1@
5| S7] = [ stzener = [ e =1

dostdavame, Ze () je pravdepodobnostnd miera na (€2, F), pricom dQ/dP = f(Z)/g(Z).
Nakoniec, vzhl'adom na platnost’ (1.10) dostdvame po dosadeni za dQ/d P:

- FZW) 4py = [ 1@ vae— [ a)da
W“)‘/wzz(wkzg(Z(w))dP() /mg@g( . /oof( e

teda f je funkcia hustoty nahodnej premennej Z pri miere ().

1.3.4 Girsanovova veta

Predpokladajme, Ze g je funkcia hustoty ndhodnej premennej Z ~ N (u, 1) so strednou
hodnotou  a varianciou 1 a f je funkcia hustoty N (0, 1). Vytvorme podiel f(x)/g(z) =
exp(u?/2 — px) a definujme mieru @ poloZzenim

d—Q = g2’ 2,

dP
Potom Z ma normované normélne rozdelenie pri Q).

3Q je absolutne spojitd vzhladom k P < {Q(A) > 0= P(A) >0, VA€ F}.
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Tento jednoduchy priklad transformdcie na normovant normdlnu ndhodnt premen-
nu teraz rozsirime na cely stochasticky proces — Brownov pohyb W (t), kde ¢t € [0, 7.
Uvazujme nezdporny martingal {X(¢),t € [0,7]} vzhladom k filtracii F;, ktorého
E[X(T)] = 1. StotoZznenim X (¢) so syst¢émom Radon-Nikodymovych derivécii dQ,/d P,
definujeme systém mier {Q;} na F;,t € [0,T7:

dQ

Qt(A) = FEp |:1Ad—Pt:| = Ep[lAX(t)] = Ept[lAX(t)], VAE Fi,

pricom z vlastnosti (if) z definicii podmienenej strednej hodnoty a martingalov vyplyva
Qr(A) = Ep[1aX(T)] = Ep[LaEp[X(T)|F]] = Ep[1aX(1)] = Qu(A),

teda V¢ € [0,7] je Q: zGZenie Q7 na F;, ¢o znamend, Ze ), t € [0, 1] st konzistentné.

Nasou ulohou je teda ndjst’ uvedeny nezdporny martingal X (¢) s E[X(T)] = 1s
vlastnost'ou, Ze jeho ndhodné premenné budi Radon-Nikodymove derivacie ztiZenia
Qr na F; vzhladom k ztZeniu Pr na F;, preVt € [0,7]. Nech P a @ st ekvivalentné
miery na (€2, Fr) a ich Fp-meratelnd Radon-Nikodymova derivacia nech je d@Q/dP.
Definujme

d@
(d—Q> _Jdp d = (1.11)
P/, | Ep {% ;ft} te0,7T)

Vieme, Ze proces (1.11) podmienenych strednych hodnét je martingal (pozri napr. [1]).
Okrem toho, ked'ze V A € F;,Vt € [0, T] plati
d@

bo[1(39) ] - e 1 28] - 2 [1129] -,

proces (1.11) definuje hl'adany systém konzistentnych mier vzhladom k { %, ¢ € [0, T']}.

Veta 1.7 (Girsanovova veta). Nech A(t) je F}'-adaptovany proces splitajtici f(f A (w)]|?du <
oo pret € [0,T]. Nech

Xt e (4 [ Nl [ Awaw)

Ak Ep[X(T)] = 1, potom {X(t),t € [0,T]} je martingal a pravdepodobnostnd miera @) na
(Q, Fr) definovand vzt ahom

aQ
T =X(D)

je ekvivalentnd s mierou P. Naviac, pri miere () je proces

W(t) .= Wi(t) + /t Au)du, Vte[0,T] (1.12)

Standardny Brownov pohyb vzhl'adom k {FV'}.
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Kapitola 2

Short rate modely

TaZiskom nasledujtcich kapitol bude modelovanie krivky ¢asovej $trukttry trokovych
mier, resp. ocenovanie derivatov trokovych mier — dlhopisov. Vieme uZ, Ze ceny
dlhopisov st zviazané s prislusSnymi trokovymi mierami vztahom (1.2). Ak teda
budeme vediet' modelovat’ ceny dlhopisov, irokové miery z nich potom uz jednodu-
cho dopocitame prislusnym vzorcom.

K modelovaniu trokovych mier existuja dva zdkladné pristupy. Prvy, tzv. no
arbitrage pristup, vychddza zo stcasnej krivky casovej Struktiry trokovych mier a
snazi sa vytvorit' modelovu krivku, ktorej vynosy koreSponduja s aktualnymi vynosmi
skutocnej krivky trokovych mier. Druhy pristup postupuje opacne, pricom stcasni
krivku neberie ako vstup, ale naopak, aktudlne tirokové miery ziskame ako vystup
modelu. V takomto pripade vSak dochddza k nekonzistencii medzi skuto¢nymi a mo-
delovanymi trokovymi mierami. Takyto pristup vychddza obvykle z modelu trhu, na
ktorom sa snazime vytvorit' rovnovahu, preto tieto modely dostali oznacenie equilib-
rium modely.

V pripade trokovych mier spoc¢iva podstata modelovania cien ich derivatov v na-
viazanosti tychto cien na urdity pocet v Case sa vyvijajacich stavovych premennych.
Uvazujme pre ilustraciu diskontny dlhopis P(¢,T’) a kratkodobu trokovi mieru r(¢)
ako stavovu premennti. Potom vSeobecna funkcna zavislost’ ceny dlhopisu od pri-
sluSnej stavovej premennej bude mat’ tvar

P(ry,t,T) = ¢(r(t),t,T).

V nasej préaci sa budeme zaoberat’ modelmi s jednou stavovou premennou, a to
konkrétne kratkodobou tirokovou mierou (¢). V rdmci uvedenej terminolégie pdjde o
tzv. equilibrium modely, ¢o znamend, Ze modelovana a redlna krivka sa nebudt tplne
zhodovat'. Jednym z naSich ciel ov bude ndjst’ také hodnoty parametrov modelu, aby
vaZend suma Stvorcov rozdielov skuto¢nych a modelovych vynosov bola minimélna.
Okrem toho sa budeme venovat’ aj maximaliz4cii funkcie vierohodnosti, vyplyvajtcej
z ¢asového vyvoja r(t), ktory je opisany uz spomenutou stochastickou diferencidlnou
rovnicou

dr(t) = p(r(t), ydt + o(r(t), ) dW (2). 2.1)
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2.1 Dve verzie stochastickej diferencidlnej rovnice

Vyvoj kratkodobej tirokovej miery pomocou diferencidlnej rovnice je v podstate mozné
zapisat' dvoma zdkladnymi sposobmi. V zavislosti od toho akt pravdepodobnost-
nd mieru pouZzijeme, dostdvame bud’ vyjadrenie pri redlnej alebo rizikovo neutrdlnej
miere.

Z technickych dévodov predpokladajme, Ze drift povodnej rovnice (2.1) je linedrny
a volatilita nelinedrna v r, takZe rovnica nadobudne standardizovany tvar

dr; = (a + Bry)dt + or]dW;. (2.2)

K tplnému popisu situdcie nam chyba informadcia, pri akej miere je dand rovnica for-
mulovand. Zaved'me tzv. vlnovkovu konvenciu, ¢o znamend, Ze rizikovo neutrdlny
zapis bude zvyrazneny vinovkovym Brownovym pohybom (oproti redlnemu bez vl-
novky). V stlade s Girsanovovou vetou a (1.12) plati

dW, = dW, + A(r)dt,  resp.  dW, = dW, — A(r)dt.

V zéavislosti od toho, ¢i uprednostiiujeme Standardizovany drift v redlnom (P-miera)
alebo rizikovo neutrdlnom vyjadreni (Q-miera), dostdvame dve moZzné dvojice rovnic
(2.2):
P-miera Q-miera
dr, = (a + Br)dt + or]dW, = dr, = (o + Br, — A(r)or])dt + or]dW,
dr, = (o + Bry + A(P)or])dt + or}dW, = dr, = (a + Br,)dt + or]dW,.

Pre nas bude vyhodné zaviest’ takti symboliku, aby obe vyjadrenia mali Standardizo-
vany tvar, preto definujeme vinovkové parametre a, 3 :

dr; = (a + Bry)dt 4+ or)dW, — dr; = (a+ Brt)dt + Jrgd‘//‘vft,

pricom

=)+ (8- B)r

or?

Ar) = (

Tzv. trhova cena rizika A(r) ndm urcuje zavislost’ medzi redlnymi a rizikovo neutral-
nymi parametrami driftu.

2.2 Parcidlna diferencidlna rovnica pre cenu dlhopisu

Tvar vSeobecnej rovnice (2.2) umoziiuje odvodit’ vzt'ah medzi short rate modelom a
prislusnymi cenami diskontnych dlhopisov P(t,7"). Tymto vzt'ahom je parabolicka
parcidlna diferencidlna rovnica (PDR), pricom pozndme dva spdsoby jej odvodenia. Je-
den spdsob vyuZziva konstrukciu bezrizikového portfélia zloZeného z dvoch dlhopisov
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a na zaklade tzv. no-arbitrage principu odvodi prislusnt rovnicu. Postup uvedeny v
nasej praci' je jednoduchsi a vychddza z prave definovanej rizikovo neutralnej verzie
rovnice (2.2).

Uvazujme diskontny dlhopis P(¢,T") ako derivat trokovej miery (podkladové ak-
tivum bude r(t)), teda ako funkciu troch premennych P(r,t,7T"). Podl'a Itéovej lemy
dostdvame prvy diferencidl tejto funkcie:

oP oP 19°P , ,

dP(T’t,t,T) = Edt or d’f’t + §WO' t’ydt
oP oP —~

= Edt + a—[( ﬁrt)dt + O'Tdet]
1 2.2 0*P

+ B =0Ty 7 W dt (23)

Dovod pouZitia vinovkovej symboliky spoc¢iva v tom, Ze podl'a tedrie oceriovania de-
rivatov musi byt' kazdy diskontovany derivéat B; 'V; martingalom pri rizikovo neutrdl-

nej miere (), teda pri tej, pri ktorej plati ocetiovacia formulka
Vi = BiEq[Br Vil 7]

pre podkladové aktivum — v tomto pripade r(t). V naSom pripade to znamend, Ze
proces B; ' P(r,t, T) nesmie obsahovat’ drift, z ¢oho nasledne dostdvame

d(B;'P) = B;'(~r,dt)P + B 'dP = 6,dW,
pre vhodny ]-}W-adaptovany proces 4. Z toho hned’ vyplyva

dP = r,Pdt + B,5,dW,. (2.4)

Nakoniec pouZijeme obvykly matematicky trik — porovname koeficienty v (2.3) a (2.4)
pri d¢, ¢im dostaneme rovnicu
o*pP

1
(Oé + ﬂ?"t) + 20'2 ?VW — Ttp =0. (25)

(9P OP
ot ar

Dolezity bude pre nés aj jej tvar v redlnom svete, ktory dostaneme spétnou transfor-
maéciou vinovkovych premennych

&+ Bry = a+ Br— \Nr)or] .
Takto dostdvame hl'adanti diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu odvodenti od short
rate modelu (2.2):

OP OP 1 0°P
wr +8r (a+ﬁrt A(r )art)+2<72 fvﬁ—nP—O
P(Tt,T, T) = 1, V?“t > 0. (26)

1Pozri [1, str. 224]
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Za pozornost’ stoji, Ze v rovnici vystupuje nami zvoleny drift a + 3, pricom je od
neho od¢itany ndsobok volatility. Tato vlastnost’ diferencidlnej rovnice sa zachova aj
pri jej odvodeni z ina¢ formulovaného modelu (jeho druhého Standardného tvaru,).

2.3 Prehl'ad short rate modelov

Short rate model ako stochasticky proces je jednoznacne uréeny svojim driftom a volati-
litou. V tejto Casti uvedieme dva zdkladné modely, pricom sa zameriame na opis ich
charakteristickych vlastnosti, ich vyhod a nevyhod pri modelovani trokovych mier.
Nakoniec sa zmienime o moZnosti rozsirenia tychto modelov na pripad vseobecnych
hodnét v (roznych od 0 a 0.5), na ktorom v nasledujticej kapitole postavime met6dy na
ich kalibraciu.

2.3.1 Mean-reversion

Pri definovani Standardného tvaru rovnice short rate modelov sme sa odvolali na tech-
nicky dovod, pre ktory sme drift zaviedli ako linedrnu funkciu v ;. Nebolo to vSak
samotcelné. Vacsina znamych short rate modelov vykazuje tzv. mean-reversion vlast-
nost’, ktora je ekvivalentnd prave linearite driftu. Mean-reversion, alebo aj spdtné
pritahovanie k urcitej rovhovaznej hodnote znamend, Ze ¢asovy proces kratkodobej
urokovej miery konverguje k tejto dlhodobej priemernej hodnote. Povedané termi-
nolégiou diferencidlnych rovnic je to jeho pevny bod. V pripade rovnice (2.2) sa r;
v case blizi k hodnote —3. Aby sme sa vyhli zlomkom, upravme drift a tym aj cela
rovnicu na druhy Standardny tvar

dr, = k(0 — ry)dt + or] dW,. (2.7)

V takejto formuldcii modelu st jeho parametre 'ahko stotoznitel né s mean-reversion
vlastnost’'ou. Dlhodobé priemerna hodnota 7, je v tomto pripade rovna 0 a tzv. rijchlost’,
ktorou je 7, pritahovana k tejto hodnote, vyjadruje parameter . Vidime, Ze volatilitu
sme oproti prvému Standardnému tvaru nezmenili, z ¢oho vyplyva aj analogicky tvar
parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu dlhopisu:

oP 0P 1, 5,0°P
o + E("@(e — 1) — )‘(T)UT?) + 5027}7% —rP=0.
P(r,T,T)=1, ¥r;>0. (2.8)

Dal$ou rovnako doleZitou vlastnost'ou, tentokrat stvisiacou s tvarom volatility (s
hodnotou parametra ), je tzv. level-effect vlastnost’. Ttato model vykazuje v pripade,
Ze v # 0, teda ak podmienend volatilita o(r;, t) modelu zavisi od drovne 7,_;. Inymi
slovami, v vyjadruje rozsah, akym zmeny 7, zavisia od jej aktudlnej hodnoty.
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2.3.2 Vasickov model

V roku 1977 navrhol Oldfich Vasi¢ek? model opisujuci vyvoj kratkodobej trokovej
miery, ktorého zdpis v tvare stochastickej diferencialnej rovnice pri redlnej miere je

dry = k(0 — r,)dt + odW,. (2.9)

Ak aplikujeme Girsanovovu vetu, dostaneme tvar pri rizikovo neutrdlnej miere:

dr, = [k(0 — 1,) — oN|dt + odW,. (2.10)

Takto definovany proces je typu mean-reversion, zdroven avSak nevykazuje vlast-
nost’ level-effect, teda jeho volatilita je konStantna vzhl'adom k r,. Z pévodnych 3ty-
roch parametrov v iom vystupujt len tri, ¢o vSak nie je jeho jedind vyhoda. Medzi
short rate modelmi ma vyznacné postavenie, pretoZe prefi vieme néjst’ rieSenie jeho
rovnice (2.9), ¢o znamend, Ze existuje analytické vyjadrenie podmieneného rozdelenia
jeho kratkodobej tirokovej miery. Naviac, toto rozdelenie je presné podmienené rozde-
lenie. Pre vd¢Sinu modelov totiz plati, Ze rozdelenie ich short rate je bud” kompliko-
vané (CIR model), resp. vo vSeobecnosti nie je vyjadritelné vobec. V takom pripade
existuje len diskrétna aproximécia daného rozdelenia.

Aplikaciou Itéovej lemy a metdd rieSenia obycajnych diferencidlnych rovnic (pozri
[1]) dostaneme vyjadrenie pre podmienené rozdelenie r, podl'a Vasickovho modelu:

o 1— 672/%

Mm ~ N(Q +(ro—0)e™™, o T) (2.11)
Ak t — oo, konverguje rozdelenie r; k limitnému normélnemu rozdeleniu N (6, %)
Vyhodou normality r; je, Ze ceny odvodenych diskontnych dlhopisov st lognormdlne
rozdelené (pozri [1]). Na druhej strane predstavuje normalita r; aj hlavni nevyhodu
Vasickovho modelu, pretoZe umoZiuje, aby r; dosiahla s nenulovou pravdepodob-
nost'ou zdporné hodnoty, ¢o samozrejme nie je Ziaduce. Iné vylepSené modely v3ak za
urcitych podmienok vedia zamedzit’, aby trokova miera klesla pod nulu.

Mimo to, Ze vo Vasickovom modeli pozndme presné podmienené rozdelenie jeho
short rate, vieme spocitat’ aj ceny dlhopisov P(r;,t,T) od neho odvodenych. Stan-
dardny postup (pozri [3]) odvodenia spociva v predpoklade o tvare vzorca pre cenu dl-
hopisu. Po dosadeni do prislusnej rovnice (2.8) dostaneme stistavu obycajnych diferen-
cidlnych rovnic, ktorych rieSenie vytvara hl'adany vzorec, zavisly od parametrov mo-
delu vratane trhovej ceny rizika )\, ktord v tomto pripade definujeme ako konstantu
A(r) = A. Predpokladajme teda, Ze cena diskontného dlhopisu je v tvare

P(ry, t,T) = a(t, T)e &1 (2.12)

2Qldfich Vasitek (1942-) vystudoval matematiku na Karlovej univerzite, kde ziskal aj doktorat z
teorie pravdepodobnosti. Po vpade sovietskych vojsk do Ceskoslovenska v roku 1968 emigroval do
USA, kde sa ovplyvneny Blackom, Scholesom a Mertonom zacal venovat’ vlastnému vyskumu mode-
lovania dynamiky trokovych mier. Hlavny prinos do teérie trokovych mier predstavuje jeho model
navrhnuty v roku 1977, ktory po nom neskor pomenovali. Za svoju pracu bol uvedeny do viacerych
finan¢nych sieni slavy.
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a dosad’'me ho do (2.8). Dostavame ststavu rovnic

da 1, 5

- — Z = 2.1

i (Ao — ab)ab + 50 ab 0 (2.13)
db
— —kb+1 = 2.14
" + 0, (2.14)

ktorej rieSenie po dosadeni do (2.12) ndm dava hl'adant cenu dlhopisu (pozri [3]):

2

1 g
P(Tt’ t’ T) = P(’rt7 T) = exXp (E |:1 - e_HT] (Roo - Tt) - RooT — m

[1- e"’”]z), (2.15)

resp.

1 — e K7 0.2
KT AR3T

pricom zavadzame cas do expirdcie T := T —t a dlhodobt trokova mieru

R(t,T)= R(rs, T) = Reo + (1 — Roo) (1—e")2,

Ry = lim R(ry,7) =0 — — — —.

T—00 K 2K2

Je zrejmé, Ze R je Vr; konstantnd, teda d1hsi koniec ¢asovej Struktiry trokovych mier
sa limitne bliZi ku konstantnej hodnote.

Vv

Obrazok 2.1: Simuléacia short rate vo Vasickovom modeli — o = 0.2,0 = 0.04, x = 26.

Uvedené simuldcie short rate sti generované nasledovne: pociatocné r, je vybrané
z limitného rozdelenia a d’alsi vyvoj sleduje rozdelenie podl'a (2.11). Vidime, Ze pre
vhodne zvolené parametre existuje nenulova pravdepodobnost’, Ze r; klesne do za-
pornych hodndt, ¢o je v stlade s predchddzajicimi tivahami.

2.3.3 Cox-Ingersoll-Ross (CIR) model

Vv

Ako alternativa a zaroven prirodzené rozsirenie Vasickovho modelu vyvoja kratkodobej
uarokovej miery sa javi model, ktory v roku 1985 navrhli Cox, Ingersoll a Ross. V
literatti-re nazyvany aj ako square-root model mé tvar

dry = k(0 — r)dt + o/redW,. (2.16)
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Najdolezitejsou vlastnost’ou CIR modelu je nezdpornost' hodnoét ;. UmoZiiuje ju prave
level-effect, ktory sme vo Vasickovom modeli nemohli pozorovat'. Ked'ze vSak volatili-
ta modelu CIR je rovna o./r;, v pripade pribliZenia sa r; k nule konverguje k nule, ¢im
znizuje ndhodnost’ hodnét r; a tym paddom zarucuje, Ze Grokové miery ostant nezé-
porné.? Pre 'ubovol'nti kombinéciu parametrov 6, o, k a ry, pre ktort

2k0 > o

navyse plati, Ze r, dosahuje len kladné hodnoty. V opatnom pripade je zarucend len
nezapornost’ (s nenulovou pravdepodobnost'ou dosiahnutia nulovej hodnoty). V pri-
pade, Ze sa nulovd hodnota nadobudne, sa vSak r; vrati okamzite do kladnych hodnot.

Podobne ako v predchddzajicom modeli nds bude zaujimat’ rieSenie rovnice (2.16).
V tomto pripade v3ak jeho néjdenie nie je Giplne priamociare, pretoZe volatilita zavis{
od 7. Napriek tomu existuje explicitné rieSenie v tvare podmieneného rozdelenia
pravdepodobnosti (pozri [2]):

o?(l—e "y o, 4re "t
i~ PR G ) 217)
pricom
40k

Pripominame, Ze ndhodnd premennd x,?(\) md tzv. necentrdlne chi-kvadrat rozdele-
nie pravdepodobnosti s v stuptiami vol'nosti a parametrom necentrality ), ak jej dis-
tribu¢na funkcia m4 tvar

, e (IX)7 /5! v .
P Xy2 \) < y)=e A/2 2 S : / Z(V/2)+J_1€_Z/2d2.
(xs (A) <) jZO 20T 1 ) Jg

Z vyssieuvedeného vyplyva, Ze proces (2.16) dokdZeme simulovat’ vtedy, ak vieme
simulovat’ rozdelenie necentrdlneho chi-kvadréatu. Pre t — oo konverguje rozdelenie
r, k staciondarnemu rozdeleniu
2
g 2
Too ™~ — X3
A Xd
S vynimkou Vasickovho modelu je model CIR jediny, pre ktory vieme explicitne vy-

jadrit’ cenu dlhopisu v zavislosti od short rate r,. Postup je analogicky ako v pri-

pade Vasickovho modelu, teda cenu hfadame opét’ v tvare P(r;,t,T) = a(t, T)e "1,
Dosadenim P a prislusnych derivacii do obmenenej rovnice
oP 0P 1, 0*P
e + E(K(G — 1) — Mr)oy/re) + 5027} 57 reP = 0.
P(T’t,T, T) == ]_, VTt > 0. (218)

dostavame ststavu diferencidlnych rovnic (pozri [3]):

3Pozri [6, str.4]
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1
%(KJ + Ao)b — 5021)2 +1 =0 (2.19)
% — kbab = 0, (2.20)

ktorej rieSenim, pri pouziti ¢asu do splatnosti 7, st funkcie a(7) a b(7) (pozri [3]):

_ 2l ol - 2fe? — 1]
a(t) = {(cbﬂ/})[em — 1]+ 2¢} b(r) = {(¢+¢)[6¢T T 2¢}, (2.21)

kde
b=rK+A o,  ¢=+ U+ 202

- 1,
0,055 :; :I} 1 0.0 ﬁ' :
. i NI}
005 ?‘: ﬁ:lo -T.'.t‘« ooss- .'IA ﬁ. ;‘a} .'l.‘a
poEn wU R & O
0.045 # I., ' ‘.-'. ° . ; . ;, ,: oo ?: f‘
1‘:’4“ s S 3 f CO *: *1'7‘3..'. 4 ?-;,i 97 7
o "l o1t ° ofihoe 1 F 4 gl
R T S B (At Y Y
0035 ,#* i" ‘..? Py :: ) q I %
%q. i 8 b L ® o ¢ ¢ °
0.03 .: l‘.I‘ IO o ? l'.'l
] i""

Obrazok 2.2: Simulécia r; v CIR modeli ¢ = 0.2,0 = 0.04, k = 26.

Vasickov aj CIR model, ktorymi sme sa zaoberali doteraz, maja svoj nezastupitelny
vyznam pri demonstrovani teoretickych vlastnosti short rate modelov, ked'Ze pre oba
existuji rieSenia ich stochastickych diferencidlnych rovnic a parcidlnych diferencial-
nych rovnic pre ceny dlhopisov. Ako uz vSak naznacil prechod od Vasickovho mo-
delu k modelu CIR, za kaZzdé vylepSenie v zmysle kvality a lepSej schopnosti popiso-
vat’ redlne trokové miery je potrebné zaplatit’ uréitou zvysenou zloZitost ou — tak pri
hl'adani rieSenia rozdelenia ;, ako aj pri rieSeni rovnice pre cenu dlhopisu.

V pripade, Ze v = 0, resp. 7 = 0.5 bola situdcia vypoctovo zvladnutel'nd, avsak pri
vSeobecnych hodnotdch « to uz neplati. V pripade, Ze nam nestaci volatilita v tvare
druhej odmocniny a chceme mat’ vol'nost’ aj pri hl'adani hodnoty v, musime sa vzdat’
nadeje, Ze rieSenie uvedenych rovnic dostaneme v explicithnom, 'ahko vyjadritelnom
tvare. V dostupnej literatire (pozri napr. [5]) sa spomina mnoZstvo zovSeobecnenych
modelov, ktoré umoZziiuja pevne volit' hodnoty niektorych parametrov, resp. kali-
brovat’ aj parameter 7v. Odhad tychto parametrov sa vSak rovnako ako v [5] ¢asto
zakladd na zjednodusenych ekonometrickych predpokladoch. Nase metédy buda
na jednej strane zloZitejSie, na druhej strane si takisto vyZiadaja urcité obmedzujtce
zjednodusenia. V nasledujtcej kapitole sa tak budeme venovat’ dvom problémom —
metédam aproximécie vSeobecného rozdelenia r; a pribliZznému vyjadreniu cien dl-
hopisov, ktoré odvodime z rizikovo neutralnej verzie prislusného modelu.
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Kapitola 3

Metddy kalibracie short rate modelov

3.1 Kalibracia redlnych parametrov modelu

Cielom kazdého modelovania je pomocou zvoleného modelu popisat’ redlny vyvoj
skiimanych veli¢in. V nasom pripade st tymito veli¢inami tirokové miery, ktoré mo-
delujeme short rate modelmi. NajdoleZitejSiu ¢ast’ celého modelovania tvori tzv. kali-
brdcia — teda také nastavenie parametrov modelu, aby jeho vystupy ¢o najlepsie odzr-
kadl'ovali skutocnost'. V tejto ¢asti budeme kalibrovat’ parametre prislichajtce k real-
nej verzii short rate modelov. Ked'Ze odhady parametrov st (ako nahodné premenné)
¢asto zat'aZené diskretiza¢nou chybou, ktorej sa z technickych dévodov nedd vyhnat/,
bude pre nds dolezité poznat’ aj niektoré Statistické vlastnosti tychto odhadov. K tomu
nam najlepsie posliZia simuldcie prislusnych modelov. Prave na zaklade vlastnosti
odhadov parametrov ziskanych zo simulacii budeme mat’ moZnost’ lepSie pochopit’ aj
vlastnosti odhadov z redlnych dat. Postupovat’ budeme nasledovne: najprv odvodime
diskrétnu aproximéciu vSeobecného modelu, nasledne popiSeme metédy pre odhad
parametrov a nakoniec spravime simulécie, na ktorych budeme tieto metédy testovat'.

3.1.1 Diskrétna aproximacia vSeobecného short rate modelu

Poc¢ntc touto kapitolou bude nasim ciel'om odhadovat’ parametre o, 3,0 a v, preto v
nasledujicom texte budeme vacsinou pouzivat’ rovnicu (2.2)

dry = (a+ Ory)dt + or] dW,.

Nasledujtce odvodenie vychadza zo [4]. Na zaciatku sa rovnica vyndsobi e=#* (pre-
mennd ¢ sa do¢asne zmeni na premennd s) a zintegruje sa od ¢t — 1 po ¢:

drs = (a+ Prs)ds + orldW;
e Pdr, — Be P*r,ds = aeP*ds + UG_BSTdeS
d

i (eﬁsrs) = ae Pids + ge Pr1dWV

takZe po zintegrovani dostaneme rovnicu
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e By, — e By | = @ <e‘5(t_1) — e_ﬁt) + /t Jr;*e_ﬁdeS.
G -1
Poznamendvame, Ze predposlednd tprava bola mozna len vd’aka deterministicke;
povahe vyrazu e #%, v opa¢nom pripade by totiz vznikol zloZity vyraz na zaklade
tzv. sacinového pravidla pre Itéove procesy (pozri [1]). Na tomto mieste je potreb-
né zaviest' urcité zjednodusenie, ktoré nam umozni jednoducho zintegrovat’ vyraz na
pravej strane. Ak poloZime volatilitu na intervale [t —1, t) rovnu jej za¢iato¢nej hodnote
z tohto intervalu, potom dany integral je I'ahko vyc¢islitelny a mdZeme pokracovat’ v
tpravach:
t

Q
e By, — e B0y | = E (e_ﬁ(t_l) — e‘ﬁt) + 07“?_1/ e B dw,.
t—1

Vynésobenim rovnice vyrazom e’ dostdvame diskrétny model

t
«
re = ePr_1 + B (eﬁ — 1) + ar?leﬁt/ e P dW, (t=2,...,N).
t—1

Z tedrie Itéovych procesov mozno odvodit’ vzt'ah medzi strednou hodnotou a dis-
perziou Itéovho integralu, v ktorom sa variancia stochastického integralu zmeni na
strednd hodnotu "oby&ajného" Lebesgueovho integralu!, ¢o v nasom pripade spdsob,
Ze

t 5 62/6 -1
g = ar?_leﬁt/ e P AW, ~ N(O, ory, )
i1 20

Takto dostdvame kompaktny tvar diskrétnej aproximdcie modelu (2.2):

rt:eﬁrtl—l—%(eﬁ—l)jtet, (t=2,...,N) (3.1)
Téato formulécia vSak predpokladd, Ze ¢asové jednotka je totoZnd s intervalom medzi
jednotlivymi d4dtami. To ale vo vacSine pripadov neplati, preto zavedieme alternativnu
verziu modelu (3.1) za predpokladu, Ze interval medzi ddtami je rovny At (aproximé-
cia volatility a integralu bude potom na intervale [t — At, t]):

Q
re = PPl ap + 3 (eﬁAt — 1) +ed (t=2,...,N),

resp.

rk:eﬂrk_l—l—%<e'3—1> + &, (k=2,...,N), (3.2)
pricom

At > 2 eZﬂAt -1 _ B PP
et ~N(0,0 rt_AtT a a=aAt, 3= BAt, 6° = oc’At.

1V pozadi tohto prechodu medzi integralmi stoji tzv. Itbova izometria (pozri [1]).
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Je teda ekvivalentné odhadovat’ parametre povodného a ¢iarkovaného modelu, pricom
¢iarkované odhady @, 3, 32 vydelime At (resp. VAt pri odhade o). Naopak, vy ostdva v
oboch modeloch rovnak4, teda nezavisi od parametrizacie.

3.1.2 Met6édy odhadovania parametrov diskrétneho modelu

Model (3.2) je sice urc¢itym zjednoduSenim reality, na druhej strane ndm poskytuje
moznost’ s nim jednoducho manipulovat'. Tak ako v pripade Vasickovho a CIR mode-
lu ndm definuje rozdelenie prislusného short rate podmienené hodnotou minulého po-
zorovania. Na druhej strane sa nati dd pozerat’ ako na regresny model ¢asového radu
¢, €0 naznacuje moznost’ odhadu pomocou linedrnej regresie. V zavislosti od toho, ¢i
pozndme parameter vy preto rozliSujeme dve metédy odhadovania parametrov:

1. pripad: parameter 7 je znamy

Podl'a o¢akédvania je situdcia jednoduchsia, ak predpokladdme, Ze hodnotu v pozndme.
To je napriklad pripad CIR modelu, kde v = 0.5. V stillade so [4] zaved'me nasledujticu
transformdciu (¢iarkovand symboliku momentélne vynechdvame):

Zﬁ_l
a:g(eﬁ—l), b=¢é", 52:026
B 20

Model (3.2) nadobudne potom tvar

Ty =a+ bT'tfl + &y,
pricom & |r;—y ~ N (0, 527“?11).
Takto formulovany model je oproti Standardnému regresnému modelu odlisny v
tom, Ze disperzia ndhodnych chyb nie je konStantnd — avSak pozname predpis, ktorym
je pre dané r, definovana. Z tohto dovodu odhady a, b a s* ziskame pomocou vzorca

N N
a 1
N — XTQ*lX leTQfl 22 _ 2 : AQ'
(b) ( ) v ’ N -2 t=2 K
kde

1 1 T2
_ . . _ . o q: 2 2y A ~ 7
X=1: : LY = C|, Q=diag(ry’,...,ry_), =1 —a—bri_q,

1 ry_y N

ktory efektivne zohl'adiiuje heteroskedasticitu.
Tento postup, aj ked’ priamociary, je pre simulacné ticely nevhodny, pretoZe pri vel'kych

rozmeroch matice X vyplyvajtcich z vel'kosti vektora r; sa vypoc¢tova naro¢nost’ prudko
zvySuje.
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2. pripad: parameter - je neznamy
Funkcia vierohodnosti prisltichajica k diskrétneho modelu (3.2), resp. jeho kompakt-

nejsSiemu tvaru

rT=a-+ brt_l + &¢

2
(logyt —2)
— v
, 02 «
Vt:% -1 rt 1) st:rt—ﬁ e’ —1) —elry.

Odvodenie vzorcov pre maximélne vierohodné odhady parametrov ako aj tvaru viero-
hodnostnej funkcie je pomerne zdihavé (a v literatire va¢sinou nepublikované), a pre-
to ho neuvdadzame ani my v tejto praci. Vzorce pre optimdlne odhady «, 8 a o ziskané
derivovanim funkcie log L preto preberdme zo [4]:

(Clorer ) (s rid) = (Cilyrer ) (Zia 1)

nadobtda tvar (pozri [4]):

1
logL = ——

II\MZ

kde

B@) = log 22 N N 1-2 ’
(Zt 2Ty 1V)( t=2 Tt—?) - ( t=2 Tt—l’y)
VY-S B 25:2”7";217_6B2t 27"1;1 12ﬂY “2A A A 62,27
05(677):65_1 N 2y ) O'(O[,ﬁ,’}/): —162ﬂ—1z tTe—1>

t=2 T 1

o
€ =Ty — B (eﬁ — 1) —efr,_y.

Poradie vypoctu odhadov je presne urcené ich vzdjomnou nadvaznost'ou — po stanove-
ni v sa pocitaja odhady v poradi 3, o, 0. Optimaliza¢ny proces pomocou maximaliza-
cie funkcie vierohodnosti je v nasom pripade dvojkrokovy. V prvom kroku najprv pre
zvolené v, ndjdeme pomocou vysSieuvedenych vzorcov optimélne odhady parametrov
ap, By, 0p , ¢Im dostaneme maximdalnu hodnotu vierohodnostnej funkcie prisltachajiacu
7. Pre viaceré hodnoty 7, tak dostdvame funkciu jednej premennej

ol

ktorej maximum hl'adame v prvom kroku. Argument, ktory maximalizuje tato funkciu
prehldsime za odhad parametra 4. V druhom kroku potom jednoducho dopocitame
zvy$né optimélne odhady &, (3, 6

Vzhl'adom na pritomnost’ logaritmu vo vzorci pre 3 nie je existencia tohto odhadu
vzdy zarucena. Tento problém sme pri simuléciach vyrie$ili tak, Ze do priemerovania
sme komplexné odhady nezahftiali.

_— {max [mguaw),ﬁ(w,aw»

24



3.1.3 Vlastnosti odhadov ziskanych zo simulacii

Vieme uz, ako ziskat’ odhady parametrov ndsho modelu. Zatial' vSak nemame infor-
maciu o tom, ako dobre tieto odhady v priemere zachytdvaja ich skuto¢né hodnoty.
Ako vhodny spdsob zist'ovania kvality odhadov sa ukazuja simuldcie, pri ktorych si
sami volime optimdlne hodnoty parametrov a vieme preto posudit’ aj kvalitu odhadov.
Na zaklade tychto simulécif potom budeme moct’ navrhnat’ spdsob, ako niektoré ne-
presné odhady upravit’ tak, aby sa po korekcii ¢o najlepSie zhodovali so skuto¢nymi
hodnotami. Je dolezité si uvedomit’, Ze pri odhadovani na redlnych datach budeme
uvazovat’ vSeobecnd hodnotu v, teda akékol'vek d’alSie tipravy odhadov (za pomo-
ci simuldcif) budt zaloZené vylu¢ne na aproximativnom rozdeleni (3.2) zdvislom na
prvotnych odhadoch. Z praktickych dévodov vSak na ilustraciu vlastnosti odhadov
budeme pouzivat’ CIR model, ktory vieme simulovat’ nielen pomocou presného rozde-

lenia
o2(1 — e mAty 4re= Rt
Ty~ _
t dre Xd 02(1 — e*“At)rt At |

ale aj pomocou jeho aproximativneho ekvivalentu

a
O 5 (eﬁm — 1) + gtAt, (t=2,...,N).
UvaZujme nasledujtce vstupné parametre:

a=1.04, f=-26, c=0.2, 6 =0.04

a zobrazme histogramy odhadov jednotlivych parametrov ziskanych pomocou maxi-
maliz4cie vierohodnostnej funkcie:

Omean = 0-0363 Onean = 1-1794 6, oo = 0.0399 Ao = 1.2247

200 200 140
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150 150 100
80

100 100
60

50 50 40
20

0.035 0.04 0.045 0.035 0.04 0.045

B, =-32.4495
‘mean

150

100

50

Obrazok 3.1: Histogramy odhadov parametrov CIR modelu.

Obidve casti zodpovedaja 500 replikdciam ¢asového radu r, s dlzkou 250, pri¢om cer-
vend Cast’ bola nasimulovand pomocou aproximativneho rozdelenia a modrd pomocou
presného x? rozdelenia.
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Zuvedenych grafov vieme vyc¢itat' hned’ niekol'ko faktov. Ako prvé si mozno vSimnut’
symetriu rozdelenia odhadov o a . V pripade o zaznamendvame pozitivny sklon
a pri [ zase naopak negativny. Kedze vSetky tieto (ne)symetrie zjavne nezavisia od
sposobu simuldcie r,, je mozné oc¢akédvat/, Ze podobné vlastnosti budii mat’ odhady aj
pri vSeobecnej hodnote v, pri ktorej pouZivame uZ len aproximativne rozdelenie.

Dal$ou déleZitou informéciou je, Ze v pripade odhadov ¢ a  pozorujeme tzv. nevy-
chylenost’, ked'Ze priemerné hodnoty tychto odhadov sa takmer presne zhoduja s
preddefinovanymi hodnotami. Tieto odhady preto nebude potrebné upravovat'. Ina
situdcia je ale pri parametroch a a 3, ktoré vd’aka sklonu svojich vyberovych his-
togramov zrejme nie st nevychylené. Vyziadaja si tak urcita korekciu, pretoZze pri
realnych datach, pri ktorych budeme mat’ k dispozicii len odhad z jedného ¢asového
radu, nebudeme moct’ vyuZivat’' vyhodny "priemerujici " efekt simuldcii.

Pozrime sa teraz, ako vyzeraju odhady pre rézne hodnoty . Pouzili sme aproxi-
mativne rozdelenie a nasimulovali niekol'ko CIR modelov. V kazdom modeli sme
odhadli 3, ktoré sme zakreslili do jedného grafu spolu s prislusnymi preddefinovany-
mi hodnotami z rozsahu {—26, ..., —40}. Kazda simuldcia pozostavala z 200 replikacif
na 500 pozorovaniach r;.

Odhady parametrov  — CIR model

0
-46 -44 -42 -40 -38 -36 -34 -32 -30 -28 -26

Obrazok 3.2: Odhady parametra 3 (CIR model)

Vidime, Ze v sulade s histogramami st odhady B = [Bmean Vychylené smerom nadol.
Okrem toho je zrejma takmer linedrna zdvislost' medzi optimdlnymi a odhadnuty-
mi hodnotami v danom rozsahu. V stivislosti s porovnanim presnosti odhadovacich
met6d (regresia verzus vierohodnost') este dopliiame, Ze v pripade CIR aj Vasi¢kovho
modelu sme ziskali takmer identické odhady, ¢o je v stilade so vSeobecnou tedriou,
podl'a ktorej st maximdlne vierohodné odhady ekvivalentné odhadom z metédy naj-
mensich stvorcov (pozri [13]).
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3.2 Kalibracia rizikovo neutralnych parametrov modelu

V prvej kapitole sme sa podrobne zaoberali problematikou prechodu medzi pravde-
podobnostnymi mierami. V druhej kapitole sme potom zaviedli alternativnu formulé-
ciu short rate modelu na zdklade prechodu z redlnej do rizikovo neutrdlnej miery.
Nasim ciel'om bude teraz pomocou d’alsich vzt'ahov odvodit’ explicitny vzorec pre
ceny dlhopisov odvodenych z prislusného short rate modelu. Ceny dlhopisov st
totiz martingaly pri -miere, pricom ich stcasnt hodnotu vieme vypocitat’ prostred-
nictvom podmienenej strednej hodnoty z ich oddiskontovanej hodnoty v ¢ase expira-
cie. Postupovat’ budeme podobne ako pri kalibrécii redlnych parametrov — v prvej ¢asti
teoreticky odvodime vzorec pre cenu dlhopisu v rizikovo neutrdlnom svete (pozri [6]),
nasledne skonstruujeme funkciu, pomocou ktorej budeme tieto parametre kalibrovat’
a nakoniec pomocou simuldcii CIR modelu otestujeme efektivnost’ tejto metddy:.

3.2.1 Analytickd aproximacia ceny dlhopisu

Zopakujme, Ze short rate model je pri rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere
() definovany rovnicou

d’f’t = (& + 5’/‘t>dt + O'ng/—W/t,
pricom plati N
(a@+ pry) =a+ Bry— Nr)ory. (3.3)

V pripade CIR modelu sa pri pouziti $pecidlneho tvaru trhovej ceny rizika \(r) = \\/r
tento vzt'ah zjednodusi na:

@+p0r)=a+(B—-Xo)rn, = a=a, B=0-0\

Z prvej kapitoly vieme, Ze cenu diskontného dlhopisu v ¢ase ¢, ktory maturuje v
¢ase T' = t + 7 vypocitame pri ()-miere pomocou vzorca

T
Pr= EtQ {exp ( — / re ds)] )
t

Oproti pripadu redlnej miery, pri ktorej sa cena dlhopisu odvéddza od jedinej hodno-
ty r, sa do vypoctu pri rizikovo neutrdlnej miere de-facto zahfiiaja vSetky hodnoty
short rate v danom ¢asovom intervale. Ttto zjavnu zloZitost' vSak neskor odstrdnime,
¢im vypocet ceny dlhopisu dostaneme na ekvivalentnt Giroven s vypoctom pri redlnej
miere.

Bez straty na vSeobecnosti mozeme predpokladat’, Ze aktudlny cas je t = 0, resp.
T=r1,ateda Py = Py . Dalsi postup je podl'a [6]. Uvazujme lichobeznikové pravid-
lo pre integraly a vycislime pomocou neho integral v exponente:

T 1 1
/ Tsdszh[—ro—i‘ﬁ-l-“'—i-rn1+—rn,
0 2 2

27



kde interval [0, 7| sme rozdelili delenim ¢ty = 0 < ¢; ... < ¢, = 7 na podintervaly dIZky
ty = kh,h = T.

Okrem diskretizacie integrdlu budeme este potrebovat’ upravit’ podmienent stred-
nd hodnotu. K tomu pouZijeme tower law z prvej kapitoly, ktoré hovori, Ze podmienent
strednti hodnotu moZno rétat’ spitne smerom od "najbohatsej" k "najchudobnejsej"
o—algebre. Hodnotu dlhopisu tak ur¢ime pomocou vzt'ahu

PO,T:EOEl"'En—1|:eXp(_/ ’f’sd5>:|.
0

V [6] sa okrem d’alSich pomocnych tvrdeni zavddza aj tzv. Euler-Murayamova aproxi-
maécia, pripominajtca odvodenie diskrétnej aproximécie zo zaciatku tejto kapitoly:

Th—1 — Tk = (0 + Brk)h + or] AWy (h).

Na zédklade tejto aproximdacie moZno najvnutornejsiu stredntt hodnotu vyjadrit’ v tvare

B oo (= [Trds)]

:eXP(—h[@+r1+--~+rn2] —hrn1>

2
h ~ 7 Y
X E,_1|exp| — 5 [Pt 4+ (@ + Bro_1)h+ or) | AW,_1(h)] (3.4)
ah* h ~
= exp ( — h[% i o] — O‘T — 5(3+ﬁh)rn_1)

h3a?
xexp( S r?l).

Pri tiprave sme pouzili identitu log-normalneho rozdelenia

o~ N(0,1) = E["VT9] = e3PT,

V d’alSom postupe sa rekurzivne prejde od podmienenia v ¢ase t — 1 azk ¢asut = 0
a po aplikovani limitného prechodu sa poslednd podmienend stredna hodnota upravi
na vysledny tvar, o ktorom hovori nasledujtica veta:

Veta 3.1 ([6], Theorem 1). Za predpokladu, Ze v = 0, je suicasnd (t = 0) hodnota diskontného
dlhopisu maturujiiceho v ¢ase T’ = t + T rovnd

Py, — B9 {exp ( _ /0 . dsﬂ ~exp ( — roB(r) + Z—;Bz(f) + W[T - B(T)]),

kde B(1) = B(0,7) = %[egT —1].
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Pomocou ekvivalencie medzi vinovkovymi a obyc¢ajnymi parametrami a a 3 sa da
ukazat’, Ze v pripade Vasitkovho modelu je tato aproximativna hodnota dlhopisu to-
toZna s presnou hodnotou (2.15).

V pripade vSeobecnej hodnoty « vznikaji dodato¢né vypoctové problémy pri ana-
lytickej iprave vyrazu podobnému poslednému ¢initel'u v (3.4). Aplikaciou Itéovej
lemy, ktorou sa aproximuje hodnota 727, v ase t = 0, sa tieto elegantne vyrieia, &im
dostdvame druhu verziu aproximécie ceny dlhopisu pomocou rizikovo neutrdlnych
parametrov:

Veta 3.2 ([6], Theorem 2). V pripade vSeobecnej hodnoty ~y je siicasnd hodnota diskontného
dlhopisu maturujiiceho v ¢ase T' = T dand vzt'ahom

InPy, = —ryB(t)+ =(r — B(7))

0

2

[+ ) [B%) 21— B (35)

2

— q08—52 [32(7)[257 —1] —2B(7)[2r — 3/8] + 27% — 67/,

kde gy = v(2y — 102>V 4 2972 Y@ + fro), B(r) = %(eﬁr — ).

Vidime, Ze ceny dlhopisov zdvisia v kazdom case ¢ a pre kazdy cas do splatnosti 7
len od aktuélnej hodnoty r;, podobne ako tomu bolo aj pri redlnej miere. Na rozdiel od
redlnej miery vSak v tomto pripade vieme tieto ceny analyticky vyjadrit’ pre 'ubovolnt
hodnotu v, z ¢oho ndm pri kalibrdcii vyplyva moznost’ aplikovat’ tzv. ndkladovii funkciu
¢asovo vazenych Stvorcov rozdielov teoretickych a prislusnych redlnych trokovych
mier, teda nelinedrnu regresiu parametrov «, E , 0,7 (pozri napr. [7]):

~ 3 11 i i
U(Oé, 57 g, ’7) = E Z ﬁ Z(Rj - Rj)QTj27
j=1 " i=1
pricom {Ri,j = 1,...m} st redlne vynosové krivky a {R},j = 1,...m} st urokové
miery odvodené z prislusnych aproximativnych cien z vety 3.2, obe v ¢asoch i =
1,...,n.

3.2.2 Minimalizacia ndkladovej funkcie

Funkcia Stvorcov rozdielov teoretickych a redlnych vynosovych kriviek je zavisld od
Styroch parametrov, preto ju nemoZzno graficky zobrazit'. Napriek tomu je zrejmé, Ze je
(ako celok) silne nekonvexnd, pricom tato nekonvexnost’ je spdsobend najma jej apro-
ximativnou zloZkou, ktorou aproximujeme teoretické tGrokové miery. DalSou &rtou
tejto funkcie ovplyviiujicou jej minimalizaciu je fakt, Ze v okoli minima je vyrazne
ploch4, tj. jej derivacia je v danej oblasti pribliZzne rovna nule. Z uvedenych dévodov
je pouZitie beZnych deterministickych minimaliza¢nych metéd nevhodné — schopnost’
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tychto met6d nachddzat’ minimum je tzko spété s podmienkou konvexnosti minima-
lizovanej funkcie, plochost’ funkcie v okoli minima zase eliminuje $ancu na néjdenie
presného minima.

Metddu rieSenia minimaliza¢ného problému sme preto hl'adali v kategérii stocha-
stickych algoritmov. Tieto na rozdiel od deterministickych postupov vykazuji niek-
toré zaujimavé vlastnosti. Ich najdoleZitejSou vlastnost'ou je, Ze vd'aka svojej stocha-
stickej povahe dokédzu (aj ked’ nie s urcitost'ou) néjst’ globalny extrém. Okrem toho
maju lepSie predpoklady pre zvladnutie situdcie, ked’ je okolie hI'adaného extrému
ploché, tak ako je to aj v naSom pripade. Najzndmejsie stochastické algoritmy su tzv.
evolucné algoritmy, pod ktoré spadd aj metdéda simulovaného Zihania, ktora apliku-
jeme na nasu funkciu.

Simulované Zihanie (simulated annealing) (pozri [8]) je stochasticky algoritmus za-
loZeny na fyzikdlnom principe vyuZivanom pri tzv. Zihani telesa, t.j. procese, pri
ktorom sa teleso zahrieva na vysoku teplotu a ndsledne pomaly ochladzuje, pricom sa
odstrariuja defekty v jeho atémovej Strukttre. V priebehu zniZovania teploty sa pred-
pokladd, Ze Castice telesa sa dostant do rovnovaZznej polohy, ¢im sa postupne znizu-
je vnitorna energia telesa. Ochladzovanie pritom musi byt natol'ko pomalé, aby v
kazdom case bolo teleso v tepelnej rovnovéhe (popisanej Boltzmanovym rozdelenim
pravdepodobnosti). V pripade, Ze by bolo ochladzovanie prili$ rychle, mohlo by dojst’
k vzniku defektov, ktoré st vzdialené od mriezkovej Struktiry s najniZSou energiou.

Metéda simulovaného Zihania simulujtica tento fyzikalny fenomén funguje na prin-
cipe opakovania jednoduchych cyklov. Kazdy takyto optimaliza¢ny cyklus zacina v
Startovacom bode z,4 s energetickou hladinou E,,, z ktorého sa generuje d’alsi bod
Tnew perturbaciou (malym posunom) v stradniciach bodu 4. Vel'kost’ vychylenia je
normalne rozdelend s nulovou strednou hodnotou (symetria) a Standardnou odchyl-
kou o, ktora je predmetom kalibrécie tejto metddy. Ak pre rozdiel medzi pé6vodnou a
perturbovanou trovriou energie plati AE = E,.,— Eqq < 0, proces pokracuje z nového
bodu z,,.,, v opatnom pripade sa novy bod prijima len s ur¢itou pravdepodobnost’'ou
danou exponencidlnym rozdelenim. Celkovo teda plati tzv. Metropolisovo kritérium
akceptovania poruseného stavu (pozri [8])

P[Zpew < Toq) = min (1,exp _QE)Z.

Samotnd implementacia metédy je nasledovnd: na zaciatku sa zvoli vychodzia
teplota 7),.,, pri ktorej sa viacndsobne aplikuje Metropolisov algoritmus (tlohu e-
nergetickej hladiny zohravaja funkéné hodnoty minimalizovanej funkcie), aZ kym sa
nedosiahne tepelna rovnovaha. Nésledne sa teplota upravi skdlovacou konstantou na
nizsiu hodnotu 7,,.,, = ATy, pricom 0 < A < 1. Cely postup sa opakuje, az sa do-
siahne teplota T,,,;,, pri ktorej sa algoritmus zastavi a vysledny bod x,,,, sa prehlési za
minimum.?

2Boltzmanova konstanta k sa pri implementdcii algoritmu zvykne vynechévat'.
3Zdrojovy kéd algoritmu simulovaného Zthania je uvedeny v prilohe.
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Nevyhodou tohto algoritmu oproti deterministickym metédam je potreba kalibréacie
jeho parametrov, ktoré vyznamne ovplyviiuji schopnost’ ndjst’ minimum. Standard-
ne najt'azsia je kalibracia smerodajnej odchylky perturbécii o a nastavenie zaciatocnej
teploty 1),,q.. ZvySné parametre )\, T,,;, a poCet opakovani vSak tiez ovplyviiuju vlast-
nosti tejto metddy a ich spravne nastavenie sa zvycajne obmedzuje na metédu "pokus
-omyl".

3.2.3 Kalibracia parametrov simulovaného Zihania

Aby sme mohli nakalibrovat’ parametre optimaliza¢nej metédy, vratme sa k nasej
funkcii U. Vieme, Ze v pripade CIR modelu je moZné nasimulovat’ data kratkodobej
urokovej miery r, a explicitne napoéitat’ celd vynosova krivku R(r,, 7). Na druhej
strane z rovnakych nasimulovanych hodnét r, vieme dostat’ pomocou vety 3.2 apro-
ximdciu tejto vynosovej krivky. Ak teda namiesto redlnych drokovych mier pouZijeme
nasimulované hodnoty, vieme do funkcie U doplnit’ vSetky potrebné tidaje a nésledne
hl'adat’ jej minimum. Tento postup je vS8ak moZzny len pri CIR modeli (aproximacia
Vasickovho modelu je totoZnd s presnymi hodnotami a pri v # 0.5 nepozndme pres-
né ceny dlhopisov). Ak si teda pri simuldcii CIR short rate zvolime redlne parametre
a, 3,0, )\, potom za vhodné hodnoty parametrov simulovaného Zihania, pouZitelné aj
pri redlnych détach, budeme povaZovat’ tie, pomocou ktorych sa minimum funkcie U

dosiahne pri vektore argumentov (o = o, f = § — o), 0,7 = 0.5).
Aplikovanim tohto postupu sme nasimulovali CIR model s redlnymi parametrami

a =1.323,8 = —30.9619, 0 = 0.886, v = 0.5, \ = —0.7844

a pomocou rieSenia PDR sme napo¢itali hodnoty R(r, 7) = Ré-, Vi=1,...,n, Vj=
1,...,m. Prvé zaujimavé &islo, ktoré sme ziskali, bola optimdlna hodnota minimali-
zovanej funkcie U (&, 8,0, v) & 10~* pri oficidlnych rizikovo neutrdlnych parametroch,
predstavujtica pribliznti chybu aproximacného vzorca z vety 3.2. Nasim d’al$im ciel' om
bolo aplikdciou simulovaného Zihania dosiahnut' minimdalne rovnaka presnost’ aj s
odhadnutymi parametrami.

Sledovanim priebeZnych vysledkov algoritmu sme zistili, Ze vZdy po niekol'’kych
tuvodnych iterdciach sa algoritmus dostal do pomerne presnej oblasti optimédlnych
hodnoét parametrov, avSak d’alej uz nebol schopny sa ustalit’ okolo konkrétnej hod-
noty, ¢o malo za ndsledok vysoku volatilitu vo funkénych hodnotéch, ¢asto az v niekol -
kych radoch. Takéto spravanie sa algoritmu sme, ako sa neskdr uvidi, pripisali plo-
chosti funkcie v okoli optimalnych hodnét parametrov. Vacsie prekvapenie vsak spo-
sobilo néjdenie takej kombindcie parametrov, pri ktorej bola hodnota U~ 1075, resp.
U ~ 1077. Existencia takejto kombindcie vzbudila prirodzent otdzku, nakol'ko sa
vynosové krivky pri optimdlnych parametroch lisia od tych, ktoré zodpovedaji napri-
klad hodnote "lepSieho minima" U~ 107" Odpoved’ na tato otdzku, ako aj to, ako

4Vzhl'adom k d’alsiemu testovaniu met6dy na slovenskych détach st tieto parametre zvolené podl'a
vysledkov kalibracie Briboru z roku 2004 (pozri [4]).
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vyzeraju rezy v jednotlivych parametroch v bode "lepsieho minima" dava nasleduja-
cich Sest’ grafov:
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Obrazok 3.3: Rezy v bode optima pri hodnote U ~ 10~" pre parametre &, 3.
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Obrézok 3.4: Rezy v bode optima (U ~ 107" a U ~ 10~%) pre parametre o, .

U~| a | B | o | 7 |
107 | 1.323 | -30.2672 | 0.886 0.5
107° | 1.2712 | -29.5836 | 1.0933 | 0.9582
1077 | 1.2712 | -29.5836 | 0.3429 0

V tabul'ke uvddzame rozdiely v hodnotdch parametrov podl'a tirovne ndkladovej funk-
cie U. Vidime, Ze jej najmensia hodnota sa dosahuje pri v = 0, ¢o dokumentuje aj
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0.05

prislusny graf. V pripade hodnoty o, kde obrdzok indikuje nulu, je situdcia menej jas-
nd, vzhl'adom na nizku schopnost’ grafu odlisit' mensie hodnoty ako 10~%. Na druhej
strane nie je potrebné vykresl'ovat’ zaporné hodnoty o (ktoré ani nie sti pre nas pripust-
né), ked’ze funkcia aproximativnej ceny dlhopisu zévisi len od o?. Podobna situdcia
je v pripade v, av8ak pri tomto parametri je nezapornost’ jeho odhadov zabezpecend
vyhodnymi vlastnost’ami algoritmu simulovaného Zihania zdvislymi od sprdvne zvo-
leného Startovacieho bodu a ¢ ndhodnych portch. Porovnanie vynosovych kriviek
zo Sestndstich po sebe idtcich dni pre tirokové miery napocitané na zaklade aproxi-
macného vzorca (pre odhadnuté aj oficidlne parametre) a pomocou presného vzorca
(len pre oficidlne parametre), sti nasledujtce:
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Obrazok 3.5: Porovnanie vynosovych kriviek: Wirjantova aproximécia (oficidlne a
odhadnuté parametre), krivky vygenerované z presného rieSenia PDR pre CIR (ofi-
cidlne parametre)

Pri pohl'ade na grafy moZno za prekvapivi urcite povaZovat’ presnost, s akou sa
krivky generované podl'a presného vzorca zhoduja s aproximativnymi krivkami napo-
¢itanymi pre odhadnuté parametre. Nevyznamny rozdiel v zhode kriviek medzi grafmi
zase vypoveda o drovni citlivosti zhody vynosovych kriviek pri danej hodnote néj-
deného minima U. V nagom pripade sa pri presnosti U ~ 10~¢ dosahuje rozdiel medzi
vynosovymi krivkami maximadlne okolo 0.01%.

V d’alSej ¢asti sa budeme snazit’ vylepsit’ doteraz uvedené kalibra¢né metédy, pricom
najvacsiu pozornost’ upriamime na zmensenie vychylenia, prip. disperzie pévodnych
(tzv. Nowmanovych) odhadov. Podobnému vylepSeniu tychto odhadov sa venuja
aj viaceré publikované ¢lanky. Nasimulovanim konzistentnych dét tak budeme mat’
moznost’ porovnat’ kvalitu naSich korigovanych odhadov s odhadmi publikovanymi
v tychto ¢lankoch.
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Kapitola 4

VylepSenie kalibraé¢nych metéd

4.1 Korekcia maximalne vierohodnych odhadov

V predchadzajticej kapitole sme zistili, Ze odhady parametrov a a 3 sti navzdjom opacne
vychylené, pri¢om ich podiel ¢ je v tomto ohl'ade pomerne robustny. Dalej z obrazka
3.2 vieme, Ze medzi odhadmi a prisluSnymi presnymi hodnotami 3, podl'a ktorych
sa simuluja hodnoty r,, existuje takmer linedrny vzt'ah. Tato jednoduchéa zavislost
zohra vyznamnu tlohu pri nasej korekénej metéde, ktorou budeme odhady 3 korigo-
vat’. Ked'Ze v8ak ekvivalentné vychylenie existuje aj v odhade «, otestujeme kore¢nt
metddu aj pre pripad tohto parametra.

Predpokladajme teda, Ze mame odhad 3, o ktorom si myslime, Ze je vychyleny
smerom nadol. Dalej predpokladajme, Ze mame odhadnuté aj ostatné parametre @,
& a 4. Princip korekénej metédy spociva v hl'adani takej hodnoty 3, pri pouZiti ktorej
(ako parametra pomocnej simuldcie) vyjde z nasimulovanych dat odhad 3 priblizne
rovny 3. Co sa tyka zvysnych parametrov, pomocnt simuldciu generujeme na za-
klade ich povodnych odhadov. Tento, na prvy pohlad jednoduchy postup, sa tak
snazi spdtne korigovat’ povodny odhad ] pomocou skutocnej zdvislosti medzi jeho
odhadnutou a presnou hodnotou.

Nazorne si moZno uvedeny postup predstavit' na grafe, ktorého z-ovd os pozostava
70 zvoleného vektora hodnot 3. Ked'ze vysledny korigovany odhad budeme hl'adat’
na z-ovej osi, rozsah tohoto vektoru volime tak, aby pokryval aj hodnoty vicsie, teda
o ¢osi menej zdporné ako povodny odhad 3. Na zvislej osi potom zaznamendvame
odhadnuté hodnoty (3, prisltchajtice k jednotlivym zlozkdm vektoru B. Z takéhoto
grafu by sme potom mali byt schopni od¢itat’ takt hodnotu 3 leZiacu na z-ovej osi,
ktord prislicha pribliZzne hodnote 3 (ta naopak hl'addme na y-ovej osi). V pripade, Ze
také 3 identifikujeme, prehlésime ho za korigovany odhad parametra (.

Na d’alSej strane uvddzame graf, ktory ilustruje postup pri ziskani korekcie odhadu
3 zo simuldcie CIR modelu. Vstupné parametre

a=0.7203=-012,0 = 0.06,0 = 6. (4.1)

uvadzame zatial’ len informativne, bliZsie ich popiSeme neskor.
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Obrazok 4.1: Korekcia odhadu parametra /5 a jeho histogram z 300 replikacii.

Rasttica (aj ked’ volatilna) zavislost’ medzi (3 a ﬁ je v sulade s nasimi ocakdvaniami.
Pre lepsiu ndzornost’ sme do grafu zakreslili aj linedrnou regresiou odhadnuta priam-
ku, z ktorej sme jednoducho od¢itali hI'adant hodnotu. V nasom pripade teda plati
nasledujuci vzt'ah medzi odhadom a jeho korekciou:

B~ —023 = B= —0.18.

Vidime, Ze vychylena hodnota sa po korekcii mierne pribliZila k presnej hodnote.
Je dolezité si uvedomit’, Ze uvedend korekcia vznikla len z jednej replikdcie CIR mo-
delu. Pre kvalitativne porovnanie tejto met6dy s inymi metédami je potrebné vykonat
viacero replikdcif, pri ktorych nas bude zaujimat’ priemerna hodnota a disperzia sko-
rigovaného parametra.

4.1.1 Porovnanie kvality korekcie s inymi metédami odhadovania

Problematike gaussovskych odhadov v short rate modeloch sa venuje viacero publiko-
vanych prac. V roku 2001 napisali Jun Yu a Peter C.B. Phillips ¢lanok s ndzvom Gaus-
sian Estimation of Continuous Time Models of the Short Term Interest Rate (d’alej len [9]), v
ktorom sa pokdsili o vylepSenie Nowmanovych vychylenych odhadov pomocou nimi
navrhnutej pokrocilejSej met6dy odhadovania.

Nowmanov princip odhadovania spoc¢iva v diskretizacii short rate modelu, presnej-
Sie len jeho diftiznej casti — volatility. UZ tento postup je v podstate vylepSeny, oproti
najjednoduchsej Eulerovej metéde, ktord (zbytocne) diskretizuje aj driftovy ¢len, ¢im
zvySuje tzv. dasovo agregované vychylenie. Aby bol vSak Nowmanov model I'ahko spoci-
tatelny, umelo zavadza konstantnt volatilitu na jednotlivych diskrétnych ¢asovych
usekoch, ¢oho dosledkom je, Ze jeho rozdelenie je normdlne. T4to normalita je vSak
len podmienend, pretoze disperzia rozdelenia zavisi od predchadzajtcej hodnoty r;_;.

Nowmanom zavedené zjednodusenia sa autori v [9] snaZili odstrénit’ za pomoci
techniky transformdcie ndhodného ¢asu (Random Time Change), ktord vyuziva fakt,
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Ze kazdy martingal vychddzajtci z nuly sa vhodnou zmenou ¢asového indexu trans-
formuje na Standardny Brownov pohyb. Hovori o tom nasledujtica veta:

Veta 4.1 ([9], Lemma (DDB Theorem)). Nech M je taky (F, P)-spojity martingal, Ze M, =
0 a nech pre jeho kvadratickii varidciu [M]; plati [M]., = oo. PoloZme

T, = inf{s|[M], > t}.
Potom plati, Ze B, = My, je Standardny (JF;)-Brownov pohyb a M, = By

t°

Ak teda ¢asovy index t daného martingalu M, transformujeme tak, Ze novy ¢asovy
index T; kopiruje hodnoty kvadratickej varidcie M, totozné s hodnotami pévodného
Casu t (13 = inf{s|[M]s > t}), potom v rdmci tohto nového ¢asového indexu je My,
Brownov pohyb, teda je to normélne rozdeleny stochasticky proces. Pre nds to zna-
mend, Ze z pdvodne obyc¢ajného Itéovho integralu vystupujticeho pri odvodeni Now-
manovho diskrétneho modelu vieme dostat’ Brownov pohyb, ktory sa d4 jednoducho
simulovat’. V naSom pripade pre povodny (Nowmanom neupraveny) model plati:

h
r(t+h) = %(eﬁh — 1) + P (t) +/ o1 (t 4 7)dB(1), Vh>0
Jo

v

=M(h)

pricom predmetny martingal je prave M (h). Zmenu ¢asového indexu v martingale
M(h) zavedieme pre I'ubovolné pevné a > 0 pomocou skonstruovanej postupnosti
¢asovych prirastkov {h;} :

hjt1 = inf{s|[M;]s > a} = inf{s\oQ/ 2P 2 (¢ + 1YdT > al. (4.2)
0

V stlade s vetou 4.1 dostaneme po zavedeni novych ¢asovych indexov ¢, = t; +
hj+1,t1 = 0 vysledny gaussovsky model

(67 ) ;
P(tin) = e = 1)+ e™nr(ty) + M(ha),

pricom M(h;i1) = B(a) ~ N(0,a) je Brownov pohyb, ktory vieme simulovat’. Nové
¢asové body t;;; st konstruované tak, Ze kvadraticka varidcia sa na jednotlivych in-
tervaloch dlzky h;,, zakazdym zvadsi o hodnotu a, ¢o znamend, Ze parameter a ma
funkciu disperzie " inkrementdlneho" Brownovho pohybu B(a) = M (hj11) = M (tj+1—
t;). Hodnota parametra a sa v [9] prakticky odhaduje ako nepodmienend variancia dis-
turbancie v pomocnom modeli s konstantnou volatilitou

r(t+A) = %(eM — 1) +ePPr(t) +e, e~N(0,a).

Implementéacia vylepSenej metddy tak pozostdva z odhadu parametra a, vypocita-
nia Standardnych Nowmanovych odhadov parametrov a nakoniec vylepSenia odhadov
a a (3 pomocou optimalizacie likelihood funkcie s vyuzitim diskrétnej aproximdcie
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vzorca pre Casové intervaly (4.2), pricom za o a 7 st do likelihood funkcie dosadzo-
vané povodné Nowmanove odhady, v [9] povaZované za dostatocne dobre odhadnuté.

Prejdime teraz k samotnému porovnaniu nasej metédy s metédou v [9]. Nasim ciel'om
bolo na zdklade simulécii kvalitativne zistit', ktord z metéd lepSie odstrénila vychyle-
nie Nowmanovych odhadov. Pri vypocte nasich odhadov sme pouzili nastavenie
parametrov z tvodu tejto kapitoly, ktoré sme ziskali preskalovanim parametrov z
[9] tak, aby hodnoty (4.1) boli konzistentné s konvenciou z prechddzajuicich kapitol.
Konvencia v [9] totiz predpoklada vyjadrenie trokovych mier v percentdch, oproti
zauzivanému vyjadreniu v tvare desatinnych ¢isel. Rozdiel vSak vznikol len v pri-
pade o, ktorti sme museli oproti povodnej hodnote v [9] vydelit' desiatimi. Z tohto
dovodu nebudeme porovnavat’ kvalitu jej odhadu medzi metédami, ale len v ram-
ci jednotlivych met6d. Pocet replikécii bol zvoleny M = 300, pricom sme uvazovali
N = 500 mesacnych dat.

V kazdej z M replikdcii sa po vypocte prvotnych odhadov vSetkych parametrov
preslo k vypoctu korekcie podl'a nasledujiceho postupu: vygeneroval sa vektor hod-
not B = Bk, k=1,...,20}, pricom sa pre kazdu jeho zlozku v rdmci vnitornej simulé-
cie (zaloZenej na odhadoch &,4,6,% z prvej Casti) vypotital odhad f;. Aplikovanim
priamkovej regresie na vektory 3 a 3 sme nasledne ziskali prislusnd funként zavis-
lost’. Po dosadeni prvotného odhadu 3 za zavisla premennt sme dostali hl'adany
korigovany odhad 3. Aby sme eliminovali ndhodné chyby, pre kazdu replikaciu sme
vysledny korigovany odhad napocitali ako priemernti hodnotu zo sto takychto korek-
cif. Pre lepSiu orientdciu vo vysledkoch uvddzame najprv hodnoty zo simulécii z [9] a
az nasledne po nich prezentujeme nase vysledky:

Nowmanove odhady Time-Change metdda
! I} o v a o) o ¥
MEAN 1.344 -0.2332 0.6173 0.4919 | 1.2330 -0.2275 0.6173 0.4919
STDEV | 0.7679 0.4139 0.0995 0.0843 | 0.7571 0.3986 0.0995 0.0843

Tabul'ka 4.1: Porovnanie Nowmanovych odhadov s metédou Time-Change pre presné
hodnoty parametrov oo = 0.72, 3 = —0.12,0 = 0.6, 60 = 6.

Vidime, Ze rozdiely v smerodajnych odchylkach st pri parametroch a aj f minimalne, s
mierne vy$$imi hodnotami pri Nowmanovych odhadoch (odhady ¢ a v autori ponecha-
li bezo zmeny). DoleZitejSie sti vSak artimetické priemery (MEAN), pri ktorych sme
ocakavali hodnoty bliZsie k optimalnym (« = 0.72, 3 = —0.12). Vidime v8ak, Ze pri
danych simula¢nych nastaveniach nebola metdda prilis tispesna.!

'Predmetom kalibrécie v [9] st aj denné a tyzdenné déta, pri¢om vykazuju podobne neuspokojivé
vysledky. Vzhl'adom na vysokt ¢asovd ndro¢nost’ nasich vypoctov uz pri tyzdennych datach sme sa
rozhodli porovndvat’ len mesa¢né data.
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ﬁ-I Nowmanove odhady Metoda korekcie 3
) & IG] o v a 3 o ~y
MEAN | 1.4295 -0.2385 0.1007 0.4040 | 0.7467 -0.1240 0.1007 0.4040
STDEV | 0.7483 0.1243 0.0532 0.6348 | 1.3501 0.2263 0.0532 0.6348
6'H Nowmanove odhady Metoda korekcie 3
) &) I¢] o ¥ a Jé; o vy
MEAN | 1.3335 -0.2228 0.0963 0.4426 | 0.7865 -0.1310 0.0963 0.4426
STDEV | 0.7418 0.1238 0.0549 0.6473 | 1.7204 0.2889 0.0549 0.6473
Nowmanove odhady Meto6da korekcie 3
G-I
« 15} o v a I} o v
MEAN | 1.3609 -0.2271 0.1000 0.4263 | 0.6956 -0.1157 0.1000 0.4263
STDEV | 0.7718 0.1281 0.0562 0.6337 | 1.0932 0.1836 0.0562 0.6337
Nowmanove odhady Metoda korekcie 3
BV,
! I} o v a I} o v
MEAN | 1.4252 -0.2377 0.1013 0.4520 | 0.7330 -0.1159 0.1013 0.4520
STDEV | 0.8289 0.1391 0.0564 0.7304 | 1.8481 0.4059 0.0564 0.7304
vV Nowmanove odhady Metoda korekcie 3
ﬁ v &) 3 o v a J¢; o ~y
MEAN | 1.2995 -0.2173 0.0600 0.5 | 0.6669 -0.1114 0.0600 0.5
STDEV | 0.7208 0.1220 0.0018 0 1.5658 0.2599 0.0018 0

Tabul'ka 4.2: Porovnanie nasich Nowmanovych odhadov s odhadmi ziskanymi korek-
ciou 3 (presné parametre: a = 0.72, 3 = —0.12,0 = 0.06,0 = 6.) .

Uvedené vysledky prezentuja pat’ nezavislych operdcii simuldcie a naslednej korekcie
B v CIR modeli, z toho prvé Styri zahffiaju aj optimalizdciu parametra v, v piatej bola
zvolena pevne presnd hodnota. Z tabul'’ky je zrejmé, Ze korekcia 3 sa vo vSeobecnosti
ukdzala ako tspesnd, pricom korigované o sme dopocitali pomocou prislusnych hod-
noét 0, ktoré uz Standardne vykazovali stabilné vlastnosti (vo vSetkych pripadoch sa ich
odchylka od presnej hodnoty pohybovala len v stotindch). Na druhej strane odhady
o vyrazne zéavisia od presnosti odhadov v, ¢o si mozno vSimnuat’ pri vysledkoch z
poslednej simulécie, v ktorej sme y neodhadovali. Pri ostatnych simulédciach sme pri
odhade v postupovali v stlade s postupom uvedenym v ¢asti 3.1.2, pricom sme naviac
aplikovali podmienku nezapornosti
~(7) := max(0,7(z)), Viel,...,M.

Co sa tyka vysledkov smerodajnych odchyliek, délezité st hodnoty pre 3, ktoré
vysli s vynimkou jednej simuldcie mensie ako pri pouziti metédy z [9]. Mozno to
pripisat’ tomu, Ze prave [ bola predmetom korekcie, ¢im sa do urcitej miery mohlo
podarit’ zmensit’ jej rozptyl.
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Pre porovnanie sme rovnakou procedirou odhadli aj pripad korekcie o, pricom
nastavenie simula¢nych parametrov sme ponechali rovnaké. Vysledky st nasledujtce:

Nowmanove odhady Meto6da korekcie o
o 16} o vy e} 5] o Y
MEAN 127 -02114 0.1012 0.419 | 1.2535 -0.2097 0.1012 0.419
STDEV | 0.7341 0.1213 0.0546 0.6636 | 12.4957 2.0953 0.0546 0.6636
Nowmanove odhady Meto6da korekcie o
a-11.
Q I} o ~y Q I} o 7y
MEAN | 1.3968 -0.2324 0.1027 0.3950 | 0.6491 -0.1077 0.1027 0.3950
STDEV | 0.8232 0.137 0.0546 0.6340 | 1.7420 0.2880 0.0546 0.6340
Nowmanove odhady Metoda korekcie o
a-II1.
o 6] o v o I} o y
MEAN | 14112 -0.2355 0.1024 0.4104 | 0.6921 -0.1156 0.1024 0.4104
STDEV | 0.7569 0.1269 0.0529 0.7553 | 1.3384 0.2233 0.0529 0.7553
Nowmanove odhady Metoda korekcie o
a-IV.
o o) o v a I} o y
MEAN | 1.3627 -0.2269 0.1009 0.3847 | 0.9595 -0.1633 0.1009 0.3847
STDEV | 0.7536 0.1257 0.0531 0.5711 | 7.9059 1.3790 0.0531 0.5711
Nowmanove odhady Meto6da korekcie o
a-V.
Q 16} o ¥ Q 15} o y
MEAN | 1.3671 -0.2279 0.0600 0.5 0.3204 -0.0539 0.0600 0.5
STDEV | 0.7957 0.1335 0.0019 0 24430 0.4020 0.0019 0

a-1.

Tabul'ka 4.3: Porovnanie Nowmanovych odhadov s odhadmi ziskanymi korekciou «
(presné parametre: a = 0.72, 3 = —0.12,0 = 0.06,0 = 6.).

Korekcia odhadu a

Vidime, Ze v porovnani s korekciou f
sme dosiahli o ¢osi horSie vysledky nielen v
priemeroch, ale aj v smerodajnych odchylkach,
najmad ¢o sa tyka parametrov a a . Napriek
tomu sa tejto metddy nevzddvame dplne. V
pripade, Ze pri redlnych détach vyjde odhad
smerodajnych odchylok primerane maly, je
mozné vyuzit' aj tieto odhady pri vypocte
priemerného korigovaného odhadu:

= Qo —corr. T Q3—corr.

= 2 ’ Obrazok 4.2: Korekcia parametra o
E Bocorr. + Ba—corr. pomocou regresnej priamky.
= 9 .
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4.2 Vylepsena aproximdcia ceny dlhopisu

V procese kalibrécie rizikovo neutrélnej verzie rovnice short rate modelu sme naznacili
odvodenie aproximativneho vzorca pre ceny dlhopisov, ktoré vyplyvaja z prislusného
modelu. V préci [6] autori okrem iného prezentujt diferenciu presnych a pribliZznych
cien dlhopisov, pricom ju odhaduji na CIR modeli — jedinom short rate modeli, pre
ktory je takéto porovnanie mozné. Ich grafické zndzornenie rozdielu P,,pr0x — Pezact
vSak naznacuje, zZe pre 7 < 10 je aproximativny vzorec dostato¢ne presny. Podob-
ny vysledok plati aj pre vycislenie relativnej chyby, tzv. relative mispricing, ktord na
rovnakom intervale dosiahla hodnoty maximélne 1%.

V inej préci [10] autori odhadli presnost’ vzorca (3.5) a nasledne sa ho pokisit’ d’alej
vylepsit'. Prva cast’ ich préace sa venuje dokazu chyby aproximacie povodného vzorca,
ktoru sa autorom podarilo odhadnut’ vyrazom o(7°), ¢o znamend, Ze rozdiel medzi
presnou a pribliznou cenou je radu vyssieho ako piateho. V druhej ¢asti potom navrhli
vlastné vylepSenie (3.5), ktoré takisto doplnili o dokaz radu presnosti. Pre poévodnu a
vylepSent aproximdciu tak platia nasledujtice vety:

Veta 4.2 ([10],Theorem 3). Nech P, ,(r) je priblizné rieSenie rovnice pre cenu dlhopisu dané
vzt'ahom (3.5) a nech P, je presné riesenie rovnice (2.6). Potom plati
In P,(7,7) — In Pop(7,7) = c5(r)7° + o(7%), pre 71— 0%,
kde
cs(r) = —ﬁ7r27_402(2042(—1 +29)r2 + 43%yrt — 8r(3 + 27)0?

+ 26(1 = 5y + 692)r*2702 + o4y (2y — 1)2(4y — 3)

+ 2ar(B(=1+49)r* + (2v — 1)(3y — 2)r*70?)).
Veta 4.3 ([10],Theorem 4). Pre rozdiel medzi presnym rieSenim P, a pribliznym rieSenim

P2 plati:
In Poyo(7,7) —In Pop = o(7%), pre 7— 0T,

ric¢om vylepsend aproximdcia In P,,, je definovand vzt' ahom
D

In Pap2(7—, T) =In povT(T) — C5(r)7—5 _ 06(T)76,

kde In P, . (r) je povodnd aproximdcia (3.5), cs(r) je dané vzt ahom

(r) + (a+ Br)es(r) — ks(r),
pricom
ks(r) = %‘;7’27‘4(60(25(—1 + 29)r? + 12334r* — 10(1 — 27)2r!1 0t +
+ 63%0%(1 — 5y + 67%)r* ™
+ Bro?(—=10(5 + 29)r® + 3(1 — 27)%(=3 + 4y)r¥o?)
+ 2ar(36%(=1 + 49)r? + 36(2 — Ty + 692)r?o? — 5(—1 + 27)r'T215?))

a cs(r), " (r) znamenajii derivdcie vzhl'adom k r.
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Zlozitost' a najmé rozsiahlost’ tejto aproximdcie ma na jednej strane vyznam pri re-
dukcii jej chyby az do radu o(7°), na druhej strane v8ak vyvoldva otdzku, nakol'’ko tito
zvySena zlozitost’ povedie k zlepSenej schopnosti ndkladovej funkcie U odhadovat’
hl'adané parametre pomocou met6dy simulovaného Zihania. Pre zodpovedanie tejto
otazky sme do funkcie U zahrnuli upravend hodnotu R(r;, 7;), odvodent podla vety
4.2 z vyrazu In P,,,, obsahujtceho derivdcie ¢;(r). Tieto derivacie sme si spo¢itali ana-
lyticky.

Tak ako pri povodnej funkcii, aj v tomto pripade sme museli nakalibrovat’ nasu si-
mulaénd metddu, ked'Ze pri pdvodnych parametroch nekonvergovala. Ako najrozho-
dujtcejsia sa opdt’ ukdzala hodnota o — vel'kost’ ndhodnej odchylky — pricom ostatné
parametre tispesnost’ metddy ovplyviiovali len malo, ak vobec. Po niekol'kych poku-
soch sme nakoniec upravili len vel'kost' odchylky pri koeficiente 3, ktort sme znizili
na tretinu z pdévodnej hodnoty 0.3, ked'Ze pri vyssich ¢islach konvergovala 3 k prilis
nizkym hodnotdm. Zvysné odchylky sme ponechali nezmenené. Za povsimnutie stoji
kovergencia (aj ked” nie vZdy jednozna¢nd) priebeZznych hodnét o k nule, ktorti sme
v pripade povodnej funkcie In P, tak vyrazne nepozorovali. Pri testovacich simula-
ciach sme ako oficidlne parametre pouZili tie isté hodnoty ako v predchadzajticej kapi-
tole (pozri str. 31). Jedna z najniZzsich hodnot U sa dosiahla pri nasledujtcich hod-
notdch argumentov:

a = 13513, 3 = —31.4089, o = 0.00325, v = 0.9362, U ~ 1.0041 x 10~°.

V porovnani s povodnou aproximéciou sa dostato¢nd zhoda kriviek dosiahla o jeden
rad presnosti U skor (1075 oproti 10~%), pricom hodnoty optimélnych argumentov st
porovnatelné. Vzhl'adom k lepSej presnosti funkcie In P,,» pri danych optimdlnych
argumentoch budeme ttto funkciu preferovat’ pri kalibrdcii redlnych kriviek.
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Obrazok 4.3: Vynosové krivky pri pouZiti vylepSenej aproximacnej funkcie In P, ,.



Kapitola 5

Kalibracia modelov na zdklade redlnych
vynosovych kriviek

Zaverecnu kapitolu venujeme otestovaniu vylepSenych kalibra¢nych metéd na real-
nych datach. Zameriame sa na historické déta slovenského (Bribor) a eurépskeho
(Euribor) periazného trhu z roku 2003. Dévodom pre vyber tohoto roku je existen-
cia podobnej kalibracie v préci Sevéovita a Csajkovej Urbankovej: Calibration of one
factor interest rate models, (d’alej len [7]). V prvej Casti sa budeme zaoberat’ odhadom
a korekciou redlnych parametrov, ktoré nasledne porovndme s vysledkami zo [7]. V
druhej ¢asti potom nakalibrujeme rizikovo neutrdlne parametre a vypocitame trhovt
cenu rizika.

5.1 Kalibracia redlnych parametrov vynosovych kriviek

Autori préce [7] navrhli a otestovali vlastnt tzv. dvojfazovi metdédu kalibrécie short
rate modelov. Ich postup bol takyto: v prvej fdze implementovali ndkladovt funkciu
U (rovnakt ako pouZivame v nasej praci my pri kalibracii rizikovo neutrdlnych para-
metrov). Rozdiel je v tom, Ze za teoretické ceny dlhopisov dosadili presné ceny dl-
hopisov (na rozdiel od nés kalibrovali len CIR model) napocitané z prislusného
analytického rieSenia parcialnej diferencidlnej rovnice. Tieto ceny, rovnako ako aj PDR,
st vo svojej podstate uvazované pri redlnej miere, teda do vysledného vzorca nutne
vstupuje aj trhova cena rizika \(r). D4 sa ukdzat, Ze Styri parametre, ktoré st potrebné
pre identifikaciu redlneho CIR modelu sti navzdjom zévislé, teda v jednom parametri
existuje vol'nost’, ktorti kalibrdcia nevie odstrdnit’. RieSenie prvej fazy tak poskytuje
len ¢iasto¢ny vysledok, zavisly od parametra vol'nosti, ktorym je v tomto pripade .
Nasledovat' musi teda druhd faza kalibracie. V nej autori aplikovali funkciu vierohod-
nosti, ktori maximalizovali pozdii jednorozmernej krivky parametrizovanej prave
parametrom A. Na zédklade jej optimélnej hodnoty nakoniec dopocitali hI'adané para-
metre.

Na priklade tejto metédy si mozno dobre vS§imnut filozofiu kalibracie parametrov
short rate modelov a z nich odvodenych cien dlhopisov. Ceny dlhopisov v rdmci redl-
nej miery, tak ako ich autori pocitaja, explicitne obsahujt trhova cenu rizika, ktora
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tvori dodato¢ny parameter kalibracie. Takymto postupom vznika problém identifika-
cie tohto parametra, ktory autori vyriesili elegantnou dvojfazovou metédou. Ako je
vSak uz zrejmé z predchddzajtcich kapitol, v pripade rizikovo neutrdlnej miery prob-
lém s trhovou cenou rizika odpadé (preto aj prislusny ndzov) a ceny dlhopisov st s
vel'kou presnost'ou vy¢islitelné pomocou troch (v pripade vol'nej v Styroch) riziko-
vo neutrdlnych parametrov. Na druhej strane, v pripade, Ze je na$im ciel'om stanovit’
hodnotu A, musime prejst’ do redlnej miery, v ktorej sa tento parameter vyskytuje. V
naSom pripade sme vyuZili skutoénost’, Ze A vieme vyjadrit’ zo vzt'ahu medzi redlnymi
a rizikovo neutrdlnymi parametrami. Tento vyhodny postup preto pouzijeme v druhej
Casti.

Tak ako v [7], aj my sme rozdelili data z roku 2003 na Styri Stvrt'roky a odhadovali
sme jednotlivé parametre na kaZdom z obdobi. Ako aproximéciu okamZitej tiirokovej
miery pre Bribor sme vzali v sti¢casnosti uz byvalt O/N sadzbu, ktort si banky medzi
sebou uctovali za jednodiiové podZicky (ked'Ze iSlo o Bribor). Déta o sadzbach sme
ziskali zo stranky Nédrodnej banky Slovenska (pozri [11]). Vysledky uvddzame v dvoch
tabul'kdch — prvd porovnava nasu kalibraciu s vysledkami zo [7], druhd prezentuje
nase povodné verzus korigované ML odhady:

Bribor " . a . 0 . @ .
Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok
10Q2003 50.2694 | 688.298 || 0.5120 | 8.960 | 0.0594 | 0.0025 || 2.9838 | 1.7457
2002003 66.1431 | 38.467 0.6492 | 1.509 || 0.0642 | 0.0458 || 4.2467 | 1.7617
302003 134.012 | 598.875 || 0.5855 | 8.276 || 0.0579 | 0.0031 || 7.7620 | 1.8565
4002003 78.6979 | 793.487 | 0.5855 | 9.396 || 0.0599 | 0.0022 || 4.4005 | 1.7456

Tabul'’ka 5.1: Korigované Nowmanove odhady verzus kalibrécia zo [7] — Bribor 2003.

Bribor " « ’ 0
Povodny odhad Korigovany odhad Povodny odhad Korigovany odhad Korigovany odhad Korigovany odhad
1Q2003 || 684503 | 50.2694 | 4.063 | 2.9838 0.5120 0.0594
2Q2003 || 83.4388 | 66.1431 || 53571 | 4.2467 0.6492 0.0642
3Q2003 || 154.7371 | 134.012 || 89622 | 7.7620 0.5855 0.0579
4Q2003 || 982322 | 78.6979 || 5.4927 | 4.4005 0.5855 0.0599
| 2003 || 84.9263 | 80.7759 | 5.038 | 4.7918 || 0.5734 | 0.0593 |

Tabul'’ka 5.2: Povodné verzus korigované ML odhady — Bribor 2003.

Z prvej tabul'’ky vidime, Ze metédy davaju pomerne odlisné vysledky, pri¢om sa nezho-
dujt dokonca ani v pripade dlhodobej tirovne kratkodobej sadzby . Nejasnost’ ohl'a-
dom vyraznych rozdielov v hodnotach parametrov vSak budeme schopni odstranit’ az
po odhade trhovej ceny rizika A nasimulovanim vynosovych kriviek podl'a odhadov
parametrov v [7], resp. podl'a naSich korigovanych odhadov.
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Z porovnania povodnych a korigovanych Nowmanovych odhadov vyvplyva, Ze
korekcia postiva odhady ~ jednozna¢ne smerom nadol (rozdiel je v priemere 15-20), ¢o
zodpoveda v nasej terminoldgii korekcii 3 smerom nahor. Hodnoty « dopocitané z 3
sa prislusne korigovali smerom nadol. V stlade s vysledkami zo simuldcii, v ktorych
o a 0 vykazovali dostato¢nt stabilitu, uvddzame pre tieto parametre len korigované
hodnoty.

Vysledky pre Euribor st nasledovné:

Euribor m . 7 . 0 . @ .
Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok Korigované ML Clanok
1Q2003 105.853 | 34.118 || 0.1876 | 0.689 || 0.0276 | 0.0241 || 2.9212 | 0.8222
2002003 18.926 | 0.734 || 0.0976 | 0.024 || 0.0242 | 0.0244 || 0.4574 | 0.0179
302003 228.404 | 40.018 || 0.2005 | 0.699 || 0.0206 | 0.0175 || 4.7153 | 0.7003
402003 167.276 | 9.217 0.2380 | 0.286 || 0.0201 | 0.0178 || 3.3626 | 0.1641

Tabul'ka 5.3: Korigované Nowmanove odhady verzus kalibracia zo [7] — Euribor 2003.

Euribor " a 7 0
Povodny odhad | Korigovany odhad Povodny odhad | Korigovany odhad Korigovany odhad | Korigovany odhad
1Q2003 || 143.9377 | 105.8537 || 3.9722 | 2.9212 0.1876 | 0.0276
2Q2003 || 28.6747 | 189268 | 0.693 | 0.4574 0.0976 | 0.0242
3Q2003 || 277.1804 | 228.4042 || 57223 | 4.7153 0.2005 | 0.0206
4Q2003 || 194.7768 | 167.2767 || 3.9154 | 3.3626 02380 | 0.0201
| 2003 | 30.1849 | 26.5052 | 0.6936 | 0.6091 | 0.1641 | 0.0230 |

Tabul'ka 5.4: Povodné verzus korigované ML odhady — Euribor 2003.

V pripade eurépskych sadzieb sme ako aproximdciu short rate pouZili hodnoty
EONIA (Euro OverNight Index Average), ktord mé v rdmci eurozény podobnt funkciu
ako byvala slovenska O/N sadzba, pozri [12]. Vysledky naznacujt, Ze eurépska kratko-
dobé sadzba sa v roku 2003 pohybovala na trovniach o 3 % nizgich ako slovenska. Co
sa tyka stability parametrov sa zd4, Ze slovensky aj eur6psky petiazny trh boli pomerne
vyrovnané, miernu odchylku sme v pripade Briboru zaznamenali v tret om Stvrt'roku,
zatial'¢o Euribor vykazuje vychylené hodnoty v druhom kvartéli.

K samotnému vypoctu korekcii eSte dodajme, Ze v korekénej faze algoritmu sme
mali vol'nost’ pri vol'be poctu korekcii M, z ktorych sa vysledna korekcia vypocitala
ako ich priemer. Ako najvhodnejSie sa nam javilo nastavenie M = 300, ked'Ze vécsia
hodnota uZ neprindsala dodato¢nti ustalenost’ vyslednych priemerov. V korekénej faze
sme skusSali pouZit’ aj korekciu cez o, vysledky vSak naznacovali prilis vel'ké rozdiely
pri opakovanych pokusoch v porovnani s korekciou cez 3.
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5.2 Odhad rizikovo neutralnych parametrov

Prejdime teraz ku kalibracii rizikovo neutrdlnych parametrov. Ich hodnoty st zviazané
s trhovou cenou rizika vzt'ahom (3.3), pricom v pripade CIR modelu, v ktorom definu-
jeme A\(r) = \\/T, sa tento vzt'ah zjednodusi na

3-3

o

A= d=a, B=0-0\

—

Pred samotnou kalibraciou sme museli otestovat/, ¢i algoritmus simulovaného Zihania
funguje s rovnakymi parametrami ako pri simuldciach. N&s predpoklad sa potvrdil,
takZe sme mohli priamo prejst’ ku kalibracii.

Ked'Ze kalibrujeme CIR model, parametre 7, 7, ale aj & by sa teoreticky mali zhodo-
vat’ s ich redlnymi ekvivalentmi. Vzhl'adom na tato skuto¢nost’ a fakt, Ze optimalizacia
parametra o pomocou funkcie In F,,; je nepresnd, rozhodli sme sa odhadovat’ trhova
cenu rizika A dvoma nezavislymi sposobmi:

e odhadom vsetkych rizikovo neutrdlnych parametrov okrem 7 s ndslednym vypoc-
tom \ pri pouZiti hodnoty redlnej o, ziskanej korekciou Nowmanovho ML odhadu

e implikovanym odhadom 3 pri zafixovanych & = a, o, v (minimalizécia funkcie
jednej premennej — grafické rieSenie), analogickym vypoctom .

Ak neuvaZujeme nepresnost’ odhadu o (ktort nahrddzame v d’alSom vypocte jej redl-
nym ekvivalentom), pouzitim prvého spésobu optimalizacie vSetkych troch paramet-
rov mame moznost’ overit’ si presnost’ teoretického predpokladu & ~ «. V druhom
pripade naopak z predpokladov & = «, resp. ¢ = o vychddzame a m6zeme porovnat’
stabilitu odhadu g v porovnani s predchddzajicim sposobom. Vysledky uvddzame
opat’ po stvrt'rokoch:

Bribor a s 7 A
Real Risk-free Real Risk-free Risk-free (impl.) Real Risk-free )\er . )\impl.
1Q2003 || 2.984 | 2.747 || -50.269 | -47.946 -48.55 0.512 | 0.066 || -4.539 | -3.358
202003 || 4.247 | 3.439 | -66.143 | -60.488 -62.55 0.649 | 0.061 || -8.711 | -5.535
302003 || 7.762 | 8.020 || -134.012 | -133.035 || -129.05 || 0.586 | 0.002 || -1.669 | -8.475
4Q2003 || 4.401 | 4.409 || -78.698 | -77.694 -74.10 || 0.586 | 0.026 || -1.714 | -7.853
2003 4792 | 4.681 | -80.776 | -81.141 -76.25 0.573 | 0.042 || 0.636 | -7.893

Tabul'ka 5.5: Rizikovo neutrdlne parametre a trhova cena rizika — Bribor 2003.

Vysledky sme rozdelili podl'a parametrov, pricom za hodnoty v bunkédch oznacenych
Real sme vzali korigované ML odhady z predchddzajicej ¢asti. Optimdalne hodno-
ty nékladovej funkcie U sa v kazdom zo §tvrtrokov dosahovali na drovni 107, pre
celorotné data sa rad presnosti znizil na 107°. Z tabul'’ky je d'alej zrejmé, Ze hodnoty
rizikovo neutralnej o st neopodstatnene nizke, ¢o naznacuje, Ze vypocet A pomocou
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redlnej o je odovodneny. Rozdiely & — o vysli s vynimkou druhého kvartdlu pomerne
malé, ¢o potvrdzuje naSe predpoklady. Druhy spdsob odhadu A pomocou impliko-
vanej hodnoty (3 pri zafixovani ostatnych parametrov sa takisto ukézal ako prijatel'ny,
ked'Ze rozdiely odhadov 3 v oboch metédach neboli taktiez prilis vyrazné. Otakavané
zadporné znamienko A sa nepotvrdilo len v celoro¢nych datach, ¢o vSak mohlo byt sp6-
sobené aj nepresnou korekciou redlnej 3 (pre prvotny odhad by A vysla zdporna).
Porovnanie skutoénych a napocitanych vynosovych kriviek podl'a odhadnutych
parametrov z prvych 16 dni $tvrtého kvartdlu dokumentuje nasledujtci graf:
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Obrazok 5.1: Vynosové krivky z redlnych dat (Bribor 4Q 2003) a krivky napocitané
pomocou funkcie In P, z odhadnutych parametrov.

Euribor a s a A
Real Risk-free Real Risk-free Risk-free (impl.) Real Risk-free /\Urea . )\impl.
1Q2003 || 2.921 | 2.759 || -105.853 | -107.371 || -107.70 || 0.188 | 0.035 || 8.090 9.845
202003 || 0.457 | 0.346 || -18.927 | -15.403 -15.40 0.098 | 0.088 || -36.101 | -36.135
302003 || 4.715 | 4.899 || -228.404 | -225.614 || -226.05 || 0.201 | 0.013 || -13.916 | -11.742
4Q2003 || 3.363 | 3.818 || -167.277 | -168.778 || -163.25 || 0.238 | 0.031 || 6.308 | -16.919
2003 0.6091 | 0.680 || -26.5052 | -29.583 | -26.250 || 0.164 | 0.004 || 18.754 | -1.555

Tabul'ka 5.6: Rizikovo neutrdlne parametre a trhova cena rizika — Euribor 2003.

Aj pri Euribore st vysledky oboch metéd pomerne porovnatelné. Ked'Ze hodnoty
rizikovo neutrdlnych 3 vysli v prvom a tret'om kvartali pre oba spdsoby priblizne rov-
naké, ani trhové ceny rizika pre tieto obdobia sa navzdjom vel'mi neliSia. Implikovany

.....

vysli v tomto kvartali s opa¢nymi znamienkami. Optimdlna hodnota tcelovej funkcie
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U sa opat’ pohybovala na trovniach rddovo okolo 10~* pri kvartalnych datach, resp.
10~ pri celoro¢nych datach. Spolo¢né porovnanie realnych vynosovych kriviek a kriv-
iek generovanych pomocou odhadnutych parametrov z kalibrécie je nasledovné:

4Q 2003 BRIBOR & EURIBOR

0.06fB88—6—o ¢ 006 288—a—0o ¢0.06@B88—e— o §006@B8E—0—0o ¢
0.04 0.04 0.04 0.04
0.02EBSEEEE00008D ( (HEBeeeeeceoooY § ) EeeSeeeeees D 0.028BSSE8E5c0854

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
o.oeﬁee‘r.\__ ) o.oe/wb.%ee‘r_\__ $0.06EPO—o o 4 0.06@BE8—e— o 4

. = O\ \ < o\ O < » o
0.04 0.04 0.04 0.04

G A A A A A ASCOOG) N N o YaVaVav=Tx)) N Y oY ata A A A A A A OO
0.02ESTSSOTTTTIENVY () 0BT OTT IR Y YY () oSO T T YV Y () (DS T SV

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

’;\

O.OGMA g 0.062EE e o—a 0.0617288E a— o 4 0.06F2€8 e

. < o @ < o9 ) = O—¢ —4
0.04 0.04 0.04 0.04

S AR A A A AOOOOE) T A A A A A COOOOG) L AR A AN SOOEYS AR AAANCOCLLS
0.02E8yoooo T MR 0.0200000TT RN 0. 0200000 e 0.028ooooo= ==~ ~=T

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
O-Oﬁys%é)‘\’c\—i —O 0.06 ;‘M —D 0.06 5986\6‘— — 0.06 }M —
0.04 0.04 0.04 0.04

snassancooo? Y Ve Y=Y =t = o) ssasco0cee82? smaaan~nco008]
0.02{BESSESTEEEEN 0,02 SSSSSTEEEET 0,02{BeSSemEEEE 0.024SSSEECEES

0 0.5 1 0 0.5 1 0 -©- Data BRIBOR 4Q2003

In PapZ — BRIBOR odhadnute parametre
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Obrézok 5.2: Reédlne a teoretické vynosové krivky napocitané pomocou funkcie In F,
pre Bribor & Euribor 4Q 2003.

Na ilustréaciu celkovej ekvivalencie medzi nasimi korigovanymi odhadmi a odhadmi
zo [7] sme si pre obe nastavenia parametrov vygenerovali ¢asové rady short rate a
zakreslili ich priebeh do spolo¢ného grafu. Iné porovnanie je moZné nasimulovanim
vynosovych kriviek pre zvolené spolo¢né hodnoty short rate ». Nech napr. r € {1%,
2%, 2.6%,3%}. Potom pomocou vzorca pre CIR model (pozri str. 19) a s vyuzitim hod-
nodt A z tabul'ky 5.7 dostdvame pre kazdu troven r dvojicu porovnatelnych vynosovych
kriviek. V kaZdom so stvrt'rokov sme do jedného z grafov zahrnuli aj redlnu vynosovi
krivku tak, aby sa jej short rate priblizne zhodovala s hodnotou na danom grafe. Vzhl'a-
dom na vyrazné rozdiely v odhadoch ¢ pri sadzbéach Briboru (tab. 5.1), sposobujtice
okrem iného problémy pri simulovani vyvoja r, uvddzame simuldcie len pre
Euribor. Na zaver poznamendvame, Ze metodolégiu korekcie maximdlne vierohod-
nych odhadov, resp. kalibrécie rizikovo neutrdlnych parametrov na zdklade analytic-
kej aproximacie ceny dlhopisu je mozné aplikovat’ aj na vSeobecny short rate model
(7 # 0.5), pre ktory je priblizné rieSenie jediné, ktoré vieme efektivne ziskat'.
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’ Euribor ‘ )‘Clénok ‘ >\Ureal ‘ )‘impl ‘
1Q2003 | -1.897 | 8.090 9.845
2Q2003 | 0.276 | -36.101 | -36.135
3Q2003 | -7.797 | -13.916 | -11.742
4Q2003 | -2.243 | 6.308 | -16.919

Tabul'ka 5.7: Trhova cena rizika — Euribor 2003.

Simulacia short-rate pri parametroch odhadnutych pre 1Q 2003 EURIBOR Simulacia short-rate pri parametroch odhadnutych pre 2Q 2003 EURIBOR
0.07 T T T T 0.07 T T T
— Parametre zo [7]

— Nase korigované odhady — NaSe korigované odhady
0.06 - q 0.06 - q
q 0.05 q
q 0.04 q
’ 1 4 0.03 4
0.02- i; c i u ; i
0.01F q

0 I I I I I 0 I I I I I
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Obrazok 5.3: Simulécia short rate pri parametroch odhadnutych pre 1Q a 2Q 2003
Euribor.

Simulacia short-rate pri parametroch odhadnutych pre 3Q 2003 EURIBOR Simulacia short-rate pri parametroch odhadnutych pre 4Q 2003 EURIBOR
0.07 T T T 0.07 T T T
— Parametre zo [7] — Parametre zo [7]
—— Nase korigované odhady — Nas3e korigované odhady
0.06 - q 0.06 - q
0.05- q
0.04-
0.031-
0.02
0.01 q
0 I I I I I 0 I I I I I
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Obrazok 5.4: Simuldcia short rate pri parametroch odhadnutych pre 3Q a 4Q 2003
Euribor.
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1Q 2003
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Obrazok 5.5: Simulécia vynosovych kriviek 1Q2003 Euribor.

2Q 2003
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Obrazok 5.6: Simuldcia vynosovych kriviek 2Q2003 Euribor.
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3Q 2003
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Obrazok 5.7: Simulécia vynosovych kriviek 3Q2003 Euribor.
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Obrézok 5.8: Simuldcia vynosovych kriviek 4Q2003 Euribor.
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Zaver

Metody kalibracie jednofaktorovych modelov trokovych mier zaloZené na maxima-
lizacii vierohodnostnej funkcie ¢asto generuji vychylené odhady. Prvym cielom v
ramci diplomovej prace bolo preto eliminovat’ toto vychylenie na zaklade néjdenej
zavislosti medzi presnou a odhadnutou hodnotou parametra 3. V teoretickej casti, v
ktorej sme data simulovali, sme ttto zavislost’ odhadli a nésledne pouZili pri ndjdeni
(maximélne vierohodnych) korigovanych odhadov. Nasu metédu sme na baze simula-
cif kvalitativne porovnali s metédou tzv. transformacie ndhodného ¢asu, v ramci ktorej
sa autori préce [9] takisto snaZili vylepsit' povodné Nowmanove odhady. Z vysledkov
tohto porovnania vyplynulo, Ze nami navrhnutd metéda bola po teoretickej stranke
uspesnd, ¢co umoznilo pouZit' ju aj pri redlnych datach.

Kalibréaciou, av8ak pri rizikovo neutrdlnej miere, sme sa zaoberali aj v d’alSej casti
prace. V tomto pripade sme vyuZili relativne novy analyticky vzorec aproximujtci
ceny dlhopisov odvodenych z prislusného short rate modelu. Tieto teoretické ceny
sme dosadili do ndkladovej funkcie vdZeného stctu Stvorcov rozdielov teoretickych
a nasimulovanych vynosovych kriviek. Optimalizadciou pomocou algoritmu simulo-
vaného Zihania sme ziskali rizikovo neutrdlne parametre, ktoré spolu s parametrami
odhadnutymi v prvej casti prace urcuji trhovia cenu rizika. Na otestovanie kalibracie
rizikovo neutrdlnych parametroch sme pouZili model CIR, jediny model s vynimkou
Vasickovho, pre ktory vieme presne simulovat’ vynosové krivky.

V praktickej ¢asti sme kalibrovali vynosové krivky Briboru a Euriboru z roku 2003,
ktoré modelovali aj autori prace [7]. Kym v pripade Briboru sme v porovnani s hod-
notami zo [7] ziskali vyrazne odlisné vysledky, kvalita kalibracie Euriboru sa v zmysle
zhody vynosovych kriviek ukazala ako pomerne uspokojiva. Treba vSak poznamenat’,
Ze prinos analytickej aproximdcie je moZzné naplno vyuzit' az pri kalibrécii vSeobec-
ného modelu, pre ktory neexistuje presné rieSenie parcidlnej diferencidlnej rovnice.
V budtcnosti je mozZzné zo zlepSenej kvality odhadov profitovat’ aj pri pouZiti viac-
faktorovych modelov. Tieto maji schopnost’ zachytit’ niektoré vSeobecnejsie tvary
vynosovych kriviek, ktoré jednofaktorové short rate modely nedokazu postihnut'.
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Priloha

Algoritmus simulovaného Zihania

x=x0;

Tmax=2;

Tmin=10" (=20) ;
Sigma=[0.1,0.3,0.01,0.0];

%$U(r,R,x0(1),x0(2),x0(3),x0(4))

T=Tmax;

Ries=[0;0;0;0;0;0;07;

Lambda=0.4;

maxIter=80;

while (T>Tmin)

for i=l:maxIter

xNew (1) =x (1) +normrnd (0, Sigma (1
xNew (2) =x (2) +normrnd (0, Sigma (2
xNew (3) =x (3) +normrnd (0, Sigma (3
xNew (4) =x (4) +normrnd (0, Sigma (4

if ( U(r,R,xNew(l),xNew(2), xNew (
U(r, R, x(1),x(2),x(3),x(4)) )

’
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)
) i
)
)
y XNew (4)) <

U(r,R,x(1),x(2),x(3),x(4)))/T));
x=xNew;
end
end

T=Lambdax*T;

3)
[

(rand(l) < exp(—-( U(r,R,xNew(l),xNew(2),xNew(3),xNew(4))
))

Ries=[Ries, [xNew’;0;T; U(r,R,xNew(l),xNew(2),xNew (3),xNew(4))]]

xNew;
end

function U=U(r,R,alfa_tilde,beta_tilde,sigma_tilde,gamma_tilde)

U=0;
N=258;



dt=1/N;
tau=[5/252,10/252,22/252,44/252,66/252,132/252,9%x22/252,117;
M=length (taue) ;

for j = 1:M
for i = 1:N
U=0U+ (R(i,]J) - R_wir(r(i),taue(j),alfa_tilde,
beta_tilde,sigma_tilde,gamma_tilde)) "2 * taue(])"2;

end
end
function [R,P] = R_wir (short_rate,tau,alfa,beta, sigma, gamma)
r=short_rate;
B_tau = beta”(-1) *» (exp(betaxtau) - 1);
g0 = gamma * (2xgamma-1) % sigma”2 x r” (2x (2 gamma-1)) ...

+ 2xgammaxr” (2xgamma-1) * (alfa + betaxr);

c_5 = -1/120+gamma*r” (2«gamma—4) xsigma”2«* (2+xalfa”2x«...
(-1+2+xgamma) xr"2 + 4xbeta”2xgammaxr”™4 - 8x%...
r* (3+2«xgamma) xsigma”2 + 2xbetax (l-5xgamma +
6xgamma™~2) xr” (2+2+gamma) xsigma”2 + sigma”4x*...
r* (4 gamma) x (2xgamma—1) "2+* (dxgamma—-3) + 2xalfax...
rx (betax (-1+4xgamma) *r"2 + (2xgamma-1) x (3xgamma-2) ...
*r”™ (2xgamma) *xsigma”2) ) ;
In P = —-r+«B_tau + alfa/betax(tau-B_tau) +
(r~ (2+xgamma) +g0+tau) * sigma”2/ (4xbeta) =
(B_tau™2 + 2/betax (tau-B_tau)) - ...
g0 * sigma”2/ (8xbeta”2) * (B_tau”2 * (2+betaxtau-1)
— 2%xB_tau * (2*xtau - 3/beta) + 2xtau”2 - 6*xtau/beta)
- c_bxtau”b;

P = exp(1ln_P);
R = - 1n_P/tau;

end

ii



