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Abstrakt

POTISKOVA, Lucia: Odhad Value-at-Risk pomocou copula funkcii. [Diplomova
praca - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. - Veduci diplomovej prace:

Mgr. Stacho Mudrék, - Bratislava: FMFI UK, 2009. /60 s./

Value-at-Risk (VaR) predstavuje standardny nastroj na meranie trhového rizika
a az do stcasnosti bol jednym z najrozsirenejsich a najbeznejsie pouzivanych nastro-
jov v bankovom sektore. Cielom prace je poskytnit prehlad metéd odhadu VaR so
zretelom na jednu konkrétnu spomedzi parametrickych metéd.

V praxi sa stretdavame s poziadavkou neposudzovat portfélio aktiv alebo stbor
viacerych rizikovych faktorov ako celok, ale pristupovat ku kazdému faktoru osobitne.
To so sebou prinasa problém odhadnutia miery zavislosti medzi faktormi. Diplomova
praca oboznamuje citatela so zékladmi tedrie copula funkcii, ktoré tento problém
Clastocne rieSia a snazi sa pontknut zretelny a logicky konzistentny pohlad na postup

pri odhadovani Value-at-Risk v pripade dvoch rizikovych faktorov.
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Uvod

Vyvoj na finanénom trhu je nepredvidatelny a kazdy racionalne zmyslajuci Gcast-
nik trhovych aktivit sa snazi dostatocne dobre zabezpecit proti vysokym stratam. Ale
skor ako si je finanénd spoloc¢nost schopné vypytat cenu za zmiernenie rizika, resp. aby
bola schopna manazovat riziko v iinosnej miere, musi byt schopnd odmerat, akému
riziku v akej podobe ¢eli. Vo vSeobecnosti sa da povedat, Ze riziko mé dva zakladné
komponenty: v akej vyske budeme celit v budicnosti riziku t.j. aké budua straty z
jednotlivych operacii na finanénom trhu = expozicia (exposure) a aké je miera istoty,
7e spominané strata nastane. Standardny nastroj na meranie tohto rizika je Value-

at-Risk.

V prvej kapitole si predstavime prave aspekty rizika zahrnuté v nastroji na jeho
meranie, definiciu VaR a vsetky pojmy s nou suvisiace. V poradi druhej kapitole
sa oboznadmime s metodoldgiou Value-at-Risk a moznostami jeho vypoc¢tu pomocou
viacerych metdd. Jednou z nich je aj parametricky odhad. Ak vS8ak chceme zohlad-
nit viacero faktorov rizika, musime riesit problém ich vzajomnych zavislosti, hladat
vhodné viacrozmerné pravdepodobnostné rozdelenie. Na to vyuzijeme copula funkcie.
Prave tie buda predmetom nasho zaujmu v tretej kapitole. Rozoberieme si celu zak-

ladnt tedriu copula funkcii a na zaver si aj prakticky ukdzeme odhad na priklade.



Cielom tejto prace je poskytnuf ¢itatelovi komplexny pohlad na problematiku
Value-at-Risk a predovSetkym, obozndmit ho s pojmom copula funkcii a moznostou
odhadovania VaR nielen pre pripady jediného rizikového faktora, ale aj viacerych.

Konkrétne, pre potreby tejto prace, dvoch faktorov a teda bivaria¢ného rozdelenia.



Kapitola 1

Value-at-Risk:

Definicie zakladnych pojmov

VaR je metoda ohodnotenia rizika vyuzivajuca standardné Statistické techniky.
Meria najvicsiu oCakavanu stratu v danom ¢asovom horizonte za normal-
nych trhovych podmienok na danom intervale spolahlivosti. Odpoved4 na
otazku: Kolko maximalne moze spolocnost stratit s uréitou pravdepodobnostou za
vopred dany cas, ak investuje do mnoziny zadanych aktiv? Pre lepsiu predstavu si
uvedieme priklad: Ak banka povie, Ze 1-dniové VaR jej trhového portfélia je 1 mil.€
na 99% intervale spolahlivosti, znamené to, Ze s pravdepodobnostou 99% za normaél-
nych trhovych podmienok v priebehu nasledujiceho dna nenastane strata vicsia ako

1 mil €.

V ramci tejto kapitoly sa poktsime rozobrat par zakladnych pojmov spomenutych

v definicii uvedenej metddy.
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1.1 Riziko

Riziko moze byt definované ako volatilita neoc¢akavanych vysledkov, vSeobecne
hodndt aktiv a pasiv. Pojem finan¢ného rizika sa spaja so stratami na financnych
trhoch, s pohybmi trokovych mier, devizovych kurzov, s nesplnenim zavizkov ako
je splacanie uverov a podobne. Jednou zo zakladnych tloh finanénych spolo¢nosti je
teda koncentracia na optimalizdciu manazmentu vystavenia sa rizikdm. Pochopenim
rizik je mozné pripravit sa na pripadné straty a mat plan v pripade neocakavanych
udalosti.

V literatire sa stretneme s nespocetnym mnozstvom deleni rizika - ¢o publikacia,
to iné delenie. Zaujimavy pristup je mozné najst v knihe profesora Joriona z Uni-
versity of California, ktora v prvej edicii v roku 1996 podala finan¢nikom na celom
svete ako prva komplexny popis Value-at-Risk.! Autor vo vSeobecnosti deli rizika
na business risk a nonbusiness risk. Prvym terminom oznacuje také rizika, ktoré sa
spoloc¢nosti na seba ochotné brat, ktoré vlastnikom prinisaju navySenie ich kapitalu.
Zahtnia moznosti, ktorymi disponuju - technologické inovacie, zmeny v dizajne pro-
duktu, v marketingu. Moznosti prevadzky zahinajice fixné a variabilné naklady,
st tiez volitelnou zlozkou. Vystavenie sa tymto rizikdm je samozrejmou stucastou
spravneho fungovania kazdej firmy, riziko je disperzia stochastickych procesov, od
ktorych zévisi zisk financnej spolocnosti. Stcastou vSetkych spomenutych aktivit je
aj vystavenie sa makroekonomickym rizikam, ktoré st vysledkom fluktuacii v prij-
moch a monetarnej politike.

Ostatné riziké, nad ktorymi firmy nemaja plnt kontrolu, zaradujeme do druhej spomi-
nanej skupiny. Patria sem rizika ako napr. strategické, voci ktorym je pomerne narocne

zaistif sa.

1[12] Jorion: Value At Risk: The New Benchmark For Managing Financial Risk
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Odhliadntc od spominaného delenia, v literatire, ale aj v praxi sa vicsinou streta-

vame s konkrétnejsim rozdelenim rizik na jednotlivé typy:

e Trhové riziko - Riziko straty hodnoty portfélia, necakanych zmien cien akcii,
vysky urokovych mier, devizovych kurzov a cien komodit. Tento druh rizika ma
dve formy - absolutnu, ktord je merana v penaznych jednotkach a relativnu,

meranu vo vzfahu k trhovému priemeru.

e Kreditné riziko - Riziko vyplyvajice z moznej neochoty alebo neschopnosti pro-
tistrany plnif svoje zaviizky. Riziko je v tomto pripade ohodnotené ako aktuédlna
expozicia protistrany zniZzend o recovery rate (vyska splatok istiny a trokov
uveru znizend podla miery schopnosti vymoct pohladédvku od dlznej protis-

trany). Kreditné a trhové riziko sa v istych pripadoch prekryvaju.

e Riziko likvidity - Riziko straty schopnosti spenazit vlastnené aktiva, predat pro-
dukty vzhladom na vysoké objemy prevysujice dopyt alebo riziko neschopnosti

synchronizacie prichadzajicich a odchadzajucich platieb.

e Operacné riziko - Riziko moznych strat v désledku nedokonalosti systému, jeho

chyb a vypadkov, problémov na strane Tudskych zdrojov, externych udalosti.

e Legislativne riziko - Riziko vznikajice v pripade, Ze protistrana sa snazi vyhnut
plneniu zavizkov (kreditné riziko) na zdklade chyb v zmluve, pravnom systéme
(je spdté aj s operaénym rizikom). Riziko vznikd aj v pripadoch ak existuje

podozrenie, Ze protistrana nespliia predpoklady uzavretia zmluvy.
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1.2 Odhad straty

Pre odhad moZnej straty musime poznat trhovii hodnotu portfélia. Hodnota
portfélia je dana stictom trhovych hodndt jednotlivych nastrojov tvoriacich portfolio,
meria sa v penaznych jednotkach. Aj v pripade, Ze portfélio pozostava z nastro-
jov v roznych menach, jeho hodnota sa vyjadruje zasadne v jednej, Casto prave
v domécej mene. Menu, v ktorej je hodnota vyjadrena, nazyvame béazicka. Hod-
nota portfélia je ovplyviiovand mnohymi trhovymi faktormi a meni sa v case. Ak
je vysledkom zmeny hodnot trhovych faktorov pokles hodnoty portfélia oproti pred-
chadzajicemu ¢asovému bodu, portfélio zaznamena stratu. Naopak, ak je vysledkom
zmien narast hodnoty portfélia oproti predchadzajicemu casovému bodu, portfélio

zaznamena zisk.

1.3 Casovy horizont

Casovy horizont je uréeny ¢asovym obdobim, na aké odhadujeme Value-at-Risk.
Obvykle sa hovori o 1-diiovom VaR (ozn. VaR;(p)), kedy sa odhaduji mozné straty
za istych podmienok v priebehu nasledujiceho dia, alebo o 10-diiovom VaR (ozn.
VaRy(p)), kedy sa snazime odhadnif VaR o 10 dni. Nie st vSak vylicené ani iné
casové obdobia, dokonca na zaklade 1-dnnového VaR vieme za urcitych predpokladov
vypoéitat aj VaR viacdiiové a to prenasobenim VaR;(p).y/t. Poznamenajme, Ze plati,
Ze ¢im je casovy horizont dlhsi, tym je VaR vyssie. To je sposobené tym, ze ¢im je

¢asovy usek dlhsi, tym je predpoved diania na trhu menej presna.
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1.4 Hladina spolahlivosti

Ked hovorime o hladine spolahlivosti, myslime tym vopred dani pravdepodobnost
a, s akou urcujeme odhadovani stratu. Znamena to, Ze pravdepodobnost, Ze realna
strata bude vicsia ako VaR je (1 — «) * 100%. Obvykle sa pouziva pravdepodobnost
a=0.99 a a = 0.95, vtedy hovorime o 99%-nom resp. 95%-nom VaR, oznac¢ujeme ho
VaR(0.99) resp. VaR(0.95). V literattre sa da stretnit aj s ozna¢nim VaR(0.01) resp.
VaR(0.05) vyjadrujacimi tie isté hodnoty ako predchadzajice spominané. Plati, Ze
ak zvolime vyssiu hladinu spolahlivosti, tak aj odhadovand maximélna strata bude
vysSia - ¢im vysSia mé byt spolahlivost predpovede, tym vyssia bude hodnota VaR,

aby pravdepodobnost podhodnotenia redlnej straty bola nizsia.



Kapitola 2

Vypocet Value-at-Risk

Ako uz bolo spominané, VaR meria najhorsiu ocakavani stratu v danom casovom
horizonte za normélnych trhovych podmienok na danom intervale spolahlivosti. Me-
ranim trhového rizika sa mysli priradenie urcitej hodnoty portféliu, ktora charakteri-
zuje, ako velmi sa moze odchylit od tej sticasnej a s akou pravdepodobnostou takato
udalost moze nastat. Stratou teda rozumieme pokles hodnoty rizikového faktora -
napr. ceny akcie, ¢i portfélia akcii vo viacrozmernom pripade. Na tiu sa z pohladu
hodnoty akcie mdZeme pozrief ako na aktualnu cenu alebo ako na zmenu ceny. Z po-
hladu stacionarity je jednoznacne vyhodnejsie, aby sme ¢i uz akciu alebo celé portfélio
akcii skumali na zaklade zmien cien = vynosov a nie samotnej ceny a teda ta pre nas

v tomto pripade predstavuje relevantny rizikovy faktor.

13
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Nech teda P, je aktualna trhova cena nasho portfélia v case T a Pr_; je cena

portfélia v ¢ase T'— t. Absolutnu zmenu Dy za obdobie ¢t potom definujeme ako

Dr(t) = Pr — Pr_y, (2.1)
relativnou zmenu Ry ako
Pr— Pr_
Rp(t) = % (2.2)
T—t

a logaritmickt zmenu r1 za obdobie ¢ ako prirodzeny logaritmus hrubého vynosu

rr(t) =Inl+ Ryp(t) =In (2.3)

Pry

UvaZujme teraz absolutny vynos Dy, ktory je vzhladom na finanéné trhy néahod-
nou premennou v ¢ase. Jej distribu¢éni funkciu ozna¢me F(Dr). Ak tvrdime, Ze
pravdepodobnost straty (tzn. absolitnej zmeny ceny) mdze dosiahnut nanajvys hod-
notu VaR (VaR vzdy uvddzame ako absolitnu hodnotu, preto pre porovnanie straty

ju prendsobime -1)2, je

F(VaR)=P(Dy < —VaR) =1—-a (2.4)

z ¢oho vyplyva, ze VaR vieme vypocitat ako

VaR = F(1 - q) (2.5)

2y pripade relativneho vynosu si treba uvedomit, Ze pri poklese ceny akcie tiez dostavame zépornt
hodnotu, v pripade logaritmickej zmeny je to prirodzeny logaritmus ¢isla z interalu (0, 1) a vysledkom

je tiez zaporné cislo
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Hodnota VaR teda nie je ni¢ iné ako (1 — «) * 100%-ny kvantil funkcie hustoty
absolutnych vynosov portfélia, v pripade relativnych vynosov este upraveny pomocou
aktualnej trhovej hodnoty akcie/portfélia. Tu sa stretdvame s hlavnym problémom
doteraz relativne jednoduchej metodolégie vypoctu VaR: odhad distribuc¢nej funkcie

a jej kvantilu.

Funkcia hustoty vynosov

{1-"100%

VaR()

Obr. 2.1: Funkcia hustoty vynosov portfdlia a grafické znazornenie VaR

Aj ked sa moze zdaf, Ze myslienka Value-at-Risk je skutoéne jasna a ide o pojem
pomerne lahko pochopitelny, prave spominany problém odhadu empirického pravde-
podobnostného rozdelenia vynosov spdsobuje, ze tato téma je stale aktualna a tento
Statisticky problém nie je stale absoltitne uspokojivo vyrieseny. Existuje niekolko za-
kladnych metéd vypoctu VaR lisiacich sa v predpokladoch modelu a spésobe odhadu
distribucnej funkcie vynosov. V zasade by sa dali tiez rozdelif na parametrické,
semiparametrické, neparametrické a Monte Carlo metédy a tymto rozde-
lenim sa budeme riadit pri predstavovani asponi zakladnych myslienok jednotlivych

metdd v nasledujicich castiach.
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2.1 Metoda historickej simulacie

Ide o neparametrickti metédu zalozend na empirickom rozdeleni pravdepodobnosti
ziskant z historickych dat. Vychadza z predpokladu, ze vynosy blizkej budicnosti sa
budu vyvijat podla neddvnej minulosti. Tu sa vSak stretdvame s problémom - ¢o
je to ,nedavna minulost“? Ak vezmeme do tvahy prili§ dlhé obdobie, nis odhad
moze byt skresleny ddvnym vyvojom aktiva, ktory uz vobec nepopisuje jeho spréa-
vanie na aktudlnom trhu a odhad moze byt nadhodnoteny. LepSie je vSak pripravit
sa na mozné velké straty, ako by nas mal blizky vyvoj aktiva prekvapif necakanymi
poklesmi - to hrozi v pripade, ze by sme do odhadu VaR vzali prili§ kratke obdo-
bie, ktoré nemusi zachytit extrémne situécie. Preto dalSou otazkou je: vyskytli sa v
,nedavnej minulosti“ naozaj ,extrémne situacie“? Kedze tato metdda berie do tivahy
len tie situécie, ktoré uz nastali a aj to len vo vymedzenom obdobi, ktoré nesmie byt
prilis kratke ani prili§ dlhé, v pripade pokojného sledovaného obdobia moze dojst k
podhodnoteniu odhadu VaR. Taktiez, to, Ze Ziadna extrémna situacia v sledovanom
obdobi nenastala, eSte neznamené, ze sa v budtcnosti stat nemdze. Preto je dobré

kombinovaf historickd simuldciu so stresovym testovanim.

Postup pri vypocte VaR metddou historickej simulécie je nasledovny:

1. Ziskanie ¢asového radu historickych cien aktiva. Je potrebné spravne zvolit
dlzku radu. T4 by mala byt konstantna, tzn. pri kazdom novom vypocte v
nasledujucich obdobiach sa pouzije vzdy iny Casovy rad - posunuty od pre-
doslého, bez najstarsich hodnét, obohateny o najnovsie. Dizka musi byt taka,
aby bolo mozné urcit podla percentilu hodnotu v poradi. VSeobecne sa odporuca

vyhladat si data za poslednych 2-5 rokov.
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2. Vypocet vynosov ¢asového radu - volba medzi absolitnymi, relativnymi a lo-

garitmickymi vynosmi. Najcastejsie sa vyuzivaju posledné dve spominané.

3. Empirickd distribuéna funkcia vynosov. Zoradime hodnoty vynosov podla ich

vysky od najnizsieho po najvyssi a zostrojime histogram.

4. Urcenie hodnoty VaR. Odhadneme prislusny (1 — p) * 100 %-ny kvantil podla
nasej ziskanej empirickej distribu¢nej funkcie. Ak mame k dispozicii ¢asovy rad
s 1000 hodnotami vynosov a hladdme VaR(0.99), tak hfaddme hodnotu vynosu,
ktory oddeluje 1% najhorsich od ostatnych. Prisliichajtca je teda 11. najvicsia

strata (11. najmensi vynos).
MozZnym vylepsenim tejto metddy je vazenie jednotlivych historickych hodnot:
e podla ¢asovej aktualnosti

e podla aktualnej volatility

e podla aktualnej koreldcie

Najviac¢sim nedostatkom tejto metédy je logickd nekonzistentnost predpokladu o
spravani sa aktiva (ak vSetky vynosy sledovaného obdobia maju rovnaké rozdelenie,
tak vSetky vynosy ¢asového radu musia mat rovnaké rozdelenie). Napriek tomu je
hojne vyuzivana vdaka jej nendro¢nosti, lahkému pochopeniu, interpretovatelnosti a

pomerne presnym vysledkom v pripade volby spravnych parametrov metédy.
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2.2 Teodria extrémnych hodnot

Zastupcom semiparametrickych metéd je metéda extrémnych hodnét (Eztreme
Value Theory - EVT). Zaobera sa $tudiom extrémnych zriedkavych udalosti, maxim a
minim, ktoré sa vyskytuju v priebehu vyvoja ndhodnych premennych odchylujacich
sa od spravania podla normélneho rozdelenia. Tak ako centrélna limitna veta sa
vztahuje k limitnému rozdeleniu priemerov, EVT udéva limitné rozdelenie extrémov
nezavislych identicky rozdelenych ndhodnych premennych.

3Nech 1, @9, ..., x, je postupnost nezivislych ndhodnych premennych (hod-
noty rizikového faktora merané pocas istého obdobia na dennej baze) s distribu¢nou

funkciou F' a M, je maximum z tjchto hodnot za stanovené obdobie dizky n
M, = max{xy,x9, ..., T}
Potom rozdelenie M,, je dané vztahom:

P(M, <z)=Px1 < z,...,2, < z2) = P(r1 < 2)P(x2 < 2)..P(x, < 2) = (F(2))"

Kedze distribuéni funkciu F' nepozname a aj malé chyby v jej odhade by mohli
sposobit velké vychylky v I, odhaduje sa priamo F™ z extrémnych dat pre n — oo.
Pre y, ¢o je parameter polohy, o, ¢o je parameter rozsahu a &, ¢o je parameter tvaru

alebo tiez chvostovy index (¢im vyssie &, tym tazsi chvost) plati:

M, —b
P(u22>—>G(z) pre n — oo

a

3Formuléacia modelu na zdklade [4] COLES, S: An introduction to statistical modeling of extreme

values
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G je nedegenerovana distribu¢na funkcia a patri do triedy rozdeleni zovSeobec-

nenych extrémnych hodnot:

Gapyv(z) = exp {_ {1 . <%>} —1/5}

Funkcia je definovana pre z spliiajice podmienku 1 + ¢ (Z;“) > 0aoc > 0. Pre

rozne hodnoty parametra £ dostavame tri rozdelenia extrémnych hodnét podla tvarov

chvostov:

e ¢ = 0 Gumbelovo rozdelenie - hustota kleséd exponencidlne
e ¢ > 0 Fréchetovo rozdelenie - hustota klesa polynomiélne

e ¢ < 0 Weibullovo rozdelenie - mé kone¢ny koncovy bod

| — Gumbel
L | Frachet | |
i — " Wleibull
o8k |
ark II| Ll
0ek- .
!
nsk- ! I .
g JI
! X
a4 .-"' iI
; —t.
ok
a3k _.-'ll _.//{- r . -
0= ff | \'-\._ iz
S [ S
o= ; i s = -
e & ' R T
I o | —
ok ] i L 1 L 1 —
5 4 3 ] A o 1 3 f 5

Obr. 2.2: Rozdelenia extrémnych hodnot

Néasledne sa odhadni parametre rozdelenia a aplikujeme na uz nam znamu for-

mulu pre vypocet VaR.
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Velkou vyhodou tejto metddy je skutocénost, Ze aj pri vysokych hladinach spolah-
livosti, dédva pomerne presné odhady VaR. KedZze EVT osobitne pracuje s maximami
a minimami, teda nardba s dolnym a hornym chvostom rozdelenia samostatne, zo-
hladnuje aj také vlastnosti rozdelenia ndhodnych premennych ako Sikmost. Avsak tak
ako kazda metdda, aj tdto mé niekolko obmedzeni, ktoré jej brania v tom, aby sa
prave EVT stala najvyhodnejsou v odhade VaR. Je to predovSetkym naroc¢nost kali-
bréacie modelu, poZziadavka na objem dat (potrebné stt denné pozorovania z niekolkych

rokov), obmedzenost poctu dimenzii - zohladnenych rizikovych faktorov.

2.3 Parametrické metody

Ako hovori uz nazov, ide o metédy, v ktorych podstatnii tlohu zohravaja parame-
tre - parametre funkcii pravdepodobnostného rozdelenia rizikového faktora — nahod-
nej premennej. Zaujem o ne je prejavovany skor na akademickej pdde ako v praxi.
Ak predpokladéame, Ze parametrické rozdelenie sme urcili spravne, prinasa to so se-
bou vela vyhod nielen pre v§pocet VaR. Dalsimi vihodami st informacie o spravani
rizikovych faktorov. Pozitivom v takom pripade je vSsak predovsetkym to, ze odhad

je ovela presnejsi.

Prvym - zdkladnym - krokom je uréenie rizikového faktora. Ak na portfélio hladime
ako na celok, ide o jednorozmerné rozdelenie, portféliovy pristup. V pripade, Ze sa na
portfélio pozerame ako na stubor viacerych faktorov, bude sa jednat o viacrozmerné
rozdelenie, poziény pristup. Dalsim krokom je vyber vhodnej parametrickej triedy,

ktora by dostatoc¢ne reflektovala spravanie zvolenej nahodnej premennej.
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Odborna literattura deli parametrické triedy standardne nasledovne:
e trieda normalnych rozdeleni

e trieda rozdeleni odvodenych od normélnych (Studentovo, lognormalne, kom-

binacia normalnych)
e triedy rozdeleni podla inych pristupov

V pripade portféliového pristupu nie je vypocet VaR velmi zlozity. Pre normaélne

2

rozdelenie staci vypocitat strednit hodnotu p a vyberova disperziu o* a s pouzitim

tychto parametrov vypocitat kvantil normélneho rozdelenia prislusnej hladiny spo-

lahlivosti.

predpoklad: r; ~ N (i, 0%)

t=1
1 9 1 9
MZE% Tt U:n_1§(rt—#)

DR N0,

o

P(ry<—=VaR,)=1-«

P(m—,u<—VaRa—u):1_a

o o

=o' (1-0q)

Co vsak v pripade pozi¢ného pristupu? Ako odhadnif parametre viacrozmerného
rozdelenia? To uz ide o problém znac¢ne naro¢nejsi oproti jednorozmernému pristupu,

jednak naroc¢nostou na pocet dat, zaroven metodologicky.
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Tu sa ponukaju dve moznosti: variancno - kovariancnd metdda a copula funkcie.
Copula funkcidm sa budeme podrobne venovat v tretej kapitole, spomenime na tomto

mieste teda druht z metdd.

2.3.1 Variancéno-kovarian¢na metoda

Zaklady tejto metédy (v zahranicnej literattire nazyvané aj ,analytic method*)
stoja na pomerne dost silnom predpoklade, Ze spravanie rizikovych faktorov sa dé
popisat multivariaénym normdalnym rozdelenim. Tento predpoklad je stdle velkym
otaznikom v mnohych diskusiach o relevantnosti tej ktorej metdédy, nejedna praca
uz bola venovana otazke, ¢i trhové faktory ako vyvoj cien akcii, Grokovych mier ¢i
devizovych kurzov majii normalne rozdelenie. Odpoved bola negativna.? Preto sa
¢asom zacali objavovat moZnosti odhadov s predpokladom viacrozmerného Studen-

tovho rozdelenia, ¢i Hull-Whitova transformécia na normalne rozdelenie® a podobne.

Ako sme uz spomenuli, predpokladajme, ze rizikové faktory vplyvajice na vyvoj

portfélia maji multivariacné normalne rozdelenie

T1 M1 01 012 ... O1p
2
T2 2 021 03 O2n
~N ,
2
Tn Hn On1 On2 Un

Najdolezitejsim prvkom tejto metddy je variacno-kovarianénd matica. Okrem

4pozri napr. prace Erb, et al. (1994), Longin a Solnik (2001), Ang a Chen (2002), Ang a Bekaert

(2002), Bae, et al. (2003)
Spozri HULL, J. - WHITE, A.: Value-at-Risk When Daily Changes Are Not Normally Distributed,

Journal of Derivatives, 1998
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rozptylov jednotlivych ndhodnych premennych (rizikovych faktorov) totiz vyjadruje
aj vzajomnu zavislost medzi nimi. Ak je kovariancia kladn, rast jednej z nich je
sprevadzany rastom druhej, taktiez pokles prebieha zaroven. V pripade zapornej ko-
variancie, ak jedna z ndhodnych premennych rastie, druha klesa. Nezavislost nastava
len v pripade, ze kovariancia je rovna nule.

Tu sa pontka otézka, ako tito maticu odhadnitf. Tradiénymi dvoma sposobmi st
vyuzitie koncepcie rovnako vazenych priemerov a exponencialne vazenych priemerov.
Pri prvom spomenutom je kovariancia na zaciatku t.-ho dna pri zahrnuti £ dni do

vypoctu dand vztahom

(0ij)e = (Couv(ri, 1)), = % ((ri)s = 1) ((r5)s = 115)

Pre pripad exponencidlne vazenych priemerov, kedy st podla ¢asovej naslednosti
jednotlivym pozorovaniam priradené rozdielne vahy (najnovsie pozorovania maji naj-

vy$S§iu véhu, najstarsie najnizsiu), je kovariancia po¢itand nasledovnym spdsobom:

(i) = (Cov(ri,r5)), = (1 = A) Z_: N TH((ra)s = i) ((r5)s — 1)

s=t—k
kde A € (0,1) je akysi parameter ttlmu - "Decay factor” - na zéklade ktorého je
urcené rychlost klesania velkosti vah pozorovani od najaktualnej$ich po najvzdialene-
jsie. Kedze sucet vah by mal byf rovny 1, v zavislosti od velkosti parametra A\ vieme,
aké mnozstvo pozorovani je potrebnych. Napriklad pre praxou vyuzivany parameter
A = 0.94 pre 1-dnové VaR je potrebnych najmenej 75, pre A = 0.97 pre 1-mesacné
VaR je potrebnych najmenej 150 iidajov k tomu, aby sa sucet vah limitne blizil k

jednej.

Dalsi postup mé este niekolko tiskali a nie je tplne trividlny, ale kedZe tato metéda
nie je predmetom diplomovej prace, zaujemcov o detaily findlnych krokov odhadu

odporacame na [15].
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2.4 Monte Carlo simulacie

Tato metdda je v niektorych krokoch podobnéa historickej simulacii. Metodika
je rovnaké, zakladnym rozdielom tychto dvoch metdd je pristup k vyvinu rizikového
faktora (vynosov). Je rozhodnutim tvorcu modelu, aké rozdelenie si vyberie, ktoré
sa bude zdaf najvhodnejSie a najlepsie popisujice - ¢ uz na zaklade historického
vyvoja rizikového faktora alebo expertného odhadu, podla znamych makroekonomic-

kych vztahov a vizieb na ukazovatele.

V prvom kroku ur¢ime rizikovy faktor, v pripade viacerych faktorov znovu pracu-
jeme s poziénym pristupom. V pripade portféliového pristupu, a teda len jediného
rizikového faktora, modelujeme len jeden proces. Avsak pri pozi¢nom pristupe sa
situdcia znac¢ne komplikuje, nestaci namodelovat viacero procesov, ale aj vztahy medzi
nadhodnymi premennymi, castokrat aj nelinearne vézby. Tu uz prichddza spominané
rozhodnutie, ,kamen tdrazu®, vyber vhodného statistického rozdelenia, ¢i stochas-
tického procesu, ktory by dostatocne dobre opisoval spravanie rizikového faktora,
prip. faktorov. V pripade stochastickych procesov, vo finan¢nictve najvyuzivanejsim
je Brownov geometricky pohyb a procesy od neho odvodené. Stretnif sa mozeme s
mean reversion process (proces so snahou o rast v pripade podpriemeru a o pok-
les v pripade nadpriemerného aktudlneho stavu), s procesom so zakomponovanymi
prudkymi skokmi (napr. Poissonov proces). Mnoho literatiry sa venuje zndmemu
Vagickovmu procesu a CIR, (Cox-Ingersoll-Ross) procesu. V pripade viacrozmerného
nédhodného procesu, najvyuzivanejsSim je multivaria¢né normalne rozdelenie, ktoré sa
vo VicSine situécii ukézalo vhodné. Nésledne vykondme niekolko tisic az desiatok
tisic simulécii, bude sa generovat mnozstvo nahodnych scenarov. Ak urobime dosta-
tocne vela simulécii, nasimulovana distribtucia rizikového faktora (napr. ceny alebo

vynosu portfolia) sa bude priblizovat skutocnej, avSak neznamej distribtcii a z nej
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uz odvodime empirické rozdelenie tak ako pri historickej simulécii, ur¢ime prislusny

(1 —p) * 100 %-ny kvantil a dopocitame VaR.

Vyhodou Monte Carlo metdd je Tahké pouzitie a implementécia, pomerne jednodu-
cho, avsak sofistikovane sa daji nimi popisat stochastické procesy a ich korelécie.

Nevyhodou je vSak naro¢nost na technické vybavenie - pamiit a strojovy cas.



Kapitola 3

Copula funkcie ako nastroj pre
odhad VaR

Pri konfrontacii s realitou, ze aktiva na trhu sa nespravaji podla normélneho
rozdelenia, narazame na dva zakladné problémy: Akym pravdepodobnostnym rozde-

lenim by sa dali popisat a akd je miera ich vzajomnej zavislosti?

To, ¢o nas najviac odradza od myslienky pouzitia normélneho rozdelenia nahod-
nych premennych (rizikovych faktorov) st tazké chvosty, Sikmost a asymetricka zavis-
lost. Ak by sme, napriklad, chceli skiimat rizikovost dolarového dlhopisu, museli by
sme sa zamerat hned na tri rizikové faktory: cenu dlhopisu, rok (vyvoj vynosovej
krivky) a devizovy kurz USD/EUR. Je malo pravdepodobné, Ze vsetky tri faktory
by sa dali popisat multivariaénym norméalnym rozdelenim. Alebo, majme dva devi-
zové kurzy popisatelné Studentovym rozdelenim, avsak kazdy s inym poc¢tom stuptiov
volnosti. Tu uz nardzame na problém, Ze v takomto pripade ani nie sme schopni ana-
lyticky popisat viacrozmerné Studentovo rozdelenia. RieSenim tychto problémov s
copula funkcie, ktorych velkou vyhodou je schopnost kombinacie viacerych paramet-
rickych tried rozdeleni.

Pre potreby tejto prace budeme pracovat predovsetkym s bivariacnymi rozdele-

niami.

26
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3.1 Teodria copula funkcii

Definicia 3.1.1. Funkcia nazjvand n-rozmernou copulou je funkcia C : I" — I s

nasledovnymi vlastnostam :
e C je n-rastica (rastica vo vsetkych n zlozkdch)

e C' ma jednorozmerné margindlne funkcie Cy (k = 1,2,...,n), pre ktoré plati

Cr(u) =u preVu € I

e pre kazdé u € I" plati C(u) = 0 ak aspon jedna zo zloZiek vektora u je nulovd

a C(u) = uy ak vietky zloZky okrem uy su rovné 1.

e pre kazdé a,b € I", a < b a n-rozmerni kocku B = [a,b] = [a1, b1] X [ag, ba] X
.. X [an, by], ktorej vrcholy leZia v definiénom obore funkcie C, je objem tejto

kocky

Poznamka 3.1.2. Nech F je jednorozmernd distribucnd funkcia. Potom md nasle-
dovné vlastnosti:

e Dom(F)=TR

o F je rastica: F(xsy) — F(x1) > 0 pre Vay, 1y € R také, Ze 11 < xy

o [I(—o0) =0, F(oo) =1

Poznamka 3.1.3. Nech H je zdruzZend bivariacnd distribucnd funkcia. Potom md

nasledovné vlastnosti:

61 = [0,1]
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Dom(H) = R?

H je 2-rastica: H(xa,ys)—H (w1, y2)—H (22, y1)+H (21, y1) > 07 pre Yy, 2o, y1,y2 €
R také, e x1 < o a1 < Yo

o H(x,—00)=H(—00,y) =0 a H(co,00) =1

o ok F,G su margindlnymi distribucnymi funkciami, potom F(x) = H(x,00) a
G(y) = H(oo,y)

Vyssie uvedené poznamky spolu s definiciou 3.1.1 teda naznacuju, ze copula je n-
rozmernou distribu¢nou funkciou. Keby sme jednou vetou chceli zhrnit laickejsie, ¢o
je to copula, dalo by sa tiez povedat, ze akdkolvek n-rozmernd distribucné funkcia je
rozlozitelnd na n marginalnych distribu¢nych funkcii a copulu, ktora popisuje zavis-
losti medzi n ndhodnymi premennymi. Aby sme sa ale vyjadrili korektne, pouzime

znému Sklarovu vetu:

Veta 3.1.4. [Sklarova veta/
Nech H je n-rozmernd distribucnd funkcia s marginalnymsi distribucnymi funkciamsi

F\, F, ..., F,. Potom existuje copula C' takd, Ze pre Vo € R™ plati

H(xy,x9,...,x,) = C(Fi(x1), Fo(xs), ..., FL(z,)) (3.1)

Navyse, ak Fy, Fy, ..., F,, st spojité, potom C je jedind. V inom pripade, C' je jed-
noznacne dand v priestore ohranicenom oborom hodnot margindalnych distribucnych
funkcii (Ran(Fy) x Ran(Fy) % ...Ran(F,)).

Naopak, ak C je copula a F, Fs, ..., F, su distribucné funkcie, potom funkcia H

definovand vztahom (3.1) je n-rozmernd distribucnd funkcia s margindlami Fy, Fy, ..., F,.

"dany predpis na lavej strane nerovnice nie je ni¢ iné ako Vi ([z1, 72] X [y1,y2]
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Désledok 3.1.5. Nech H,C, Fy, Fs, ..., F), st ako vo Vete 8.1.2 a nech F; ', Fy ', ..

st kvdzi-inverzné ku Fy, Fy, ..., F,,. Potom pre Yu € I™ plati

LB

n

Clur, us, ..oy un) = H (Fy N w), Fy Nus), ..., F, N uy))

n

Poznamka 3.1.6. Nech F je distribucnd funkcia. Potom kvdzi-inverznd k F je funk-

cia F~1 s definicénym oborom Dom(F~') = I takd, Ze:

e akt € Ran(F), potom F~L(t) je rovné lubovolnému x € R takému, Ze F(x) =t
pre Vit € Ran(F) < F(F~'(t)) =t .

o akt ¢ Ran(F), potom F~(t) = inf {x|F(x) >t} = sup {z|F(z) <t}

Veta 3.1.7. [Fréchet-Hoeffding bounds inequality/

Nech C' je copula dvojrozmerného rozdelenia a nech
o M(u,v) =min{u,v}
o Il(u,v) =uv
o W(u,v) =mazx{u+v—1,0}

Potom pre ¥(u,v) € [0,1] x [0, 1] plati nerovnost

Wi(u,v) < C(u,v) < M(u,v)

W a M sa prezyvaju Fréchet-Hoeffdingova spodna a horna hranica. Reprezen-
tuju hranicu uplnej pozitivnej ¢i negativnej zavislosti. Naopak, ak by II bolo rovné
copule (') znamenalo by to, ze ndhodné premenné, ktoré st popisané marginalnymi

distribu¢nymi funkciami v a v, st Gplne nezavislé.
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Hustota bivariaéného rozdelenia

Ak F a G su diferencovatelné a C' je dvakrat diferencovatelnd, potom pre hustotu

bivaria¢ného rozdelenia plati:

ey = L5
W) = OF (x) 0G(y) 0*C (F(x),G(y))

Or Oy ~ (9F(x)0G(y))

Wz, y) = f(x).9(y).c(F(x),G(y))

Hustota multivariaéného rozdelenia

Vseobecné vyjadrenie hustoty n-rozmerného podmieneného rozdelenia potom vy-
zerd nasledovne (x je v tomto pripade vektor ndhodnych premennych):
o)

f(z) = Hfim) ¢ (Fi(21), Fa(xa), ..., Fo(,))

3.2 Miera vzajomnej zavislosti

V tejto Casti sa budeme venovat stvislostiam medzi zavislostou dvoch ndhodnych
premennych a zavislostou vyjadrenou formou copula funkcii. Prvym pojmom, ktory

mnohych napadne v spojeni s touto problematikou, je korelacia. Termin lineérnej



KAPITOLA 3. COPULA FUNKCIE AKO NASTROJ PRE ODHAD VAR 31

koreléacie je velmi znamy vdaka svojej jednoduchej pochopitelnosti, avSak nie vzdy
spravne pouZivany. Je meradlom vzajomnej zavislosti eliptickych rozdeleni®, ale ani
tu nie je dostatoénym meradlom® a okrem toho mnoZstvo ndhodnych premennjch
nemé eliptickl zdruzenu distribtciu. Pearsonov korela¢ny koeficient by sa dal nazvaft
meradlom zdruZenia a na druhej strane st tu pojmy oznacitelné ako meradla sth-
lasnosti, ¢ zhodnosti (concordance), dobra alternativa pre neeliptické rozdelenia -

Kendallovo 7 a Spearmanovo p.

Kendallovo 7 ¢iastoc¢ne popisuje, ¢i vysoké hodnoty vzorky X stvisia s vysokymi
hodnotami Y a rovnako, ¢i nizsie hodnoty X suavisia s niz§imi hodnotami Y. Pres-

nejsie, zameriavame sa na poradie a velkosti v rdmci vzorky

o ak ; < z; ay; < y; alebo x; > z; a zaroven y; > y; ("jednym slovom”

(x; — xj)(y; — y;) > 0), tak par je sihlasny (concordant)

e ak ide o opac¢ny pripad, ak rastu ¢i klesaju opacne ((z; — x;)(y; —y;) < 0), par
je nesthlasny (discordant)

Ne—n
C—d, kde n. je pocet stihlasny
Ne + Ng

parov a ng je pocet nestuhlasnych parov. Inymi slovami by sa tiez dalo povedat, Ze

Pozadovan4 Statistika sa potom vypocita ako 7 =

ide o rozdiel pravdepodobnosti stihlasnosti a nesthlasnosti paru:

Txy = P{(zi —2;)(yi —y;) > 0} = P{(@; — ;) (y; — y;) < 0}

s predpokladom, ze X, Y sa nezavislé rovnako rozdelené nahodné vektory.

Predtym, ako dame do stuvisu Kendallovo 7 a copula funkcie, zadefinujme si
funkciu Q vyjadrujicu rozdiel pravdepodobnosti siihlasnosti a a nesthlasnosti pre

spojité nahodné vektory.

8viac v nasledujticej podkapitole, v kratkosti: do tejto skupiny patria rozdelenia ako napr. nor-

malne a Studentovo
9pre porovnanie pozri Obr.3.1 a Obr.3.3 - u oboch je Pearsonov korela¢ny koeficient p rovny 0.5

avSak je zjavné, Ze zéavislost ndhodnych premennych nie je rovnaka
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Veta 3.2.1. © Nech (X,Y)" a (X,Y)T st nezdvislé vektory spojitijch ndhodngjch
premennyjch so zdrufengmi distribucnymi funkciami H a H, respektivne, s rovnakymi
margindlnymi distribucnymi funkciami F (pre X aj X)aG (preY aj Y ). Nech C
je copula pre (X, Y)T a C je copula pre (X,Y)T, a teda H(x,y) = C(F(z),G(y)) a

H(z,y) = C(F(z),G(y)). Nech Q je rozdiel medzi pravdepodobnostami sihlasnosti a
nesthlasnosti (X,Y) a (X,Y)7, t.j.

Q=rP{(xX-X)r-1)>0} - P{(x-X)(v-¥)<0}.

Potom

Q=0Q(C,C)=4 / /[0 - C(u,v) dC(u,v) — 1

Ak teraz dame do stvisu Kendallovo 7 a zadefinovant funkciu @, s tym, ze uvazu-

jeme jedina copulu C| tak
Xy = TC = 4/ C(u,v) dC(u,v) — 1
[0,1]2

kde spomenuty integral je vlastne o¢akdvanou hodnotou funkcie C'(U, V') ndhodnych

premennych U, V' z rovnako rozdelenych na (0,1) s distribu¢nou funkciou C.

Druhym spomenutym meradlom zavislosti je Spearmanovo p, ktoré je tiez postavené
na suhlasnosti a nestthlasnosti. Tentokrat si vezmime tri nezavislé nahodné vektory
(X, V)T, (X, V)T, (X,Y)T so zdruzenou distribuénou funkciou H s marginalami F,
G a copulou C'. Tento koeficient je stavany proporcne k predchadzajicemu rozdielu
pravdepodobnosti, aviak tentoraz pre vektory (X, Y)T a (X, Y)T Ide o dva vektory s
rovnakymi marginalami, ale len jeden ma distribu¢na funkciu H. Zlozky druhého st
nezavislé, z ¢oho vyplyva, Ze ich zdruzenou distribu¢nou funkciou je su¢in F(z)G(x)

a ich copula je teda IT*!.

Oveta aj s dokazom: [8] Embrechts, Lindskog, McNeil: Modelling Dependence with Copulas and

Applications to Risk Management, str.11
Hpozri Vetu 3.1.7 a pozndmku k nej
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Ak chceme najst suvislost medzi vyjadrenim Spearmanovho koeficientu pre spojité

nahodné premenné a copulu C, mozeme sa na to pozriet nasledovne:

pxy = pc =3Q(C,1I) = 12// w dC(u,v) — 3 = 12/ C(u,v) du dv — 3
[0,1]? [0,1]?

Spomenme tiez stuvislosti s Fréchet-Hoeffdingovymi medzami:
e ak o =pc=1tak C=M

e ak o =pc=—1tak C =W

3.2.1 Chvostova zavislost

Prave pre potreby Value-at-Risk a vyskytu extrémnych udalosti je potrebné
venovat sa chvostovym vlastnostiam rozdeleni v zmysle spravania sa ndhodnych pre-
mennych z oblasti I. a III. kvadrantu. Tedriu z tejto casti vyuzijeme predovsetkym v

nasledujucej podkapitole.

Definicia 3.2.2. Nech (X,Y)7T je vektor spojitijch ndhodnyjch premenngjch s margindl-
nymi distribucnymi funkciami F' a G. Potom koeficient hornej chvostovej zavislosti

Av € [0,1] a koeficient dolnej chvostovej zavislosti A, € [0, 1] definujeme ako
T -1 -1
A\ —}L%P{Y > G N w)|X > F ' (u)}
X -1 —1
AL = }}{I})P{Y <G WX < F )}
za predpokladu, Ze limity existuji. Ak Ay € (0,1], resp. A\, € (0,1], hovorime, Ze
X a'Y su asymptoticky zdvislé na hornom, resp. dolnom chvoste. Ak A\y = 0, resp.

A, = 0, hovorime, Ze X a 'Y su asymptoticky nezdavislé na hornom, resp. dolnom

chvoste.

Poznamenajme, Ze pre bivariaént copulu mozeme urcit A\;; a A;, pomocou vztahov

-2
oy = lim Lo 2e Oy, G
u,/'1 1—u u\0 u
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3.3 Parametrické copuly

Na zaklade Sklarovej vety boli odvodené parametrické triedy copil. Vyberame paft
najznamejsich, casto vyuzivanych v praxi. Vo vSeobecnosti ich mozeme rozdelit do
triedy eliptickych a archimedovskych copil. Pripomenme este, Ze pre oznacenie, ktoré
budeme pouzivat, bude platit H(z,y) = C(F(z),G(y)) = C(u,v) pre distribu¢né
funkcie a h(z,y) = f(z).9(y).c(F(z),G(y)) pre hustoty.

3.3.1 Trieda eliptickych copil

V pripade eliptickych rozdeleni sa mozeme stretnf s mnohymi definiciami. Velmi
zjednodusene povedané, su to symetrické rozdelenia, ktorych izolinie su elipsy, prave

tie maju doélezitta tlohu v ekondémii. Definujme ich vsak presnejsie:

Definicia 3.3.1. Nech X je n-rozmerny ndhodny vektor. Ak pre i € R™ a pre n X n
nezdporne definitni symetricki maticu ¥ je charakteristickd funkcia x_,(t) funkciou
kvadratickej formy t'3t, tzn.: ox_,(t) = ®(t1'3t), potom hovorime, Ze X md eliptické

rozdelenie s parametrams p, >, .

Marginalne distribicie viacrozmerného eliptického rozdelenia su tiez eliptické,
linedrna kombinécia eliptickych rozdeleni je eliptické rozdelenie, vztah medzi linedrnou
korelaciou a Kendallovym 7 je vyjadritelny ako p = sin(gr) - to st len niektoré z
vlastnosti. Najznadmejsimi zastupcami copula funkcii tejto triedy rozdeleni st Gaussova

a Studentova copula.
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Gaussova (Normalna) bivaria¢na copula

Svoje pomenovanie dostala vdaka tomu, Ze ak by sme ju aplikovali na ndhodné
vektory s margindlnym rozdelenim N(0, 1), dostali by sme multivariacné normélne

rozdelenie. Inak povedané, z dosledku Sklarovej vety sa dostavame ku vztahu
CN(U7 R) = (I)R((D_1<u1)a (I)_l(UQ)a ) (I)_l(un)) (32)

kde R je korelacna matica n x n, ® je funkcia hustoty multivariacného norméalneho

rozdelenia a ®! je funkcia k nej inverzna.

Pre potreby tejto prace sa budeme venovat bivaria¢nym rozdeleniam, na zaklade
vztahu (3.2) pre uy, us € (0,1) 2 a Pearsonov koeficient linearnej korelacie p € (—1,1)
dostavame potom vyjadrenie predpisu pravdepodobnostného rozdelenia copuly C

—(r? — 2prs + s?)
exp { 20— ) dr ds

O t(ur) @ (uz) 1
Cn(u1, uz, p) :/ / -
— 00 —00 27T 1 - p2

<)

T
T

 AENN]
11
1T

Obr. 3.1: Hustota bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Gaussovej copuly
Margindly st z rozdelenia N'(0, 1), korelacny koeficient p = 0.5. Na obrdzku a) hustota

v 3D b) pohlad na graf hustoty zhora c) izolinie grafu bivariacného rozdelenia

2nezabtdajme, 7e u; = F(x), us = G(y)
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7Z predpisu pravdepodobnostného rozdelenia vieme odvodit predpis funkcie hus-

toty ¢

en(ur, ug, p) =
1 O (u1)? + @M (vp)? = 2p0 7 (W) (v) PN (w)* + @ (v)?
— 0] & L

Pre hustotu bivariacného rozdelenia plati, Ze je stic¢inom marginalnych hustot
a hustoty copuly. Pre lepsiu predstavu vplyvu parametra p na findlne bivariac¢né
rozdelenie, uvadzame grafy bivaria¢nej hustoty s normaélne rozdelenymi marginalami

a Gaussovou copulou pre rézne parametre p.

Obr. 3.2: Izolinie hustoty bivariacného rozdelenia s pouzitim Gaussovej copuly pre

rozne parametre p

Co sa tyka chvostovych zavislosti, tym, Ze je copula radidlne symetricka plati, Ze
Ay = A a zaroven pre pripad tejto copuly st u a v asymptoticky nezavislé na dolnom

aj hornom chvoste (tieto parametre nadobtdaji v limite hodnotu nula).
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Studentova t-copula

Podobne ako predchadza copula, aj tato bola odvodena z multivariacného Stu-
dentovho rozdelenia. Patri medzi eliptické copuly a tak ako Studentovo rozdelenie, aj
copula v limitnom pripade pri vysokom poc¢te stuptiov volnosti (radovo uz pri v = 30)
konverguje ku Gaussovej. Pri nizsich hodnotach ma vsak osobitné vlastnosti, ktoré

ju robia jedine¢nou - tazsie chvosty ako pri normalnom rozdeleni.

Tak, ako aj v predoslom pripade, vychadzame z dosledku Sklarovej vety. Zdruze-
nou distribu¢nou funkciou bude multivaria¢né Studentovo rozdelenie a marginaly

budt pochédzat taktiez zo Studentovho rozdelenia:
Cy(U,R,v) = tRw(t;l(ul), to—1(ug), ..., ty—1(uy)) (3.3)

kde R je znovu korela¢né matica velkosti n X n, v je pocet stuptiov volnosti (budeme
oznacovat aj df - degrees of freedom). Potom bivaria¢na distribuénad funkcia ma

predpis

t;l(UI) t;l(u2) F v+2 2 2 2 7UT+2
e TEVErA T a2

Derivaciou predpisu distribu¢nej funkcie a apravou by sme sa dostali k predpisu

hustoty bivariacnej Studentovej copuly:

v v to ! (ua) 2ty (ug)? —2pty " (ua)ty  (u2) > ER
1orer) (it o
2 v42

2
=7 T [, (14 =)
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Obr. 3.3: Hustota bivariacného rozdelenia s pouzitim Studentovej t-copuly
Margindly si z rozdelenia N'(0,1), korelacny koeficient p = 0.5, stupne volnosti df =
3. Na obrazku a) hustota v 3D b) pohlad na graf hustoty zhora c) izolinie

Obr. 3.4: Izolinie hustoty bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Studentovej copuly pre

p = 0.5 a rozne stupne volnosti df
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Kvoli symetrickosti eliptickych coptl opif plati, Ze koeficienty chvostovych zavis-

losti na dolnom a hornom chvoste sa rovnaju.

1—
)\U = )\L = 2tv+1 (—\/U+ 1 —p)
\/ 1+p

Pre zafixované p je koeficient klesajuci s rasticim po¢tom stupniov volnosti v, pre
fixné v je naopak s rastticou koreldciou aj koeficient rasttici®. Ist4 chvostova zavislost
tu teda je, len v limitnom pripade pre v — oo koeficient konverguje k nule a zavislost

na chvostoch teda nie je ziadna.

3.3.2 Trieda archimedovskych copul

Trieda eliptickych copil je sice ¢asto vyuzivand pre mnohé svoje , pekné* vlast-
nosti, ale méa aj par v praxi nie vzdy vhodnych vlastnosti. Dobrym prikladom je uz
spominand zavislost vyvoja dvoch finanénych aktiv, ktord moze byt znacne zvySena
hlavne v obdobi poklesov, nejde teda o symetrické rozdelenie. Prave moznost asyme-
trie je preto jednou z najprinosnejsich vlastnosti archimedovskych copul. Tato trieda
pontika Sirokd varietu kombinécii zavislosti. Dalsou ich prihodnou vlastnostou je, Ze
na rozdiel od eliptickych maji archimedovské copuly explicitne vyjadrené vztahy,
st o to lahSie konStruovatelné. Definujme teraz copuly patriace do triedy archime-

dovskych:

Definicia 3.3.2. Nech ¢ je spojitd, rydzo klesajica funkcia ¢ : [0,1] — [0, 00] takd,
ze (1) = 0 a nech ¢~ je pseudoinverznd k ¢. Nech C : [0,1)> — [0,1] je funkcia
dand vztahom

Clu,v) = ¢~ (p(u) + ¢ (v)) (3.4)
Potom C' je copula funkcia (prezjvand archimedovskd) prave vtedy, ak ¢ je konvernd.

Funkciu ¢ nazyvame generdtorom copuly.

.....

Dependence with Copulas and Applications to Risk Management
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Spomertime este jeden dolezity vztah - medzi generatorom copuly a vzdjomnou
zavislostou ndhodnych vektorov vyjadrenou skrze Kendallovo 7:

b o(t)
T = 1+4/0 ga’(t)dt

Poznamenajme tiez, ze chvostové zavislosti sa pre archimedovské copuly daju
vyjadrit aj vzahmi'4

—17 2
Ay =2 —2lim SO—(U) r ey
WN\o =V (u) u=oo = (u)

Spomedzi mnohych vyberame troch najznamejsich zastupcov: Claytonovu, Gum-

belovu a Frankovu copulu.

Claytonova copula

Této archimedovska copula mé jednu vlastnost zrejma hned pri prvom po-
hlade na vrstevnice (izolinie) grafu hustoty bivaria¢ného rozdelenia. V 2-rozmernom
(s normélne rozdelenymi margindlami) prevedeni je totiz Spicatd v treftom kvad-
rante, ¢o znamena, ze zavislost dvoch ndhodnych premennych je vyrazne vyssia pocas
negativnych udalosti ako pocas pozitivnych. V ekonomickej interpretacii: pouzili by
sme ju v pripade, Ze vzajomna zavislost dvoch faktorov je velmi vysoké predovsetkym

pri sucasne prebiehajicich poklesoch.

Generatorom je funkcia ¢(t) = ¢t7% — 1. VyuZitim vztahu (3.4) by sme pre uv €
[0, 1] a parameter § € [—1, 00) —{0} odvodili pravdepodobnostné rozdelenie a hustotu

pre tuto parametrickt copulu:

HMpotrebné dokazy v [8] Embrechts, P., Lindskog, F., McNeil, A.:Modelling Dependence with Co-
pulas and Applications to Risk Management
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CC(U,U, 9) = (U_O + U—@ _ 1)—1/9

co(u,v,0) = (1+ 9)(uv)_9_1 (u—e Lot 1)—2—1/9

V literattre sa nestretneme so ziadnou definiciou parametra 6, existuje vsak ista

suvislost s Kendallovym 7:
0
T = —
0+2

V hraniénych pripadoch pre § = —1 plati C = W ?, pre 0 konvergujtce k nule

plati limg_.o Cy = II a pre vysoké hodnoty parametra limg_,., Cy = M.

Aplikéaciou vztahov pre chvostové zavislosti sa dostavame k vysledku, ze \yy = 0
a teda, ze x,y st na hornom chvoste asymptoticky nezavislé, avsak pre dolny chvost

plati:

Vysledkom teda je, Ze X,Y st pri previazani vztahom Claytonovej copuly asym-

ptoticky zavislé na dolnom chvoste.

 EE
TH
T

Obr. 3.5: Hustota bivariacného rozdelenia s pouzitim Claytonovej copuly
Margindly si z rozdelenia N'(0,1), parameter 6 = 1. Na obrdzku a) hustota v 8D b)

pohlad na graf hustoty zhora c) izolinie

3pozri éast o Fréchet-Hoeffdingovej spodnej a hornej hranici
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theta = - 0.4 , theta = - 0.3

Obr. 3.6: Izolinie hustoty bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Claytonovej copuly pre

rozne hodnoty parametra 6 € (—1,0)

theta=1.5

Obr. 3.7: Izolinie hustoty bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Claytonovej copuly pre

rozne hodnoty parametra 6 > 0
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Gumbelova copula

Copula s tymto pomenovanim sa sprava opacne ako Claytonova, Spicatost sa
prejavuje v prvom kvadrante. Zavislost je evidentne vysSia pri kladnych hodnotéch

oboch nédhodnych premennych, ako pri akychkolvek inych.
Generatorom je funkcia ¢(t) = —In(t)?. Vyuzitim vztahu (3.4) by sme pre uv €

[0,1] a parameter 6 € [1,00) odvodili pravdepodobnostné rozdelenie a hustotu pre

tato parametricka copulu:

Ca(u,v,0) = exp {— ((— Inw)’ + (—In U)9)1/9}

-1 10
colu,v.0) Cq(u,v,0) (1nu.1n2v)1/9 ' <<(—lnu)6 n (_lnv>6) Lo— 1)
wv (—Inu — Inv)

0—1
V suvislosti s Kendallovym 7 pre parameter 6 plati 7 = -

Tak ako v pripade Claytonovej copuly, aj Gumbelova je na jednom z chvostov
asymptoticky nezavisla, na druhom asymptoticky zavisla. Tentoraz A\, = 0 a teda

2,1y st na dolnom chvoste asymptoticky nezavislé, avSak pre horny chvost plati:
—2u)0
Ay =2 —2lim M —9_ 95
exp —uo

Vysledkom teda je, ze pri Gumbelovej copule s X, Y asymptoticky zavislé na

hornom chvoste.
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Obr. 3.8: Hustota bivariacného rozdelenia s pouzitim Gumbelovej copuly
Margindly st z rozdelenia N'(0,1), parameter 6 = 1.5. Na obrdzku a) hustota v 3D b)

pohlad na graf hustoty zhora c¢) izolinie grafu bivariacného rozdelenia

theta = 1.25 |

= =] = [ 1 z = =] =1 0 1 2 =3 2 = ] 1 r]

theta = 2 B theta=3

Obr. 3.9: Izolinie hustoty bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Gumbelovej copuly pre

rozne parametre 6

V hrani¢nych pripadoch pre 8 = 1 plati C' = II a pre vysoké hodnoty parametra
hmgﬂoo Og =M.
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Frankova copula

Poslednou z trojice najznamejsich archimedovskych copil je Frankova copula. Jej
charakteristikou je, Ze na rozdiel od Claytonovej a Gumbelovej copuly, tato modeluje

aj iné ako iba pozitivne zavislosti.

Generatorom je

s parametrom definovanom ako 6 € (—oo,00) — {0}. Potom distribu¢na funkcia a

hustota mozu byt vyjadrené ako:

C%@qu)::%Ebg((1_6%)—(1—64MX1_64w>

1—e?

Q(l . 679>670(u+v)

(u—eﬁy-u—eﬁwu—eﬁwf

cr(u,v,0) =

Vztah s Kendallovym 7 je tentoraz trosku komplikovanejsi ako v predchadzajtacich

4 1_1/9 t "
Ty 9 ), et —1

Pre Frankovu copulu st ndhodné vektory X,Y asymptoticky nezavislé na oboch

pripadoch:

chvostoch, je radidlne symetricka. V hrani¢nych pripadoch, pre 6 — oo platilimg ., Cy =

M a pre § — —oo plati limg_,_,, Cy = W.
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Obr. 3.10: Hustota bivaria¢ného rozdelenia s pouzitim Frankovej copuly
Margindly su z rozdelenia N(0, 1), parameter 6 = 2. Na obrdzku a) hustota v 3D b)

pohlad na graf hustoty zhora c¢) izolinie grafu bivariacného rozdelenia

theta = - 10

theta = 2

theta=-0.5

theta = 0.5

] theta = 10

Obr. 3.11: Izolinie hustoty bivariacného rozdelenia s pouzitim Frankovej copuly pre

rozne parametre 6
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3.4 Data a volba vhodnej copuly

V tejto Casti budeme riesit problém vyberu spravnej copula fukcie a jej parame-
tre pre ¢o najlepsie pokrytie dat bivaria¢nym rozdelenim s vyuzitim v empirickych
aplikaciach.

Predpokladajme, ze mame k dispozicii vzorku n dvojic ndhodnych pozorovani
(X1,Y1), ... (X,,Y,) generovanych z nezndmeho rozdelenia H(x,y) so spojitymi
marginalnymi distribtciami F'(z), G(y) a copulou C(F(x), G(y)). Zo Sklarovej vety uz
vieme, ze H(z,y) = C(F(x),G(y)), preto problém hladania spravneho bivaria¢ného
rozdelenia mozeme pretransformovat na problém najdenia vhodného parametra copu-
la funkcie popisujicej dané data. Tu sa nam pontika moznost dvoch pristupov podla
parametrickosti. VSeobecne je casto vyuzivanid metéda maximalnej vierohodnosti,
predovSetkym ak mame k dispozicii velké mnozstvo dat. Ak vSak data, s ktorymi
pracujeme, obsahuju outlierov alebo marginalne rozdelenia maja tazsie chvosty, je
vhodnejsi pristup Genesta a Rivesta - je robustnejsi a nestanovuje ziadne predpoklady

o marginalnych rozdeleniach. Oba pristupy si predstavime v nasledujtcich sekciach.

3.4.1 Metoda maximalnej vierohodnosti

Lahko pochopitelnd a hojne vyuzivana metdda (z angl. Maximum Likelihood
Method) s moznostou parametrického i semiparametrického pristupu. Riesi sa v nej
problém néjdenia maxima vierohodnostnej funkcie L(«, 8, X,Y), kde « je vektor
parametrov marginalnych rozdeleni ndhodnych vektorov X a Y a 6 je parameter co-
pula funkcie. KedZe nie je tiplne evidentné ako je 6 ovplyvnena marginidlami, musime

odhad urobit dvojkrokovo.



KAPITOLA 3. COPULA FUNKCIE AKO NASTROJ PRE ODHAD VAR 48

Prv, ako sa dostaneme k odhadu parametrov bivariacného rozdelenia, zadefinujme

si najprv nastroj, ktory na to pouzijeme - pojem funkcie maximalnej vierohodnosti.

Definicia 3.4.1. 16

Nech X = (X1, Xs, ..., X,))" je ndhodny vgber a © = (x1,xs, ... ,x,) je jeho re-
alizacia. Nech rozdelenie, z ktorého sme uskutocnili vgber, md hustotu f(x,0), kde
0 je k-rozmerny vektorovy parameter 0 = (01,05, ... ,0x), ktory patri do neprdzd-
neho otvoreného priestoru ©. Potom zdruZeni funkciu rozdelenia viyberu pri pevnijch
vyberovych hodnotich X; = x;, i = 1,2,... ,n, ako funkciu vektorového parametra 0

nazveme funkciou vierohodnosti a oznacime L(x,0). Plati

n

L(z,0) = L(,01,05, .. ,04) = L(w1, @2, ... @3 01,00, ... .0k) = [ [ f (1,01, 02, ... ,61).

i=1
Metoda mazimdlnej vierohodnosti spociva v tom, Ze za odhad neznameho vektorového
parametra 0 sa zvoli vektor 0 = (0~1, Oy, ... ,é;)’, ktory pri danych realizovanich hod-

notdch premennych mazimalizuje funkciu vierohodnosti.

Definicia 3.4.2. 17

Ak existuje taky vektor 0 € O, s pre vSetky 0 € © plati L(x,0) < L(z, 5) tak
0 budeme nazyvat mazimdlne vierohodnym odhadom nezndmej hodnoty parametra 6
(alebo odhadom mazimdlnej vierohodnosti). Spravidla namiesto funkcie vierohodnosti
L(x,0) mazimalizujeme jej prirodzeny logaritmus, ktory nazyvame logaritmickou

funkciou vierohodnosti In L(x, ).

V pripade Cisto parametrického pristupu, dvojkrokovost znamené odhadnit naj-
prv parametre rozdeleni marginal a az na zdklade vysledkov pokracovat s odhadom
parametra copuly. Tu sa vSak ihned objavuje problém: mozné nabalovanie sa chyb.
odchylky v odhade parametra copuly a teda aj bivaria¢ného rozdelenia. Ak by sme

sa vsak rozhodli pre tento pristup, postupovali by sme nasledovne:

16[14] Lamos, Potocky: Pravdepodobnost a matematickd statistika, Definicia (4.7.1), str.95
17[14) Lamos, Potocky: Pravdepodobnost a matematickd statistika, Definicia (4.7.2), str.95
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1. Odhad parametrov marginalnych rozdeleni. Pre vektor X s n pozorovaniami a
pre vektor Y, taktieZ s n pozorovaniami, by sme sa snazili ndjst vhodné pravde-
podobnostné rozdelenie a k nemu metédou maximalnej vierohodnosti odhad
prislusného parametra (pripadne viacerych parametrov - zéalezi od volby triedy
rozdelenia), ktoré ho ¢o najlepsie popisuje. Aplikovali by sme tento postup na
viacero tried a po spitnom dosadeni do vierohodnostnej funkcie by sme vybrali
ti s najvyssou hodnotou prirodzeného logaritmu funkcie L s parametrom a;

pre X v argumente. Rovnako aj pre odhadnuty parameter a, pre Y.

2. V druhom kroku by sme pouzili rovnaky postup, do vierohodnostnej funkcie by
ako funkcia hustoty rozdelenia vstupovala fukcia hustoty vybranej triedy copula
funkcii, avSsak odhad by sme nerobili s vektormi X, Y, ale s ich transformaciami

na zaklade vybraného marginalneho rozdelenia.

1) = [ (P21, G)

Existuje vSak aj semiparametricky pristup, v ktorom pouzijeme empirické mar-
ginalne distribu¢né funkcie. Prave nimi taktiez transformujeme pozorovania vo vek-

toroch X a Y:
“ 1

[[1xi<a2l  Guly) = [0 <)

Pl n—+1

1
n—+1

F(z) =

~

Ulohou je teraz najst odhad parametra # maximalizujici pseudo-vierohodnostnt

funkciu
L(0) = Hln (co(Fu(z), Gu(y)))

pre viacero parametrickych tried copula funkcii a vybrat ta, ktord s parametrom 0 v

argumente bude dosahovat najvyssiu hodnotu funkcie L.

Pre oba pristupy plati, ze najvhodnejsim meradlom kvality odhadu pre porovnanie

~

parametrickych tried je Akaikeho kritérium AIC' = —2L(0) + k, kde k je pocet

parametrov modelu.
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3.4.2 Procedira podla Genesta a Rivesta

Ide o neparametricky pristup vyuzivajuci sa na odhad parametra archimedovskej
copuly. Postup je jednokrokovy, tato metéda nepotrebuje poznaf rozdelenia margindl,

vyuziva predovsetkym informéciu obsiahnutu v Kendallovom tau.

Nech Z; ndhodné premennd, ktord bude predstavovat prvok z hladaného rozde-
lenia H(X;,Y;) a t4 mé rozdelenie K(z) = PZ; < z. Toto rozdelenie previazané s

generdtorom archimedovskej copuly ¢ s parametrom 6 sa da vyjadrit vzfahom!®

K(2) = Ko(2) = » - P (3.5)

K tomu je potrebné identifikovanie generatora ¢, postup je nasledovny:

1. Odhad koeficientu zavislosti, Kendallovho 7, z danych dat. Postup sme uz

vysvetlili v kapitole 3.2. Odhad nazvime 7.

2. Zadefinovanie pseudopozorovani Z; ako pocet takych dvojic (X;,Y;), ze X; <

X; aY; <Y, predelenych n — 1 pre vSetky i = 1, ..., n.

1 n
Zi:n—l;[[Xj<Xi AY; <Y

kde I[#] je funkcia, ktord dava vystup 1 ak udalost * nastane, 0 ak udalost *

nenastane.

3. Konstrukcia neparametrického odhadu rozdelenia K ako pomernej ¢asti poctu

Z; mensich ako z.

K() =2 112 < 2]

Bveta aj s dokazom [6] De Matteis, R.: Fitting Copulas to Data, s.29, 30 alebo cely postup v [11]

Genest, C., Rivest, L. P.:Statistical Inference procedures for bivariate Archimedian copulas.
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4. Konstrukcia parametrického odhadu K, na zaklade vztahu (3.5). Odhadnuté
Kendallovo 7 z prvého kroku pouzijeme na vypocet parametra copuly (vyuzijuc
vztahy medzi Kendallovym 7 a parametrom 6 pre jednotlivé copuly archime-
dovskej triedy z predchddzajicej podkapitoly). Tym sa dostavame k odhadu 0
a na jeho zéklade k odhadu generatora ¢(t). Tym ziskavame vSetko potrebné k

zostaveniu rozdelenia Ks(z2).

5. Predchadzajici krok zopakujeme pre vsetky vybrané typy archimedovskych
coptl, ktoré chceme porovnavat. Vyberieme najlepS§iu moZnost v zmysle na-
jmensieho rozdielu'® medzi neparametrickym odhadom K (z) a parametrickym

odhadom Ky(z).

3.5 O0Odhad Value-at-Risk

Dostavame sa ku aplikacii doteraz uvedenych teoretickych poznatkov v praxi.
Kvoli dostato¢nej nadzornosti uvedenych postupov vyberame jeden priklad. Zameraj-
me sa na rizikovost v pripade, Ze mame v drzbe akciu IBM v dolaroch. Sme vystaveni
dvojakému riziku - riziku mozného poklesu ceny a devizovému riziku vo forme vyvi-
jajuceho sa kurzu EUR/USD. RieSime teda problém zhodnotenia Value-at-Risk s
dvoma rizikovymi faktormi, v preklade do matematickej reci, budeme hladat bivari-
acné pravdepodobnostné rozdelenie.

Obdobie, v ktorom budeme sledovat vyvoj oboch faktorov, sme zvolili 5-ro¢né:
v rozmedzi od 1.4.2004 do 1.4.2009. Samozrejme, nesmieme zabudnuf vyrovnat sa s
problémom roznych dizok ¢asovych radov, kedZe dni §tatnych sviatkov poéas ktorych

sa neobchoduje, st pre Eurépu a USA rozdielne.

Yrozdiel je mozné merat ako fol [K;(2) — K(2)]?dz
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Obr. 3.12: Denné relativne zmeny v cene akcie IBM v sledovanom obdobi 1.4.2004 -

1.4.2009

EUR/USD
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Obr. 3.13: Denné relativne zmeny vo vyvoji devizového kurzu EUR/USD v sle-
dovanom obdobi 1.4.2004 - 1.4.2009

Spomedzi predostrenych postupov sme si vybrali semiparametrickti metédu vyuzi-
vajucu maximalnu vierohodnost. Prvym krokom je teda zostavenie empirickej dis-
tribuc¢nej funkcie a pretransformovanie sledovanych premennych na pseudopozorova-

nia z intervalu (0, 1).
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1BM EUR/USD
Priemer -9.9832e-005 -1.7274e-004
Standardna odchylka 0.0155 0.0145
Epicatu st 11.2249 15.5432
Sikmost 0.1075 0.0680
Minimum -0.0914 -0.0903
Maximum 0.1181 0.1158
Jarque-Berra (p-hodnota) 1.0000e-003 1.0000e-003
korelaény koeficient 0.9534

Tab. 3.14: Zakladné charakteristiky casovych radov

a3
a4
0.7
05

0.5

a3
a2

a1

Obr. 3.15: Empirické distribucné funkcie: a)
vymenného kurzu EUR/USD

vynosy akcie IBM b) relativne zmeny

Po transformovani dat metédou maximéalnej vierohodnosti odhadneme najvhod-

nejsie parametre jednotlivych tried rozdeleni,

hladdme odhad parametra pre kazdu z

tried a zarovern si vsimame funkén(t hodnotu vierohodnosti L. Pre uistenie sa sledu-

jeme aj hodnotu Akaikeho informac¢ného kritéria (AIC):
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Parametricka copula Odhad parametra 0 In L{B) AlC
Gaussova copula 8 =p=0.0438 1.2102 -2.4188
Studentova copula 8 =(p, v) =(0.0136, 5.8321) 15.7353 -31.4674
Claytonova copula 8 =0.1019 6.6158 -13.2301
Gumbelova copula 8 =1.1000 -5.8096 11.6208
Frankova copula 8 =0.0411 0.0284 -0.0552

Tab. 3.16: Odhady parametrov metédou maximalnej vierohodnosti pre jednotlivé

parametrické triedy copula funkcii

Z uvedenych vysledkov je zrejmé, Ze najlepsie dané data popisuje bivariacné rozde-

lenie so Studentovou copulou.

Obr. 3.17: Odhadnuté bivariacné rozdelenie so Studentovou copulou

Dalsim krokom ako ziskaf pozadovany odhad VaR je simuldcia dat z tohto rozde-
lenia. Pre eliptické rozdelenia je potrebné najprv najst Choleskeho rozklad korelacne;j
matice, nazvime ho A. Dalej, nasimulujeme n nezavislych pozorovani z1, ..., 2, z rozde-
lenia N (0,1). V pripade Gaussovej copuly postavme x = Az a nech u; = ®(x;) pre
i =1,...,n. Vektor (ui,...,u,)’ mé potom rozdelenie uréené Gaussovou copulou. V

pripade Studentovej copuly je odhad vzhladom na teoretické pozadie trochu odli$ny.
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Okrem vektora z je potrebné simulovat aj s nezdvislé od z z rozdelenia 2. Nech
Yy = é a nech x = Y=y, potom vektor v s prvkami u; = t,(z;) ma rozdelenie urcené
Studentovou copulou.

Pre archimedovské rozdelenia je postup odligny, i ked myslienka ostéva: simulu-
jeme dva nédhodné vybery s, ¢ z U(0,1) a hladd sa inverznd funkcia K;' ak K,
je distribuénd funkcia copuly C. Nech t = K_'(q). Ak u = ¢~ (sp(t)) a v =

o1 ((1 = 8)p(t)), potom (u,v) pochddza z rozdelenia uréeného archimedovskou cop-

ulou s generatorom .

T B D
UGt

; i &J ey
Efﬁrfzﬁ‘;‘;

Ty e

Obr. 3.18: Nasimulované data z odhadnutého rozdelenia so Studentovou copulou

Upozornime, ze simuldciou sa dostavame k ndhodnym premennym z intervalu
(0,1), ide o pravdepodobnostné rozdelenie hladanych dat. Opacnym postupom ako
pri odhadovani empirickej distribu¢nej funkcie sa dostdvame k hladanému rozde-
leniu. V pripade 95%-nej hladiny spolahlivosti oddelime 5% najhorsich vynosov a
hrani¢na hodnota je hladané VaR. V sledovanom priklade prichddzame k hodnote
moznej straty —0.02997 (v ponimani relativnej zmeny). V pripade 99%-nej hladiny

spolahlivosti postupujeme analogicky a tu sa dostavame k vysledku —0.0527.



Z.aver

Cielom diplomovej préce bolo priblizif jeden z najznamejsich nastrojov merania
trhového rizika a uviest Citatela do problematiky odhadu Value-at-Risk pomocou
copula funkcii. Okrem iného, bol ¢itatelovi poskytnuty prehlad neparametrickych,
semiparametrickych a parametrickych metdd, bol predstaveny zastupca kazdej jedne;j
triedy. I ked predmetom prace bola konkrétna z metéd, boli uvedené aj iné metddy,
aby si mohol ¢itatel vytvorit vlastny tsudok o tom, predpoklady ktorej metédy sa
mu zdaju v konkrétnom pripade najrealistickejSie vyuzitelné v praxi. V tretej kapitole
sme predostreli problém pristupu k portféliu aktiv ako k stitboru rizikovych faktorov
a nie ako k celku. To obnéSa mnoho komplikécii, predovSetkym tazko popisatelnt
vzajomni zavislost medzi rizikovymi faktormi. Tento problém je rieSitelny pomocou
copula funkcii a tato kapitola je koncipovana tak, aby aj niekto, kto sa stretol s
pojmom copula funkcie po prvykrat, mal moznost ziskat vSetky potrebné poznatky
k odhadu VaR aj tymto spésobom. Okrem toho, ze tato praca obsahuje kompaktnii
tedriu copula funkcii, prinasa aj prehladné predstavenie niekolkych zakladnych typov
parametrickych tried coptul. Zaoberali sme sa tiez najvhodnejsim vyberom copuly pre

popis realnych dat a v poslednej casti sme uviedli nazorny priklad na realnych datach.
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