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Abstrakt: Viacfaktorovy Cox-Ingersoll-Ross model modeluje okamziti trokovi
mieru (short-rate) ako stcet niekolkych nezavislych faktorov, z ktorych kazdy sleduje
Besselov odmocninovy stochasticky proces. ZvysSok vynosovej krivky je odvodeny s
pouzitim principu vylicenia arbitraze ako deterministickd funkcia faktorov. Praca
sa zaoberda metodou na odhad parametrov modelu, ktora je zalozena na dvojfazo-
vej min-max metdde pre jednofaktorovy model. Pocet parametrov je zredukovany
transforméaciou a v prvej faze sa odhaduju transformované parametre spolu s ne-
pozorovatelnymi faktormi metddou nelinearnych najmensich Stvorcov na trhovych
datach. Vdaka vlastnostiam CIR modelu je mozné vypocitat faktory efektivne po-
mocou vnoreného problému viazanej linearnej regresie. Vonkajsia minimalizacia je
vo vSeobecnosti tlohou globalnej optimalizacie, na ktord je pouzité simulované zi-
hanie. V druhej faze ziskame poévodné parametre z odhadnutych transformovanych
pomocou maximalizacie funkcie vierohodnosti na odhadnutych ¢asovych radoch fak-
torov, alebo zvolenim hodnot pre parametre mean-reversion trovne.

Kltcéové slova: viacfaktorovy CIR model, odhad parametrov, nelinedrna metéda
najmensich stvorcov, metéda maximalnej vierohodnosti

Abstract: Multi-factor Cox-Ingersoll-Ross model models instantaneous interest rate
(or short-rate) as a sum of several independent factors, each following a Bessel
square-root stochastic process. The rest of yield curve is then derived, by applying
no-arbitrage principle, as a deterministic function of factors. I investigate a method
for estimation of model parameters, which is based on two-phase min-max method
for one-factor model. Number of parameters is reduced by a transformation and in
the first stage, both transformed parameters and unobservable factors are estimated
by nonlinear least squares method using observed market yields. Due to properties
of CIR model, factors may be efficiently computed by solving a nested constrained
linear regression subproblem. Outer minimization is, in general, global optimization
problem and is solved by simulated annealing. In the second stage, original para-
meters are estimated from the transformed ones obtained earlier, by maximizing
likelihood functions on time series of estimated factors, or by setting mean reversion
level parameters.

Keywords: multifactor CIR model, parameter estimation, nonlinear least squares
method, maximum likelihood method
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Kapitola 1

Uvod

Na finan¢nych trhoch existuje v stcasnosti velké mnoZstvo finanénych nastrojov,
ktoré st odvodené od trokovej miery a jej pohybov. Pri oceniovani tychto produktov
nie je mozné sa zaobist bez modelov trokovej miery, ktoré sa snazia popisovat jej
stochasticky vyvoj. Oblast modelovania tirokovych mier a ocefovania ich derivatov
je dolezitou oblastou modernej financénej matematiky a ciefom mnohych stcasnych
vyskumov.

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberaf viacfaktorovym Cox-Ingersoll-Ross
(CIR) modelom, ktory patri medzi triedu modelov postavenych na okamzitej tro-
kovej miere. Jednofaktorové modely (ako Vasickov model, CIR model) modelujt
pohyb okamzitej irokovej miery (nazyvanej aj short-rate), ktord predstavuje zacia-
tok vymnosovej krivky pomocou stochastickej diferencialnej rovnice. Za predpokladu
vyltcéenia arbitrdZze na trhu je nasledne mozné odvodit zvySok vynosovej krivky ako
deterministickti funkciu short-rate, ktora tak ostava jedinym stochastickym fakto-
rom. Nevyhodou tychto modelov je, Ze z nich odvodené teoretické vynosové krivky
nepopisuju dostatocne realne trhové data. Moznym rieSenim tohto nedostatku je
zahrnutie dalSich stochastickych premennych do modelu, ¢im ziskame viacfaktorovy
model.

Viacfaktorovy CIR model vysvetluje okamziti trokovi mieru ako stucet viacerych
nezavislych zloziek, z ktorych kazda sa riadi vlastnym stochastickym procesom a
ovplyvinuje odvodena vynosoviu krivku. Fakt, Ze rovnakej hodnote short-rate mézu
prinalezat rozne vynosové krivky v zavislosti od jej rozkladu na jednotlivé zlozky,
a celkovo bohats§ia mnozina pripustnych tvarov teoretickych vynosovych kriviek, by
mohli prispief k lepsej zhode modelu a empirickych dat. Nevyhodou tohto modelu
je, Ze zlozky short-rate zvycajne nie st pozorovatelné (pozorujeme iba ich sucet),
¢o sposobuje problémy najmé pri kalibracii parametrov modelu na realnych datach,
ktora je nevyhnutna pri pouziti modelu v praxi.

KedZe ¢asové rady zloziek short-rate nie st pozorovatelné, nie je mozné odhadnit
parametre modelu obvykle pouzivanymi statistickymi metédami. Namiesto toho sa v
tejto praci pokusime rozsirit publikovant [1] dvojfdzovii min-max metédu na odhad
parametrov jednofaktorového CIR modelu na pripad viacerych faktorov. Vstupnjmi



datami budu trhové vynosové krivky z nejakého ¢asového obdobia. Tie pouzijeme v
prvej faze na najdenie mnoziny parametrov a rozkladu short-rate na faktory, ktoré
minimalizuji sumu Stvorcov odchylok teoretickych a pozorovanych kriviek. Hlav-
nym rozsirenim je, ze spolu s parametrami odhadujeme aj rozklad na faktory, ¢o
nas pristup zdanlivo komplikuje — vdaka vlastnostiam CIR modelu vSak je mozné
tato tlohu efektivne riesit ako vnoreny problém pri odhade parametrov a ziskat tak
ucelovi funkciu zavisla iba od parametrov. KedZze neexistuje jediné minimum takejto
ucelovej funkcie, v druhej faze potom musime vybrat z vyslednej mnoZiny paramet-
rov konkrétny bod na zéklade dalSieho kritéria, ktoré mozno ziskat z odhadnutych
casovych radov jednotlivych faktorov.

Diplomovéa praca je organizovana nasledovne: druha kapitola obsahuje stru¢ny
tuvod do modelov okamzitej trokovej miery, zatial ¢o tretia kapitola priblizuje kon-
krétnejsie CIR model a jeho vlastnosti. Stvrta kapitola popisuje jednofaktorovti min-
max metddu a navrhnuté rozsirenie pre pripad viacerych faktorov. V piatej kapitole
st uvedené niektoré detaily o praktickej implementéacii tejto metody a vysledky vy-
poctov na simulovanych datach. Nakoniec v Siestej kapitole odhadujeme parametre
modelu na realnych datach zo sadzieb na medzibankovom trhu.



Kapitola 2

Modely short-rate

Modelovanie trokovej miery a oceniovanie jej derivatov je dodlezitou oblastou financ-
nej matematiky. Cielom tejto kapitoly je predstavit zdkladné pojmy a podat struény
prehlad triedy modelov zaloZenych na modelovani okamzitej trokovej miery, medzi
ktoré patri aj CIR model ako hlavny predmet tejto prace. Podrobnejsie informéacie o
modeloch trokovej miery je mozné najst v knihach [2] a [3], ktoré slazili ako hlavny
zdroj pre tuto kapitolu.

2.1 Zakladné pojmy

Peniaze v roznych ¢asoch maja réznu hodnotu — pre Iudi méa t4 ista suma v case t;
vacsiu hodnotu ako neskor v ¢ase ty > t1. Mieru tejto preferencie vyjadruje trokova
miera. Existuje mnoho obchodovanych finan¢nych nastrojov, ktorych hodnota zavisi
od trokovej miery, medzi zédkladné patri bezkupénovy dlhopis (kupénovy dlhopis je
mozné chapat ako stibor bezkupénovych), ktory zarucuje istt’ﬂ vyplatu dohodnute;j
sumy v budicnosti. Z jeho stc¢asnej ceny (ktorad sa da chapat ako pdzicka pre vyda-
vatela dlhopisu) sa da nasledne odvodit trokova miera pre dané obdobie. Pre ucely

dalsich kapitol zadefinujeme na zaciatok niekolko zékladnych pojmov a oznadceni.

Cena dlhopisu P(t,7) je cena bezkupénového dlhopisu, ktory vyplati jednotkovi
sumu odteraz za ¢as 7 (teda v Case t + 7), Zrejme hodnota dlhopisu splatného
okamzite sa rovné jeho vyplatnej hodnote: P(¢,0) = 1, a P je klesajtcou fun-
kciou 7 (stiCasnd hodnota platby dalej v budicnosti je mensia). 7 sa oznacuje
ako maturita dlhopisu alebo ¢as do splatnosti.

Vynos R(t,7) = —w je vynos (na jednotku ¢asu) v Case t pre ¢as do splatnosti
7, ktory je odvodeny z ceny dlhopisu P(t,7). Vzorec vychadza z myslienky
spojitého trokovania — sticasna cena dlhopisu by sa mala za ¢as 7 zGro¢it na

vyplatni sumu:
P(t, 7)eff0T = 1.

labstrahujeme od kreditného rizika, neuvazujeme teda moznost nedodrzania zavizkov strany
vydavajucej dlhopis
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Obr. 2.1: Ukéazky vynosovych kriviek pre dolarovy LIBOR z roku 2008

Ked zafixujeme cas t, zavislost medzi ¢asom do splatnosti a vynosom 7 —
R(t,T) sa nazyva casovd Struktira urokovijch mier alebo vynosova krivka.

Okamzita trokova miera r(t) = lim,_ R(f,7) nazyvand aj short-rate, urcuje
vynos pre dlhopis splatny v ,,dalsom okamihu®, ¢o vlastne predstavuje zac¢iatok
vynosovej krivky. Ide o teoreticki veli¢inu, ktord sa v praxi moze aproximovat
napriklad pomocu overnightu (tirok na jednodtiova pozicku).

V praxi sa zvycajne nepracuje s cenami dlhopisov, ale uvadzaju sa priamo vynosy.
Medzi dolezité trokové miery patria sadzby na medzibankovom trhu (za ktoré si
navzajom pozic¢iavaji komeréné banky), ktoré su zvycajne kratkodobé (do jedného
roku), a sadzby na vladne dlhopisy. Priklad vynosovej krivky z medzibankového
trhu je na obrazku 2.1} na ktorom vidime, Ze vynosové krivky mozu nadobudat
rozne tvary - rastuce, klesajice aj zmieSané.

Popri dlhopisoch existuju aj iné derivaty arokovej miery, ktoré je mozné pouzit na
zaistenie (alebo naopak na Spekuléciu) proti fluktuaciam trokovych mier, napriklad:

Swap vymena konstantnej platby za pohyblivi platbu zavisiacu od trokovej miery
Swaption pravo (ale nie povinnost) vstipit do swapového kontraktu

Cap pravo na vyplatu vznika, ak Grokova miera prekroc¢i stanovenu hranicu. Cap
je mozné previest na stubor opci na dlhopisy.

Floor pravo na vyplatu vznika, ak trokova miera klesne pod stanovenu hranicu —
opak capu.

Na ocenovanie tychto derivatov je potrebna tedria, ktora je zalozend na predpo-
kladoch o vyvoji podkladovych irokovych mier, preto vznikla potreba stochastického
modelovania trokovej miery. Dalsou aplikaciou modelov tirokovej miery moze byt na-
priklad manazment rizika pomocou simulécii budiceho vyvoja trokovych mier. Na



rozdiel od modelovania cien akci, kde prevladajicim pristupom je Black-Scholesov
model zalozeny na predpoklade o geometrickom Brownovom pohybe ceny akcie, v
oblasti tirokovych modelov situacia nie je takd jasna a doteraz bolo navrhnutych
viacero tried modelov, napriklad:

e Short-rate modely modeluji okamziti irokovi mieru (zac¢iatok vynosovej krivky)
a zvysSok vynosovej krivky je odvodeny ako jej deterministicka funkcia. Tymito
modelmi sa budeme v préci zaoberat podrobnejsie.

e Heath-Jarrow-Morton modely modeluju krivku forwardovych trokovych mier.
Ide o vSeobecnejsiu triedu modelov (niektoré short-rate modely existuju aj v
HJM formulacii), nevyhodou je ich zvySend komplexnost.

e LIBOR market model modeluje naraz skupinu viacerych forwardovych troko-
vych mier, pouziva sa najmé na ocenovanie exotickejsich derivatov trokovej
miery.

2.2 Jednofaktorové modely short-rate

Short-rate modely popisuju stochasticky vyvoj okamzitej tirokovej miery, z ktorého
potom pomocou principu vylicenia arbitrdze odvadzaja vztahy pre zvySok vymno-
sovej krivky a dalsie derivaty trokovej miery. Short-rate je modelovana spojitym
stochastickym procesom, ktory je urceny stochastickou diferencidlnou rovnicou:

dr = u(r,t)dt + o(r,t)dW. (2.1)

p(r, t) uréuje deterministicky driftovy ¢len, o(r, t) uréuje velkost stochastického ¢lenu
— volatility, dW je diferencial Wienerovho procesu. Kedze v modeli je pritomny iba
jeden stochasticky faktor, hovorime o jednofaktorovych modeloch trokovej miery.

Casto sa voli driftovy ¢len v tvare mean-reverting procesu ju(r,t) = k(6 — r),
¢o znamend, ze premennd r je v kazdom case pritahované k priemernej trovni 6.
Volatilita sa ¢asto modeluje ako zavisld od mocniny r, ¢im po dosadeni do (2.1)
dostavame tvar stochastického procesu

dr = k(0 —r) + or?dW. (2.2)

Zoznam modelov, ktoré st formulované v tomto tvare je v tabulke [2.1} Ich porov-
nanie a empirické vysledky na trhovych datach je mozné najst v studii [4]. Medzi
najznamejsie, ktoré zmienime podrobnejsie, patria:

Vasi¢kov model dr = k(0 — r)dt + odW
r sleduje klasicky mean-reverting proces. Tento model, ktory Vasicek popisal
(a pomocou principu vylicenia arbitraze odvodil vztah pre teoretické cany



Model Stochasticky proces pre r
Vasicek dr = k(0 —r)dt + odW
Dothan dr = rodW
Brennan-Schwartz | dr = k(0 — r)dt + rodW
Cox-Ingersoll-Ross | dr = k(0 — r)dt + \/rodW
Cox-Ross dr = Brdt + or7dW

Tabulka 2.1: Prehlad modelov v tvare (2.2))

dlhopisov) v ¢€lanku [5], patril medzi prvé modely trokovej miery. Jeho ne-
vyhodou je, Ze trokové miery st normaélne rozdelené a mézu nadobudat aj
zaporné hodnoty, ¢o nezodpoveda realite.

Cox-Ingersoll-Ross model dr = k(0 — r)dt + /rodW
Vid ¢lanok [6]. Volatilita je imerna trovni short-rate, vdaka ¢omu troky ne-
mozu klesnit pod nulu. Tento model je hlavnym predmetom zajmu v tejto
praci.

Ked uz je $pecifikovany proces pre short-rate v tvare , pouzitim Itovej lemy
a principu vylacenia arbitraze je mozné odvodit parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre
ceny dlhopisov (alebo inych derivatov). Stru¢ne zopakujeme hlavné kroky odvodenia
(ktoré sa da najst v [2] a [3]): predpokladdme, Ze cena dlhopisu splatného v Case
T zévisi iba od aktuédlnej hodnoty short-rate r a od ¢asu t — hladame teda fun-
kciu P(r,t,T) (kde T je fixny parameter). Pouzitim Itovej lemy je mozné odvodit
stochasticky proces pre P:

2 2
dP = <8—P + pu(r, t)a—P o (rt) 8—P> dt + o(r, t)é;—lDdW
r

ot or * 2 Or?
= up(r,t,T)dt + og(r,r,T)dW. (2.3)

Dalej zostojime portfélio dlhopisov s roznymi splatnostami 7%, 75, pricom mnoZstva
dlhopisov budia 1 a A. Portfélio m bude potom sledovat proces

dr = (u(r,t,Th) + Ap(r, t,15)) dt + (o(r,t, T1) + Ao (r, t, Ty)) dW. (2.4)

Ak zvolime A = —o(r,t,T1)/o(r,t,Ty), ziskame (v okamihu t) bezrizikové portfélio
(stochasticka ¢ast bude rovna 0), a teda musi platit, ze jeho okamzity vynos sa rovna
short-rate: dm = rrdt, a teda deterministicka cast (2.4) sa rovna:

O'B(r> ta Tl)

t,T7) —
ﬂ’B(ra ) 1) O'B(T,t,T2>

pup(r,t, Ty) = rr.

Kedze m = P(r,t,T1) + AP(r,t,T3), po dosadeni do predchddzajicej rovnice a né-
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slednych tupravach zistime, ze

pp(r,t,Ty) —rP(r,t,T1)  pp(r,t,Tz) —rP(r,t, 1)
O-B(/rataTl) B O-B(Tat7T2)

T}, Ty st sice fixné, ale inak Tubovolné, preto tato rovnost musi platit pre kazdy cas
splatnosti 7. Mozeme zadefinovat funkciu

wup(r,t,T) —rP(r,t,T)
O-B(ra ta T)

A(r,t) = (2.5)
ktora nezavisi od T'. A sa nazyva trhovd cena rizika a vyjadruje rozdiel medzi okam-
zitym vynosom dlhopisu a vynosom zodpovedajicim okamzitej tirokovej miere, v
pomere k volatilite dlhopisu. Ide o funkciu, ktora stvisi s postojmi investorov a bez
ktorej nie je moznd? ocenit dlhopisy (a dalsie derivaty trokovej miery).Ak do vyrazu
(2.5) dosadime definicie up, op z rovnice (2.3), dostaneme parcidlnu diferencidlnu
rovnicu:

oP orP 1 o*pP

— + (u(r,t) = A, )o(r,t)) — + =0%(r,t) == —rP =0

5 T (B t) = Al t)o(r,t)) -+ 507(r,t) -3
Ak pouZijeme transforméciu 7 = T — ¢, mozeme rovnicu prepisat pre cenu dlhopisu
v tvare P(r,7) aj s okrajovou podmienkou:

opP oP 1, 0*P B
— 5 T (u(t,r) = Xt,m)o(t,r)) 5 +t30 (t, T>W —rP = 0  (2.6)
P(r,0) = 1

Vysledkom tohto odvodenia je vztah pre ceny dlhopisov, z ktorych je mozné
odvodif vynosy. Ak st ¢leny v procese pre short-rate v ¢ase konstantné (Co plati
pre vietky doteraz spomenuté modely), teoretickd vynosova krivka je jednoznacne
uréend jej zaCiatkom — okamzitou trokovou mierou (priklad takejto vynosovej krivky
je na obr. . Tato vynosova krivka pritom nemusi zodpovedat skutocnej trhove;
krivke, je vystupom modelu a mala by predstavovat rovnovazny stav — preto sa
takyto typ modelu oznacuje ako rovnovazny. Existuju aj tzv. bezarbitrazne modely
(napriklad Ho-Lee alebo Hull-White model) - tie obsahuju parametre zavislé na case,
ktoré sa nakalibruju z trhovych dat tak, aby sa teoretickd vynosova krivka presne
zhosovala s pozorovanou. Tymito sa vSak v praci nebudeme zaoberaf.

2 Alternativne je mozné formulovat proces pre short-rate v tzv. rizikovo-neutralnom tvare a
odvodif ceny dlhopisov bez trhovej ceny rizika, v ktorych budd vystupovat rizikovno-neutralne pa-
rametre. V takom pripade vSak nie je moné tieto parametre odhadovat analjzou historickych dat,
lebo tie pochadzaju z nahodného procesu v realnej pravdepodobnostnej miere. Na transforméciu
z rizikovo-neutralnych parametrov do redlnych je potrebné opét definovat trhova cenu rizika.

11
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Obr. 2.2: Z&avislost medzi overnightom a 6-mesaénym vynosom v eurozéne za obdobie
januar — oktéber 2008. Korelacia medzi uvedenymi mierami je 0, 29.

2.3 Viacfaktorové modely short-rate

Nedostatkom jednofaktorovych modelov je, ze cela vynosova krivka je dana zacia-
toénym bodom — z toho vyplyva, Ze jednej trovni short-rate zodpoveda prave jedna
troven vynosu (pre nejaku splatnost). Toto vSak nie je v silade so skuto¢nostou
a daju sa najst casové obdobia, kedy na redlnych datach pozorujeme slaby vztah
medzi okamZitou trokovou mierou a vynosom na dlhsie obdobie (vid obréazok [2.2).
Tento fakt je motivaciou pre skiimanie viacfaktorovych modelov, v ktorych vystu-
puje viacero stochastickych veli¢in.
Dvojfaktorovy model s faktormi x a y ma vSeobecny tvar

der = p(z,y)dz + o.(z,y)dW;
dy = py(z,y)de + o,(z,y)dWs

pricom Wienerove procesy Wy, W5 mozu byt korelované s koeficientom p. Za faktory
mozeme zvolif rozne veli¢iny, napriklad:

e samotna short-rate sa sklada z viacerych stochastickych zloziek, (napriklad
dvojfaktorovy CIR - [6], [7]).

e popri short-rate vystupuje v modeli aj dal$ia ekonomické veli¢ina, napriklad
dlhodoba trokova miera (Brennan-Schwartzov model — [§]) alebo zahrani¢na
trokova miera (konvergen¢ény model — [9]).

e v modeloch so stochastickou volatilitou je volatilita v procese pre short-rate
modelovand ako dal$ia ndhodn4 veli¢ina (CIR model so stochastickou volati-
litou — [10])

Podobne ako predtym, znova chceme odvodit teoretické ceny dlhopisov ako fun-
kciu faktorov P(z,y, ) (a opédt odkazujeme citatela na publikacie [2] a [3]). S pou-
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zitim viacrozmernej Itovej lemy vyjadrime proces pre P:

dP = ,udt + O'1dW1 + Ugde

e or 9P 0P o29*P 0, 9P PP
= §+Mx%+ﬂy0_y+7ax2 Jr?ayz +P0x0ym (2.7)
opr opr
o1 = O'x% 09 = O'ya—y

Zostrojime portfélio troch dlhopisov s réznymi splatnostami 77, 15, T3, mnozstva
dlhopisov buda Vi, V,. V3. Proces pre cenu portfélia m bude:

dr = (Vip(Th) + Vap(Tz) + Vau(T3)) dt
+  (Vioi(Th) + Vaoi (1) + Vo1 (T3)) dWA
+ (‘/10'2<T1) + ‘/20'2(T2) + ‘/;),O'Q(Tg)) dW2

kde u(T;), 01(T;), 02(T;) oznac¢uju vynos a volatilitu i-teho dlhopisu. Ak zvolime V;,
V,. V3 tak aby sa éleny pri dWq, dWs vynulovali, ziskame (v okamihu ¢) bezrizikové
portfélio, pre ktoré musi platit dm = rxdt, ¢o sa da prepisat ako

Vi(u(Th) — rP(Th)) + Va(u(T2) — rP(T3)) + Va(u(T3) — rP(T3)) = 0.

7 tychto podmienok ziskavame stistavu troch linearnych rovnic:

O'l(Tl) O'l(Tg) O'1(T3) Vi 0
Og(Tl) O'Q(Tg) O'Q(Tg) ‘/2 = 0
w(Ty) —rP(Th) w(Tz) —rP(Tz) p(13) —rP(13) V3 0

Ak mé mat tato ststava nenulové rieSenie, treti riadok musi byt linedrnou kombi-
naciou prvych dvoch, existujia teda Ay, Ao také ze

w(Ti) = rP(Ti) = Moi(Ti) + Aaoa(Th)

A1 a \g st trhové ceny rizika vztahujice sa k jednotlivym faktorom. KedZe splatnosti
T; mozu byt Tubovolné, A1, Ao by nemali byt zavislé od T'. Podobne ako v jednofak-
torovom modeli, dosadenim do vztahu ziskame parcialnu diferencialnu rovnicu,
ktort upravime na tvar s ¢asom do splatnosti 7:

—ﬁﬂ - A )a—P+( - A )a—P+U—§a2P
gr e 102) gy T W 2%y dy 2 Ox?

ﬁﬁP+ o*pP
2 0y? P Y 0xoy
P(z,y,0) = 1. (2.8)

+ = r(z,y)P

Riesenim tejto PDR ziskame teoretické ceny dlhopisov a vynosovu krivku v za-
vislosti od faktorov z, y. Priklad teoretickej vynosovej krivky z viacfaktorového mo-
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delu je na obrazku Na zaver treba podotknuf, Ze i ked toto odvodenie sa tykalo
dvojfaktorového modelu, analogicky je mozné zaviest aj troj- alebo viac-faktorové
modely.

2.4 Kalibracia short-rate modelov

Pre pouzitie modelov trokovej miery v praxi je nutné zvolit spravne v nich vystu-
pujice parametre, t.j. nakalibrovat ich. Napriklad v pripade Vasi¢kovho alebo CIR
modelu potrebujeme odhadnif Styri parametre: x, 6, o a A. V pripade jednofakto-
rového modelu, ak mame k dispozicii ¢asovy rad pozorovanych hodnot short-rate,
mozeme odhadntf parametre vystupujice v SDR pre short-rate ich Statistickou ana-
Iyzou. Trhovi cenu rizika je nasledne mozné odhadntt pomocou sklonu vynosovej
krivky na jej zaciatku (vid [3]):

OR = 1(,u(r, t) —o(r,t)A(r,1)).

| _, 2

Blizsie spomenieme metédu mazimadlne) vierohodnosti, v ktorej volime parametre
tak, aby sa maximalizovala vierohodnostna funkcia (pravdepodobnost realizicie dat
pri danych parametroch). Na to je potrebné poznat podmienené hustoty procesu,
ktoré popisuju rozdelenie premennej za predpokladu, ze v skorSom case nadobudla
nejakd hodnotu. Pre stochasticky proces je mozné odvodit podmienent hustotu
f(r,t) pre pravdepodobnostné rozdelenie r(t) za predpokladu r(0) = ry pomocou
Fokker-Planckovej rovnice (§ oznac¢uje Diracovu delta funkciu)

of 19

0
o =57 (o*f) — E(Mf) s po¢. podm. f(r,0) = d(r — o). (2.9)

Podobne nas moze zaujimat limitné rozdelenie g(r) = lim; .o, f(r,t), ktoré vypodi-
tame dosadenim nuly miesto ¢asovej derivacie do rovnice (2.9):

12, , . 0
0= 39,2 (o%g) — E(MQ)’

pri¢om mé byt zachovana podmienka [, g(r)dr = 1. Tieto rovnice sa daji analyticky
rieSit iba pre niektoré modely s vhodnym tvarom g a o, napriklad pri Vasickovom
modeli zodpoved4 podmienena hustota normalnemu rozdeleniu, pri CIR modeli na-
sobku necentralneho chi-kvadrat rozdelenia.

Ak mame k dispozicii ¢asovy rad r;,i = 1,..., k zodpovedajici pozorovaniam v
¢asoch t; (tie st zvycajne v rovnakych rozostupoch) a pozndme podmienent hustotu
f(r(uw)|r(v) =ry) (u > v), vierohodnostna funkcia je definovana ako

L= H F(r(t) = rilr(tioy) = ric1) . (2.10)



7 praktickych dovodov sa ¢asto maximalizuje logaritmus vierohodnostnej fun-
kcie:

InL = Zlnf i) = rilr(tiog) = ric1).
Ak Fokker-Planckovu nie je mozné explicitne riesit, je mozné pouzit aproximéciu

vierohodnostnej funkcie. Pre modely v tvare ([2.2)) navrhol Nowman ([I1]) gaussovsk
aproximaciu, v ktorej je volatilita konstantna na tsekoch medzi pozorovaniami:

k
1 2
In L(k,0,0) —52 nv? + —’2 (2.11)
=2 vi
o’ 2kALY, 2 A A
V; = 2—(1 —e " t)?”izl € =T; — e " t?"l‘_l — 9(1 —e " t)
K

Medzi dalsie pouzivané metddy patria napriklad zovSeobecnend metdda momen-
tov (GMM) pouzita napriklad v ¢lanku [4], alebo bayesovské a MCMC metddy.
Dalsou moznostou je namiesto priamych hodnét short-rate pouzitf trhové vynosy
(ktoré su ich funkciou) a riesit tak tlohu nelinedrnej regresie. Podrobnejsi prehlad
pouzitych metdd spolu s odkazmi na literattiru je mozné néajst v préaci [12].
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Kapitola 3

CIR model

Cox-Ingersoll-Ross model trokovej miery ([6]) patri medzi short-rate modely spo-
minané v predchadzajtcej kapitole. Podobne ako vo Vasickovom modeli umoziiuje
najst explicitné rieSenie pre vynosy v tvare afinnej funkcie short-rate, navyse na roz-
diel od neho nepriptsta moznost zdpornej trokovej miery. V tejto kapitole strucne
popiseme vlastnosti jedno- a viac-faktorového CIR modelu (¢erpame prevazne z [3]
a pdvodného ¢lanku [6]).

3.1 Jednofaktorovy model

Jednofaktorovy CIR model modeluje vyvoj short-rate cez stochasticku diferencidlnu
rovnicu:

dr = k(0 — r)dt + o\/rdW (3.1)

Ide o mean-reverting proces, teda driftovy ¢len zabezpecuje, Ze r je pritahované k
dlhodobej trovni 6 > 0 rychlostou x > 0. Velkost sumu (volatilitu) urcuje o > 0.
Navyse volatilita je zavisla aj od trovne short-rate (konkrétne od jej odmocniny), ¢o
zabezpecuje, ze r neklesne pod nulu. Ak by » = 0 tak volatilita bude nulova a r bude
vdaka driftovému ¢lenu rast. Navyse ak plati 2k0/0% > 1 (Fellerova podmienka),
dosiahnutie nuly nastane s pravdepodobnostou 0. Niekolko realizicii procesu ((3.1))
je pre ilustraciu na obrazku

Pre proces je mozné explicitne vyjadrit podmienenti hustotu r(7') ak po-
zname hodnotu r(t) v éase t < T

v

F@r) = e ()" Levim) (3.2

kde
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Obr. 3.1: Simulacie CIR procesu

Pre podmienenti stredntt hodnotu a disperziu plati:
E(r(T)|r(t)) = r(t)e T 14 (1 _ e—m(T—t))
o2

2
Var(r(T)|r(t)) = r(t)% (e "0 — o 26(T=0) 4 eﬁ (1— e rT=1)?
Vidime, Ze pre T" — oo je limitn4 stredna hodnota 6 a disperzia 602 /2k. Plati ([13]),
ze premennd 2cr(T) ma necentrilne y*-rozdelenie ([14]) s 2q + 2 stupfiami volnosti
a necentralnym parametrom 2u. Ak 7" — oo, r mé limitné gama rozdelenie I'(a, b)

s parametrami a = 2x /0, b = 2k0/0 (a potom E(r) =6, Var(r) = 2k0/0?).
Predpokladémmeﬂ7 ze cena dlhopisu s danou splatnostou 7' v modeli zéavisi iba
od short-rate a maturity. Ak méa byt vylacend arbitraz, pre hladant cenu dlhopisu
P(r,7) sa da, podobne ako v predchadajicej kapitole, odvodit parcidlnu diferen-
cidlnu rovnicu:
oP 1 o0?P

_EJF( k(O — 1) — (rt)a\/_)——l— arﬁ—rP =0 (3.3)

P(r,0) = 1

A(r, t) uréuje trhovi cenu rizika, ktord nezavisi od splatnosti dlhopisu.
RieSenie pre cenu dlhopisu sa hlada v tvare

P(r,7) = A(T)e_B(T)T

1y pévodnom ¢lanku [6] autori tento predpoklad odvodzujii z ekonomického modelu vieobecnej
rovnovahy, ktory popisuje podkladovi ekonomiku a zabezpecuje teoretické zdévodnenie modelu.
Tymto sa vSak v praci nezaoberam.
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a po dosadeni do rovnice (3.3|) sa odvodia ODR pre funkcie A, B:

A = kfBA
: 1
B = <I€+)\)B+§O'2B2—1

Aby existovalo explicitné rieSenie, voli sa trhové cena rizika v tvare \(r,t) = Ao/,
kde A je konstanta (a teda ide o dalsi parameter v modeli). Potom sa daja rovnice
explicitne vyriesit:

2k6

- 2pe(hrn)r/2 o2
Al = ((/@ +A+n)(enm —1) + 277) (3-4)
B(r) = 2™ ~ 1) (3.5)

(k+A+n)(em—1)+2n
no= V(&+A)?+ 207

Pre pevné parametre x, 0, \, o a dant splatnost 7 je vynos R afinnou funkciou r:

R(r,7) = —% In A(7) + %B(T)T‘

Cela teoreticka vynosova krivka je jednoznacne urc¢ena hodnotou short-rate — je teda
vystupom modelu a nemusi sa zhodovat so skutonou vynosovou krivkou. Vynosové
krivka pre 7 — oo konverguje k R., = 2k6/(n + k + \). Nérast short-rate zvysi
vynosy (citlivost je vysSia pre nizsie splatnosti), podobne ako zvySenie parametra

2

0 (ktoré sa viac prejavi na vyssich splatnostiach). Narast ¢* alebo A znizi vynosy,

vplyv k moze byt v oboch smeroch.

3.2 Viacfaktorovy model

Viacfaktorovy CIR model popisuje short-rate ako sumu viacerych nezdvislych fak-
torov r;, pricom short-rate je ich suctom. Kazdy faktor je riadeny nezavislym CIR
procesom s vlastnymi parametrami:

r = ri+rot-ry

Tieto zlozky short-rate je mozné interpretovat rozne, napriklad ako stabiln a Spe-
kulativnu zlozku trokovej miery, alebo ako realny urok a inflaciu. Blizsie informacie
o viacfaktorovom CIR modeli st v povodnom CIR ¢lanku [6] a odvodenie vzorcov
pre opcie a dalsie derivaty v [7].

Znova nas zaujima funkcia pre ceny dlhopisov, ktora tentoraz zavisi od maturity
a jednotlivych faktorov. Vzhladom k nezavislosti faktorov sa dé ukazat (vid [2]), ze
vysledna cena dlhopisu bude sii¢inom cien prislichajucich jednotlivym faktorom v
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Obr. 3.2: Viavo: typické tvary vynosovych kriviek v jednofaktorov CIR modeli. Vpravo:
priklad vynosovej krivky v dvojfaktorovom modeli — ned4 sa dosiahnut v jednofaktorovom
modeli (prevzaté z [15]).

1-faktorovom modeli:

P(ri,...,1m,T) = <H Ai(7)> - exp (— Z Bi(T)n')

Kde A;, B; st funkcie definované v (3.4)), (3.5 s dosadenymi parametrami x;, ;, \;
a 0;. Podobne vynos bude stuc¢tom individualnych vynosov zodpovedajucich jednot-
livym faktorom:

\]

1 m
R(ry,...,Tm,T) —Z (In A;( Bi(T)r;)
i=1

Motivéciou pre Studium viacfaktorovych modelov je, Ze umoziuju dosiahnut viac
tvarov vynosovych kriviek, vdaka ¢omu by mohli lepsie popisovat redlne data (vid
obrazok . Okrem toho v jednofaktorovom modeli st vynosy perfektne korelované
so short-rate (kedZe su jej linedrnou funkciou), ¢o sa v praxi nepozoruje — naopak,
tej istej trovni short-rate prislichaju v roéznych dnoch rézne vynosy na vyssich
splatnostiach.

Hlavnou nevyhodou viacfaktorového modelu je, ze zlozky short-rate nie st sami
o sebe pozorovatelné a zvycajne pozname iba ich sucet. To spdsobuje problémy
napriklad pri kalibracii modelu, kedy nemame k dispozicii historické casové rady
pre r;.
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Kapitola 4

Dvojfazova min-max metoda

Taziskom tejto diplomovej préace je rozsirenie dvojfazovej minmax metédy Sevéovica
a Urbanovej Csajkovej (¢lanok [I], vid aj pracu [12]) na kalibraciu viacfaktorového
CIR modelu. V tejto kapitole najprv stru¢ne popisem pévodnitt metédu pre jednofak-
torovy model a potom nacrtnem jej mozné rozsirenie na pripad viacerych faktorov.

4.1 Kalibracia jednofaktorového modelu

Min-max metéda pouziva na kalibraciu data o trhovych vynosoch aj o pozorovanom
priebehu short-rate, pricom kalibracia prebieha v dvoch fazach. Prva faza spocina
v najdeni mnoziny parametrov, ktoré minimalizuji sumu Stvorcov odchylok medzi
teoretickymi a pozorovanymi trhovymi vynosmi. Riesenie tohto problému v p6vod-
nej stustave parametrov x, 6, A, o nie je jednoznacné a vhodnou transforméciou sa
da ukézat, Ze existuje celd jednorozmernd krivka parametrov, ktord minimalizuje
ucelova funkciu. V druhej faze sa preto z tejto podmnoziny parametrov vybera ten
bod, ktory mazimalizuje funkciu vierohodnosti na pozorovanom priebehu short-rate
(ale existuju aj iné moznosti pre volbu spétnej transformaécie).

Hlavnou myslienkou metddy je transformécia zo Styroch povodnych na tri trans-
formované parametre (3, £, p, v ktorych by mala mat prva faza (v ktorej ide vlastne
o nelinearnu metédu najmensich $tvorcov) jednozna¢né riesenie. Transformacia vy-

zerd nasledovne: nech st dané povodné parametre k, 0, A\, 0 an = \/(Fa + )2 + 202

Potom g 910
_ K n K
g =L )20 (1)

a funkcie A, B vystupujtce vo vzorci pre cenu dlhopisu maji podobu

B 5(1—£)T P
B¢ plr) =~ (43)

T ImBEQL-pT) + 57
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Teoreticky vynos mozno potom vyjadrit ako funkciu transformovanych parametrov,
short-rate a ¢asu do splatnosti:

1 1
R(B,&, plr,7) = —— W A(B,&, pl7) + —B(6, & pl7)r

Ak vieme vypoditat teoretické vynosy, mozeme kalibrovat model na redlnych
vynosovych krivkadch metodou nelinedrnej regresie. Nech k je pocet dni, z ktorych
pouzivame tdaje, n je pocet splatnosti, pre ktoré sa na trhu urcuju vynosy, 7; je j-ta
splatnost, R(t je pozorovany vynos pre j-tu splatnost a t-ty den, r(t) je pozorovany
short-rate pre t-ty den. Vystupom prvej fazy je trojica parametrov 6 f p, ktora
minimalizuje sumu Stvorcov odchylok medzi teoretickymi a pozorovanymi vynosmi:

rﬁnglrl}Z]Z( R(B,&, plr(t), 7 ))2

Odhadovanie parametrov metédou najmensich Stvorcov je v Statistike ¢asto po-
uzivana metoda. Jej pouzitie je odévodnené, ak predpokladame, ze nahodné chyby
v modeli st nezavislé normalne rozdelené s nulovou strednou hodnotou a rovnakou
disperziou.

Cielom druhej fazy je nasledne spitna transformécia do povodnych paramet-
rov. Tato spitna transformécia nie je jednoznac¢nd, ale d4 sa parametrizovat po-
mocou volby trhovej ceny rizika A (kde A méze nadobudnit Tubovolni hodnotu z
(=00, Amax)):

(B6p) ™2 (x(N),600), 1, 0() (4.4)

2

KO = A= (6D, o= —V2AA-Gmp, 00 = 5

Amax = —(26 — 1) In

Volbou A teda uréime konkrétny bod na jednorozmernej A-parametrizovanej krivke

)

povodnych parametrov, z ktorej kazdy bod minimalizuje sumu stvorcov odchylok z
prvej fazy. Transformovany parameter o je uréeny pevne (nezavisi od \), zatial ¢o
pripustné kombinacie x a 6 lezia na hyperbole parametrizovanej cez \. Na vybranie
ich konkrétnej kombindcie je mozné zohladnit informéciu o ¢asovom priebehu short-
rate (ktort sme doteraz nevyuzili), alebo externt informaciu:

e Trhovl cenu rizika budeme volit tak, aby vysledné parametre &, 6, 0 maxima-
lizovali funkciu vierohodnosti pre pozorovany priebeh short-rate:

max L(k(A), 6(\), oVl (1), ..., 7(k)),

Co sa tyka tvaru funkcie vierohodnosti, je mozné pouzit bud Nowmanovu apro-
ximéciu (2.11)), alebo presné tranzitivne hustoty stochastického procesu (2.10)),
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ktoré pre CIR model zodpoved preskalovanému necentralnemu y? rozdeleniu
(3-2).

e Zvolime  exogénne a dordtame z neho x a A na zdklade vzfahu (4.4)). Je mozné
zvolit interval pre 0, ¢im ziskame intervalové odhady (tento pristup je pouzity
aj v praci [16]).

4.2 Rozsirenie na viac faktorov

Popisant min-max metédu nie je mozné pouzit priamo na kalibraciu viacfaktorového
modelu, kedze faktory short-rate nie st priamo pozorovatelné (pozorovatelny je iba
ich sticet). Vdaka tomu nie je mozné vyratat teoretické vynosy (lebo tej istej hodnote
short-rate zodpovedaju rozne vynosové krivky, v zavislosti od rozneho rozkladu na
faktory) a tym padom ani ucelova funkciu v prvej faze. Z tohto dévodu je nutné
odhadovat hodnotu faktorov tiez z dat, zaroven s parametrami. V tejto casti prace
popiSem sposob, ktorym je mozné odhad faktorov riesit efektivne ako vnorent tlohu
pocas odhadu parametrov, vdaka ¢omu je mozné lahko rozsirif min-max metdédu aj
na pripad viacerych faktorov.

Pri m-faktorovom CIR modeli je taktiez mozné vykonat transforméciu premen-
nych podla vztahu pre kazdy faktor osobitne: premennym x;, 0;, \;, o; zod-
povedaju transformované parametre ;, &;, p;. Funkcie A, B st vyjadrené pomocou
transformovanych premennych podla vztahov (4.2)),(4.3). Oznac¢me si vektory pa-
rametrov 3 = (3;), & = (&), p = (p;) a vektor faktorov short-rate r = (r;) pre
1t =1,...,m. Teoreticky vynos je potom funkciou m x 3 transformovanych paramet-
rov, m faktorov a casu do splatnosti:

m

RB.6plr.) = 3 (—H G 6 pir) + TB(G Gl ) (49

i=1

Podobne ako v predchédzajicek sekcii, chceme odhadnif transformované para-
metre nelinedrnou regresiou na trhovych vynosoch. Nech £ je pocet dni, z ktorych
pouzivame tdaje, n je pocet splatnosti, 7; je j-ta splatnost, R;t) je pozorovany vy-
nos pre j-tu splatnost a ¢-ty den, 7(t) je pozorovany short-rate a 7(t) je vektor
faktorov short-rate v dni ¢ (ten budeme hladaf). V prvej faze bude ucelova fun-
kcia znovu rozdiel medzi teoretickymi a pozorovanymi vynosmi, ktora ale zavisi
aj od rozkladu short-rate na faktory (tento rozklad je pre kazdy den iny, preto
r(.) = {r(t),t € 1...k} obsahuje k x m hodnét):

n

F(B.€.p.r() = 3.3 (B~ R(B.€pir(e). ) (4.6)

t=1 j=1

Kedze faktorovy rozklad r(.) nepozname, F' budeme minimalizovat cez parametre
aj cez faktory, pricom faktory maju byt nezdporné (kedze sa riadia CIR procesom)
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a ich sudet sa ma rovnat short-rate:

min F(8,&,p,7(.)) za podmienky: (4.7)
B&.p.r(.)

ri(t) >0, Zri:f(t) pret=1,...,k
i=1

Riesit tato tlohu priamo by bolo z dévodu vysokej dimenzie naro¢né — potrebu-
jeme odhadovat k x m 4+ m x 3 premennych (napr. pre kalibraciu dvojfaktorového
modelu zo Stvrtroénych dat by sme mali okolo 130 premennych). Budeme preto rie-
sit ekvivalentni tlohu, kde minimalizaciu podla faktorového rozkladu riesime ako
vnorenu ulohu pocas minimalizacie cez parametre:

J/

-

=f(B.£.p)

Pokial vieme riesit efektivne vntitorni minimalizaciu, vieme vyjadrit i¢elovi funkciu
zévisla iba od parametrov f(3,€, p), ktort mozno potom minimalizovat podobne
ako v pripade jednofaktorového modelu.

Pri vnitornej minimalizécii (teda pri vypocte f) rieSime problém odhadu fakto-
rov pre dané fixné parametre. KedZe teoretické vynosy zavisia iba od faktorového
rozkladu v aktualnom dni, tento odhad mozno urobif pre kazdy deri osobitne:

k n
£(8.€.p) = min F(B.€.p.r()) = Ymin >~ (R ~ RB.&.plr(0).7)) . (49
’ t=1 j=1

Pocas kazdého vyhodnotenia f je potrebné k-krat odhadovat faktory ri,...,7r,,
ktoré minimalizuji odchylku teoretickej a pozorovanej jednodnovej vynosovej krivky.

Ciasto¢ne podobny pristup je pouzity aj v diplomovej praci T. Leska [15], ktord
sa tiez zaobera kalibraciou viacfaktorového CIR modelu. Faktorovy rozklad sa v
nej hlad4 rieSenim ststavy rovnic tak, aby teoretickd krivka presne prechadzala
m bodmi na pozorovanej vynosovej krivke a nasledne sa vypocita sucet likelihood
funkcii na odhadnutom priebehu jednotlivych faktorov, ktory sa maximalizuje cez
parametre. Odhad faktorov metédou najmensich Stvorcov umoziuje vnorit tento od-
had do celkovej minimalizacie pri odhade parametrov, vdaka ¢omu je mozné pouzit
transforméciu premennych a min-max metédu. Dalsim rozdielom je, Ze odhad fakto-
rov minimalizaciou umoznuje lahko zohladnit ohrani¢enia na nezépornost faktorov,
ktoré v Leskovej praci sposobovali numerické tazkosti.

Potrebujeme teda odhadovat faktory r; (ktorych je m) metédou najmensich
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Obr. 4.1: Rozne vynosové krivky v 2-faktorovom CIR modeli zodpovedajice réznym roz-
kladom short-rate. Rozklad 71, ro odhadneme volbou vynosovej krivky, ktora najlepsie
zodpoveda pozorovanym datam.

Stvorcov na déatach z jedného dna (index diia ¢ uz neuvadzam):

min Z R — R(B, €, P‘r17~~-;7’m77j>)2:

T15sTm %

2

= Tl{ﬂl’{}m Z ; (—T—lj In A(Bi, &, pil75) + %B(ﬁi,fmpim)ﬁ)
Inymi slovami, ak parametre 3, &, p st fixné, teoretickd vynosova krivka stale moze
nadobudat rézne tvary v zavislosti od rozkladu short-rate na jednotlivé zlozky. Za
odhad zloziek rq, ..., 7, zoberieme ten rozklad, ktorého vynosova krivka minimali-
zuje sumu Stvorcov odchylok od pozorovanych dat. Tento postup je ilustrovany na
obrazku [4.1]

Vdaka tomu, ze CIR model patri medzi afinné modely (vztah (4.5))), tento prob-
lém sa redukuje na tlohu linedrnej regresie s ohranic¢eniami:

min ||C7—d]||, E ri=r,1r,>0 i=1...,m (4.9)
T1y-sTm i—1
kde
BB, &, pilTy) . In A(5;, &, pi
= BUntipilm) o T g Zn g pln)

Tj i1

a ohranicenia zabezpecuju nezapornost faktorov a rovnost ich sictu pozorovanej
short-rate 7.

Z numerického hladiska ide pri tlohe o minimalizaciu konvexnej kvadratic-
kej funkcie s linedArnymi ohraniceniami, ¢o je tloha kvadratického programovania,
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ktora sa d4 spolahlivo a efektivne numericky riesit. Dolezitym predpokladom je
m < n, teda faktorov ma byt menej ako bodov na vynosovej krivke. V opac¢nom
pripade by sa mohlo staf, Ze vhodnou volbou rozkladu by teoreticka krivka pre-
chadzala cez vSetky pozorovania a f = 0, ¢im by akdkolvek dalSia minimalizacia
bola zbyto¢na. Model s takym mnoZstvom faktorov by vSak z praktického hladiska
zrejme tak ¢i tak nemal zmysel.

Co sa tyka poctu faktorov, da sa ukazaf, Ze viac faktorov umoziuje dosiahnut
nizsie alebo rovné hodnoty ucelovej funkcie:

Tvrdenie. Nech st dané vinosy RZ@ a short-rate 7(t) pret =1,...,n,t =1,... k.
Nech m oznacugje pocet faktorov a g(m) je hodnota ucelovej funkcie F(3, &, p,7(.)),
definovanej v , v bode minima (cez m x 3 parametrov a m x k zloZiek rozkladu).
Potom g(m) je neklesajica v m, t.j. s vicsim poctom faktorov sa vieme priblizit
trhovym vynosom aspon tak dobre ako s mensim poctom.

Dokaz. Kedze ucelova funkcia je definovand ako rozdiel teoretickych a pozorovanych
vynosov, zrejme stac¢i ukazat, ze s po¢tom faktorov m+1 je mozné pri danej hodnote
short-rate vhodnou volbou parametrov a rozkladu short-rate na zlozky dosiahnut
presne také isté teoretické vynosy ako pre m faktorovy model s danymi parametrami
a rozkladom. Optimélna hodnota tcelovej funkcie pre m + 1 faktorov bude potom
mensia alebo rovna hodnote m + 1 faktorového modelu, ktory replikuje teoretické
vynosy (a teda aj hodnotu ucelovej funkcie) pre optimélny m faktorovy model. Toto
najprv dokazeme pre m = 1.

Majme jednofaktorovy model s parametrami 3, £, p a s hodnotou short-rate 7.
Definujeme si dvojfaktorovy model s parametrami 6y = B = 3, & =& =&, p1 =
p2 = p/2 a zlozkami short-rate 1 = ry = r/2. Vyratame vynosy v dvojfaktorovom
modeli:

2
R(B1, B2, &1, &2, 1, p2|r1, 2, T) = Z <_%1n14(ﬁi7£i7,0i|7—) + %B(ﬁi,fi,pih)ﬁ)

i=1

KedZe vo funkcii B nevystupuje parameter p a ostatné parametre st rovnaké v
jednofaktorovom aj v zlozkach dvojkfatkorového modelu, plati:

B(/Bw 5@7 IO’L|T) - B(ﬁ? §7 p|T)
Navyse, vo funkcii A vystupuje p len v exponente, a teda (kedze p; = p/2):
1
lnA(ﬁia gi) pZ|T) = 5 In A(ﬁa 57 p|7—>

S vyuzitim uvedenych vztahov sa d4 Tahko nahliadnut, Ze

R(B1 s 0,60 s ol 1,7) = = (= A(B,€,pl7) + BB, plr)r) =
= R(8,& plr,7)
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a teda pre dané déita a jednofaktorovy model vieme skonstruovat dvojfaktorovy
model, s ktorym dosiahneme rovnaké teoretické vynosy a tym padom aj rovnaku
hodnotu ucelovej funkcie.

Pre m > 1 sa d4 podobné rozsirenie na m+1 faktorov spravit analogicky — kedze
vynos vo viacfaktorovom modeli mozno chapat ako stéet vynosov prislichajicich
jednotlivym zlozkdm, staci si vybrat jeden faktor a rozlozit ho na dva rovnakym
spoosobom ako je uvedené vyssie. O]

Vysledkom prvej fazy je odhad transformovanyjch parametrov (3;, &;, p; a prie-
behu faktoru r;(t) prei =1,...,mat =1,... k. V druhej fize chceme najst spitnt
tranforméaciu do priestoru péovodnych parametrov s vyuzitim informacie z odhadnu-
tého priebehu r;(t). Tento problém je zrejme mozné riesit nezavisle pre kazdy faktor
i osobitne rovnako ako v sekcii 4.1l

4.3 Zhrnutie

Rozsirend metéda na odhad parametrov viacfaktorového CIR modelu sa da zhrnut
nasledovne:

Algoritmus 1 Min-max metdda - faza 1

Vstupy
e vektor pozorovanych realizacii short-rate 7(¢) pre k dni (t =1,... k)
e vektor splatnosti, pre ktoré existuju trhové vynosy 7; (j =1,...,n)

e hodnoty k x n trhovych vynosov R;t), kde Rg-t) je trhovy vynos v dni ¢
pre splatnost 7;

Prva faza

e minimalizuje sa funkcia f(3, €, p):

k
f(B,&p) = Y RSS(B.¢ p) (4.10)
t=1
RSS(B.&p) = | min 37 (RO~ RBE PO rn®).7)
(0 45

pri¢om teoreticky vynos R je definovany vzfahom (4.5) a RSS; je mozné
vypocitat rieSsenim tlohy (4.9). Vysledkom prvej fazy je odhad para-
metrov f3;, &, p; a odhad zloziek short-rate r;(t) pre i = 1,...,m a
t=1,... k.
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Algoritmus 2 Min-max metdda - faza 2

Vstupy

e transformované parametre z prvej fazy 3, &, p
e vektory zloziek short-rate odhadnutych z prvej fazy r;(t) (t = 1,...,k,
i=1,...,m)

Druha faza

e s pouzitim vysledkov prvej fazy pre kazdy faktor ¢ maximalizujeme fun-
kciu vierohodnosti

max log L(k(A;), 0(Ai), o(Ni)[ri(1), ... ri(k)) (4.11)

7

kde spédtna A\-parametrizovana transformacia do pévodnych parametrov je
definovana v (4.4]) a funkcia vierohodnosti je uvedena v (2.10)). Vysledkom
su parametre \;, k;, A\;, 0; prei=1,...,m.

ALEBO:

e s pouzitim vysledkov prvej fazy pre kazdy faktor ¢ ur¢ime parameter 6;,
na zaklade ¢oho dopocitame ostatné parametre v spétnej transformacii.
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Kapitola 5

Implementacia metody

V tejto kapitole su uvedené detailnejsie informéacie o praktickej implementacii viac-
faktorovej min-max metody a vysledky jej funkcénosti na simulovnych datach. Na
numerické vypoéty bol pouzity prevazne sofvér Octavd!l

5.1 Numerické metody

V prvej faze min-max metédy minimalizujeme tcelovi funkciu zavisli od tranfor-
movanych parametrov f(3,€, p) definovant v ([£.8). Pri jej vypocte musime rie-
$if vnoreny problém viazanej linedrnej regresie (4.9)), v ktorom odhadneme rozklad
short-rate na faktory. Uvedeny problém je mozné transformovat na tlohu kvadra-
tického programovania:

1
min érTQr +c'r  za podmienky Z r,=1, 1,>0

Q=CTC, ¢=-B%d

KedZe Q = B” B je pozitivne definitna, minimalizujeme konvexnt funkciu na kon-
vexnej mnozine a teda existuju efektivne algoritmy na hladanie minima. Pre tcely
tejto prace (a z dovodu urychlenia vypocétov) je pouzita vo Fortrane skompilovana
funkcia DWNNLS (popisand v [17])z kniZnice pre numerické vypocty SLATE(ﬂ, ktora
je Specializovana na rieSenie tlohy linearnej regresie s nezapornymi premennymi a s
védzbami v tvare rovnosti.

Aby sme zabranili nejednoznac¢nosti v rozklade (rieSenia, v ktorych rovnakym
sposobom zmenime poradie sdd parametrov a odhadnutych zloziek short-rate, s
ekvivalentné), odhady r(t); usporiadame (v zmysle i) vzdy lexikograficky. Po néjdeni
rozkladu 71, . .., 7, (pre kazdy den osobitne) vypocitame hodnotu tcelovej funkcie,
pricom z numerickych dévodov ju preskalujeme tak, aby zodpovedala standardnej

1yolme dostupny (GNU GPLv3 licencia) na http://www.octave.org, syntax a funkcie st do
znacnej miery kompatibilné s programom MATLAB
2dostupnd na http://www.netlib.org/slatec/
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odchylke pre jeden bod na vynosovej krivke:

2 2
1(B.€p) ( o R Y (RE” ~ R(B.&.plr(t). 7)) ) .

Ak uZz mame zadefinovanu ucelova funkciu f(3, €, p), musime ju minimalizo-
vat s pouzitim vhodnej numerickej metédy. Pripominame, Ze ide o optimalizaciu s
ohrani¢eniami 0 < 3; < 1,0 < & < 1,0 < p; (i € {1,... ,m})ﬂ Ide o problém glo-
balnej optimalizacie, pricom o funkcii f nevieme povedat, ¢i je konvexna — preto nie
je mozné vylucit existenciu lokdlnych minim, ktoré mozu sposobovat problémy pri
minimalizacii ,klasickymi* metédami a zavislost vysledného riesenia od pouzitého
Startovacieho bodu. Za takychto okolnosti je mozné pouzit heuristické algoritmy,
ktoré zahffiaja prvky nadhodnosti, no maji Sancu konvergovat ku globalnemu mi-
nimu (pre ich struény prehlad vid napr. [18]). V jednofaktorovej min-max metéde
pouzivaju autori ([I]) geneticky algoritmus, v tejto praci pouzijeme metédu simulo-
vaného 7ihania implementovanti ako funkcia samin v kniznici Octave-Forgd?] ktora
je zaloZena na algoritme z ¢lanku [19] (podobne aj parametre metdy su zvicsa pre-
vzaté z odporucanych hodnét v ¢lanku). Zakladna myslienka simulovaného Zihania
pri minimalizacii vSeobecnej funkcie g(x) sa da zhrnaf v algoritme:

Algoritmus 3 Simulované zihanie

e Na zaciatku iterdcie mame dany bod z, z jeho okolia ndhodne zvolime .
e Ak g(2') < g(x), 2’ je akceptovany ako zaciatoény bod pre dalSiu iteraciu.

e Ak g(2') > g(x), o akceptacii 2’ rozhodne Metropolisovo kritérium - z’ je
_ @) —g(x)
T

akceptovany s pravdepodobnostou p = e , ktora zavisi od parametra
T (teplota) — vyssia teplota znamend vysSiu Sancu na akceptovanie z’. Ak je
novy bod odmietnuty, v dalSej iteracii sa znova zacina z povodného bodu z.

e Pocas optimalizécie sa postupne znizuje teplota aj polomer okolia, z ktorého sa
vybera kandidat na novy bod. Vdaka tomu ma na zaciatku algoritmus moznost
uniknif z lokdlneho minima a na konci sa ustélif na globalnom optime.

e Optimalizacia sa skon¢i ked funkéné hodnoty v niekolkych po sebe iducich
zmenach teploty sa neodlisuju o viac ako stanovené malé ¢islo e.

V druhej faze, ak na spdtni transformaciu pouzivame maximalizaciu funkcie
vierohodnosti, potrebujeme pre kazdy faktor maximalizovat jednorozmerna funkciu

(4.11). Na vypocet funkcie vierohodnosti (2.10) pouZijeme presné podmienené hus-

3V praxi tieto ohrani¢enia zmenime na neostré ako 3; € (e,1—¢€), & € (e,1—¢€), p; € (€, pmaz),
kde zvolime € = 1079, Pmaz = 10
4http://octave.sourceforge.net/
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toty , ktoré zodpovedaju preskalovanému necentralnemu chi-kvadrat rozdeleniu
Pl (vid [20]) a na jej minimalizaciu pouzijeme funkciu fminbnd.

Alternativnou moznostou pre druht fazu je uréit parameter 6; a dopocitat os-
tatné parametre k; a \; (0; je dané transforméciou pevne). KedZze je tazké urcit
0; exogénne (vzhladom k tomu, Ze faktory st nepozorovatelné a ich vyznam nie je
presne definovany), v nasom pripade je mozné urcit 6; ako priemer z odhadnutého
radu 7;(t). Tento postup je opodstatneny vdaka tomu, Ze 6; je strednd hodnota li-
mitného rozdelenia premennej r;, ide teda vlastne o metédu momentov, v ktorej
pomocou jedného parametra ()\;) zabezpe¢ime zhodu teoretického prvého momentu
a pozorovaného prvého momentu.

5.2 Simulované data

KedZe chceme pouzivat simulované data, pre iplnost uviddzame postup na simulova-
nie CIR procesu. Nech je dané zaciato¢na hodnota rg, ¢asovy krok At a parametre
k, 0, o. Realizdcie budeme generovat postupne, t.j. generujeme r; pomocou pod-
mienenej hustoty procesu za predpokladu, ze pozname r;_;. S pouzitim znacenia zo
vztahu (3.2) (za T — t dosadime ¢asovy krok At a za r(t) dosadime 7;_1), najprv
vygenerujeme nadhodnt premennt X z necentralneho y? rozdelenia s 2¢+ 2 stupiiami
volnosti a necentralnym parametrom 2u a nésledne polozime r; = X /2¢. Algoritmus
na generovanie ndhodnych ¢isel z necentralneho x? rozdelenia s parametrami (n, §)
je uvedeny v [13]:

Algoritmus 4 Generovanie nahodnych ¢isel z necentralneho chi-kvadrat rozdelenia
if n > 1 then
Generuj Y ~ x%(n — 1)
Generuj Z ~ N(0,1)
return X =Y + (Z +05)?
else
Generuj N ~ Poiss(0/2)
return X ~ x*(n + 2N)
end if

Pokial nie je uvedené inak, vypocty v tejto kapitole pouzivaji rovnaky stbor
simulovanych dat s dvoma faktormi na 250 dni (parametre stochastickych procesov
pre faktory st v tabulke . K nim st pre kazdy den vypocitané teoretické vynosy
pre 8 splatnosti (od 1 tyzdiia po 1 rok). Kedze k vynosom nie je pridany ziadny
Sum, optimalna hodnota ucelovej funkcie by mala byt 0.

Skvoli numerickym fazkostiam pri ratani vierohodnostnej funkcie priamo pomocou vztahu
bola pouzitd funkcia dnchisq z kniZnice Rmath (skompilovand v jazyku C), ktord je su-
Casfou Statistického prostredia R (http://cran.r-project.org/doc/manuals/R-admin.html#
The-standalone-Rmath-1library). T4 rata hustotu ako sumu hustét centralneho y? rozdelenia
s Poissonovskymi vahami (vid aj [14])
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i ki 0; i o
1 1.8341 0.05148 -0.1253 0.1543
21 0.005212 0.03083 -0.06650 0.06689

Tabulka 5.1: Parametre CIR procesov pouzité pri generovani simulovanych dat, prevzaté

z [7]

hodnota tcelovej funkcie: 4.654 x 107

original odhad
i Bi & Pi Bi & pi
11]0.17859 0.99597 7.93158 | 0.17900 0.99650 8.79968
2 10.89340 0.22813 0.07183 | 0.93373 0.07889 0.00000

Tabulka 5.2: Origindlne a odhadnuté transformované parametre pre simulované data

Vstupom pre algoritmus je short-rate vypocitana ako sucet faktorov a matica

vynosov. Po prvej faze ziskavame odhad transformovanych parametrov, ktory je

spolu s origindlnymi v tabulke , a odhad rozkladov short-rate znézorneny spolu

s origindlnymi hodnotami na grafe [5.1] Tieto odhady poslazia ako vstupy do druhej

fazy, kde odhadujeme trhova cenu rizika a k nej prislichajice pévodné parametre,
ktoré sa nachadzaji v tabulke [5.3

e Dosiahnutéd hodnota Ucelovej funkcie je velmi blizko 0, ¢o nasvedcéuje, Ze me-

téde sa podarilo dosiahnit dobry fit.

Odhad faktorov je blizky pévodnym hodnotam a lisi sa prakticky iba o kon-
Stantny posun. Zda sa, ze metéda zachovava tvar priebehu pévodnych faktorov.

Pri pohlade na tabulku s odhadnutymi transformovanymi parametrami vi-
dime, ze kym hodnoty pre 3 a & su relativne blizko pévodnym hodnotam,

.....

lova funkcia je malo citlivd na tieto parametre).

V druhej faze si vysledky oboch metdéd 2. fazy podobné pre prvy faktor,
no lisia sa pre druhy faktor. Maximalizacia vierohodnosti odhadla parameter
0 prili§ blizko nule, zatial ¢o odhad cez priemer r; vychddza korektne. Pri
parametri £ je situdcia opacné, napriek tomu mdzeme za rozumnejsi vysledok
pravdepodobne pokladat ten druhy.

Zaujimat nas moze este fungovanie metédy, ak vynosy su zatazené chybou. Ak

k vynosom priratame nezavisly Sum so standardnou odchylkou o a tieto pouzijeme

ako vstup pre minimalizaciu, mdéZeme c¢akat hodnotu Skélovanej ucelovej funkcie

v minime tiez priblizne na trovni o. Na obrazku je zobrazena zavislost medzi

troviiou Sumu a hodnotou tcelovej funkcie na konci prvej fazy (pre tie isté data ako
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vierohodnost priemer

1 K 91 )\z g; K 91 )\z g;

1.67551 0.05427 0.03282 0.14376 | 1.77197 0.05131 -0.06364 0.14376
21 0.01419 0.00000 -0.07194 0.02614 | 0.00000 0.03563 -0.05775 0.02614

Tabulka 5.3: Odhadnuté povodné parametre pre simulované data — vliavo odhad maxima-
lizdciou vierohodnosti, vpravo uréenim 6;

0.08
0.044 — odhad
original
0.042 - —
0.04 - —
0.038 - =
0.036 =

O
0.034 _
0.032 I
0.03 I
0.028 — —
0.026 — —

0.03 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

t t

odhah
original

Obr. 5.1: Porovnanie ¢asovych radov povodnych a odhadnutych faktorov r; (vlavo) a 7o
(vpravo) pre simulované data

boli pouzité vyssie). Vidime, ze ocakdvany vztah plati velmi dobre, ¢o nasved¢uje
tomu, ze metdde sa dari najst minimum tcelovej funkcie.
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Obr. 5.2: Vztah medzi Sumom so §t. odchylkou o pridanym k vynosom a dosiahnutou
hodnotou celovej funkcie.
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Kapitola 6

Aplikacia na realne data

Na zéaver sa pokusime aplikovat navrhnuti metédu na redlne trhové data. Na kalib-
raciu pouzijeme vynosy z medzibankového petiazného trhu EU (EONIA + EURI-
BOR), v ktorom si banky navzajom poZi¢iavaji peniaze na kratsie splatnosti (do
jedného roka). Do kalibracie zahrnieme tdaje z roku 2008, ktory rozdelime na 4
kvartaly.

Strucne popiseme pouzité data: EONIA (Euro OverNight Index Average) a EURI-
BOR (Euro Interbank Offered Rate) st referen¢né sadzby na jeden dei, resp. na
dlhsie splatnosti v eurozéne a st vyratané ako vazeny priemer sadzieb ztucastnenych
bank. Deskriptivne Statistiky st v tabulke (adaje st dané priamo ako pocet per-
cent), data st dostupné na internete EI Priebeh overnightu a 12-mesa¢ného vynosu
je znazorneny na obrazku [6.1] Pri pohlade na tabulku aj na graf vidno, ze hlavne
v poslednom §tvrtroku sa na trokovych mierach prejavila prebiehajica ekonomicka
kriza, ktora priniesla zniZovanie sadzieb zo strany centralnych bank (a tym padom
aj vyssiu volatilitu).

Pokusime sa o kalibraciu modelu pre jednotlivé stvrtroky. Najprv nas moze zau-
jimat, ¢i skuto¢ne model s vy$sim poctom faktorov umoziuje dosiahnut lepsi fit. Na
obrézku [6.2] je zndzornena zéavislost medzi po¢tom faktorov a dosiahnutou hodnotou
Ucelovej funkcie. Naozaj vidno, Ze s vyS$$im poctom faktorov je mozné dosiahnuf
lepsiu zhodu medzi teoretickymi a pozorovanymi vynosmi.

Néasledne sa pokusime o odhad parametrov dvojfaktorového modelu. Vysledky
samotnej kalibracie st v tabulke a rozklad na zlozky je na obrazku . Pri
pohlade na vysledky mozeme vyslovit niekolko pozorovani:

e Hodnoty tucelovej funkcie (ktord zodpovedd Standardnej odchylke pre jeden
bod na vynosovej krivke), sa pohybuji radovo v stotinach percenta, ¢o nazna-
¢uje dobrit zhodu modelu s pozorovanymi vynosmi.

e Na druhej strane, odhad parametra s vychadza v dvoch pripadoch velmi blizko
0, ¢o nie je uspokojivé. Pre prvy stvrtrok dostdvame nerealne vysoky odhad

"http://www.euribor.org/
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Obr. 6.1: Priebeh overnightu a 12-mesa¢ného vynosu v eurozzéne v roku 2008.

Q1 Q2 Q3 Q4

7 | priemer S$t. odch. | priemer §t. odch. | priemer $t. odch. | priemer St. odch.

ON | 4.0451 (0.0791) | 4.0008 (0.0936) | 4.2527 (0.1416) | 3.1731  (0.6336)
1t | 4.1470  (0.0557) | 4.2204 (0.0596) | 4.4217  (0.1303) | 3.4328  (0.7919)
2t | 4.1688  (0.0535) | 4.2884  (0.0582) | 4.4583  (0.1280) | 3.5425  (0.7745)
3t | 4.1932  (0.0535) | 4.3402  (0.0576) | 4.4886  (0.1293) | 3.6594  (0.7706)

Im | 42251  (0.0641) | 4.4090  (0.0492) | 4.5394  (0.1443) | 3.9193  (0.8196)

2m | 4.3505  (0.0861) | 4.6622  (0.0728) | 4.7800  (0.0762) | 4.1311  (0.7799)

3m | 4.4763  (0.1362) | 4.8593  (0.0732) | 4.9817  (0.0600) | 4.2424  (0.8039)
4m | 4.4788  (0.1376) | 4.8801  (0.0914) | 5.0577  (0.0647) | 4.2726  (0.8034)
5m | 4.4799  (0.1406) | 4.9019  (0.1126) | 5.1174  (0.0583) | 4.2897  (0.8030)
6m | 4.4804 (0.1433) | 4.9250  (0.1347) | 5.1756  (0.0464) | 4.3072  (0.8003)
7m | 4.4786  (0.1451) | 4.9479  (0.1554) | 5.1994  (0.0430) | 4.3214  (0.7962)
8m | 4.4772  (0.1467) | 4.9689  (0.1742) | 5.2267  (0.0421) | 4.3333  (0.7946)
9m | 4.4762  (0.1481) | 4.9916 (0.1922) | 5.2578  (0.0409) | 4.3465  (0.7924)
10m | 4.4758  (0.1493) | 5.0123  (0.2107) | 5.2914  (0.0407) | 4.3567  (0.7919)
11m | 44751  (0.1505) | 5.0324  (0.2278) | 5.3292  (0.0447) | 4.3668  (0.7929)
12m | 44757  (0.1510) | 5.0545 (0.2452) | 5.3678  (0.0503) | 4.3781  (0.7934)

Tabulka 6.1: Priemery (v %) a standardné odchylky pre EONIA (overnight) a EURIBOR
(vyssie splatnosti) z roku 2008 podla Stvrtrokov.
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Obr. 6.2: U¢elova funkcia po minimalizécii ako funkcia poétu faktorov.

pre 65 pri pouziti maximalizacie vierohodnosti (alternativna metéda, pri ktore;
stanovime 6; ako priemer odhadnutého ¢asového radu r;, takymto problémom
netrpi).

.....

stupov v druhej faze kvalitativne podobné — jedna zo zloziek ma vyssiu vola-
tilitu o, vyssiu rychlost mean-reversion «, zdpornejsiu trhovi cenu rizika A a
s vynimkou druhého Stvrtroka zaroven niz$iu troven mean-reversion 6.

Z grafov zobrazujucich rozklad vidno, ze kym v prvej polovici roka sa faktory
spravaju viac-menej stabilne, v druhej polovici sa situacia meni a nastava ,,vy-
mena‘“ faktorov. To by mohlo byt sposobené napriklad zmenou tvaru vynosovej
krivky, ktory sa d& lepsie vysvetlif cez dovtedy menej vyrazny faktor. Toto je
ilustrované ma obrazku kde vidime, Ze kym na zaciatku 4. Stvrtroka sa
trhové krivka nachédza blizsie hornej teoretickej krivke (ktora zodpoveda kom-
binacii 71 = 0, 7o = 7) a preto v rozklade dominuje rs, na konci obdobia sa
kvoli poklesu tirokov situacia meni, trhova krivka je blizsie spodnej teoretickej
krivke (1, = 7, r, = 0) a v rozklade dominuje r.
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Obr. 6.3: Rozklad short-rate na dve zlozky pre jednotlivé stvrfroky
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Obr. 6.4: Porovnanie rozkladu pre dva dni v 4. stvrtroku. Vrchnd cast grafu zobrazuje
pozorovani (¢ierna) a fitovant (Cervena) krivku a maximélnu a minimélnu teoreticka
krivku (modré alebo zelend). Spodnd ¢ast zobrazuje priebeh odhadnutych faktorov pocas
obdobia, aktualny den je zvyrazneny cervenym bodom.
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1. stvrfrok f =0.034456
vierohodnost priemer
7 K; 97 )\1 o; K; 91 /\1 g;
1| 21.39484 0.67808 -9.81161 1.70337 | 23.63291 0.61386 -12.04968 1.70337
0.00000 23367.24055 0.09209 0.00013 | 0.00000 3.43120 0.09209  0.00013
2. stvrtrok f =0.060077
vierohodnost priemer
) Kj 97, >\z ag; Kj 91 )\1 ag;
15.69565 3.85956 -4.51522 5.73874 | 15.68893 3.86122 -4.50850 5.73874
2 | 0.00000 0.02986 -1.32364 0.28812 | 0.00000 0.13963 -1.32364 0.28812
3. stvrtrok f = 0.056862
vierohodnost priemer
Kj 91‘ )\z ag; Kj 91' )\z ag;
1| 11.03680 2.92043  2.30394  2.53899 | 8.64814  3.72707  4.69261  2.53899
2 | 28.11400 0.99854 -22.67038 8.30118 | 53.40750 0.52564 -47.96387 8.30118
4. stvrtrok f =0.102435
vierohodnost priemer
Ki 0i Ai gi Ki 0 Ai gi
25.24889 1.64130 -12.04692 2.87892 | 28.51257 1.45343 -15.31061 2.87892
2 | 6.88025 0.00776 -6.36734 0.10336 | 0.03106 1.71968 0.48185 0.10336

Tabulka 6.2: Odhadnuté pévodné parametre pre EURIBOR — vlavo odhad maximalizaciou
vierohodnosti, vpravo urcenim 6,
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Kapitola 7

Zaver

V praci sme sa zaoberali rozsirenim dvojfazovej min-max metddy pre kalibraciu
CIR modelu na viacfaktorovy model, ktory modeluje short-rate ako sucet viacerych
nezavislych zloziek. KedZe tieto zlozky nie st priamo pozorovatelné, v prvej faze,
ktora zahfna minimalizaciu odchylky medzi teoretickymi a pozorovanymi vynoso-
vymi krivkmi, ich odhadujeme spolu s transformovanymi parametrami. Odhad fak-
torov je mozné previest na vnoreny problém linearnej regresie s ohranic¢eniami, vdaka
¢omu nam sta¢i minimalizovat ,,vonkajsiu“ uc¢eloviu funkciu zavisli iba od paramet-
rov. Ako vysledok prvej fazy ziskame popri odhade pre transformované parametre
aj odhad priebehu jednotlivych faktorov, ktory nasledne v druhej faze vyuzijeme na
spatnu transforméaciu do priestoru pévodnych parametrov.

Metodu sme odskusali na simulovanych aj readlnych datach s vysledkami, ktoré
mozno aspon ¢lastoéne oznacit za rozumné. V pripade ,,presnych® simulovanych dat
metoda tspesne odhadla priebeh faktorov a viac-menej aj parametre. Pre ,nepresné“
simulované data s roznymi troviami pridaného Sumu bola dosiahutda ocakavana
hodnota ucelovej funkcie. Pri redlnych datach sa potvrdilo, ze model s vy$sim poc¢tom
faktorov sa vie presnejsie priblizit k pozorovanym trhovym vynosom

Predmetom dalsieho vyskumu by mohlo byt detailnejsie stidium vlastnosti takto
ziskanych odhadov na simulovanych datach (vratane pridaného Sumu), ich chyba,
miera neistoty a konvergencia. S tym suvisi ¢iastocne aj problematika pouzitych
numerickych metéd pri minimalizécii — kedZe v praci pouzitd metéda simulovaného
zihania je ¢asovo pomerne naro¢né, mozno by sa dala ¢asova narocnost znizit vhod-
nym nastavenim parametrov simulovaného zihania, alebo pouzitim inej metddy.
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Dodatok A
Zdrojové kody

Pre ilustraciu uvedenych vypoctov uvadzame zdrojové kody niektorych funkcii pou-
zitych pri vypoctoch. Nejde o kompletné zdrojové kédy, niektoré casti funkei (napr.
kontrola vstupov) st pre usporu miesta vypustené alebo uvedené v jednoduchse;
(a pripadne menej vykonnejE[) verzii. VSetky funkcie a skripty funguja pod Octave
3.0.3.

Funkcie je mozné volne pouzivat, modifikovat a $irit (s uvedenim povodného
autora). Kéd je poskytnuty ,tak ako je, bez zaruky funkénosti.

mCIR_A.m

function A = mCIR_A(tau, parms)

% pre dane casy a parametre vyrata hodnoty funkcie A v CIR modele
b

% VSTUPY:

% * tau - cas do splatnosti, vektor dlzky n

% * parms - matica m*3 transformovanych parametrov vo formate

%  [betal ksil rhol; beta2 ksi2 rho2; ...]

h

% VYSTUPY:

% * A - matica n*m, A(i,j) zodpoveda i-emu casu a j-ym parametrom

m = size(parms,1);
n = length(tau);

A = zeros(n,m);
for i=1:n

for j=1:m
beta = parms(j,1);
ksi = parms(j,2);
rho = parms(j,3);

A(i,j) = ((beta~((1-ksi)*tau(i))) / ...

Istibor mCIR_objfun.m obsahuje verziu tcelovej funkcie s riesenim tlohy kvad. programovania,
ktora je asi 10 krat pomalsia nez pri vypoctoch pouzitd verzia skompilovana s funkciou DWWNLS
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(ksi*(1-beta"“tau(i))+beta"tau(i))) “rho;
end
end

end

mCIR_B.m

function B = mCIR_B(tau, parms)

% pre dane casy a parametre vyrata hodnoty funkcie B v CIR modele
b

% VSTUPY:

% * tau - cas do splatnosti, vektor dlzky n

% * parms - matica m*3 transformovanych parametrov vo formate

% [betal ksil rhol; beta2 ksi2 rho2; ...]
yA
% VYSTUPY:

% * B - matica n*m, B(i,j) zodpoveda i-emu casu a j-ym parametrom

m = size(parms,1);
n = length(tau);

B = zeros(n,m);
for i=1:n
for j=1:m
beta = parms(j,1);
ksi = parms(j,2);
rho = parms(j,3);
B(i,j) = (-1/log(beta)) * (l-beta"tau(i)) / ...
(ksi*(1-beta"“tau(i))+beta"tau(i));
end
end

end

mCIR_R.m
function R = mCIR_R(r, tau, parms)

% vyrata cenu dlhopisu v m-fakt. CIR modeli

b

’% VSTUPY:

% * r - vektor faktorov dlzky m

% * tau - cas do splatnosti, vektor dlzky n

% * parms - matica parametrov, vid napovedu mCIR_A, mCIR_B
h

% VYSTUPY:

% * R - stlpcovy vektor dlzky n, R(i) je vynos pre tau(i)
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h

r

zmenit na stpcove vektory

=r(:);

tau = tau(:);

o U W =

vypocet

= mCIR_A(tau,parms) ;

= mCIR_B(tau,parms) ;

= prod(A,2) .xexp(-B*r);
= -log(P)./tau;

end

mCIR_objfun.m

function [f rozklady] = mCIR_objfun(overnighty,vynosy,splatnosti,parms)

h
h
h
b
b
h
b
h
h
h
h
h
h
h
h
h

vyrata sumu stvorcov odchylok teor. a trhovych vynosov pre dane parametre
teor. vynosy vyrata cez optimalny rozklad na faktory (pre kazdy den osve)
vysledok je suma odchylok za jednotlive dni

VSTUPY:

* overnighty - vektor overnightov (alebo ineho proxy pre short rate)
mal by byt stlpec dlzky k (k - pocet dni, n - pocet splatn.)

* vynosy - trhove vynosy v roznych splatnostiach (matica k*n)
udaje pre jeden den su v jednom riadku

* splatnosti - casy do splatnosti (stlpcovy vektor dlzky n)

* parms - matica parametrov, vid napovedu mCIR_A, mCIR_B

VYSTUPY:

* f - vysledna suma stvorcov

* rozklady - matica k*m s odhadnutymi faktormi
rozklady(i,j) je pre i-ty den a j-ty faktor

= size(vynosy,1); %pocet dni

m = size(parms,1); Jpocet faktorov

f

0;

rozklady = zeros(k,m);

for i=1:k

[rozklad rss]
f =f + rss;

rozklady(i,:)

mCIR_rozklad_L2(overnighty(i),vynosy(i,:)’,splatnosti,parms);

rozklad;

end

b
f

skalovanie ucelovej funkcie na st. odchylku jedneho vynosu
= sqrt(f / (kxlength(splatnosti)));
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end

function [rozklad rss] = mCIR_rozklad_L2(overnight, vynosy, splatnosti, parms)
% vnutorna podfunkcia, riesi minimalizaciu na jednodnovej vynos. krivke

m = size(parms,1); % m je pocet faktorov
vynosy = vynosy(:); ’% zmena na stlpec

B = diag((splatnosti).”-1)*mCIR_B(splatnosti, parms);
A = mCIR_A(splatnosti, parms);

rhs = vynosy+log(prod(A,2))./splatnosti;

Q = B’*B;

¢ = -B’x*rhs;

r0 = ones(m,1)*(overnight/m) ;

rozklad = qp(r0,Q,c,ones(1,m),overnight,zeros(m,1),[]1,[],eye(m),[1);
rss = sum((mCIR_R(rozklad,splatnosti,parms)-vynosy). 2);

end

mCIR_kalibracia_ stagel m
function [optparms rozklady funcval] = ..

mCIR_kallbrac1a_stage1(overnlghty,vynosy,splatnosti,m)
% kalibruje transformovane parametre m-faktoroveho CIR modelu
% 2 fazova min-max metoda, prva faza hlada optimalne transformovane parametre
h
% VSTUPY:
% * overnighty - vektor overnightov (alebo ineho proxy pre short rate)
% mal by byt stlpec dlzky k (k - pocet dni, n - pocet splatn.)
% * vynosy - trhove vynosy v roznych splatnostiach (matica k*n)
% udaje pre jeden den su v jednom riadku
% * splatnosti - casy do splatnosti (stlpcovy vektor dlzky n)
% * m - pocet faktorov pre ktore sa bude kalibrovat
b
% VYSTUPY:
% * optparms - matica m*3 s optimalnymi parametrami
% * rozklady - matica k*m s odhadnutymi faktormi
YA rozklady(i,j) je pre i-ty den a j-ty faktor
% * funcval - hodnota ucelovej funkcie

[k n] = size(vynosy);

% vektory ohraniceni
lowbound = zeros(3#*m,1);
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upbound = zeros(3*m,1);
for i=1:3*m
switch mod(i,3)
case 1 Ybeta
lowbound(i) = 10°-6;
upbound (i) = 1-107-6;
case 2 %ksi
lowbound (i) = 10°-6;
upbound(i) = 1-10"-6;
case 0 %rho
lowbound(i) = 10°-6;
upbound (i) = 10;
end
end

% zaciatocny bod
x0 = (lowbound + upbound) / 2;

% moznosti pre sim. zihanie

nt = 20;
ns = max(100, 5*length(x0));
rt = 0.85;

maxevals = 1e10;

neps = 5;

functol = le-6;

paramtol = le-6;

verbosity = 1;

minarg = 4;

control = {lowbound, upbound, nt, ns, rt, maxevals, neps, functol,

paramtol, verbosity, minarg};

% optimalizacia
[x, funcval, exitflag, details] = ...
samin(’minfun_samin’, {overnighty,vynosy,splatnosti,x0}, control);

%doratam zvysok
reshape(x,3,length(x)/3)’;
optparms = sortrows(optparms); % zoradi riadky aby riesenie bolo jednozn.

optparms

[funcval rozklady] = mCIR_objfun(overnighty,vynosy,splatnosti,optparms);
end
function objective = minfun_samin(overnighty,vynosy,splatnosti,p)

objective = ...
mCIR_objfun(overnighty,vynosy,splatnosti,reshape(p,3,length(p)/3)’);
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end

mCIR_kalibracia_stage2.m

function optparms = mCIR_kalibracia_stage2(transfparms, faktory, metoda)
% kalibruje transformovane parametre m-faktoroveho CIR modelu

% 2 fazova min-max metoda, druha faza hlada optimalne originalne parametre
b

% VSTUPY:

% transfparms - transformovane parametre, matica m*3, m - pocet faktorov
% faktory - matica k*m, k - pocet dni

% metoda - ’likelihood’ alebo ’priemer’

h

% VYSTUPY:

% optparms - matica m*4 s odhadnutymi optimalnymi parametrami

m = size(transfparms,1);
optparms = zeros(m,4);

switch metoda
case ’likelihood’
for i=1:m % pre kazdy faktor
beta = transfparms(i,1);
ksi = transfparms(i,2);
rho = transfparms(i,3);

fkappa = @(lambda) -lambda - (2*ksi-1)*log(beta);
fsigma = @(lambda) -sqrt(2xksi*(1-ksi)) * log(beta);
ftheta = @(lambda) rho * ((-sqrt(2xksix*(1-ksi))*log(beta))"2)

/ (2x(-lambda-(2*ksi-1)*log(beta)));

dt = 1/250;
loglik = @(lambda) -CIR_likelihood(faktory(:,i),dt,...
fkappa(lambda) ,ftheta(lambda) ,fsigma(lambda)) ;

lambda_max = -(2xksi-1)*log(beta);

lambdaopt = fminbnd(loglik,-100,lambda_max) ;
optparms(i,:) = [fkappa(lambdaopt),ftheta(lambdaopt),...
lambdaopt ,fsigma(lambdaopt)];
end

case ’priemer’
for i=1:m % pre kazdy faktor
beta = transfparms(i,1);
ksi = transfparms(i,2);
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rho = transfparms(i,3);

theta
sigma

mean (faktory(:,i));

-sqrt (2xksi*(1-ksi)) * log(beta);
kappa = rho * sigma”2 / (2*theta);

lambda = -kappa - (2xksi-1)*log(beta);

optparms(i,:) = [kappa theta lambda sigmal;
end
end

end

CIR_likelthood.m

function L = CIR_likelihood(r, dt, kappa, theta, sigma)

% vrati loglikelihood pre vektor dat a dane parametre CIR procesu
% VSTUPY:

% * r - vektor dat

% * dt - casovy interval medzi pozorovaniami

%  * kappa, theta, sigma - skalare, parametre CIR procesu

% VYSTUP:

% * L - loglikelihood

r = r(r>0); ‘%ugly
k = length(r);

r_prev = r(l:end-1);
r(2:end);
c = 2xkappa / (sigma”2 * (l-exp(-kappa*dt)));

r_next

q = 2xkappa*theta / sigma”2 - 1;
u = c *x r_prev * exp(-kappax*dt);
L = 0;

for i=1:(k-1)
L = L + log(2*c * ncx2pdf (2*cxr_next (i), 2*q+2, 2xu(i)));
end

end

ncz2pdf.c
/*

mex subor, definuje funkciu y = ncx2pdf (x,df,ncp)
rata hustotu necentralneho chi-kvadrat rozdelenia
VSTUPY :

* x, df, ncp - skalar

VYSTUP:
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* y - skalar

POZNAMKY :

linkuje kniznicu Rmath (sucast R), musi byt korektne nainstalovana,
vid "R Installation and Administration" manual

treba kompilovat vnutri Octave prikazom "mex ncx2pdf.c -1Rmath"

*/

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "mex.h"

#tdefine MATHLIB_STANDALONE 1
#include "Rmath.h"

void mexFunction( int nlhs, mxArray *plhs[], int nrhs, const mxArray*prhs[] )
{

//declare variables

double *x, *df, *ncp, *y;

int i;

plhs[0] = mxCreateDoubleScalar(0);
x = mxGetPr(prhs([0]);

df = mxGetPr(prhs[1]);

ncp = mxGetPr(prhs[2]);

y = mxGetPr(plhs[0]);

*y = dnchisq(*x, *df, *ncp, 0);
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