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Abstrakt

Teoria realnych opcii je nastroj na analyzu optimalneho rozhodovania investora, zo-
hladnhujtc pritom moznost odlozit rozhodnutie na neskor a stochasticky vyvoj uréitych
parametrov. Hoci je zalozena na rizikovej neutralite investora, vieme ju modifikovat aj
pre rizikovo averzného investora. Zavedenim investora maximalizujiceho oc¢akévani uzi-
to¢nost najdeme optiméalne spravanie takéhoto investora pre projekt s nekone¢nym ¢asovym
horizontom a porovname ho so spravanim rizikovo neutralneho investora. Model dalej

rozSirime o konec¢né trvanie projektu a zanalyzujeme spravanie investora.

Krlucdové slova: realne opcie, rizikova averznost, funkcia uzito¢nosti

Abstract

Real options theory provides a framework, in which investment under uncertainty can
be investigated when irreversibility and flexibility with respect to the timing of decisions
are involved. Although originally developed for a risk neutral investor, the approach can
be modified to account for a risk averse investor. By introducing a investor maximizing
his expected utility we are able to derive the optimal behaviour of such an investor for a
project of infinite duration and compare the result with the risk neutral case. Further we
extend the model to account for a project with finite duration and analyze the impact on

investor’s behaviour.

Keywords: real options, risk aversion, utility function
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Uvod

Problém investi¢ného rozhodovania je v praxi ¢asty. Firmy zvazuji rozne moznosti investo-
vania s cielom maximalizovat svoj zisk. Bezné teoria investi¢ného rozhodovania a takz-
vaného NPV pravidla vsak slabo opisuje bezné problémy investorov. Zisk c¢asto nie je
deterministicky, firmy maju moznost odlozit svoje rozhodnutie a pockat ako sa situacia
na trhu vyvinie. Aj kvoli tymto vlastnostiam investi¢nych problémov ekonémovia rozvinuli
novi tedriu investi¢cného rozhodovania, tedriu realnych opcii. Je zalozena na stochastickom
vyvoji podkladového aktiva investi¢nej prilezitosti. V najjednoduchsich modeloch je tymto
aktivom priamo hodnota projektu, do ktorého firma zvazuje investovat. Analogickym pos-
tupom ako pri teoérii americkych finan¢nych opcii a ich ocenovani, odvodili ekonémovia
ocenenie moznosti investovat, ale hlavne investi¢né pravidlo. To investorovi hovori, kedy

mé vyuzit moznost investovat, a kedy naopak s tymto rozhodnutim pockat.

Zakladny model realnych opcii bol rozsireny roznymi sposobmi. Jednym z rozsireni je,
7e hodnota projektu sa nemodelovala priamo vybranym stochastickym procesom, ale poci-
tala sa na zaklade vyvoja podkladového aktiva tohoto projektu. To znamené, ze projekt,
do ktorého sme investovali, nAm bude prinasat produkt, ktorého cena sa riadi stocha-
stickym procesom. Toto rozsirenie sposobilo, ze hodnotu projektu je potrebné najskor
vyjadrit v zéavislosti od ceny produktu, ktory nam prinisa. Potom moéZeme pristipit
k hl'adaniu investi¢ného pravidla pre tento projekt. Dalsie rozsirenia teorie realnych op-

cii st zavedenie nékladov na vyrobu produktu, zavedenie alternativnych stochastickych



procesov, zavedenie moznosti pozastavit a opdt naStartovat projekt, ako aj zavedenie

nekompletného trhu.

Vsetky doposial spomenuté modely poéitali s rizikovo neutralnym investorom. V tejto
praci rozsirime vybrany model tedrie redlnych opcii o rizikovo averzného investora. Dalsim
rozsirenim, ktoré do modelu zavedieme, je kone¢na doba trvania projektu, do ktorého in-
vestor zvazuje investovat. Pre takto rozsireny model najdeme investi¢né pravidlo a budeme

ho analyzovat v zavislosti od vybranych parametrov.

Praca je ¢lenend na Styri kapitoly. Prva kapitola je zhrnutim teoretickych poznatkov
potrebnych pre nasu pracu. Po kratkom tvode do teodrie redlnych opcii sformulujeme
zakladny model, ktory budeme v dalsich kapitolach rozgirovat. Ukazeme, ako takyto
model riesit a ndjdeme investi¢né pravidlo pre tento model. V prvej kapitole tiez uvedieme
vysledky teodrie rizikovej averznosti, ktoré si potrebné pre nase rozsirovanie modelu. Dalsie
kapitoly st uz prezentovanim nasej prace a prinosu do teorie redlnych opcii. V druhej kapi-
tole upravime model pre rizikovo averzného investora a v stlade s postupmi popisanymi
v prvej kapitole ho vyriesime. V tretej kapitole budeme uvazovat projekt s koneénym
¢asovym horizontom. Model upravime pre tento projekt a vyrieSime ho pre rizikovo neu-
tralneho, ako aj pre rizikovo averzného investora. V Stvrtej kapitole zhrnieme vysledky,
ukidzeme, 7e vSetky pripady, ¢o sme riesili st limitnym pripadom modelu s projektom
s konec¢nym ¢asovym horizontom a rizikovo averznym investorom. Graficky ukadzeme vplyv
vybranych parametrov na jednotlivé investi¢né pravidla, niektoré vlastnosti dokizeme
a slovne interpretujeme. Taktiez zanalyzujeme vplyv rizikovej averznosti na rozhodovanie

investora pre projekt s nekoneénym, ako aj s kone¢nym ¢asovym horizontom.



1 Teoéria

Redlne opcie st alternativnym pohladom na investi¢né rozhodovanie k NPV (net present
value). NPV je zalozené na porovnani budicich diskontovanych nékladov a prijmov.
Ak prijmy prevySuji naklady, NPV odporuca investovat, v opa¢nom pripade odporica
neinvestovat. Nevyhodou tohoto pristupu je, Ze neuvazuje o moznosti pozdrzat rozhod-
nutie a pockat, ako sa vyvynie situdcia. Vyznamna je najmé v rizikovom prostredi,
kde budiice prijmy nie st deterministické a uvazuje sa ich stredna hodnota. Pre potrebu
rozhodovania sa v neistom prostredi je vhodné teoria redlnych opcii. Casto totiz dokazeme

odlozenim rozhodnutia ziskat vysSiu hodnotu NPV ako v stcasnosti.

Teoria redlnych opcii je zaloZzena na predpoklade, Ze firma, ktora sa rozhoduje ¢i investovat
do projektu, vlastni fiktivnu opciu na tento projekt. To znamend, 7e a7z do expira¢ného
¢asu opcie ma moznost kedykol'vek sa rozhodnit, Ze do projektu investuje. Tento pristup
sa po matematickej stranke podoba na teériu americkych financénych call opcii. Narozdiel
od finan¢nych opcii, kde sa zameriavame najmé na vypocet ceny opcie, aby sme s nimi
vedeli spravne obchodovat, tu sa zameriavame najmé na vypocet investi¢ného pravidla,

ktoré nam povie, pri akej cene projektu sa oplati investovat.

Ako prvy spomenul pojem realna opcia vo svojom ¢lanku ,,Determinants of Corporate
Borrowing*“ profesor Mayers. Zékladnou u¢ebnicou realnych opcii je [2|Investment under
Uncertainty, ktora okrem tivodu do problematiky a zadkladného modelu poniika aj mnohé
jeho rozsirenia. Pre tivod do problematiky realnych opcii odporuc¢am aj ivodnu ¢ast préace
[4]Real Options Applications for Strategic Investment Decisions, ako slovensky tuvod c¢ast
prace [5]Analyza investi¢ného rozhodovania pri uplatneni redlnej opcie. V tejto praci sa
uvodom do teorie redlnych opcii zaoberat nebudeme, preto zaciato¢nikom v tejto oblasti

odporicam niektortd z hore uvedenych prac.



V tejto kapitole na¢rtneme problém firmy, ktora sa rozhoduje, kedy investovat do pro-
jektu. Vytvorime matematicky model, ktory bude tito situaciu opisovat. Zavedieme pojmy
rizikovo neutralny investor, rizikovo averzny investor a k nim prislichajice funkcie uzi-
to¢nosti. Nasledne s vyuzitim literatiry, najmé [2|Investment under Uncertainty, ukazeme,
ako sa da takyto model riesit pre rizikovo neutralneho investora. Tento model oznacime
za zakladny model, ktory budeme postupne modifikovat. UkdZeme aj alternativny pristup

k rieSeniu modelu, ktory budeme v dalsich kapitolach pouzivat.

1.1 Formulacia tlohy a znacenie

Najskor si opiseme situaciu, ktori budeme modelovat. Predstavme si firmu bez kapitalu,
ktorda ma moznost investovat do projektu. Tato moznost nie je ¢asovo obmedzena, moze
sa rozhodnut kedykol'vek. Projekt sa vyznacuje tym, Ze pocas jeho trvania prinisa spojito
produkt, jednotku za rok, ktory je okamzite predany za jeho aktualnu cenu P. Tvorba
tohoto produktu si vSak vyzaduje naklady ¢ za rok, taktiez vyplacané spojito. Firma
vSak nemé ziadny kapitél, preto si na pociato¢nu investiciu musi pozic¢at. Pocas priebehu
projektu bude platit spojito troky p z investovanej sumy za rok. V pripade, ze budeme
uvazovat projekt na dobu 7' rokov, po ukonceni projektu musi firma svoju pozic¢ku platit.
V tomto pripade je projekt po dobe T rokov bezcenny, neprinasa ziadne d'alie prijmy ani
naklady. NaSou tlohou je zistit, ako sa mé firma rozhodovat, ¢ investovat alebo radsej

pockat.
e [ - pociato¢na investicia
e P, - aktuélna cena produktu v cCase t
e ¢ - naklady na vyrobu produktu

e p - Grokova sadzba, ktorou sa spojito tro¢i dlzn& suma a tieto troky si platené



okamzite
e T' - doba trvania projektu

Cena P, nie je v ¢ase konstantna. Jej vyvoj budeme modelovat ako geometricky Brownov

pohyb. To znamend, ze cena produktu sa bude riadit nasledujticou diferencialnou rovnicou
dP, = aPdt + oPdW,;,, Py=P >0

kde W; je Wienerov proces a P je pociato¢na hodnota procesu. Konstanta « je konStan-
tou driftu geometrického Brownovho pohybu a ¢ je konstantou rozptylu geometrického

Brownovho pohybu.
e P - podiato¢néa hodnota procesu P,
e o - drift stochastického procesu ceny P,
e o0 - rozptyl stochastického procesu ceny P,
e W, - Wienerov proces

Pri rieSeni nasej tlohy bude prvym krokom zistit hodnotu projektu V', ktora bude zéavisiet
od aktualnej ceny P. Pri tomto vypoc¢te budeme potrebovat diskontovat budice oc¢akavané
prijmy. K tomu potrebujeme trokovii mieru, ktorou budeme diskontovat. Diskontovat
budeme préave takou trokovou mierou, za ak si vie firma pozi¢at na tento projekt peniaze,
teda arokovou mierou p. Kedze v d'alsich kapitolach budeme rozgirovat tento model, dolny
index hodnoty projektu bude znacit, ¢i je projekt nekonec¢ny alebo na dobu T' rokov. Horny
index bude znacit, ¢ je firma neutralna alebo averzna voci riziku. V zédkladnom modeli

predpokladame rizikovii neutralnost firmy.
e V(P) - hodnota projektu v zavislosti od ceny produktu v ¢ase ohodnotenia projektu

e VY (P) - hodnota nekone¢ne trvajiceho projektu pre rizikovo neutralnu firmu, zak-

ladny model
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e VE(P) - hodnota projektu na T rokov pre rizikovo averzni firmu

e p - urokova miera pouzivani na diskontovanie

Dalsim krokom bude najst diferencialnu rovnicu, ktora musi spliiat hodnota opcie F.
Ta je taktiez funkciou aktuélnej ceny P. Potom urc¢ime podmienky, ktoré musi rieSenie
diferencialnej rovnice spliiat pri cene, ktora je hranicou firemného rozhodovania medzi
c¢akanim a investovanim. To znamenad, 7e akonahle cena produktu dosiahne tito hranicu,
firma by mala do projektu investovat. Pomocou tychto podmienok a diferencialnej rovnice
najdeme hrani¢ni cenu pre investovanie do projektu a oznac¢ime ju hornym a dolnym in-
dexom, podobne ako u hodnoty projektu. Dolny index podla toho, ¢i je projekt nekone¢ny
alebo na dobu T rokov, horny index podla toho, ¢ je firma voéi riziku neutralna alebo

averzna.
e [(P) - hodnota opcie v zavislosti od ceny produktu v ¢ase ohodnotenia opcie

e PN _ hrani¢na cena pre investovanie do nekone¢ne trvajiceho projektu pre rizikovo

neutralnu firmu, zdkladny model

e PR - hrani¢né cena pre investovanie pre projekt na T rokov a rizikovo averznt firmu

1.2 Funkcia uzito¢nosti

V tejto casti zhrnieme hlavné vysledky teorie rizikovej averznosti, ktoré si potrebné pre
nasu modifikaciu modelu. Vychadzajic zo zauzivanej funkcie uzitoc¢nosti rizikovo averz-
ného investora sformulujeme funkciu uzito¢nosti, ktora vyhovuje nasim potrebam. Na
zaver ukdzeme, 7e v stlade s vysledkami teodrie rizikovej averznosti vyhovuje vSetkym

podmienkam a skuto¢ne odzrkadluje rizikovo averzného investora.

Teoria rizikovej averznosti zacala vznikat po uvedeni hypotézy ocakavanej uzitoCnosti

autormi John von Neumann a Oskar Morgenstern [6] v roku 1944. Ekonomovia si ihned
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v8&imli moZnosti vyuzitia o¢akavanej uzito¢nosti v problémoch volby portfélia, poistného
a v mnohom dalsom. Za vyuZitie funkcie uzito¢nosti na odzrkadlenie rizikovej averznosti
vda¢ime najmi ekonémom Milton Friedman a Leonard J. Savage [3]. Pojem rizikovo
averzny znaci, ze ked ¢elime dvom ponukdm s porovnatelnym vynosom, tak si vyberieme
menej rizikovii ponuku. Pre ilustraciu uvedieme priklad:

Investor dostane moznost ziskat ndhodne rozdeleny zisk, konkrétne x; s pravdepodob-
nostou p a x5 s pravdepodobnostou 1 — p, alebo moznost ziskat stredni hodnotu tohoto
zisku s istototu. Od rizikovo averzného investora ocakavame, 7e bude preferovat druhu

moznost. Tito podmienku meme zapisat v tvare

U(pxy + (1 — p)ag) = pU(x1) + (1 — p)U(x2)

¢o znamena, ze funkcia uzito¢nosti pre rizikovo averzného investora by mala byt konkavna.
Po tejto ilustracii rizikovej averznosti uvedieme dva pre nas najpodstatnejsie vysledky
teorie rizikovej averznosti. Prva veta nam objasni vlastnosti funkcie uzito¢nosti pre rizikovo

neutralneho a rizikovo averzného investora [3].

Veta 1.2.1. Nech u : R — R je funkcia uzZitocnosti reprezentujica preferencie =<,

nad mnozinou M a je monotonne rastica. Potom:
e u je konkdvna prave vtedy, ak =<, vyjadruje rizikovi averznost
e u je linedrna prdve vtedy, ak =, vyjadruje rizikovi neutrdlnost
e u je konvexnd prdve vtedy, ak =<, vyjadruje oblubu rizika

Vdaka tejto vete vieme, Ze [ubovolna rastica a konkavna funkcia uzito¢nosti odzrkadluje
nejakého rizikovo averzného investora. Druhéa veta nam umozni rozhodnut medzi dvoma

funkciami uzito¢nosti, ktora predstavuje rizikovo averznejsieho investora [8|.
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Veta 1.2.2. Nechu:R — R av:R — R si dve rastice, monoténne a dva krdat diferen-
covatelné funckie uzZitocnosti reprezentujice preferencie <, respektive <, na mnozine M.
Potom funkcia v md vyssiu mieru rizikovej averznosti ako funkcia v, ak

_ul/(l,) —U”(l‘)

() o) Ve e R

Pre modelovanie rizikovo averzného investora budeme pouzivat nasledovnu funkciu uzi-

tocnosti .
X+o) "t o-F
IKX)Z( ) 7
1-R 1-R

kde C vyjadruja naklady, ktoré treba od prijmu P odpocitat, teda musi platit X = P—C.

X >—-C, 0<R<1

V dalsom texte tejto kapitoly vysvetlime, prec¢o sme zvolili takyto tvar funkcie uzito¢nosti
a dokazeme, ze odzrkadluje rizikovo averzného investora. Taktiez ukdzeme, Ze volbou

parametra R mézeme menit mieru rizikovej averznosti investora.

Uvahy o vybere funkcie uzito¢nosti pre rizikovo averzného investora sme zacali s pop-
ularnou CRRA (constant relative risk aversion) funkciou uzito¢nosti, ktoréa je definovana
nasledovne

leR
w(X) = ,
(X)=1—%

V naSom modeli je zisk v danom roku pocitany ako rozdiel prijmov a nakladov, pricom

X >0, 0<R<1

prijmy st nezaporné a naklady kladné, ¢o znamena, ze zisk moze nadobudat aj zdporné
hodnoty. Pre X < 0 vSak CRRA funkcia uzito¢nosti nie je definované, preto ju musime
upravit. Chceme vSak zachovat niektoré jej vlastnosti, a preto sme sa rozhodli modifikovat
ju do nasledovného tvaru

(X+CVR_CPR
1-R 1-R’

UX)= X > —C, 0<R<1

kde C' sia naklady, P naklady a plati,X = P — C. Funkciu uzito¢nosti vieme zapisat aj

v tvare
Pl—R Cl—R
"1-R 1-R

U(X) X=P-C, P>0, C>0
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Tento zapis sme spravili len pre lepsiu ilustraciu toho, ako budeme pocitat v modeli
uzito¢nost z prijmov a nakladov v jednotlivych obdobiach. Pozrime sa vSak na vlastnosti
nasej funkcie uzitocnosti. Aby sme ukézali, Zze odzrkadluje rizikovo averzného investora,
treba dokazat jej konkdvnost na celom definiénom obore. To ukaZeme pomocou druhej
derivacie
U'(X)=-R(X+C) " <o,  X>-C

Druhé derivacia funkcie je zaporné na celom definiénom obore, ¢ize je konkdvna. Dalgou
vlastnostou, ktorti by sme chceli, aby si od povodnej CRRA funkcii ponechala, je ze
volbou parametra R mozeme diverzifikovat mieru rizikovej averznosti investora. Aby sme
ukézali, ze zva¢Ssenim parametra R zvac¢sime rizikova averznost investora, ktorého funk-
cia uzito¢nosti odzrkadluje, vyuzijeme vetu 1.2.2. UkdZeme, Ze naSa funkcia uzito¢nosti
s dvoma parametrami R; > Ry vyhovuje tejto vete na svojom definicnom obore. K tomu

potrebujeme poznat prvi a druhu derivaciu naSej funkcie uzitocnosti.

X+t R
WX*:(1—2 " 1-R

UX)=(X+C) "

U"(X) = —R(X +C) 5

Teraz ukidzeme, ze ak R; > Ry, tak parameter R; vyjadruje spolu s naSou funkciou

uzitoc¢nosti rizikovo averznejSieho investora ako parameter R,.

—Uf(z) _ R (X +0) ) R

Uiz)  (X+0) ™ X+C

Vi) R (X+0) W Ry
Us() (X +C) "™ X+C
R Ry

VX > -C

>
X+C X+
V tejto casti sme ukazali, ze U(X) je funkciou uzito¢nosti rizikového investora a volbou
parametra R teda mozeme rozlisovat mieru rizikovej averznosi investora. Cim je investor

rizikovo averznej$i, tym vAc¢Si parameter pre neho zvolime. Ako vidime,
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pre R = 0 nadobuda nasa funkcia uzito¢nosti tvar U(X) = X. Ked7e je to linearna
funkcia, odzrkadluje rizikovo neutralneho investora. V dalSich vypoctoch budeme podi-
tat uzitoSnost budicich prijmov, pricom tiuto uzitoc¢nost budeme diskonotvat urokovou
mierou p do sucasnosti. To v8ak neovplyviuje vlastnosti tejto funkcie a ostavaju nadalej

platné.

1.3 Vypocet hodnoty projektu

Na to, aby sme odvodili investi¢né pravidlo pre investora, potrebujeme poznat hodnotu
projektu v zavislosti od aktualnej ceny. V tejto casti tiito hodnotu projektu v zdkladnom
modeli vypo¢itame, pricom sme sa inSpirovali knihou [2]Investment under Uncertainty.
Investor je rizikovo neutralny a projekt je na nekoneény c¢asovy horizont. Najdeme difer-
encialnu rovnicu, ktoria musi hodnota projektu spliat a vyriesime ju. Pomocou podmienok,

ktoré musi hodnota projektu spliaf, najdeme jediné riesenie pre hodnotu projektu.

Prvou podmienkou je Il)iﬁﬂ)0 V(P) = — <§ —|—I>. Ak je P = 0, z rovnice pre spravanie
sa stochastického procesu P; vyplyva, 7e ostane navzdy 0. Ak bude cena produktu, ktory
nam projekt vyraba, vzdy 0, tak projekt nam prinasa len naklady c a potrebu platit aroky
7z investovanej sumy. Kedze tento cashflow je uz deterministicky, na zistenie hodnoty pro-

jektu nam staci zintegrovat zdiskontované budice naklady.

lim V(P) 27—6’” (c+pl)dt =—(c+pl) le—m]m —

P—0 —PJo
)
p

Ak P, rastie, obchodnici maju tendenciu nadhodnotit hodnotu projektu, v domneni Ze
cena bude nadalej rast a bude to pre nich vyhodné. Hodnota projektu by sa v8ak takymto
$pekulaciam mala vyvarovat. Preto budeme pozadovat, aby hodnota projektu spliiala

druhtt podmienku Plim |[V'(P)| < oo. Chceme iba, aby hodnota projektu aj pre velké P
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rastla len vdaka néarastu oc¢akavanych buducich prijmov.

Prikro¢me teda k hladaniu diferencialnej rovnice pre hodnotu projektu. Vieme ju v case ¢
vyjadrit ako kapitalovy zisk z projektu za ¢as dt a ocakavanu zdiskontovani hodnotu
projektu v ¢ase t + dt. Ked7e za rok z projektu ziskame jednu jednotku produktu v hod-
note P a musime zaplatit ndklady c a uroky z investovanej sumy, tak za ¢as dt ndm projekt

prinesie (P — ¢ — pI)dt. To znamen4, Ze hodnotu projektu vieme zapisat ako
V(P)=(P—c—pl)dt+ E,[e"V(P+dP)]
Rovnicu upravime

V(P)—e "V (P)=(P—c—pl)dt+ E, [e "™V (P +dP)] — e "V (P)
(1—e"MV(P)=(P—c—pl)dt+e " (EJ[V(P+dP) - V(P)])

Na rozvitie vyrazu V(P +dP)—V(P) = dV do Taylorovho rozvoja pouzijeme Itovu lemu.

Veta 1.3.1. [téva lema Nech xz; je Itov proces dr = a(x,t)dt + b(x,t)dW
a f(x,t) € C*(Rx < 0,00)). Potom prvy diferencidl funckie f(x:,t) je danij vztahom

adeaf +——fb2( t)dt

df = Ox 2 0x?

Dostéavame

E,[dV] = E, {V’(P)dP + %UQPQV”(P)dt + O(dt)]

kde ¢len O(dt) zahina ¢leny, ktoré ida k nule rychlejsie ako dt.
Vyuzijeme rovnicu dP = aPdt + c PdAW

1
E,[dV] = E, [aPV’(P)dt + o PV'(P)dW + 502P2V”(P)dt + O(dt)]
Teraz vyuzijeme vlastnost Wienerovho procesu E,[dV] =0
1
E,[dV] = aPV'(P)dt + S0>P*V"(P)dt + O(dt)
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Dosadime do pdvodnej rovnice a vydelime rovnicu dt

1—e Pt 1 O(dt
S V(P)=(P—c—pl)+ e (aPV'(P)+ =0 P?V"(P) + otdt)
dt 2 dt
Posleme dt — 0 , pricom vyuzijeme, Ze % —0,e P 5 1a (I*il;pdt) — p a dostavame

1
pV(P)=P —c—pl +aPV'(P)+ §aQPQV”(P)

1
0= §0—2132\/”(13) +aPV'(P) = pV(P)+ P —c—pl

Hodnota projektu teda musi splhat horeuvedentu diferencialnu rovnicu. Dosadenim si
mozeme overit, ze jednoduchym rieSenim homogénnej casti diferencidlnej rovnice je
Vi(P) = APP, kde 3 je riesenim nasledujticej kvadratickej rovnice

1

QB) = 50*8(5—1)+af—p=0

Riesenim kvadratickej rovnice dostavame dve riesenia pre parameter [3
1 « a  1\° 2p
=57 (9—5) T
1 « a  1\? 2p
52—5—9—\/(9—5) o

Z grafického znazornenia kvadratickej funkcie () odvodime niektoré vlastnosti tychto dvoch

rieseni. KedZe pri 52 je kladny koeficient 102, tak Q(3) — oo ak 8 — =+oo. Dalej vieme,
7e Q1) = —p<0aQ0) =a—p<0,ked7e p > a. Z toho je zrejmé, ze kvadraticka
funkcia Q() méa jeden kladny a jeden zaporny koren, ¢o vidiet aj na obrazku 1.1. Z tvaru
(1 a (B9 Tahko vidiet, ze B > [, a teda B; > 0 > (5. Z obrazka eSte vidiet, ze 5; > 1.
Veobecnym rieSenim homogénnej ¢asti diferencidlnej rovnice je Vi (P) = A PPt + A, PP
s parametrami A; a As. Aby sme dostali vSeobecné riesenie nehomogénnej diferencial-
nej rovnice, musime k nemu este pripocitat Tubovolné rieSenie rovnice. Najjednoduchsim
P

rieSenim je V(P) = —— — <§ + I). Vseobecnym rieSenim teda je

= a

P
V(P) = A PP 4 AP s L (f N 1)
p—a \p
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Obr. 1.1: Kvadraticka funkcia Q(5)

Vratme sa k podmienkam, ktorych splnenie vyzadujeme od hodnoty projektu. Spomenuli
sme ich v uvode tejto casti. Prva podmienka je ]ljimo V(P) = — <§ + I). Kedze [ < 0,
tak P% — oo ak P — 0. Teda musi platit A, = 0.

Kedze 1 > 1, po zderivovani hodnoty projektu zistime, ze limp_., V'(P) = oo. To je
v rozpore s druhou podmienkou. Vidime, 7e ak bude P velké, tak A; P% >> pfia — (% + [).
Pricom prave ¢len na pravej strane nerovnice vyjadruje o¢akavané budice zdiskontované
prijmy z projektu. KedzZe chceme, aby aj pre velké hodnoty P hodnota projektu vy-

jadrovala ocCakavané prijmy z projektu, uré¢ime A; = 0. Dostavame teda vysledny tvar

i o)

pre hodnotu projektu

1.4 Alternativny pristup k vypoctu hodnoty projektu

V tejto casti si priblizime alternativny vypocet hodnoty projektu. Jednoducho zintegru-

jeme diskontované oc¢akavané budtce prijmy. Aby sme vedeli spocitat oc¢akavané prijmy
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v C¢ase t, potrebujeme poznat pravdepodobnostné rozdelenie ceny P; v ¢ase t. Kedze P sa,

riadi diferencidlnou rovnicou
dPt—OéPtdt+UPtth,P0 P>0

kde W, je Wiennerov proces, tak P, pre dany ¢as t pochadza z lognormalneho rozdelenia

a hustota rozdelenia P; je

1 (1n B -[2-47]0)*
P)= —— 77 252t
J(7) Pov/2nt

Ako sme uz vysvetlili v ¢asti 1.3, za ¢as dt nam projekt prinesie zisk (P, — ¢ — pI)dt.
Hodnota projektu sa teda bude rovnat
VY (P)=E, /ept(Pt —c—pl)dt
0

Strednii hodnotu prepiseme do integralu a zamenime poradie integrovania.

e (P, —c—pl)dt | = e (P, —c—pl)dt | f(P)dP, =
/ [\
= [en| [rmc=on rpyar | a

0 0

Teraz mozeme pristipit k vypoctu hodnoty projektu. Ako prvé spocitame vnitorny inte-
gral, nasledne spoc¢itame celit hodnotu projektu.
Tvrdenie 1.4.1.

P, —c—pl) f(P)dP, = Pe* —c— pI

e}

/Pt—c—p[ f(Pt)dPt:/Ptf(Pt)dPt C+p[ /f Pt dPt
0 0

0
00 oo

/Pf (P) dP I /P 1 _(lnPt—lnp_[a_%Ug]t)2dP I
— — C — = EE— 202¢ e
t t t P tPtg\/ﬁ t ,

0
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Pouzijeme substittciu y = In P,

00 =1InP,
1 (lnPtfln P*[a7%02]t)2 y i ¢
P — ¢ 202t dP — C — _[ = Yy — P —
/ Po/2nl ' S
w 1 (yflnPf[ozf%ag]zt)2
= e¥ e 202¢ dy —c— pl =
/ 27t Y P
= 1 y2—2y[1n P+(a—%—a2)t]+[ln P+(a—%—o2)t]2—202ty
= e 202t dy — c— pl =
/ 27t Y P
= 1 y2—2y[02t+ln P+(a—%—02)t]+[ln P+(a—%02)t:|2
= - 202t d — C — I =
/ 27t Y P
% 1 y2—2y[1n P+(a+%02)t]+[ln P+(a+%o2)t]2+2lnP[a—%oQ]t—2lnP[a+%o2] 2a02t2
= / e~ 2071 dy —c—pl =
27t
202t In P4+2a02t 7 1 _ (y_[ln P+(a+%”2)t])2
=e 2021 e 2021 dy —Cc— p[ -
27t
=Pt _ oyl = Pe™ —c— pI 0J

Pomocou uvedeného tvrdenia spoc¢itame hodnotu projektu s nekoneénym c¢asovym hori-

zontom pre rizikovo neutrdlneho investora.

Tvrdenie 1.4.2.

P
V(P _fg
NP ==
Doékaz.
Vﬁo(P):/ePt /(Pt—c—p[)f(Pt)dPt dt:/ept (Pe™ —c—pl)dt =
0 0 0
T T e—(p—a)t 7% e—pt]%
/Pe (=it — (¢4 pI) /e Ptdt = [ ] — (c+ pI) {—} =
(p—oz) 0 —P 1o
0 0
1 1 P
:P(0+—)—(c+p1)(0+—): ~fog O
p—a p) p—a p
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V dalsich rozsireniach modelu budeme pouzivat tento pristup k vypoctu hodnoty pro-

jektu.

1.5 Hodnota opcie a investi¢né pravidlo investora

Dalsim krokom k najdeniu investi¢ného pravidla je najst diferencidlnu rovnicu pre moznost
investovat do projektu-opciu. Po uplatneni opcie, teda po investovani do projektu, sa jej
hodnota bude rovnat hodnote projektu. Po uplatneni opcie nam totiz opcia uz neponiika
ini moznost ako vlastnit projekt. Dovtedy nam vSak pontka moznost rozhodnut sa, ¢i
ju uplatnime alebo s tymto krokom pockame. V [2]Investment under Uncertainty autori
ukézali, 7ze pre takyto typ tlohy je oblast, na ktorej sa naAm oplati neinvestovat a ponechat
si opciu v tvare P < P*, kde P* je investi¢né pravidlo investora. Kym je cena produktu
mensia ako toto investi¢né pravidlo, investor opciu neuplatiiuje. Akonahe cena produktu
dosiahne tiito hrani¢nii hodnotu, investor opciu uplatni a investuje do projektu. Po uplat-
neni, ako sme uz spomenuli, bude hodnota opcie rovna hodnote projektu. Preto potrebu-
jeme najst hodnotu opcie len do momentu uplatnenia. Hodnotu opcie oznac¢ime F. Kym
sme opciu na projekt neuplatnili, neprindsa ndm ziadny cashflow. Podobne ako v ¢asti 1.3
ur¢ime hodnotu opcie v ¢ase t ako stucet kapitdlového zisku za ¢as dt a ocakavanu zdiskon-

tovani hodnotu opcie v ¢ase t + dt, akurat kapitalovy zisk z drzania opcie je nulovy.

F(P) = Eyle " F(P + dP)]
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Rovnicu rovnako ako v ¢asti 1.3 upravime, pouzijeme Itovu lemu, vydelime dt a posleme

dt —

(-

(1~

0.

Navyse od hodnoty opcie o¢akavame, 7e bude spliiat nasledujice podmienky (nazveme

ich okrajové):

Ak je cena P = 0, tak hodnota opcie na realizovanie projektu je nulova Il)iﬁﬂ)0 F(P)=0
Ak je totiz cena P = 0, tak z definicie geometrického Brownovho pohybu ostane
navzdy P = 0. Potom by ndm projekt prinasal iba straty, ¢o znamen4, ze do takého
projektu by sme investovat nikdy nechceli. Preto hodnota moznosti investovania do

takého projektu je leimo F(P)=0

V Case uplatnenia opcie bude mat hodnotu rovni hodnote projektu F'(P*) = V(P*)
Tuato podmienku sme si vysvetlili v iivode tejto ¢asti. Opciu vyuzijeme az ked sa

hodnota projektu vyrovna hodnote opcie.

V case uplatnenia opcie sa hodnota opcie hladko napoji na hodnotu projektu
F(P) = V'(P)

Téato podmienka je ¢isto matematicka, aby sa hodnota opcie v ¢ase uplatnenia hladko

napojila na hodnotu projektu
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V casti 1.3 sme hladali vS§eobecné rieSenie homogénnej ¢asti diferencidlnej rovnice, ktora
je totozna s diferencidlnou rovnicou pre F. Odvodili sme, ze vSeobecnym rieSenim je

F(P) = A PP 4 Ay P? kde (3 a (3, st riesenim kvadratickej rovnice
1
ST B(B=1)+aB—p=0

Tak ako aj v casti 1.3, jedno rieSenie kvadratickej rovnice je kladné a druhé zaporné.
Ozna¢me (3 kladné rieSenie rovnice a [, zaporné rieSenie. Z podmienky zlaiino F(P) =0,
rovnako ako aj v ¢asti 1.3 vyplyva, ze Ay = 0. Kedze aj v dalSom texte pri diferencialnej
rovnici pre hodnotu opcie budeme mat podmienku ]ljiln)O F(P) =0, od tejto chvile budeme
za veobecné rieenie diferencialnej rovnice pre hodnotu opcie uvazovat F(P) = APP,
kde 3 je kladnym rieSenim horeuvedenej kvadratickej rovnice. Toto rieSenie uz splia prvi
okrajovi podmienku, preto sa v dalSom texte fiou uz nebudeme zaoberat. Pomocou pod-
mienok pre hodnotu opcie v ¢ase uplatnenia nidjdeme investicné pravidlo Pg°, t.j. cenu
produktu, pri ktorej sa hodnota projektu vyrovna hodnote opcie. Akonéhle sa cena pro-

duktu dostane na tiato hranicu, firma sa rozhodne do projektu investovat.

Tvrdenie 1.5.1.
. (C )
PP=—((p—-—a)l—-+1

Dokaz. Ukazeme, Ze ak méa P splhat okrajové podmienky, tak musi byt rovné Pg° v tvr-

deni. Nase okrajové podmienky st

P
APP = —— =1
p—a p
BAPP = ———
p—«
Upravime prva okrajovii podmienku vynasobenim (3
P
BA PP = ﬁ_ — @ — B3I
p—a p

Druht okrajovii podmienku vynasobime P

P
p—

BAPP =
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Obe rovnice dame do rovnosti a upravime

3P —@—[ﬂ: P
p—a  p p—o
5_1P=6<5+I)
p—o p
__h ¢
Pty ()
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2 Projekt s nekonecnym casovym

horizontom

V tejto kapitole sa budeme zaoberat moznostou firmy investova do projektu, ktory jej
po investovani do neho bude prinésat produkt do nekone¢na. Pokial uvazujeme rizikovo
neutralneho investora, tento model sme riesili v kapitole 1. Zhrnieme si vysledky tohoto
modelu a néasledne vyriesime model pre rizikovo averzného investora silade s tym, ¢o sme

o rizikovej averznosti napisali v casti 1.2.

V kapitole 1 sme pre rizikovo neutralneho investora a projekt s nekoneénym casovym
horizontom vypocitali hodnotu projektu Vi°(P) a investi¢né pravidlo PRe.

P c
p—a p

o_ B (e
=5l )<p+l)

VE(P) = — 1

2.1 Hodnota projektu pre rizikovo averzného investora

Pre rizikovo averzného investora v stilade s ¢astou 1.2 budeme miesto zisku P — ¢ — pl

uvazovat uzito¢nost tohoto zisku, teda

1-R 1-R

Hodnotou projektu teda bude oc¢akavani buduca diskontovana uzito¢nost

T PR (e pl)tE
F(P)=E L= - dt
VR ( ) D /6 {1 —R 1 —R }

0
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Ked7e 7z casti 1.4 vieme, 7e P; v konkrétnom ¢ase ¢t pochadza z lognormélneho rozdelenia,

prepiseme strednit hodnotu na integril a zamenime poradie integrovania.

P (et pD) "R

oo (D) — —pt _
Ve(P) = E, /e {1—3 — }dt
0

:/ O/e—ﬂt{Ptl_R—(c+p])1R}dt F(P)dP, =

1-R 1-R
0

r 7 PR r (c+ pI)—F
g 7pt ¢ — 7pt
0 0 0

Vypocitame integrél strednej hodnoty P;.

Tvrdenie 2.1.1.

T prF o(ln P+at)(1—R)— L 0*tR(1-R)
P)dP, =
[ =gt yap —
0
Doékaz.
o0 o 2
PtlfR /Pth 1 7(1nPt—1nP—[o¢—%o2]t)
P dP, = e 202 dP;, =
0/ g/ (Pdh 1— R Povant '
0
=1InP 00
yy 1;3 t ya-r__1 f(yflnpf[a{%ﬁ]t)zd
= — = — (& —e 204t =
¢ K 1-R oV 2mt Y
dy = %tdpt e

1 /OO 1 (wrfade?)” oo

s [ 202t 202t d —=
1-R J oV2nt Y

—00
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1 i 1 y272y(lnP+[a7%o'2j|t+(17R)o'2t)+(lnP+[a7%02]t)2
—0o
o 2
1 1 y272y(lnP+[a7%o'2j|t+(17R)o'2t)+(lnP+[a7%02]t+(17R)o‘2t)
= - o2
1-R / 27Tte o
—00

—2(ln P+ [a—%02]t)(l—R)U2t—(1—R)2o4t2

202t d’y =
0o 2
1 1 (yflnPf[a7%02]t7(17R)02t) 2(1nP+[cxf%02]2&)(lfR)02t+(17R)204t2
= - / 27rte_ 202t dye 202t
—0oQ
1
22 (In P+at)(1-R)—L1o%tR(1-R)
1 o(InPrat—Lot)(1-R)+ 0=t _ € ° ]
1-R 1-R

Pomocou predchidzajiceho tvrdenia vypocitame hodnotu projektu s nekone¢nym ¢asovym

horizontom pre rizikovo averzného investora.

Tvrdenie 2.1.2.
~ pl-k 1 c+ pl -
VE(P) = - — _fetel)
I1-Rp—a(l-R)+302R(1-R) p(1—-R)

Dokaz. Pri dokaze budeme vychadzat z

. [l [P-" [ _pletpD)i®
VR (Pt):/e Pt /1_Rf(Pt)dPt dt—/e ptﬁdt
0 0 0
Postupne spoc¢itame oba integrily. Pri prvom vyuzijeme predchidzajice tvrdenie
Pl R o(In P+at)(1-R)—50*tR(1-R)
P)dP, =

/1_Rf(0 - -
0

Dostavame teda

7 _pte(lnP+at)(1fR)f%02tR(lfR)
e
1—-R

/ tfp-a(l-R)+30?RO-R)] gy _ PR {e—t[...]ro:

) 1-R |-/,
pL-E 1

" 1-Rp—a(l—R)+1?R(1-R)

dt =
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Druhy integrél je jednoduchsi

[e o]

/e ot c+p[ dt: (c+pD) " leptro _ (c+pD) "
1-R |[-ply r(1-R)

0
U

Teraz ukazeme, ze hodnotu projektu vieme zapisat aj v tvare, s ktorym sa nam bude
lepSie pocitat pri hladani rieSenia diferencialnej rovnice pre hodnotu opcie.
Tvrdenie 2.1.3.

1 _ By
p—a(l—R)+1i02R(1-R) p(l—-~v—-R)(1-F—R)

kde v = g—jg a B je kladngm rieSenim %o% B-1)+aB—-p=0

~ . , . , , ’ 2 v v _ —2p
Dokaz. Kvadratickii rovnicu vynasobime vyrazom 5,7 & VyuZijeme, Ze v = 7%

5056 1)+af—p=0

2c 2p
B kel
(ﬁ )+ o2 ﬁO_Q 0
2
B+y=1- 0—3
Z rovnice pre v dostaneme (v = —_Qp‘ Teraz budeme upravovat pravi stranu rovnice,
ktort chceme dokézat. Vyuzijeme pri tom Gy = zp af+y=1- (2,—3‘
By 2
pU—7—R)(1-B-R) pll-B-R—y+0y - R+BR+R]
2 2
el _ Pl _
BN -RB+Y)-A - (1-2R+R)  (1-R)(B+7)—By—(1-R)’
_ F _ L _
1-R(1-%)+%Z-(1-R?* p-a(l-R+%(1-R-%(1-R)
1 1

T p—a(l-R)+Z(1-R)(1-1+R) p—a(l—R)+ZR(1-R) -

Poznamka: KedZe kvadratickd rovnica v tomto tvrdeni je totozné s kvadratickou rovni-

cou v castiach 1.3 a 1.5, jednym z jej rieSeni je aj 51 > 1, ktoré sme vypocitali v ¢asti 1.3
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a nasledne ho pre dalsi text v casti 1.5 oznacili 5. To znamené, Ze aj vo vyjardeni hod-

noty opcie v ¢asti 1.5 aj v predchadzajicom tvrdeni mdézeme pouzijeme zhodnu 3, ktord

je vyjadrena v casti 1.3 ako 3;. Potom v = %25. Pouzitim tohoto tvrdenia dostaneme
. By PR (c+pD)' "
Ve (P) = -

pl-R)(1-v-R)(1-6-R) p(1-R)

2.2 Investi¢né pravidlo rizikovo averzného investora

V tejto ¢asti s vyuzitim poznatkov z ¢asti 1.5 a 2.1 vyrieSime diferencialnu rovnicu pre hod-
notu opcie pre rizikovo averzného investora a projekt s nekone¢nym c¢asovym horizontom.
Pod pojmom vyrieSime chapeme, Ze pre tohoto investora najdeme investi¢né pravidlo Pg°,
t.j. hranicu, ktoria ked cena produktu dosiahne, investor sa rozhodne investovat do pro-
jektu.

Moznost investovat, ktort méa firma, je rovnaka ako v 1.5. Preto bude hodnota tejto opcie

rieSenim nasledujicej diferencidlnej rovnice s okrajovymi podmienkami.

S0P PPF'(P) + aPF/(P) ~ pF(P) = 0 21)
F(PF) = VE(PR)
F(PF) = Vi (PF)

V 1.5 sme odvodili, 7e vS§eobecnym rieSenim diferencialnej rovnice s vyuzitim podmienky

lim F(P) =0, je F(P) = AP?, kde (3 je kladnym riefenim kvadratickej rovnice

P—0

L0203 —1) +af—p=0

Pripomenme, 7e tato rovnica je identickd s rovnicou v tvrdeni 2.1.3 a teda 3 je to-
tozna pre hodnotu projektu aj rieSenie diferencialnej rovnice pre hodnotu opcie. Pomocou
okrajovych podmienok nijdeme ivesti¢né pravidlo P5°. Akonahle bude cena produktu

rovna Pz°, firma sa rozhodne investovat do projektu.
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Tvrdenie 2.2.1.
R+~v-1

> }ﬁ(cwﬂ)

- |

Dokaz. Ukazeme, 7e ak ma P spliiat okrajové podmienky, tak musi byt rovné Ppe v tvr-

deni. Nase okrajové podmienky st

ApP — py PR _ (e+pD)™E
pl-=R)(1-~v=-R)(1-F-R) p(1-R)
ﬁAPﬁfl _ (1 - R)B’YP_R

p1-R)(1-~v—-R)(1-3—R)
Prvia okrajovi podmienku vynésobime 3

54D — FypPr _ BletpD)'™"

pA1-R)(1-y-R)(1-5-R)  p(1-R)

Druht okrajovii podmienku vynasobime P

(1— R)gyP""
pI—R)(1—~—R)(1—5—F)

Obe rovnice dame do rovnosti a upravime

BAPP =

(1— R)BPI" _ Py PR _ Bletph)'
PR -B0-F-8) pl-Bi-7-R0-F-B o0 F)
A-R-B)BPR  _ Ble+pl)' "
LRI -RO-F-B o0k
P 1-
oy S G

Pl—R: |:fy+§_ 1:| (C+p[)17R

P

[R+7—1

1

TR

c+pl O
=
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3 Projekt s koneénym c¢asovym

horizontom

V tejto kapitole budeme uvazovat rovnaki situaciu ako v predchadzajicej, len s jed-
nou vynimkou. Projekt bude svkoneénym ¢asovym horizontom. To znamené, ze ak firma
do projektu investuje sumu I, bude jej produkt prinasat len po dobu T rokov. Pri vypocte
hodnoty projektu nastane zmena pri vyjadreni o¢akavanej(strednej) hodnoty budticich
diskontovanych prijmov. KedZe buduce prijmy si len T' rokov od ¢asu investovania, in-
tegrovat budeme len do ¢asu T. Ako sme spominali uz v c¢asti 1.1, firma si na investi-
ciu do projektu pozi¢ia. Pocas trvania projektu bude z dlznej sumy platit len turoky,
no po skonceni projektu musi vratit aj dlznt sumu. Tito dlzni sumu musime este zdiskon-
tovat do ¢asu hodnotenia projektu. Toto taktiez zahrnieme do hodnoty projektu. Postupne
v tejto kapitole odvodime pre takyto projekt investi¢né pravidlo pre rizikovo neutralneho

investora P, ako aj pre rizikovo averzného investora PZ.

3.1 Hodnota projektu pre rizikovo neutralneho investora

Pri vypoc¢te hodnoty projektu s koneénym ¢asovym horizontom budeme postupovat
podobne ako v ¢asti 1.4. Hodnotu projektu budeme pocitat rovnako, akurat prijmy
budeme integrovat len do ¢asu T a odpocitame zdiskontovani dlzni sumu, ktori musi

firma po skonceni projektu vratit. Hodnota projektu teda bude

T
Vi (P) = E, / e P (Pr—c—pldt ]| —e T
0
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Opét vyjadrime stredni hodnotu v integralnej forme a zamenime poradie integrovania

T
Vi(P)=E, /ept(Pt —c—phdt | —e T =

0

00 T

= / / e (P, —c—pldt | f(P)dP, —e "] =
0 0
T 00

= /e_pt /(Pt —c—pl) f(P)dP, | dt —e "I
0 0

Vnitorny integral sme uz spocitali v ¢asti 1.4. Podl'a tvrdenia 1.4.1 sa vnatorny integral

rovna
o0

/(Pt—C—P[)f(Pt)dPtIPeat—C—Pl
0
Takze mozeme pristiupit k vypocitaniu hodnoty projektu s koneénym ¢asovym horizontom

pre rizikovo neutralneho investora.

Tvrdenie 3.1.1.

VEI(P)= [ e (Po—c—pl)f(P)dP, | dt —e "I =
[\

e ! (Peo‘t —c— p]) dt —e T =

T — g TT— °

T
Pe=P=9tqt — (¢ + pI) /e_ptdt —e T =
0

I
>

[ ef(pfa)t

] e[ -

P lo
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—(p—a) p-a -0 P
o (1—6_T("_°‘)) —g(l—e_pT) -1 O

—(p—)T 1 -T 1
:P(6 + )—(cﬂﬂ)(e +—)—e‘PTI:
P

3.2 Investi¢né pravidlo rizikovo neutralneho investora

Vlastnosti moznosti investovat-opcie, ktord mé firma, st rovnaké ako v 1.5. Zmenila sa
len hodnota projektu. Preto bude hodnota tejto opcie rieSenim nasledujicej diferencialnej

rovnice s novymi okrajovymi podmienkami.
1
5aQPQF”(P) +aPF'(P)— pF(P) =0
F(Py) = Vy (Py)

FI(PY) = Vi'(PY)

V 1.5 sme odvodili, Ze vieobecnym riefenim diferencialnej rovnice je F(P) = APS.
Pripomenime, 7e sme uz vyuZili podmienku ]Linlo F(P) = 0. Parameter [ je kladnym

rieSenim kvadratickej rovnice

Lo%0(3—1) +af—p=0

Pomocou okrajovych podmienok néjdeme ivesti¢né pravidlo PZ. Akonahle bude cena

produktu rovna PL, firma sa rozhodne investovat do projektu.

Tvrdenie 3.2.1.

=gy 0= i)

Dokaz. Ukazeme, Ze ak ma P splhat okrajové podmienky, tak musi byt rovné PR° v tvr-

1 — e T(p—a)

deni. Nase okrajové podmienky st

APP —

1 — o~ Tlo—a)\ _ E (1 _ =rT\ _
L) - S e

BAP = L (1 T



Upravime prva okrajovii podmienku vynasobenim (3

BAPP = pﬁ_Pa (1—e o)) — % (1—e ") —BI

Druhti okrajovih podmienku vynasobime P

BAPS — p_ia (1= =Tl
Obe rovnice ddme do rovnosti a upravime
Py B ey Ry
5 (% (1—e)+ I) = f:ip (1 — e T(-e))
| (s(1—em)+1)

1 — e Tl—o)

P:%(p—a

3.3 Rizikovo averzny investor

V tejto casti spomenieme vysledny tvar hodnoty projektu s koneénym casovym hori-
zontom VI a tvar investi¢ného pravidla P} pre takyto projekt pre rizikovo averzného in-
vestora. Konkrétne vypocty tu pre ich rozsiahlost nebudeme uvadzat, mozno ich v8ak najst
v apendixe A. Kombinaciou uvah v predchadzajicich ¢astiach tejto kapitoly a casti 2.1

dostavame nasledujice vysledky.

T — ﬁfYPl_R —Tp(1=B=R)(1—y—R)
VR(P)_p(l—R)(l—’y—R)(l—ﬁ—R)(1_6 By >_
B R

1 _ _ B A\ o
pT — {‘R;ﬂ_ 1} B <(C+P])1 (L) 4 pe T R) B
R —Tp(1—B—R)(1—v—R)
v 1—e By

34



4 Porovnanie a vysledky

Tuto kapitolu venujeme analyze vysledkov, ktoré sme dostali v predoslych kapitolach. Na-
jskor ukazeme, ze vSetky modely ¢o sme skiimali st limitnym pripadom modelu s rizikovo
averznym investorom a projektom s koneénym c¢asovym horizontom. f)alej sa budeme za-
oberat zavislostou investi¢ného pravidla od vybranych parametrov, konkrétne R, T a o,
a to vo vSetkych modeloch. Z grafického zobrazenia zéavislosti vyslovime hypotézy, niek-
toré dokdzeme a slovne interpretujeme. V castiach 4.1 az 4.3 analyticky dokédZzeme vSetky
vyslovené hypotézy. V zavere Casti 4.4 a v Casti 4.5 uvedieme hypotézy, ktoré sa nam vsak
pre ich zlozitost analyticky dokazat nepodarilo, pripadne sme ich dokazali len pre vybrané

ohraniCenie parametrov.

Pre zopakovanie a lepSiu orientaciu v texte tejto kapitoly uvedieme vSetky investi¢né

pravidla, ktoré sme v predoslom texte odvodili.

51 ;
Ri~_1]7TF
Pp” = [ ! ] (c+ pI)
v
< —pT
PT:i( _a)< (1 € )_'_[)
M-t P 1 — e T(p—a)
o - - TR\ TR
pr_ M] I-R ((C—i—p[)l B (1= e#T) 4 peeTT! R) 7
" v ~Tp(1-B-R)A-7~R)
1—e By
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4.1 Limitné pripady R=0a T — o0

V casti 1.2 sme uviedli, ze R = 0 zodpoveda rizikovo neutralnemu investorovi. Preto by
sme od vyslednych investi¢nych pravidiel oc¢akavali

lim P’ = Py
R—0 R N

lim P = PL
R—0 R N

Prirodzene taktiez o¢akavame, ze bude platit

lim Py = Py
T—o0

: T fo'e)
Thm Py = Pp
—00

Posledné dve rovnice nie je tazké dokazat, staci spocitat jednotlivé limity. Vyuzijeme, Ze

lim e *T =0, k>0

T—o00
Potrebné je len dokazat, ze

By
p(l=B-R)(1-v-R)

Pripomenme, 7e § > 1 a v = %Qp. 7 toho je zrejmé, ze v < 0. Citatel je teda zaporny.

Kedze f > 1al—R <1, tak 1 — R— [ < 0. Taktiez kedze v < 0a 1l — R > 0,

>0

tak 1 — R — v > 0. Menovatel je teda tiez zaporny a cely zlomok je kladny.

Po dosadeni R = 0 do P§°, respektive PL zistime, Ze k dokdzaniu prvych dvoch rovnosti

potrebujeme dokézat nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 4.1.1.

B
-1

gl S
w77-(p ®ﬁ
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Dokaz. Zac¢neme z rovnosti, ktora chceme dokézat a postupnymi tpravami sa dostaneme

k rovnici, o ktorej vieme, 7ze plati. Obratenim postupu je dokaz hotovy.

y—-1_ B
PT—(P—a)ﬁ

p(By—=(B+v)+1)=08y(p—a)

V doékaze tvrdenia 2.1.3 sme dostali 3 +~v=1— 3—02‘

p(ﬁv—1+i—(§+1) =By (p—a)

2a
p 1+5702 =p—«

Opat vyuzijeme vysledok zo spominaného dokazu, tentoraz Gy = ;—22”

2000
A% 2p0? —roa

p—a=p—a

O

Dokazali sme vSetko, ¢o bolo potrebné k ukdzaniu platnosti Styroch rovnic z ivodu tejto

¢asti. NaSe vysledky v tomto teste vzajomnej konzistentnosti obstali a mozeme sa v d'alsich

¢astiach sustredit na ich analyzu. Z uvedeného vyplyva, ze vo vSeobecnosti stac¢i sledovat

zavislost P od jednotlivych parametrov. Zavislost pre Pg°, respektive pre Pl a Py

ziskame limitnym prechodom 7" — oo a R = 0.

4.2 Vplyv R a T na investi¢né pravidlo

Pokial nebude povedané inak, v nasledujucich ¢astiach budeme pre grafické znézorne-

nie vplyvu vybranych parametrov na investi¢né pravidlo pouzivat nasledovné nastavenie

parametrov.

c =950 I = 1000 p=0.08 a=0.04 oc=0.2 R=05

37



Tato cast venujeme analyze vplyvu pridania rizikovej averznosti do nasho modelu na in-
vesti¢né pravidlo investora. Nasledne sa pozrieme aj na vplyv pridania kone¢ného ¢asového
horizontu projektu do modelu na investi¢né pravidlo.

Ocakavame, ze pridanie rizikovej averznosti investora do zakladného modelu spdsobi zvyse-
nie hodnoty investi¢ného pravidla, kedZe rizikovo averzny investor, ktory sa boji rizika,
sa musi lepSie proti tomuto riziku zabezpecit. Zabezpeci sa prave vyssou cenou produktu
v ¢ase investovania, ¢im znizi riziko budicich strat. Pred tym, ako ukdZeme, ¢i model toto

nase ocakavanie potvrdi alebo vyvrati, dokdzeme si pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 4.2.1.

1
Inz >1——, Vo > 1
x

Dokaz. Lahko vidiet, Ze pre x = 1 nastava rovnost. Sta¢i nam teda ukéazat, Ze lava strana

rastie rychlejsie ako prava strana pre x > 1. Ukazeme, zZe (ln:p -1+ %)/ > 0, Vo > 1

1\ 1 11 1
Inz—1+=] ==-—-==(1-=]>0, Vo > 1 O
X X xTre X e

Teraz uz mozeme dokazat tvrdenie o rastticosti Pp° v zavislosti od R.

Tvrdenie 4.2.2.

POO
88]1; > 0, 0<R<1
Dokaz. )
Riy—1|1-R
gpx 0 ]
R~ | 6R] (c+pl)

K dokazu tvrdenia potrebujeme ukazat nasledovné.

~

OR

o |:R+71]11R
—— >0

Upravime tvar derivovaného vyrazu.

e R

— ¢l1-R o%
v
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Pristapime k derivacii.

Rty—1 =
M:emn<w> L (i =ty ! L
OR (1-R)® v 1-RR+~y-17

[Ry-1]7F 1 L (Rer-1\, 1
B y 1-R\1-R v R+~vy-1

Kedze v — (1 — R) < «y a obe strany nerovnosti st zaporné, tak plati %‘LR > 1. Oba

¢initele pred zatvorkou su teda kladné. Navyse na logaritmus v zdtvorke mozeme pouzit

predchadzajice tvrdenie. V zatvorke potom dostaneme

1 ) R+~v—-1 n 1 - 1 1 v n 1
n — =
1-R ¥ R+v—1 1—-R R+~v—-1 R+~v-1

1 R—-1 1 -1 1
1-RR+yv-1 R+v-1 R+~v-1 R+~v-1
Ked7ze aj zatvorka je kladné, tvrdenie je dokdzané. O

V siilade s nagimi oc¢akavaniami, rizikova averznost investora zapricini, ze bude na vhodnu
chvilu pre investovanie do projektu ¢akat dlhsie. Jeho investi¢né pravidlo je vacsie ako
investi¢né pravidlo rizikovo neutralneho investora. Tieto zavery néas neprekvapuju, skor

potvrdzuju, 7ze model zachytava pozadované vlastnosti modelovanej situacie.

Teraz sa pozrieme na vplyv skratenia trvania projektu na rozhodovanie rizikovo neutral-
neho investora. Ocakavame, 7e ¢im bude projekt trvat kratsSie, tym vyssia bude hodnota
investi¢ného pravidla. Investovani sumu musime totiz zarobit za kratsi ¢as, teda potrebu-
jeme vyssie ro¢né zisky. To zabezpecime prave vyssou cenou produktu v ¢ase investovania.

DokéZme teda nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 4.2.3.
oPT
— <0
or
Dokaz. Zderivujeme PF.

oPL g £pe T (1= e T0-) — (£ (1= ") +1) (p— ) e T~
or o1 (1— e To-)?
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Vyraz % (p — @) je kladny, ako aj menovatel zlomku je kladny. Stadi ukazat, ze Citatel je
zaporny. Ako prvé vyuzijeme, ze 0 < I. Ako vidime, dosadenim [ = 0 ziskame nasledujticu

nerovnost.
ce " (1- e_T("_O‘)) - (E (1—e") + I) (p—a)e Tl <
p

< ce T (1 — e_T(p_o‘)) — g (1 — e_pT) (p—a) e Tl—a) —

— e T _ e PTeTlr=0a) _ o= T(p=a) 4 oo=pT~T(p—a) € (1— e M) e Tomo) =
P

—a (1) T - (T - o) — cufa)

Chceme ukazat, 7e ziskané horné ohranicenie je zaporné. Kedze ¢ > 0, stac¢i ukazat ze

w(a) = (1 _ e—pT) e~ Tlp—a) _ (e—T(p—a) _ e—pT) <0

|2

Polahky vidime, Ze pre a = 0 a a = p nadobuda dané funkcia hodnotu 0. UkdZeme, Ze
na intervale a € (0, p) méa funkcia jedno lokdlne minimum, ¢o spojenim s w(a) € C*,
a € < 0, p > dokazuje, ze je na tomto intervale zaporné. Zderivujeme teda funkciu
w(a) . Nasledne ukazeme, 7Ze existuje prave jedno a € (0, p) také, ze derivicia funkcie
je nula. Potom eSte ukdzeme, 7ze pre a = p je tato derivicia kladnd. Tym dokiZeme, 7e
funkcia w(«) je zaporna pre a € (0, p).

oW _ o) 4 1 (1— e #T) e o) 1 & (1 e oT) T Tl

da p p

Polozme derivaciu rovni nule.

ow _ —T(p—a*) 1 _—pT\ —T(p—a*) a _ —pT —T(p—a*) __
90 Te +p(1 e )e —|——p (1 e )Te =0
1 o
—TH+-(1—e"M)+—T(1-e*")=0
S+ ST (e
s__ P 1
C Tl e T

—T(p—a”)

V prvom kroku sme rovnicu vydelili vyrazom e . Ty¥m sme nestratili ziadne rieSenia,

kedze pre 0 < a < p je tento vyraz kladny. Ked uz sme nasli bod lokdlneho extrému,
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potrebujeme ukézat, 7e naozaj lezi v potrebnom intervale. To, 7Ze a* < p je Tahko vidiet.

Potrebujeme este ukazat, 7ze a* > 0, ¢o je ekvivalentné s

p 1
- @@ > J—
l—e»r™ ™ T
1—e Pt
76 < 1
o
Vieme, 7e hn}) —¢”_ — 1. Potrebujeme teda este ukazat, 7e i=¢"— Je klesajica od T
1—e—rT _ _
0= e —p(l=c™)  —p _,
oT 02?2 02T?

Ukazali sme, ze a* € (0, p). Na tomto intervale ma nulovi derivaciu len v jednom bode. To
znamend, 7e funkcia w(a) na tomto intervale nie je konstantna. Jediny sposob, ako moze
funkcia w(a) byt spojitd a nadobudat v bodoch 0 a p nulovii hodnotu, je, Ze na tomto
intervale zmeni znamienko derivacie. To vSak moze len v bode o, ¢o znaci Ze tento bod

Bw(a)

je naozaj lokalny extrém. Teraz ukidzeme, ze pre a = p je > 0.

Ow oty L ol T(oa) . X (o o T(p—a)
S Te —|—p(1 e )e +p(1 e )Te

Polozme o = p. Dostavame

—T+1(1—e*pT)+T(1—e*pT) :l_epr (1+T)
p p p

Potrebujeme dokazat nasledovné

1 1
= >e T (— +T>
p p

T>1+4pT

pT >1n(1+ pT)

Dosadenim x = pT" > 0 do znamej nerovnice x > In(1+z), Vx > 0 dostavame platnost

nerovnosti p7" > In (1 + pT'). Otoc¢enim poradia ekvivalentnych operacii dostavame, 7e

aw(a)

v bode a = p je > 0. Tym sme dokazali, ze na Tavom okoli bodu p je derivacia

41



kladna. KedZe jedind moZnost zmeny znamienka derivacie je v bode o*, tak na pravom
okoli bodu o je derivéicia kladna. Tym je dokdzané, 7Ze w(«) mé na intervale (0, p) préave
jedno lokdlne minimum v bode a*. KedZe v krajnych bodoch tohoto intervalu je funkcia
nulova, tak vo vnitri intervalu je zaporna.

T

Tym sme dokézali zapornost Citatela vo vyjadreni BBLTN a tym padom aj celé tvrdenie. [

Zatial sme v tejto Casti ukéazali, Ze zvySenie rizikovej averznosti investora zvysi hodnotu
investi¢ného pravidla pre projekt s nekoneénym casovym horizontom. Rovnaky vplyv ma
aj skratenie doby trvania projektu pre rizikovo neutralneho investora. Co sa viak stane,
ak tieto dva vplyvy skombinujeme? Ttuto otazku zodpovieme v zavereénych castiach tejto

kapitoly.

4.3 Vplyv o na investi¢né pravidlo pre projekt s nekonecnym
¢asovym horizontom

V tejto casti sa budeme venovat analyze vplyvu volatility ceny produktu o na jednotlivé
investiéné pravidla. Zacneme vplyvom na Py’ a pokracovat budeme s Pp°. Pre zaciatok
sme na obrazku 4.1 znazornili zavislost Pp° od 0. Ako vidiet na obrazku, pre R = 0,
P je rasttice v zavislosti od 0. To znamend, Ze aj rizikovo neutralny investor s rasticou
volatilitou vyzaduje na investovanie do projektu vyssiu cenu produktu. Rovnakia vlast-
nost vidime aj pre R > 0, dokonca sa zda, 7ze vplyv volatility je pre rizikovo averzného
investora vyraznejsi. To nas vedie k hypotéze, Ze Pg° rastie rychlejsie pre R vicsie. Uve-
dené hypotézy postupne dokdzeme, za¢neme rastiicostou Py v zéavislosti od o. Pred tym
v8ak v nasledujicom tvrdeni sformulujeme a aj dokdzeme pre dalie vypocty uzito¢né

vlastnosti.
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Obr. 4.1: Zavislost Pp° od o pre rozne hodnoty R

Tvrdenie 4.3.1.

p—af >0

8—ﬁ<0, Vo > 0
do

9L

B_1>O, Yo >0
do

Dokaz. Prva nerovnica vyplyva z kvadratickej rovnice, ktort 8 splia. Jednoduchym

preusporiadanim rovnice dostavame
L,
/)—045250' B(B—1)

Ked7ze 8 > 1 je uz zrejmé, 7e p — af > 0.

Druhu nerovnicu budeme dokazovat zderivovanim (. Z ¢asti 1.3 vieme, Ze

1 « a  1\? 2p
ﬁ—é‘ﬁﬂ/(;‘é) T




Prikro¢me k derivécii a postupnej tiprave

o5 _20 32(E-3)(F)-%) 20, 25+a-2
Jdo o3 \/(%_%)2+3_§ o3 03\/(;‘—2—%)2+3—§

Z rovnice pre 3 vyplyva, ze odmocninu v menovateli vieme zapisat aj v tvare § — % + 5

0B 2« —23—§+a—2p_2a(ﬁ—%+%)—22‘—§+a—2/}_

— 4+ o
oo (1) SRRy
B 2aﬁ—a+22‘—z —23—§+a—2p _ 2(p—ap) <0
A1+ A1+
V poslednom kroku sme pouzili prvii nerovnicu tohoto tvrdenia, ktorti sme uz dokazali.
Pri dokazovani tretej nerovnice za¢neme s derivovanim %
B
055 _(B-1)-p 0
do (3—1)°> Oo

Opét sme v poslednom kroku vyuzili predosla nerovnicu tohoto tvrdenia. O

Ked uz sme toto tvrdenie dokizali, mézeme ho vyuzit k dokazu rasticosti Py v zavislosti

od o. Preto sformulujeme a polahky dokdZeme nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 4.3.2.

ai>0, Yo >0
Oo
Dokaz.
- (G +1)
PRP=——(p—a)|—+1
ory c 3%

Ukazali sme, ze u rizikovo neutralneho investora s rasticou volatilitou rastie hodnota
investi¢ného pravidla. Je to pochopitelné, kedZe pri vicsej rizikovosti ceny produktu je
moznost pockat s rozhodnutim cennejsia. Pristipme teraz k dokazu rasticosti investi¢ného

pravidla v zavislosti od o aj pre R > 0. Najskor dokdzeme nasledovné tvrdenie.
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Tvrdenie 4.3.3.

aR—i—’y—l
i
£ >0
Dokaz. Upravime zlomok a zderivujeme

R+~v-1 _ R—-1 4

8 Y
pit=l  pE-L o1 §=5 2

R — :(R—l)—”:(R—l)i:(l—R) 0_8_5+2’ﬁ

do do do do 2p 0o 2p

V dokaze tvrdenia 4.3.1 sme odvodili nasledovné

98 __~2p—af)
o0 " A (B-1+3)

1
p—af= §U2ﬁ(ﬁ -1)
S vyuzitim tychto poznatkov upravime vyraz tak, aby bolo zjavné ze je kladny.

~1?8(3=1)  fo] _
po(B=3+3)  »

0= o2 —2(p—af) | Po

9 _“_3450%Wﬁ+%>+?':“_m
(1—R)ﬁa{1_ g—1 ]

P) 28—1+2%%

Kedze plati § —1 <28 —1+ 3—02‘, vysledny vyraz je kladny a tvrdenie dokazané. O

Teraz uz l'ahko dokédZeme rasticost investi¢ného pravidla pre rizikovo averzného investora
v zavislosti od volatility ceny produktu.
Tvrdenie 4.3.4.

IPgy
Oo

> 0, o> 0, 0<R<«1

Dokaz.

B aR4ny—1

P 1 [R4~y—1]7r 0=

aR:1 R[ T } sr—(ctpD)>0.  0>0, 0<R<I
o — 0% o

V poslednom kroku sme vyuzili tvrdenie 4.3.3 a nasledujice

R+~—-1 R-1
v Y

+1>0 O
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Teraz este ukdzeme, zZe ¢im je investor rizikovo averznejsi, tym je jeho investi¢né pravidlo
citlivejSie reaguje na zmenu volatility ceny produktu. Chceme teda dokézat nasledovné

tvrdenie.

Tvrdenie 4.3.5.
82]3}%0
0o0R

>0

n . ) ., . . . . . .
Dokaz. Ukdzeme, ze - je rastica v zavislosti od R. Z dokazu tvrdenia 4.3.4 vieme, Ze

_R_ aR+~v-—1
P 1 —1]7F 07—
oPg lRJrv ] " (et pl)

90 1-R v do

Zderivujme teda tento vyraz podla R.

PPy
000R

o (522) -
— — _R_ Riy—=1 9 [Rﬂ—l} 1R
1-R ~ 0o R+~—_1]TF 1 0

= (c+ pl) [ J } + . .

OR v 1-R Oo OR

Najskor ukdzeme, ze prvy séitanec je nulovy. K tomu potrebujeme ukazat nasledovné

6R+W71
(e ")
=0

OR B

V dokaze tvrdenia 4.3.3 sme odvodili, Ze

OMEE (1-R)fo [1 ! }

0o p 281+ 3—02‘
Vynasobenim ﬁ% sa tento vyraz stane nezavislym od parametra R, a teda
o = o s B-1
1 ol o _
I-R 9o _37 [1—m} 0
OR B OR B

Teraz staci ukazat, ze druhy s¢itanec je kladny. K tomu potrebujeme ukazat nasledovné.

~

OR

3[@]%>0
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Zderivujeme a upravime.

R
Rin—1|1-F R Riy—1
%) [—] derim ()

v
OR OR -
:lR+v—1}1”%(1—R+Rln(R+v—1>+ R 5 1)2
Y (1-R)? ¥ 1-RR+~v—1x

1 RJrv—leiR 1 R+~v—-1 R
= In +
1-R vy 1-R ¥ R+~v-1

Potrebujeme ukazat, ze posledna zatvorka je kladna. V dokaze tvrdenia 4.2.2 sme ukazali,

ze # > 1. Opit teda vyuzijeme tvrdenie 4.2.1 a dostavame

1 R4+~v-1 R 1 v R
In + > 1- + =
1-R ¥ R+v—1 1—-R R+~v—-1 R+~v-1

1 R—-1 R R—-1
= + = >0
1-RR+yv—-1 R+4+~v-1 R+~vy-1

a[R+W*1]%

- l je kladna. Tym sme

Dokazali sme teda, 7e posledna zatvorka vo vyraze pre o

AR TS R 2P . . . U .
dokazali ze aj druhy sc¢itanec v ——& je kladny a zaroven aj celé tvrdenie. O
JdoOR

V tejto casti sme tikazali niektoré vlastnosti vplyvu parametra ¢ na investi¢né pravidlo
pre rizikovo neutralneho i rizikovo averzného investora. Ukazali sme, ze rizikovo averzny
investor reaguje citlivej§ie na zmenu rizikovosti ceny produktu ako rizikovo neutrilny
investor. To je v siilade s naSimi oc¢akavaniami. Obaja investori pri naraste rizikovosti ceny

produktu vyzaduji vysSiu cenu preduktu k tomu, aby sa rozhodli do projektu investovat.

4.4 Vplyv o na investi¢cné pravidlo pri réznej dobe tr-
vania projektu

V tejto casti zanalyzujeme vplyv volatility ceny produktu na hodnotu investi¢ného pravidla
pri roznych dobach trvania projektu. Pre zaciatok uvedieme obrazok, ktory znézornuje

investi¢né pravidlo rizikovo neutralneho investora v zavislosti od parametra o pre vybrané
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Obr. 4.2: Zavislost P od o pre rozne hodnoty T

trvania projektu. Prvi vlastnost, ktoru si pri pohlade na grafické znézornenie zavislosti
vSimneme, je Ze pre vSetky znazornené doby trvania projektu je tato zavislost rastica.
Tuato vlastnost si dokdzeme ako prvi. Nasledne dokazeme, ze ¢im trva projekt dlhsie, tym

je miera tohoto rastu mensia. Za¢nime teda s dokazom nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 4.4.1.

})T
a—ﬂ>0, Yo >0
Oo

Dokaz. Tento dokaz je velmi jednoduchy. Staci investi¢né pravidlo zderivovat a s vyuzitim
tvrdenia 4.3.1 vidime, ze vSetky ¢initele v tejto derivacii si kladné.

£ (1 - e*pT) + 1
s B sl
PN - ﬁ _ 1 (p O{) 1 _ G_T(p_a)
ory c(1—e?") +105%5
0P _ (- ay 2 )+ 1 95
oo 1 — e Tl—a) oo

> 0, Vo >0 O

Teraz chceme ukazat, ze pri kratSom trvani projektu reaguje investor na zmenu volatility

ceny produktu citlivejsie.
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Tvrdenie 4.4.2.
2Py

0coT <0

A . y . . OPL ,
Dokaz. Tento dokaz zacneme zderivovanim —52- podla T'.

,‘iﬂe“’T (1— e Tlhm)) — (/—‘; (1—eT) + I) (p—a)e Tl
(1 — e Tl=))?

OodT

B
o*Py _ 95
-«
—(p—a)
9L
Vyraz (p — a)—5=+ > 0, ako aj menovatel nasledujiiceho zlomku je kladny. To, Ze citatel
zlomku je zaporny, sme dokazali uz pri dokaze tvrdenia 4.2.3. Z toho vyplyva, 7e tvrdenie

je dokézané. O

Dokazali sme obe vlastnosti vplyvu parametra ¢ na investi¢né pravidlo rizikovo neutral-
neho investora. V casti 4.2 sme ukézali, Ze pre kratSiu dobu trvania projektu sa zvysi
hodnota investi¢éného pravidla. Tu sme naviac ukézali, Ze tento rozdiel v hodnote in-
vesti¢ného pravidla sa zvySuje s rastiicou o. Pri vic¢sej volatilite sa treba voci skrateniu
projektu zabezpecit viac ako pri malej volatilite. Teraz sa pozrieme na rovnakd zavis-
lost pre rizikovo averzného investora. Ako vidime na obrazku 4.3, u rizikovo averzného
investora méa vplyv o trocha odlisné vlastnosti. Zda sa, ze zavislost investi¢ného pravidla
pre kazda dobu trvania projektu je rastica. Vidime, 7e pre ¢ malé, podobne ako u rizikovo
neutralneho investora, je investor citlivejsi na zmenu parametra o pre kratsiu dobu tr-
vania projektu T'. Avsak pre o velké, narozdiel od rizikovo neutralneho investora, pri dl-
hsom c¢asovom horizonte projektu je rizikovo averzny investor citlivejsi na zmenu parame-
tra o. Rasticost hodnoty investi¢éného pravidla v zavislosti od o dokazeme, avSak len
pre 02 < p+a.

Tvrdenie 4.4.3.

oPL

0
0a>
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Obr. 4.3: Zavislost P od o pre rozne hodnoty T'a R = 0.5

Dokaz. Postupne zderivujeme oba ¢initele v PE podla o. Za¢neme prvym.

_1

G IO 1S L
Oo :1—R[ 0% } Oo B
1 [R+7—1rﬁ[R+7—1‘Wﬂﬁ%ﬂ
1-R gl Y do

Pomocou tvrdenia 4.1.1 upravime nasledovny vyraz

R+7—1_§+7—1__Rﬁaz+p—a 3 _ﬁ(p—a—"; (ﬁ_l)>
vy 2p p B-1 p(3—1)

S vyuzitim tohoto tvaru a derivicie daného vyrazu podla o odvodenej v dokaze tvrdenia
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4.3.3 dostavame

_1

a|:R+;/71i|1*R_ . [R+7—1]ﬁlR+7—l}_la[R+;/l] )
0o 1-R y y 0o B

_[R+y—1]rE p(B-1) 1 aﬁ(l—R)[l_ 51 ]:

v 1 Blp—a-FRE-1))1-R p 26 -1+
[R+y-—1]7F o(8—1) {zﬁ—ui—‘;—ﬁﬂ]_
1 ¥ | p—a—"—;R(ﬁ—l) 26—1+i—3‘ B
:'R+7—1'ﬁ o(B—1) { B+% }

v 1 p-a-FRE-1)26-1+3

Zderivujeme aj druhy ¢initel v PE podla o. Najskor vSak spoc¢itame pomocnii derivaciu.
Vyuzijeme pri nej tvrdenie 2.1.3
P=TAI=BRO==R) 9T (p—a(l - R)+ 5 R(1 - R))

By _ — _
p = gy = ToR(l R)

Uz mozeme pristupit k derivacii druhého céinitela

1
P e il Lt S T
_Tp(l—=B-—R)A—y—R)

l1—e By

Oo

_R_

C1-R\p - <1_€WW)2

e 5 (~ToR(1 — R)) =

.. 1-R 1 —T...
= ( i) —manmaaw ¢ 0 (—ToR)
1—ebv 1—c¢ By

Z uvedenych derivécii oboch ¢initelov uz lahko ziskame derivaciu Pg

0,2
8P§ _ pT o(f—1) B+ i_CQ‘é efT(P*a(lfR)Jr?R(l,R)) ToR
do "\p-a-ZREB-1)28-1+% | -7(r-a0-R+5RO1-R))

Cast pred zatvorkou je zjavne kladna. Potrebujeme teda ukéazat, 7e zatvorka je kladna.

Ako vidime, od doby trvania projektu 7' zavisi len druhy s¢itanec v zatvorke. Ukazeme,
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ze jeho zavislost od T je rastica.

3% (k;e*TkT — e*Tk) (1 — e*Tk) + e ThTe Tk

p— R pr—
oT (1 _ e_Tk)2 g
| TheTF — Tk — The T Tk 4 o~ TheTk | The~The T o
N (1— e Th)? o
e Tk (Thk — (1 —e Tk
e o)
(1 — e~ Tk)

kde k =p—a(l —R) + "Q—QR(l — R). Pomocou tvrrdenia 4.2.1 sa lahko ukaze, ze Tk >
1 —e 7% pre k > 0, ¢o vyhovuje nasim potrebam, kedze p — a(1 — R) + "—;R(l —R) > 0.
To znamené ze druhy scitanec je rastici od T a cela zatvorka nadobida svoje minimum
pre T' = 0. Stadi teda ukazat, Ze je kladné pre T' = 0. Dosadme ttuto dobu trvania projektu

. . e . T ~Tk )
do nasho vyrazu. Vyuzijeme pri tom, ze lim 1667_72 = % Dostavame
T—0

o(f—1) B+2% oR

p—a—%RB-1)20-1+% p—a(l-R)+5R(1-R)

Teraz ukazeme, 7e p—a— "Q—QR(B— 1) > 0. Ked7e R < 1, sta¢i nAm tto nerovnost dokazat
pre R = 1. f)alej parameter a vieme zapisat v tvare a« = Ap, kde A € (0,1). Upravme

teda dany vyraz

o2 o2 1 « a  1\? 2p
pramg@ml=pmamy ‘5‘?*\/(?‘5) =l

Potrebujeme teda ukazat, ze

A 2 e 22— 1
p<1—§)+0—>\/ L k)




KedZe obe strany sd zjavne kladné, mdZzeme ich umocnit. Dal§imi ipravami dospejeme k
)

pravdivému tvrdeniu a obratenim postupu je tato ¢ast dokazu hotova.

A 2\ 2 222 29 _ )\ 4
((1-2)+2) > 22 P o

9 4 4 4 16
2

(LAY D) ot e -3 o
2 9 16 4 2 16

A2 N2

1-2 Z

(1-3) -3

A2 \2

D A

Ty

1>

Dokazali sme teda, 7e p — a — "—22 (6 —1) > 0. Vratme sa teraz k naSmu podovodnému

problému. Chceme ukazat kladnost vyrazu

o(f—1) ﬁ+i—‘;‘ oR

p—a—ZRB-1)20-1+% p—a(l-R)+%ZR(1-R)

Tento vyraz mozeme vynasobit vyrazom % (,0 —a— ”—22 (6 — 1)), kedZe je kladny. Dosta-

vame

G-n(+%)  Flo-o-5AE-D)

20—1+%  p—a(l-R)+ZR(1-R)

Ako vidime, od parametra R je zavisla len od¢itavana ¢ast. Ukdzeme, Ze je rastica od R,

a teda cely vyraz sa da zdola ohranicit polozenim R = 1. Po tprave od¢itavanej ¢asti ju

zderivujeme podla R.

R(p—a—”—jR(ﬁ-l)) _p—a—”—;R(ﬁ— )
p—a(l-R)+ZR(1-R) P2 +a+% 2R
p—a—éR(ﬁ—l) o2 —a o2 o2 o2 —a
Oty —5B-) (5 +a+5-5R) - (p—a-FRE-1) (-5 -
o (55t g~ 5 R)
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Potrebujeme ukézat, Ze tato derivécia je kladné. Sta¢i ukazat Ze menovatel je kladny.

0.2 2 4

~ SV a)g—aT (1) = LB 1)+

e

C—f o5 1)(p- )k + TBE-1) - T (3-1) =
~ 1 a)

Ukéazali sme, ze od¢itavany clen je rastici od R, a teda mozeme cely vyraz ohranicit
polozenim R = 1. Dostavame

G-n(+z) (pm0m50E-)
26 -1+ 2%

Upravme teraz ¢itatel prvého zlomku.

Dosadime do naseho vyrazu a vynasobime ho p(20 — 1 + i—‘;)

2 2 2 2
U—g(p—a)—(p—a) (2ﬁ—1+£)+%(ﬁ—1) (5—1+ﬁ+0_—2‘)

Zi—g(/)—&)—(p—a) <2ﬁ—1+i—f)+%2(5—1)2+(;2(ﬁ—1) (ﬁ+i—‘j)
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Opét pouzijeme (8 — 1) (5 + i_o;) _ 2(p—)

2 2 2 29(, _
=)= (p=0) (25—1+0—3)+%(6—1)2+%%:
2 2 9
=(p—a) (0—2—2ﬁ+1—0—3+1)+%(ﬁ_1)2:
— )2 )
:2(27260_2(p_a)(ﬁ_1)+%(6—1)2:

:<\/§(p—a)_a(ﬁ—1)>2>0 -

Dokazali sme rasticost hodnoty investi¢ného pravidla rizikovo neutralneho investora v zavis-
losti od o, ale len pre o < \/p+ a. Tazko si vSak predstavit, #e by pre o > Vp+asa
pri zvySeni volatility ceny produktu hodnota investi¢ného pravidla znizila. Druhu vlast-
nost nebudeme dokazovat, poktsime sa vSak priblizit, preco by mohla platit. Zda sa, Ze
na spravanie rizikovo averzného investora posobia dva faktory. Prvy je, ze pre kratsSiu
dobu trvania projektu potrebujeme investovani sumu zarobit za kratsi ¢as. To podobne
ako u rizikovo neutralneho investora, sposobuje vyssiu hodnotu investi¢ného pravidla pre
projekt s kratSou dobou trvania. Druhym faktorom je, 7e pre dlhSie trvajiaci projekt je
celkové riziko projektu vacsie. Parameter o totiz vyjadruje ro¢nii mieru volatility ceny pro-
duktu. Rizikovo averzny investor sa u dlhsie trvajiceho projektu potrebuje proti tomuto
vacSiemu riziku zabezpecit, ¢o sposobi vyssiu hodnotu investi¢ného pravidla. Ako sa zda
na obrézku, pre o malé prevazuje vplyv prvého faktora, no s rasticou o postupne vplyv
druhého faktora prevazuje nad vplyvom prvého faktora. To sposobuje roznu citlivost od

zmeny o pre mala a velkd ro¢ni mieru volatility ceny produktu.

Je logické, ze vplyv druhého faktora klesa s klesajicou averznostou investora. Ako ukazuje
obrazok 4.2 pre rizikovo neutralneho investora, pre neho je vplyv druhého faktora nulovy.
Na obrazku 4.4 si ukdzeme, ze vplyv druhého faktora pre ¢ malé ma opacny vysledok,
ako by sme ocCakavali. Pre malé o vplyv druhého faktora znizuje hodnotu investi¢ného

pravidla. To moze mat za nasledok, Ze pre malé ¢ a vhodnej dobe trvania projektu je
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hodnota investi¢ného pravidla rizikovo averzného investora nizsia ako rizikovo neutral-

neho investora.
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Obr. 4.4: Zavislost P od o pre R=0a R=05aT =5

4.5 Vplyv parametra R na investi¢né pravidlo pre pro-
jekt s konecnym ¢asovym horizontom

Intuitivne by sme oc¢akavali, ze rizikovo averzny investor investuje neskor ako rizikovo neu-
tralny. Uz v predchadzajtcej ¢asti sme vSak naznacili, Ze numerické vysledky nasho modelu
spochybniuju vSeobecnu platnost tychto o¢akavani. Na obrazku 4.5 sme znazornili zavis-
lost hodnoty investi¢ného pravidla od miery rizikovej averznosti investora. Ako vidime,
v mnohych pripadoch je derivicia %’E v bode R = 0 zaporna. KedZe bod R = 0 pred-
stavuje rizikovo neutralneho investora, zapornost tejto derivacie by dokazala, 7e pre hod-

noty parametra R blizke nule je hodnota investi¢ného pravidla nizsia. Numerické vysledky
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dalej naznac¢uju, Ze zavislost PE od R je konvexnd. To znamené, 7e ak pre vybranii dobu
trvania projektu je deriviacia v bode R = 0 kladna, tak kladna bude aj pre R > 0. Ak
je vsak derivicia v bode R = 0 zapornd, tak mnozina hodnot parametra R, pre ktoré je
hodnota investi¢ného pravidla nizgia ako u rizikovo neutralneho investora, ma tvar (0, R*).

. ., . OPF . « Ao .
Zéapornost derivicie -2 v bode R = 0 sa nam v8ak dokizat nepodarilo.

Aby sme lepsie demonstrovali vplyv doby trvania projektu na znamienko tejto derivacie,
zobrazime na obrazku 4.6 hodnotu derivacie %ié v bode R = 0 v zavislosti od doby tr-
vania projektu. Z obrazka vidno, Ze pre ve[mi kratke trvanie projektu je derivacia kladné
a rizikovo neutrdlny investor investuje skor ako rizikovo averzny investor. Z casti 4.2

. . I . . . 9PF . .
vieme, Ze pre nekone¢ny cCasovy horizont je —X kladnd, a to aj v bode R = 0. Preto

lim

1 > 0, ¢o znamenéa Ze pre velku dobu trvania projektu je tato derivacia opat
— 00

2y
OR |R=0

< 0, ma tvar

. o SV . .. . oPT
kladna. Numerické vysledky naznacuji, ze mnozina T takych, ze Z# |,

(Tonin, Tinaz) @ nie je zanedbatelna.

Spomenuté vysledky nas vedu k hypotéze, ze v mnohych pripadoch rizikovo averzny in-
vestor v nasom modeli pre konecénii dobu trvania projektu investuje skor ako rizikovo
neutralny investor. Ttto hypotézu sice nevieme dokazat, snazili sme sa ju vSak podlozit
numerickymi vypoc¢tami a ich analyzou. Taktiez méZeme pripomenit naSe vysvetlenie
z predoslej casti, kde sme komentovali rozliéné vlastnosti vplyvu parametra ¢ na in-
vesti¢né pravidlo rizikovo neutralneho a rizikovo averzného investora pri roznej dobe trva-
nia projektu. Rizikovo neutralny investor na skratenie doby projektu reaguje zvysSenim in-
vesti¢ného pravidla, pricom toto zvySenie je imerné parametru o. Vysvetlili sme to potre-
bou zarobit investované peniaze za krat$i ¢as, ¢o zapri¢ini narast investi¢ného pravidla,
pricom vys$sia volatilita ceny produktu samozrejme sposobi vysS$i narast hodnoty in-
vesti¢ného pravidla. U rizikovo averzného investora posobili dva faktory. Prvy je totozny

ako u rizikovo neutralneho investora, ¢ize skratenie doby trvania projektu zapric¢ini narast
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investi¢ného pravidla. AvSak posobi na neho aj druhy faktor. Pre dlhSie trvajuci projekt
je celkové riziko spojené s vyvojom ceny produktu vacsie. Vo¢i tomuto narastu rizika sa
rizikovo averzny investor musi zabezpecit narastom investi¢ného pravidla. Tento faktor je
vyznamnejsi pre ve[ké hodnoty o, ¢o sposobuje rozne reakcie rizikovo averzného investora
na skratenie projektu pre réozne hodnoty o. Obrazok 4.4 naznadil, ze pre malé hodnoty
parametra ¢ moze mat druhy faktor opa¢ny vplyv na hodnotu investi¢ného pravidla
rizikovo averzného investora a docielit jeho niz$iu hodnotu ako u rizikovo neutralneho in-
vestora. Prave toto rozdielne spravanie investorov pri zmene doby trvania projektu moze
podporit nasu hypotézu.
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Obr. 4.5: Zavislost PE od R pre rozne hodnoty T
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Zaver

Teoria redlnych opcii opisuje spravanie rizikovo neutralneho investora pri investi¢nom
rozhodovani. V skutocnosti sa vSsak mnohi, najma mensi investori, spravaju rizikovo
averzne. Rizikovéa averznost je dolezitou suc¢astou Tudskej povahy, povahy firiem a vyrazne

ovplyviuje ich spravanie.

Cielom tejto prace bolo analyzovat vplyv investorovej averzie k riziku na jeho opti-
malne rozhodovanie. Rizikovo averzného investora sme modelovali ako agenta maximalizu-
jiceho svoju o¢akavani uzito¢nost. Vhodnou volbou funkcie uZito¢nosti sa nam podarilo
modifikovat a nasledne aj analyticky vyriesit zakladny model redlnych opcii pre projekt
s nekone¢nym trvanim. Analyzovali a interpretovali sme vplyv najdolezitejsich parametrov
modelu na vysledok. Ukéazali sme, ze vysSia miera averzie k riziku zapri¢ini vyssiu hodnotu
investi¢ného pravidla a sposobi oneskorenie investicie. Taktiez sa nadm podarilo ukazat,
ze rizikovo averzny investor reaguje citlivejSie na zmenu volatility ceny produktu, ako

rizikovo neutralny investor.

Uvedeny model sme nésledne rozsirili o kone¢ni dobu trvania projektu. Ukézali sme, ze
aj v tomo pripade vieme analyticky odvodit investi¢né pravidlo pre rizikovo averzného in-
vestora. Vidime v8ak, ze uz v pripade tejto relativne jednoduchej modifikacie sa spravanie
investora znac¢ne skomplikuje a na vysledné rozhodnutie méa vplyv viacero faktorov. Num-

erické vysledky naznacuju, ze spravanie rizikovo averzného investora moze byt zaujimavé,
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ba az necakané. Vlastnosti jeho spravania sa vyrazne odlisSuju od rizikovo neutralneho
investora. Zaujala nas zavislost investi¢ného pravidla od volatility ceny produktu, ktoréa
mé odlisné vlastnosti pre nizku a vysokt mieru tejto volatility. Nasledne sme vyslovili
hypotézu, Ze rizikovo averzny investor moze mnohokrat investovat skor ako rizikovo neu-
tralny investor. Pomocou predchadzajicich poznatkov sme sa pokdtsili vysvetlit pri¢iny

tohoto spravania, avSak vo vSeobecnosti sa nam ju dokazat nepodarilo.

Téma rizikovej averznosti v teorii redlnych opcii nie je touto pracou zdaleka vy¢erpané.
Okrem mnohych moznych rozsireni nasho modelu, pripadne aplikovania odlisného pris-
tupu k modelovaniu rizikovej averznosti, je tu moznost pokracovat v analyze nagich vysled-
kov. Pre kone¢ny c¢asovy horiznt a rizikovo averzného investora sme vyslovili zaujimavé
hypotézy, ktoré vSak ¢akaji na svoj dokaz. Dalsou cestou by mohlo byt aplikovanie nasho
modelu na redlny problém investi¢ného rozhodovania a skiimanie spomenutych vysledkov

modelu na readlnom probléme.
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A Vypocty pre rizikovo averzného
investora a projekt s konecnym

¢asovym horizontom

Na zaklade casti 2.1 a 3.1 je hodnota projektu s kone¢nym ¢asovym horizontom pre rizikovo

averzného investora nasledovné

T
pl-R I)1-R JI-R
VE(P):EI, /ept{lt—R_(c_'l_i)R }dt —€7PT—1_R

0

Pre dlznd sumu, ktort musi firma vratit, sme pouzili limitny pripad nasej funkcie uzi-

tocnosti pre P — 0a C =1, teda X — —1
IlfR

lim U(X) =

=— <
Jm — & 0<R<«1

Stredntd hodnotu vyjadrime v integralnej forme a zamenime poradie integrovania

T
Pl—R T 1-R [lfR
VI(P) = E, /e—pt{lt_R_(chrf;% }dt —e =

0
T
PR (et p) " o
—pt t o _ =pT —
0

T
PR 7)1-R iR
o—rt / f(pt) AP, dt—/e”t%dt—eﬂ—

y
|

1-R 1-R
0
Tvrdenie A.1.
pl-R 1 _ ~T[p—a(1-R)+10?R(1-R)] R J1-R
VA(P) = : - Jleteh) gy e I
1-Rp—-—a(l-R)+5;0*R(1 - R) p(1—R) 1-R
Dokaz. Pri dokaze budeme vychadzat z
T 0o
B Pl R e+ pD)I-R R
0 0 0
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Postupne spoc¢itame oba integrily. Pri prvom vyuzijeme tvrdenie 2.1.1.

Pl R e(In P+at)(1-R)—30%tR(1-R)
P)dP, =

/1_Rf(0 - -

0

Dostavame teda

dt =

T 1
te(lnP—f—at)(l—R)—EJQtR(l—R)
—p
/e 1-R

. 1-R [ —t[..] 17T

/e p— 041 R+10'2R(1 R]dt P e _
1-R 1y

0

PR | _ [pfa(lfR)+%02R(lfR)]

" 1-Rp-a(l-R)+1?R(1-R)

Druhy integrél

T
/ept (c+ Pl)lfRdt _ (c+pD)' " [ept]T _ (c+pD)' " (1- e*pT)
1-R 1-R -0 1y p(1—R)
Spocitame teda vetky vypocitané casti a dostdvame
— — —a(l1— 152 — —-R _
VT(P) = Pt 1-e Tle—at1-R)+§’RU-R) _ (c—l—p[)l (1 - e_PT) —e T It
R 1-Rp—a(l—R)+102R(1-R) p(1—R) 1-R
O

Pouzijeme tvrdenie 2.1.3 a dostaneme

pyPr

—Tp(1—B-R)(1-1—R)
oy oy ey ey G b
(CJFPI)PR —pT I
T ,(1-R) (L=e™) -3

Moznost investovat, ktorit mé firma, je rovnaka ako v ¢asti 1.5. Preto bude hodnota tejto

opcie rieSenim nasledujicej diferencidlnej rovnice s okrajovymi podmienkami.
1
éa%ﬂPWUﬂgkaPFKP)—pFKP)zo
F(Pg) = Vg (Pg)

F(PE) = VE'(PE)
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V 1.5 sme odvodili, 7e veobecnym riesenim diferencialnej rovnice je F((P) = AP?, pricom
sme uz vyuzili podmienku ]ljimo F(P) = 0. Parameter 3 je kladnym riesenim kvadratickej

rovnice

L0%0(3—1) +af —p=0
Tato rovnica je identickd s rovnicou v tvrdeni 2.1.3 a teda (3 je totozna pre hodnotu
projektu aj rieSenie diferenciélnej rovnice pre hodnotu opcie. Pomocou okrajovych pod-
mienok najdeme ivesti¢né pravidlo PL. Akonahle bude cena produktu rovna PZ, firma sa

rozhodne investovat do projektu.

Tvrdenie A.2.

—Tp(1-B-R(1-—-R)
1—e¢€ By

_1
B [R +9 - 1] = ((c+ pD)' (1 —ePT) + pe_pTll_R> o

Dokaz. Ukazeme, 7e ak méa P spliat okrajové podmienky, tak musi byt rovné PL v tvr-

deni. Nase okrajové podmienky st

Ap? By PR (1 ~Tp(1-p-R(1=1-R) )
= — e v —
p(l=R)1-y-R)(1-F-R)
. (C + pI)liR (1 =P\ _ _—pT IliR
—_ e ) e ——
p(1—R) 1-R
ﬁAPﬁfl _ (1 — R) ﬁ”YP_R <1 B e—Tp(l—B—BR)(l—w—R)>
pA1-R)(1-7-R)(1-5-R)
Prvi okrajovii podmienku vynasobime (3
54P° BrypPi-E (1 ~To(1=p-R=y-R) )
= — e Y —
p(L=R)1—-vy—-R)(1-5-R)
I 1-R JI-R
_Bletpl) ™ (1—e ) — ferT
p(1—R) 1-R
Druhti okrajovih podmienku vynasobime P
BAP? (1-R)pyP" (1 e—Tp(l—B—BR)(l—v—R)>
= — ¥
p(1=R)(1-~v—-R)(1-5-R)
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Obe rovnice dame do rovnosti a upravime

(1 - R)ByPE (1 —Tp(l—B—BR)(l—'v—R))
p(l=R)(1-~v-R)(1-3-R)
B2y PR (1 pr(lfﬁfﬁR)(lfwfR)>
= — € i -
p(l-=R)(1-~v-R)(1-F—R)
ﬁ(CJFPI)liR —pT —TII*R
_PCTPI) () ehT g T
s(1-R) (1=e™) =g T
(1—R—3)ByPt (1 B e—Tp(l—B—ﬁR)(l—'v—R)> _
p(1-R)(1-y—-R)(1-58-R)
_ _B(C+p1)1_R (1 o epr) o Bepr Il_R
p(1—R) 1-R
PR —Tp(1—B—R)(1—7—R) _
3177_1 ( e = ) — (c+ ,0])1 R (1 _ e—pT) + pe TV R

—Tp(1-—B—R)(1—vy—R)
g 1—e By

pl-R _ [R +v— 1} ((c+ p])l—R (1 . epr) i pePTllR>

1

p_ [R+*y — 1} = ((c—l—p[)lR (1—eT) +pe‘PT11_R> 1R

—Tp(1-B—R)(A1—y—R)
v 1—e¢ B
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