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AbstraktTeória reálny
h op
ií je nástroj na analýzu optimálneho rozhodovania investora, zo-h©adn¬ujú
 pritom moºnos´ odloºi´ rozhodnutie na nesk�r a sto
hasti
ký vývoj ur£itý
hparametrov. Ho
i je zaloºená na rizikovej neutralite investora, vieme ju modi�kova´ ajpre rizikovo averzného investora. Zavedením investora maximalizujú
eho o£akávanú uºi-to£nos´ nájdeme optimálne správanie takéhoto investora pre projekt s nekone£ným £asovýmhorizontom a porovnáme ho so správaním rizikovo neutrálneho investora. Model ¤alejroz²írime o kone£né trvanie projektu a zanalyzujeme správanie investora.K©ú£ové slová: reálne op
ie, riziková averznos´, funk
ia uºito£nosti
Abstra
tReal options theory provides a framework, in whi
h investment under un
ertainty 
anbe investigated when irreversibility and �exibility with respe
t to the timing of de
isionsare involved. Although originally developed for a risk neutral investor, the approa
h 
anbe modi�ed to a

ount for a risk averse investor. By introdu
ing a investor maximizinghis expe
ted utility we are able to derive the optimal behaviour of su
h an investor for aproje
t of in�nite duration and 
ompare the result with the risk neutral 
ase. Further weextend the model to a

ount for a proje
t with �nite duration and analyze the impa
t oninvestor's behaviour.Keywords: real options, risk aversion, utility fun
tion
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Úvod
Problém investi£ného rozhodovania je v praxi £astý. Firmy zvaºujú r�zne moºnosti investo-vania s 
ie©om maximalizova´ svoj zisk. Beºná teória investi£ného rozhodovania a takz-vaného NPV pravidla v²ak slabo opisuje beºné problémy investorov. Zisk £asto nie jedeterministi
ký, �rmy majú moºnos´ odloºi´ svoje rozhodnutie a po£ka´ ako sa situá
iana trhu vyvinie. Aj kv�li týmto vlastnostiam investi£ný
h problémov ekonómovia rozvinulinovú teóriu investi£ného rozhodovania, teóriu reálny
h op
ií. Je zaloºená na sto
hasti
komvývoji podkladového aktíva investi£nej príleºitosti. V najjednodu
h²í
h modelo
h je týmtoaktívom priamo hodnota projektu, do ktorého �rma zvaºuje investova´. Analogi
kým pos-tupom ako pri teórii ameri
ký
h �nan£ný
h op
ií a i
h o
e¬ovaní, odvodili ekonómoviao
enenie moºnosti investova´, ale hlavne investi£né pravidlo. To investorovi hovorí, kedymá vyuºi´ moºnos´ investova´, a kedy naopak s týmto rozhodnutím po£ka´.Základný model reálny
h op
ií bol roz²írený r�znymi sp�sobmi. Jedným z roz²írení je,ºe hodnota projektu sa nemodelovala priamo vybraným sto
hasti
kým pro
esom, ale po£í-tala sa na základe vývoja podkladového aktíva tohoto projektu. To znamená, ºe projekt,do ktorého sme investovali, nám bude priná²a´ produkt, ktorého 
ena sa riadi sto
ha-sti
kým pro
esom. Toto roz²írenie sp�sobilo, ºe hodnotu projektu je potrebné najsk�rvyjadri´ v závislosti od 
eny produktu, ktorý nám priná²a. Potom m�ºeme pristúpi´k h©adaniu investi£ného pravidla pre tento projekt. �al²ie roz²írenia teórie reálny
h op-
ií sú zavedenie nákladov na výrobu produktu, zavedenie alternatívny
h sto
hasti
ký
h6



pro
esov, zavedenie moºnosti pozastavi´ a opä´ na²tartova´ projekt, ako aj zavedenienekompletného trhu.V²etky doposia© spomenuté modely po£ítali s rizikovo neutrálnym investorom. V tejtoprá
i roz²írime vybraný model teórie reálny
h op
ií o rizikovo averzného investora. �al²ímroz²írením, ktoré do modelu zavedieme, je kone£ná doba trvania projektu, do ktorého in-vestor zvaºuje investova´. Pre takto roz²írený model nájdeme investi£né pravidlo a budemeho analyzova´ v závislosti od vybraný
h parametrov.Prá
a je £lenená na ²tyri kapitoly. Prvá kapitola je zhrnutím teoreti
ký
h poznatkovpotrebný
h pre na²u prá
u. Po krátkom úvode do teórie reálny
h op
ií sformulujemezákladný model, ktorý budeme v ¤al²í
h kapitolá
h roz²irova´. Ukáºeme, ako takýtomodel rie²i´ a nájdeme investi£né pravidlo pre tento model. V prvej kapitole tieº uvediemevýsledky teórie rizikovej averznosti, ktoré sú potrebné pre na²e roz²irovanie modelu. �al²iekapitoly sú uº prezentovaním na²ej prá
e a prínosu do teórie reálny
h op
ií. V druhej kapi-tole upravíme model pre rizikovo averzného investora a v súlade s postupmi popísanýmiv prvej kapitole ho vyrie²ime. V tretej kapitole budeme uvaºova´ projekt s kone£ným£asovým horizontom. Model upravíme pre tento projekt a vyrie²ime ho pre rizikovo neu-trálneho, ako aj pre rizikovo averzného investora. V ²tvrtej kapitole zhrnieme výsledky,ukáºeme, ºe v²etky prípady, £o sme rie²ili sú limitným prípadom modelu s projektoms kone£ným £asovým horizontom a rizikovo averzným investorom. Gra�
ky ukáºeme vplyvvybraný
h parametrov na jednotlivé investi£né pravidlá, niektoré vlastnosti dokáºemea slovne interpretujeme. Taktieº zanalyzujeme vplyv rizikovej averznosti na rozhodovanieinvestora pre projekt s nekone£ným, ako aj s kone£ným £asovým horizontom.
7



1 TeóriaReálne op
ie sú alternatívnym poh©adom na investi£né rozhodovanie k NPV (net presentvalue). NPV je zaloºené na porovnaní budú
i
h diskontovaný
h nákladov a príjmov.Ak príjmy prevy²ujú náklady, NPV odporú£a investova´, v opa£nom prípade odporú£aneinvestova´. Nevýhodou tohoto prístupu je, ºe neuvaºuje o moºnosti pozdrºa´ rozhod-nutie a po£ka´, ako sa vyvynie situá
ia. Významná je najmä v rizikovom prostredí,kde budú
e príjmy nie sú deterministi
ké a uvaºuje sa i
h stredná hodnota. Pre potreburozhodovania sa v neistom prostredí je vhodná teória reálny
h op
ií. �asto totiº dokáºemeodloºením rozhodnutia získa´ vy²²iu hodnotu NPV ako v sú£asnosti.Teória reálny
h op
ií je zaloºená na predpoklade, ºe �rma, ktorá sa rozhoduje £i investova´do projektu, vlastní �ktívnu op
iu na tento projekt. To znamená, ºe aº do expira£ného£asu op
ie má moºnos´ kedyko©vek sa rozhodnú´, ºe do projektu investuje. Tento prístupsa po matemati
kej stránke podobá na teóriu ameri
ký
h �nan£ný
h 
all op
ií. Narozdielod �nan£ný
h op
ií, kde sa zameriavame najmä na výpo£et 
eny op
ie, aby sme s nimivedeli správne ob
hodova´, tu sa zameriavame najmä na výpo£et investi£ného pravidla,ktoré nám povie, pri akej 
ene projektu sa oplatí investova´.Ako prvý spomenul pojem reálna op
ia vo svojom £lánku �Determinants of CorporateBorrowing� profesor Mayers. Základnou u£ebni
ou reálny
h op
ií je [2℄Investment underUn
ertainty, ktorá okrem úvodu do problematiky a základného modelu ponúka aj mnohéjeho roz²írenia. Pre úvod do problematiky reálny
h op
ií odporú£am aj úvodnú £as´ prá
e[4℄Real Options Appli
ations for Strategi
 Investment De
isions, ako slovenský úvod £as´prá
e [5℄Analýza investi£ného rozhodovania pri uplatnení reálnej op
ie. V tejto prá
i saúvodom do teórie reálny
h op
ií zaobera´ nebudeme, preto za£iato£níkom v tejto oblastiodporú£am niektorú z hore uvedený
h prá
.8



V tejto kapitole na£rtneme problém �rmy, ktorá sa rozhoduje, kedy investova´ do pro-jektu. Vytvoríme matemati
ký model, ktorý bude túto situá
iu opisova´. Zavedieme pojmyrizikovo neutrálny investor, rizikovo averzný investor a k nim prislú
hajú
e funk
ie uºi-to£nosti. Následne s vyuºitím literatúry, najmä [2℄Investment under Un
ertainty, ukáºeme,ako sa dá takýto model rie²i´ pre rizikovo neutrálneho investora. Tento model ozna£ímeza základný model, ktorý budeme postupne modi�kova´. Ukáºeme aj alternatívny prístupk rie²eniu modelu, ktorý budeme v ¤al²í
h kapitolá
h pouºíva´.1.1 Formulá
ia úlohy a zna£enieNajsk�r si opí²eme situá
iu, ktorú budeme modelova´. Predstavme si �rmu bez kapitálu,ktorá má moºnos´ investova´ do projektu. Táto moºnos´ nie je £asovo obmedzená, m�ºesa rozhodnú´ kedyko©vek. Projekt sa vyzna£uje tým, ºe po£as jeho trvania priná²a spojitoprodukt, jednotku za rok, ktorý je okamºite predaný za jeho aktuálnu 
enu P . Tvorbatohoto produktu si v²ak vyºaduje náklady c za rok, taktieº vyplá
ané spojito. Firmav²ak nemá ºiadny kapitál, preto si na po£iato£nú investí
iu musí poºi£a´. Po£as priebehuprojektu bude plati´ spojito úroky ρ z investovanej sumy za rok. V prípade, ºe budemeuvaºova´ projekt na dobu T rokov, po ukon£ení projektu musí �rma svoju p�ºi£ku plati´.V tomto prípade je projekt po dobe T rokov bez
enný, nepriná²a ºiadne ¤al²ie príjmy anináklady. Na²ou úlohou je zisti´, ako sa má �rma rozhodova´, £i investova´ alebo rad²ejpo£ka´.
• I - po£iato£ná investí
ia
• Pt - aktuálna 
ena produktu v £ase t
• c - náklady na výrobu produktu
• ρ - úroková sadzba, ktorou sa spojito úro£í dlºná suma a tieto úroky sú platené9



okamºite
• T - doba trvania projektuCena Pt nie je v £ase kon²tantná. Jej vývoj budeme modelova´ ako geometri
ký Brownovpohyb. To znamená, ºe 
ena produktu sa bude riadi´ nasledujú
ou diferen
iálnou rovni
ou

dPt = αPtdt+ σPtdWt, P0 = P ≥ 0kde Wt je Wienerov pro
es a P je po£iato£ná hodnota pro
esu. Kon²tanta α je kon²tan-tou driftu geometri
kého Brownovho pohybu a σ je kon²tantou rozptylu geometri
kéhoBrownovho pohybu.
• P - po£iato£ná hodnota pro
esu Pt

• α - drift sto
hasti
kého pro
esu 
eny Pt

• σ - rozptyl sto
hasti
kého pro
esu 
eny Pt

• Wt - Wienerov pro
esPri rie²ení na²ej úlohy bude prvým krokom zisti´ hodnotu projektu V , ktorá bude závisie´od aktuálnej 
eny P . Pri tomto výpo£te budeme potrebova´ diskontova´ budú
e o£akávanépríjmy. K tomu potrebujeme úrokovú mieru, ktorou budeme diskontova´. Diskontova´budeme práve takou úrokovou mierou, za akú si vie �rma poºi£a´ na tento projekt peniaze,teda úrokovou mierou ρ. Ke¤ºe v ¤al²í
h kapitolá
h budeme roz²irova´ tento model, dolnýindex hodnoty projektu bude zna£i´, £i je projekt nekone£ný alebo na dobu T rokov. Hornýindex bude zna£i´, £i je �rma neutrálna alebo averzná vo£i riziku. V základnom modelipredpokladáme rizikovú neutrálnos´ �rmy.
• V (P ) - hodnota projektu v závislosti od 
eny produktu v £ase ohodnotenia projektu
• V N

∞
(P ) - hodnota nekone£ne trvajú
eho projektu pre rizikovo neutrálnu �rmu, zák-ladný model 10



• V R
T (P ) - hodnota projektu na T rokov pre rizikovo averznú �rmu

• ρ - úroková miera pouºívaná na diskontovanie�al²ím krokom bude nájs´ diferen
iálnu rovni
u, ktorú musí sp¨¬a´ hodnota op
ie F .Tá je taktieº funk
iou aktuálnej 
eny P . Potom ur£íme podmienky, ktoré musí rie²eniediferen
iálnej rovni
e sp¨¬a´ pri 
ene, ktorá je hrani
ou �remného rozhodovania medzi£akaním a investovaním. To znamená, ºe akonáhle 
ena produktu dosiahne túto hrani
u,�rma by mala do projektu investova´. Pomo
ou tý
hto podmienok a diferen
iálnej rovni
enájdeme hrani£nú 
enu pre investovanie do projektu a ozna£íme ju horným a dolným in-dexom, podobne ako u hodnoty projektu. Dolný index pod©a toho, £i je projekt nekone£nýalebo na dobu T rokov, horný index pod©a toho, £i je �rma vo£i riziku neutrálna aleboaverzná.
• F (P ) - hodnota op
ie v závislosti od 
eny produktu v £ase ohodnotenia op
ie
• P N

∞
- hrani£ná 
ena pre investovanie do nekone£ne trvajú
eho projektu pre rizikovoneutrálnu �rmu, základný model

• P R
T - hrani£ná 
ena pre investovanie pre projekt na T rokov a rizikovo averznú �rmu1.2 Funk
ia uºito£nostiV tejto £asti zhrnieme hlavné výsledky teórie rizikovej averznosti, ktoré sú potrebné prena²u modi�ká
iu modelu. Vy
hádzajú
 zo zauºívanej funk
ie uºito£nosti rizikovo averz-ného investora sformulujeme funk
iu uºito£nosti, ktorá vyhovuje na²ím potrebám. Nazáver ukáºeme, ºe v súlade s výsledkami teórie rizikovej averznosti vyhovuje v²etkýmpodmienkam a skuto£ne odzrkad©uje rizikovo averzného investora.Teória rizikovej averznosti za£ala vznika´ po uvedení hypotézy o£akávanej uºito£nostiautormi John von Neumann a Oskar Morgenstern [6℄ v roku 1944. Ekonómovia si ihne¤11



v²imli moºnosti vyuºitia o£akávanej uºito£nosti v problémo
h vo©by portfólia, poistnéhoa v mnohom ¤al²om. Za vyuºitie funk
ie uºito£nosti na odzrkadlenie rizikovej averznostiv¤a£íme najmä ekonómom Milton Friedman a Leonard J. Savage [3℄. Pojem rizikovoaverzný zna£í, ºe ke¤ £elíme dvom ponukám s porovnate©ným výnosom, tak si vyberiememenej rizikovú ponuku. Pre ilustrá
iu uvedieme príklad:Investor dostane moºnos´ získa´ náhodne rozdelený zisk, konkrétne x1 s pravdepodob-nos´ou p a x2 s pravdepodobnos´ou 1− p, alebo moºnos´ získa´ strednú hodnotu tohotozisku s istototu. Od rizikovo averzného investora o£akávame, ºe bude preferova´ druhúmoºnos´. Túto podmienku meme zapísa´ v tvare
U(px1 + (1− p)x2) = pU(x1) + (1− p)U(x2)£o znamená, ºe funk
ia uºito£nosti pre rizikovo averzného investora by mala by´ konkávna.Po tejto ilustrá
ii rizikovej averznosti uvedieme dva pre nás najpodstatnej²ie výsledkyteórie rizikovej averznosti. Prvá veta nám objasní vlastnosti funk
ie uºito£nosti pre rizikovoneutrálneho a rizikovo averzného investora [3℄.Veta 1.2.1. Ne
h u : R → R je funk
ia uºito£nosti reprezentujú
a preferen
ie �unad mnoºinou M a je monotónne rastú
a. Potom:

• u je konkávna práve vtedy, ak �u vyjadruje rizikovú averznos´
• u je lineárna práve vtedy, ak �u vyjadruje rizikovú neutrálnos´
• u je konvexná práve vtedy, ak �u vyjadruje ob©ubu rizikaV¤aka tejto vete vieme, ºe ©ubovo©ná rastú
a a konkávna funk
ia uºito£nosti odzrkad©ujenejakého rizikovo averzného investora. Druhá veta nám umoºní rozhodnú´ medzi dvomafunk
iami uºito£nosti, ktorá predstavuje rizikovo averznej²ieho investora [8℄.
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Veta 1.2.2. Ne
h u : R → R a v : R → R sú dve rastú
e, monotónne a dva krát diferen-
ovate©né fun
kie uºito£nosti reprezentujú
e preferen
ie �u, respektíve �v na mnoºine M.Potom funk
ia u má vy²²iu mieru rizikovej averznosti ako funk
ia v, ak
−u′′(x)

u′(x)
>

−v′′(x)

v′(x)
, ∀x ∈ RPre modelovanie rizikovo averzného investora budeme pouºíva´ nasledovnú funk
iu uºi-to£nosti

U(X) =
(X + C)1−R

1− R
− C1−R

1− R
, X > −C, 0 ≤ R < 1kde C vyjadrujú náklady, ktoré treba od príjmu P odpo£íta´, teda musí plati´ X = P −C.V ¤al²om texte tejto kapitoly vysvetlíme, pre£o sme zvolili takýto tvar funk
ie uºito£nostia dokáºeme, ºe odzrkad©uje rizikovo averzného investora. Taktieº ukáºeme, ºe vo©bouparametra R m�ºeme meni´ mieru rizikovej averznosti investora.Úvahy o výbere funk
ie uºito£nosti pre rizikovo averzného investora sme za£ali s pop-ulárnou CRRA (
onstant relative risk aversion) funk
iou uºito£nosti, ktorá je de�novanánasledovne

u(X) =
X1−R

1− R
, X > 0, 0 ≤ R < 1V na²om modeli je zisk v danom roku po£ítaný ako rozdiel príjmov a nákladov, pri£ompríjmy sú nezáporné a náklady kladné, £o znamená, ºe zisk m�ºe nadobúda´ aj zápornéhodnoty. Pre X < 0 v²ak CRRA funk
ia uºito£nosti nie je de�novaná, preto ju musímeupravi´. Ch
eme v²ak za
hova´ niektoré jej vlastnosti, a preto sme sa rozhodli modi�kova´ju do nasledovného tvaru

U(X) =
(X + C)1−R

1− R
− C1−R

1− R
, X > −C, 0 ≤ R < 1kde C sú náklady, P náklady a platí,X = P − C. Funk
iu uºito£nosti vieme zapísa´ ajv tvare

U(X) =
P 1−R

1− R
− C1−R

1− R
, X = P − C, P > 0, C > 013



Tento zápis sme spravili len pre lep²iu ilustrá
iu toho, ako budeme po£íta´ v modeliuºito£nos´ z príjmov a nákladov v jednotlivý
h obdobia
h. Pozrime sa v²ak na vlastnostina²ej funk
ie uºito£nosti. Aby sme ukázali, ºe odzrkad©uje rizikovo averzného investora,treba dokáza´ jej konkávnos´ na 
elom de�ni£nom obore. To ukáºeme pomo
ou druhejderivá
ie
U ′′(X) = −R (X + C)−(1+R)

< 0, X > −CDruhá derivá
ia funk
ie je záporná na 
elom de�ni£nom obore, £iºe je konkávna. �al²ouvlastnos´ou, ktorú by sme 
h
eli, aby si od p�vodnej CRRA funk
ii pone
hala, je ºevo©bou parametra R m�ºeme diverzi�kova´ mieru rizikovej averznosti investora. Aby smeukázali, ºe zvä£²ením parametra R zvä£²íme rizikovú averznos´ investora, ktorého funk-
ia uºito£nosti odzrkad©uje, vyuºijeme vetu 1.2.2. Ukáºeme, ºe na²a funk
ia uºito£nostis dvoma parametrami R1 > R2 vyhovuje tejto vete na svojom de�ni£nom obore. K tomupotrebujeme pozna´ prvú a druhú derivá
iu na²ej funk
ie uºito£nosti.
U(X) =

(X + C)1−R

1− R
− C1−R

1− R

U ′(X) = (X + C)−R

U ′′(X) = −R (X + C)−(1+R)Teraz ukáºeme, ºe ak R1 > R2, tak parameter R1 vyjadruje spolu s na²ou funk
iouuºito£nosti rizikovo averznej²ieho investora ako parameter R2.
−U ′′

1 (x)

U ′

1(x)
=

R1 (X + C)−(1+R1)

(X + C)−R1
=

R1

X + C

−U ′′

2 (x)

U ′

2(x)
=

R2 (X + C)−(1+R2)

(X + C)−R2
=

R2

X + C

R1

X + C
>

R2

X + C
, ∀X > −CV tejto £asti sme ukázali, ºe U(X) je funk
iou uºito£nosti rizikového investora a vo©bouparametra R teda m�ºeme rozli²ova´ mieru rizikovej averznosi investora. �ím je investorrizikovo averznej²í, tým vä£²í parameter pre neho zvolíme. Ako vidíme,14



pre R = 0 nadobúda na²a funk
ia uºito£nosti tvar U(X) = X. Ke¤ºe je to lineárnafunk
ia, odzrkad©uje rizikovo neutrálneho investora. V ¤al²í
h výpo£to
h budeme po£í-ta´ uºito²nos´ budú
i
h príjmov, pri£om túto uºito£nos´ budeme diskonotva´ úrokovoumierou ρ do sú£asnosti. To v²ak neovplyv¬uje vlastnosti tejto funk
ie a ostávajú na¤alejplatné.1.3 Výpo£et hodnoty projektuNa to, aby sme odvodili investi£né pravidlo pre investora, potrebujeme pozna´ hodnotuprojektu v závislosti od aktuálnej 
eny. V tejto £asti túto hodnotu projektu v základnommodeli vypo£ítame, pri£om sme sa in²pirovali knihou [2℄Investment under Un
ertainty.Investor je rizikovo neutrálny a projekt je na nekone£ný £asový horizont. Nájdeme difer-en
iálnu rovni
u, ktorú musí hodnota projektu sp¨¬a´ a vyrie²ime ju. Pomo
ou podmienok,ktoré musí hodnota projektu sp¨¬a´, nájdeme jediné rie²enie pre hodnotu projektu.Prvou podmienkou je lim
P→0

V (P ) = −
(

c
ρ
+ I
). Ak je P = 0, z rovni
e pre správaniesa sto
hasti
kého pro
esu Pt vyplýva, ºe ostane navºdy 0. Ak bude 
ena produktu, ktorýnám projekt vyrába, vºdy 0, tak projekt nám priná²a len náklady c a potrebu plati´ úrokyz investovanej sumy. Ke¤ºe tento 
ash�ow je uº deterministi
ký, na zistenie hodnoty pro-jektu nám sta£í zintegrova´ zdiskontované budú
e náklady.

lim
P→0

V (P ) =

∞∫

0

−e−ρt (c+ ρI) dt = − (c+ ρI)

[
e−ρt

−ρ

]
∞

0

=

= −
(

c

ρ
+ I

)Ak Pt rastie, ob
hodní
i majú tenden
iu nadhodnoti´ hodnotu projektu, v domnení ºe
ena bude na¤alej rás´ a bude to pre ni
h výhodné. Hodnota projektu by sa v²ak takýmto²pekulá
iám mala vyvarova´. Preto budeme poºadova´, aby hodnota projektu sp¨¬aladruhú podmienku lim
P→∞

|V ′(P )| < ∞. Ch
eme iba, aby hodnota projektu aj pre ve©ké P15



rástla len v¤aka nárastu o£akávaný
h budú
i
h príjmov.Prikro£me teda k h©adaniu diferen
iálnej rovni
e pre hodnotu projektu. Vieme ju v £ase tvyjadri´ ako kapitálový zisk z projektu za £as dt a o£akávanú zdiskontovanú hodnotuprojektu v £ase t+ dt. Ke¤ºe za rok z projektu získame jednu jednotku produktu v hod-note P a musíme zaplati´ náklady c a úroky z investovanej sumy, tak za £as dt nám projektprinesie (P − c − ρI) dt. To znamená, ºe hodnotu projektu vieme zapísa´ ako
V (P ) = (P − c − ρI) dt+ Ep

[
e−ρdtV (P + dP )

]Rovni
u upravíme
V (P )− e−ρdtV (P ) = (P − c − ρI) dt+ Ep

[
e−ρdtV (P + dP )

]
− e−ρdtV (P )

(1− e−ρdt)V (P ) = (P − c − ρI) dt+ e−ρdt (Ep[V (P + dP )− V (P )])Na rozvitie výrazu V (P +dP )−V (P ) = dV do Taylorovho rozvoja pouºijeme It�vu lemu.Veta 1.3.1. It�va lema Ne
h xt je It�v pro
es dx = a(x, t)dt + b(x, t)dWa f(x, t) ∈ C2(R× < 0,∞)). Potom prvý diferen
iál fun
kie f(xt, t) je daný vz´ahom
df =

∂f

∂t
dt+

∂f

∂x
dx+

1

2

∂2f

∂x2
b2(x, t)dtDostávame

Ep[dV ] = Ep

[

V ′(P )dP +
1

2
σ2P 2V ′′(P )dt+O(dt)

]kde £len O(dt) zah¯¬a £leny, ktoré idú k nule rý
hlej²ie ako dt.Vyuºijeme rovni
u dP = αPdt+ σPdW

Ep[dV ] = Ep

[

αPV ′(P )dt+ σPV ′(P )dW +
1

2
σ2P 2V ′′(P )dt+O(dt)

]Teraz vyuºijeme vlastnos´ Wienerovho pro
esu Ep[dW ] = 0

Ep[dV ] = αPV ′(P )dt+
1

2
σ2P 2V ′′(P )dt+O(dt)16



Dosadíme do p�vodnej rovni
e a vydelíme rovni
u dt

1− e−ρdt

dt
V (P ) = (P − c − ρI) + e−ρdt

(

αPV ′(P ) +
1

2
σ2P 2V ′′(P ) +

O(dt)

dt

)Po²leme dt → 0 , pri£om vyuºijeme, ºe O(dt)
dt

→ 0, e−ρdt → 1 a (1−e−ρdt)
dt

→ ρ a dostávame
ρV (P ) = P − c − ρI + αPV ′(P ) +

1

2
σ2P 2V ′′(P )

0 =
1

2
σ2P 2V ′′(P ) + αPV ′(P )− ρV (P ) + P − c − ρIHodnota projektu teda musí sp¨¬a´ horeuvedenú diferen
iálnu rovni
u. Dosadením sim�ºeme overi´, ºe jednodu
hým rie²ením homogénnej £asti diferen
iálnej rovni
e je

VH(P ) = AP β, kde β je rie²ením nasledujú
ej kvadrati
kej rovni
e
Q(β) =

1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0Rie²ením kvadrati
kej rovni
e dostávame dve rie²enia pre parameter β

β1 =
1

2
− α

σ2
+

√
(

α

σ2
− 1
2

)2

+
2ρ

σ2

β2 =
1

2
− α

σ2
−

√
(

α

σ2
− 1
2

)2

+
2ρ

σ2Z gra�
kého znázornenia kvadrati
kej funk
ie Q odvodíme niektoré vlastnosti tý
hto dvo
hrie²ení. Ke¤ºe pri β2 je kladný koe�
ient 1
2
σ2, tak Q(β)→ ∞ ak β → ±∞. �alej vieme,ºe Q(1) = −ρ < 0 a Q(0) = α − ρ < 0, ke¤ºe ρ > α. Z toho je zrejmé, ºe kvadrati
káfunk
ia Q(β) má jeden kladný a jeden záporný kore¬, £o vidie´ aj na obrázku 1.1. Z tvaru

β1 a β2 ©ahko vidie´, ºe β1 > β2, a teda β1 > 0 > β2. Z obrázka e²te vidie´, ºe β1 > 1.V²eobe
ným rie²ením homogénnej £asti diferen
iálnej rovni
e je VH(P ) = A1P
β1+A2P

β2s parametrami A1 a A2. Aby sme dostali v²eobe
né rie²enie nehomogénnej diferen
iál-nej rovni
e, musíme k nemu e²te pripo£íta´ ©ubovo©né rie²enie rovni
e. Najjednodu
h²ímrie²ením je V (P ) = P
ρ−α

−
(

c
ρ
+ I
). V²eobe
ným rie²ením teda je

V (P ) = A1P
β1 + A2P

β2 +
P

ρ − α
−
(

c

ρ
+ I

)17



Obr. 1.1: Kvadrati
ká funk
ia Q(β)Vrá´me sa k podmienkam, ktorý
h splnenie vyºadujeme od hodnoty projektu. Spomenulisme i
h v úvode tejto £asti. Prvá podmienka je lim
P→0

V (P ) = −
(

c
ρ
+ I
). Ke¤ºe β2 < 0,tak P β2 → ∞ ak P → 0. Teda musí plati´ A2 = 0.Ke¤ºe β1 > 1, po zderivovaní hodnoty projektu zistíme, ºe limP→∞ V ′(P ) = ∞. To jev rozpore s druhou podmienkou. Vidíme, ºe ak bude P ve©ké, tak A1P

β1 ≫ P
ρ−α

−
(

c
ρ
+ I
).Pri£om práve £len na pravej strane nerovni
e vyjadruje o£akávané budú
e zdiskontovanépríjmy z projektu. Ke¤ºe 
h
eme, aby aj pre ve©ké hodnoty P hodnota projektu vy-jadrovala o£akávané príjmy z projektu, ur£íme A1 = 0. Dostávame teda výsledný tvarpre hodnotu projektu

V ∞

N (P ) =
P

ρ − α
−
(

c

ρ
+ I

)

1.4 Alternatívny prístup k výpo£tu hodnoty projektuV tejto £asti si priblíºime alternatívny výpo£et hodnoty projektu. Jednodu
ho zintegru-jeme diskontované o£akávané budú
e príjmy. Aby sme vedeli spo£íta´ o£akávané príjmy18



v £ase t, potrebujeme pozna´ pravdepodobnostné rozdelenie 
eny Pt v £ase t. Ke¤ºe P sariadi diferen
iálnou rovni
ou
dPt = αPtdt+ σPtdWt, P0 = P ≥ 0kde Wt je Wiennerov pro
es, tak Pt pre daný £as t po
hádza z lognormálneho rozdeleniaa hustota rozdelenia Pt je
f (Pt) =

1

Ptσ
√
2πt

e−
(ln Pt

P
−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2tAko sme uº vysvetlili v £asti 1.3, za £as dt nám projekt prinesie zisk (Pt − c − ρI) dt.Hodnota projektu sa teda bude rovna´
V ∞

N (P ) = Ep





∞∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



Strednú hodnotu prepí²eme do integrálu a zameníme poradie integrovania.
V ∞

N (P ) = Ep





∞∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



 =

∞∫

0





∞∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



 f (Pt) dPt =

=

∞∫

0

e−ρt





∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt



 dtTeraz m�ºeme pristúpi´ k výpo£tu hodnoty projektu. Ako prvé spo£ítame vnútorný inte-grál, následne spo£ítame 
elú hodnotu projektu.Tvrdenie 1.4.1.
∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt = Peαt − c − ρID�kaz.
∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt =

∞∫

0

Ptf (Pt) dPt − (c+ ρI)

∞∫

0

f (Pt) dPt =

=

∞∫

0

Ptf (Pt) dPt − c − ρI =

∞∫

0

Pt

1

Ptσ
√
2πt

e−
(lnPt−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dPt − c − ρI19



Pouºijeme substitú
iu y = lnPt

∞∫

0

Pt

1

Ptσ
√
2πt

e−
(lnPt−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dPt − c − ρI =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y = lnPt

ey = Pt

dy = 1
Pt

dPt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∞∫

−∞

ey 1

σ
√
2πt

e−
(y−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dy − c − ρI =

=

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
y2−2y[lnP+(α−

1
2σ2)t]+[lnP+(α−

1
2σ2)t]

2
−2σ2ty

2σ2t dy − c − ρI =

=

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
y2−2y[σ2t+lnP+(α−

1
2σ2)t]+[lnP+(α−

1
2σ2)t]

2

2σ2t dy − c − ρI =

=

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
y2−2y[lnP+(α+12σ2)t]+[lnP+(α+12σ2)t]

2
+2 lnP [α−

1
2σ2]t−2 lnP [α+12σ2]−2ασ2t2

2σ2t dy − c − ρI =

= e
2σ2t lnP+2ασ2t

2σ2t

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
(y−[lnP+(α+12σ2)t])

2

2σ2t dy − c − ρI =

= elnP+αt − c − ρI = Peαt − c − ρIPomo
ou uvedeného tvrdenia spo£ítame hodnotu projektu s nekone£ným £asovým hori-zontom pre rizikovo neutrálneho investora.Tvrdenie 1.4.2.
V ∞

N (P ) =
P

ρ − α
− c

ρ
− ID�kaz.

V ∞

N (P ) =

∞∫

0

e−ρt





∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt



 dt =

∞∫

0

e−ρt
(
Peαt − c − ρI

)
dt =

=

∞∫

0

Pe−(ρ−α)tdt − (c+ ρI)

∞∫

0

e−ρtdt = P

[
e−(ρ−α)t

− (ρ − α)

]∞

0

− (c+ ρI)

[
e−ρt

−ρ

]
∞

0

=

= P

(

0 +
1

ρ − α

)

− (c + ρI)

(

0 +
1

ρ

)

=
P

ρ − α
− c

ρ
− I20



V ¤al²í
h roz²írenia
h modelu budeme pouºíva´ tento prístup k výpo£tu hodnoty pro-jektu.1.5 Hodnota op
ie a investi£né pravidlo investora�al²ím krokom k nájdeniu investi£ného pravidla je nájs´ diferen
iálnu rovni
u pre moºnos´investova´ do projektu-op
iu. Po uplatnení op
ie, teda po investovaní do projektu, sa jejhodnota bude rovna´ hodnote projektu. Po uplatnení op
ie nám totiº op
ia uº neponúkainú moºnos´ ako vlastni´ projekt. Dovtedy nám v²ak ponúka moºnos´ rozhodnú´ sa, £iju uplatníme alebo s týmto krokom po£káme. V [2℄Investment under Un
ertainty autoriukázali, ºe pre takýto typ úlohy je oblas´, na ktorej sa nám oplatí neinvestova´ a pone
ha´si op
iu v tvare P < P ∗, kde P ∗ je investi£né pravidlo investora. Kým je 
ena produktumen²ia ako toto investi£né pravidlo, investor op
iu neuplat¬uje. Akonáhe 
ena produktudosiahne túto hrani£nú hodnotu, investor op
iu uplatní a investuje do projektu. Po uplat-není, ako sme uº spomenuli, bude hodnota op
ie rovná hodnote projektu. Preto potrebu-jeme nájs´ hodnotu op
ie len do momentu uplatnenia. Hodnotu op
ie ozna£íme F . Kýmsme op
iu na projekt neuplatnili, nepriná²a nám ºiadny 
ash�ow. Podobne ako v £asti 1.3ur£íme hodnotu op
ie v £ase t ako sú£et kapitálového zisku za £as dt a o£akávanú zdiskon-tovanú hodnotu op
ie v £ase t+ dt, akurát kapitálový zisk z drºania op
ie je nulový.
F (P ) = Ep[e

−ρdtF (P + dP )]

21



Rovni
u rovnako ako v £asti 1.3 upravíme, pouºijeme It�vu lemu, vydelíme dt a po²leme
dt → 0.
F (P )− e−ρdtF (P ) = e−ρdt (Ep [F (P + dP )− F (P )])

(
1− e−ρdt

)
F (P ) = e−ρdt

(

Ep

[

F ′(P )dP +
1

2
σ2P 2F ′′(P )dt+O(dt)

])

(
1− e−ρdt

)
F (P ) = e−ρdt

(

Ep

[

αPF ′(P )dt+ σPF ′(P )dW +
1

2
σ2P 2F ′′(P )dt+O(dt)

])

(
1− e−ρdt

)
F (P ) = e−ρdt

(

αPF ′(P )dt+
1

2
σ2P 2F ′′(P )dt+O(dt)

)

1− e−ρdt

dt
F (P ) = e−ρdt

(

αPF ′(P ) +
1

2
σ2P 2F ′′(P ) +

O(dt)

dt

)

ρF (P ) = αPF ′(P ) +
1

2
σ2P 2F ′′(P )

0 =
1

2
σ2P 2F ′′(P ) + αPF ′(P )− ρF (P )Navy²e od hodnoty op
ie o£akávame, ºe bude sp¨¬a´ nasledujú
e podmienky (nazvemei
h okrajové):

• Ak je 
ena P = 0, tak hodnota op
ie na realizovanie projektu je nulová lim
P→0

F (P ) = 0Ak je totiº 
ena P = 0, tak z de�ní
ie geometri
kého Brownovho pohybu ostanenavºdy P = 0. Potom by nám projekt priná²al iba straty, £o znamená, ºe do takéhoprojektu by sme investova´ nikdy ne
h
eli. Preto hodnota moºnosti investovania dotakého projektu je lim
P→0

F (P ) = 0

• V £ase uplatnenia op
ie bude ma´ hodnotu rovnú hodnote projektu F (P ∗) = V (P ∗)Túto podmienku sme si vysvetlili v úvode tejto £asti. Op
iu vyuºijeme aº ke¤ sahodnota projektu vyrovná hodnote op
ie.
• V £ase uplatnenia op
ie sa hodnota op
ie hladko napojí na hodnotu projektu

F ′(P ∗) = V ′(P ∗)Táto podmienka je £isto matemati
ká, aby sa hodnota op
ie v £ase uplatnenia hladkonapojila na hodnotu projektu 22



V £asti 1.3 sme h©adali v²eobe
né rie²enie homogénnej £asti diferen
iálnej rovni
e, ktoráje totoºná s diferen
iálnou rovni
ou pre F . Odvodili sme, ºe v²eobe
ným rie²ením je
F (P ) = A1P

β1 + A2P
β2, kde β1 a β2 sú rie²ením kvadrati
kej rovni
e

1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0Tak ako aj v £asti 1.3, jedno rie²enie kvadrati
kej rovni
e je kladné a druhé záporné.Ozna£me β1 kladné rie²enie rovni
e a β2 záporné rie²enie. Z podmienky lim

P→0
F (P ) = 0,rovnako ako aj v £asti 1.3 vyplýva, ºe A2 = 0. Ke¤ºe aj v ¤al²om texte pri diferen
iálnejrovni
i pre hodnotu op
ie budeme ma´ podmienku lim

P→0
F (P ) = 0, od tejto 
hvíle budemeza v²eobe
né rie²enie diferen
iálnej rovni
e pre hodnotu op
ie uvaºova´ F (P ) = AP β,kde β je kladným rie²ením horeuvedenej kvadrati
kej rovni
e. Toto rie²enie uº sp¨¬a prvúokrajovú podmienku, preto sa v ¤al²om texte ¬ou uº nebudeme zaobera´. Pomo
ou pod-mienok pre hodnotu op
ie v £ase uplatnenia nájdeme investi£né pravidlo P∞

N , t.j. 
enuproduktu, pri ktorej sa hodnota projektu vyrovná hodnote op
ie. Akonáhle sa 
ena pro-duktu dostane na túto hrani
u, �rma sa rozhodne do projektu investova´.Tvrdenie 1.5.1.
P∞

N =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)D�kaz. Ukáºeme, ºe ak má P sp¨¬a´ okrajové podmienky, tak musí by´ rovné P∞

N v tvr-dení. Na²e okrajové podmienky sú
AP β =

P

ρ − α
− c

ρ
− I

βAP β−1 =
1

ρ − αUpravíme prvú okrajovú podmienku vynásobením β

βAP β =
βP

ρ − α
− βc

ρ
− βIDruhú okrajovú podmienku vynásobíme P

βAP β =
P

ρ − α23



Obe rovni
e dáme do rovnosti a upravíme
βP

ρ − α
− βc

ρ
− βI =

P

ρ − α

β − 1
ρ − α

P = β

(
c

ρ
+ I

)

P =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)

24



2 Projekt s nekone£ným £asovýmhorizontomV tejto kapitole sa budeme zaobera´ moºnos´ou �rmy investova do projektu, ktorý jejpo investovaní do neho bude priná²a´ produkt do nekone£na. Pokia© uvaºujeme rizikovoneutrálneho investora, tento model sme rie²ili v kapitole 1. Zhrnieme si výsledky tohotomodelu a následne vyrie²ime model pre rizikovo averzného investora súlade s tým, £o smeo rizikovej averznosti napísali v £asti 1.2.V kapitole 1 sme pre rizikovo neutrálneho investora a projekt s nekone£ným £asovýmhorizontom vypo£ítali hodnotu projektu V ∞

N (P ) a investi£né pravidlo P∞

N .
V ∞

N (P ) =
P

ρ − α
− c

ρ
− I

P∞

N =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)

2.1 Hodnota projektu pre rizikovo averzného investoraPre rizikovo averzného investora v súlade s £as´ou 1.2 budeme miesto zisku P − c − ρIuvaºova´ uºito£nos´ tohoto zisku, teda
P 1−R

1− R
− (c + ρI)1−R

1− RHodnotou projektu teda bude o£akávaná budú
a diskontovaná uºito£nos´
V ∞

R (P ) = Ep





∞∫

0

e−ρt

{
P 1−R

t

1− R
− (c+ ρI)1−R

1− R

}

dt





25



Ke¤ºe z £asti 1.4 vieme, ºe Pt v konkrétnom £ase t po
hádza z lognormálneho rozdelenia,prepí²eme strednú hodnotu na integrál a zameníme poradie integrovania.
V ∞

R (P ) = Ep





∞∫

0

e−ρt

{
P 1−R

t

1− R
− (c+ ρI)1−R

1− R

}

dt



 =

=

∞∫

0





∞∫

0

e−ρt

{
P 1−R

t

1− R
− (c+ ρI)1−R

1− R

}

dt



 f (Pt) dPt =

=

∞∫

0

e−ρt





∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt



 dt −
∞∫

0

e−ρt (c+ ρI)1−R

1− R
dtVypo£ítame integrál strednej hodnoty Pt.Tvrdenie 2.1.1.

∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt =

e(lnP+αt)(1−R)− 1
2
σ2tR(1−R)

1− RD�kaz.
∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt =

∞∫

0

P 1−R
t

1− R

1

Ptσ
√
2πt

e−
(lnPt−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dPt =

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y = lnPt

ey = Pt

dy = 1
Pt

dPt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

1− R

∞∫

−∞

ey(1−R) 1

σ
√
2πt

e−
(y−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dy =

=
1

1− R

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
(y−lnP−[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t
+ y(1−R)2σ2t

2σ2t dy =

26



=
1

1− R

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
y2−2y(lnP+[α−

1
2σ2]t+(1−R)σ2t)+(lnP+[α−

1
2σ2]t)

2

2σ2t dy =

=
1

1− R

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
y2−2y(lnP+[α−

1
2σ2]t+(1−R)σ2t)+(lnP+[α−

1
2σ2]t+(1−R)σ2t)

2

2σ2t

−2(lnP+[α−
1
2σ2]t)(1−R)σ2t−(1−R)2σ4t2

2σ2t dy =

=
1

1− R

∞∫

−∞

1

σ
√
2πt

e−
(y−lnP−[α−

1
2σ2]t−(1−R)σ2t)

2

2σ2t dy

︸ ︷︷ ︸

1

e
2(lnP+[α−

1
2σ2]t)(1−R)σ2t+(1−R)2σ4t2

2σ2t

=
1

1− R
e(lnP+αt− 1

2
σ2t)(1−R)+ (1−R)2σ2t

2 =
e(lnP+αt)(1−R)− 1

2
σ2tR(1−R)

1− RPomo
ou pred
hádzajú
eho tvrdenia vypo£ítame hodnotu projektu s nekone£ným £asovýmhorizontom pre rizikovo averzného investora.Tvrdenie 2.1.2.
V ∞

R (P ) =
P 1−R

1− R

1

ρ − α (1− R) + 1
2
σ2R (1− R)

− (c+ ρI)1−R

ρ (1− R)D�kaz. Pri d�kaze budeme vy
hádza´ z
V ∞

R (Pt) =

∞∫

0

e−ρt





∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt



 dt −
∞∫

0

e−ρt (c+ ρI)1−R

1− R
dtPostupne spo£ítame oba integrály. Pri prvom vyuºijeme pred
hádzajú
e tvrdenie

∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt =

e(lnP+αt)(1−R)− 1
2
σ2tR(1−R)

1− RDostávame teda
∞∫

0

e−ρt e
(lnP+αt)(1−R)− 1

2
σ2tR(1−R)

1− R
dt =

=
P 1−R

1− R

∞∫

0

e−t[ρ−α(1−R)+ 1
2
σ2R(1−R)]dt =

P 1−R

1− R

[
e−t[...]

− [. . .]

]∞

0

=

=
P 1−R

1− R

1

ρ − α (1− R) + 1
2
σ2R (1− R)27



Druhý integrál je jednodu
h²í
∞∫

0

e−ρt (c + ρI)1−R

1− R
dt =

(c+ ρI)1−R

1− R

[
e−ρt

−ρ

]
∞

0

=
(c+ ρI)1−R

ρ (1− R)Teraz ukáºeme, ºe hodnotu projektu vieme zapísa´ aj v tvare, s ktorým sa nám budelep²ie po£íta´ pri h©adaní rie²enia diferen
iálnej rovni
e pre hodnotu op
ie.Tvrdenie 2.1.3.
1

ρ − α (1− R) + 1
2
σ2R (1− R)

=
βγ

ρ (1− γ − R) (1− β − R)kde γ = −2ρ
βσ2

a β je kladným rie²ením 1
2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0D�kaz. Kvadrati
kú rovni
u vynásobíme výrazom 2

βσ2
a vyuºijeme, ºe γ = −2ρ

βσ2

1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0

(β − 1) + 2α
σ2

− 2ρ

βσ2
= 0

β + γ = 1− 2α
σ2Z rovni
e pre γ dostaneme βγ = −2ρ

σ2
. Teraz budeme upravova´ pravú stranu rovni
e,ktorú 
h
eme dokáza´. Vyuºijeme pri tom βγ = −2ρ

σ2
a β + γ = 1− 2α

σ2

βγ

ρ (1− γ − R) (1− β − R)
=

−2ρ
σ2

ρ [1− β − R − γ + βγ − R + βR+R2]
=

=
2
σ2

(β + γ)− R (β + γ)− βγ − (1− 2R +R2)
=

2
σ2

(1− R) (β + γ)− βγ − (1− R)2
=

=
2
σ2

(1− R)
(
1− 2α

σ2

)
+ 2ρ

σ2
− (1− R)2

=
1

ρ − α (1− R) + σ2

2
(1− R)− σ2

2
(1− R)

=

=
1

ρ − α (1− R) + σ2

2
(1− R) (1− 1 +R)

=
1

ρ − α (1− R) + σ2

2
R (1− R)Poznámka: Ke¤ºe kvadrati
ká rovni
a v tomto tvrdení je totoºná s kvadrati
kou rovni-
ou v £astia
h 1.3 a 1.5, jedným z jej rie²ení je aj β1 > 1, ktoré sme vypo£ítali v £asti 1.328



a následne ho pre ¤al²í text v £asti 1.5 ozna£ili β. To znamená, ºe aj vo vyjardení hod-noty op
ie v £asti 1.5 aj v pred
hádzajú
om tvrdení m�ºeme pouºijeme zhodnú β, ktoráje vyjadrená v £asti 1.3 ako β1. Potom γ = −2ρ
βσ2

. Pouºitím tohoto tvrdenia dostaneme
V ∞

R (P ) =
βγP 1−R

ρ (1− R) (1− γ − R) (1− β − R)
− (c+ ρI)1−R

ρ (1− R)2.2 Investi£né pravidlo rizikovo averzného investoraV tejto £asti s vyuºitím poznatkov z £astí 1.5 a 2.1 vyrie²ime diferen
iálnu rovni
u pre hod-notu op
ie pre rizikovo averzného investora a projekt s nekone£ným £asovým horizontom.Pod pojmom vyrie²ime 
hápeme, ºe pre tohoto investora nájdeme investi£né pravidlo P∞

R ,t.j. hrani
u, ktorú ke¤ 
ena produktu dosiahne, investor sa rozhodne investova´ do pro-jektu.Moºnos´ investova´, ktorú má �rma, je rovnaká ako v 1.5. Preto bude hodnota tejto op
ierie²ením nasledujú
ej diferen
iálnej rovni
e s okrajovými podmienkami.
1

2
σ2P 2F ′′(P ) + αPF ′(P )− ρF (P ) = 0 (2.1)

F (P∞

R ) = V ∞

R (P
∞

R )

F ′(P∞

R ) = V ∞

R
′(P∞

R )V 1.5 sme odvodili, ºe v²eobe
ným rie²ením diferen
iálnej rovni
e s vyuºitím podmienky
lim
P→0

F (P ) = 0, je F (P ) = AP β, kde β je kladným rie²ením kvadrati
kej rovni
e
1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0Pripome¬me, ºe táto rovni
a je identi
ká s rovni
ou v tvrdení 2.1.3 a teda β je to-toºná pre hodnotu projektu aj rie²enie diferen
iálnej rovni
e pre hodnotu op
ie. Pomo
ouokrajový
h podmienok nájdeme ivesti£né pravidlo P∞

R . Akonáhle bude 
ena produkturovná P∞

R , �rma sa rozhodne investova´ do projektu.29



Tvrdenie 2.2.1.
P∞

R =

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

(c+ ρI)D�kaz. Ukáºeme, ºe ak má P sp¨¬a´ okrajové podmienky, tak musí by´ rovné P∞

R v tvr-dení. Na²e okrajové podmienky sú
AP β =

βγP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)
− (c + ρI)1−R

ρ(1− R)

βAP β−1 =
(1− R)βγP−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)Prvú okrajovú podmienku vynásobíme β

βAP β =
β2γP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)
− β(c+ ρI)1−R

ρ(1− R)Druhú okrajovú podmienku vynásobíme P

βAP β =
(1− R)βγP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)Obe rovni
e dáme do rovnosti a upravíme
(1− R)βγP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)
=

β2γP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)
− β(c+ ρI)1−R

ρ(1− R)

(1− R − β)βγP 1−R

ρ(1− R)(1− γ − R)(1− β − R)
= −β(c+ ρI)1−R

ρ(1− R)

γP 1−R

γ +R − 1 = (c+ ρI)1−R

P 1−R =

[
γ +R − 1

γ

]

(c+ ρI)1−R

P =

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

(c+ ρI)
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3 Projekt s kone£ným £asovýmhorizontomV tejto kapitole budeme uvaºova´ rovnakú situá
iu ako v pred
hádzajú
ej, len s jed-nou výnimkou. Projekt bude svkone£ným £asovým horizontom. To znamená, ºe ak �rmado projektu investuje sumu I, bude jej produkt priná²a´ len po dobu T rokov. Pri výpo£tehodnoty projektu nastane zmena pri vyjadrení o£akávanej(strednej) hodnoty budú
i
hdiskontovaný
h príjmov. Ke¤ºe budú
e príjmy sú len T rokov od £asu investovania, in-tegrova´ budeme len do £asu T . Ako sme spomínali uº v £asti 1.1, �rma si na investí-
iu do projektu poºi£ia. Po£as trvania projektu bude z dlºnej sumy plati´ len úroky,no po skon£ení projektu musí vráti´ aj dlºnú sumu. Túto dlºnú sumu musíme e²te zdiskon-tova´ do £asu hodnotenia projektu. Toto taktieº zahrnieme do hodnoty projektu. Postupnev tejto kapitole odvodíme pre takýto projekt investi£né pravidlo pre rizikovo neutrálnehoinvestora P T
N , ako aj pre rizikovo averzného investora P T

R .3.1 Hodnota projektu pre rizikovo neutrálneho investoraPri výpo£te hodnoty projektu s kone£ným £asovým horizontom budeme postupova´podobne ako v £asti 1.4. Hodnotu projektu budeme po£íta´ rovnako, akurát príjmybudeme integrova´ len do £asu T a odpo£ítame zdiskontovanú dlºnú sumu, ktorú musí�rma po skon£ení projektu vráti´. Hodnota projektu teda bude
V T

N (P ) = Ep





T∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



− e−ρT I
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Opä´ vyjadríme strednú hodnotu v integrálnej forme a zameníme poradie integrovania
V T

N (P ) = Ep





T∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



− e−ρT I =

=

∞∫

0





T∫

0

e−ρt(Pt − c − ρI)dt



 f (Pt) dPt − e−ρT I =

=

T∫

0

e−ρt





∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt



 dt − e−ρT IVnútorný integrál sme uº spo£ítali v £asti 1.4. Pod©a tvrdenia 1.4.1 sa vnútorný integrálrovná
∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt = Peαt − c − ρITakºe m�ºeme pristúpi´ k vypo£ítaniu hodnoty projektu s kone£ným £asovým horizontompre rizikovo neutrálneho investora.Tvrdenie 3.1.1.
V T

N (P ) =
P

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
− c

ρ

(
1− e−ρT

)
− ID�kaz.

V T
N (P ) =

T∫

0

e−ρt





∞∫

0

(Pt − c − ρI) f (Pt) dPt



 dt − e−ρT I =

=

T∫

0

e−ρt
(
Peαt − c − ρI

)
dt − e−ρT I =

=

T∫

0

Pe−(ρ−α)tdt − (c+ ρI)

T∫

0

e−ρtdt − e−ρT I =

= P

[
e−(ρ−α)t

− (ρ − α)

]T

0

− (c+ ρI)

[
e−ρt

−ρ

]T

0

− e−ρT I =32



= P

(
e−(ρ−α)T

− (ρ − α)
+

1

ρ − α

)

− (c+ ρI)

(
e−ρT

−ρ
+
1

ρ

)

− e−ρT I =

=
P

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
− c

ρ

(
1− e−ρT

)
− I3.2 Investi£né pravidlo rizikovo neutrálneho investoraVlastnosti moºnosti investova´-op
ie, ktorú má �rma, sú rovnaké ako v 1.5. Zmenila salen hodnota projektu. Preto bude hodnota tejto op
ie rie²ením nasledujú
ej diferen
iálnejrovni
e s novými okrajovými podmienkami.

1

2
σ2P 2F ′′(P ) + αPF ′(P )− ρF (P ) = 0

F (P T
N ) = V T

N (P
T
N )

F ′(P T
N ) = V T

N

′

(P T
N )V 1.5 sme odvodili, ºe v²eobe
ným rie²ením diferen
iálnej rovni
e je F (P ) = AP β.Pripome¬me, ºe sme uº vyuºili podmienku lim

P→0
F (P ) = 0. Parameter β je kladnýmrie²ením kvadrati
kej rovni
e

1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0Pomo
ou okrajový
h podmienok nájdeme ivesti£né pravidlo P T

N . Akonáhle bude 
enaproduktu rovná P T
N , �rma sa rozhodne investova´ do projektu.Tvrdenie 3.2.1.

P T
N =

β

β − 1 (ρ − α)

(
c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I
)

1− e−T (ρ−α)D�kaz. Ukáºeme, ºe ak má P sp¨¬a´ okrajové podmienky, tak musí by´ rovné P∞

N v tvr-dení. Na²e okrajové podmienky sú
AP β =

P

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
− c

ρ

(
1− e−ρT

)
− I

βAP β−1 =
1

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)33



Upravíme prvú okrajovú podmienku vynásobením β

βAP β =
βP

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
− βc

ρ

(
1− e−ρT

)
− βIDruhú okrajovú podmienku vynásobíme P

βAP β =
P

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)Obe rovni
e dáme do rovnosti a upravíme
P

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
=

βP

ρ − α

(
1− e−T (ρ−α)

)
− βc

ρ

(
1− e−ρT

)
− βI

β

(
c

ρ

(
1− e−ρT

)
+ I

)

=
β − 1
ρ − α

P
(
1− e−T (ρ−α)

)

P =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I
)

1− e−T (ρ−α)3.3 Rizikovo averzný investorV tejto £asti spomenieme výsledný tvar hodnoty projektu s kone£ným £asovým hori-zontom V T
R a tvar investi£ného pravidla P T

R pre takýto projekt pre rizikovo averzného in-vestora. Konkrétne výpo£ty tu pre i
h rozsiahlos´ nebudeme uvádza´, moºno i
h v²ak nájs´v apendixe A. Kombiná
iou úvah v pred
hádzajú
i
h £astia
h tejto kapitoly a £asti 2.1dostávame nasledujú
e výsledky.
V T

R (P ) =
βγP 1−R

ρ (1− R) (1− γ − R) (1− β − R)

(

1− e
−Tρ(1−β−R)(1−γ−R)

βγ

)

−

− (c+ ρI)1−R

ρ (1− R)

(
1− e−ρT

)
− e−ρT I1−R

1− R

P T
R =

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

(

(c+ ρI)1−R
(
1− e−ρT

)
+ ρe−ρT I1−R

1− e
−Tρ(1−β−R)(1−γ−R)

βγ

) 1
1−R
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4 Porovnanie a výsledkyTúto kapitolu venujeme analýze výsledkov, ktoré sme dostali v predo²lý
h kapitolá
h. Na-jsk�r ukáºeme, ºe v²etky modely £o sme skúmali sú limitným prípadom modelu s rizikovoaverzným investorom a projektom s kone£ným £asovým horizontom. �alej sa budeme za-obera´ závislos´ou investi£ného pravidla od vybraný
h parametrov, konkrétne R, T a σ,a to vo v²etký
h modelo
h. Z gra�
kého zobrazenia závislosti vyslovíme hypotézy, niek-toré dokáºeme a slovne interpretujeme. V £astia
h 4.1 aº 4.3 analyti
ky dokáºeme v²etkyvyslovené hypotézy. V závere £asti 4.4 a v £asti 4.5 uvedieme hypotézy, ktoré sa nám v²akpre i
h zloºitos´ analyti
ky dokáza´ nepodarilo, prípadne sme i
h dokázali len pre vybranéohrani£enie parametrov.Pre zopakovanie a lep²iu orientá
iu v texte tejto kapitoly uvedieme v²etky investi£népravidlá, ktoré sme v predo²lom texte odvodili.
P∞

N =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)

P∞

R =

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

(c+ ρI)

P T
N =

β

β − 1 (ρ − α)

(
c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I
)

1− e−T (ρ−α)

P T
R =

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

(

(c+ ρI)1−R
(
1− e−ρT

)
+ ρe−ρT I1−R

1− e
−Tρ(1−β−R)(1−γ−R)

βγ

) 1
1−R
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4.1 Limitné prípady R = 0 a T → ∞V £asti 1.2 sme uviedli, ºe R = 0 zodpovedá rizikovo neutrálnemu investorovi. Preto bysme od výsledný
h investi£ný
h pravidiel o£akávali
lim
R→0

P∞

R = P∞

N

lim
R→0

P T
R = P T

NPrirodzene taktieº o£akávame, ºe bude plati´
lim

T→∞

P T
N = P∞

N

lim
T→∞

P T
R = P∞

RPosledné dve rovni
e nie je ´aºké dokáza´, sta£í spo£íta´ jednotlivé limity. Vyuºijeme, ºe
lim

T→∞

e−kT = 0, k > 0Potrebné je len dokáza´, ºe
βγ

ρ (1− β − R) (1− γ − R)
> 0Pripome¬me, ºe β > 1 a γ = −2ρ

βσ2
. Z toho je zrejmé, ºe γ < 0. �itate© je teda záporný.Ke¤ºe β > 1 a 1 − R ≤ 1, tak 1 − R − β < 0. Taktieº ke¤ºe γ < 0 a 1 − R > 0,tak 1− R − γ > 0. Menovate© je teda tieº záporný a 
elý zlomok je kladný.Po dosadení R = 0 do P∞

R , respektíve P T
R zistíme, ºe k dokázaniu prvý
h dvo
h rovnostípotrebujeme dokáza´ nasledovné tvrdenie.Tvrdenie 4.1.1.

ρ
γ − 1

γ
= (ρ − α)

β

β − 1
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D�kaz. Za£neme z rovnosti, ktorú 
h
eme dokáza´ a postupnými úpravami sa dostanemek rovni
i, o ktorej vieme, ºe platí. Obrátením postupu je d�kaz hotový.
ρ
γ − 1

γ
= (ρ − α)

β

β − 1
ρ (βγ − (β + γ) + 1) = βγ (ρ − α)V d�kaze tvrdenia 2.1.3 sme dostali β + γ = 1− 2α

σ2

ρ

(

βγ − 1 + 2α
σ2
+ 1

)

= βγ (ρ − α)

ρ

(

1 +
2α

βγσ2

)

= ρ − αOpä´ vyuºijeme výsledok zo spomínaného d�kazu, tentoraz βγ = −2ρ
σ2

ρ

(

1− 2ασ2

2ρσ2

)

= ρ − α

ρ − α = ρ − αDokázali sme v²etko, £o bolo potrebné k ukázaniu platnosti ²tyro
h rovní
 z úvodu tejto£asti. Na²e výsledky v tomto teste vzájomnej konzistentnosti obstáli a m�ºeme sa v ¤al²í
h£astia
h sústredi´ na i
h analýzu. Z uvedeného vyplýva, ºe vo v²eobe
nosti sta£í sledova´závislos´ P T
R od jednotlivý
h parametrov. Závislos´ pre P∞

R , respektíve pre P T
N a P∞

Nzískame limitným pre
hodom T → ∞ a R = 0.4.2 Vplyv R a T na investi£né pravidloPokia© nebude povedané inak, v nasledujú
i
h £astia
h budeme pre gra�
ké znázorne-nie vplyvu vybraný
h parametrov na investi£né pravidlo pouºíva´ nasledovné nastavenieparametrov.
c = 50 I = 1000 ρ = 0.08 α = 0.04 σ = 0.2 R = 0.5 T = 2537



Túto £as´ venujeme analýze vplyvu pridania rizikovej averznosti do ná²ho modelu na in-vesti£né pravidlo investora. Následne sa pozrieme aj na vplyv pridania kone£ného £asovéhohorizontu projektu do modelu na investi£né pravidlo.O£akávame, ºe pridanie rizikovej averznosti investora do základného modelu sp�sobí zvý²e-nie hodnoty investi£ného pravidla, ke¤ºe rizikovo averzný investor, ktorý sa bojí rizika,sa musí lep²ie proti tomuto riziku zabezpe£i´. Zabezpe£í sa práve vy²²ou 
enou produktuv £ase investovania, £ím zníºi riziko budú
i
h strát. Pred tým, ako ukáºeme, £i model totona²e o£akávanie potvrdí alebo vyvráti, dokáºeme si pomo
né tvrdenie.Tvrdenie 4.2.1.
ln x > 1− 1

x
, ∀x > 1D�kaz. �ahko vidie´, ºe pre x = 1 nastáva rovnos´. Sta£í nám teda ukáza´, ºe ©avá stranarastie rý
hlej²ie ako pravá strana pre x > 1. Ukáºeme, ºe (ln x − 1 + 1

x

)
′

> 0, ∀x > 1

(

ln x − 1 + 1
x

)
′

=
1

x
− 1

x2
1

x

(

1− 1
x

)

> 0, ∀x > 1Teraz uº m�ºeme dokáza´ tvrdenie o rastú
osti P∞

R v závislosti od R.Tvrdenie 4.2.2.
∂P∞

R

∂R
> 0, 0 < R < 1D�kaz.

∂P∞

R

∂R
=

∂
[

R+γ−1
γ

] 1
1−R

∂R
(c+ ρI)K d�kazu tvrdenia potrebujeme ukáza´ nasledovné.

∂
[

R+γ−1
γ

] 1
1−R

∂R
> 0Upravíme tvar derivovaného výrazu.

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R

= e
1
1−R

ln(R+γ−1
γ )38



Pristúpime k derivá
ii.
∂
[

R+γ−1
γ

] 1
1−R

∂R
= e

1
1−R

ln(R+γ−1
γ )

(
1

(1− R)2
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
1

1− R

γ

R + γ − 1
1

γ

)

=

=

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R 1

1− R

(
1

1− R
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
1

R + γ − 1

)Ke¤ºe γ − (1− R) < γ a obe strany nerovnosti sú záporné, tak platí γ−1+R

γ
> 1. Oba£initele pred zátvorkou sú teda kladné. Navy²e na logaritmus v zátvorke m�ºeme pouºi´pred
hádzajú
e tvrdenie. V zátvorke potom dostaneme

1

1− R
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
1

R + γ − 1 >
1

1− R

(

1− γ

R + γ − 1

)

+
1

R + γ − 1 =

=
1

1− R

R − 1
R + γ − 1 +

1

R + γ − 1 =
−1

R + γ − 1 +
1

R + γ − 1 = 0Ke¤ºe aj zátvorka je kladná, tvrdenie je dokázané.V súlade s na²imi o£akávaniami, riziková averznos´ investora zaprí£iní, ºe bude na vhodnú
hví©u pre investovanie do projektu £aka´ dlh²ie. Jeho investi£né pravidlo je vä£²ie akoinvesti£né pravidlo rizikovo neutrálneho investora. Tieto závery nás neprekvapujú, sk�rpotvrdzujú, ºe model za
hytáva poºadované vlastnosti modelovanej situá
ie.Teraz sa pozrieme na vplyv skrátenia trvania projektu na rozhodovanie rizikovo neutrál-neho investora. O£akávame, ºe £ím bude projekt trva´ krat²ie, tým vy²²ia bude hodnotainvesti£ného pravidla. Investovanú sumu musíme totiº zarobi´ za krat²í £as, teda potrebu-jeme vy²²ie ro£né zisky. To zabezpe£íme práve vy²²ou 
enou produktu v £ase investovania.Dokáºme teda nasledovné tvrdenie.Tvrdenie 4.2.3.
∂P T

N

∂T
< 0D�kaz. Zderivujeme P T

N .
∂P T

N

∂T
=

β

β − 1 (ρ − α)

c
ρ
ρe−ρT

(
1− e−T (ρ−α)

)
−
(

c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I
)

(ρ − α) e−T (ρ−α)

(1− e−T (ρ−α))
239



Výraz β

β−1
(ρ − α) je kladný, ako aj menovate© zlomku je kladný. Sta£í ukáza´, ºe £itate© jezáporný. Ako prvé vyuºijeme, ºe 0 < I. Ako vidíme, dosadením I = 0 získame nasledujú
unerovnos´.

ce−ρT
(
1− e−T (ρ−α)

)
−
(

c

ρ

(
1− e−ρT

)
+ I

)

(ρ − α) e−T (ρ−α) <

< ce−ρT
(
1− e−T (ρ−α)

)
− c

ρ

(
1− e−ρT

)
(ρ − α) e−T (ρ−α) =

= ce−ρT − ce−ρT e−T (ρ−α) − ce−T (ρ−α) + ce−ρT e−T (ρ−α) + α
c

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α) =

= α
c

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α) −

(
ce−T (ρ−α) − ce−ρT

)
= cw(α)Ch
eme ukáza´, ºe získané horné ohrani£enie je záporné. Ke¤ºe c > 0, sta£í ukáza´ ºe

w(α) =
α

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α) −

(
e−T (ρ−α) − e−ρT

)
< 0Po©ahky vidíme, ºe pre α = 0 a α = ρ nadobúda daná funk
ia hodnotu 0. Ukáºeme, ºena intervale α ∈ (0, ρ) má funk
ia jedno lokálne minimum, £o spojením s w(α) ∈ C1,

α ∈ < 0, ρ > dokazuje, ºe je na tomto intervale záporná. Zderivujeme teda funk
iu
w(α) . Následne ukáºeme, ºe existuje práve jedno α ∈ (0, ρ) také, ºe derivá
ia funk
ieje nula. Potom e²te ukáºeme, ºe pre α = ρ je táto derivá
ia kladná. Tým dokáºeme, ºefunk
ia w(α) je záporná pre α ∈ (0, ρ).

∂w

∂α
= −Te−T (ρ−α) +

1

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α) +

α

ρ

(
1− e−ρT

)
Te−T (ρ−α)Poloºme derivá
iu rovnú nule.

∂w

∂α
= −Te−T (ρ−α∗) +

1

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α∗) +

α∗

ρ

(
1− e−ρT

)
Te−T (ρ−α∗) = 0

− T +
1

ρ

(
1− e−ρT

)
+

α∗

ρ
T
(
1− e−ρT

)
= 0

α∗ =
ρ

1− e−ρT
− 1

TV prvom kroku sme rovni
u vydelili výrazom e−T (ρ−α∗). Tým sme nestratili ºiadne rie²enia,ke¤ºe pre 0 < α < ρ je tento výraz kladný. Ke¤ uº sme na²li bod lokálneho extrému,40



potrebujeme ukáza´, ºe naozaj leºí v potrebnom intervale. To, ºe α∗ < ρ je ©ahko vidie´.Potrebujeme e²te ukáza´, ºe α∗ > 0, £o je ekvivalentné s
ρ

1− e−ρT
>
1

T

1− e−ρT

ρT
< 1Vieme, ºe lim

T→0

1−e−ρT

ρT
= 1. Potrebujeme teda e²te ukáza´, ºe 1−e−ρT

ρT
je klesajú
a od T .

∂ 1−e−ρT

ρT

∂T
=

ρe−ρT − ρ
(
1− e−ρT

)

ρ2T 2
=

−ρ

ρ2T 2
< 0Ukázali sme, ºe α∗ ∈ (0, ρ). Na tomto intervale má nulovú derivá
iu len v jednom bode. Toznamená, ºe funk
ia w(α) na tomto intervale nie je kon²tantná. Jediný sp�sob, ako m�ºefunk
ia w(α) by´ spojitá a nadobúda´ v bodo
h 0 a ρ nulovú hodnotu, je, ºe na tomtointervale zmení znamienko derivá
ie. To v²ak m�ºe len v bode α∗, £o zna£í ºe tento bodje naozaj lokálny extrém. Teraz ukáºeme, ºe pre α = ρ je ∂w(α)

∂α
> 0.

∂w

∂α
= −Te−T (ρ−α) +

1

ρ

(
1− e−ρT

)
e−T (ρ−α) +

α

ρ

(
1− e−ρT

)
Te−T (ρ−α)Poloºme α = ρ. Dostávame

−T +
1

ρ

(
1− e−ρT

)
+ T

(
1− e−ρT

)
=
1

ρ
− e−ρT

(
1

ρ
+ T

)Potrebujeme dokáza´ nasledovné
1

ρ
> e−ρT

(
1

ρ
+ T

)

eρT > 1 + ρT

ρT > ln (1 + ρT )Dosadením x = ρT > 0 do známej nerovni
e x > ln(1+x), ∀x > 0 dostávame platnos´nerovnosti ρT > ln (1 + ρT ). Oto£ením poradia ekvivalentný
h operá
ií dostávame, ºev bode α = ρ je ∂w(α)
∂α

> 0. Tým sme dokázali, ºe na ©avom okolí bodu ρ je derivá
ia41



kladná. Ke¤ºe jediná moºnos´ zmeny znamienka derivá
ie je v bode α∗, tak na pravomokolí bodu α∗ je derivá
ia kladná. Tým je dokázané, ºe w(α) má na intervale (0, ρ) právejedno lokálne minimum v bode α∗. Ke¤ºe v krajný
h bodo
h tohoto intervalu je funk
ianulová, tak vo vnútri intervalu je záporná.Tým sme dokázali zápornos´ £itatela vo vyjadrení ∂P T
N

∂T
a tým pádom aj 
elé tvrdenie.Zatia© sme v tejto £asti ukázali, ºe zvý²enie rizikovej averznosti investora zvý²i hodnotuinvesti£ného pravidla pre projekt s nekone£ným £asovým horizontom. Rovnaký vplyv máaj skrátenie doby trvania projektu pre rizikovo neutrálneho investora. �o sa v²ak stane,ak tieto dva vplyvy skombinujeme? Túto otázku zodpovieme v závere£ný
h £astia
h tejtokapitoly.4.3 Vplyv σ na investi£né pravidlo pre projekt s nekone£ným£asovým horizontomV tejto £asti sa budeme venova´ analýze vplyvu volatility 
eny produktu σ na jednotlivéinvesti£né pravidlá. Za£neme vplyvom na P∞

N a pokra£ova´ budeme s P∞

R . Pre za£iatoksme na obrázku 4.1 znázornili závislos´ P∞

R od σ. Ako vidie´ na obrázku, pre R = 0,
P∞

N je rastú
e v závislosti od σ. To znamená, ºe aj rizikovo neutrálny investor s rastú
ouvolatilitou vyºaduje na investovanie do projektu vy²²iu 
enu produktu. Rovnakú vlast-nos´ vidíme aj pre R > 0, dokon
a sa zdá, ºe vplyv volatility je pre rizikovo averznéhoinvestora výraznej²í. To nás vedie k hypotéze, ºe P∞

R rastie rý
hlej²ie pre R vä£²ie. Uve-dené hypotézy postupne dokáºeme, za£neme rastú
os´ou P∞

N v závislosti od σ. Pred týmv²ak v nasledujú
om tvrdení sformulujeme a aj dokáºeme pre ¤al²ie výpo£ty uºito£névlastnosti.
42
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ρ − αβ > 0

∂β

∂σ
< 0, ∀σ > 0

∂ β

β−1

∂σ
> 0, ∀σ > 0D�kaz. Prvá nerovni
a vyplýva z kvadrati
kej rovni
e, ktorú β sp¨¬a. Jednodu
hýmpreusporiadaním rovni
e dostávame

ρ − αβ =
1

2
σ2β (β − 1)Ke¤ºe β > 1 je uº zrejmé, ºe ρ − αβ > 0.Druhú nerovni
u budeme dokazova´ zderivovaním β. Z £asti 1.3 vieme, ºe

β =
1

2
− α

σ2
+

√
(

α

σ2
− 1
2

)2

+
2ρ

σ243



Prikro£me k derivá
ii a postupnej úprave
∂β

∂σ
=
2α

σ3
+
1
2

(
2
(

α
σ2

− 1
2

) (
−2α
σ3

)
− 2ρ

σ3

)

√
(

α
σ2

− 1
2

)2
+ 2ρ

σ2

=
2α

σ3
+

−2α2

σ2
+ α − 2ρ

σ3
√
(

α
σ2

− 1
2

)2
+ 2ρ

σ2Z rovni
e pre β vyplýva, ºe odmo
ninu v menovateli vieme zapísa´ aj v tvare β − 1
2
+ α

σ2

∂β

∂σ
=
2α

σ3
+

−2α2

σ2
+ α − 2ρ

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) =
2α
(
β − 1

2
+ α

σ2

)
− 2α2

σ2
+ α − 2ρ

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) =

=
2αβ − α + 2α2

σ2
− 2α2

σ2
+ α − 2ρ

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) =
−2 (ρ − αβ)

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) < 0V poslednom kroku sme pouºili prvú nerovni
u tohoto tvrdenia, ktorú sme uº dokázali.Pri dokazovaní tretej nerovni
e za£neme s derivovaním β

β−1

∂ β

β−1

∂σ
=
(β − 1)− β

(β − 1)2
∂β

∂σ
> 0Opä´ sme v poslednom kroku vyuºili predo²lú nerovni
u tohoto tvrdenia.Ke¤ uº sme toto tvrdenie dokázali, m�ºeme ho vyuºi´ k d�kazu rastú
osti P∞

N v závislostiod σ. Preto sformulujeme a po©ahky dokáºeme nasledujú
e tvrdenie.Tvrdenie 4.3.2.
∂P∞

N

∂σ
> 0, ∀σ > 0D�kaz.

P∞

N =
β

β − 1 (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)

∂P∞

N

∂σ
= (ρ − α)

(
c

ρ
+ I

)
∂ β

β−1

∂σ
> 0, ∀σ > 0Ukázali sme, ºe u rizikovo neutrálneho investora s rastú
ou volatilitou rastie hodnotainvesti£ného pravidla. Je to po
hopite©né, ke¤ºe pri vä£²ej rizikovosti 
eny produktu jemoºnos´ po£ka´ s rozhodnutím 
ennej²ia. Pristúpme teraz k d�kazu rastú
osti investi£néhopravidla v závislosti od σ aj pre R > 0. Najsk�r dokáºeme nasledovné tvrdenie.44



Tvrdenie 4.3.3.
∂ R+γ−1

γ

∂σ
> 0D�kaz. Upravíme zlomok a zderivujeme

R + γ − 1
γ

=
R − 1

γ
+ 1

∂ R+γ−1
γ

∂σ
=

∂ R−1
γ

∂σ
= (R − 1)

∂ 1
γ

∂σ
= (R − 1)

∂−βσ2

2ρ

∂σ
= (1− R)

[
σ2

2ρ

∂β

∂σ
+
2βσ

2ρ

]V d�kaze tvrdenia 4.3.1 sme odvodili nasledovné
∂β

∂σ
=

−2(ρ − αβ)

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) , ρ − αβ =
1

2
σ2β(β − 1)S vyuºitím tý
hto poznatkov upravíme výraz tak, aby bolo zjavné ºe je kladný.

∂ R+γ−1
γ

∂σ
= (1− R)

[

σ2

2ρ

−2(ρ − αβ)

σ3
(
β − 1

2
+ α

σ2

) +
βσ

ρ

]

= (1− R)

[

−1
2
σ2β(β − 1)

ρσ
(
β − 1

2
+ α

σ2

) +
βσ

ρ

]

=

=
(1− R)βσ

ρ

[

1− β − 1
2β − 1 + 2α

σ2

]Ke¤ºe platí β − 1 < 2β − 1 + 2α
σ2
, výsledný výraz je kladný a tvrdenie dokázané.Teraz uº ©ahko dokáºeme rastú
os´ investi£ného pravidla pre rizikovo averzného investorav závislosti od volatility 
eny produktu.Tvrdenie 4.3.4.

∂P∞

R

∂σ
> 0, σ > 0, 0 ≤ R < 1D�kaz.

∂P∞

R

∂σ
=

1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R ∂ R+γ−1

γ

∂σ
(c+ ρI) > 0, σ > 0, 0 ≤ R < 1V poslednom kroku sme vyuºili tvrdenie 4.3.3 a nasledujú
e

R + γ − 1
γ

=
R − 1

γ
+ 1 > 045



Teraz e²te ukáºeme, ºe £ím je investor rizikovo averznej²í, tým je jeho investi£né pravidlo
itlivej²ie reaguje na zmenu volatility 
eny produktu. Ch
eme teda dokáza´ nasledovnétvrdenie.Tvrdenie 4.3.5.
∂2P∞

R

∂σ∂R
> 0D�kaz. Ukáºeme, ºe ∂P∞

R

∂σ
je rastú
a v závislosti od R. Z d�kazu tvrdenia 4.3.4 vieme, ºe

∂P∞

R

∂σ
=

1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R ∂ R+γ−1

γ

∂σ
(c+ ρI)Zderivujme teda tento výraz pod©a R.

∂2P∞

R

∂σ∂R
= (c+ ρI)







∂

(

1
1−R

∂
R+γ−1

γ

∂σ

)

∂R

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R

+
1

1− R

∂ R+γ−1
γ

∂σ

∂
[

R+γ−1
γ

] R
1−R

∂R





Najsk�r ukáºeme, ºe prvý s£ítane
 je nulový. K tomu potrebujeme ukáza´ nasledovné

∂

(

1
1−R

∂
R+γ−1

γ

∂σ

)

∂R
= 0V d�kaze tvrdenia 4.3.3 sme odvodili, ºe

∂ R+γ−1
γ

∂σ
=
(1− R)βσ

ρ

[

1− β − 1
2β − 1 + 2α

σ2

]Vynásobením 1
1−R

sa tento výraz stane nezávislým od parametra R, a teda
∂

(

1
1−R

∂
R+γ−1

γ

∂σ

)

∂R
=

∂ βσ

ρ

[

1− β−1

2β−1+ 2α
σ2

]

∂R
= 0Teraz sta£í ukáza´, ºe druhý s£ítane
 je kladný. K tomu potrebujeme ukáza´ nasledovné.

∂
[

R+γ−1
γ

] R
1−R

∂R
> 046



Zderivujeme a upravíme.
∂
[

R+γ−1
γ

] R
1−R

∂R
=

∂e
R
1−R

ln(R+γ−1
γ )

∂R
=

=

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R
(
1− R +R

(1− R)2
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
R

1− R

γ

R + γ − 1
1

γ

)

=

=
1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R
(
1

1− R
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
R

R + γ − 1

)Potrebujeme ukáza´, ºe posledná zátvorka je kladná. V d�kaze tvrdenia 4.2.2 sme ukázali,ºe γ−1+R

γ
> 1. Opä´ teda vyuºijeme tvrdenie 4.2.1 a dostávame
1

1− R
ln

(
R + γ − 1

γ

)

+
R

R + γ − 1 >
1

1− R

(

1− γ

R + γ − 1

)

+
R

R + γ − 1 =

=
1

1− R

R − 1
R + γ − 1 +

R

R + γ − 1 =
R − 1

R + γ − 1 > 0Dokázali sme teda, ºe posledná zátvorka vo výraze pre ∂[R+γ−1
γ ]

R
1−R

∂R
je kladná. Tým smedokázali ºe aj druhý s£ítane
 v ∂2P∞

R

∂σ∂R
je kladný a zárove¬ aj 
elé tvrdenie.V tejto £asti sme úkazali niektoré vlastnosti vplyvu parametra σ na investi£né pravidlopre rizikovo neutrálneho i rizikovo averzného investora. Ukázali sme, ºe rizikovo averznýinvestor reaguje 
itlivej²ie na zmenu rizikovosti 
eny produktu ako rizikovo neutrálnyinvestor. To je v súlade s na²imi o£akávaniami. Obaja investori pri náraste rizikovosti 
enyproduktu vyºadujú vy²²iu 
enu preduktu k tomu, aby sa rozhodli do projektu investova´.4.4 Vplyv σ na investi£né pravidlo pri r�znej dobe tr-vania projektuV tejto £asti zanalyzujeme vplyv volatility 
eny produktu na hodnotu investi£ného pravidlapri r�zny
h dobá
h trvania projektu. Pre za£iatok uvedieme obrázok, ktorý znázor¬ujeinvesti£né pravidlo rizikovo neutrálneho investora v závislosti od parametra σ pre vybrané47
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N od σ pre r�zne hodnoty Ttrvania projektu. Prvú vlastnos´, ktorú si pri poh©ade na gra�
ké znázornenie závislostiv²imneme, je ºe pre v²etky znázornené doby trvania projektu je táto závislos´ rastú
a.Túto vlastnos´ si dokáºeme ako prvú. Následne dokáºeme, ºe £ím trvá projekt dlh²ie, týmje miera tohoto rastu men²ia. Za£nime teda s d�kazom nasledovného tvrdenia.Tvrdenie 4.4.1.
∂P T

N

∂σ
> 0, ∀σ > 0D�kaz. Tento d�kaz je ve©mi jednodu
hý. Sta£í investi£né pravidlo zderivova´ a s vyuºitímtvrdenia 4.3.1 vidíme, ºe v²etky £initele v tejto derivá
ii sú kladné.

P T
N =

β

β − 1 (ρ − α)

c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I

1− e−T (ρ−α)

∂P T
N

∂σ
= (ρ − α)

c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I

1− e−T (ρ−α)

∂ β

β−1

∂σ
> 0, ∀σ > 0Teraz 
h
eme ukáza´, ºe pri krat²om trvaní projektu reaguje investor na zmenu volatility
eny produktu 
itlivej²ie. 48



Tvrdenie 4.4.2.
∂2P T

N

∂σ∂T
< 0D�kaz. Tento d�kaz za£neme zderivovaním ∂P T

N

∂σ
pod©a T .

∂2P T
N

∂σ∂T
=

∂ β

β−1

∂σ
(ρ − α)

c
ρ
ρe−ρT

(
1− e−T (ρ−α)

)
−
(

c
ρ

(
1− e−ρT

)
+ I
)

(ρ − α) e−T (ρ−α)

(1− e−T (ρ−α))
2Výraz (ρ − α)

∂
β

β−1

∂σ
> 0, ako aj menovate© nasledujú
eho zlomku je kladný. To, ºe £itate©zlomku je záporný, sme dokázali uº pri d�kaze tvrdenia 4.2.3. Z toho vyplýva, ºe tvrdenieje dokázané.Dokázali sme obe vlastnosti vplyvu parametra σ na investi£né pravidlo rizikovo neutrál-neho investora. V £asti 4.2 sme ukázali, ºe pre krat²iu dobu trvania projektu sa zvý²ihodnota investi£ného pravidla. Tu sme navia
 ukázali, ºe tento rozdiel v hodnote in-vesti£ného pravidla sa zvy²uje s rastú
ou σ. Pri vä£²ej volatilite sa treba vo£i skráteniuprojektu zabezpe£i´ via
 ako pri malej volatilite. Teraz sa pozrieme na rovnakú závis-los´ pre rizikovo averzného investora. Ako vidíme na obrázku 4.3, u rizikovo averznéhoinvestora má vplyv σ tro
ha odli²né vlastnosti. Zdá sa, ºe závislos´ investi£ného pravidlapre kaºdú dobu trvania projektu je rastú
a. Vidíme, ºe pre σ malé, podobne ako u rizikovoneutrálneho investora, je investor 
itlivej²í na zmenu parametra σ pre krat²iu dobu tr-vania projektu T . Av²ak pre σ ve©ké, narozdiel od rizikovo neutrálneho investora, pri dl-h²om £asovom horizonte projektu je rizikovo averzný investor 
itlivej²í na zmenu parame-tra σ. Rastú
os´ hodnoty investi£ného pravidla v závislosti od σ dokáºeme, av²ak lenpre σ2 < ρ+ α.Tvrdenie 4.4.3.

∂P T
R

∂σ
> 0
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R pod©a σ. Za£neme prvým.
∂
[

R+γ−1
γ

] 1
1−R

∂σ
=

1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] R
1−R ∂

[
R+γ−1

γ

]

∂σ
=

=
1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R
[
R + γ − 1

γ

]
−1 ∂

[
R+γ−1

γ

]

∂σPomo
ou tvrdenia 4.1.1 upravíme nasledovný výraz
R + γ − 1

γ
=

R

γ
+

γ − 1
γ
= −Rβσ2

2ρ
+

ρ − α

ρ

β

β − 1 =
β
(

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

)

ρ(β − 1)S vyuºitím tohoto tvaru a derivá
ie daného výrazu pod©a σ odvodenej v d�kaze tvrdenia
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4.3.3 dostávame
∂
[

R+γ−1
γ

] 1
1−R

∂σ
=

1

1− R

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R
[
R + γ − 1

γ

]
−1 ∂

[
R+γ−1

γ

]

∂σ
=

=

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R ρ(β − 1)

β
(
ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

)
1

1− R

σβ(1− R)

ρ

[

1− β − 1
2β − 1 + 2α

σ2

]

=

=

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R σ(β − 1)

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

[
2β − 1 + 2α

σ2
− β + 1

2β − 1 + 2α
σ2

]

=

=

[
R + γ − 1

γ

] 1
1−R σ(β − 1)

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

[
β + 2α

σ2

2β − 1 + 2α
σ2

]Zderivujeme aj druhý £inite© v P T
R pod©a σ. Najsk�r v²ak spo£ítame pomo
nú derivá
iu.Vyuºijeme pri nej tvrdenie 2.1.3

∂
−Tρ(1−β−R)(1−γ−R)

βγ

∂σ
=

∂ − T
(

ρ − α(1− R) + σ2

2
R(1− R)

)

∂σ
= −TσR(1− R)Uº m�ºeme pristúpi´ k derivá
ii druhého £inite©a

∂

(
(c+ρI)1−R(1−e−ρT )+ρe−ρT I1−R

1−e
−

Tρ(1−β−R)(1−γ−R)
βγ

) 1
1−R

∂σ
=

=
1

1− R

(
. . .

1− e
−T...

βγ

) R
1−R






. . .
(

1− e
−

Tρ(1−β−R)(1−γ−R)
βγ

)2




 e

−T...
βγ (−TσR(1− R)) =

=

(
. . .

1− e
−T...

βγ

) 1
1−R 1

1− e
−

Tρ(1−β−R)(1−γ−R)
βγ

e
−T...

βγ (−TσR)Z uvedený
h derivá
ií obo
h £inite©ov uº ©ahko získame derivá
iu P T
R

∂P T
R

∂σ
= P T

R




σ(β − 1)

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

β + 2α
σ2

2β − 1 + 2α
σ2

− e
−T

“

ρ−α(1−R)+σ2

2
R(1−R)

”

TσR

1− e
−T

“

ρ−α(1−R)+σ2

2
R(1−R)

”



�as´ pred zátvorkou je zjavne kladná. Potrebujeme teda ukáza´, ºe zátvorka je kladná.Ako vidíme, od doby trvania projektu T závisí len druhý s£ítane
 v zátvorke. Ukáºeme,51



ºe jeho závislos´ od T je rastú
a.
∂−e−TkTσR
1−e−Tk

∂T
=

(
ke−TkT − e−Tk

) (
1− e−Tk

)
+ e−TkTe−Tkk

(1− e−Tk)2
σR =

=
Tke−Tk − e−Tk − Tke−Tke−Tk + e−Tke−Tk + Tke−Tke−Tk

(1− e−Tk)2
σR =

=
e−Tk

(
Tk −

(
1− e−Tk

))

(1− e−Tk)2
σRkde k = ρ − α(1 − R) + σ2

2
R(1 − R). Pomo
ou tvrrdenia 4.2.1 sa ©ahko ukáºe, ºe Tk >

1− e−Tk pre k > 0, £o vyhovuje na²ím potrebám, ke¤ºe ρ− α(1−R) + σ2

2
R(1−R) > 0.To znamená ºe druhý s£ítane
 je rastú
i od T a 
elá zátvorka nadobúda svoje minimumpre T = 0. Sta£í teda ukáza´, ºe je kladná pre T = 0. Dosa¤me túto dobu trvania projektudo ná²ho výrazu. Vyuºijeme pri tom, ºe lim

T→0

e−TkT
1−e−Tk =

1
k
. Dostávame

σ(β − 1)
ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

β + 2α
σ2

2β − 1 + 2α
σ2

− σR

ρ − α(1− R) + σ2

2
R(1− R)Teraz ukáºeme, ºe ρ−α− σ2

2
R(β−1) > 0. Ke¤ºe R < 1, sta£í nám túto nerovnos´ dokáza´pre R = 1. �alej parameter α vieme zapísa´ v tvare α = λρ, kde λ ∈ (0, 1). Upravmeteda daný výraz

ρ − α − σ2

2
(β − 1) = ρ − α − σ2

2



−1
2
− α

σ2
+

√
(

α

σ2
− 1
2

)2

+
2ρ

σ2



 =

= ρ − λρ − σ2

2



−1
2
− λρ

σ2
+

√
(

λρ

σ2
− 1
2

)2

+
2ρ

σ2



 =

= ρ

(

1− λ

2

)

+
σ2

4
−
√

σ4

4

(
λ2ρ2

σ4
− λρ

σ2
+
1

4
+
2ρ

σ2

)

=

= ρ

(

1− λ

2

)

+
σ2

4
−
√

λ2ρ2

4
+

σ2(2− λ)ρ

4
+

σ4

16Potrebujeme teda ukáza´, ºe
ρ

(

1− λ

2

)

+
σ2

4
>

√

λ2ρ2

4
+

σ2(2− λ)ρ

4
+

σ4
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Ke¤ºe obe strany sú zjavne kladné, m�ºeme i
h umo
ni´. �al²ími úpravami dospejeme kpravdivému tvrdeniu a obrátením postupu je táto £as´ d�kazu hotová.
(

ρ

(

1− λ

2

)

+
σ2

4

)2

>
λ2ρ2

4
+

σ2(2− λ)ρ

4
+

σ4

16

ρ2
(

1− λ

2

)2

+
σ2ρ

(
1− λ

2

)

2
+

σ4

16
>

λ2ρ2

4
+

σ2
(
1− λ

2

)
ρ

2
+

σ4

16
(

1− λ

2

)2

>
λ2

4

1− λ+
λ2

4
>

λ2

4

1 > λDokázali sme teda, ºe ρ − α − σ2

2
R(β − 1) > 0. Vrá´me sa teraz k ná²mu p�vodnémuproblému. Ch
eme ukáza´ kladnos´ výrazu

σ(β − 1)
ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

β + 2α
σ2

2β − 1 + 2α
σ2

− σR

ρ − α(1− R) + σ2

2
R(1− R)Tento výraz m�ºeme vynásobi´ výrazom 1

σ

(

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

), ke¤ºe je kladný. Dostá-vame
(β − 1)

(
β + 2α

σ2

)

2β − 1 + 2α
σ2

−
R
(

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

)

ρ − α(1− R) + σ2

2
R(1− R)Ako vidíme, od parametra R je závislá len od£ítavaná £as´. Ukáºeme, ºe je rastú
a od R,a teda 
elý výraz sa dá zdola ohrani£i´ poloºením R = 1. Po úprave od£ítavanej £asti juzderivujeme pod©a R.

R
(

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

)

ρ − α(1− R) + σ2

2
R(1− R)

=
ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

ρ−α

R
+ α + σ2

2
− σ2

2
R

∂
ρ−α−σ2

2
R(β−1)

ρ−α
R
+α+σ2

2
−

σ2

2
R

∂R
=

−σ2

2
(β − 1)

(
ρ−α

R
+ α + σ2

2
− σ2

2
R
)

−
(

ρ − α − σ2

2
R(β − 1)

)(

−ρ−α

R2
− σ2

2

)

(
ρ−α

R
+ α + σ2

2
− σ2

2
R
)2
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Potrebujeme ukáza´, ºe táto derivá
ia je kladná. Sta£í ukáza´ ºe menovate© je kladný.
− σ2

2
(β − 1)(ρ − α)

1

R
− α

σ2

2
(β − 1)− σ4

4
(β − 1) + σ4

4
(β − 1)R+

+
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− σ2

2
(β − 1)(ρ − α)

1

R
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σ2

2
− σ4

4
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=
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1

R
+ ρ
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2
− α
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2
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σ2

2
− σ4

4
(β − 1) =

=
(ρ − α)2
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− σ2(β − 1)(ρ − α)

1

R
+

σ2

2
(ρ − αβ)− σ4

4
(β − 1)Z d�kazu tvrdenia 4.3.1 vieme, ºe ρ − αβ = σ2

2
β(β − 1)

(ρ − α)2
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− σ2(β − 1)(ρ − α)

1

R
+

σ4

4
β (β − 1)− σ4

4
(β − 1) =

=
(ρ − α)2
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− σ2(β − 1)(ρ − α)

1

R
+

σ4

4
(β − 1)2 =

=

(
ρ − α

R
− σ2

2
(β − 1)

)2

> 0Ukázali sme, ºe od£ítavaný £len je rastú
i od R, a teda m�ºeme 
elý výraz ohrani£i´poloºením R = 1. Dostávame
(β − 1)

(
β + 2α

σ2

)

2β − 1 + 2α
σ2

−

(

ρ − α − σ2

2
(β − 1)

)

ρUpravme teraz £itate© prvého zlomku.
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(

β +
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)
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
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2
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+
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α
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


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√
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+
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+
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σ4
=
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)

2ρ
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(
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Opä´ pouºijeme (β − 1)
(
β + 2α

σ2

)
= 2(ρ−α)

σ2

2ρ

σ2
(ρ − α)− (ρ − α)

(

2β − 1 + 2α
σ2

)

+
σ2

2
(β − 1)2 + σ2

2

2(ρ − α)

σ2
=

= (ρ − α)

(
2ρ

σ2
− 2β + 1− 2α

σ2
+ 1

)

+
σ2

2
(β − 1)2 =

=
2(ρ − α)2

σ2
− 2(ρ − α)(β − 1) + σ2

2
(β − 1)2 =

=

(√
2(ρ − α)

σ
− σ(β − 1)√

2

)2

> 0Dokázali sme rastú
os´ hodnoty investi£ného pravidla rizikovo neutrálneho investora v závis-losti od σ, ale len pre σ <
√

ρ+ α. �aºko si v²ak predstavi´, ºe by pre σ >
√

ρ+ α sapri zvý²ení volatility 
eny produktu hodnota investi£ného pravidla zníºila. Druhú vlast-nos´ nebudeme dokazova´, pokúsime sa v²ak priblíºi´, pre£o by mohla plati´. Zdá sa, ºena správanie rizikovo averzného investora p�sobia dva faktory. Prvý je, ºe pre krat²iudobu trvania projektu potrebujeme investovanú sumu zarobi´ za krat²í £as. To podobneako u rizikovo neutrálneho investora, sp�sobuje vy²²iu hodnotu investi£ného pravidla preprojekt s krat²ou dobou trvania. Druhým faktorom je, ºe pre dlh²ie trvajú
i projekt je
elkové riziko projektu vä£²ie. Parameter σ totiº vyjadruje ro£nú mieru volatility 
eny pro-duktu. Rizikovo averzný investor sa u dlh²ie trvajú
eho projektu potrebuje proti tomutovä£²iemu riziku zabezpe£i´, £o sp�sobí vy²²iu hodnotu investi£ného pravidla. Ako sa zdána obrázku, pre σ malé prevaºuje vplyv prvého faktora, no s rastú
ou σ postupne vplyvdruhého faktora prevaºuje nad vplyvom prvého faktora. To sp�sobuje r�znu 
itlivos´ odzmeny σ pre malú a ve©kú ro£nú mieru volatility 
eny produktu.Je logi
ké, ºe vplyv druhého faktora klesá s klesajú
ou averznos´ou investora. Ako ukazujeobrázok 4.2 pre rizikovo neutrálneho investora, pre neho je vplyv druhého faktora nulový.Na obrázku 4.4 si ukáºeme, ºe vplyv druhého faktora pre σ malé má opa£ný výsledok,ako by sme o£akávali. Pre malé σ vplyv druhého faktora zniºuje hodnotu investi£néhopravidla. To m�ºe ma´ za následok, ºe pre malé σ a vhodnej dobe trvania projektu je55



hodnota investi£ného pravidla rizikovo averzného investora niº²ia ako rizikovo neutrál-neho investora.
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Obr. 4.4: Závislos´ P T
R od σ pre R = 0 a R = 0.5 a T = 5

4.5 Vplyv parametra R na investi£né pravidlo pre pro-jekt s kone£ným £asovým horizontomIntuitívne by sme o£akávali, ºe rizikovo averzný investor investuje nesk�r ako rizikovo neu-trálny. Uº v pred
hádzajú
ej £asti sme v²ak nazna£ili, ºe numeri
ké výsledky ná²ho modeluspo
hyb¬ujú v²eobe
nú platnos´ tý
hto o£akávaní. Na obrázku 4.5 sme znázornili závis-los´ hodnoty investi£ného pravidla od miery rizikovej averznosti investora. Ako vidíme,v mnohý
h prípado
h je derivá
ia ∂P T
R

∂R
v bode R = 0 záporná. Ke¤ºe bod R = 0 pred-stavuje rizikovo neutrálneho investora, zápornos´ tejto derivá
ie by dokázala, ºe pre hod-noty parametra R blízke nule je hodnota investi£ného pravidla niº²ia. Numeri
ké výsledky56



¤alej nazna£ujú, ºe závislos´ P T
R od R je konvexná. To znamená, ºe ak pre vybranú dobutrvania projektu je derivá
ia v bode R = 0 kladná, tak kladná bude aj pre R > 0. Akje v²ak derivá
ia v bode R = 0 záporná, tak mnoºina hodn�t parametra R, pre ktoré jehodnota investi£ného pravidla niº²ia ako u rizikovo neutrálneho investora, má tvar (0, R∗).Zápornos´ derivá
ie ∂P T

R

∂R
v bode R = 0 sa nám v²ak dokáza´ nepodarilo.Aby sme lep²ie demon²trovali vplyv doby trvania projektu na znamienko tejto derivá
ie,zobrazíme na obrázku 4.6 hodnotu derivá
ie ∂P T

R

∂R
v bode R = 0 v závislosti od doby tr-vania projektu. Z obrázka vidno, ºe pre ve©mi krátke trvanie projektu je derivá
ia kladnáa rizikovo neutrálny investor investuje sk�r ako rizikovo averzný investor. Z £asti 4.2vieme, ºe pre nekone£ný £asový horizont je ∂P∞

R

∂R
kladná, a to aj v bode R = 0. Preto

lim
T→∞

∂P T
R

∂R

∣
∣
R=0

> 0, £o znamená ºe pre ve©kú dobu trvania projektu je táto derivá
ia opä´kladná. Numeri
ké výsledky nazna£ujú, ºe mnoºina T taký
h, ºe ∂P T
R

∂R

∣
∣
R=0

< 0, má tvar
(Tmin, Tmax) a nie je zanedbate©ná.Spomenuté výsledky nás vedú k hypotéze, ºe v mnohý
h prípado
h rizikovo averzný in-vestor v na²om modeli pre kone£nú dobu trvania projektu investuje sk�r ako rizikovoneutrálny investor. Túto hypotézu sí
e nevieme dokáza´, snaºili sme sa ju v²ak podloºi´numeri
kými výpo£tami a i
h analýzou. Taktieº m�ºeme pripomenú´ na²e vysvetleniez predo²lej £asti, kde sme komentovali rozli£né vlastnosti vplyvu parametra σ na in-vesti£né pravidlo rizikovo neutrálneho a rizikovo averzného investora pri r�znej dobe trva-nia projektu. Rizikovo neutrálny investor na skrátenie doby projektu reaguje zvý²ením in-vesti£ného pravidla, pri£om toto zvý²enie je úmerné parametru σ. Vysvetlili sme to potre-bou zarobi´ investované peniaze za krat²í £as, £o zaprí£iní nárast investi£ného pravidla,pri£om vy²²ia volatilita 
eny produktu samozrejme sp�sobí vy²²í nárast hodnoty in-vesti£ného pravidla. U rizikovo averzného investora p�sobili dva faktory. Prvý je totoºnýako u rizikovo neutrálneho investora, £iºe skrátenie doby trvania projektu zaprí£iní nárast57



investi£ného pravidla. Av²ak p�sobí na neho aj druhý faktor. Pre dlh²ie trvajú
i projektje 
elkové riziko spojené s vývojom 
eny produktu vä£²ie. Vo£i tomuto nárastu rizika sarizikovo averzný investor musí zabezpe£i´ nárastom investi£ného pravidla. Tento faktor jevýznamnej²í pre ve©ké hodnoty σ, £o sp�sobuje r�zne reak
ie rizikovo averzného investorana skrátenie projektu pre r�zne hodnoty σ. Obrázok 4.4 nazna£il, ºe pre malé hodnotyparametra σ m�ºe ma´ druhý faktor opa£ný vplyv na hodnotu investi£ného pravidlarizikovo averzného investora a do
ieli´ jeho niº²iu hodnotu ako u rizikovo neutrálneho in-vestora. Práve toto rozdielne správanie investorov pri zmene doby trvania projektu m�ºepodpori´ na²u hypotézu.
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Záver
Teória reálny
h op
ií opisuje správanie rizikovo neutrálneho investora pri investi£nomrozhodovaní. V skuto£nosti sa v²ak mnohí, najmä men²í investori, správajú rizikovoaverzne. Riziková averznos´ je d�leºitou sú£as´ou ©udskej povahy, povahy �riem a výrazneovplyv¬uje i
h správanie.Cie©om tejto prá
e bolo analyzova´ vplyv investorovej averzie k riziku na jeho opti-málne rozhodovanie. Rizikovo averzného investora sme modelovali ako agenta maximalizu-jú
eho svoju o£akávanú uºito£nos´. Vhodnou vo©bou funk
ie uºito£nosti sa nám podarilomodi�kova´ a následne aj analyti
ky vyrie²i´ základný model reálny
h op
ií pre projekts nekone£ným trvaním. Analyzovali a interpretovali sme vplyv najdoleºitej²í
h parametrovmodelu na výsledok. Ukázali sme, ºe vy²²ia miera averzie k riziku zaprí£iní vy²²iu hodnotuinvesti£ného pravidla a sp�sobí oneskorenie investí
ie. Taktieº sa nám podarilo ukáza´,ºe rizikovo averzný investor reaguje 
itlivej²ie na zmenu volatility 
eny produktu, akorizikovo neutrálny investor.Uvedený model sme následne roz²írili o kone£nú dobu trvania projektu. Ukázali sme, ºeaj v tomo prípade vieme analyti
ky odvodi´ investi£né pravidlo pre rizikovo averzného in-vestora. Vidíme v²ak, ºe uº v prípade tejto relatívne jednodu
hej modi�ká
ie sa správanieinvestora zna£ne skomplikuje a na výsledné rozhodnutie má vplyv via
ero faktorov. Num-eri
ké výsledky nazna£ujú, ºe správanie rizikovo averzného investora m�ºe by´ zaujímavé,60



ba aº ne£akané. Vlastnosti jeho správania sa výrazne odli²ujú od rizikovo neutrálnehoinvestora. Zaujala nás závislos´ investi£ného pravidla od volatility 
eny produktu, ktorámá odli²né vlastnosti pre nízku a vysokú mieru tejto volatility. Následne sme vyslovilihypotézu, ºe rizikovo averzný investor m�ºe mnohokrát investova´ sk�r ako rizikovo neu-trálny investor. Pomo
ou pred
hádzajú
i
h poznatkov sme sa pokúsili vysvetli´ prí£ínytohoto správania, av²ak vo v²eobe
nosti sa nám ju dokáza´ nepodarilo.Téma rizikovej averznosti v teórii reálny
h op
ií nie je touto prá
ou z¤aleka vy£erpaná.Okrem mnohý
h moºný
h roz²írení ná²ho modelu, prípadne aplikovania odli²ného prís-tupu k modelovaniu rizikovej averznosti, je tu moºnos´ pokra£ova´ v analýze na²i
h výsled-kov. Pre kone£ný £asový horiznt a rizikovo averzného investora sme vyslovili zaujímavéhypotézy, ktoré v²ak £akajú na svoj d�kaz. �al²ou 
estou by mohlo by´ aplikovanie ná²homodelu na reálny problém investi£ného rozhodovania a skúmanie spomenutý
h výsledkovmodelu na reálnom probléme.
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A Výpo£ty pre rizikovo averznéhoinvestora a projekt s kone£ným£asovým horizontomNa základe £astí 2.1 a 3.1 je hodnota projektu s kone£ným £asovým horizontom pre rizikovoaverzného investora nasledovná
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Postupne spo£ítame oba integrály. Pri prvom vyuºijeme tvrdenie 2.1.1.
∞∫

0

P 1−R
t

1− R
f (Pt) dPt =

e(lnP+αt)(1−R)− 1
2
σ2tR(1−R)

1− RDostávame teda
T∫

0

e−ρt e
(lnP+αt)(1−R)− 1

2
σ2tR(1−R)

1− R
dt =

=
P 1−R

1− R

T∫

0

e−t[ρ−α(1−R)+ 1
2
σ2R(1−R)]dt =

P 1−R

1− R

[
e−t[...]

− [. . .]

]T

0

=

=
P 1−R

1− R

1− e−T [ρ−α(1−R)+ 1
2
σ2R(1−R)]

ρ − α (1− R) + 1
2
σ2R (1− R)Druhý integrál

T∫

0

e−ρt (c + ρI)1−R

1− R
dt =

(c+ ρI)1−R

1− R

[
e−ρt

−ρ

]T

0

=
(c+ ρI)1−R

ρ (1− R)

(
1− e−ρT

)Spo£ítame teda v²etky vypo£ítané £asti a dostávame
V T

R (P ) =
P 1−R

1− R

1− e−T [ρ−α(1−R)+ 1
2
σ2R(1−R)]

ρ − α (1− R) + 1
2
σ2R (1− R)

− (c+ ρI)1−R

ρ (1− R)

(
1− e−ρT

)
− e−ρT I1−R

1− RPouºijeme tvrdenie 2.1.3 a dostaneme
V T

R (P ) =
βγP 1−R

ρ (1− R) (1− γ − R) (1− β − R)

(

1− e
−Tρ(1−β−R)(1−γ−R)

βγ

)

−

− (c + ρI)1−R

ρ (1− R)

(
1− e−ρT

)
− e−ρT I1−R

1− RMoºnos´ investova´, ktorú má �rma, je rovnaká ako v £asti 1.5. Preto bude hodnota tejtoop
ie rie²ením nasledujú
ej diferen
iálnej rovni
e s okrajovými podmienkami.
1

2
σ2P 2F ′′(P ) + αPF ′(P )− ρF (P ) = 0

F (P T
R ) = V T

R (P
T
R )

F ′(P T
R ) = V T

R

′

(P T
R )63



V 1.5 sme odvodili, ºe v²eobe
ným rie²ením diferen
iálnej rovni
e je F (P ) = AP β, pri£omsme uº vyuºili podmienku lim
P→0

F (P ) = 0. Parameter β je kladným rie²ením kvadrati
kejrovni
e
1

2
σ2β (β − 1) + αβ − ρ = 0Táto rovni
a je identi
ká s rovni
ou v tvrdení 2.1.3 a teda β je totoºná pre hodnotuprojektu aj rie²enie diferen
iálnej rovni
e pre hodnotu op
ie. Pomo
ou okrajový
h pod-mienok nájdeme ivesti£né pravidlo P T

R . Akonáhle bude 
ena produktu rovná P T
R , �rma sarozhodne investova´ do projektu.Tvrdenie A.2.
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Obe rovni
e dáme do rovnosti a upravíme
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