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Abstrakt

ANTOL, Michal: Hladanie najgkratsej cesty v grafoch pomocou rieSent difer-
enctdlnych rovnic. |Diplomova praca| - Univerzita Komenského v Bratislava. Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. -

Vedtci: Doc RNDr. Daniel éevéovié, Csc.. Bratislava, 2010

Najpouzivanejsim a najobltibenej$im algoritmom na hladanie najkratSej cesty v grafe
je Dijkstrov algoritmus a jeho rozne modifikacie. Novy sposob na hladanie najkratse;
cesty v grafe je algoritmus zaloZeny na biologickom sa spravani jednoduchého orga-
nizmu - vapentky mnohohlavej a jeho rozne obmeny. V praci sa snazime zistit efek-

tivnost tychto algoritmov a to z hladiska vypoctovej zlozitosti a ¢asovej naro¢nosti.

Krlacové slova: Dijktrov algoritmus, Vapenatka Mnohohlavé, najkratSia cesta v

grafe.



Abstract

ANTOL, Michal: Hladanie najgkratsej cesty v grafoch pomocou rieSent difer-
enctdlnych rovnic.

[Diplom theses| - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics; Department of Aplied Mathematics and Statistics. - Tutor:
Doc. RNDr. Daniel Seveovi¢, Csc. Bratislava, 2010,

The most commonly used and most popular algorithm to solve the shortest path
problem in the graph is Dijkstra’s algorithm and its various modification. A new
method for finding the shortest path in graph algorithm is based on the behavior of
simple biological organism - Physarum Polycephalum and its various modifications.
The work is to analyze the efficiency of these algorithms and in terms of computational

complexity and time involved.

Key words: Dijkstra algorithm, Physarum Polycephalum, shortpath problem,
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Uvod

Hladanie najkratSej cesty v grafe vychadza z redlnych problémov, ktoré mozme najst
vSade okolo nas. Kazdy den rieSime jednoduché priklady, ako sa dostaneme z miesta
A do miesta B. Pri¢com si potrebujeme vybrat z roznych moznych ciest. Cielom je
najst takua cestu, ktora bude pre nas optimalna. Zavisi to od viacerych faktorov, podla
ktorych jednotlivé cesty dostavaji svoje vahy. Optimalna je potom té, ktorej sticet vah
jednotlivych ciest je najmensi, je to najkratsia cesta. Existuju rozne algoritmy, ktoré
dokazu riesit problém tohoto typu. Najpopularnejsi a najpouzivanejsi algoritmus na
hladanie najkratSej cesty v grafe je Dijkstrov algoritmus.

V prvej kapitole sa obozndmime prave s Dijkstrovym algoritmom, ako vznikol, a
na akom jednoduchom systéme funguje.

V druhej kapitole bude na¢rtnuty novy sposob hladania najkratsej cesty v grafe
a to pomocou algoritmu, ktory je zaloZeny na biologickom sa spravani jednoduchého
organizmu vapenatky mnohohlave;j.

V tretej kapitole budeme porovnavat tieto dva algoritmy na jednotlivych prik-
ladoch. Najprv na trividlnych a jednoduchych, neskor na zlozitejSich prikladoch.
NasSou tlohou bude modifikovat matematicky model navrhnuty na zaklade vape-
natky tak, aby bol schopny konkurovat Dijkstrovmu algoritmu. Predpoklad je, ze
v jednoduchych prikladoch budu algoritmi porovnatelne av8ak v zloZzitejsich bude
Dijkstrov algoritmus efektivnejsi.

Dovodom preco je vhodné sa tymto zaoberat je ze Dijkstrov algorimus je ¢asovo
naro¢ny pri velkych poctoch vrcholov, a preto je vhodné hladat algoritmy, ktoré by

ho mohli nahradit.



1  Teoéria grafov a najkratsSie cesty

NajdolezitejsSim pojmom v tedrii grafov predstavuje samotny pojem graf G. Graf
je vlastne formalne povedané kone¢nd mnozina vrcholov V a mnozina (moze byt
aj prazdna mnozina) dvojic vrcholov (hran) E. Vrcholy nam vlastne predstavuju
jednotlivé stanovistia. A hrany E nam reprezentuji jednotlivé cesty medzi nimi. V
aplikaciach teorie grafov sa Casto vyskytuju grafy sprevadzané dalSou informéaciou,
ktord nam opisuje realitu dokonalejsie, ako samotny graf. Podstatnejsie zvic¢Senie

informacie prinasa pribranie ¢iselnych tudajov na hrany, resp. vrcholy.

1.1  Optimalne sledy

Mnoho realnych optimalizac¢nych tloh mozno previest na ulohu najst optimalny sled
(oby¢ajne najkratsiu cestu). Sled S v grafe G nazveme striedavi postupnost vrcholov
a hran vo, ey, v, €a,...,Up_1, €,, v, taku, ze e; = [v;_1, v;]. Hovorime, Ze sled zac¢ina vo
vo a konéi vo v,. Tieto tlohy treba spresnit podla toho, ¢i je to tloha o grafe, alebo
digrafe (orientovany graf), ¢i st hrany ohodnotené a pod.

V nasledujicich kapitolach sa zameriame prevazne na hladanie prave najkrat3ej
cesty. V teorii grafov hfadanie najkratSej cesty znamena najst taka cestu medzi dvoma
vrcholmi (uzlami), aby stacet vah hran, cez ktoré sa dostaneme od jedného vrcholu k
druhému bol ¢o najmensi. Na hladanie nakratsej cesty sa pouziva mnoho algoritmov.

Z nich najpopularnejsi je dijsktrov algoritmus.

1.2 Motivacia

Teraz si uvedieme realny problém, ktory moZno previest na problém hladania na-
jkrat8ej cesty alebo resp. hladania optimalnej cesty. A prec¢o by bolo vhodné sa tymto
problémom najkratsej cesty zaoberat.

Uvazujme cestnii sief nejakého okresu Slovenska. Ulohou je najst najrychlejsiu



trasu z daného bodu s do daného bodu t. V tomto pripade, vrcholy grafu predstavuju
mestéa a kazdy tusek cesty 7,5 medzi vrcholom i a j ma kladnt dlzku ¢; ;. Namiesto
dlzky by mohol byt aj ¢as potrebny na prejdenie daného tuseku. Ulohou je potom

najst najkratsi s — ¢ sled v tomto vytvorenom grafe.

1.3 Primov algoritmus

Za priameho predchodcu Dijkstrovho algoritmu moézme pokladat primov algorit-
mus, ktory objavil Vojtéch Jarnik (1930) a zarovenn o vela rokov neskor nezavisle
na Jarnikovi Robert Prim (1957). Algoritmus sa ¢astejSie oznacuje ako Primov algo-
ritmus. Tymto algoritmom sa ingpiroval holandsky informatik Edsger Dijkstra, ktory
na jeho zaklade vytvoril Dijsktrov algoritmus na hladanie najktratsej cesty v grafe.
Vzhl'adom na tieto historické okolnosti mézme narazit aj na pomenovanie tohto algo-
ritmu ako DJP algoritmus (podla skratky mien Dikjstra, Jarnik, Prim).

Primov algoritmus sa pouZiva na hTadanie najlacnejsej kostry grafu. Kostra v grafe
G je podmnozina hran povodného grafu taka, ze zabezpecuje cesty medzi dvojicami
vrcholov. V neorientovanom grafe je to podgraf G (strom T) taky, Ze existuje cesta
medzi Tubovolnymi dvoma vrcholmi grafu G len po hranach stromu 7'. Najlacnejsia
kostra je taka, spomedzi vSetkych kostier G, ktora ma minimalny sucet ohodnoteni
hran. Problémom néjdenia najlacnejSej kostry sa ako prvy zaoberal Otakar Borivka
(1926) inspirovany tlohou navrhovania optimélnej elektrovodnej siete. Jeho postup
vylepsili Jarnik s Primom.

Idea primovho algoritmu je nasledovna. Z grafu vyberieme I'ubovolny vrchol v.
Tym nam vznikne podgraf G;. Do miniméalnej kostry vyberieme hranu s minimélnym
ohodnotenim, ktord je z hran vychédzajicich z vrcholu v. Vznikne podgraf, ktory
obsahuje vrchol v, minimélnu hranu a s fiou dalsi incidentny vrchol. Tento podgraf

nazveme Go. Mame vytvoreny podgraf G;. Podgraf G;,; vytvorime tak, Ze vyberieme
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hranu s najmensim ohodnotenim vychadzajicu z podgrafu GG; a kon¢i mimo neho. Pri
konec¢nych grafoch tento postup skon¢i, pri n vrcholovom grafe po n krokoch. Vysledny
podgraf je minimalna kostra grafu G. Tento algoritmus vychadza z myS8lienky dynam-
ického programovania. Rozmer tlohy sa zmensi na minimum, preto sa musi zanedbat
jedna z podmienok platnych pre vysledok. Potom sa postupne zvicsuje rozmer tlohy,

az kym s nedostaneme k spravnemu rieSeniu.

1.3.1 Algoritmus

1. Zvolime Tubovolny vrchol u grafu G. Polozime V(T') := {u}, H(T) := 0, M :=
V(G) —{u}. Pre kazdy vrchol v M polozime V, := v a d, := f({u,v}), ak {u, v}

je hrana v grafe G. V opacnom pripade V, nedefinujeme a d, := oo.
2. Ak je M =0, vypocet konéi.

3. Zvolime vrchol v € M, pre ktory je ¢islo d, minimélne. Priddme v do V(7T),

hranu {v,V,} do H(T) a vyberieme vrchol z mnoZiny M.

4. Pre kazdy vrchol w € M, pre ktory existuje hrana {v, w} grafu G vychadzajuca
z v a f({v,w}) < dw, zmenime V,, a d,, takto: V,, := v, d, == f({v,w}).

Premenné V,, a d,, ostatnych vrcholov ponechame nezmenené.

5. Skok na bod 2.

1.4 Idea Dijkstrovho algoritmu

Z predchadzajiceho algoritmu vychadza Dijkstrov algoritmus. Dijsktrov algoritmus
patri medzi tzv. "hladné algoritmy"(greedy algorithm), to znamené 7e algoritmus
nerozmysla dopredu, ale v kazdom kroku jednoducho zvoli najlep$iu z momentalnych

moznosti. Nech méame n vrcholov, kde niektoré dvojice st spojené hranami, kde dlzka
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kazdej hrany je dani. Predpokladajme Ze existuje aspon jedna cesta medzi kazdymi

dvoma uzlami. V origindlnom ¢lanku [1]| sa Dijkstrus zameral na 2 problémy:
e Skonstruovat miniméalnu kostru grafu.
e Né&jst najkratsiu cestu medzi dvoma danymi vrcholmi S a 7.

KedZe sa budeme v nasledujicich kapitolach venovat hladaniu najkratSej cesty, tak
sa zameriame na druhy problém. Uvazujme dva vrcholy S, T', pricom sa snazime
najst optiméalnu (najkratsiu) cestu s — t. VyuZijeme skuto¢nost, ze ak vrchol X lezi
na najkratsej s — t ceste, tak to vedie k predpokladu, ze existuje najkratsia cesta
s —x medzi vrcholmi S a X. Takto sa postupne pripajaja vrcholy k uzlu S za ucelom

dosiahnutia vrcholu T [1]. Vrcholy su rozdelené do 3 podmnozin:

A) V mnozine A sa nachadzaju vrcholy, ktorych najkratsia cesta z uzlu S je znama.

Vrcholy sa pridavaja do tejto mnoziny za acelom dosiahnutia vrcholu 7'

B) V mnozine B sa nachadzaju vrcholy, ktoré st spojené najmenej s jednym vrcholom
z mnoziny A. Ale eSte nepatria do mnoziny A. Z ktorych v dalsom kroku vyberame

vrchol, ktory sa ma do mnoziny A pridat.
C) Zostavajuce vrcholy.
Hrany su taktiez rozdelené do 3 podmnozin:

I) Hrany ktoré su obsiahnuté v najkratsej ceste z vrcholu S do vrcholov v mnozine

A.

IT) Hrany z ktorych v dalsom kroku vyberdme hranu, ktora sa mé pridat do mnoziny

1. Ku kazdému vrcholu z mnoziny B bude viest prave jedna hrana.

IIT) Zostavajuce hrany. Hrany, ktoré este neboli posiudené, alebo uz nevhodné hrany.

12



Pomocou tohto rozdelenia mézme Dijkstrov algoritmus zhrnit do nasledujicich 2

krokov [1]:

1. V prvom kroku musime posudit vietky hrany v také, ktoré spajaji vrchol, ktory
bol prave presunuty do mnoziny A s uzlami X, ktoré si v mnozinach B alebo
C. Ak vrchol X patri do mnoziny B, tak musime vySetrit, ¢i hrana v nam
dava kratsiu cestu z S do X, ako dovtedy znama cesta vyuzivajica hrany z
mnoziny /1. Ak hrana dava kratSiu cestu S — X, tak nahradi zodpovedajice
hrany z mnoziny I/, inak je zamietnuta. Ak vrchol X patri do mnoziny C', tak
je pridany do mnoziny B a hrana, ktord spija X s nejakym vrcholom z mnoziny

A je pridand do mnoziny hrén I1.

2. Kazdy vrchol z mnoziny B moze byt spojeny s vrcholom S iba jednou hranou,
tieto hrany maji rozne dlzky. Vrchol s minimalnou vzdialenostou od vrcholu S
je presunuty z B do A. Zodpovedajica hrana je presunuta z I do I. Teraz sa

vraciame na krok 1.

Cely proces sa opakuje, pokial nie je vrchol T" preradeny do mnoziny A. To zna-
mena, 7e algoritmus kon¢i, lebo sa naslo rieSenie. Zaujimavostou je 7ze cely ¢lanok [1]

bol velmi kratky (2 strany) bez obrazkov, alebo matematického vyjadrenia algoritmu.

1.5 Dijkstrov algoritmus

V predchadzajicej kapitole bola vysvetlend samotna idea Dijkstrovho algoritmu.
Predpokladame, 7e dlzka kazdej hrany ij je c¢;;. A kazdy vrchol j dostéva znacku
(pj,d;). To znamen4 predchadzajici vrchol a dlzku medzi predchadzajicim vrcholom
a danym vrcholom. Znacky st docasné, a postupne sa budd menit na trvalé znacky
3]

Na zatiatku dostane vrchol S teda zaciatoény vrchol oznacenie (0,0) a kazdy iny

vrchol j dofasné oznacenie (s,00). Nech v algoritme S oznacuje mnozinu vrcholov,

13



ktoré maju uz permanentni znacku a Sy = Vg — S. Vi predstavuja vSetky vrcholy
grafu. Na zaciatku S = {s}.

Vseobecny krok algoritmu potom vyzera nasledovne. V mnozine S; najdeme taky
vrchol k, ze d = min{d;|j € Si} a presunieme ho do S. Potom do¢asné oznacenie
pozmenime. Pre kazdé j z novej mnoziny S oznacenie ponechame, ak d; < dj, + c;

v opa¢nom pripade ju zmenime na (k, dy, + ¢ ;) [3].

Obr. 1: idea rozdelenia vrcholov [3]

1.5.1 algoritmus
Algoritmus sa da potom podla |3| zapisat nasledovne:

1. S ={s}, S1:=Ve—5, (ps;pa) == (0,0) a (p;.d;) := (s,cs;) pre j € Sy, kde

cs,j = 00 pre sj "nepatri'" Eg.

2. Najdeme vrchol k € S; taky, ze di, = min{d;|j € S1}. Ak d = oo, STOP
(ziadna s — S) cesta neexistuje). S := SU{k}, S; :== S; — {k}. Ak S; = 0,
STOP (dlzka najkratiej s — t cesty je d;). Inak ideme na krok 3.

3. Pre kazdé j € SNV ™ (k) ak d; > dj + ¢y j, tak urobime (p;,d;) = (k, dy + cx;)

inak sa znac¢ka nemeni. Vraciame sa na krok 2.

14



Je vhodné, aby pri minimalizacii v kroku 2 kandidoval vrchol ¢t na k£ ako prvy.

Pretoze vypocet mozno ukoncit hned ako sa vrchol ¢ dostane do S [3].

1.6 Zlozitost algoritmu

Krok 1 je zanedbatelny. Krok 2 si vyzaduje O(n) operacii a robi sa n — 1 krat, teda
celkovo to je O(n?) operacii. Rovnako je to aj v kroku 3 a to znamend, Ze celkova

zlozitost algoritmu je O(n?) [3].
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2 NajkratsSia cesta v grafoch a nové moznosti

Ako nova moznost rieSenia problému najkratSej cesty sa nam moze javit najnovsi
objav japonskych vedcov R. Kobayashiho a A. Tera o jednoduchom organizme, ktory
sa vola vapenatka mnohohlava. Vedci nasimulovali jednoduchy matematicky model,
ktory je zalozeny na spravani sa vapenatky a ktory dokaze efektivne vyrieSit problém

najkratsSej cesty v grafe.

2.1 Vyznam vapenatky mnohohlavej

Vépenatka mnohohlava (Physarum Polycephalum) je velky améboidny organizmus
s intracelularnou strukttrou, ktora pozostava zo siete rur alebo tunelov (obr.2). Siet
tychto tunelov slizi na prepravu chemickych a fyzikalnych signalov a na cirkulaciu
zivin a metabolitov v celom organizme. Taktiez sluzi ako orgdn pohybu. Vapenatka sa
moze vyskytovat aj ako utvar jasne zltej farby, takzvané plazmédium, ktoré je vlastne
jednou obrovskou mnohojadrovou bunkou. Toto plazmoédium sa moze rozrastat na-
jroznejSimi smermi a vytvorit super organizmus o rozlohe az niekolko Stvorcovych
metrov. Tento multi-funkény systém je teda fyziologicky vyznamny pre vapenatku.
Tvar siete tunelov sa dramaticky meni, ked vapenatka reaguje na roézne podnety z
vonkajsieho okolia a tiez na zmenu zivotného prostredia. Napriklad ak sa sticasne na
dosku kde sa nachadza vapenatka umiestnia zdroje zivin, tak sa ich snazi pospajat
tak, aby tunely vo vzniknutej sieti mali ¢o najkratsiu vzdialenost [6].

Skuto¢nost ako dokaze vapenatka najst najkratSiu cestu medzi jednotlivymi zdro-
jmi zivin je predmetom vyskumu, pretoze pouzivanim tohto jednoduchého systému
preziva vapentka uz viac ako miliardu rokov.

Vedci pod vedenim Atsushi Tera uskutocnili zaujimavy pokus. Ovsené vlocky
rozlozili okolo centra vapenatky presne do podoby slepej mapy siete Zzeleznic Tokia a

jeho okolia, resp. 36 miest, ktoré ho obklopuji. Na ich prekvapenie tunely vapenatky
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ktoré pospajali jednotlivé vloc¢ky vytvorili navlas rovnaku siet, ako je ta, ktord v
skuto¢nosti uz existuje. Siet Zeleznic, ktora jednotlivé miesta prepojuje. Vapenatka

sa vlastne snazi minimalizovat néklady a maximalizovat efektivitu.

e

pakats

Obr. 2: siet zeleznic podla vapenatky

2.2 Vapenatka a bludisko

Véapenatka dokaze vyriesit aj problém bludiska. Ak sa zdroje zivin nachadzaju na
obidvoch vychodoch z bludiska, organizmus, ktory sa rozsSiruje cez celé bludisko
vSetkymi smermi je schopny najst spojenie medzi tymito vychodmi uz v priebehu
niekolkych dni a to tak Ze vyberie najkrat$i tunel ktory spéja tieto zdroje z pomedzi
mnohych ostatnych moznosti. Tato schopnost sa da nasimulovat do jednoduchého
matematického modelu, ktory sa nazyva physarum solver [6]. Model bol zaloZeny na

experimentalnom pozorovani biologického spravania sa vapenatky.
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Obr. 3: vapenatka dokaze najst cestu z bludiska |6]

2.3 Physarum solver

Matematicky model physarum solver pozostava zo sady rovnic, ktoré reprezentuji
protoplazmaticky tok a schopnost tunelov, alebo trubic menit svoju hrabku. V tomto
modeli tvar tela vapenatky reprezentuje graf (obr.4), pri¢om hrany grafu predstavuju
jednotlivé trubice. A vrcholy si jednotlivé uzly, kde sa trubice krizuju.

Dva Specialne uzly, ktoré predstavuja zdroje potravy si oznacené ako N1 a N2
ostatné uzly st oznacené N3, N4, N5 atd. Jeden z uzlov N1, N2 sa vzdy javi ako
"source", to znamend, Ze odtial tok pochéadza( kladné hodnoty) a druhy ako "sink",

kde sa tok straca (zaporné hodnoty). Hrana medzi uzlami ¢ a j je oznacena ako M, ;.

N
Mij

Nj

i b
Ny No

Obr. 4: bludisko prerobené na siet vrcholov a hran [7]

18



Predpokladajme, ze tlaky vo vrcholoch ¢ a j st p; a p; a Ze vrcholy 7 a j su spojené
tunelom (valcom) dlzky L;; s polomerom 7; ;. Potom tok Q;; ktory pretekd medzi

vrcholmi ¢ a j moéZzeme zapisat do rovnice:

Qi = T (pi — py)
,] 8§Li7j )
Téato rovnica sa da zapisat v tvare:
D, ;
Qg =7 (i = py) (1)

0]

Pri¢om & predstavuje vlastne vodivost kvapaliny a

7TT4

-Di,j — g

V kazdom uzle musia platit kirchoffove zdkony a to znamené Ze v uzloch musi byt
pritok a odtok vyvazeny.

Q=0 (i#1,2) (2)
V uzloch, ktoré predstavuju zdroje potravy je rovnica (2) modifikované, podla toho,

¢i ide o uzol N1 to znamenéa uzol, ktory predstavuje zdroj (source, i=1), alebo o uzol

N2, ktory predstavuje uzol, kde sa tok straca (sink, i=2).

ZQU—IO:O (3)

ZQ2j+]0:O
J

Kde Ij je tok, ktory vyteka z uzlu N2 a vtekd do uzlu N1. I je konstanta v tomto
matematickom modeli [7].
Dizky jednotlivych hran L;; medzi uzlami st behom procesu adaptécie vape-

natky konstantné. To znamend, ked sa vapenatka snazi najst najkratSiu cestu, ktoréa
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spoji uzol N1 s uzlom N2 z pomedzi mnohych dal8ich moznosti. Prietoky medzi jed-
notlivymi uzlami Q; ; pre dant konstantu I, parametre vodivosti D, ; a dlzku hran

L, ; dostaneme potom pomocou rovnic (1),(2) a (3) nasledovne:

—Iy prej=1,;
Di; .
> 7o Pi=p) =4 I prej=2 (4)
. ’L,]
0 inak ;

Stanovenim zakladného tlaku p, = 0, sa daju ostatné tlaky p; v jednotlivych uzloch
vyratat zo sustavy rovnic (4). Potom spiatnym dosadenim do rovnice (1) dostaneme
aj prietoky @); ; medzi uzlami [7.

Dostali sme teda pociato¢né prietoky @; ;. Aby bolo mozné opisat zmeny polom-
erov jednotlivych tunelov. To znamena polomery jednotlivych tunelov sa budi zmenso-
vat vtedy, ak nevedu k najkratsej ceste. A to bude viest az k ich zaniknutiu. A naopak
zvacsSovat sa budu vtedy ak sa jednd o najkratsiu cestu. Predpokladdme, 7e parame-
tre vodivosti D; ; sa budi menit s ¢asom v zavislosti od prietokov @); ;. A ich zmeny

vieme vyjadrit pomocou diferencialnej rovnice:

4Dy = 1(1Qu]) ~ aDsy, o)

Prvy ¢len pravej strany rovnice predstavuje zmenu polomeru tunelu v zavislosti od
prietoku. Funkcia f je monotonna rastica funkcia, ktora splita podmienku f(0) = 0.
Druhy ¢len reprezentuje konstantni rychlost zmeny polomeru tunelu. Kde « je kladné
konstanta, ktora zabezpedi to,ze tunely sa pri absencii prietoku vytratia [6].

Tunely st medzi sebou vzajomné prepojené, to znamena, ze ak sa zmeni prietok
v jednej hrane, ovplyvni to prietoky v ostatnych tuneloch. Celkové mnozstvo toku v
sieti musi byt zachované. To znamena, 7e ked na zaciatku vojde do siete tok Iy v uzle

N1, tak v uzle N2 musime dostat tok —I.

Z diferencidlnej rovnice (5) dostaneme nové D; ;. Pomocou novych D;; vieme
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vyuzitim rovnic (1), (2), (3) dostat nové tlaky p; v jednotlivych vrcholoch a nové
prietoky @);; v jednotlivych hranach. Opakovanim tohto postupu sa nam menia jed-
notlivé prietoky v tuneloch a po kone¢nom pocte iteracii sa uzatvoria tunely, ktoré
vedu do slepej ulicky, alebo nepredstavuju najkratsiu cestu k vychodu z bludiska. Za
optimélnu cestu (najkratSiu cestu) budeme pokladat taki, cez ktora bude prechadzat

100 percent daného toku. To znamené v nasom pripade Ij.

2.4 Algoritmus

Nech mame dany graf G, kone¢ny pocet vrcholov N; kde Ny a N, st zaciatocny a
koncovy vrchol a kone¢ny pocet hran M; ;. Nech L; ; st dané dlzky hran medzi uzlom
7 a j. Nech je dany zékladny tlak P, = 0 v Tubovolnom vrchole K € G. Nech su
dalej dané konstanty I, ako zaciato¢ny tok, r ako polomer tunelu, ktory reprezentuje
hranu ( na za¢iatku ma kazda hrana rovnaky polomer) a konstanta £. Algoritmus sa

da zapisat do niekol’kych krokov nasledovne:

1. V prvom kroku dostaneme tlaky p; spojenim (1),(2) a (3) do sustavy rovnic (4).

2. Dosadenim tlakov do rovnice (1) dostaneme prietoky @);; medzi jednotlivymi
vrcholmi. Ak sa da jednoznacne urcit, ze Iy preteka jedinou cestou, tak konc¢ime.

Inak krok 3.

3. Pomocou rovnice (6) dostaneme nové D; ;, ktoré pouzijeme v rovnici (1) namiesto

starych D; ;. Nasleduje krok 1.

2.5 Analégia s elektrickym obvodom

Matematicky model physarum solver sa da prirovnat k elektrickému obvodu [6].
Pricom kazda hranu v naSej sieti mozme povazovat za rezistor s odporom ktory je

tmerny L;j a r;. f. Telo vapenatky mnohohlavej reprezentuje potom siet rezistorov.
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Toky @;;, ktoré priudia medzi jednotlivymi vrcholmi mézme prirovnat k elek-
trickému pridu, ktory preteka medzi rezistormi. A vrcholy N1 a N2, ktorymi do
siete prenikd vstupny a vystupny tok, moézme prirovnat k vstupnému a vystupnému
elektrickému pradu. Tlaky p; ; potom moézme prirovnat k elektrickému napatiu v jed-
notlivych castiach elektrického obvodu.

Ak potom elektricky prad, ktory prechadza rezistorom je dostato¢ne velky, odpor
rezistora zacne klesat a nésledne sa zvysuje elektricky priad prechadzajuci rezistorom.
Naopak, ak je prid maly, tak sa odpor rezistora zvySuje a nakoniec sa odpor rezistora
priblizuje k nekone¢nu, ¢o mézme prirovnat ku uzatvaraniu sa ciest, ktoré nevedua k

najkratsej ceste v grafe.

2.6 Zlozitost algoritmu

Krok 1 si vyzaduje O(n?) operécii a robi sa n krat, ¢o si vyzaduje celkovo O(n?)

operacii, krok 3 sa robf rovnako n krat ¢o déva teda zlozitost celého algoritmu O(n?).
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3 Porovnanie algoritmov

V nasledujicej praktickej ¢asti budeme porovnavat efektivitu algoritmu, ktory je

navrhnuty na zéklade biologického sa spravania vipenatky s Dijkstrovym algoritmom.

3.1 Ciel prace

V prvom rade budeme sledovat ¢asovii naro¢nost algoritmov. A to na jednotlivych
prikladoch, pricom bude délezité porovnanie obidvoch algoritmov pri malom pocte
vrcholov a nasledne budeme zvySovat pocet vrcholov v grafe, aby sme si vedeli urobit
celkovy obraz o efektivite algoritmu. Predpoklad je, ze pri grafoch s malym poc¢tom
vrcholov bude ¢asova néaro¢nost porovnatelna. To znamené, ze by bol v readlnych
problémoch algoritmus navrhnuty podla vapenatky schopny nahradit Dijsktrov al-
goritmus. AvSak pri postupnom zvySovani poc¢tu vrcholov v grafe bude podla nasho
predpokladu ¢asovo efektivnejsi Dijkstrov algoritmus.

V druhom rade budeme postupnym menenim funkcie f(|Q;;|) v diferencialne;

rovnici:
%Dm = f(1Qi;|) — oDy,
pozorovat urychlovanie algoritmu. NaSou snahou bude najst takua funkciu f(]Q; ),
aby bol algoritmus zalozeny na vapenatke schopny konkurovat dijkstrovmu algoritmu
aj v grafoch s va¢sim poctom vrcholov.

Ako funkciu f v diferencidlnej rovnici budeme na zaciatku volit

FQN = le[*(n=1)

Pre model s dvoma zdrojmi potravy je najvhodnejsia prave tato volba funkcie f [6].
Neskor budeme pozorovat rozne obmeny funkcie f a nasledné spomalovanie alebo

urychlovanie algoritmu, ktory je zaloZeny na matematickom modeli physarum solver.
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Pokiisime sa tiez modifikovat algoritmus, aby sme dosiahli urychlenie algoritmu
podla vapenatky, tak Ze zmenime sposob rieSenia systému linearnych rovnic Ap = b.
Pretoze nie je potrebné presné riesenie daného systému ale postacuje priblizné rieSenie.
A to vzhIadom na to Ze je sucastou celého cyklu numerickych riesSeni. Na testovanie

algoritmov budeme pouzivat matlab.

3.2 Uprava algoritmu vapenatky do matlabu

V obidvoch algoritmoch sa vychédza z matice susednosti (adjacency matrix) vrcholov
grafu. Graf si vieme pretransformovat do tejto matice nasledovne. V matici susednoti
typu N x N prvok matice 7,j obsahuje 1, ak hrana (i,j) € E, inak prvok 7, j ob-
sahuje 0. My budeme pouzivat ohodnotent maticu susednosti. To znamena ze ¢islo 1
nahradia L; ;, ktoré buda predstavovat dlzku hrany medzi vrcholmi i a j. Matica je
v neorientovanom grafe symetrické.

Aby sme vedeli pouzit sustavu rovnic (4) v matlabe.

—Ip prej=1;
Dm .
7o Pi=p) =4 I prej=2
0 inak ;

bude nutné si ju pretransformovat do vhodnej podoby. Dlzky L; ; mame zachytené v
ohodnotenej matici susednosti, ktora je typu N x N. Tak isto médme dané parametre
D;; ako D;; = ”8—7?. Na Tavej strane ostali este tlaky p;, ktoré st v tomto pripade

hTadanou neznémou. Ststavu rovnic pretransformujeme do podoby:

Ap=1b

Pricom p bude vektor p = (p1, pa, ..., pn) jednotlivych tlakov. b bude vektor b =
(Ip, —1p,0,0...0). Matica A bude typu N x N a jej prvky dostaneme nasledovne. Na

diagonale matice A:
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7
— Li;
Ostatné prvky matice A budua 0 ak matica susednosti méa na tom istom prvku 0,
inak:
Di;

Li;
Aby sme si zjednodusili zapis, tak prvky matice A, ktoré nie st na diagonalach nam

bude reprezentovat premenné y. Kone¢na podoba stustavy rovnic bude teda:

Tty oy oy oy 2 Iy
Y y vy D2 —1Iy
vy STy [ =] o0
vy ooy oy y
y oy oy oy P 0

Aby sme dostali hfadané tlaky p;, potrebujeme teda vypocitat siastavu rovnic

Ap = b ¢o dosiahneme v matlabe nasledovne:
p=A/b

Tu nastava ale problém singularity matice. To znamend 7e determinant matice A je
nulovy Det(A) = 0. Aby sme sa vyhli problému zo singularitou matice, musime si

stanovit zéakladny tlak py = 0, to ndm zmeni ststavu rovnic na:

YTty oy oy oy 2 Iy
Y y oy oy P2 —1o
y Yy x = 0

0 1 0 D 0

y oy oy oy X P 0
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Dalsou moznostou ako sa vyhnut singularite je Ze jeden riadok matice zamenime,

a to tak ze sucet vSetkych tlakov p; = 1. A to nasledovne:

Tty oy oy oy 2 Iy

y Y Yy D2 —1Iy
vy ooy Nty oy | X =1 0 (6)

1 1 1 Pk 1

y ooy oy oy D Pn 0

Teraz sme dostali tlaky p; vo vrcholoch. Prietoky @); ; medzi jednotlivymi vrcholmi

dostaneme spiatnym dosadenim do rovnice:

D, ;
Qi,j = L”J (pi - Pj)

Dostali sme zakladne prietoky, ktoré by vdaka tlakom vo vrcholoch uz s ¢asti
mali preukazovat ze ktoré cesty medzi vrcholmi N1 a N2 to znamené zaciato¢nym a
koncovym vrcholom budu superit o to, ktory vrchol bude patrit do najkratsej opti-
malnej cesty. To uvidime v nasledujucich prikladoch. Tak isto budeme méoct z prvych
prietokov predpovedat ktoré cesty vedi do slepych uliciek.

Z diferencialnej rovnice (5) dostaneme nové D; ;, ktoré reprezentuji zmeny polom-
erov jednotlivych tunelov, ktorymi prechadzaja prietoky. Aby sme vedeli pouzit tito
diferencialnu rovnicu, musime ju upravit do formy, ktora je vhodna do matlabu a to

nasledovne:

d
5D = f(Qi;l) —aDy;

nov __ star
D 0, D ]
T

(1+ar) D5 = D3ier + rf(Q1")

= F(Q}9) — aD}?’

l?]

Kde 7 predstavuje ¢asovy krok. Upravami sa nakoniec dostaneme ku vztahu, ktory
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nam dava nove parametre D ;:

nov __ Dféar + Tf(Qi7j>
wio (14 ar)

(7)

Kde 7 predstavuje ¢asovy krok. Pomocou novych D; ; vieme vyuzitim rovnic (1),
(2), (3) dostat nové tlaky p; v jednotlivych vrcholoch a nové prietoky @;; v jed-
notlivych hranach. Tento postup opakujeme dovtedy, pokial sa nam niektoré cesty

neuzavri a z prietokov @); ; vieme vycitat najkratsiu cestu z N1 do N2,

3.2.1 Gauss-Seidelova relaxa¢na SOR metdda

V tejto Casti sa zameriame na problém numerického rieSenia stistavy linedrnych rovnic
Ap = b. Pri vypocte nie je potrebné presné rieSenie sistavy linearnych rovnic, ale
postacuje aj priblizné rieSenie a to z doévodu toho, Ze sustava rovnic je stucastou
celého cyklu numerickych rieSeni. Popularna metdéda na rieSenie linedrnych ststav
rovnic je Gauss-Seidelova relaxa¢na SOR metoda (Successive Over Relaxation). Jej
podstata spoc¢iva v hladani rieSenia sustavy linearnych rovnic pomocou iterativne
skonstruovanej postupnosti pribliznych rieseni [5].

Maticu A mozme rozpisat ako sucet jej poddiagonalnej, diagonélnej a naddiagonal-

nej Casti:
A=L+D+U (8)
kde
Li;j=A4;; prej<i prelL;; =0,
D;j=A;; prej=1i preD;; =0,

Uj=Ai; prej>i preU,; =0,
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O diagonalnej matici sa predpoklada, ze jej prvky st nenulové. Nech w > 0 je

zvoleny parameter, potom rieSenie ulohy Ap = b je rovnaké ako rieSenie tlohy:

Dp = Dp + w(b— Ap)

Vyuzizim vztahu (8) a toho 7ze matica D 4+ wL je invertovatelna [5] dostaneme po

kratkych tpravach Ze p je rieSenim linearnej tlohy:

p:Twp+Cw

kde

T, = (D+wL) (1 —w)Dp —wU)

co =w(D+wL)™'b

Pomocou operatora T, definujeme rekurentnii postupnost aproximativnych rieseni

ulohy Ap = b:

PP =T p"+c, prek=1,2,..

Ako pociato¢nit podmienku je v naom pripade vhodné volit za¢iatoéné tlaky p?,
ktoré dostaneme v prvom kroku. A vidy v kazdom dalSom kroku pri hladani novych
tlakov p;, pouzit ako pociatoéni podmienku tie predchadzajice.

Algoritmus vapenatky sme modifikovali teraz tak, ze sme nahradili pdvodnt metodu
na vyratanie linearnej ulohy Ap = b, ktorou sme dostali presné rieSenie, Gauss-
Seidelovou relaxacnou SOR metédou, ktorou dostaneme iba priblizné riesenie danej

ulohy, avSak pre naSe potreby to bude postacujice.
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Predpoklad je ze modifikovany algoritmus bude ¢asovo efektivnejsi ako povodny
algoritmus. V prikladoch sme testovali obidve metddy na rieSenie linedrnej stustavy

rovnic Ap = b.

3.3 Problém bludiska

Prvy priklad, ktory nam reprezentuje graf ktory bol prevzaty z ¢lanku 6] simuluje
problém bludiska (obr.5). V prvom rade si ozna¢ime vrcholy grafu, ktoré tvoria jed-

notlivé krizovatky medzi hranami.

Obr. 5: oznacenie vrcholov

3.3.1 Algoritmus vapenatky

Vrcholy zo zdrojmi Zivin st 1 a 22. Budeme hladat najkratSiu cestu medzi vrcholom
1 a 22. Spolu mame 22 vrcholov, to znamena ohodnotent maticu susednosti typu

22 x 22, ktora je symetricka.
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Obr. 6: dlzky medzi vrcholmi

Na obr.6 st znizornené vzdialenosti medzi niektorymi vrcholmi. Ostatne vzdi-
alenosti (ktoré v matici si) neuvadzame preto ,aby zostal obrazok prehladny. Nech

st dané parametre:
e Zaciatocny tok Iy = 100 ,
° éasovy krok 7 = 0.01,
e Zaciato¢ny rovnaky polomer vSetkych hrén r = 1,

e Parameter vodivosti £ =1

7 ohodnotenej matice susednosti, kde st dané dlzky L; ; si spravime pomocnt maticu
A, podl'a predoglej kapitoly. Pomocou ststavy rovnic (6) ziskame pociatocné tlaky:

p1 = 4903.4, py — 212.16 p3 = 3120.9, py = 2838, ps = 2838, pg = 857.36 p; =
348.06, ps = —212.16, pg = —2173, p1o = 118.88, p;3 = 118.88, p1s = —1714.6,
piz = —1714.6, p1y = —1943.8, p15 = —1943.8, p1s = —212.16, p1r = —212.16,
p1g = —212.16, p1g = —212.16, poy = —212.16, po; = —212.16, pys = —3955.5.
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Zo ziskanych tlakov eSte nemozno urcit prakticky ni¢. Teraz spatnym dosadenim
do rovnice (1) ziskame prietoky v jednotlivych hranéch. Kvoli prehladnosti st v obr.7

zaznacené iba niektoré prietoky.

44,5 100

55

A

' 4

100

Obr. 7: problémové hrany st znazornené zelenou farbou

Uz pri prvych prietokoch vidiet, ktoré hrany vedd do slepej ulice a preto nie su
prietoky pri nich uvedené. Su to cesty medzi vrcholmi 4 — 5, 8 — 2, 10 — 11, 14 — 15,
12 — 13, prietoky tu boli radovo 107!, ¢o je prakticky 0. Zaujimavé ale st cesty medzi
vrcholmi 3—6, kde sa pontuka priama cesta 3—6, alebo cesta cez vrchol 4. To znamena
cesta cez vrcholy 3,4,6. V tomto pripade vidime Ze cez kratsSiu cestu prechadza 55,6
to znamena cesta cez vrcholy 3,4, 6, ako cez dlh§iu cestu, cez ktoru prechadza zvysSok
toku. Takyto isty problem sa vyskytuje pri cestach medzi vrcholmi 7 a 9.

Uz z tychto prvych vysledkov, by sme vedeli ur¢it najkratsiu cestu, Podmienka ale
je aby optimalnou (najkratsou) cestou prechadzalo 100 percent daného toku. Pomocou
rovnice (7) ziskame nové D; ;. S ktorymi opakujeme postup. Za funkciu f(|@|) budeme

na zaciatku volit |@Q)|.
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Obr. 8: optimalna cesta je znazornena Cervenou.

Po 211 iteraciach moézme na obr.8 pozorovat uz jasny vysledok. Problematickymi
cestami prechadza uz taktiez nulovy tok. A najkratsiu optimalnu cestu 1 — 22 tvoria
vrcholy 1,3,4,6,7,8,9,22. Najkratsia cesta je dlzky 50. Cas potrebny v matlabe na
uskutocnenie tychto 211 iteracii bol relativne maly, a to 0,371 sekundy.

Teraz zmenou funkcie f(|Q|) sa poktsime urychlit algoritmus:
e f(|Q|) = |QJ?, 20 iterécii, ¢as trvania 0,218 s.

e f(|Q]) =|Q? 10 iteracii, ¢as trvania 0,016 s.

o f(|Q|) = |Q|*, 6 iteracii, ¢as trvania 0,016 s.

Ako vidime, pocet iteracii sa da zna¢ne vylep§it vhodnym volenim funkcie f(|Q])
v diferencialnej rovnici. Aj ked ¢as je relativne kratky vo vSetkych pripadoch. Pred-
poklada sa, ze v grafoch s va¢sim poctom vrcholov bude ¢as hrat vyznamnejsiu tlohu.
V modifikovanom algoritme vapenatky, kde bola pouzitd SOR metéda sme nezazna-

menali ziadne zrychlenie, algoritmus pri rovnakych parametroch prebehol v kratkom
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case 0, 328 sekundy.

3.3.2 Dijkstrov algorimus

V rovnakom priklade najdeme rieSenie pomocou Dijkstrovho algoritmu. Ako vstup
pouzijeme znovu ohodnotent maticu susednosti.

Na zaciatku si vytvorime 2 mnoziny a to mnozinu S a S;. Pri ¢om mnozina S
bude obsahovat vrcholy, ktoré uz maju permanentné oznacenie a mnozina S; bude
obsahovat vrcholy, ktoré maju zatial doc¢asné oznacenie. V mnozine S je iba za¢iato¢ny
vrchol 1 a zna¢ime pri fiom (0,0). V mnozine S; sa nachédzaju vSetky ostatne vrcholy
a maju oznalenie (1,00). Prvé ¢islo znamena predchadzajuci vrchol a druhé &islo
znamené, najkratsiu dizku, akou sa do tohto vrcholu dalo dostat. Na zaciatku maju
v8etky vrcholy (okrem prvého) predchodcu zaciato¢ny vrchol a dlzku oo.

Na obr.9 mézme vidiet nulty krok algoritmu a zaroven aj trvalé znacky vrcholov.
To znamend algoritmus je u konca, nasla sa najkratsia cesta. Spatnym odcitanim z
tabulky dokaZzeme zistit vrcholy, cez ktoré vedie hladana optimalna cesta.

A to vrcholy 22,9,8,7,6,4,3,1. Rovnako je na obr.9 aj dizka najkratsej cesty a
to 50. Cas potrebny na zbehnutie algoritmu bol zanedbatelny 0,015 s.

V probléme bludisko mézme pozorovat, ze algoritmus vapenatky zaostava v porov-
nani s Dijsktrovym algoritmom pri voleni funkcii f(|Q|) = |@| iba niekolko desatin
sekundy. A pri vhodnom voleni funkcie f(|Q|) = |QI? f(|Q]) = |Q®, f(|Q|) =
|Q|* postupne dobieha Dijsktrov algorimus. Pri poslednej volenej funkcii je ¢asova
naro¢nost obidvoch algoritmov rovnaka. To znamena z pohladu efektivnosti je jedno

ktory algoritmus pouzijeme.
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1 0 0 1 0 0
2 1 Inf 2 20 58
3 1 Inf 3 1 7
4 1 Inf 4 3 9
5 1 Inf 5 4 16
6 1 Inf & 4 23
7 1 Inf 7 & 25
i} 1 Inf 8 7 29
9 1 Inf 9 8 43
10 1 Inf 10 7 27
11 1 Inf 11 10 33
12 1 Inf 12 10 43
13 1 Inf 13 12 47
14 1 Inf 14 12 45
15 1 Inf 15 14 47
1o 1 Inf 16 8 47
17 1 Inf 17 16 51
18 1 Inf 18 16 49
19 1 Inf 15 18 50
20 1 Inf 20 18 51
21 1 Inf 21 20 52
22 1 Inf 22 9 50

Obr. 9: inicializicia a vysledky po zbehnuti algoritmu

3.4 Tlakové pasmo - Koliba

V prvom redlnom probléme sa budeme zaoberat tlakovym vodéarenskym pasmom
Bratislava - Koliba. Je to siet vodovodnych potrubi. Na rozdiel od predoslého prikladu,
je tento priklad s realnymi skuto¢nymi datami. KedZe je to opat priklad s malym
poc¢tom vrcholov konkrétne 22. Budeme hlavne skumat, ¢i daji obidva algoritmy
exaktne rovnaké rieSenie. Pretoze ¢asovi naro¢nost sme uz testovali na predoslom

pripade, predpoklada sa rovnaka efektivnost obidvoch algoritmov. Tlakové pasmo -

34



Koliba mo6zme vidiet v prilohe ¢.2 mapa 1. Zjednodusili sme ho v obrazku 10 a 11:

Obr. 10: oc¢islované vrcholy

Budeme hladat najkratSiu cestu medzi vrcholmi 1 — 16.

3.4.1 Algoritmus vapenatky

Pouzijeme rovnaké parametre ako v prvom priklade:
e Zacdiato¢ny tok [y = 100 ,
° éasovy krok 7 = 0.01,
e Zaciato¢ny rovnaky polomer vSetkych hrén r =1,

e Parameter vodivosti £ = 1
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Obr. 11: dlzky medzi jednotlivymi vrcholmi

Zopakovanim postupu z prvého prikladu dostaneme tlaky p; v jednotlivych uzloch a
nésledne prvé prietoky @);; v jednotlivych vodovodnych potrubiach, ktoré vyzeraju
nasledovne:

Na obr.12 vidime stav rieSenia po prvej iteracii. Cez hrany, ktoré vedu do slepej
ulice uz po prvej iteracii prechadza nulovy tok. St to cesty medzi vrcholmi 2 — 5,
7—11,21 —22, 13 — 14, 18 — 19. Niektorymi vodovodnymi potrubiami prechadza uz
teraz 100 percent daného toku. Algoritmus musi teraz posudit problematické cesty,
ktoré st na obr.12 oznacené zelenou farbou. St to 3 mozné cesty medzi vrcholmi
8 —17.

Na obr.13 vidime kone¢ny stav, ktory nastal po 117 iteraciach. Algoritmus za-
lozeny na vapenatke nasiel najkratsiu cestu za 0,11 sekundy. Je to cesta zlozena z

vrcholov 1,3,4,5,6,7,8,12,13,17, 16. Najkratsia cesta je dlzky 666.
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Obr. 12: prvy krok, inicializacia

Teraz zmenou funkcie f(|Q|) sa pokiusime urychlit algoritmus:
o f(|Q]) = |Q|?, 12 iteracii, ¢as trvania 0, 047 s.

e f(]Q|) = |QJ3, 10 iterécii, ¢as trvania 0,016 s.

e f(|Q]) =|Q|* b iterdcii, ¢as trvania 0,015 s.

V modifikovanom algoritme vapenatky, kde bola pouzitda SOR metdéda sme nezaz-
namenali ziadne zrychlenie, algoritmus pri rovnakych parametroch prebehol v kratkom

case 0, 10 sekundy.

3.4.2 Dijkstrov algoritmus

Dijkstrov algoritmus funguje na tomto redlnom probléme podobne ako v probléme

bludisko. Preto len stru¢ne zhodnotime vysledky, ktoré sme dostali z Dijkstrovho
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Obr. 13: po 117 iteraciach

algoritmu. Po zbehnuti sme od¢itali z tabulky, kde st uz kone¢né oznacenia vrcholov
nasledovnu najkratsiu cestu: 16, 17, 13, 12, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 1. Tato cesta sa zhoduje s
optimalnou najkratsou cestou podla algoritmu vapenatky. Tak isto dizka 666 na tejto
ceste musi byt rovnaka. Obidva algoritmy dospeli k rovnakému rieseniu.

Casovo Dijkstrov algoritmus riesil ulohu 0,015 s, ¢o je porovnatelné z algoritmom
vapenatky, ked sa algoritmus urychli vhodnym volenim funkcie f(|Q|) v diferencialne;

rovnici.

3.5 Simulacia poruchy vodovodného potrubia

Predpokladajme zZe sa v redlnom probléme tlakového vodéarenského pasma Bratislava
- Koliba stane porucha a to Ze sa pretrhne potrubie na ceste medzi vrcholmi 12 — 13

(obr.14). Teraz overime ¢i bude algoritmus podla vapenatky schopny sa vysporiadat
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so vzniknutou poruchou a najde alternativnu najkratsiu cestu medzi vrcholmi 1 — 16.

Obr. 14: pretrhnuté potrubie 12 — 13

Problematické ostavaji cesty medzi vrcholmi 9 — 20, kde sa algoritmus bude
rozhodovat medzi 9 — 15 — 20 a 9 — 10 — 21 — 20. Po 300 iteraciach uz dostavame
pozadovany vysledok. NajkratsSia cesta je 1,3,4,5,6,7,8,9,15,20,18,17,16 dosiah-
nutd v kratkom case 0, 188 sekundy pri voleni rovnakych parametrov ako v pred-
chadzajicich prikladoch. Najkratsia cesta je dlzky 777.

Dijkstrov algoritmus dava pri simulécii poruchy medzi vrcholmi 12 — 13 a hladani
najkratsej cesty medzi vrcholmi 1 — 16 po spidtnom od¢itani z vystupu totoznu
najkratsiu cestu 1,3,4,5,6,7,8,9,15,20,18,17,16 s rovnakou dizkou 777 aviak v

kratSom case 0,015 sekundy.
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3.6 Prvé tlakové pasmo Bratislavy

Dalsi realny problém na ktorom budeme testovat obidva algoritmy je tlakové vodaren-
ské pasmo celej Bratislavy. To znamena rozvody vodovodnych potrubi na celom tzemi
Bratislavy. Vyberieme si niektoré 2 vrcholy a budeme hladat najkrat$iu cestu medzi
nimi. Ako vstup nam sluzi matica susednoti vrcholov 237 x 237, pretoze sa v sieti

nachadza 237 jednotlivych uzlov. A medzi nimi je 353 vodovodnych potrubi.

3.6.1 Dijsktrov algoritmus

Zvolime 2 okrajové vrcholy siete a to CS Petrzalka - uzol 333 (priloha ¢.2, mapa ¢. 8

a 9) a vodojem Vtacnik - uzol 10 (priloha ¢.2, mapa ¢.5). Pomocou Dijsktrovho al-
goritmu najdeme najkratsiu cestu v grafe. Dijsktrov algoritmus nasiel najkratsiu cestu
dlzky 7917, ktora vedie cez uzly 333, 233, 243, 280, 267, 268, 12, 48, 31, 18,290, 43, 22,9, 10.
Algoritmus prebehol za kratky ¢as 0,234 sekundy.

3.6.2 Algoritmus vapenatky
Pouziieme rovnaké parametre ako v prvom priklade:
e Zacdiato¢ny tok [y = 100 ,
) éasovy krok 7 = 0.01,
e Zaciato¢ny rovnaky polomer vSetkych hrén r =1,

e Parameter vodivosti £ =1

Algoritmus zaloZeny na vapenatke nagiel najkratiu cestu v grafe dizky 7917, ktora
vedie cez uzly 333,233,243, 280,267, 268, 12,48, 31, 18,290, 43, 22,9, 10. Obidva algo-
ritmy dali rovnaky vysledok. Roznym volenim funkcie f(|Q]) v diferencidlnej rovnici
sa da algoritmus vapenatky urychlit, ¢o mozno pozorovat aj v nasledujacich merani-

ach.
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Volba funkcie f(|Q]) = Q:

e 25 iterécii, ¢as trvania 4,234 s , 65 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 50 iteracii, ¢as trvania 8,5 s , 85 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 100 iteracii, Cas trvania 17,8 s , 98 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.
Vol'ba funkcie f(|Q]) = |Q*:

e 5 iterécii, ¢as trvania 0,641 s , 70 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 10 iteracii, ¢as trvania 1,313 s , 99 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 20 iteracii, Cas trvania 3,3 s , 99,9 percent prietoku () prechadza najkratsSou

cestou.

Ako mozno pozorovat z vysledkov, tak algoritmus vapenatky znacne zaostava
za Dijsktrovim algoritmom pri voleni funkcie f(|@Q|) = @. Vhodnou volbou funkcie
f(|Q]) = |Q|? ,alebo nasledne f(|Q|) = |Q|* kde bol algoritmus vépenatky schopny
vyrie§it dany problém za kratky cas 1,02 s ,kde po 10 iterdciach prechadzalo na-
jkratsou cestou uz 99,9 daného prietoku Iy = 100 sa d& cas potrebny na najdenie
najkratsej cesty v grafe zna¢ne skratit.

Ako jediny z volenych parametrov dokaze zasadne ovplyvnit algoritmus iba ¢asovy
krok 7. Cim je Vacsi casovy krok, tym menej iteracii je potrebnych na to, aby na-

jkratSou cestou prechadzal pozadovany objem prietoku Iy = 100.
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V modifikovanom algoritme vapenatky, kde bola pouzitd SOR metdda sme podobne

ako v priklade 1 a 2 nezaznamenali Ziadne zrychlenie:

e 50 iterécii, ¢as trvania 12,44 s , 86 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 100 iteracii, ¢as trvania 23,6 s , 98 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

e 150 iteracii, ¢as trvania 35 s , 99 percent prietoku () prechadza najkratSou

cestou.

Mohla by sa rozprudit diskusia o tom, kolko percent prietoku je vlastne potrebné
na to, aby mohla byt hrana, cez ktoru tento prietok preteka posudzovana ako hrana,
ktora patri do najkratSej cesty v grafe. Uz pri prvych prietokoch @), ktoré dostaneme
v jednotlivych uzloch dokaze pozorovatel v jednoduchych prikladoch vyzistit hladantu
najkratsiu cestu.

Predpokladajme Ze mame uzol z ktorého budu vychadzat 3 hrany, pri¢com jednou
pritekd 100 percent pritoku (). Prietoky ktoré potom vychadzaju z uzlu do dalsich 2
hran, nam davajua jasnu predstavu o tom, ktora cesta je kratsia. Hrana ktorou bude
prechadzat nadpolovi¢na vicsina je cesta kratSia. Ak by sa prietok rozdelil presne na
polovicu, znamenalo by to Ze obidvoma hranami sa dostaneme do ciela o rovnakej
dlzke. Potom sa nasledne vyberieme po hrane ktorou prechadza nadpoloviéna viicsina
prietoku a opét zopakujeme tento postup. Takto sa postupne dostaneme do ciela,
hrany po ktorych sme isli budua tvorit najkrats$iu cestu.

Av8ak pri komplikovanejsich grafoch, kde mame vela uzlov aj hran, by bolo
naro¢né ak nie nemozné pouzit tento postup, preto je jednoduchsie zvolit si pozadovany

prietok.
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4 Zaver

Dijkstrov algoritmus v porovnani s algoritmom vapenatky je globédlny algoritmus, to
znamend, ze dava celkovy obraz v kazdom kroku o vSetkych vrcholoch a hranach.
Ktory vrchol ma uz trvalé oznacenie, ktory vrchol mé zatial docasné znacenie. Cez
ktoré hrany uz prechadzal, a patria do najkratSej cesty, a ktoré sa este len budu
posudzovat. Naopak algoritmus podla vapenatky je lokdlny. V kazdom vrchole algo-
ritmus vie, Ze sa sucet pritoku a odtoku musi rovnat 0, ale nedéva to obraz o celej
sieti vrcholov a hran.

V jednoduchych prikladoch, ako je problém bludiska a tlakové pasmo Koliba, kde
bolo relativne mélo vrcholov a hréan sa algoritmus po vhodnych modifikaciach dokézal
vyrovnat Dijsktrovmu algoritmu a mohol by ho nahradit pri niektorych realnych prob-
lémoch. A to vhodnou upravou diferencidlnej rovnice. Na rozdiel od toho o¢akavané
zrychlenie pouzitim Gauss-Seidelovej SOR metody sa nepotvrdilo.

Tak isto bol schopny algoritmus vapenatky reagovat na prekazku, ktora sa vyskytla
prave na najkratSej ceste z miesta A do miesta B a vedel najst alternativnu cestu,
ktora sa zhodovala s tou, ktorta nasiel Dijkstrov algoritmus.

V zlozitejsich prikladoch uz algorimus zalozeny na vapenatke ani po vhodnych
upravach diferencidlnej rovnice sa nedokazal vyrovnat Dijkstrovmu algoritmu aj ked
ho v zna¢nej miere dobiehal. Rovnako modifikovanie Gauss-Seidelovou SOR metddou
neviedlo k ocakavanym vysledkom. Pri jednoduchych prikladoch, kde sa v grafoch
nachadza malo vrcholov nebol problém zo vstupnou maticou susednosti vrcholov.
Av8ak ked vrcholov pribudalo algoritmus zalozeny na vapenatke ¢asto kolaboval pre-
toze sa v matici nachadzalo mnoho nul. Tyka sa to hlavne prvého kroku kde sa
matica susednosti vyuziva na vypocitanie zakladnych prietokov pre jednotlivé vr-
choly. Naopak Dijkstrov algoritmus si s tym poradil, a to napriek to mu Ze pracoval

s rovnakym vstupom.
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Pre obrovské matice je algoritmus zalozeny na vapenatke prave z tohto dovodu
nepouzitelny. Dijkstrov algorimus je efektivnejsi a hodi sa na realne problémy velkych
rozmerov. Vyuzitelnost algoritmu vapenatky by sa mohla najst prave v tom, ze je za-
lozeny na prietokoch, a ze sa dé zvolit pozadovany prietok. Tak isto vhodnou modifika-
ciou algoritmu tak aby hned po vypocitani prvych prietokov sa dala urcit najkratsia
cesta v grafe bez toho aby bolo potrebné zvySovat a znizovat prietoky v jednotlivych

hranéach.
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Priloha ¢.1

Program

Program je nastaveny na priklad ¢.1 problém bludiska, na jeho pretransformovanie na

ostatné priklady stacia jednoduché tpravy. Na spustenie je potrebny program matlab.

function [tempmin]=DijkstrovAlgoritmus
predchodca=zeros(22,1);
vzdialenost=inf (22,1) ;vzdialenost(1)=0; vis=zeros(22,1); start=1;
koniec=22; vis(start)=1; cur=start; tic while cur~=koniec
tempmin=inf;
vis(cur)=1;
for i=1:n
if (T(cur,i)>0) & (vzdialenost(i)>vzdialenost(cur)+T(cur,i))
vzdialenost (i)=vzdialenost(cur) + T(cur,i);
predchodca(i)=cur;
end
end
for i=1:n
if (vis(i)==0) &(vzdialenost(i)<tempmin)
cur=i;
tempmin=vzdialenost (i) ;
end
end

end toc t=toc;

% T je vstupna matica
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n=22; m=22; r=1; I0=100; viscosity=1; for i=22:n b(i,1)=0; end
b(1,1)= I0; b(22,1)=-I0; a=1; c=2; Tau=0.01;

for i=1:n
for j=1:m
if T(i,j)>0
D(i,j)=(pi*r~4)/(8xviscosity);
end
end
end

tic [Q]=iteracie(k,D,T,A,b,p,Tau,c,Q); toc t=toc;

function [Q]=iteracie(k,D,T,A,b,p,Tau,c,Q)

z=0;
while z<10
[A] = maticaA(D,T);
[p] = SORmetoda(A, b, N,p);
%[p] = LinarnaMetoda(A,Db);
[Q] = prietoky(p,D,T);
[D] = DiferencialnaRovnica(Q,D,Tau,c,k);
z=z+1;
end

function [A] = maticaA(D,T) for i=1:n
for j=1:m
if T(i,j)>0
A(i,i)= A(1,i)+D(4,j)/T(,7);
A(i,j)=-D(1,j)/T(i,j);

end
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A(2,j)=1;
end

end

function [p]=SORmetoda(A,b,p)

Diag = diag(diag(A));

L=tril(-A,-1);

U = triu(-A,1);

Tomega = inv(Diag-oL)*U;

comega=inv(Diag-L) *b;

k =1;

while k <= 100
p(:,1) = Tomega*p(:,1) + comega;
k = k+1;

end

function [p] = LinearnaMetoda(A,b)
p = A\b

function [Q] = Prietoky(p,D,T) for i=1:n
for j=1:m
if T(4,§)>0
Q(i,j)=((,j)/TE,jN)*(E)-p(3));
end

end

end
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function [D] = DiferencialnaRovnica(Q,D,Tau,c,a)

for i=1:n
for j=1:m
if D(i,3)>0
D(i,j)= (D(i,j)+Taux((abs(Q(i,j))~c)))/(1+a*xTau);
(i,j)= (D(i,j)+Tauxabs(Q(i,j))/(1+abs(Q(i,j))))/(1+axTau);
end
end
end

Priloha ¢.2

Prvé tlakové pasmo Bratislavy
e 1 mapa - lokalita: 5. tlakové pasmo - Koliba
e 2 mapa - lokalita: Borik, CS Pecniansky les, Staré mesto, podkolibské vodojemy
e 3 mapa - lokalita: Borik (detail), rozdelovaci objekt, tunel
° 41napal—lokahta:CXSI{aﬂovalV%s,vyrovnévaciobjenl
e 5 mapa - lokalita: Nivy, vodojem Vtac¢nik
e 6 mapa - lokalita: Nové mesto, Raca, vodojemy Koziarka, Krashany
e 7 mapa - lokalita: Ruzinov
e 8 mapa - lokalita: Petrzalka
e 9 mapa - lokalita: CS Petrzlka (detail)

e 10 mapa - lokalita: CS Podunajské Biskupice, Vajnory

20



' vodOJeni Koliba

]
10 '
EI
konc. odber »
\M‘z’n 3 8
e
Vodojem Koliba T3]
20

konc. odber

Brusnicova
' Pyrenejska. S

Cremchovi




| %
PDDKULIBS

. | ({,\ R 24 \\ 0 .
299 - ! Ve
28 d 3 ‘ 4

STARE MEST0 (22
| 2]

- 7]
p e g )
- [ BOR o)y 2% 2
| . ) 45
. 35 \ '
o B X
42698 °d
202 40N &’ 2. X
|| - O ‘ |
g g- A bb I) 187
SIE e, |
& ¢ A :
= ~§’ 227 < B e____—’
P 370 $1000 v EC 6 7]
SE " 29
: % 265 )
NG 245 W
J65 & Y
265,789 1000 4 \ NS
#1000 =

¢ 5. PECENSKY LES

22



160/ 159
g6
: &
81 A\
106 ,§l 0
®
<
% X910 ,
% 708 Lo
R&r/ 59
~ 260
. 800
IOOO{IB \
168 R
4’95 97 o9 "
’2" 126 \yt
m,
391 1037
of 2
)
87 Vg1 ] 1o/ I
84 N~ 267
-] m

23



Y VIYvIzoy

o4



/30
_/OJ

985

/—2—7'?¢ 8300 y




200

161

198

&5 POD. BISKUPICE

26



57

67

200



293 §5
L™ 265 &
474 1200 v

o8



VYR. YODOIEM
(500 KARLOVA VES

sfof

1 3 }Jfoiﬂ", >
_\Z 10259, 2102, RO BORIK

1103

ﬁ\jms L
s

Cs. PODUNAISKE BISKYPICE

CS 508\ - . 6 |
R

OS5 KUTLIKOVA - PETR 2A L KA

CS (333 4
. 3 N -
5216 2¢3 NOVA

5207 264
:/8233 ' -\—eés STARA

CS. PECNIALISKY LES

cS (66? 26¢ o
5 5401

36‘9

A

29



a
X
*
cHb m
hee

Mm\cumomum ..o«‘\.g 20

yi0xy1L- 0d7

uo.wm..u

Q

S

148

o9/ ¢
998

66¢

60



