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Abstrakt

ANTOL, Michal: H©adanie najkrat²ej cesty v grafoch pomocou rie²ení difer-
enciálnych rovníc. [Diplomová práca] - Univerzita Komenského v Bratislava. Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky. -
Vedúci: Doc RNDr. Daniel �ev£ovi£, Csc.. Bratislava, 2010

Najpouºívanejsím a najob©úbenej²ím algoritmom na h©adanie najkrat²ej cesty v grafe
je Dijkstrov algoritmus a jeho rôzne modi�kácie. Nový spôsob na h©adanie najkrat²ej
cesty v grafe je algoritmus zaloºený na biologickom sa správaní jednoduchého orga-
nizmu - vápentky mnohohlavej a jeho rôzne obmeny. V práci sa snaºíme zisti´ efek-
tívnos´ týchto algoritmov a to z h©adiska výpo£tovej zloºitosti a £asovej náro£nosti.

K©ú£ové slová: Dijktrov algoritmus, Vápenatka Mnohohlavá, najkrat²ia cesta v
grafe.



Abstract

ANTOL, Michal: H©adanie najkrat²ej cesty v grafoch pomocou rie²ení difer-
enciálnych rovníc.

[Diplom theses] - Comenius University in Bratislava. Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics; Department of Aplied Mathematics and Statistics. - Tutor:
Doc. RNDr. Daniel �ev£ovi£, Csc. Bratislava, 2010,

The most commonly used and most popular algorithm to solve the shortest path
problem in the graph is Dijkstra's algorithm and its various modi�cation. A new
method for �nding the shortest path in graph algorithm is based on the behavior of
simple biological organism - Physarum Polycephalum and its various modi�cations.
The work is to analyze the e�ciency of these algorithms and in terms of computational
complexity and time involved.

Key words: Dijkstra algorithm, Physarum Polycephalum, shortpath problem,
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Úvod

H©adanie najkrat²ej cesty v grafe vychádza z reálnych problémov, ktoré môºme nájs´
v²ade okolo nás. Kaºdý de¬ rie²ime jednoduché príklady, ako sa dostaneme z miesta
A do miesta B. Pri£om si potrebujeme vybra´ z rôznych moºných ciest. Cie©om je
nájs´ takú cestu, ktorá bude pre nás optimálna. Závisí to od viacerých faktorov, pod©a
ktorých jednotlivé cesty dostávajú svoje váhy. Optimálna je potom tá, ktorej sú£et váh
jednotlivých ciest je najmen²í, je to najkrat²ia cesta. Existujú rôzne algoritmy, ktoré
dokáºu rie²i´ problém tohoto typu. Najpopularnej²í a najpouºívanej²í algoritmus na
h©adanie najkrat²ej cesty v grafe je Dijkstrov algoritmus.

V prvej kapitole sa oboznámime práve s Dijkstrovým algoritmom, ako vznikol, a
na akom jednoduchom systéme funguje.

V druhej kapitole bude na£rtnutý nový spôsob h©adania najkrat²ej cesty v grafe
a to pomocou algoritmu, ktorý je zaloºený na biologickom sa správaní jednoduchého
organizmu vápenatky mnohohlavej.

V tretej kapitole budeme porovnáva´ tieto dva algoritmy na jednotlivých prík-
ladoch. Najprv na triviálnych a jednoduchých, neskôr na zloºitej²ích príkladoch.
Na²ou úlohou bude modi�kova´ matematický model navrhnutý na základe vápe-
natky tak, aby bol schopný konkurova´ Dijkstrovmu algoritmu. Predpoklad je, ºe
v jednoduchých príkladoch budú algoritmi porovnate©ne av²ak v zloºitej²ích bude
Dijkstrov algoritmus efektívnej²í.

Dôvodom pre£o je vhodné sa týmto zaobera´ je ºe Dijkstrov algorimus je £asovo
náro£ný pri ve©kých po£toch vrcholov, a preto je vhodné h©ada´ algoritmy, ktoré by
ho mohli nahradi´.
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1 Teória grafov a najkrat²ie cesty

Najdôleºitej²ím pojmom v teórií grafov predstavuje samotný pojem graf G. Graf
je vlastne formálne povedané kone£ná mnoºina vrcholov V a mnoºina (môºe by´
aj prázdna mnoºina) dvojíc vrcholov (hrán) E. Vrcholy nám vlastne predstavujú
jednotlivé stanovi²tia. A hrany E nám reprezentujú jednotlivé cesty medzi nimi. V
aplikáciách teórie grafov sa £asto vyskytujú grafy sprevádzané ¤al²ou informáciou,
ktorá nám opisuje realitu dokonalej²ie, ako samotný graf. Podstatnej²ie zvä£²enie
informácie priná²a pribranie £íselných údajov na hrany, resp. vrcholy.

1.1 Optimálne sledy

Mnoho reálnych optimaliza£ných úloh moºno previes´ na úlohu nájs´ optimálny sled
(oby£ajne najkrat²iu cestu). Sled S v grafe G nazveme striedavú postupnos´ vrcholov
a hrán v0, e1, v1, e2,...,vp−1, ep, vp takú, ºe ei = [vi−1, vi]. Hovoríme, ºe sled za£ína vo
v0 a kon£í vo vp. Tieto úlohy treba spresni´ pod©a toho, £i je to úloha o grafe, alebo
digrafe (orientovaný graf), £i sú hrany ohodnotené a pod.

V nasledujúcich kapitolách sa zameriame prevaºne na h©adanie práve najkrat²ej
cesty. V teórií grafov h©adanie najkrat²ej cesty znamená nájs´ takú cestu medzi dvoma
vrcholmi (uzlami), aby sú£et váh hrán, cez ktoré sa dostaneme od jedného vrcholu k
druhému bol £o najmen²í. Na h©adanie nakrat²ej cesty sa pouºíva mnoho algoritmov.
Z nich najpopulárnej²í je dijsktrov algoritmus.

1.2 Motivácia

Teraz si uvedieme reálny problém, ktorý moºno previes´ na problém h©adania na-
jkrat²ej cesty alebo resp. h©adania optimálnej cesty. A pre£o by bolo vhodné sa týmto
problémom najkrat²ej cesty zaobera´.

Uvaºujme cestnú sie´ nejakého okresu Slovenska. Úlohou je nájs´ najrýchlej²iu
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trasu z daného bodu s do daného bodu t. V tomto prípade, vrcholy grafu predstavujú
mestá a kaºdý úsek cesty i, j medzi vrcholom i a j má kladnú d¨ºku ci,j. Namiesto
d¨ºky by mohol by´ aj £as potrebný na prejdenie daného úseku. Úlohou je potom
nájs´ najkrat²í s− t sled v tomto vytvorenom grafe.

1.3 Primov algoritmus

Za priameho predchodcu Dijkstrovho algoritmu môºme poklada´ primov algorit-
mus, ktorý objavil Vojt¥ch Jarnik (1930) a zárove¬ o ve©a rokov neskôr nezávisle
na Jarnikovi Robert Prim (1957). Algoritmus sa £astej²ie ozna£uje ako Primov algo-
ritmus. Týmto algoritmom sa in²piroval holandský informatik Edsger Dijkstra, ktorý
na jeho základe vytvoril Dijsktrov algoritmus na h©adanie najktrat²ej cesty v grafe.
Vzh©adom na tieto historické okolnosti môºme narazi´ aj na pomenovanie tohto algo-
ritmu ako DJP algoritmus (pod©a skratky mien Dikjstra, Jarnik, Prim).

Primov algoritmus sa pouºíva na h©adanie najlacnej²ej kostry grafu. Kostra v grafe
G je podmnoºina hrán pôvodného grafu taká, ºe zabezpe£uje cesty medzi dvojicami
vrcholov. V neorientovanom grafe je to podgraf G (strom T ) taký, ºe existuje cesta
medzi ©ubovo©nými dvoma vrcholmi grafu G len po hranách stromu T . Najlacnej²ia
kostra je taká, spomedzi v²etkých kostier G, ktorá má minimálny sú£et ohodnotení
hrán. Problémom nájdenia najlacnej²ej kostry sa ako prvý zaoberal Otakar Bor·vka
(1926) inspirovaný úlohou navrhovania optimálnej elektrovodnej siete. Jeho postup
vylep²ili Jarnik s Primom.

Idea primovho algoritmu je nasledovná. Z grafu vyberieme ©ubovo©ný vrchol v.
Tým nám vznikne podgraf G1. Do minimálnej kostry vyberieme hranu s minimálnym
ohodnotením, ktorá je z hrán vychádzajúcich z vrcholu v. Vznikne podgraf, ktorý
obsahuje vrchol v, minimálnu hranu a s ¬ou ¤al²í incidentný vrchol. Tento podgraf
nazveme G2. Máme vytvorený podgraf Gi. Podgraf Gi+1 vytvoríme tak, ºe vyberieme
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hranu s najmen²ím ohodnotením vychádzajúcu z podgrafu Gi a kon£í mimo neho. Pri
kone£ných grafoch tento postup skon£í, pri n vrcholovom grafe po n krokoch. Výsledný
podgraf je minimálna kostra grafu G. Tento algoritmus vychádza z my²lienky dynam-
ického programovania. Rozmer úlohy sa zmen²í na minimum, preto sa musí zanedba´
jedna z podmienok platných pre výsledok. Potom sa postupne zvä£²uje rozmer úlohy,
aº kým s nedostaneme k správnemu rie²eniu.

1.3.1 Algoritmus

1. Zvolíme ©ubovo©ný vrchol u grafu G. Poloºíme V (T ) := {u}, H(T ) := ∅, M :=

V (G)−{u}. Pre kaºdý vrchol v M poloºíme Vv := u a dv := f({u, v}), ak {u, v}
je hrana v grafe G. V opa£nom prípade Vv nede�nujeme a dv := ∞.

2. Ak je M = ∅, výpo£et kon£í.

3. Zvolíme vrchol v ∈ M , pre ktorý je £íslo dv minimálne. Pridáme v do V (T ),
hranu {v, Vv} do H(T ) a vyberieme vrchol z mnoºiny M.

4. Pre kaºdý vrchol w ∈ M , pre ktorý existuje hrana {v, w} grafu G vychádzajúca
z v a f({v, w}) < dw, zmeníme Vw a dw takto: Vw := v, dw := f({v, w}).
Premenné Vw a dw ostatných vrcholov ponecháme nezmenené.

5. Skok na bod 2.

1.4 Idea Dijkstrovho algoritmu

Z predchádzajúceho algoritmu vychádza Dijkstrov algoritmus. Dijsktrov algoritmus
patrí medzi tzv. "hladné algoritmy"(greedy algorithm), to znamená ºe algoritmus
nerozmý²©a dopredu, ale v kaºdom kroku jednoducho zvolí najlep²iu z momentálnych
moºností. Nech máme n vrcholov, kde niektoré dvojice sú spojené hranami, kde d¨ºka
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kaºdej hrany je daná. Predpokladajme ºe existuje aspon jedna cesta medzi kaºdými
dvoma uzlami. V originálnom £lánku [1] sa Dijkstrus zameral na 2 problémy:

• Skon²truova´ minimálnu kostru grafu.

• Nájs´ najkrat²iu cestu medzi dvoma danými vrcholmi S a T .

Ke¤ºe sa budeme v nasledujúcich kapitolách venova´ h©adaniu najkrat²ej cesty, tak
sa zameriame na druhý problém. Uvaºujme dva vrcholy S, T , pri£om sa snaºíme
nájs´ optimálnu (najkrat²iu) cestu s − t. Vyuºijeme skuto£nos´, ºe ak vrchol X leºí
na najkrat²ej s − t ceste, tak to vedie k predpokladu, ºe existuje najkrat²ia cesta
s−x medzi vrcholmi S a X. Takto sa postupne pripájajú vrcholy k uzlu S za ú£elom
dosiahnutia vrcholu T [1]. Vrcholy sú rozdelené do 3 podmnoºín:

A) V mnoºine A sa nachádzajú vrcholy, ktorých najkrat²ia cesta z uzlu S je známa.
Vrcholy sa pridávajú do tejto mnoºiny za ú£elom dosiahnutia vrcholu T .

B) V mnoºine B sa nachádzajú vrcholy, ktoré sú spojené najmenej s jedným vrcholom
z mnoºiny A. Ale e²te nepatria do mnoºiny A. Z ktorých v ¤al²om kroku vyberáme
vrchol, ktorý sa má do mnoºiny A prida´.

C) Zostávajúce vrcholy.

Hrany sú taktieº rozdelené do 3 podmnoºín:

I) Hrany ktoré sú obsiahnuté v najkrat²ej ceste z vrcholu S do vrcholov v mnoºine
A.

II) Hrany z ktorých v ¤al²om kroku vyberáme hranu, ktorá sa má prida´ do mnoºiny
I. Ku kaºdému vrcholu z mnoºiny B bude vies´ práve jedna hrana.

III) Zostávajúce hrany. Hrany, ktoré e²te neboli posúdené, alebo uº nevhodné hrany.
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Pomocou tohto rozdelenia môºme Dijkstrov algoritmus zhrnú´ do nasledujúcich 2
krokov [1]:

1. V prvom kroku musíme posúdi´ v²etky hrany v také, ktoré spájajú vrchol, ktorý
bol práve presunutý do mnoºiny A s uzlami X, ktoré sú v mnoºinách B alebo
C. Ak vrchol X patrí do mnoºiny B, tak musíme vy²etri´, £i hrana v nám
dáva krat²iu cestu z S do X, ako dovtedy známa cesta vyuºívajúca hrany z
mnoºiny II. Ak hrana dáva krat²iu cestu S − X, tak nahradí zodpovedajúce
hrany z mnoºiny II, inak je zamietnutá. Ak vrchol X patrí do mnoºiny C, tak
je pridaný do mnoºiny B a hrana, ktorá spája X s nejakým vrcholom z mnoºiny
A je pridaná do mnoºiny hrán II.

2. Kaºdý vrchol z mnoºiny B môºe by´ spojený s vrcholom S iba jednou hranou,
tieto hrany majú rôzne d¨ºky. Vrchol s minimálnou vzdialenos´ou od vrcholu S

je presunutý z B do A. Zodpovedajúca hrana je presunutá z II do I. Teraz sa
vraciame na krok 1.

Celý proces sa opakuje, pokia© nie je vrchol T preradený do mnoºiny A. To zna-
mená, ºe algoritmus kon£í, lebo sa na²lo rie²enie. Zaujímavos´ou je ºe celý £lánok [1]
bol ve©mi krátky (2 strany) bez obrázkov, alebo matematického vyjadrenia algoritmu.

1.5 Dijkstrov algoritmus

V predchádzajúcej kapitole bola vysvetlená samotná idea Dijkstrovho algoritmu.
Predpokladáme, ºe d¨ºka kaºdej hrany ij je ci,j. A kaºdý vrchol j dostáva zna£ku
(pj,dj). To znamená predchádzajúci vrchol a d¨ºku medzi predchádzajúcim vrcholom
a daným vrcholom. Zna£ky sú do£asné, a postupne sa budú meni´ na trvalé zna£ky
[3].

Na za£iatku dostane vrchol S teda za£iato£ný vrchol ozna£enie (0, 0) a kaºdý iný
vrchol j do£asné ozna£enie (s,∞). Nech v algoritme S ozna£uje mnoºinu vrcholov,
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ktoré majú uº permanentnú zna£ku a S1 = VG − S. VG predstavujú v²etky vrcholy
grafu. Na za£iatku S = {s}.

V²eobecný krok algoritmu potom vyzerá nasledovne. V mnoºine S1 nájdeme taký
vrchol k, ºe dk = min{dj|j ∈ S1} a presunieme ho do S. Potom do£asné ozna£enie
pozmeníme. Pre kaºdé j z novej mnoºiny S1 ozna£enie ponecháme, ak dj ≤ dk + ckj

v opa£nom prípade ju zmeníme na (k, dk + ck,j) [3].

Obr. 1: idea rozdelenia vrcholov [3]

1.5.1 algoritmus

Algoritmus sa dá potom pod©a [3] zapísa´ nasledovne:

1. S = {s}, S1 := VG − S, (ps, pd) := (0, 0) a (pj.dj) := (s, cs,j) pre j ∈ S1, kde
cs,j = ∞ pre sj "nepatrí"EG.

2. Nájdeme vrchol k ∈ S1 taký, ºe dk = min{dj|j ∈ S1}. Ak dk = ∞, STOP
(ºiadna s − S1 cesta neexistuje). S := S ∪ {k}, S1 := S1 − {k}. Ak S1 = ∅,
STOP (d¨ºka najkrat²ej s− t cesty je dt). Inak ideme na krok 3.

3. Pre kaºdé j ∈ S1 ∩V +(k) ak dj > dk + ck,j, tak urobíme (pj, dj) := (k, dk + ck,j)

inak sa zna£ka nemení. Vraciame sa na krok 2.
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Je vhodné, aby pri minimalizácií v kroku 2 kandidoval vrchol t na k ako prvý.
Pretoºe výpo£et moºno ukon£i´ hne¤ ako sa vrchol t dostane do S [3].

1.6 Zloºitos´ algoritmu

Krok 1 je zanedbate©ný. Krok 2 si vyºaduje O(n) operácií a robí sa n− 1 krát, teda
celkovo to je O(n2) operácií. Rovnako je to aj v kroku 3 a to znamená, ºe celková
zloºitos´ algoritmu je O(n2) [3].
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2 Najkrat²ia cesta v grafoch a nové moºnosti

Ako nová moºnos´ rie²enia problému najkrat²ej cesty sa nám moºe javi´ najnov²í
objav japonských vedcov R. Kobayashiho a A. Tera o jednoduchom organizme, ktorý
sa volá vápenatka mnohohlavá. Vedci nasimulovali jednoduchý matematický model,
ktorý je zaloºený na správaní sa vápenatky a ktorý dokáºe efektívne vyrie²i´ problém
najkrat²ej cesty v grafe.

2.1 Význam vápenatky mnohohlavej

Vápenatka mnohohlavá (Physarum Polycephalum) je ve©ký améboidný organizmus
s intracelulárnou ²truktúrou, ktorá pozostáva zo siete rúr alebo tunelov (obr.2). Sie´
týchto tunelov slúºi na prepravu chemických a fyzikálnych signálov a na cirkuláciu
ºivín a metabolitov v celom organizme. Taktieº slúºi ako orgán pohybu. Vápenatka sa
môºe vyskytova´ aj ako útvar jasne ºltej farby, takzvané plazmódium, ktoré je vlastne
jednou obrovskou mnohojadrovou bunkou. Toto plazmódium sa môºe rozrasta´ na-
jrôznej²ími smermi a vytvori´ super organizmus o rozlohe aº nieko©ko ²tvorcových
metrov. Tento multi-funk£ný systém je teda fyziologicky významný pre vápenatku.
Tvar siete tunelov sa dramaticky mení, ke¤ vápenatka reaguje na rôzne podnety z
vonkaj²ieho okolia a tieº na zmenu ºivotného prostredia. Napríklad ak sa sú£asne na
dosku kde sa nachádza vápenatka umiestnia zdroje ºivín, tak sa ich snaºí pospája´
tak, aby tunely vo vzniknutej sieti mali £o najkrat²iu vzdialenos´ [6].

Skuto£nos´ ako dokáºe vápenatka nájs´ najkrat²iu cestu medzi jednotlivými zdro-
jmi ºivín je predmetom výskumu, pretoºe pouºívaním tohto jednoduchého systému
preºíva vápentka uº viac ako miliardu rokov.

Vedci pod vedením Atsushi Tera uskuto£nili zaujímavý pokus. Ovsené vlo£ky
rozloºili okolo centra vápenatky presne do podoby slepej mapy siete ºelezníc Tokia a
jeho okolia, resp. 36 miest, ktoré ho obklopujú. Na ich prekvapenie tunely vápenatky
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ktoré pospájali jednotlivé vlo£ky vytvorili navlas rovnakú sie´, ako je tá, ktorá v
skuto£nosti uº existuje. Sie´ ºelezníc, ktorá jednotlivé miesta prepojuje. Vapenatka
sa vlastne snaºí minimalizova´ náklady a maximalizova´ efektivitu.

Obr. 2: sie´ ºelezníc pod©a vápenatky

2.2 Vápenatka a bludisko

Vápenatka dokáºe vyrie²i´ aj problém bludiska. Ak sa zdroje ºivín nachádzajú na
obidvoch východoch z bludiska, organizmus, ktorý sa roz²iruje cez celé bludisko
v²etkými smermi je schopný nájs´ spojenie medzi týmito východmi uº v priebehu
nieko©kých dní a to tak ºe vyberie najkrat²í tunel ktorý spája tieto zdroje z pomedzi
mnohých ostatných moºností. Táto schopnos´ sa dá nasimulova´ do jednoduchého
matematického modelu, ktorý sa nazýva physarum solver [6]. Model bol zaloºený na
experimentálnom pozorovaní biologického správania sa vápenatky.

17



Obr. 3: vápenatka dokáºe nájs´ cestu z bludiska [6]

2.3 Physarum solver

Matematický model physarum solver pozostáva zo sady rovníc, ktoré reprezentujú
protoplazmatický tok a schopnos´ tunelov, alebo trubíc meni´ svoju hrúbku. V tomto
modeli tvar tela vápenatky reprezentuje graf (obr.4), pri£om hrany grafu predstavujú
jednotlivé trubice. A vrcholy sú jednotlivé uzly, kde sa trubice kriºujú.

Dva ²peciálne uzly, ktoré predstavujú zdroje potravy sú ozna£ené ako N1 a N2

ostatné uzly sú ozna£ené N3, N4, N5 at¤. Jeden z uzlov N1, N2 sa vºdy javí ako
"source", to znamená, ºe odtia© tok pochádza( kladné hodnoty) a druhý ako "sink",
kde sa tok stráca (záporné hodnoty). Hrana medzi uzlami i a j je ozna£ená ako Mi,j.

Obr. 4: bludisko prerobené na sie´ vrcholov a hrán [7]
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Predpokladajme, ºe tlaky vo vrcholoch i a j sú pi a pj a ºe vrcholy i a j su spojené
tunelom (valcom) d¨ºky Li,j s polomerom ri,j. Potom tok Qi,j ktorý preteká medzi
vrcholmi i a j môºeme zapisa´ do rovnice:

Qi,j =
πr4(pi − pj)

8ξLi,j

,

Táto rovnica sa dá zapísa´ v tvare:

Qi,j =
Di,j

Li,j

(pi − pj) (1)

Pri£om ξ predstavuje vlastne vodivos´ kvapaliny a

Di,j =
πr4

8ξ

V kaºdom uzle musia plati´ kircho�ove zákony a to znamená ºe v uzloch musí by´
prítok a odtok vyváºený.

∑
Qi,j = 0 (i 6= 1, 2) (2)

V uzloch, ktoré predstavujú zdroje potravy je rovnica (2) modi�kovaná, pod©a toho,
£i ide o uzol N1 to znamená uzol, ktorý predstavuje zdroj (source, i=1), alebo o uzol
N2, ktorý predstavuje uzol, kde sa tok stráca (sink, i=2).

∑
j

Q1j − I0 = 0 (3)
∑

j

Q2j + I0 = 0

Kde I0 je tok, ktorý vyteká z uzlu N2 a vteká do uzlu N1. I0 je kon²tanta v tomto
matematickom modeli [7].

D¨ºky jednotlivých hrán Li,j medzi uzlami sú behom procesu adaptácie vápe-
natky kon²tantné. To znamená, ke¤ sa vápenatka snaºí nájs´ najkrat²iu cestu, ktorá

19



spojí uzol N1 s uzlom N2 z pomedzi mnohých ¤a©²ích moºností. Prietoky medzi jed-
notlivými uzlami Qi,j pre danú kon²tantu I0, parametre vodivosti Di,j a d¨ºku hrán
Li,j dostaneme potom pomocou rovníc (1),(2) a (3) nasledovne:

∑
i

Di,j

Li,j

(pi − pj) =





−I0 pre j = 1;

I0 pre j = 2;

0 inak ;

(4)

Stanovením základného tlaku p2 = 0, sa dajú ostatné tlaky pi v jednotlivých uzloch
vyráta´ zo sústavy rovníc (4). Potom spätným dosadením do rovnice (1) dostaneme
aj prietoky Qi,j medzi uzlami [7].

Dostali sme teda po£iato£né prietoky Qi,j. Aby bolo moºné opísa´ zmeny polom-
erov jednotlivých tunelov. To znamená polomery jednotlivých tunelov sa budú zmen²o-
va´ vtedy, ak nevedú k najkrat²ej ceste. A to bude vies´ aº k ich zaniknutiu. A naopak
zvä£²ova´ sa budú vtedy ak sa jedná o najkrat²iu cestu. Predpokladáme, ºe parame-
tre vodivosti Di,j sa budú meni´ s £asom v závislosti od prietokov Qi,j. A ich zmeny
vieme vyjadri´ pomocou diferenciálnej rovnice:

d

dt
Di,j = f(|Qi,j|)− αDi,j, (5)

Prvý £len pravej strany rovnice predstavuje zmenu polomeru tunelu v závislosti od
prietoku. Funkcia f je monotónna rastúca funkcia, ktorá sp¨¬a podmienku f(0) = 0.
Druhý £len reprezentuje kon²tantnú rýchlos´ zmeny polomeru tunelu. Kde α je kladná
kon²tanta, ktorá zabezpe£i to,ºe tunely sa pri absencií prietoku vytratia [6].

Tunely sú medzi sebou vzájomné prepojené, to znamená, ºe ak sa zmení prietok
v jednej hrane, ovplyvní to prietoky v ostatných tuneloch. Celkové mnoºstvo toku v
sieti musí by´ zachované. To znamená, ºe ke¤ na za£iatku vojde do siete tok I0 v uzle
N1, tak v uzle N2 musíme dosta´ tok −I0.

Z diferenciálnej rovnice (5) dostaneme nové Di,j. Pomocou nových Di,j vieme
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vyuºitím rovníc (1), (2), (3) dosta´ nové tlaky pi v jednotlivých vrcholoch a nové
prietoky Qi,j v jednotlivých hranách. Opakovaním tohto postupu sa nám menia jed-
notlivé prietoky v tuneloch a po kone£nom po£te iterácií sa uzatvoria tunely, ktoré
vedú do slepej uli£ky, alebo nepredstavujú najkrat²iu cestu k východu z bludiska. Za
optimálnu cestu (najkrat²iu cestu) budeme poklada´ takú, cez ktorú bude prechádza´
100 percent daného toku. To znamená v na²om prípade I0.

2.4 Algoritmus

Nech máme daný graf G, kone£ný po£et vrcholov Ni kde N1 a N2 sú za£iato£ný a
koncový vrchol a kone£ný po£et hrán Mi,j. Nech Li,j sú dané d¨ºky hrán medzi uzlom
i a j. Nech je daný základný tlak Pk = 0 v ©ubovo©nom vrchole K ∈ G. Nech sú
¤alej dané kon²tanty I0 ako za£iato£ný tok, r ako polomer tunelu, ktorý reprezentuje
hranu ( na za£iatku má kaºdá hrana rovnaký polomer) a kon²tanta ξ. Algoritmus sa
dá zapísa´ do nieko©kých krokov nasledovne:

1. V prvom kroku dostaneme tlaky pi spojením (1),(2) a (3) do sústavy rovníc (4).

2. Dosadením tlakov do rovnice (1) dostaneme prietoky Qi,j medzi jednotlivými
vrcholmi. Ak sa dá jednozna£ne ur£i´, ºe I0 preteká jedinou cestou, tak kon£íme.
Inak krok 3.

3. Pomocou rovnice (6) dostaneme nové Di,j, ktoré pouºijeme v rovnici (1) namiesto
starých Di,j. Nasleduje krok 1.

2.5 Analógia s elektrickým obvodom

Matematický model physarum solver sa dá prirovna´ k elektrickému obvodu [6].
Pri£om kaºdú hranu v na²ej sieti môºme povaºova´ za rezistor s odporom ktorý je
úmerný Li,j a r−4

i,j . Telo vápenatky mnohohlavej reprezentuje potom sie´ rezistorov.
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Toky Qi,j, ktoré prúdia medzi jednotlivými vrcholmi môºme prirovna´ k elek-
trickému prúdu, ktorý preteká medzi rezistormi. A vrcholy N1 a N2, ktorými do
siete preniká vstupný a výstupný tok, môºme prirovna´ k vstupnému a výstupnému
elektrickému prúdu. Tlaky pi,j potom môºme prirovna´ k elektrickému napätiu v jed-
notlivých £astiach elektrického obvodu.

Ak potom elektrický prúd, ktorý prechádza rezistorom je dostato£ne ve©ký, odpor
rezistora za£ne klesa´ a následne sa zvy²uje elektrický prúd prechádzajúci rezistorom.
Naopak, ak je prúd malý, tak sa odpor rezistora zvy²uje a nakoniec sa odpor rezistora
pribliºuje k nekone£nu, £o môºme prirovna´ ku uzatváraniu sa ciest, ktoré nevedú k
najkrat²ej ceste v grafe.

2.6 Zloºitos´ algoritmu

Krok 1 si vyºaduje O(n2) operácií a robí sa n krát, £o si vyºaduje celkovo O(n3)

operácií, krok 3 sa robí rovnako n krát £o dáva teda zloºitos´ celého algoritmu O(n3).
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3 Porovnanie algoritmov

V nasledujúcej praktickej £asti budeme porovnáva´ efektivitu algoritmu, ktorý je
navrhnutý na základe biologického sa správania vápenatky s Dijkstrovým algoritmom.

3.1 Cie© práce

V prvom rade budeme sledova´ £asovú náro£nos´ algoritmov. A to na jednotlivých
príkladoch, pri£om bude dôleºité porovnanie obidvoch algoritmov pri malom po£te
vrcholov a následne budeme zvy²ova´ po£et vrcholov v grafe, aby sme si vedeli urobi´
celkový obraz o efektivite algoritmu. Predpoklad je, ºe pri grafoch s malým po£tom
vrcholov bude £asová náro£nos´ porovnate©ná. To znamená, ºe by bol v reálnych
problémoch algoritmus navrhnutý pod©a vápenatky schopný nahradi´ Dijsktrov al-
goritmus. Av²ak pri postupnom zvy²ovaní po£tu vrcholov v grafe bude pod©a ná²ho
predpokladu £asovo efektívnej²í Dijkstrov algoritmus.

V druhom rade budeme postupným menením funkcie f(|Qi,j|) v diferenciálnej
rovnici:

d

dt
Di,j = f(|Qi,j|)− αDi,j,

pozorova´ urých©ovanie algoritmu. Na²ou snahou bude nájs´ takú funkciu f(|Qi,j|),
aby bol algoritmus zaloºený na vápenatke schopný konkurova´ dijkstrovmu algoritmu
aj v grafoch s vä£²ím po£tom vrcholov.

Ako funkciu f v diferenciálnej rovnici budeme na za£iatku voli´

f(|Q|) = |Q|µ(µ = 1)

Pre model s dvoma zdrojmi potravy je najvhodnej²ia práve táto vo©ba funkcie f [6].
Neskôr budeme pozorova´ rôzne obmeny funkcie f a následné spoma©ovanie alebo
urých©ovanie algoritmu, ktorý je zaloºený na matematickom modeli physarum solver.
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Pokúsime sa tieº modi�kova´ algoritmus, aby sme dosiahli urýchlenie algoritmu
pod©a vápenatky, tak ºe zmeníme spôsob rie²enia systému lineárnych rovníc Ap = b.
Pretoºe nie je potrebné presné rie²enie daného systému ale posta£uje pribliºné rie²enie.
A to vzh©adom na to ºe je sú£as´ou celého cyklu numerických rie²ení. Na testovanie
algoritmov budeme pouºíva´ matlab.

3.2 Úprava algoritmu vápenatky do matlabu

V obidvoch algoritmoch sa vychádza z matice susednosti (adjacency matrix) vrcholov
grafu. Graf si vieme pretransformova´ do tejto matice nasledovne. V matici susednoti
typu N × N prvok matice i, j obsahuje 1, ak hrana (i, j) ∈ E, inak prvok i, j ob-
sahuje 0. My budeme pouºíva´ ohodnotenú maticu susednosti. To znamená ºe £íslo 1

nahradia Li.j, ktoré budú predstavova´ d¨ºku hrany medzi vrcholmi i a j. Matica je
v neorientovanom grafe symetrická.

Aby sme vedeli pouºi´ sústavu rovníc (4) v matlabe.

∑
i

Di,j

Li,j

(pi − pj) =





−I0 pre j = 1;

I0 pre j = 2;

0 inak ;

bude nutné si ju pretransformova´ do vhodnej podoby. D¨ºky Li,j máme zachytené v
ohodnotenej matici susednosti, ktorá je typu N ×N . Tak isto máme dané parametre
Di,j ako Di,j = πr4

8ξ
. Na ©avej strane ostali e²te tlaky pi, ktoré sú v tomto prípade

h©adanou neznámou. Sústavu rovníc pretransformujeme do podoby:

Ap = b

Pri£om p bude vektor p = (p1, p2, ..., pn) jednotlivých tlakov. b bude vektor b =

(I0,−I0, 0, 0...0). Matica A bude typu N ×N a jej prvky dostaneme nasledovne. Na
diagonále matice A:
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∑
j

Di,j

Li,j

Ostatné prvky matice A budú 0 ak matica susednosti má na tom istom prvku 0,
inak:

−Di,j

Li,j

Aby sme si zjednodu²ili zápis, tak prvky matice A, ktoré nie sú na diagonálach nám
bude reprezentova´ premenná y. Kone£ná podoba sústavy rovníc bude teda:




∑
j

D1,j

L1,j
y y y y

y . y y y

y y
∑

j
Di,j

Li,j
y y

y y y . y

y y y y
∑

j
Dn,j

Ln,j




×




p1

p2

.

.

pn




=




I0

−I0

0

.

0




Aby sme dostali h©adané tlaky pi, potrebujeme teda vypo£íta´ sústavu rovníc
Ap = b £o dosiahneme v matlabe nasledovne:

p = A/b

Tu nastáva ale problém singularity matice. To znamená ºe determinant matice A je
nulový Det(A) = 0. Aby sme sa vyhli problému zo singularitou matice, musíme si
stanovi´ základný tlak pk = 0, to nám zmení sústavu rovníc na:




∑
j

D1,j

L1,j
y y y y

y . y y y

y y
∑

j
Di,j

Li,j
y y

0 0 0 1 0

y y y y
∑

j
Dn,j

Ln,j




×




p1

p2

.

pk

pn




=




I0

−I0

0

0

0



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�al²ou moºnos´ou ako sa vyhnú´ singularite je ºe jeden riadok matice zameníme,
a to tak ºe sú£et v²etkých tlakov pi = 1. A to nasledovne:




∑
j

D1,j

L1,j
y y y y

y . y y y

y y
∑

j
Di,j

Li,j
y y

1 1 1 1 1

y y y y
∑

j
Dn,j

Ln,j




×




p1

p2

.

pk

pn




=




I0

−I0

0

1

0




(6)

Teraz sme dostali tlaky pi vo vrcholoch. Prietoky Qi,j medzi jednotlivými vrcholmi
dostaneme spätným dosadením do rovnice:

Qi,j =
Di,j

Li,j

(pi − pj)

Dostali sme základne prietoky, ktoré by v¤aka tlakom vo vrcholoch uº s £asti
mali preukazova´ ºe ktoré cesty medzi vrcholmi N1 a N2 to znamená za£iato£ným a
koncovým vrcholom budú súperi´ o to, ktorý vrchol bude patri´ do najkrat²ej opti-
málnej cesty. To uvidíme v nasledujúcich príkladoch. Tak isto budeme môc´ z prvých
prietokov predpoveda´ ktoré cesty vedú do slepých uli£iek.

Z diferenciálnej rovnice (5) dostaneme nové Di,j, ktoré reprezentujú zmeny polom-
erov jednotlivých tunelov, ktorými prechádzajú prietoky. Aby sme vedeli pouºi´ túto
diferenciálnu rovnicu, musíme ju upravi´ do formy, ktorá je vhodná do matlabu a to
nasledovne:

d

dt
Di,j = f(|Qi,j|)− αDi,j

Dnov
i,j −Dstar

i,j

τ
= f(Qnov

i,j )− aDnov
i,j

(1 + aτ)Dnov
i,j = Dstar

i,j + τf(Qnov
i,j )

Kde τ predstavuje £asový krok. Úpravami sa nakoniec dostaneme ku vz´ahu, ktorý
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nám dáva nove parametre Di,j:

Dnov
i,j =

Dstar
i,j + τf(Qi,j)

(1 + aτ)
(7)

Kde τ predstavuje £asový krok. Pomocou nových Di,j vieme vyuºitím rovníc (1),
(2), (3) dosta´ nové tlaky pi v jednotlivých vrcholoch a nové prietoky Qi,j v jed-
notlivých hranách. Tento postup opakujeme dovtedy, pokia© sa nám niektoré cesty
neuzavrú a z prietokov Qi,j vieme vy£íta´ najkrat²iu cestu z N1 do N2.

3.2.1 Gauss-Seidelova relaxa£ná SOR metóda

V tejto £asti sa zameriame na problém numerického rie²enia sústavy lineárnych rovníc
Ap = b. Pri výpo£te nie je potrebné presné rie²enie sústavy lineárnych rovníc, ale
posta£uje aj pribliºné rie²enie a to z dôvodu toho, ºe sústava rovníc je sú£as´ou
celého cyklu numerických rie²ení. Populárna metóda na rie²enie lineárnych sústav
rovníc je Gauss-Seidelova relaxa£ná SOR metóda (Successive Over Relaxation). Jej
podstata spo£íva v h©adaní rie²enia sústavy lineárnych rovníc pomocou iteratívne
skon²truovanej postupnosti pribliºných rie²ení [5].

Maticu A moºme rozpísa´ ako sú£et jej poddiagonálnej, diagonálnej a naddiagonál-
nej £asti:

A = L + D + U (8)

kde

Li,j = Ai,j pre j < i pre Li,j = 0,

Di,j = Ai,j pre j = i pre Di,j = 0,

Ui,j = Ai,j pre j > i pre Ui,j = 0,
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O diagonálnej matici sa predpokladá, ºe jej prvky sú nenulové. Nech ω > 0 je
zvolený parameter, potom rie²enie úlohy Ap = b je rovnaké ako rie²enie úlohy:

Dp = Dp + ω(b− Ap)

Vyuºízím vz´ahu (8) a toho ºe matica D + ωL je invertovate©ná [5] dostaneme po
krátkych úpravách ºe p je rie²ením lineárnej úlohy:

p = Tωp + cω

kde

Tω = (D + ωL)−1((1− ω)Dp− ωU)

cω = ω(D + ωL)−1b

Pomocou operátora Tω de�nujeme rekurentnú postupnos´ aproximatívnych rie²ení
úlohy Ap = b:

pk+1 = Tωpk + cω pre k = 1, 2, ...

Ako po£iato£nú podmienku je v na²om prípade vhodné voli´ za£iato£né tlaky p0
i ,

ktoré dostaneme v prvom kroku. A vºdy v kaºdom ¤al²om kroku pri h©adaní nových
tlakov pi, pouºi´ ako po£iato£nú podmienku tie predchádzajúce.

Algoritmus vápenatky sme modi�kovali teraz tak, ºe sme nahradili pôvodnú metódu
na vyrátanie lineárnej úlohy Ap = b, ktorou sme dostali presné rie²enie, Gauss-
Seidelovou relaxa£nou SOR metódou, ktorou dostaneme iba pribliºné rie²enie danej
úlohy, av²ak pre na²e potreby to bude posta£ujúce.
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Predpoklad je ºe modi�kovaný algoritmus bude £asovo efektívnej²í ako pôvodný
algoritmus. V príkladoch sme testovali obidve metódy na rie²enie lineárnej sústavy
rovníc Ap = b.

3.3 Problém bludiska

Prvý príklad, ktorý nám reprezentuje graf ktorý bol prevzatý z £lánku [6] simuluje
problém bludiska (obr.5). V prvom rade si ozna£íme vrcholy grafu, ktoré tvoria jed-
notlivé kriºovatky medzi hranami.

Obr. 5: ozna£enie vrcholov

3.3.1 Algoritmus vápenatky

Vrcholy zo zdrojmi ºivín sú 1 a 22. Budeme h©ada´ najkrat²iu cestu medzi vrcholom
1 a 22. Spolu máme 22 vrcholov, to znamená ohodnotenú maticu susednosti typu
22× 22, ktorá je symetrická.

29



Obr. 6: dlºky medzi vrcholmi

Na obr.6 sú znázornené vzdialenosti medzi niektorými vrcholmi. Ostatne vzdi-
alenosti (ktoré v matici sú) neuvádzame preto ,aby zostal obrázok preh©adný. Nech
sú dané parametre:

• Za£iato£ný tok I0 = 100 ,

• �asový krok τ = 0.01,

• Za£iato£ný rovnaký polomer v²etkých hrán r = 1,

• Parameter vodivosti ξ = 1

Z ohodnotenej matice susednosti, kde sú dané d¨ºky Li,j si spravíme pomocnú maticu
A, pod©a predo²lej kapitoly. Pomocou sústavy rovníc (6) získame po£iato£né tlaky:

p1 = 4903.4, p2 − 212.16 p3 = 3120.9, p4 = 2838, p5 = 2838, p6 = 857.36 p7 =

348.06, p8 = −212.16, p9 = −2173, p10 = 118.88, p11 = 118.88, p12 = −1714.6,
p13 = −1714.6, p14 = −1943.8, p15 = −1943.8, p16 = −212.16, p17 = −212.16,
p18 = −212.16, p19 = −212.16, p20 = −212.16, p21 = −212.16, p22 = −3955.5.
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Zo získaných tlakov e²te nemoºno ur£i´ prakticky ni£. Teraz spätným dosadením
do rovnice (1) získame prietoky v jednotlivých hranách. Kvôli preh©adnosti sú v obr.7
zazna£ené iba niektoré prietoky.

Obr. 7: problémové hrany sú znázornené zelenou farbou

Uº pri prvých prietokoch vidie´, ktoré hrany vedú do slepej ulice a preto nie sú
prietoky pri nich uvedené. Sú to cesty medzi vrcholmi 4− 5, 8− 2, 10− 11, 14− 15,
12−13, prietoky tu boli rádovo 10−14, £o je prakticky 0. Zaujímavé ale sú cesty medzi
vrcholmi 3−6, kde sa ponúka priama cesta 3−6, alebo cesta cez vrchol 4. To znamená
cesta cez vrcholy 3, 4, 6. V tomto prípade vidíme ºe cez krat²iu cestu prechádza 55, 6

to znamená cesta cez vrcholy 3, 4, 6, ako cez dlh²iu cestu, cez ktorú prechádza zvy²ok
toku. Takýto istý próblem sa vyskytuje pri cestách medzi vrcholmi 7 a 9.

Uº z týchto prvých výsledkov, by sme vedeli ur£i´ najkrat²iu cestu, Podmienka ale
je aby optimálnou (najkrat²ou) cestou prechádzalo 100 percent daného toku. Pomocou
rovnice (7) získame nové Di,j. S ktorými opakujeme postup. Za funkciu f(|Q|) budeme
na za£iatku voli´ |Q|.
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Obr. 8: optimálna cesta je znazornená £ervenou.

Po 211 iteráciách môºme na obr.8 pozorova´ uº jasný výsledok. Problematickými
cestami prechádza uº taktieº nulový tok. A najkrat²iu optimálnu cestu 1− 22 tvoria
vrcholy 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 22. Najkrat²ia cesta je d¨ºky 50. �as potrebný v matlabe na
uskuto£nenie týchto 211 iterácií bol relatívne malý, a to 0, 371 sekundy.

Teraz zmenou funkcie f(|Q|) sa pokúsime urýchli´ algoritmus:

• f(|Q|) = |Q|2, 20 iterácií, £as trvania 0, 218 s.

• f(|Q|) = |Q|3, 10 iterácií, £as trvania 0, 016 s.

• f(|Q|) = |Q|4, 6 iterácií, £as trvania 0, 016 s.

Ako vidíme, po£et iterácií sa dá zna£ne vylep²i´ vhodným volením funkcie f(|Q|)
v diferenciálnej rovnici. Aj ke¤ £as je relatívne krátky vo v²etkých prípadoch. Pred-
pokladá sa, ºe v grafoch s vä£²ím po£tom vrcholov bude £as hra´ významnej²iu úlohu.
V modi�kovanom algoritme vápenatky, kde bola pouºitá SOR metóda sme nezazna-
menali ºiadne zrýchlenie, algoritmus pri rovnakých parametroch prebehol v krátkom
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£ase 0, 328 sekundy.

3.3.2 Dijkstrov algorimus

V rovnakom príklade nájdeme rie²enie pomocou Dijkstrovho algoritmu. Ako vstup
pouºijeme znovu ohodnotenú maticu susednosti.

Na za£iatku si vytvoríme 2 mnoºiny a to mnoºinu S a S1. Pri £om mnoºina S

bude obsahova´ vrcholy, ktoré uº majú permanentné ozna£enie a mnoºina S1 bude
obsahova´ vrcholy, ktoré majú zatia© do£asné ozna£enie. V mnoºine S je iba za£iato£ný
vrchol 1 a zna£íme pri ¬om (0, 0). V mnoºine S1 sa nachádzajú v²etky ostatne vrcholy
a majú ozna£enie (1,∞). Prvé £íslo znamená predchádzajúci vrchol a druhé £íslo
znamená, najkrat²iu d¨ºku, akou sa do tohto vrcholu dalo dosta´. Na za£iatku majú
v²etky vrcholy (okrem prvého) predchodcu za£iato£ný vrchol a d¨ºku ∞.

Na obr.9 môºme vidie´ nultý krok algoritmu a zárove¬ aj trvalé zna£ky vrcholov.
To znamená algoritmus je u konca, na²la sa najkrat²ia cesta. Spätným od£ítaním z
tabu©ky dokáºeme zisti´ vrcholy, cez ktoré vedie h©adaná optimálna cesta.

A to vrcholy 22, 9, 8, 7, 6, 4, 3, 1. Rovnako je na obr.9 aj d¨ºka najkrat²ej cesty a
to 50. �as potrebný na zbehnutie algoritmu bol zanedbate©ný 0, 015 s.

V probléme bludisko môºme pozorova´, ºe algoritmus vápenatky zaostáva v porov-
naní s Dijsktrovým algoritmom pri volení funkcií f(|Q|) = |Q| iba nieko©ko desatín
sekundy. A pri vhodnom volení funkcie f(|Q|) = |Q|2, f(|Q|) = |Q|3, f(|Q|) =

|Q|4 postupne dobieha Dijsktrov algorimus. Pri poslednej volenej funkcií je £asová
náro£nos´ obidvoch algoritmov rovnaká. To znamená z poh©adu efektívnosti je jedno
ktorý algoritmus pouºijeme.
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Obr. 9: inicializácia a výsledky po zbehnutí algoritmu

3.4 Tlakové pasmo - Koliba

V prvom reálnom probléme sa budeme zaobera´ tlakovým vodárenským pásmom
Bratislava - Koliba. Je to sie´ vodovodných potrubí. Na rozdiel od predo²lého príkladu,
je tento príklad s reálnymi skuto£nými dátami. Ke¤ºe je to opä´ príklad s malým
po£tom vrcholov konkrétne 22. Budeme hlavne skúma´, £i dajú obidva algoritmy
exaktne rovnaké rie²enie. Pretoºe £asovú náro£nos´ sme uº testovali na predo²lom
prípade, predpokladá sa rovnaká efektívnos´ obidvoch algoritmov. Tlakové pásmo -
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Koliba môºme vidie´ v prilohe £.2 mapa 1. Zjednodu²ili sme ho v obrázku 10 a 11:

Obr. 10: o£íslované vrcholy

Budeme h©ada´ najkrat²iu cestu medzi vrcholmi 1− 16.

3.4.1 Algoritmus vápenatky

Pouºijeme rovnaké parametre ako v prvom príklade:

• Za£iato£ný tok I0 = 100 ,

• �asový krok τ = 0.01,

• Za£iato£ný rovnaký polomer v²etkých hrán r = 1,

• Parameter vodivosti ξ = 1
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Obr. 11: d¨ºky medzi jednotlivými vrcholmi

Zopakovaním postupu z prvého príkladu dostaneme tlaky pi v jednotlivých uzloch a
následne prvé prietoky Qi,j v jednotlivých vodovodných potrubiach, ktoré vyzerajú
nasledovne:

Na obr.12 vidíme stav rie²enia po prvej iterácií. Cez hrany, ktoré vedú do slepej
ulice uº po prvej iterácií prechádza nulový tok. Sú to cesty medzi vrcholmi 2 − 5,
7− 11, 21− 22, 13− 14, 18− 19. Niektorými vodovodnými potrubiami prechádza uº
teraz 100 percent daného toku. Algoritmus musí teraz posúdi´ problematické cesty,
ktoré sú na obr.12 ozna£ené zelenou farbou. Sú to 3 moºné cesty medzi vrcholmi
8− 17.

Na obr.13 vidíme kone£ný stav, ktorý nastal po 117 iteráciách. Algoritmus za-
loºený na vápenatke na²iel najkrat²iu cestu za 0, 11 sekundy. Je to cesta zloºená z
vrcholov 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 13, 17, 16. Najkrat²ia cesta je d¨ºky 666.

36



Obr. 12: prvý krok, inicializácia

Teraz zmenou funkcie f(|Q|) sa pokúsime urýchli´ algoritmus:

• f(|Q|) = |Q|2, 12 iterácií, £as trvania 0, 047 s.

• f(|Q|) = |Q|3, 10 iterácií, £as trvania 0, 016 s.

• f(|Q|) = |Q|4, 5 iterácií, £as trvania 0, 015 s.

V modi�kovanom algoritme vápenatky, kde bola pouºitá SOR metóda sme nezaz-
namenali ºiadne zrýchlenie, algoritmus pri rovnakých parametroch prebehol v krátkom
£ase 0, 10 sekundy.

3.4.2 Dijkstrov algoritmus

Dijkstrov algoritmus funguje na tomto reálnom probléme podobne ako v probléme
bludisko. Preto len stru£ne zhodnotíme výsledky, ktoré sme dostali z Dijkstrovho
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Obr. 13: po 117 iteráciách

algoritmu. Po zbehnutí sme od£ítali z tabu©ky, kde sú uº kone£né ozna£enia vrcholov
nasledovnú najkrat²iu cestu: 16, 17, 13, 12, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 1. Táto cesta sa zhoduje s
optimálnou najkrat²ou cestou pod©a algoritmu vápenatky. Tak isto d¨ºka 666 na tejto
ceste musí by´ rovnaká. Obidva algoritmy dospeli k rovnakému rie²eniu.

�asovo Dijkstrov algoritmus rie²il úlohu 0, 015 s, £o je porovnate©né z algoritmom
vápenatky, ke¤ sa algoritmus urýchli vhodným volením funkcie f(|Q|) v diferenciálnej
rovnici.

3.5 Simulácia poruchy vodovodného potrubia

Predpokladajme ºe sa v reálnom probléme tlakového vodárenského pásma Bratislava
- Koliba stane porucha a to ºe sa pretrhne potrubie na ceste medzi vrcholmi 12− 13

(obr.14). Teraz overíme £i bude algoritmus pod©a vápenatky schopný sa vysporiada´
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so vzniknutou poruchou a nájde alternatívnu najkrat²iu cestu medzi vrcholmi 1− 16.

Obr. 14: pretrhnuté potrubie 12− 13

Problematické ostávajú cesty medzi vrcholmi 9 − 20, kde sa algoritmus bude
rozhodova´ medzi 9 − 15 − 20 a 9 − 10 − 21 − 20. Po 300 iteráciách uº dostávame
poºadovaný výsledok. Najkrat²ia cesta je 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 20, 18, 17, 16 dosiah-
nutá v krátkom £ase 0, 188 sekundy pri volení rovnakých parametrov ako v pred-
chádzajúcich príkladoch. Najkrat²ia cesta je d¨ºky 777.

Dijkstrov algoritmus dáva pri simulácii poruchy medzi vrcholmi 12− 13 a h©adaní
najkrat²ej cesty medzi vrcholmi 1 − 16 po spätnom od£ítaní z výstupu totoºnú
najkrat²iu cestu 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 15, 20, 18, 17, 16 s rovnakou d¨ºkou 777 av²ak v
krat²om £ase 0, 015 sekundy.

39



3.6 Prvé tlakové pásmo Bratislavy

�al²í reálny problém na ktorom budeme testova´ obidva algoritmy je tlakové vodáren-
ské pásmo celej Bratislavy. To znamená rozvody vodovodných potrubí na celom území
Bratislavy. Vyberieme si niektoré 2 vrcholy a budeme h©ada´ najkrat²iu cestu medzi
nimi. Ako vstup nám slúºi matica susednoti vrcholov 237 × 237, pretoºe sa v sieti
nachádza 237 jednotlivých uzlov. A medzi nimi je 353 vodovodných potrubí.

3.6.1 Dijsktrov algoritmus

Zvolíme 2 okrajové vrcholy siete a to �S Petrºalka - uzol 333 (príloha £.2, mapa £. 8
a 9) a vodojem Vtá£nik - uzol 10 (príloha £.2, mapa £.5). Pomocou Dijsktrovho al-
goritmu nájdeme najkrat²iu cestu v grafe. Dijsktrov algoritmus na²iel najkrat²iu cestu
d¨ºky 7917, ktorá vedie cez uzly 333, 233, 243, 280, 267, 268, 12, 48, 31, 18, 290, 43, 22, 9, 10.
Algoritmus prebehol za krátky £as 0, 234 sekundy.

3.6.2 Algoritmus vápenatky

Pouºiieme rovnaké parametre ako v prvom príklade:

• Za£iato£ný tok I0 = 100 ,

• �asový krok τ = 0.01,

• Za£iato£ný rovnaký polomer v²etkých hrán r = 1,

• Parameter vodivosti ξ = 1

Algoritmus zaloºený na vápenatke na²iel najkrat²iu cestu v grafe d¨ºky 7917, ktorá
vedie cez uzly 333, 233, 243, 280, 267, 268, 12, 48, 31, 18, 290, 43, 22, 9, 10. Obidva algo-
ritmy dali rovnaký výsledok. Rôznym volením funkcie f(|Q|) v diferenciálnej rovnici
sa dá algoritmus vápenatky urýchli´, £o moºno pozorova´ aj v nasledujúcich merani-
ach.
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Vo©ba funkcie f(|Q|) = Q:

• 25 iterácií, £as trvania 4, 234 s , 65 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 50 iterácií, £as trvania 8, 5 s , 85 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 100 iterácií, £as trvania 17, 8 s , 98 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

Vo©ba funkcie f(|Q|) = |Q|2:

• 5 iterácií, £as trvania 0, 641 s , 70 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 10 iterácií, £as trvania 1, 313 s , 99 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 20 iterácií, £as trvania 3, 3 s , 99,9 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

Ako moºno pozorova´ z výsledkov, tak algoritmus vápenatky zna£ne zaostáva
za Dijsktrovím algoritmom pri volení funkcie f(|Q|) = Q. Vhodnou vo©bou funkcie
f(|Q|) = |Q|2 ,alebo následne f(|Q|) = |Q|3 kde bol algoritmus vápenatky schopný
vyrie²i´ daný problém za krátky £as 1, 02 s ,kde po 10 iteráciách prechádzalo na-
jkrat²ou cestou uº 99, 9 daného prietoku I0 = 100 sa dá £as potrebný na nájdenie
najkrat²ej cesty v grafe zna£ne skráti´.

Ako jediný z volených parametrov dokáºe zásadne ovplyvni´ algoritmus iba £asový
krok τ . �ím je vä£²í £asový krok, tým menej iterácií je potrebných na to, aby na-
jkrat²ou cestou prechádzal poºadovaný objem prietoku I0 = 100.
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Vmodi�kovanom algoritme vápenatky, kde bola pouºitá SORmetóda sme podobne
ako v príklade 1 a 2 nezaznamenali ºiadne zrýchlenie:

• 50 iterácií, £as trvania 12, 44 s , 86 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 100 iterácií, £as trvania 23, 6 s , 98 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

• 150 iterácií, £as trvania 35 s , 99 percent prietoku Q prechádza najkrat²ou
cestou.

Mohla by sa rozprúdi´ diskusia o tom, ko©ko percent prietoku je vlastne potrebné
na to, aby mohla by´ hrana, cez ktorú tento prietok preteká posudzovaná ako hrana,
ktorá patrí do najkrat²ej cesty v grafe. Uº pri prvých prietokoch Q, ktoré dostaneme
v jednotlivých uzloch dokáºe pozorova´e© v jednoduchých príkladoch vyzisti´ h©adanú
najkrat²iu cestu.

Predpokladajme ºe máme uzol z ktorého budú vychádza´ 3 hrany, pri£om jednou
priteká 100 percent prítoku Q. Prietoky ktoré potom vychádzajú z uzlu do ¤al²ích 2

hrán, nám dávajú jasnú predstavu o tom, ktorá cesta je krat²ia. Hrana ktorou bude
prechádza´ nadpolovi£ná vä£²ina je cesta krat²ia. Ak by sa prietok rozdelil presne na
polovicu, znamenalo by to ºe obidvoma hranami sa dostaneme do cie©a o rovnakej
d¨ºke. Potom sa následne vyberieme po hrane ktorou prechádza nadpolovi£ná vä£²ina
prietoku a opä´ zopakujeme tento postup. Takto sa postupne dostaneme do cie©a,
hrany po ktorých sme i²li budú tvori´ najkrat²iu cestu.

Av²ak pri komplikovanej²ích grafoch, kde máme ve©a uzlov aj hrán, by bolo
náro£né ak nie nemoºné pouºi´ tento postup, preto je jednoduch²ie zvoli´ si poºadovaný
prietok.
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4 Záver

Dijkstrov algoritmus v porovnaní s algoritmom vápenatky je globálny algoritmus, to
znamená, ºe dáva celkový obraz v kaºdom kroku o v²etkých vrcholoch a hranách.
Ktorý vrchol má uº trvalé ozna£enie, ktorý vrchol má zatia© do£asné zna£enie. Cez
ktoré hrany uº prechádzal, a patria do najkrat²ej cesty, a ktoré sa e²te len budú
posudzova´. Naopak algoritmus pod©a vápenatky je lokálny. V kaºdom vrchole algo-
ritmus vie, ºe sa sú£et prítoku a odtoku musí rovna´ 0, ale nedáva to obraz o celej
sieti vrcholov a hrán.

V jednoduchých príkladoch, ako je problém bludiska a tlakové pásmo Koliba, kde
bolo relatívne málo vrcholov a hrán sa algoritmus po vhodných modi�káciách dokázal
vyrovna´ Dijsktrovmu algoritmu a mohol by ho nahradi´ pri niektorých reálnych prob-
lémoch. A to vhodnou úpravou diferenciálnej rovnice. Na rozdiel od toho o£akávané
zrýchlenie pouºitím Gauss-Seidelovej SOR metódy sa nepotvrdilo.

Tak isto bol schopný algoritmus vápenatky reagova´ na prekáºku, ktorá sa vyskytla
práve na najkrat²ej ceste z miesta A do miesta B a vedel nájs´ alternatívnu cestu,
ktorá sa zhodovala s tou, ktorú na²iel Dijkstrov algoritmus.

V zloºitej²ích príkladoch uº algorimus zaloºený na vápenatke ani po vhodných
úpravách diferenciálnej rovnice sa nedokázal vyrovna´ Dijkstrovmu algoritmu aj ke¤
ho v zna£nej miere dobiehal. Rovnako modi�kovanie Gauss-Seidelovou SOR metódou
neviedlo k o£akávaným výsledkom. Pri jednoduchých príkladoch, kde sa v grafoch
nachádza málo vrcholov nebol problém zo vstupnou maticou susednosti vrcholov.
Av²ak ke¤ vrcholov pribúdalo algoritmus zaloºený na vápenatke £asto kolaboval pre-
toºe sa v matici nachádzalo mnoho núl. Týka sa to hlavne prvého kroku kde sa
matica susednosti vyuºíva na vypo£ítanie základných prietokov pre jednotlivé vr-
choly. Naopak Dijkstrov algoritmus si s tým poradil, a to napriek to mu ºe pracoval
s rovnakým vstupom.
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Pre obrovské matice je algoritmus zaloºený na vápenatke práve z tohto dôvodu
nepouºite©ný. Dijkstrov algorimus je efektívnej²í a hodí sa na reálne problémy ve©kých
rozmerov. Vyuºite©nos´ algoritmu vápenatky by sa mohla nájs´ práve v tom, ºe je za-
loºený na prietokoch, a ºe sa dá zvoli´ poºadovaný prietok. Tak isto vhodnou modi�ká-
ciou algoritmu tak aby hne¤ po vypo£ítaní prvých prietokov sa dala ur£i´ najkrat²ia
cesta v grafe bez toho aby bolo potrebné zvy²ova´ a zniºova´ prietoky v jednotlivých
hranách.
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Príloha £.1

Program

Program je nastavený na príklad £.1 problém bludiska, na jeho pretransformovanie na
ostatné príklady sta£ia jednoduché úpravy. Na spustenie je potrebný program matlab.

function [tempmin]=DijkstrovAlgoritmus

predchodca=zeros(22,1);

vzdialenost=inf(22,1);vzdialenost(1)=0; vis=zeros(22,1); start=1;

koniec=22; vis(start)=1; cur=start; tic while cur~=koniec

tempmin=inf;

vis(cur)=1;

for i=1:n

if (T(cur,i)>0) & (vzdialenost(i)>vzdialenost(cur)+T(cur,i))

vzdialenost(i)=vzdialenost(cur) + T(cur,i);

predchodca(i)=cur;

end

end

for i=1:n

if (vis(i)==0) &(vzdialenost(i)<tempmin)

cur=i;

tempmin=vzdialenost(i);

end

end

end toc t=toc;

% T je vstupna matica
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n=22; m=22; r=1; I0=100; viscosity=1; for i=22:n b(i,1)=0; end

b(1,1)= I0; b(22,1)=-I0; a=1; c=2; Tau=0.01;

for i=1:n

for j=1:m

if T(i,j)>0

D(i,j)=(pi*r^4)/(8*viscosity);

end

end

end

tic [Q]=iteracie(k,D,T,A,b,p,Tau,c,Q); toc t=toc;

function [Q]=iteracie(k,D,T,A,b,p,Tau,c,Q)

z=0;

while z<10

[A] = maticaA(D,T);

[p] = SORmetoda(A, b, N,p);

%[p] = LinarnaMetoda(A,b);

[Q] = prietoky(p,D,T);

[D] = DiferencialnaRovnica(Q,D,Tau,c,k);

z=z+1;

end

function [A] = maticaA(D,T) for i=1:n

for j=1:m

if T(i,j)>0

A(i,i)= A(i,i)+D(i,j)/T(i,j);

A(i,j)=-D(i,j)/T(i,j);

end
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A(2,j)=1;

end

end

function [p]=SORmetoda(A,b,p)

Diag = diag(diag(A));

L=tril(-A,-1);

U = triu(-A,1);

Tomega = inv(Diag-oL)*U;

comega=inv(Diag-L)*b;

k = 1;

while k <= 100

p(:,1) = Tomega*p(:,1) + comega;

k = k+1;

end

function [p] = LinearnaMetoda(A,b)

p = A\b

function [Q] = Prietoky(p,D,T) for i=1:n

for j=1:m

if T(i,j)>0

Q(i,j)=(D(i,j)/T(i,j))*(p(i)-p(j));

end

end

end
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function [D] = DiferencialnaRovnica(Q,D,Tau,c,a)

for i=1:n

for j=1:m

if D(i,j)>0

D(i,j)= (D(i,j)+Tau*((abs(Q(i,j))^c)))/(1+a*Tau);

(i,j)= (D(i,j)+Tau*abs(Q(i,j))/(1+abs(Q(i,j))))/(1+a*Tau);

end

end

end

Príloha £.2

Prvé tlakové pásmo Bratislavy

• 1 mapa - lokalita: 5. tlakové pásmo - Koliba

• 2 mapa - lokalita: Bôrik, �S Pe£niansky les, Staré mesto, podkolibské vodojemy

• 3 mapa - lokalita: Bôrik (detail), rozdelovací objekt, tunel

• 4 mapa - lokalita: �S Karlova Ves, vyrovnávací objem

• 5 mapa - lokalita: Nivy, vodojem Vtá£nik

• 6 mapa - lokalita: Nové mesto, Ra£a, vodojemy Koziarka, Kras¬any

• 7 mapa - lokalita: Ruºinov

• 8 mapa - lokalita: Petrºalka

• 9 mapa - lokalita: �S Petrºlka (detail)

• 10 mapa - lokalita: �S Podunajské Biskupice, Vajnory
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