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Abstrakt

Cie©om tejto diplomovej práce je zostavenie viacrozmernej úlohy RBC-typu

sp¨¬ajúcej overite©né predpoklady. V práci sú zhrnuté teoretické predpoklady

pre existenciu a jednozna£nos´ stabilnej cesty z práce Blancharda a Kahna.

Predpoklady sú odvodené v dizerta£nej práci M. Zakop£ana.

V práci sú zhodnotené doteraj²ie pokusy o vyhotovenie takéhoto mode-

lu. Príklad, ktorý je v práci zostavený a analyzovaný vychádza z rastového

modelu Mankiwa et al. [7].

K©ú£ové slová: RBC(�Real Bussines Cycles�) model, nutné podmienky

optimality, rovnováºna trojica
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Úvod

Práca je motivovaná dizerta£nou prácou M. Zakop£ana o lineárno-kvadra-

tickej aproximácii RBC-modelov. Chybi£kou krásy v spomínanej práci je

absencia príkladu vy²²ej dimenzie neº 1. V literatúre sme takýto príklad ne-

na²li - vo v²etkých predkladaných RBC a DSGE modeloch sa totiº dynamika

redukuje na jednu rovnicu.

Cie©om diplomovej práce je vybudova´ viacrozmenú úlohu optimálneho

riadenia ako príklad na teóriu vybudovanú v dizerta£nej práci [8] a overi´

splnenie predpokladov, ktoré sú v nej zadané.

Práca je £lenená do piatich kapitol. V prvej a druhej kapitole sú stru£ne

zhrnuté základné teoretické poznatky o rie²ení modelov. De�nujeme tu rov-

nováºnu trojicu, popisujeme lineárno-kvadratickú aproximáciu. V závere

druhej kapitoly uvádzame vety o existencii jediného rie²enia pre linearizo-

vaný a úplný model.

V tretej kapitole predstavíme predchádzajúce pokusy o formuláciu a rie-

²enie dvojrozmerných modelov a vysvetlíme dôvody, pre£o tieto pokusy stro-

skotali.

V ²tvrtej kapitole sa venujeme modelom z prác [6] a [7] a ich úprave

pre na²e potreby. Tu patrí po¤akovanie Prof. Luptá£ikovi za odporu£enie

týchto prác. Následne sa pokúsime o porovnanie modelu s dvojsektorovým

modelom.

Jadro práce je ²tvrtá kapitola, v nej analyzujeme modelu z práce [7] a

overuje sa, ºe sp¨¬a predpoklady z práce [8].



Kapitola 1

Rie²enie RBC-modelov

Abstrakciou úloh teórie racionálnych o£akávaní pri²li O. J. Blanchard

a Ch. M. Kahn v práci [1] k nasledovnej úlohe:

Ekonomika je opísaná dvojicou premenných x ∈ Rn (predeterminované

premenné) a p ∈ Rm (nepredeterminované premenné). �iadúci rovnováºny

stav je (x̄, p̄), bez ujmy na v²eobecnosti ho stotoºníme s bodom (0, 0). Dy-

namika ekonomiky v okolí rovnováºneho bodu je opísaná systémom stocha-

stických diferen£ných rovníc, ktorých linearizácia v rovnováºnom bode x̄ = 0,

p̄ = 0 má tvar (
x(t+ 1)

Etp(t+ 1)

)
= M

(
x(t)

p(t)

)
+ z(t) (1.1)

kde Et je podmienené o£akávanie pri známej realizácii premenných v £ase t

a z(t) predstavuje náhodne ²oky, pre ktoré platí

Etz(t) = 0. (1.2)

Pre o£akávané hodnoty premenných vzh©adom na (1.2) z (1.1) vyplýva, ºe

o£akávané ψ(t) = E0p(t) vyhovujúce deterministickému systému(
x(t+ 1)

ψ(t+ 1)

)
= M

(
x(t)

ψ(t)

)
(1.3)
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Otázkou, ktorú si kladú autori je, za akých podmienok existuje ku kaºdej

hodnote predeterminovanej premennej x(0) jediná hodnota nepredetermino-

vanej premennej ψ(0) taká, ºe rie²enie systému (1.3), nazývané �stabilnou ces-

tou 1� s po£iato£nou hodnotou (x(0), ψ(0)) konverguje k ºiadanej rovnováhe.

V [1] je odvodená nutná a posta£ujúca podmienka pre existenciu a jed-

nozna£nos´ stabilnej cesty. Je ¬ou, ºe stabilný priestor matice M (teda inva-

riantný priestor maticeM , zodpovedajúci £asti spektra vo vnútri jednotkovej

kruºnice) sa prirodzenou projekciou izomorfne zobrazuje na priestor ψ = 0.

Táto geometrická podmienka sa zle overuje a postráda zrejmú ekonomickú

interpretáciu.

Úlohe nájs´ ©ahko overite©nú podmienku existencie jedinej stabilnej ces-

ty je venovaná dizerta£ná práca [8] a to pre triedu úloh reprezentovanú

RBC modelmi. Dôleºitos´ týchto modelov spo£íva v tom, ºe na ich základe

sa vyvinuli �DSGE� modely, ktoré sa pouºívajú na simulovanie dynamiky

ekonomiky (napr. v NBS, práca [10]).

1.1 Jednorozmerný RBC-model

Jednou zo základných prác, v ktorých je formulovaná teória RBC modelov je

[3]. Tento klasický jednorozmerný model sa zaoberá prerozde©ovaním zdro-

jov v ekonomike. Predpokladáme, ºe domácnosti majú k dispozícii jednotku

produktívneho £asu a po£iato£ný kapitál k0 > 0, ktorý sa amortizuje kon²-

tantnou mierou δ ∈ (0, 1). V kaºdej perióde t je produkovaný jediný tovar,

produk£ná funkcia je:

y(t) = F (k(t), z(t))

kde premenná k(t) predstavuje kapitál a z(t) je technologicky ²ok, ktorý

sa riadi sa lineárnym Markovovým procesom prvého rádu. Pre produk£nú
1Ekonomická interpretácia stabilnej cesty je, ºe ekonomické subjekty ako celok ma-

jú �dokonalé predvídanie�(perfect foresight), v¤aka tomu dokáºu ekonomiku vyvedenú z

rovnováhy exogenným ²okom do nej opä´ dovies´.
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funkciu sa naj£astej²ie pouºíva F (k(t), z(t)) = ez(t)k(t)α. Rovnice pre kapitál

a technológie sú:

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + i(t)

z(t+ 1) = ηz(t) + ε(t+ 1)

kde ε(t) je identicky distribuovaná náhodná premenná s nulovou strednou

hodnotou a kone£nou varianciou.

V kaºdej perióde sa produkcia rozde©uje medzi beºnú spotrebu c(t) a in-

vestície i(t).

y(t) = c(t) + i(t)

Úlohou je maximalizova´ celkový úºitok domácnosti

E
∞∑
t=0

βtU(c(t))

kde E je operátor racionálnych o£akávaní, β ∈ (0, 1) je diskontný faktor

a funkcia uºito£nosti U : 〈0,∞)→ 〈0,∞) je dvakrát spojite diferencovate©ná,

ostro rastúca a rýdzokonkávna.

Teda máme úlohu dynamického programovania na nekone£nom £asovom

horizonte:

max
c(t)

E
∞∑
t=0

βtU(c(t))

y(t) = c(t) + i(t)

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + i(t)

z(t+ 1) = ηz(t) + ε(t+ 1)

k(0), z(0)− dané

Vyjadrime spotrebu a dosa¤me do ú£elovej funkcie

max
c(t)

E
∞∑
t=0

βtU(F (k(t), z(t))− i(t))

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + i(t)

z(t+ 1) = ηz(t) + ε(t+ 1)

k(0), z(0)− dané
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Ozna£me ú£elovú funkciu:

f(k, z, u) = U(F (k(t), z(t))− i(t))

Sústava rovníc pre stavové premenné má tvar:(
k(t+ 1)

z(t+ 1)

)
= A

(
k(t)

z(t)

)
+Bi(t)

kde

A =

(
1− δ 0

0 η

)
, B =

(
1

0

)

Pevný bod (k̄, z̄, ī) tejto úlohy sp¨¬a:

0 =
∂f(k̄, z̄, ī)

∂i
+ β

(
∂f(k̄, z̄, ī)

∂k
,
∂f(k̄, z̄, ī)

∂z

)
(I − βA)−1B

k̄ = (1− δ)k̄ + ī

z̄ = ηz̄

Predpokladajme, ºe takýto bod existuje a ozna£me ho y = (k̄, z̄, ī). Tay-

lorov rozvoj funkcie f v rovnováºnom bode je:

f(y) = f(ȳ) +
∂f(ȳ)

∂y
y +

1

2
yT
∂2f(ȳ)

∂y2
y

Ak nahradíme pôvodnú ú£elovú funkciu aproximáciou, dostaneme úlohu

lineárno-kvadratického programovania. Táto úloha má tú výhodu, ºe opti-

málne riadenie je nezávislé od variancie premennej ε. Platí princíp ekviva-

lencie, ktorý nám umoº¬uje predpoklada´, ºe variancia je nulová a premennú

nahradi´ jej strednou hodnotou a odstráni´ operátor E z rovnice.

Zov²eobecnením deterministickej verzie do vy²²ích dimenzií dostaneme

úlohu optimálneho riadenia∑
βtf(x(t), u(t))→ max

pri podmienkach

x(t+ 1) = F (x(t), u(t))
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v úlohe sa predpokladá, ºe má rovnováºne (kon²tantné v £ase) rie²enie (op-

timálne riadenie) a odozvu x(t) ≡ x̄, u(t) ≡ ū.

K systému (1.3) dospejeme linearizáciou varian£ných nutných podmienok

optimality po eliminovaní riadenia z podmienky maxima. ψ(t) predstavuje

adjungovanú premennú a úloha stabilnej cesty je teda ekvivalentná úlohe

existencie jediného optimálneho riadenia, ktorého odozva vedie k rovnováhe.

K©ú£ovou podmienkou existencie jedinej stabilnej sedlovej cesty odvo-

denej v [8] je zápornos´ Hessiánu funkcie f(x, u) v rovnováhe. Táto podmien-

ka je ©ahko overite©ná má aj ekonomický aspekt. Zabezpe£uje, ºe rovnováha

predstavuje isté ekonomické optimum.



Kapitola 2

Zhrnutie v²eobecnej teórie

V tejto kapitole stru£ne popí²eme teoretické východiská, ako boli spracované

M. Zakop£anom v práci [8].

Matematicky môºme problém redukova´ na diskrétnu úlohu optimálne-

ho riadenia s nekone£ným £asovým horizontom. Nech X ⊆ Rn, U ⊆ Rm

sú otvorené mnoºiny, x0 ∈ X, f ∈ C3(X × U, R), F ∈ C3(X × U, X)

a β ∈ (0, 1). Pod prípustným riadením a odozvou na riadenie rozumieme

postupnosti {u(t)}∞t=0, {x(t)}∞t=0 sp¨¬ajúce

x(t+ 1) = F (x(t), u(t)) pre t = 0, 1, . . .

x(t) ∈ X

u(t) ∈ U

také, ºe suma

∞∑
t=0

βtf(x(t), u(t))

konverguje. Ozna£me Φ(β, x0) mnoºinu prípustných riadení pre danú úlohu.

Riadenie a odozvu {û(t)}∞t=0, {x̂(t)}∞t=0 ∈ Φ(β, x0) nazývame optimálnym

ak platí

∞∑
t=0

βtf(x̂(t), û(t)) ≥
∞∑
t=0

βtf(x(t), u(t))
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pre kaºdé {u(t)}∞t=0, {x(t)}∞t=0 ∈ Φ(β, x0). Problém nájs´ optimálne riadenie

s po£iato£nou hodnotou x0 ∈ X nazveme (Uβ,x0).

Úloha je sformulovaná za viacerých predpokladov, ktoré budeme postupne

uvádza´ v tejto kapitole.

Predpoklad Q 1 DxF (x, u) je regulárna pre kaºdé x ∈ X a u ∈ U .

Pod©a [2] a za predpokladu Q1, riadenie a odozva {x̂(t)}, {û(t)} sú op-

timálne pre úlohu (Uβ,x̄0), ak existuje také {ψ(t)}, ψ(t) ∈ Rn, ψ(t) 6= 0, ºe

u(t) = û(t) a x(t) = x̂(t) sú rie²ením systému rovníc

x(t+ 1) = F (x(t), u(t)) (2.1)

0T = Duf(x(t), u(t)) + βψ(t+ 1)TDuF (x(t), u(t)) (2.2)

ψ(t)T = Dxf(x(t), u(t)) + βψ(t+ 1)TDxF (x(t), u(t)) (2.3)

pre kaºdé t = 0, 1, . . . Rovnice (2.2), (2.3) nazývame podmienka maxima,

adjungovaná rovnica.

Kon²tantné rie²enie (x̄, ū, ψ̄) ∈ X × U × Rn nazveme rovnováºna (ex-

tremálna) trojica a platí x(t) ≡ x̄, u(t) ≡ ū, ψ(t) ≡ ψ̄. Rovnováºna trojica

je rie²ením systému rovníc

x̄ = F (x̄, ū) (2.4)

0 = Duf(x̄, ū)T + βDuF (x̄, ū)T ψ̄ (2.5)

ψ̄ = Dxf(x̄, ū)T + βDxF (x̄, ū)T ψ̄ (2.6)

Predpoklad Q 2 Existuje rovnováºna trojica (x̄1, ū1, ψ̄1) pre (U1)

Bez straty na v²eobecnosti predpokladajme x̄ = 0, ū = 0, ozna£me

A = DxF (0, 0), B = DuF (0, 0).

Predpoklad Q 3 Hessian D2f(0, 0) je záporne de�nitný.

Predpoklad Q 4 Matica (A− I) je regulárna.
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Teraz uvádzame ¤al²í predpoklad aj ke¤ jeho platnos´ uº zaru£ujú pred-

chádzajúce predpoklady Q3, Q4.

Predpoklad Q 5 Matica

H =


(I − A) −B 0

D2
uxf(0, 0)T D2

uuf(0, 0)T BT

D2
xxf(0, 0)T D2

xuf(0, 0)T AT − I


je regulárna.

Táto podmienka je navy²e pomerne komplikovaná na overenie, uº pri

dvojrozmernej úlohe, rozumej 2 riadiace a 2 stavové premenné, overujeme

regularitu matice H = (6× 6). Matica H je tvaru

H =

(
D 0

C −DT

)
H je regulárna ⇔ Hx = 0 ak platí len pre x = 0(

D 0

C −DT

)(
x

y

)
=

(
0

0

)
Dx = 0

Cx−DTy = 0 ⇒ x = C−1DTy

DC−1DTy = 0

�iºe H je regulárna ⇔ C je regulárna a D má plnú hodnos´. Regularitu

matice C zaru£uje záporná de�nitnos´ D2f(0, 0) v Q3. Plnú hodnos´ matice

D zaru£uje regularita (A − I) v Q4. D = (A − I, B), takºe D má plnú

hodnos´ a matica H je regulárna.

Poznamenajme, ºe predpoklad Q1 je prirodzený a je splnený skoro vºdy.

Predpoklady Q2 a Q3 sú k©ú£ové hovoria, ºe problém má rie²enie, reprezen-

tované ako maximum.

Existuje také okolie O bodu 1, ºe pre β ∈ O je Hessová matica z predpok-

ladu Q3 v bode x̄β, ūβ záporne de�nitná. �alej na základe β-transformácie

budeme ozna£ova´ x 7→ x− xβ a u 7→ u− uβ.
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Predpoklad Q 6 Pre β ∈ O, Fβ a fβ sú C2, Fβ(0, 0) = 0, fβ(0, 0) = 0

a (0, 0, 0) je rovnováºna trojica pre (Uβ).

Urobme aproximáciu Taylorovým polynómom v bode (x̄, ū):

Fβ(x, u) = Aβx+Bβu+ £.v.r. (2.7)

fβ(x, u) = f lqβ (x, u) + £.v.r. (2.8)

a

f lqβ (x, u) = kTβ x+ lTβ u+ f qβ(x, u) (2.9)

f qβ(x, u) =
1

2
xTPβx+

1

2
xTQT

βu+
1

2
uTQβx+

1

2
uTRβu (2.10)

kde kTβ = ∂f(x̄,ū)
∂x

, lTβ = ∂f(x̄,ū)
∂u

, Pβ = ∂2f(x̄,ū)
∂x2 , Qβ = ∂2f(x̄,ū)

∂x∂u
, Rβ = ∂2f(x̄,ū)

∂u2 .

Úlohu s lineárne-kvadratickou ú£elovou funkciou, ktorá vznikne aproxi-

máciou pôvodnej ú£elovej funkcie, budeme ozna£ova´ ako (Ulq
β ). Uvaºujeme

teraz úlohu (Ulq
β ) pre β ∈ O, dosa¤me (2.9) do rovníc (2.5) a (2.6)

lTβ + βBT
β ψ̄β = 0 (2.11)

kTβ + (βATβ − I)ψ̄β = 0 (2.12)

Pre dostato£ne malé O je aj matica (βATβ−I) pod©a predpokladuQ4 regulár-

na. Môºme eliminova´ ψ̄β, redukova´ systém rovníc, dostávame podmienku

lβ = −βBT
β (I − βATβ )−1kβ

Dosa¤me lineárno-kvadratickú aproximáciu do systému nutných pod-

mienok (2.1), (2.2), (2.3)

x(t+ 1) = Aβx(t) +Bβu(t) + £.v.r.

0 = lβ +Qβx(t) +Rβu(t) + βBT
β (ψ̄β + ψ(t+ 1)) + £.v.r.

ψ̄β + ψ(t) = kβ + Pβx(t) +Qβu(t) + βATβ (ψ̄β + ψ(t+ 1)) + £.v.r.

Transformovali sme ψ 7→ ψβ +ψ. Vyuºitím vz´ahov (2.11) a (2.12) sa rovnice

zjednodu²ia na tvar

x(t+ 1) = Aβx(t) +Bβu(t) + £.v.r. (2.13)

0 = Qβx(t) +Rβu(t) + βBT
β ψ(t+ 1) + £.v.r. (2.14)

ψ(t) = Pβx(t) +Qβu(t) + βATβψ(t+ 1) + £.v.r. (2.15)
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Z rovnice (2.14) môºme vyjadri´ u(t) ako implicitnú funkciu

u(t, x(t), ψ(t+ 1)) = −R−1
β Qβx(t)− βR−1

β BT
β ψ(t+ 1) + £.v.r. (2.16)

Dosadením (2.16) do ostatných dvoch rovníc

x(t+ 1) = Aβx(t) + βBβψ(t+ 1) + £.v.r.

ψ(t) = Pβx(t) + βAT
βψ(t+ 1) + £.v.r.

kde Aβ = (Aβ −BβR
−1
β Qβ), Bβ = −BβR

−1
β BT

β , Pβ = (Pβ −QβR
−1
β Qβ).

Predpoklad Q 7 Matica A1 je regulárna.

Veta 2.0.1 Ak {x̂(t)}, {û(t)} sú optimálne riadenie a odozva, potom exis-

tuje {ψ̂(t)} také, ºe x̂(t), û(t) je rie²ením systému rovníc

x(t+ 1) = [Aβ −Bβ(AT
β )−1Pβ]x(t) + Bβ(AT

β )−1ψ(t) + £.v.r. (2.17)

ψ(t+ 1) = − 1

β
(AT

β )−1Pβx(t) +
1

β
(AT

β )−1ψ(t) + £.v.r. (2.18)

a û(t) je dané vz´ahom (2.16), kde Aβ = (Aβ −BβR
−1
β Qβ),

Bβ = −BβR
−1
β BT

β , Pβ = (Pβ −QβR
−1
β Qβ) a x(t) = x̂(t), u(t) = û(t).

Ozna£me rie²enie tohto systému x(t, x(0), ψ(0)), ψ(t, x(0), ψ(0)) s po-

£iato£nou podmienkou (x(0), ψ(0)). Poznamenajme, ºe nutné podmienky

optimality sú nezávisle od kβ, lβ.

Predpoklad Q 8 Dvojica matíc (A1, B1) je stabilizovate©ná.

Dvojica matíc (A,B), kde matica A je typu n × n a matica B je typu

n×m, sa nazýva stabilizovate©ná ak existuje matica Z taká, ºe v²etky vlastné

£ísla matice (A+BZ) sú vo vnútri jednotkovej kruºnice.

Stabilizovate©nos´ matíc moºno tieº formulova´ v termínoch kontrolo-

vate©ných vlastných £ísel. Vlastné £íslo λ matice A je nekontrolovate©né

ak existuje riadkový vektor w 6= 0 taký, ºe wA = λw a sú£asne wB = 0.

Dvojica (A,B) je stabilizovate©ná vtedy a len vtedy ak v²etky nestabilné

vlastné £ísla (A,B) sú kontrolovate©né [5].
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Poznamenajme, ºe ak n = m a rank B = n, potom dvojica matíc (A,B)

je stabilizovate©ná.

Ozna£me Mβ maticu systému rovníc (2.17) a (2.18)

Mβ =

(
Aβ −Bβ(AT

β )−1Pβ Bβ(AT
β )−1

− 1
β
(AT

β )−1Pβ
1
β
(AT

β )−1

)

Matica M typu (2n×2n) je symplektická, ak sp¨¬a podmienkuMTΩM = Ω,

kde

Ω =

(
0 I

−I 0

)

a I je jednotková matica typu n× n.
Vlastné hodnoty symplektickej matice vystupujú v recipro£ných pároch.

Ak λ je vlastná hodnota, potom aj 1/λ je vlastná hodnota matice M. Oz-

na£me:

E1 = {(x(0), ψ(0))|(x(t), ψ(t))→ (0, 0) pre t→∞} (2.19)

kde (x(t), ψ(t)) je rie²enie systému rovníc (2.17) a (2.18) pre β = 1 s po£ia-

to£ným bodom (x(0), ψ(0)).

Teraz uvedieme vety o existencii a jednozna£nosti rie²enia pre linearizo-

vaný a úplný model. Vety uvádzame bez dôkazu.

Veta 2.0.2 Spektrum matice M1 neobsahuje vlastné £íslo v absolútnej hod-

note rovné 1. Existuje jediná matica L1 typu (n × n), taká ºe pre priestor

de�novaný v (2.19) platí

ES
1 = {(x, u) ∈ Rn × Rn|ψ = L1x}

Pre dostato£ne malé okolie O de�nujeme

ES
β = {(x, u) ∈ Rn × Rn|ψ = Lβx}

kde L1 → Lβ a β ∈ O.



2 Zhrnutie v²eobecnej teórie 19

Veta 2.0.3 Pre β ∈ O existuje jediné optimálne riadenie a odozva

{(x̂(t), û(t))} pre problém (Ulq
β,x0

).

û(t) = Zβx̂(t)

x̂(t+ 1) = (Aβ +BβZβ)x̂(t)

kde

Zβ = −[R−1
β Qβ +R−1

β BT
β (AT

β )−1(Lβ −Pβ)].

A naviac {(x̂(t), û(t))} → (0, 0) pre t→∞.

De�nujeme hodnotovú funkciu Vβ(x(0)):

Vβ(x(0)) = sup
sk,sh

∞∑
t=0

βtf((k(t), h(t)), (sk(t), sh(t)))

Veta 2.0.4 Hodnotová funkcia je

Vβ(x(0)) = kTβ (I − βA)−1x(0) + x(0)TWβx(0)T

kde

Wβ =
∞∑
t=0

βt(ATβ + ZT
β B

T
β )t(Pβ + 2QT

βZβ + ZT
β RβZβ)(Aβ + ZβBβ)t

A pre úplný problém máme

Veta 2.0.5 Pre dostato£ne malé x(0) existuje jediné optimálne riadenie pre

úplnú úlohu a platí

û(t) = Zβx̂(t) + £.v.r

x̂(t+ 1) = (Aβ +BβZβ)x̂(t) + £.v.r

a hodnotová funkcia je

V loc
β (x0) = kTβ (I − βA)−1x(0) + x(0)TWβx(0)T + £.v.r

Poznamenajme, ºe pre úplný problém nie je v²eobecne dokázané, ºe ex-

tremálne rie²enie je aj optimálne.



Kapitola 3

Dvojsektorový model ekonomiky

V tejto kapitole opí²eme pokusy o viacrozmerné modely, ktoré by sp¨¬ali

predpoklady z kapitoly 2. Na túto tému bola publikovaná diplomová práca

M. Záme£níka Nonlineár Theory of Rational Expectations [9], na ktorú nad-

viazal M. Hri¬ák svojou dizerta£nou prácou Viacrozmerná modelová úloha

teórie racionálnych o£akávaní [4].

Ekonomika pozostáva z dvoch výrobných sektorov a rozli²ujeme kapitály,

ktoré sú investované do týchto sektorov. Kapitál investovaný v £ase t oz-

na£íme k1(t), k2(t) a produkciu sektorov y1(t), y2(t). Produkcia závisí od

investovaného kapitálu a produkcie druhého sektora, na modelovanie produk-

cie pouºijeme Cobb-Douglasovu produk£nú funkciu

y1(t) = d1k1(t)α1y2(t)α2

y2(t) = d2k2(t)β1y1(t)β2

kde d1, d2, α1, α2, β1, β2 sú kladné kon²tanty. Z týchto rovníc vyjadríme

y1(t), y2(t)

y1(t) = c1k1(t)γ1k2(t)γ2

y2(t) = c2k1(t)σ1k2(t)σ2

kde c1, c2, γ1, γ2, σ1, σ2 sú kladné kon²tanty.
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Bez odvodenia uve¤me stavové rovnice pre £asový vývoj kapitálu

k1(t+ 1) = (1− δ1)k1(t) + g(t)(1− s(t))(y1(t) + y2(t))

k2(t+ 1) = (1− δ2)k2(t) + (1− g(t))(1− s(t))(y1(t) + y2(t))

kde δ1, δ2 je amortizácia kapitálu. s(t), g(t) sú riadiace premenné, s(t) je

podiel celkovej produkcie ur£ený na spotrebu, 1 − s(t) predstavuje celkové

investície do ekonomiky v £ase t, g(t) a (1 − g(t)) ur£uje podiel investícií

smerujúcich do sektoru ekonomiky k1, respektíve k2.

Cie©om je maximalizova´ diskontovanú celkovú uºito£nos´ zo spotreby

na nekone£nom £asovom horizonte

max
∞∑
t=0

βtU(c(t)) = max
∞∑
t=0

βtU(s(t)(y1(t) + y2(t))

kde β, 0 ≤ β ≤ 1 je diskontný faktor, c(t) je spotreba a U : 〈0,∞)→ 〈0,∞)

je funkcia uºito£nosti. Ako funkcia uºito£nosti bola pouºitá kvadratická funk-

cia tvaru

U(c) = ac− bc2 pre kaºdé c ∈ (ε,K)

kde a, b, K a ε sú kladné kon²tanty.

3.1 Analýza modelu

Analýzou modelu získavame nieko©ko zaujímavých vz´ahov, av²ak analytic-

ky nevieme nájs´ presné rie²enie. Autor dokázal redukova´ systém nutných

podmienok na trojrozmerný systém nelineárnych rovníc o troch neznámych.

Na vyrie²enie systému potom pouºil linearizáciu a následne problém rie²il

numericky v programe Mathematica.

Na²ou analýzou získavame nieko©ko zaujímavých vz´ahov. Dôleºitý výsle-

dok je rovnos´ adnjungovaných premenných

ψ̄1 = ψ̄2
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hovorí o rovnosti tie¬ových cien kapitálu. �alej vieme ur£i´ £as´ investícií ḡ

smerujúce do k̄1

ḡ =
δ1k̄1

δ1k̄1 + δ2k̄2

Investície sú rozdelené v pomere, ktorý zodpovedá pomeru celkovej amor-

tizácie, kapitálu v jednotlivých sektoroch

ḡ

1− ḡ
=
δ1k̄1

δ2k̄2

.

�al²í zaujímavý záver analýzy je

Dk1(ȳ1 + ȳ2) = δ1

Dk2(ȳ1 + ȳ2) = δ2

To znamená, ºe derivácia celkovej produkcie pod©a k1 je rovná amortizácií

tohto kapitálu. Tu zis´ujeme pre£o nie je systém analyticky rie²ite©ný, tieto

rovnice sú nelineárne a musia sa rie²i´ numericky.

Poznamenajme, ºe tento model nesp¨¬a predpoklady uvedené v kapitole 2,

konkrétne predpoklad Q4 matica druhých derivácií nie je záporne de�nitná,

presnej²ie táto matica nie je regulárna.

3.2 Úprava modelu pod©a Hri¬áka

Vo svojej dizerta£nej práci sa M. Hri¬ák [4] pokúsil rie²i´ problém degene-

rácie tohto modelu. Upravil ú£elovú funkciu modelu pridaním takzvaného

penaliza£ného £lena:

max
∞∑
t=0

βt[U(c(t)) + P (t)]

kde P (t) je penaliza£ný £len v tvare

P (t) = [p(t)(1− p(t)) + q(t)(1− q(t))](y1(t) + y2(t))
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p(t), q(t) zodpovedajú investíciam do jednotlivých sektorov ekonomiky. Pe-

naliza£ný £len vyjadruje potrebu zachovania nenulovej produkcie v oboch

sektoroch ekonomiky.

Model sa touto úpravou stal komplikovanej²í, preto bola funkcia uºi-

to£nosti volená ako lineárna, £o je v²ak z h©adiska ekonomických aplikácií

neakceptovate©né. Pridaním penaliza£ného £lena sa podarilo splni´ teoretic-

ké predpoklady. Av²ak tento model stále nie je analyticky rie²ite©ný. Autor

následne rie²il problém a existencia rovnováºneho rie²enia bola potvrdená

numericky.



Kapitola 4

Modely

V tejto kapitole uvedieme dva modely publikované v prácach [6] a [7], kedºe

tieto modely sú spojité musíme spravi´ viacero úprav aby sme ich mohli

pouºi´.

4.1 Model Lucas

Najprv sa zamerajme na model publikovaný v práci [6]. Robert E. Lucas

sa zaoberá neoklasickým modelom rastu, model zah¯¬a viacero premenných

ako zmeny technológií, pre nás je dôleºitý fyzický a ©udský kapitál.

Výhodou modelu je, ºe je sformulovaný ako úloha optimálneho riadenie

je v²ak spojitý.

max

∫ ∞
0

e−ρt
[
N(t)

1− σ
(c(t)1−σ − 1)

]
dt

K̇(t) = AK(t)α[u(t)h(t)N(t)]1−αh(t)γ −N(t)c(t)

ḣ(t) = h(t)δ[1− u(t)]

Pre na²e ú£ely urobíme jednoduchú diskretizáciu a upravíme model, nezahr-

nieme do¬ pre nás irelevantné premenné ako sú technológie alebo rast popu-
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lácie.

max
∞∑
t=0

βt
c(t)1−σ − 1

1− σ

k(t+ 1) = k(t)α[u(t)h(t)]1−αh(t)γ − c(t) + k(t)

h(t+ 1) = h(t)δ[1− u(t)] + h(t)

kde stavové premenné k(t), h(t) predstavujú fyzický, respektíve ©udský ka-

pitál, riadiace premenná u(t) ur£uje efektívnu prácu, 1 − u(t) £as potrebný

na akumuláciu ©udského kapitálu a c(t) ur£uje ve©kos´ spotreby.

4.2 Analýza modelu

Rovnováºne rie²enie sp¨¬a systém rovníc:

Stavové rovnice:

k̄ = k̄α[ūh̄]1−αh̄γ − c̄+ k̄

h̄ = h̄δ[1− ū] + h̄

Adjungované rovnice:

ψ̄k = 0 + βψ̄k[αk̄
α−1(ūh̄)1−αh̄γ + 1]

ψ̄h = 0 + βψ̄k[(1− α + γ)k̄αū(1−α)h̄−α+γ] + βψ̄h[δ(1− ū) + 1]

Podmienka maxima:

0 = c̄(−σ) − βψ̄k
0 = 0 + βψ̄k[(1− α)k̄α(ūh̄)−αh̄1+γ]− βψ̄h[h̄δ]

Pozrime sa na stavové rovnice, z rovnice pre ©udský kapitál máme

0 = h̄δ[1− ū]

teda ū = 1 rie²enie leºí na hranici mnoºiny.

Tento model teda nevyhovuje na²ej analýze. Predpokladali sme, ºe mno-

ºina prípustných riadení je otvorená. Nevadilo by, ºe táto mnoºina je uza-

vretá, ak by rovnováºne rie²enie leºalo vo vnútri mnoºiny. Preto nebudeme

¤alej pokra£ova´ v analýze tohto modelu.
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4.3 Model Mankiw

V tejto £asti popí²eme model publikovaný v práci [7]. M. G. Mankiw,

D. Romer, D. M. Weil pridávajú do Solowho modelu akumuláciu ©udského

kapitálu. Tento model sa javí ako jednoduch²í a prístupnej²í kvalitatívnej

analýze.

Ke¤ºe je tento model spojitý, urobíme jeho diskretizáciu a viacero úprav

potrebných na spreh©adnenie modelu. Z modelu si poºi£iame stavové rovnice

popisujúce zmeny fyzického k(t) a ©udského kapitálu h(t).

k̇(t) = sky(t)− (n+ g + δ)k(t)

ḣ(t) = shy(t)− (n+ g + δ)h(t)

kde sk je £as´ príjmu investovaná do fyzického kapitálu a sh je £as´ in-

vestovaná do ©udského kapitálu. V [7] sa predpokladá, ºe sk, sh sú kon²-

tantné v £ase. My budeme sk(t), sh(t) povaºova´ za riadiace premenné,

δ ∈ (0, 1) ozna£uje mieru amortizácie a n, g rast pracovnej sily a technológii.

V na²om modeli budeme predpoklada´ nulový rast pracovnej sily a tech-

nológii (n = 0, g = 0). Na modelovanie príjmu pouºijeme Cobb�Douglasovu

produk£nú funkciu y(t) = Φ(k(t), h(t)) = k(t)α1h(t)α2 . Predpokladáme kle-

sajúce výnosy z rozsahu, to jest α1 + α2 < 1.

Jednoduchou diskretizáciou k̇(t) = k(t+ 1)− k(t) a podobne pre ©udský

kapitál ḣ(t) získavame stavové rovnice diskrétneho modelu

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + sk(t)Φ(k(t), h(t))

h(t+ 1) = (1− δ)h(t) + sh(t)Φ(k(t), h(t))

s ohrani£eniami na riadiace premenné

0 ≤ sk(t), sh(t)

1 ≥ sk(t) + sh(t)

zaru£ujúce nezápornos´ investícii do fyzického, ©udského kapitálu a ziskové

hospodárenie, sú£et investícii nesmie by´ vy²²í ako je príjem. Stavové rovnice
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hovoria o pohybe kapitálu v £ase. V t + 1-vej perióde máme amortizo-

vaný kapitál z prechádzajúcej periódy navý²ený o £as´ príjmu investovaného

do kapitálu v £ase t. �as t bude nadobúda´ diskrétne hodnoty dané nezá-

pornými £íslami.

Úlohou optimálneho riadenie je maximalizova´ diskontovanú celkovú uºi-

to£nos´ na nekone£nom £asovom horizonte

max
∞∑
t=1

βtU [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t))]

kde β, 0 ≤ β ≤ 1 je diskontný faktor. U : 〈0,∞) → 〈0,∞) je funkcia

uºito£nosti, na²ou úlohou je maximalizova´ uºito£nos´ z príjmu po odrátaní

investícií.

4.4 Porovnanie modelov

Pokúsme sa o porovnanie modelov, konkrétne porovnáme dvojsektorový mo-

del a model Mankiw. E²te raz napí²me ú£elové funkcie a stavové rovnice

oboch týchto modelov.

Dvojsektorový model ekonomiky:

• Ú£elová funkcia

max
∞∑
t=0

βtU(s(t)(y1(t) + y2(t))

• Stavové rovnice

k1(t+ 1) = (1− δ1)k1(t) + g(t)(1− s(t))(y1(t) + y2(t))

k2(t+ 1) = (1− δ2)k2(t) + (1− g(t))(1− s(t))(y1(t) + y2(t))

Model Mankiw:

• Ú£elová funkcia

max
∞∑
t=1

βtU [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t))]
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• Stavové rovnice

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + sk(t)Φ(k(t), h(t))

h(t+ 1) = (1− δ)h(t) + sh(t)Φ(k(t), h(t))

Porovnajme ú£elové funkcie oboch modelov. Dvojsektorový model maxi-

malizuje spotrebu s(t) z oboch sektorov ekonomiky, s(t) je riadiaca premenná,

ur£uje £as´ celkovej produkcie (y1(t) + y2(t)) pripadajúcu na spotrebu. Tak

isto model Mankiw maximalizuje spotrebu. �len (1−sk(t)−sh(t)) predstavu-
je úlohu riadiace premennej s(t) z dvojsektorového modelu a ur£uje spotrebu

ako £as´ produkcie, ktorá nie je investovaná.

Stavové rovnice pre dynamiku kapitálu tak isto vyzerajú ve©mi podob-

ne. Kapitál v ¤al²ej perióde je rovný amortizovanému kapitálu, ku ktorému

pripo£ítame investície, ako £as´ z celkovej produkcie. Stavové premenné mo-

delov sa dajú vzájomne substituova´

1− sk(t)− sh(t) = s(t)

sh(t) = g(t)(1− s(t))

Rozdiel je v modelovaní celkovej produkcie. Sú£et produkcie oboch sek-

torov v dvojsektorovom modeli nahrádza celková produkcia ekonomiky.

y1(t) + y2(t) = Φ(k(t), h(t)).
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Analýza Modelu Mankiw

Napí²me si rovnice diskrétneho modelu ako úlohu optimálneho riadenia:

max
sk,sh

∞∑
t=1

βt U [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t))]

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + sk(t)Φ(k(t), h(t))

h(t+ 1) = (1− δ)h(t) + sh(t)Φ(k(t), h(t))

0 ≤ sk(t), sh(t)

1 ≥ sk(t) + sh(t)

Na spreh©adnenie textu a lep²iu £itate©nos´ rovníc spravíme nasledovne

zjednodu²enie zápisu, pre funkciu uºito£nosti

U [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t))] = U [·]

a podobne pre produkciu Φ(k, h)

Φ(k(t), h(t)) = Φ(·)

Pod©a teórie overíme splnenie predpokladu Q1 DxF (x, u) je regulárna

pre kaºdé x ∈ X a u ∈ U . A potom môºme formulova´ nutné podmienky

optimality na základe kapitoly 2.

Matica

DxF (x, u) =

(
1− δ + skDkΦ(k, h) skDhΦ(k, h)

shDkΦ(k, h) 1− δ + shDhΦ(k, h)

)
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je regulárna pre δ 6= 1.

Stavové rovnice majú tvar

k(t+ 1) = (1− δ)k(t) + sk(t)Φ(k(t), h(t))

h(t+ 1) = (1− δ)h(t) + sh(t)Φ(k(t), h(t))

adjungované rovnice

ψk(t) = U ′[·]DkΦ(·)(1− sk(t)− sh(t))

+ βψk(t+ 1)[(1− δ) + sk(t)DkΦ(·)]

+ βψh(t+ 1)sh(t)DkΦ(·)

ψh(t) = U ′[·]DhΦ(·)(1− sk(t)− sh(t))

+ βψk(t+ 1)sk(t)DhΦ(·)

+ βψh(t+ 1)[(1− δ) + sh(t)DhΦ(·)]

podmienka maxima

0 = −U ′[·]Φ(·) + βψk(t+ 1)Φ(·)

0 = −U ′[·]Φ(·) + βψh(t+ 1)Φ(·).

Rovnováºna trojica je rie²ením systému rovníc:

Stavové rovnice sú:

k̄ = (1− δ)k̄ + s̄kΦ̄(·) (5.1)

h̄ = (1− δ)h̄+ s̄hΦ̄(·) (5.2)

Podmienka maxima:

0 = −Ū ′[·]Φ̄(·) + βψ̄kΦ̄(·) (5.3)

0 = −Ū ′[·]Φ̄(·) + βψ̄hΦ̄(·) (5.4)

Adjungované rovnice:

ψ̄k[1− β(1− δ) − βs̄kDkΦ̄(·)]− ψ̄hβs̄hDkΦ̄(·)

= Ū ′[·]DkΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h) (5.5)

ψ̄h[1− β(1− δ) − βs̄hDhΦ̄(·)]− ψ̄kβs̄kDhΦ̄(·)

= Ū ′[·]DhΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h) (5.6)
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kde Ū [·] = U [Φ(k̄, h̄)(1− s̄k − s̄h)] a Φ̄(·) = Φ(k̄, h̄).

Úpravou rovníc (5.1), (5.2) a ich následným predelením dostávame prvý

dôleºitý výsledok

k̄

h̄
=
s̄k
s̄h
. (5.7)

Pomer fyzického a ©udského kapitálu v ekonomike rovný pomeru investícii

do kapitálu.

Rovnice (5.3), (5.4) sú totoºné, £iºe adjungované premenné ψ̄k, ψ̄h sa

rovnajú, ozna£íme ψ̄. Takºe aj systém rovníc sa nám redukuje na pä´ rovníc

o piatich neznámych premenných. Adjungovaná premenná má tvar

ψ̄k = ψ̄h = ψ̄ =
U ′[Φ(k̄, h̄)(1− s̄k − s̄h)]

β
. (5.8)

Adjungované premenné ψ̄k, ψ̄h sa ekonomicky interpretujú ako tie¬ové ceny.

Ke¤ºe ψ̄k = ψ̄h = ψ̄ adjungované rovnice (5.5), (5.6) môºme upravi´ na

tvar

ψ̄[1− β(1− δ)− βDkΦ̄(·)(s̄k + s̄h)] = Ū ′[·]DkΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h)

ψ̄[1− β(1− δ)− βDhΦ̄(·)(s̄k + s̄h)] = Ū ′[·]DhΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h).

Po dosadení rovnosti(5.8) získavame

1− β(1− δ) = βDkΦ̄(·) (5.9)

1− β(1− δ) = βDhΦ̄(·) (5.10)

£iºe DkΦ̄(·) = DhΦ̄(·). Potom

DkΦ(k̄, h̄) = DhΦ(k̄, h̄)

α1k̄
α1−1h̄α2 = α2k̄

α1h̄α2−1

k̄

h̄
=

α1

α2

Pomer fyzického a ©udského kapitálu a pomer investícií zo vz´ahu (5.7) je

rovný pomeru kon²tánt α1, α2 z Cobb-Douglesovej produk£nej funkcie.

s̄k
s̄h

=
k̄

h̄
=
α1

α2
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Vyuºitím tohto pomeru môºme z rovníc (5.9) a (5.10) vypo£íta´ hodnoty

stavových premenných k̄, h̄.

k̄ = α1

[
1− β(1− δ)
βαα1

1 αα2
2

] 1
α1+α2−1

(5.11)

h̄ = α2

[
1− β(1− δ)
βαα1

1 αα2
2

] 1
α1+α2−1

(5.12)

Teraz nám uº ni£ nebráni pri výpo£te hodnoty riadiacej premennej s̄k, s̄h.

Hodnoty získame zo stavových rovníc (5.1), (5.2).

s̄k = α1
βδ

1− β(1− δ)

s̄h = α2
βδ

1− β(1− δ)

Spo£ítali sme rovnováºnu trojicu, tento výsledok je v²ak degenerovaný.

Pri overovaní predpokladov ako boli uvedene v kapitole 2 zistíme, ºe nie

sú splnené. Konkrétne poºadujeme regularitu matice D2f((k̄, h̄), (s̄k, s̄h)) v

predpokladeQ3. Kedºe Dskf((k, h), (sk, sh)) = Dshf((k, h), (sk, sh)), matica

D2f((k̄, h̄), (s̄k, s̄h)) má dva zhodné riadky, teda nie je regulárna.

5.1 Úprava Modelu

V tejto £asti si predstavíme úpravu ú£elovej funkcie, ktorou zabezpe£íme

splnenie predpokladov.

Problém je, ºe matica druhých derivácií ú£elovej funkcie nie je regulárna,

lebo derivácie pod©a sk, sh sú zhodné. Tento problém vyrie²ime pridaním

penaliza£ného £lena do pôvodnej ú£elovej funkcie.

∞∑
t=1

βtU [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t)) + V (sh(t))Φ(k(t), h(t))]

kde

V (sh(t)) = −εs2
h(t)
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Penaliza£ný £len V (sh(t))Φ(k(t), h(t) nie je len matematickým vyrie²ením

problému, ale má aj ekonomickú interpretáciu. Predstavuje náklady spojené

s akumuláciou ©udského kapitálu. Akumulácia ©udského kapitálu, ²túdium,

je £asto nákladný proces a niekedy nepriná²a ºelané výsledky. Nová ú£elová

funkcia má tvar:
∞∑
t=1

βtU [Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t)− εs2
h(t))]

�len ε > 0 upravuje vý²ku týchto nákladov na ©udský kapitál. Aby úloha

mala zmysel upravíme ohrani£enie na riadenie

1− sk(t)− sh(t)− εs2
h(t) > 0.

Tento predpoklad môºme ©ahko zabezpe£i´ vo©bou ε > 0. Poznamenajme, ºe

pre ε = 0 dostávame pôvodnú úlohu, kde nie sú ºiadne náklady na zvy²ovanie

kapitálu.

5.2 Analýza Modelu

Budeme sa opä´ zaobera´ rovnovázným rie²ením modelu. Úprava sa týka

len ú£elovej funkcie, stavové rovnice pre pohyb kapitálu ostanú bez zmeny.

Zmenia sa adjungované rovnice a tak isto aj podmienka maxima. Nezmenili

sme podobu stavových rovníc, nezmení sa nám ani pomer (5.7), ktorý sme

odvodili na základe stavových rovníc (5.1), (5.2).

Podmienka maxima pre upravený model má tvar

0 = −Ū ′[·]Φ̄(·) + βψ̄kΦ̄(·)

0 = −Ū ′[·]Φ̄(·)(1 + 2εs̄h) + βψ̄hΦ̄(·).

Tu uº nedochádza k rovnosti adjungovaných premenných ako v predchádza-

júcom prípade

ψ̄k =
Ū ′[·]
β

(5.13)

ψ̄h =
Ū ′[·](1 + 2εs̄h)

β
. (5.14)
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Zmenili sa aj adjungovaná rovnice, do oboch rovníc pribudne £len, ktorý

vzniká pri derivácií penaliza£ného £lena

ψ̄k[1− β(1− δ) − βs̄kDkΦ̄(·)]− ψ̄hβs̄hDkΦ̄(·)

= Ū ′[·]DkΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h − εs̄2
h)

ψ̄h[1− β(1− δ) − βs̄hDhΦ̄(·)]− ψ̄kβs̄kDhΦ̄(·)

= Ū ′[·]DhΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h − εs̄2
h)

Dosa¤me ψ̄k, ψ̄h zo vz´ahu (5.13) a (5.14) do oboch rovníc

Ū ′[·][1 − β(1− δ)− βDkΦ̄(·)(s̄k + s̄h + 2εs̄2
h)]

= βŪ ′[·]DkΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h − εs̄2
h)

Ū ′[·][1 − β(1− δ)− βDhΦ̄(·)(s̄k + s̄h + 2εs̄2
h)] + Ū ′[·]2εs̄h[1− β(1− δ)]

= βŪ ′[·]DhΦ̄(·)(1− s̄k − s̄h − εs̄2
h)

v²etky £leny obsahujú výraz Ū ′[·], úpravou získavame nasledovný systém, ale

ten uº nemá explicitné rie²enie pre k̄, h̄

[1− β(1− δ)]− β(1 + εs̄2
h)DkΦ̄(·) = 0 (5.15)

(1 + 2εs̄h)[1− β(1− δ)]− β(1 + εs̄2
h)DhΦ̄(·) = 0 (5.16)

My uº poznáme rovnováºne rie²enie k̄, h̄ pre ε = 0. Ozna£me k̄ε, h̄ε
rie²enie pre ε > 0, presné rie²enie síce vypo£íta´ nevieme, ale vieme ho

aproximova´ Taylorovým polynómom. Vyuºitím vety o implicitnej funkcií

vieme vypo£íta´ derivácie ∂k̄ε
∂ε
, ∂h̄ε

∂ε
. Potom pomocou Taylorovnho polynómu

vypo£ítame hodnoty k̄ε, h̄ε

k̄ε = k̄ + ε
∂k̄ε
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

+ £.v.r. (5.17)

h̄ε = h̄+ ε
∂h̄ε
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

+ £.v.r. (5.18)

Pre dôkaz existencie rie²enia systému rovníc (5.15) a (5.16) pouºijeme

vetu o implicitnej funkcii. Ozna£me

G(k, h, ε) =

(
[1− β(1− δ)]− β(1 + εs̄2

h)DkΦ(·)
(1 + 2εs̄h)[1− β(1− δ)]− β(1 + εs̄2

h)DhΦ(·)

)



5.2 Analýza Modelu 35

Potom (5.15) a (5.16) sú ekvivalentné rovnici G(k, h, ε) = 0. �alej ozna£me

dG(k̄, h̄, 0) = (∂G(k,h̄,0)
∂k

|k=k̄,
∂G(k̄,h,0)

∂h
|h=h̄).

Vypo£ítajme jednotlivé parciálne derivácie funkcie G(k, h, ε) v rovnováº-

nom bode.

∂G(k̄, h̄, ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

=

(
−s̄2

hβDkΦ̄(·)
2s̄h[1− β(1− δ)]− s̄2

hβDhΦ̄(·)

)

∂G(k, h̄, 0)

∂k

∣∣∣∣
k=k̄

=

(
−βD2

kkΦ̄(·)
−βD2

khΦ̄(·)

)

∂G(k̄, h, 0)

∂h

∣∣∣∣
h=h̄

=

(
−βD2

khΦ̄(·)
−βD2

hhΦ̄(·)

)

Zostavíme dG(k̄, h̄, 0) a vypo£ítame dG−1(k̄, h̄, 0).

dG−1(k̄, h̄, 0) =
1

det( dG(k̄, h̄, 0))

(
−βD2

hhΦ̄(·) βD2
khΦ̄(·)

βD2
khΦ̄(·) −βD2

kkΦ̄(·)

)

kde det( dG(k̄, h̄, 0)) = β2D2
hhΦ̄(·)D2

kkΦ̄(·)− β2[D2
khΦ̄(·)]2 6= 0.

Pretoºe G(k̄, h̄, 0) = 0 a matica dG(k̄, h̄, 0) je rerulárna pod©a vety o im-

plicitnej funkcii platí:

(
∂k̄ε
∂ε
|ε=0

∂h̄ε
∂ε
|ε=0

)
= − dG−1(k̄, h̄, 0)

∂G(k̄, h̄, ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

Vypo£ítame derivácie

∂k̄ε
∂ε
|ε=0 = −k̄ s̄h

(α1 + α2)

(
α2 −

s̄h
2

)
+ £.v.r.

∂h̄ε
∂ε
|ε=0 = −h̄ s̄h

(α1 + α2)

(
1− s̄h

2
− α1

)
+ £.v.r.

teraz uº môºme vypo£íta´ k̄ε, h̄ε dosadením derivácií do (5.17) a (5.18).
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k̄ε = k̄

[
1− ε s̄h

(α1 + α2)

(
α2 −

s̄h
2

)]
+ £.v.r.

h̄ε = h̄

[
1− ε s̄h

(α1 + α2)

(
1− s̄h

2
− α1

)]
+ £.v.r.

kde s̄h = α2
βδ

1−β(1−δ) .

�alej ozna£me s̄k,ε, s̄h,ε hodnoty rovnováºneho riadenia pre ε > 0. Tieto

hodnoty vypo£ítame na základe vyjadrenia stavových rovníc v rovnováºnom

stave (5.1) a (5.2).

5.3 Overenie predpokladov

Teraz sa budeme venova´ overeniu teoretických predpokladov z kapitoly 2.

Niektoré predpoklady boli overené priamo v analýze modelu, konkrétne pred-

poklad Q1 a priamo z textu vyplýva splnenie predpokladov Q2 a Q6, ktoré

hovoria o existencii rie²enia.

Overme teraz predpoklad, kvôli ktorému sme upravovali model. I²lo

o predpoklad Q3. Overme, ºe Hessian D2f((k̄, h̄), (s̄k, s̄h)) je záporne de-

�nitný. Aº doteraz sme nespresnili výber ú£elovej funkcie, vo©ba nakoniec

padla na logaritmickú ú£elovú funkciu.

f((k, h), (sk, sh)) = ln[Φ(k(t), h(t))(1− sk(t)− sh(t)− εs2
h(t))]

Matica druhých derivácií je typu

D2f((k, h), (sk, sh)) =

(
A 0

0 B

)

kde

A =

(
−α1

k2 0

0 −α2

h2

)
, B =

 −1
(1−sk−sh−εs2h)2

−1−2εsh
(1−sk−sh−εs2h)2

−1−2εsh
(1−sk−sh−εs2h)2

−2ε(1−sk−sh−εs2h)−(1+2εsh)2

(1−sk−sh−εs2h)2


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Teda je záporne de�nitná, ak matice A, B sú záporne de�nitné. O matici

A je to zrejme, spo£ítajme £iastkové determinanty matice B.

det(B1×1) =
−1

(1− sk − sh − εs2
h)

2
< 0

det(B2×2) =
2ε

(1− sk − sh − εs2
h)

3
> 0

Determinant matice B je kladný v¤aka ohrani£eniu na riadenie, kladnos´

©ahko zabezpe£íme vo©bou ε > 0, teda 1− sk − sh − εs2
h > 0. Sta£ilo mám

ukáza´ zápornú de�nitnos´ len v bode optima. My sme ju v²ak ukázali pre

v²etky prípustné hodnoty, £iºe matica D2f((k̄ε, h̄ε), (s̄k,ε, s̄h,ε)) je záporne

de�nitná.

Ke¤ºe matica D2f((k, h), (sk, sh)) je záporne de�nitná pre v²etky prí-

pustné hodnoty parametrov, nemuseli sme h©ada´ optimálne rie²enie sta£ilo

nám ukáza´ jeho existenciu.

�al²í je predpoklad Q4 Matica (A − I) je regulárna. Maticu A máme

vypo£ítanú v analýze modelu pri overovaní predpokladu Q1 potom

(A− I) =

(
−δ + s̄kDkΦ(k̄, h̄) s̄kDhΦ(k̄, h̄)

s̄hDkΦ(k̄, h̄) −δ + s̄hDhΦ(k̄, h̄)

)

je regulárna, ak δ 6= 0.

Predpoklad Q5 ako sme ukázali overova´ nepotrebujeme. Overi´ pred-

poklad Q7 je triviálne. Matica A1 = (A1 − B1R
−1Q1), kedºe matica Q = 0

potom A1 = A1. Matica A1 je regulárna na základe predpokladu Q1.

Ostáva predpoklad Q8 Dvojica matíc (A1, B1) je stabilizovate©ná. Pod©a

teórie nám sta£í ukáza´, ºe rankB = 2.

B =

(
Φ(k̄, h̄) 0

0 Φ(k̄, h̄)

)

Aj posledný predpoklad je úspe²ne splnený. Uº nám neostáva ni£ iné, len

radostne kon²tatova´ �hurá�!



Záver

Cie©om tejto diplomovej práce bolo zostavenie viacrozmernej úlohy RBC-

typu sp¨¬ajúcej teoretické predpoklady. Tieto predpoklady uvádzame na za-

£iatku práce. Následne sme predstavili predchádzajúce pokusy o zostavenie

modelu a formulovali dvojrozmerný model, na ktorom sme úspe²ne overili

predpoklady. Závere£ná kapitola bola venovaná analytickému rie²eniu mode-

lu.

Dvojsektorovy model formulovaný v kapitole 2, nesp¨¬a predpoklad Q3

o zápornej de�nitnosti matice druhých derivácií ú£elovej funkcie. Tento ne-

dostatok sa podarilo vyrie²i´ M. Hri¬ákovi úpravou ú£elovej funkcie. Av²ak

model sa stal nato©ko komplikovaný, ºe musela by´ pouºitá lineárna funkcia

uºito£nosti a aj potom bol model rie²ite©ný len numericky.

Prínosom tejto práce je, ºe sme zostavili viacrozmerný RBC-model. Mo-

del, ktorý sme zostavili najskôr e²te nesp¨¬al predpoklad Q3, preto sme mo-

di�kovali ú£elovú funkciu. Overili sme, ºe tento upravený model uº sp¨¬a

v²etky poºadované predpoklady. Nepodarilo sa nám síce získa´ presné ex-

tremálne rie²enie, ale ukázali sme jeho existenciu a vypo£ítali jeho aproximá-

ciu na základe rovnováºneho rie²enia pôvodného modelu.
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