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Abstrakt

Cielom tejto diplomovej prace je zostavenie viacrozmernej ulohy RBC-typu
splhajicej overitelné predpoklady. V praci si zhrnuté teoretické predpoklady
pre existenciu a jednoznac¢nost stabilnej cesty z prace Blancharda a Kahna.
Predpoklady st odvodené v dizerta¢nej praci M. Zakopcana.

V praci st zhodnotené doterajsie pokusy o vyhotovenie takéhoto mode-
lu. Priklad, ktory je v praci zostaveny a analyzovany vychadza z rastového

modelu Mankiwa et al. [7].

KTacové slova: RBC("Real Bussines Cycles”) model, nutné podmienky

optimality, rovnovazna trojica
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Uvod

Praca je motivovana dizerta¢nou pracou M. Zakopcana o linedrno-kvadra-
tickej aproximéacii RBC-modelov. Chybickou krasy v spominanej praci je
absencia prikladu vyssej dimenzie nez 1. V literatire sme takyto priklad ne-
nasli - vo vSetkych predkladanych RBC a DSGE modeloch sa totiz dynamika
redukuje na jednu rovnicu.

Cielom diplomovej prace je vybudovat viacrozmenu tlohu optimélneho
riadenia ako priklad na teériu vybudovant v dizertacnej praci [8] a overit
splnenie predpokladov, ktoré si v nej zadané.

Praca je ¢lenena do piatich kapitol. V prvej a druhej kapitole st struc¢ne
zhrnuté zékladné teoretické poznatky o rieSeni modelov. Definujeme tu rov-
novaznu trojicu, popisujeme linedrno-kvadratickd aproximaciu. V zavere
druhej kapitoly uvadzame vety o existencii jediného rieSenia pre linearizo-
vany a taplny model.

V tretej kapitole predstavime predchadzajtice pokusy o formulaciu a rie-
Senie dvojrozmernych modelov a vysvetlime dovody, preco tieto pokusy stro-
skotali.

V stvrtej kapitole sa venujeme modelom z prac [6] a [7] a ich aprave
pre naSe potreby. Tu patri podakovanie Prof. Luptacikovi za odporucenie
tychto prac. Nasledne sa pokisime o porovnanie modelu s dvojsektorovym
modelom.

Jadro préce je stvrta kapitola, v nej analyzujeme modelu z préace 7] a

overuje sa, 7e splha predpoklady z prace [8].



Kapitola 1

RiesSenie RBC-modelov

Abstrakciou tloh tedrie racionalnych oc¢akavani prigli O. J. Blanchard
a Ch. M. Kahn v praci [1] k nasledovnej tlohe:

Ekonomika je opisand dvojicou premennych x € R™ (predeterminované
premenné) a p € R™ (nepredeterminované premenné). Ziadaci rovnovazny
stav je (z,p), bez ujmy na vSeobecnosti ho stotoznime s bodom (0,0). Dy-
namika ekonomiky v okoli rovnovazneho bodu je opisana systémom stocha-

stickych diferen¢nych rovnic, ktorych linearizicia v rovnovaznom bode z = 0,

( z(t+1) > - M ( (1) > +2(t) (1.1)
Ep(t +1) p(t)

kde E; je podmienené ocakavanie pri znamej realizacii premennych v ¢ase ¢

p =0 ma tvar

a z(t) predstavuje nahodne Soky, pre ktoré plati
Eyz(t) = 0. (1.2)

Pre ofakavané hodnoty premennych vzhladom na (1.2) z (1.1) vyplyva, Ze

oCakavaneé 1(t) = Eyp(t) vyhovujice deterministickému systému

( ot +1) ) _ M( 2(t) ) 13)
Pt +1) »(t)
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Otazkou, ktoru si klada autori je, za akych podmienok existuje ku kazdej
hodnote predeterminovanej premennej x(0) jedinad hodnota nepredetermino-
vanej premennej 1 (0) taka, Ze rieSenie systému (1.3), nazyvané "stabilnou ces-
tou ' s pociato¢nou hodnotou (z(0),4(0)) konverguje k Ziadanej rovnovahe.

V [1] je odvodenad nutna a postacujica podmienka pre existenciu a jed-
nozna¢nost stabilnej cesty. Je fiou, ze stabilny priestor matice M (teda inva-
riantny priestor matice M, zodpovedajuci ¢asti spektra vo vnutri jednotkovej
kruznice) sa prirodzenou projekciou izomorfne zobrazuje na priestor ¢ = 0.
Tato geometrickd podmienka sa zle overuje a postrada zrejmu ekonomicku
interpretaciu.

Ulohe najst Tahko overitelni podmienku existencie jedinej stabilnej ces-
ty je venovana dizertacna praca [8] a to pre triedu tdloh reprezentovaniu
RBC modelmi. Délezitost tychto modelov spoéiva v tom, Ze na ich zaklade
sa vyvinuli "DSGE” modely, ktoré sa pouzivaji na simulovanie dynamiky

ekonomiky (napr. v NBS, préca [10]).

1.1 Jednorozmerny RBC-model

Jednou zo zakladnych préac, v ktorych je formulované teéria RBC modelov je
|3]. Tento klasicky jednorozmerny model sa zaobera prerozdelovanim zdro-
jov v ekonomike. Predpokladame, Ze domécnosti maji k dispozicii jednotku
produktivneho ¢asu a pociato¢ny kapital ky > 0, ktory sa amortizuje kons-
tantnou mierou 0 € (0,1). V kazdej periode ¢ je produkovany jediny tovar,

produkéné funkcia je:

kde premenné k(t) predstavuje kapital a z(¢) je technologicky Sok, ktory

sa riadi sa lineArnym Markovovym procesom prvého radu. Pre produkéni

!Ekonomické interpretacia stabilnej cesty je, Ze ekonomické subjekty ako celok ma-
ju ”dokonalé predvidanie”(perfect foresight), vdaka tomu dokaZu ekonomiku vyvedent z

rovnovahy exogennym Sokom do nej opit doviest.
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funkciu sa najéastejsie pouziva F(k(t), 2(t)) = e*®k(t)*. Rovnice pre kapital
a technologie su:

E(t+1) = (1—=0)k(t)+i(t)

z(t+1) = nz(t) +e(t+1)
kde €(t) je identicky distribuovand ndhodnéd premenna s nulovou strednou
hodnotou a kone¢nou varianciou.

V kazdej peridde sa produkcia rozdeluje medzi beznu spotrebu c¢(t) a in-
vesticie i(t).
y(t) = c(t) +i(t)

Ulohou je maximalizovat celkovy tizitok doméacnosti
EY B'U(c(t)
t=0

kde FE je operator racionalnych ocakavani, 5 € (0,1) je diskontny faktor
a funkcia uzito¢nosti U : (0,00) — (0, 00) je dvakrat spojite diferencovatelna,
ostro rastica a rydzokonkavna.

Teda mame tlohu dynamického programovania na nekone¢nom ¢asovom

horizonte:

max B > BU(e(t)
= (1 —0)k(¢t) +1(¢)
=nz(t) +et+1)
0),2(0) — dané

Vyjadrime spotrebu a dosadme do ucelovej funkcie

max EY BUF k() =(t) —i(t))
k;(t_—l— 1) = (1=08)k(t) +i(t)
2(t+1) =nz(t) +e(t+1)

k(0), z(0) — dané
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Oznacéme ucelova funkciu:

f(k,z,u) = U(F(k(1), 2()) — (1))

Ststava rovnic pre stavové premenné ma tvar:

k(t+1) _ A k(t) B
z(t+1) 2(t)

kde

Pevny bod (k, 2,1) tejto tlohy spliia:

_ Of(k,z,1) of(k,z,9) Of(k,z,1) _
E = (1-80)k+1
zZ = nz

Predpokladajme, Ze takyto bod existuje a oznaéme ho y = (k, 2,7). Tay-

lorov rozvoj funkcie f v rovnovaznom bode je:

1) = 1(0)+ 222y + %y%@)

Ak nahradime povodnu ucelovia funkciu aproximaciou, dostaneme tlohu
linedrno-kvadratického programovania. Tato tloha ma ta vyhodu, Ze opti-
malne riadenie je nezéavislé od variancie premennej €. Plati princip ekviva-
lencie, ktory nam umoznuje predpokladat, Zze variancia je nulova a premennt
nahradit jej strednou hodnotou a odstranit operator E z rovnice.

Zovseobecnenim deterministickej verzie do vysSich dimenzii dostaneme

tlohu optimalneho riadenia

> B f(a(t), u(t)) — max
pri podmienkach

2(t+1) = F(a(t), ut))
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v tlohe sa predpoklada, Ze ma rovnovazne (kons$tantné v ¢ase) rieSenie (op-
timalne riadenie) a odozvu z(t) = z, u(t) = .

K systému (1.3) dospejeme linearizaciou varian¢nych nutnych podmienok
optimality po eliminovani riadenia z podmienky maxima. v (t) predstavuje
adjungovanti premenni a tloha stabilnej cesty je teda ekvivalentna tlohe
existencie jediného optimalneho riadenia, ktorého odozva vedie k rovnovahe.

Klacovou podmienkou existencie jedinej stabilnej sedlovej cesty odvo-
denej v [8] je zapornost Hessianu funkcie f(z,u) v rovnovahe. Tato podmien-
ka je I'ahko overitelna méa aj ekonomicky aspekt. Zabezpecuje, Ze rovnovaha

predstavuje isté ekonomické optimum.



Kapitola 2
Zhrnutie vSeobecnej teodrie

V tejto kapitole strucne popiSeme teoretické vychodiska, ako boli spracované
M. Zakop¢anom v préci [8].

Matematicky moézme problém redukovat na diskrétnu tlohu optimalne-
ho riadenia s nekoneénym c¢asovym horizontom. Nech X C R", U C R™
st otvorené mnoziny, v € X, f € C3(X xU, R), FF € C3(X x U, X)
a 0 €(0,1). Pod pripustnym riadenim a odozvou na riadenie rozumieme

postupnosti {u(t)}2,, {z(t)}2, splhajtce

z(t+1) = F(x(t),u(t)) pre t=0,1,...
z(t) € X
u(t) € U

také, ze suma
> B (), ult)
t=0

konverguje. Oznac¢me ® (3, xy) mnozinu pripustnych riadeni pre dana ulohu.
Riadenie a odozvu {u(t)}:2,, {Z(t)}2, € ®(0, x¢) nazyvame optimalnym

ak plati

Y B a) =y B f(a(t), ult))
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pre kazdé {u(t)}2,, {z(t)}2, € ®(B,xo). Problém najst optimalne riadenie
s pociato¢nou hodnotou zy € X nazveme (Ug,,).
Uloha je sformulovana za viacerych predpokladov, ktoré budeme postupne

uvadzat v tejto kapitole.
Predpoklad Q 1 D,F(z,u) je requldrna pre kazdé x € X au € U.

Podl'a [2] a za predpokladu Q1, riadenie a odozva {z(t)}, {a(t)} sa op-
timalne pre dlohu (Ugy, ), ak existuje také {¢(¢)}, ¥(t) € R, ¢(t) # 0, Ze

u(t) = u(t) a x(t) = 2(t) su rieSenim systému rovnic

z(t+1) = F(z(t),u(t)) (2.1)

07 = Duf(x(t),u(t) + Bt + 1) D F(x(t),ut)  (2.2)

D) = Dpf(x(t),u(t)) + 6ot + 1) D F(x(t),ult)  (2.3)

pre kazdé ¢t = 0,1,... Rovnice (2.2), (2.3) nazyvame podmienka maxima,

adjungovana rovnica.
Kongtantné riefenie (7,%,v) € X x U x R™ nazveme rovnovazna (ex-
tremalna) trojica a plati z(t) = z, u(t) = 4, ¥(t) = . Rovnovazna trojica

je rieSenim systému rovnic

r = F(z,u) (2.4)
0 = D.f(za)" +BD,F(z,u)"y (2.5)

Predpoklad Q 2 Eristuje rovnovdzna trojica (Z,, a1, 1) pre (Up)

Bez straty na vSeobecnosti predpokladajme z = 0, u = 0, oznac¢me
A= D,F(0,0), B=D,F(0,0).

Predpoklad Q 3 Hessian D?f(0,0) je zdporne definitny.

Predpoklad Q 4 Matica (A — 1) je reguldrna.
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Teraz uvadzame dalsi predpoklad aj ked jeho platnost uz zaruc¢uju pred-
chadzajuce predpoklady Q3, Q4.

Predpoklad Q 5 Matica

(I —A) ~B 0
H=| D f0,0" D f0,07 BT
D2 (0,008 D2 (0,007 AT —1

je requldrna.

Tato podmienka je navySe pomerne komplikovana na overenie, uz pri
dvojrozmernej tlohe, rozumej 2 riadiace a 2 stavové premenné, overujeme

regularitu matice H = (6 x 6). Matica H je tvaru

D 0
H pum

H je regularna & Hax = 0 ak plati len pre z =0

(e 5 )(3) - (0)

Dz = 0
Cx—Dy = 0 = 2=C"'Dy
DC™'DTy = 0

Cize H je regularna < C' je regularna a D mé plnd hodnost. Regularitu
matice C' zarucuje zaporna definitnost D% f(0,0) v Q3. Plna hodnost matice
D zarucuje regularita (A — 1) v Q4. D = (A — I, B), takze D m4 plna
hodnost a matica H je regularna.

Poznamenajme, Ze predpoklad Q1 je prirodzeny a je splneny skoro vzdy.
Predpoklady Q2 a Q3 si klItucové hovoria, Ze problém mé rieSenie, reprezen-
tované ako maximum.

Existuje také okolie O bodu 1, Ze pre 3 € O je Hessova matica z predpok-
ladu Q3 v bode 3, ug zadporne definitna. Dalej na zaklade [-transforméacie

budeme oznacovat  — = — x5 a u — u — ug.
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Predpoklad Q 6 Pre 3 € O, Fjs a f5 su C?, Fz(0,0) = 0, f5(0,0) =0
a (0,0,0) je rovnovdzna trogica pre (Ug).

Urobme aproximéciu Taylorovym polynémom v bode (Z, u):

Fs(z,u) = Apxr+ Bgu+ ¢.v.r. (2.7)
fo(z,u) = féq(a:,u)qLé.v.r. (2.8)
a
féq(a;,u) = kjz+lfu+ fa(z,u) (2.9)
fi(z,u) = %ITPgm + lequ + luTQﬁx + %UTRﬁu (2.10)
o = 2452, [ = U458, = P8 g, = B4 n, = 2an

Ulohu s llnearne—kvadratlckou ucelovou funkciou, ktord vznikne aproxi-
maciou povodnej tcelovej funkcie, budeme oznacovat ako (Ul[?). Uvazujeme
teraz tlohu (ng) pre 5 € O, dosadme (2.9) do rovnic (2.5) a (2.6)

15+ BBivg =0 (2.11)
L+ (BAY — g =0 (2.12)
Pre dostato¢ne malé O je aj matica (ﬁAg—I) podla predpokladu Q4 regular-

na. Modzme eliminovat 155, redukovat systém rovnic, dostavame podmienku
ls = —BB5 (I — BAG) kg
Dosadme linearno-kvadraticka aproximaciu do systému nutnych pod-
mienok (2.1), (2.2), (2.3)
x(t+1) = Agx(t) + Bgu(t) + ¢.v.r.
0 = I+ Qpx(t) + Rau(t) + BB5 (s + (t + 1)) + E.vur.

Vs +U(t) = kot Ppa(t) + Qpult) + BAG (Vs + Ut + 1)) +Evor.
Transformovali sme 1) — g+1). Vyuzitim vztahov (2.11) a (2.12) sa rovnice
zjednodusSia na tvar

z(t+1) = Agx(t)+ Bgu(t) + ¢.v.r. (2.13)
0 = Qpz(t) + Rau(t) + BBL(t + 1) + Evur. (2.14)
U(t) = Paa(t) + Qau(t) + BATY(E + 1) + Evr. (2.15)
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Z rovnice (2.14) mo6zme vyjadrit u(t) ako implicitni funkciu
u(t, z(t), ¥(t + 1)) = —R5'Qpa(t) — BR;'Biy(t + 1) + Evr. (2.16)
Dosadenim (2.16) do ostatnych dvoch rovnic

z(t+1) = Agz(t)+ Bgy(t+1) + v,
U(t) = Paa(t) + SALY(t+ 1) + v

kde Ag = (As — BsR;'Qp), Bs = —BsRj;' Bl Py = (Ps — QsR5'Qp).
Predpoklad Q 7 Matica A, je reguldrna.

Veta 2.0.1 Ak {z(t)

+, {a(t)} sd optimdlne riadenie a odozva, potom exis-
tuje {(t)} také, Ze 2(t), W(t) je riesenim systému rovnic

z(t+1) = [Ag—Bg(AL) 'Pgla(t) + Ba(Af) 'o(t) + cur. (2.17)
Y(t+1) = —%(Ag)_lPﬂx(t) + %(Ag)—lzp(t) + cu.r. (2.18)

a i(t) je dané vztahom (2.16), kde Ag = (As — BgR5'Qp),
By = —BsR;' B}, Py = (Ps — QsR;'Qp) a x(t) = &(t), ult) = a(t).

Ozna¢me riesenie tohto systému x (¢, x(0),(0)), (¢, 2(0),1(0)) s po-
¢iatofnou podmienkou (2(0),(0)). Poznamenajme, ze nutné podmienky

optimality st nezavisle od kg, l3.
Predpoklad Q 8 Dwojica matic (Aq, By) je stabilizovatelnd.

Dvojica matic (A, B), kde matica A je typu n X n a matica B je typu
n X m, sa nazyva stabilizovatelna ak existuje matica Z taka, ze vSetky vlastné
¢isla matice (A + BZ) st vo vnutri jednotkovej kruznice.

Stabilizovatelnost matic mozno tiez formulovat v terminoch kontrolo-
vateInych vlastnych cisel. Vlastné ¢islo A matice A je nekontrolovatelné
ak existuje riadkovy vektor w # 0 taky, ze wA = Aw a stucasne wB = 0.
Dvojica (A, B) je stabilizovatelna vtedy a len vtedy ak vSetky nestabilné

vlastné ¢isla (A, B) st kontrolovatelné [5].
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Poznamenajme, ze ak n = m a rank B = n, potom dvojica matic (A, B)
je stabilizovatelna.

Ozna¢me My maticu systému rovnic (2.17) a (2.18)

Az —Bs(AD)"'P; Ba(AL)?
M :( o ﬁ(T 51) 8 16( Tg)l )
—B(Ag) P E(Ag)

Matica M typu (2n x 2n) je symplektickd, ak spliia podmienku M7QM = Q,

kde
0 I
Q p—

a I je jednotkova matica typu n x n.
Vlastné hodnoty symplektickej matice vystupuji v recipro¢nych paroch.
Ak A je vlastnd hodnota, potom aj 1/\ je vlastna hodnota matice M. Oz-

nac¢me:

Ey = {(2(0),4(0)[(z(2), ¥ (t)) — (0,0) pre t — oo} (2.19)

kde (x(t),(t)) je rieSenie systému rovnic (2.17) a (2.18) pre § = 1 s pocia-
to¢nym bodom (z(0),(0)).
Teraz uvedieme vety o existencii a jednoznac¢nosti rieSenia pre linearizo-

vany a uplny model. Vety uvadzame bez dokazu.

Veta 2.0.2 Spektrum matice My neobsahuje vlastné cislo v absolutne; hod-
note rovné 1. Existuje jedind matica Ly typu (n x n), takd Ze pre priestor

definovanyg v (2.19) plat?
EY ={(z,u) € R" x R"|¢) = Liz}
Pre dostato¢ne malé okolie O definujeme
Ej ={(z,u) € R* x R"|¢) = Lgz}

kdeL1—>L5aﬁ€O
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Veta 2.0.3 Pre 3 € O existuje jediné optimdlne riadenie a odozva
N . , !
{(z(t), u(t))} pre problém (Uﬁq@o).

w(t) = Zszi(t)
z(t+1) = (As+ BgZs)i(t)

kde
Zy = —[R5'Qs + R5' B (Af) ™ (Ls — Pg)].
A naviac {(2(t),u(t))} — (0,0) pre t — co.

Definujeme hodnotovt funkciu Vz(2(0)):

Vi(w(0) = sup Y 8" f((k(t), hlt)), (sk(t), sn(t)))

SksSh t=0

Veta 2.0.4 Hodnotovd funkcia je
Vs(2(0)) = k5 (I — BA) " 2(0) + 2(0)" Wsa(0)"
kde

Wy = B'(Af + Z{BS) (Ps +2Q5 Zs + Z} Ry Zp)(As + ZsBp)'
t=0

A pre aplny problém méame

Veta 2.0.5 Pre dostatocne malé z(0) existuje jediné optimdlne riadenie pre

tplni dlohu a plat?

w(t) = Zga(t) + cor
z(t+1) = (Ag+ BgZg)z(t) + cur

a hodnotovd funkcia je
Vi (o) = ki (I — BA) " 2(0) + z(0)" Wsz(0)" + ¢o.r

Poznamenajme, Ze pre Gplny problém nie je vSeobecne dokizané, Ze ex-

tremalne rieSenie je aj optimalne.



Kapitola 3
Dvojsektorovy model ekonomiky

V tejto kapitole opiSeme pokusy o viacrozmerné modely, ktoré by spliali
predpoklady z kapitoly 2. Na tato tému bola publikovana diplomova praca
M. Zamecnika Nonlinear Theory of Rational Expectations [9], na ktora nad-
viazal M. Hrindk svojou dizerta¢nou pracou Viacrozmerna modelova tloha
teorie racionalnych oc¢akavani [4].

Ekonomika pozostédva z dvoch vyrobnych sektorov a rozlisujeme kapitaly,
ktoré su investované do tychto sektorov. Kapital investovany v c¢ase t oz-
nac¢ime ki(t), k2(t) a produkciu sektorov yi(t), y=(t). Produkcia zavisi od
investovaného kapitalu a produkcie druhého sektora, na modelovanie produk-

cie pouzijeme Cobb-Douglasovu produkénia funkciu

yi(t) = diky(t) " y2(t)*
ya(t) = doka ()31 ()™

kde di, ds, aq, ag, (1, (o st kladné konstanty. Z tychto rovnic vyjadrime
yi(t), y2(?)

y1(t) = ek ()" ka(2)
y2<t> = Cgkl (t)ol kg(t>g2

kde ¢y, ¢, 71, V2, 01, 092 s kladné konStanty.
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Bez odvodenia uvedme stavové rovnice pre ¢asovy vyvoj kapitalu

kit +1) = (1=0)ki(t) + g()(1 = 5(t))(ya(t) + w2(t))
ka(t+1) = (1= 0d2)ka(t) + (1 —g(t))(1 = 5(£))(y2(t) + w2(t))

kde 61, d2 je amortizacia kapitalu. s(t), g¢(t) st riadiace premenné, s(t) je
podiel celkovej produkcie urc¢eny na spotrebu, 1 — s(¢) predstavuje celkové
investicie do ekonomiky v ¢ase t, g(t) a (1 — g(t)) urcuje podiel investicii
smerujicich do sektoru ekonomiky £y, respektive k.

Cielom je maximalizovat diskontovanu celkovii uzito¢nost zo spotreby

na nekone¢nom ¢asovom horizonte
max Y~ B'U(c(t)) = max Y _ BU(s(t)(n(t) + (1))
t=0 t=0

kde 3, 0 < 3 <1 je diskontny faktor, ¢(t) je spotreba a U : (0, 00) — (0, 00)
je funkcia uzito¢nosti. Ako funkcia uzito¢nosti bola pouzita kvadratické funk-

cia tvaru
U(c) = ac — bc? pre kazdé ¢ € (¢, K)

kde a, b, K a e st kladné konstanty.

3.1 Analyza modelu

Analyzou modelu ziskavame niekolko zaujimavych vztahov, avSak analytic-
ky nevieme najst presné rieSenie. Autor dokézal redukovat systém nutnych
podmienok na trojrozmerny systém nelinearnych rovnic o troch neznamych.
Na vyrieSenie systému potom pouzil linearizaciu a nasledne problém riesil
numericky v programe Mathematica.

Nagou analyzou ziskavame niekol'ko zaujimavych vztahov. Délezity vysle-

dok je rovnost adnjungovanych premennych
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hovorf o rovnosti tiefiovych cien kapitalu. Dalej vieme urcit cast investicii g
smerujice do k;

_ 81 ky

I 5ok + 0ok

Investicie st rozdelené v pomere, ktory zodpoved4 pomeru celkovej amor-

tizacie, kapitalu v jednotlivych sektoroch

Dalsi zaujimavy zaver analyzy je

Dy, (91 + 72) = 01
Dy, (91 + 2) = 02
To znamend, Ze derivacia celkovej produkcie podla ki je rovna amortizacii
tohto kapitalu. Tu zistujeme preco nie je systém analyticky riesitelny, tieto
rovnice su nelinedrne a musia sa rieSit numericky.
Poznamenajme, Ze tento model nesplita predpoklady uvedené v kapitole 2,

konkrétne predpoklad Q4 matica druhych derivacii nie je zaporne definitné,

presnejSie tato matica nie je regulérna.

3.2 Uprava modelu podla Hrinika

Vo svojej dizerta¢nej praci sa M. Hrindk [4] pokusil riesit problém degene-
racie tohto modelu. Upravil ac¢elovta funkciu modelu pridanim takzvaného

penalizacného c¢lena:
max S (U e(t)) + P(0)
t=0

kde P(t) je penalizaény ¢len v tvare

P(t) = [p(t)(1 = p(t)) +q()(1 = q(®)](42(2) + 3a(?))
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p(t), q(t) zodpovedaji investiciam do jednotlivych sektorov ekonomiky. Pe-
nalizac¢ny ¢len vyjadruje potrebu zachovania nenulovej produkcie v oboch
sektoroch ekonomiky.

Model sa touto tpravou stal komplikovanejsi, preto bola funkcia uzi-
to¢nosti volena ako linearna, ¢o je vSak z hladiska ekonomickych aplikéacii
neakceptovatelné. Pridanim penaliza¢ného ¢lena sa podarilo splnit teoretic-
ké predpoklady. AvSak tento model stale nie je analyticky riesiteIny. Autor
nasledne riesil problém a existencia rovnovazneho rieSenia bola potvrdené

numericky.



Kapitola 4

Modely

V tejto kapitole uvedieme dva modely publikované v pracach [6] a [7], kedze
tieto modely si spojité musime spravit viacero dprav aby sme ich mohli

pouzit.

4.1 Model Lucas

Najprv sa zamerajme na model publikovany v praci [6]. Robert E. Lucas

sa zaoberéd neoklasickym modelom rastu, model zahfha viacero premennych

ako zmeny technologii, pre nas je dolezity fyzicky a I'udsky kapital.
Vyhodou modelu je, Ze je sformulovany ako tloha optimélneho riadenie

je vsak spojity.

max /O R {N ® iy — 1] ar

1—0
K(t) = AK@® [u®)h()N@O]'h(t) — N(t)e(t)
h(t) = h(t)o[1 — u(t)]

Pre nase acely urobime jednoduchu diskretizaciu a upravime model, nezahr-

nieme don pre nas irelevantné premenné ako si technologie alebo rast popu-
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lacie.

- ) —1
mexy oty 7 -1
t=0

1—0
Et+1) = k@) u®)h(®)]*h(t)" — c(t) + k(1)
h(t+1) = h(t)d[1 —u(t)] + h(t)
kde stavové premenné k(t), h(t) predstavuju fyzicky, respektive Tudsky ka-
pital, riadiace premennd u(t) urcuje efektivnu pracu, 1 — u(t) ¢as potrebny

na akumuléciu Tudského kapitélu a c(t) urcuje velkost spotreby.

4.2 Analyza modelu

Rovnovazne rieSenie splia systém rovnic:

Stavové rovnice:

e
I

k*[ah]' R — e+ k
hé[1 — ] + h

>
I

Adjungované rovnice:
U = 04 Bp[ak® H(ah)' = *hY + 1]
Un = 04 B0[(1 — @+ k@ MR+ BYu[6(1 — @) + 1]
Podmienka maxima:
0 = &7 — iy
0 = 0+ B[(1 — a)k®(@h)™*h'*7] — Byn[hd]

Pozrime sa na stavové rovnice, z rovnice pre Tudsky kapitdl mame

0 = hd[l — 1]

teda u = 1 rieSenie lezi na hranici mnoziny.

Tento model teda nevyhovuje nasej analyze. Predpokladali sme, Ze mno-
zina pripustnych riadeni je otvorena. Nevadilo by, Ze tdto mnoZina je uza-
vretd, ak by rovnovazne rieSenie lezalo vo vniatri mnoziny. Preto nebudeme

dalej pokracovat v analyze tohto modelu.
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4.3 Model Mankiw

V tejto ¢asti popiSeme model publikovany v praci |[7]. M. G. Mankiw,
D. Romer, D. M. Weil pridavaji do Solowho modelu akumuléciu Tudského
kapitalu. Tento model sa javi ako jednoduchs$i a pristupnejsi kvalitativne;j
analyze.

KedZe je tento model spojity, urobime jeho diskretizaciu a viacero uprav
potrebnych na sprehl'adnenie modelu. Z modelu si poZi¢iame stavové rovnice

popisujice zmeny fyzického k(t) a Tudského kapitalu h(t).

k(t) = spy(t) — (n+ g + 6)k(t)
h(t) = spy(t) — (n+ g+ 6)h(t)

kde s je Cast prijmu investovana do fyzického kapitidlu a s, je cast in-
vestovana do Tudského kapitalu. V [7] sa predpoklada, ze s, s st kons-
tantné v ¢ase. My budeme si(t), sn(t) povazovat za riadiace premenné,
d € (0,1) ozna¢uje mieru amortizicie a n, g rast pracovnej sily a technologii.
V naSom modeli budeme predpokladat nulovy rast pracovnej sily a tech-
nologii (n =0, g = 0). Na modelovanie prijmu pouzijeme Cobb-Douglasovu
produkénu funkciu y(t) = ®(k(t), h(t)) = k(t)* h(t)*2. Predpokladame kle-
sajlice vynosy z rozsahu, to jest a; + as < 1.

Jednoduchou diskretizaciou k(t) = k(t 4+ 1) — k() a podobne pre Tudsky

kapital h(t) ziskavame stavové rovnice diskrétneho modelu

s ohrani¢eniami na riadiace premenné

o
IN

sk(t), sn(t)
1 Z Sk(t)+8h(t)

zaruc¢ujuce nezapornost investicii do fyzického, Tudského kapitalu a ziskové

hospodarenie, stcet investicii nesmie byt vyssi ako je prijem. Stavové rovnice
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hovoria o pohybe kapitalu v case. V t 4 1-vej peridde méme amortizo-
vany kapital z prechadzajicej periody navySeny o ¢ast prijmu investovaného
do kapitalu v case t. Cas t bude nadobudat diskrétne hodnoty dané neza-
pornymi ¢islami.

Ulohou optimalneho riadenie je maximalizovat diskontovani celkovii uzi-

to¢nost na nekoneénom ¢asovom horizonte
max Y B'U[®(k(t), h(t))(1 — si(t) — su(t))]
t=1

kde 5, 0 < 8 < 1 je diskontny faktor. U : (0,00) — (0,00) je funkcia
uzito¢nosti, nasou ulohou je maximalizovat uzito¢nost z prijmu po odratani

investicii.

4.4 Porovnanie modelov

Poktisme sa o porovnanie modelov, konkrétne porovname dvojsektorovy mo-
del a model Mankiw. Este raz napiSme tcelové funkcie a stavové rovnice
oboch tychto modelov.

Dvojsektorovy model ekonomiky:

e Uctelova funkcia
max Z BU(s(t)(yi(t) + y2(t))
t=0

e Stavové rovnice

kit +1) = (1 =00)ki(t) +g(£)(1 = s())(2(t) + v2(t))
ka(t+1) = (1= 0d2)ka(t) + (1= g(t))(1 = 5(£))(12(t) + w2(t))

Model Mankiw:

e Ucelova funkcia

max ) BU[R(K(t), h(1))(1 — si(t) — sn(t))]
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e Stavové rovnice

Porovnajme tcelové funkcie oboch modelov. Dvojsektorovy model maxi-
malizuje spotrebu s(t) z oboch sektorov ekonomiky, s(t) je riadiaca premenna,
urCuje cast celkovej produkcie (y1(t) + y2(t)) pripadajicu na spotrebu. Tak
isto model Mankiw maximalizuje spotrebu. Clen (1—s;(t)—s,(t)) predstavu-
je tlohu riadiace premennej s(t) z dvojsektorového modelu a urcuje spotrebu
ako c¢ast produkcie, ktora nie je investovana.

Stavové rovnice pre dynamiku kapitalu tak isto vyzeraju velmi podob-
ne. Kapital v dalej periode je rovny amortizovanému kapitalu, ku ktorému
pripoc¢itame investicie, ako Cast z celkovej produkcie. Stavové premenné mo-

delov sa daju vzajomne substituovat

1 — s(t) — sp(t) = s(t)
sn(t) = g(t)(1 = s(t))

Rozdiel je v modelovani celkovej produkcie. Sacet produkcie oboch sek-

torov v dvojsektorovom modeli nahradza celkova produkcia ekonomiky.

yi(t) + y2(t) = S(k(L), h(1)).



Kapitola 5

Analyza Modelu Mankiw

NapiSme si rovnice diskrétneho modelu ako tlohu optimélneho riadenia:

max Y 5 UR(K(E), h(1))(1 = si(t) = sn(t))]

BE+1) = (1= 0)k(t) + s()O(k(t), h(t))
h(t+1) = (1 —=208)h(t) + sp(t)P(k(t), h(t))
0 < sg(t),sn(t)
1 > sult) + sa(t)

Na sprehladnenie textu a lepSiu ¢itatelnost rovnic spravime nasledovne

zjednodusenie zapisu, pre funkciu uzitoc¢nosti
U (k(1), h(1))(1 = s(t) — sn(t))] = U[]
a podobne pre produkciu ®(k, h)
O(k(1),h(t) = ()

Podl'a teorie overime splnenie predpokladu Q1 D, F(z,u) je regularna
pre kazdé x € X au € U. A potom moézme formulovat nutné podmienky
optimality na zaklade kapitoly 2.

Matica
D, F(e,) = < 1— 6 + sy Dy®(k, h) s Dp®(k, h) )
spDy®(k, h) 1 =0+ sy Dp®(k, h)
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je regularna pre 6 # 1.
Stavové rovnice maji tvar
E(t+1) = (1=0)k(t) + sp(t)P(k(t), h(t))
h(t+1) = (1 —=0)h(t) + sp(t)P(k(t),h(t))

adjungované rovnice

Ur(t) = U'TIDp®()(1 — su(t) — sn(t))
Bt + 1)[(1 = 0) + s(t) Di®(-)]

Bipn(t + 1)sn(t) Dx (")

U'T1Dn® () (1 = si(t) — sa(t))

By (t + 1)s5(1) Dp®(-)

Bt + D[(1 = 0) + sn(t) Dp®(-)]

-+

Yn(t)

+ o+

podmienka maxima
0 = —UT®()+ Ben(t + 1)2()
0 = —U'LJO()+ Bunlt +1)D().

Rovnovazna trojica je rieSenim systému rovnic:

Stavové rovnice si:

k= (1-=0)k+5.9() (5.1)
h = (1—=08)h+35,0() (5.2)
Podmienka maxima:
0 = —U[I®() + Bwd() 5.3
0 = —Ue() + Bnd() (5.4)

Adjungované rovnice:

Upll — B(1 = 08) — B5,Dp®(-)] — YB35, Dy ® (")
= U'[|Dr®(-)(1 — 5 — 5p) (5.5)
Un[l = B(1=0) — [5uDp®(-)] — x5, Dy ®(-)
)

= U'[IDp®(-)(1 — 5, — 5p) (5.6)
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kde U[] = U[®(k, h)(1 — 5, — 5)] a ®(-) = ®(k, h).
Upravou rovnic (5.1), (5.2) a ich nislednym predelenim dostavame prvy

dolezity vysledok
k5
22k 5.7
’ (57)

Pomer fyzického a Tudského kapitalu v ekonomike rovny pomeru investicii
do kapitalu.

Rovnice (5.3), (5.4) st totozné, ¢ize adjungované premenné 1y, 1, sa
rovnaji, oznac¢ime 1. TakZe aj systém rovnic sa nam redukuje na pit rovnic
o piatich neznamych premennych. Adjungovana premenna ma tvar
U'[®(k,h)(1 — 31, — 31,)]

3 .

Adjungované premenné 1y, 1, sa ekonomicky interpretuju ako tiefiové ceny.

V=t =1 = (5.8)

Ked7e v, = ¢y, = 1 adjungované rovnice (5.5), (5.6) mozme upravit na
tvar
P[1 = B(1 = 0) = BDx®()(5k + 51)] = U'[IDr®(-)(1 — 5% — 51)
YL —B(1—0) — BDLP()(5k + 51)] = U'[IDp®(-)(1 — 55 — 51).
Po dosadeni rovnosti(5.8) ziskavame
1= f(1-38) = AD() (5.9)
1-pB(1-0) = BDyo() (5.10)

¢ize Dy®(-) = Dyp®(+). Potom

Dy®(k,h) = Dp®(k,h)

kMR = gk he !
k (05}
h (07%)

Pomer fyzického a T'udského kapitalu a pomer investicii zo vztahu (5.7) je

rovny pomeru konStant oy, as z Cobb-Douglesovej produkénej funkcie.

Q7
D)
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Vyuzitim tohto pomeru mozme z rovuic (5.9) a (5.10) vypocitat hodnoty

stavovych premennych k, h.

s 1 — /6(1 — 5) altag—1
k=a [—5&?10@2 } (5.11)
- 1— B(1 —§)]mreaT
o[ o

Teraz ndm uz ni¢ nebrani pri vypocte hodnoty riadiacej premennej Sg, Sp.

Hodnoty ziskame zo stavovych rovnic (5.1), (5.2).

- 85
A Ty
_ 152
S T )

Spocitali sme rovnovaznu trojicu, tento vysledok je vSak degenerovany.
Pri overovani predpokladov ako boli uvedene v kapitole 2 zistime, Ze nie
st splnené. Konkrétne pozadujeme regularitu matice D2f((k,h), (5x,54)) v
predpoklade Q3. Kedze D;, f((k,h), (s, sn)) = Ds, f((k, h), (Sk, sn)), matica
D2f((k,h), (3, 5,)) ma dva zhodné riadky, teda nie je regulrna.

5.1 Uprava Modelu

V tejto Casti si predstavime upravu ucelovej funkcie, ktorou zabezpecime
splnenie predpokladov.

Problém je, ze matica druhych derivacii t¢elovej funkcie nie je regulérna,
lebo derivéacie podla s, sj, st zhodné. Tento problém vyrieSime pridanim

penaliza¢ného ¢lena do povodnej ucelovej funkcie.
D BURR), h(£) (1 = se(t) = sn(t)) + V (s(8)) D(k(E), h(1))]
t=1

kde

V(sn(t)) = —esy(t)
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Penalizacny ¢len V (s, (t))®(k(t), h(t) nie je len matematickym vyriesenim
problému, ale ma aj ekonomickt interpretaciu. Predstavuje naklady spojené
s akumuléciou T'udského kapitalu. Akumulacia Iudského kapitdlu, stadium,
je Casto nakladny proces a niekedy neprinasa zelané vysledky. Nova tcelova

funkcia ma tvar:
> BUPk(E), h(t)(L — si(t) — sn(t) — esp(t))]

Clen ¢ > 0 upravuje vysku tychto nakladov na Iudsky kapital. Aby uloha

mala zmysel upravime ohranicenie na riadenie
1 — s(t) — sp(t) — esi(t) > 0.

Tento predpoklad mozme Tahko zabezpecit volbou ¢ > 0. Poznamenajme, Ze
pre € = 0 dostavame povodnu tlohu, kde nie s ziadne naklady na zvySovanie

kapitalu.

5.2 Analyza Modelu

Budeme sa opif zaoberaf rovnovaznym rieSenim modelu. Uprava sa tyka
len tcelovej funkcie, stavové rovnice pre pohyb kapitdlu ostanti bez zmeny.
Zmenia sa adjungované rovnice a tak isto aj podmienka maxima. Nezmenili
sme podobu stavovych rovnic, nezmeni sa nam ani pomer (5.7), ktory sme
odvodili na zaklade stavovych rovnic (5.1), (5.2).

Podmienka maxima pre upraveny model ma tvar
0 = —UTJe()+ Bnd()
0 = —UT|2()(L+ 2e5n) + Sn®(-).

Tu uz nedochadza k rovnosti adjungovanych premennych ako v predchadza-

jucom pripade

B = U'ﬁ” (5.13)
5. — O'[)(1 + 2e51) (5,14
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Zmenili sa aj adjungovana rovnice, do oboch rovnic pribudne ¢len, ktory

vznika pri derivacii penaliza¢ného ¢lena

Uil = B(1=08) — P35 Dx®(")] — YnfB5, Dy ®(-)

= U'[|Dr®()(1 — 5 — 5 — €53)
Un[l = B(1—=6) — B5,Dn®(-)] — iS5 D@ ()

= U'[IDh®(-)(1 — 5k — 51 — £53)

Dosadme v, 1, zo vztahu (5.13) a (5.14) do oboch rovnic

UL = B(1=06) = BDp®(-)(5k + 51 + 2257)]
= BU'L|Dk®()(1 = 5 — 51 — £5})
Ul = B —8) = BDy®(-)(5k + 54 + 2¢53)] + U'[-]2e54[1 — 5(1 — 0)]

= BU'Dy®(-)(1 — 55 — 5, — €5},)

vSetky ¢leny obsahuji vyraz U’'[-], ipravou ziskavame nasledovny systém, ale

ten uz nemé explicitné riesenie pre k, h
[1—B(1—0)] —B(1 +e5;)

(14 2e55,)[1 — B(1 —0)] — B(1 +€5;)

R2() = 0 (5.15)
W®() = 0 (5.16)

My uz pozname rovnovazne rieSenie k, h pre ¢ = 0. Oznac¢me k., h,
rieSenie pre € > 0, presné rieSenie sice vypocitat nevieme, ale vieme ho
aproximovat Taylorovym polynémom. Vyuzitim vety o implicitnej funkcii

vieme vypocitat derivacie 83’“5 ahs Potom pomocou Taylorovnho polynému

vypoéitame hodnoty k., h.

_ _ k.

k. = 58 + ¢.v.r. (5.17)
Oe |._,

_ _ h.

h. = 58 + ¢.v.r. (5.18)
o

Pre dokaz existencie rieSenia systému rovnic (5.15) a (5.16) pouzijeme

vetu o implicitnej funkcii. Oznacme

[1—B(1—8)] — B(1 +57) Dy ®(-) )

Clhter = ( (1+2e53)[1 = B(1 — 8)] = B(1 +€57) Du®()
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Potom (5.15) a (5.16) st ekvivalentné rovnici G(k, h,e) = 0. Dalej oznacme
dG(k, h,0) = (8Gkh0 [ BG(MO |n=)-

Vypocitajme jednotlivé paraalne derivacie funkcie G(k, h,e) v rovnovaz-

nom bode.
oGk he)| ( _23D,8(-) )
de | 25,1 — B(1 = 0)] — 528D ®(-)
0G(k,h,0)| [ —BDhB()
ok |k —3D;,9(-)
OG(k,h,0)| [ —BDR2()
Oh |- —3D;,®(")

Zostavime dG(k,h,0) a vypocitame dG~*(k, h,0).

L . ~BD3,8(-) BD}%()
Gk 1 0) = S aG . B,o>>< BD},() —5Dik‘b<'>>

kde det(dG/(k,h,0)) = 5°Dj, ®(-) D, () — 32D, @ ()] # 0.
Pretoze G(k,h,0) = 0 a matica dG(k, h,0) je rerularna podla vety o im-

plicitnej funkcii plati:

8k5 7.
( | ) e (0 2GR e)

Oh
888 |5:0 85

e=0

Vypocitame derivacie

Ok, _ 5 5

B S N PO\
Oe (061 + 062) @ 2 tevr
Oh, 5, 5h
G S N OO P
05| 0 (o1 + o) 5 ap | + C.v.r

teraz uz mozme vypocitat k., h. dosadenim derivacii do (5.17) a (5.18).
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- g(S
kde 5, = 2T 55y
Dalej oznacme sy, ., 5, . hodnoty rovnovazneho riadenia pre € > 0. Tieto
hodnoty vypocitame na zaklade vyjadrenia stavovych rovnic v rovnovaznom

stave (5.1) a (5.2).

5.3 Overenie predpokladov

Teraz sa budeme venovat overeniu teoretickych predpokladov z kapitoly 2.
Niektoré predpoklady boli overené priamo v analyze modelu, konkrétne pred-
poklad Q1 a priamo z textu vyplyva splnenie predpokladov Q2 a Q6, ktoré
hovoria o existencii rieSenia.

Overme teraz predpoklad, kvoli ktorému sme upravovali model. Islo
o predpoklad Q3. Overme, 7e Hessian D2f((k,h), (5,35)) je zaporne de-
finitny. AZ doteraz sme nespresnili vyber ucelovej funkcie, volba nakoniec

padla na logaritmickd dcelova funkciu.
F((k, 1), (s, sn)) = I[®(k(t), h(t)) (1 — sk(t) — sn(t) — esi (1))

Matica druhych derivacii je typu

D (k. h), (55 50)) = (A 0 )

0 B
kde
—aq 0 —1 s —1—2¢sy, a—
A — %2 B — (I—sp—sp—es3) (1—sp—sp—es3)
0 = |’ —1—2esy, —2e(1—sp—sp—esj ) —(1+2esp,)>
h? (1—sp—sp—es3)? (1—s—sp—es?)?
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Teda je zaporne definitné, ak matice A, B s zaporne definitné. O matici

A je to zrejme, spocitajme Ciastkové determinanty matice B.

-1

det(Ble) = (1—5]{3—8;1—53%)2 <0
2

det(ngg) = c >0

(1— s, — s, —es7)3

Determinant matice B je kladny vdaka ohrani¢eniu na riadenie, kladnost
lahko zabezpec¢ime volbou e > 0, teda 1 — s — s, — es7 > 0. Stacilo mam
ukézat zapornl definitnost len v bode optima. My sme ju v8ak ukézali pre
vietky pripustné hodnoty, ¢ize matica D%f((k.,h.), 3k, 5ne)) je zaporne
definitna.

KedZze matica D2f((k,h), (sk,sn)) je zaporne definitna pre vSetky pri-
pustné hodnoty parametrov, nemuseli sme hladat optiméalne rieSenie stacilo
nam ukazat jeho existenciu.

Dalsi je predpoklad Q4 Matica (A — I) je regularna. Maticu A méame

vypocitant v analyze modelu pri overovani predpokladu Q1 potom

(A—T1) = —0 + EkaCD(/%, iL) Eth(I)(/%, B)
5, D ®(k, h) —6 + 5,Dy®(k, h)

je regularna, ak 6 # 0.

Predpoklad Q5 ako sme ukéazali overovat nepotrebujeme. Overit pred-
poklad Q7 je trivialne. Matica A; = (A; — BiR7'Q,), kedZe matica Q = 0
potom A; = A;. Matica A; je regularna na zéklade predpokladu Q1.

Ostéava predpoklad Q8 Dvojica matic (Ay, By) je stabilizovatelna. Podla

teorie nam staci ukazat, ze rankB = 2.

( o(k,h) 0 )
B= o
0 &k, h)

Aj posledny predpoklad je tspeSne splneny. Uz ndm neostava nic¢ iné, len

radostne konStatovat "hurd”



Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo zostavenie viacrozmernej tlohy RBC-
typu spliiajicej teoretické predpoklady. Tieto predpoklady uvadzame na za-
¢iatku prace. Nasledne sme predstavili predchédzajice pokusy o zostavenie
modelu a formulovali dvojrozmerny model, na ktorom sme tspesne overili
predpoklady. Zaverecnd kapitola bola venovana analytickému rieseniu mode-
lu.

Dvojsektorovy model formulovany v kapitole 2, nespliia predpoklad Q3
o zapornej definitnosti matice druhych derivacii ucelovej funkcie. Tento ne-
dostatok sa podarilo vyriesit M. Hrindkovi apravou tcelovej funkcie. Avsak
model sa stal natolko komplikovany, Zze musela byt pouzita linedrna funkcia
uzito¢nosti a aj potom bol model rieSitelny len numericky.

Prinosom tejto prace je, ze sme zostavili viacrozmerny RBC-model. Mo-
del, ktory sme zostavili najskor este nespliial predpoklad Q3, preto sme mo-
difikovali u¢elova funkciu. Overili sme, Ze tento upraveny model uz splia
vSetky pozadované predpoklady. Nepodarilo sa nam sice ziskat presné ex-
tremalne rieSenie, ale ukizali sme jeho existenciu a vypocitali jeho aproximé-

ciu na zaklade rovnovazneho rieSenia pévodného modelu.
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