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Abstrakt

V predlozenej diplomovej préci sa venujeme odhadovaniu okamzitej iirokovej miery,
pomocou Vasickovho modelu. V praci pouzivame na kalibraciu modifikaciu dvojfa-
zovej metody publikovanej v ¢lanku [1]|. Cielom prace je zistit, na ktorta z arokovych
mier dostupnych na trhu sa odhadovana urokova miera najviac podoba. Aplikiciou
nasej metody na skutocné tirokové miery, sme prisli k zaveru, ze ako okamzit tirokovi
mieru pre Vagickov model je vhodné brat 3-mesac¢nu tirokovi sadzbu v pripade sloven-
skych aj europskych dlhopisov.

KTlacové slova: Vasickov model, vynosova krivka, odhady parametrov, dvojfazova
metodda, short-rate modely

Abstrakt

The present diploma thesis is dedicated to the estimation of the instantaneous
interest rate by Vasi¢ek model. The modification of the two-phase method published
in article [1] is using to calibrate Vasicek model. The mail goal of this thesis is to
determine which of the rates availeble on the market, the estimated interest rate
most closely resembles. Applying our method to real data, we came to the conclusion
that as an immediate interest rate for Vasi¢ek model is appropriate to take 3-month
interest rate in case of Slovak and European bonds.

KTladové slova: Vasicek model, yield curve, estimates of parameters, two-phase
method, short-rate models
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Uvod

V tejto diplomovej préaci sa budeme zaoberat jednofaktorovym Vasickovym mode-
lom, ktory patri medzi najpouzivanejsie modely okamzitej irokovej miery (tzv. short-
rate modely). Pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice tieto modely modeluju
pohyb okamzitej irokovej miery, ktora predstavuje zaciatok vynosovej krivky. V mo-
deloch formulovanych pomocou vyvoja okamzitej irokovej miery sa pri Statistickej
analyze c¢asto skiimaji trokové miery s dlhSou maturitou. Pri skimani vynosovych
kriviek potom vznika problém, ako interpretovat tieto vynosové krivky. Ak 3-mesac¢nu
urokovi mieru vyhlasime za okamziti, ¢o je irokova miera na 3 mesiace na vynosovej
krivke? Ktoré urokové miery mozeme pouzit na kalibraciu? A mnoho inych. Preto
budeme okamziti urokovi mieru tieZ povaZovat za nepozorovatelnu a budeme ju
odhadovat z vynosovych kriviek.

Na odhadovanie pouzijeme upraveni dvojfazovi metédu na odhad parametrov
jednofaktorového Vasickovho modelu publikovani v ¢lanku Calibration of one fac-
tor interest rate models. Autormi ¢lanku si D. Sevcovi¢ a A. Urbankova Csajkova.
Ako vstupné data vezmeme trhové vynosové krivky z nejakého ¢asového obdobia.
Tie pouzijeme v prvej faze na najdenie parametrov, ktoré minimalizuji sumu Stvor-
cov odchylok teoretickych a pozorovanych vynosovych kriviek. V druhej faze potom
nijdeme hodnoty okamzitej tirokovej miery, ktoré minimalizuji sumu Stvorcov od-
chylok teoretickych a pozorovanych vynosovych kriviek pre kazdy den. Tieto dva
kroky opakujeme.

Samotna praca je Clenena na péat kapitol. Prva kapitola je venovana stru¢nému
uvodu do teorie dlhopisov a vynosovych kriviek. Citatel sa strufne oboznami s poj-
mami ako dlhopis, kratkodoba drokova miera, vynosova krivka, s ktorymi budeme
dalej pracovat.

Uvod druhej kapitoly je venovany teérii stochastickych procesov. Oboznamime sa s
pojmami Wienerovho procesu, Brownovho pohybu. Definujeme It6ov integral a sfor-
mulujeme Itéovu lemu a izometriu. f)alej predstavime jednofaktorové a dvojfaktorové
modely okamzitej turokovej miery. V zavere druhej kapitoly odvodime diferencialnu
rovnicu na vypocet ceny dlhpopisu vo vseobecnom jednofaktorovom modeli.

V tretej kapitole sa budeme venovat Vasickovmu modelu, nakolko vSetky dalSie
vypocty budu robené prave pre tento model. Stru¢ne odvodime podmienené rozdele-
nie urokovych mier modelu. Budeme sa venovat aj otazke pravdepodobnosti nadobi-
dania zapornych hodnoét drokovych mier. VyrieSime parcialnu diferencidlnu rovnicu
pre vypocet ceny dlhopisu pre tento model a pozrieme sa ako ovplyvni zmena hod-
noty niektorého parametra samotny model, cenu dlhopisu a vy$ku a tvar vynosovej
krivky.
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Nasledne sa v $tvrtej kapitole budeme venovat kalibracii modelu na simulovanych
datach. Podrobne vysvetlime spominant upraveni dvojfazovi metodu. Zaver kapi-
toly je venovany otazke existencie optiméalnych hodnot hIadanych parametrov.

V piatej kapitole budeme aplikovat nasu metodu na redlne data zo sadzieb na
medzibankovom trhu. Pokusime sa odhadnut parametre Vasickovho modelu, ale pre-
dovsetkym néas bude zaujimat na ktort zo skuto¢nych urokovych mier sa bude nasa
odhadnuté krivka podobat - ¢i na overnight, tyzdiovi, mesa¢ni alebo ina trokovi
mieru. Pozrieme sa tiez na to, ako sa nam podari nasou metédou odhadnut vynosové
krivky, kedze vynosové krivky a trokova miera st nerozlu¢ne spojené.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole zadefinujeme zékladné pojmy, ktoré budeme v tejto praci pouzi-
vat. Predstavime niektoré derivaty odvodené od trokovej miery. Vysvetlime pojmy
okam?Zita trokova miera a vynosové krivky, od ktorych sa bude tato praca dalej odvi-
jat. Podrobnejsie informacie o témach tejto kapitoly je mozné néajst v knihach [3], [2],
ktoré sluzili ako podklad k tejto kapitole.

1.1 Derivaty trokovej miery

V poslednych desatrociach moézeme sledovat prudky narast obchodovania s fi-
nan¢nymi derivitmi odvodenymi od trokovej miery na financénych trhoch po celom
svete. V stcasnosti tieto obchody tvoria dokonca vacSinu vSetkych uskutoc¢nenych
obchodov. Medzi najznamejsie derivaty patria dlhopisy, swapy, capy, floory a dalsie.

Dlhopis (angl. bond) je dohoda, v ktorej sa predavajuci zavizuje, Zze v pevne
stanovenom ¢ase zaplati kupujicemu dant sumu penazi. Dlhopisy delime na kuponové
(coupon bonds) a bezkuponové (zero coupon bonds). V pripade kupénového dl-
hopisu kupujici navySe pravidelne dostava od predavajiceho v dohodnutych obdo-
biach trok (tzv. kupon). Nakol'ko kupénové dlhopisy je mozné chapat ako portfolio
bezkupoénovych dlhopisov, budeme sa v tejto praci zaoberat vylu¢ne bezkupénovymi
dlhopismi.

Ak cenu musi dnes zaplatit kupujici, ktory chce kupit dlhopis s nominalnou hod-
notou 1 euro a dobou splatnosti o jeden rok? Je zrejmé, ze 1 euro dnes sa nerovna 1
euro o rok. Ten, kto si chce dnes kiapit dlhopis s nominélnou hodnotou 1 euro, musi
kupujicemu zaplatit nieco menej ako 1 euro. Rozdiel medzi sumou, ktora kupujici
dostane a zaplati musi byt rovny hodnote tiroku zo zaplatenej ceny.

Cenu bezkuponového dlhopisu P(¢,7) s nominalnou hodnotou 1 vypocitame zo

vztahu
P(t,T) = e  BEDT=), (1.1)

kde t je dne$ny datum, 7" je ¢as vyprsania dlhopisu alebo maturita a R(t,T") oznacuje
spojity urok na obdobie od t do T'.
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Swap je dohoda medzi dvoma stranami A a B kontraktu. Ide v iom o vymenu
toku meniacich sa platieb zavisiacich od trokovej miery za tok konstantnych platieb.
Situaciu si mozeme predstavit tak, ze strana A sa zaviaze platit strane B fixny urok
r* z dohodnutej sumy, ktort moézeme povazovat za rovni jednej. Strana B sa naopak
zaviaze platit strane A z dohodnutej sumy plavajuci arok r. Tento kontrakt firmy
vyuzivaju najmé ked si chcu pozi¢at finan¢ni hotovost. Firma, ktord mé splacat
fixny urok ho povazuje za prili§ vysoky. Druha firma moéze dostat fixny urok za
vyhodnejsich podmienok. Napokon sa teda dohodni, Ze si platby vymenia. V praxi
si strany nevymienaja celé vysky platieb, ale len ¢isty rozdiel tychto platieb.

Cap je dohoda o ohraniceni irokovych platieb, ktord umoziuje kupujicej strane v
stanovenych terminoch pozadovat od predavajiceho rozdiel medzi trhovou drokovou
mierou a realiza¢nou cenou kontraktu. Slizi na poistenie proti vysokej irokovej miere.
Jednu platbu nazyvame caplet. Z toho vyplyva, Ze cap je subor capletov.

Floor je derivat na presne opa¢nom principe ako cap. Majitel kontraktu dostane
platbu vtedy, ak je trhova trokova miera nizsia nez stanovenéa realiza¢na cena. Z tohto
dovodu sa floor pouziva na zabezpecenie voci poklesu trokovej miery. Jednu platbu
nazyvame floorlet. Podobne ako v pripade capu je floor siborom floorletov.

1.2 Vynosové krivky

Tak ako existuji rozne druhy derivatov trokovych mier, rozliSujeme aj rozne druhy
samotnych trokovych mier. Tie je mozné v zésade rozdelit do dvoch hlavnych skupin
- na trokové sadzby na medzibankovom trhu (interbank rates) a sadzby na vladne
dlhopisy (government rates). Interbank rates predstavujua arok, pri ktorom si banky
vymienaji vklady medzi sebou. Ako priklad méZeme uviest LIBOR (London Inter-
Bank Offered Rate) ¢i EURIBOR(Euro InterBank Offered Rate).

Casova §truktiara arokovych mier (angl. term structure of interest rates, yield
curve) vyjadruje zavislost urokovej miery od maturity dlhopisu. Kedze bezkuponovy
dlhopis slubuje vyplatenie stanovenej sumy v presne urcenom ¢ase v budicnosti,
pomer nominalnej hodnoty k sti¢asnej cene definuje okamzitt tirokovii mieru pre dobu
splatnosti dlhopisu. T4 predstavuje poplatok za pouzivanie penazi od sicasnosti az
do casu T. Ak vezmeme dlhopisy s réznymi maturitami mozeme tymto spdsobom
vytvorit krivku arokovych mier. Urokové miery nam teda definuju tzv. ¢asovi struk-
taru urokovych mier.

Krivka ¢asovej Struktury urokovych mier moéze nadobudat rozne tvary, ako mozeme
vidiet na obrazku 1.1. Je preto prirodzené opytat sa, ¢o podmienuje tvar vynosovej
krivky. Existuje niekol'ko teorii, ktoré sa pokusaju vysvetlit tvary vynosovych kriviek.
Medzi najznamejsSie patria

e teoria ocakavani,

e teoria rozdelenia trhu,
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e teoria likvidity.

Teoéria oCakavani (expactation theory) hovori, Ze dlhodobé trokové sadzby by
mali odrazat ocakavané budice hodnoty kratkodobych urokovych sadzieb.

Podla teoérie rozdelenia trhu (market segmentation theory) nemusi byt Zia-
den vztah medzi kratkodobymi, strednodobymi a dlhodobymi trokovymi mierami.
Predstavme si velkého investora, ako napr. velky penzijny fond, ktory investuje do
dlhopisov s ur¢itou maturitou a nemusi sa rozhodovat medzi maturitami. To zna-
mend, 7e kratkodobéa trokova miera je determinovani ponukou a dopytom na trhu
s kratkodobymi dlhopismi. Strednodoba trokova miera je podmienena ponukou a
dopytom na strednodobom trhu, atd.

Teoriu likvidity (liquidity preference theory) si mézeme vysvetlit pomocou ter-
minovanych vkladov v bankach. Ludia, ktori banke "poZi¢aji"peniaze iba na jeden
rok, t.j. ulozia svoje peniaze na jednoroc¢ny terminovany ucet dostant zvycajne nizsi
ro¢ny urok, ako I'udia, ktori banke "pozi¢aji"peniaze na dlhSie ¢asové obdobie. Je to
dané tym, ze I'udia chet mat radsej hotovost. Banky sa ich preto snazia motivovat
k odkladaniu penazi na dlhsie obdobie vys§im trokom. Aplikovanim teorie likvidity
moze prist k situécii, ze forwardova drokovad miera je vicSia nez ocakavany vynos
bezkuponového dlhopisu. To je tiez v sulade s empirickymi pozorovaniami, nakol'ko
vynosova krivka byva skor rastiica nez klesajica. Podrobnejsie sa tymito teériami
zaoberali autori ¢lankov [4],[5].
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Obr. 1.1: Vynosové krivky zo 4. 2. 2009 EUR, 5. 12. 2007 UK, 29. 1. 2007 UK, 27. 2.
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Vynos R(t,T) odvodeny z ceny bezkuponového dlhopisu, ktory vyplati jednotkovi
sumu, v Case t pre ¢as do splatnosti 7" moézeme zo vztahu (1.1) vyjadrit nasledovne:
In P(t,T)

T—t
To znamend, ze ak pozname ceny dlhopisov vieme urcit ¢asovu Struktiru drokovych
mier a naopak.

R(t,T) = — (1.2)

Kratkodoba tarokova miera alebo tiez short-rate (ozn. r; = R(t,t)) predstavuje
zafiatok vynosovej krivky. Matematicky ju mozeme odvodit nasledovne (podla [3]):
Ak sa v Case posunieme len o velmi kratky ¢as At, mozeme vztah (1.2) napisat v

tvare
1
R(t,t + At) = = P(t,t + Av). (1.3)
Nésledne vyuzijeme fakt, ze P(t,t) = 1 vdaka ¢omu rovnicu (1.3) mo6Zeme upravit

na nasledovny tvar

R(t,t + At) = —Ait[ln P(t,At) — In P(t,1)]. (1.4)

Ak At — 0, potom
In P(t, At) —In P(t,t)

Ty = AI%IEO R(t,t+ At) = AI%IBO - A7 . (1.5)
Zo vztahu (1.5) a definicie derivacie vyplyva, 7ze
0
re = ——==In P(t,1). (1.6)

or

KedZe sa tyka iba zaciatku krivky ¢asovej Struktiry arokovych mier, mame o vynosovej
krivke iba netuplni informéciu. Modelom, ktoré pomocou okamzitej irokovej miery
odhaduji vynosové krivky sa hovori short-rate modely. Budeme sa im venovat v nasle-
dujicej kapitole. Predstavu o priebehu okamzitej tirokovej miery si mozeme urobit z
obrazka 1.2.

EONIA EONIA
35 T T T T 5 T T T

N
2 w

~
Urokova miera

Urokova miera

-
o

0 0.2 0.8 1 0 0.2 0.8 1

04 0.6 0.4 06
2.1.2003 - 31. 12. 2003 2.1.2008 - 31. 12. 2008

Obr. 1.2: Grafy zobrazuju priebeh okamzitej urokovej miery - nalavo je zobrazena
EONIA z roku 2003 a napravo je EONIA z roku 2008



Kapitola 2
Modely okamzitej tirokovej miery

Modelmi okamzitej irokovej miery, short-rate modelmi, modelujeme pomocou okam-
zitej urokovej miery vynosové krivky.

V nasledujticej kapitole sa budeme zaoberat modelmi pre opis okamzitej tirokove;
miery. Najskor v ¢asti 2.1 definujeme zakladné pojmy stochastickéko kalkulu, ktoré
budeme néasledne dalej pouzivat. Vysvetlime, aké st to jednofaktorové a viacfak-
torové modely a predstavime niekol'ko najpouzivanej$ich modelov. V poslednej casti
tejto kapitoly sa zameriame na odvodenie parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu
derivatu vo vSseobecnom modeli okamzitej tirokovej miery.

2.1 Stochastické procesy

Zakladnym nastrojom na popisanie stochastického vyvoja ceny aktiva s tzv. Mar-
kovove procesy (pomenované podl'a ruského matematika Andreja Markova). Pri odvo-
dzovani parcidlnej diferencidlnej rovnice pre cenu derivatu okamzitej irokovej miery
sa pouziva prave jeden z mnohych typov Markovovskych procesov, a to Wienerov
proces. ZovSeobecnenim Wienerovho procesu je Brownov pohyb, ktory si spolu so
spomenutym Wienerovym procesom v tejto ¢asti definujeme. Dalej uvedieme Itdéovu
lemu, ktora je ¢asto vyuzivana vo finan¢nej matemetike, Itoov integral a Itoovu
izometriu.

Stochasticky proces je t-parametricky systém nahodnych premennych
{X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indexov.

Markovov proces je taky stochasticky proces, pre ktory plati, ze ak je dana
hodnota X (s), tak budice hodnoty X (t) pre t > s mozu zavisiet iba od hodnoty
X(s), nie od predchadzajucich hodndt procesu.

V nasledujucej definicii definujeme Brownov pohyb a Wienerov proces podla [2]:

Definicia 2.1.1. Brownov pohyb X(t),t >0 je t-parametricky systém ndhodngjch
velicin, pricom
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sigma = 0.2
sigma =1
2F sigma =3

-15 L L L L -1 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obr. 2.1: Realizacie Wienerovho procesu a Brownovho pohybu s p =0

1. wvsetky prirastky X (t+A)—X (t) maju normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
pA a disperziou (alebo aj varianciou) o®A,

2. pre kazdé delenie to = 0 < t; <ty < t3 < ... <t, s prirastky X (t1) — X (to),
X(te) = X(t1),...,X(tn) — X(tn—1) nezdvislé nahodné premenné s parametramsi
podla bodu 1,

3. X(0)=0.
Brownov pohyb s parametrami pn = 0, 0? = 1 nazijvame Wienerov proces.

Realizécie Brownovho pohybu s parametrom g = 0 st zobrazené na obrazkoch 2.1.
Na l'avom obrazku je znazorneny Wienerov proces. Na pravom obrazku je znazorneny
Brownov pohyb s parametrami 0 = 0,2, 0 = 1 a ¢ = 3. Vidime, ze pridanim parame-
tra o zacal proces oscilovat okolo nuly. Pritom plati, ¢im vac¢sia hodnota parametra
o, tym véscia oscilécia.

Itoova lema dava odpoved na otézku, ¢i je mozné zostavit stochasticku diferen-
cialnu rovnicu opisujicu vyvoj lubovolnej hladkej funkcie f(x,t), priGom premenn x
je rieSenim zadanej stochastickej diferencialnej rovnice. Budeme ju pouzivat v posled-
nej casti tejto kapitoly pri odvodeni parcidlnej diferencidlnej rovnice ceny dlhopisu
vo vSeobecnom modeli okamzitej tirokovej miery. Znie nasledovne (podla [2]):

Lema 2.1.2. Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch, pricom premennd
je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dz = p(z,t)dt + o(x,t) dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom
of of 1 ’f
df = —dx 2 dt,
L (at o7 @

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

9] aof 1 02 0
df = (af+u(x t)a—f—|—§a (x t)axf> dt + o(z, t)a—idw (2.1)
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Itoov integral a Itdéovu izometriu vyuzijeme v tretej kapitole pri odvodeni pravde-
podobnostného rozdelenia okamzitej arokovej miery vo Vagickovom modeli. Definicia
Itoovho integralu je podobnd definicii Riemann-Stieltesovmu integralu funkcii redlne;j
premenne;j [2].

Definicia 2.1.3. Nech pre meratelni funkciu f : (0,t) — R plati fo f2(1)dr < oco.
Potom integrdl

n—1

¢
7)dw(7) := lim T (w(Tie1) —w(m)),
| #eaut) i 3 75 w(rie0) — i)

kde v = max(7;41 — 7;) je norma delenia 0 =19 < 1 < ... < T, =t intervalu (0,t) a

konvergencia sa chdpe podla pravdepodobnosti, sa nazjva Itéov integrdl.

Na zaver tejto Casti eSte uvedieme lemu znamu ako Itodva izometria [2].

Lema 2.1.4. Nech pre meratelni funkciu f : (0,t) — R plati fo f?(1)dr < co. Potom

existuje Itdov integrdl fo 7)dw(T), ktory’ predstavuye normdlne rozdelenu ndhodni
premenni s rozdelenim N(0,0%(t)), kde o fo f2(r)dr. To znamend, Ze platia
identity

B[ ) duir) =0,
s - [ i

Posledna identita sa nazyva Itoova izometria.

2.2 Prehl'ad short-rate modelov

Jednofaktorové modely modeluju vyvoj okamzitej tirokovej miery pomocou jed-
ného ndhodného faktora. V tychto modeloch sa predpoklada, ze okamziti trokovi
mieru mozno charakterizovat pomocou rieSenia stochastickej diferencidlnej rovnice.
Ta moze mat vo vSeobecnosti nasledujuci tvar

dr = p(t,r)dt +o(t,r)dw

kde dw su prirastky Wienerovho procesu. Ako vidime, proces sa sklada z dvoch ¢asti
- deterministickej a stochastickej. Deterministicka ¢ast procesu p(t, ) dt urcéuje trend.
Volatilita o(t, ) dw urc¢uje charakter ndhodnych fluktuacii v okoli trendovej zlozky.
Najcastejsie sa drift voli v tvare u(t,r) = k(6 — r), kde parametre x, 6 sa kladné
konstanty. Hovorime, Ze takyto proces mé vlastnost mean-reverting. Premennd r je v
kazdom ¢ase pritahovana ku konstante 6. To znamené, ak je hodnota r velka, vlast-
nost mean-reversion sposobi, ze drift bude zaporny. V pripade, Ze je hodnota r nizka
vlastnost mean-reverting naopak zaruci, ze drift bude kladny. Takato volba ma aj
svoje ekonomické opodstatnenie. Ak si drokové miery prili§ vysoké, ekomonika sa



2.2. PREHLAD SHORT-RATE MODELOV 11

Model Stochasticka rovnica pre r r >0
Vasic¢ek dr = k(0 —r)dt + odw N
CIR dr = k(0 —r)dt + o/rdw A
Dothan dr = ordw A
Exponencialny Vasickov | dlnr = k(Inf —Ilnr)dt+odw | A
Hull-White dr = k(0(t) — r)dt + o dw N

Tabulka 2.1: Prehlad jednofaktorovych modelov trokovych mier

zatne spomalovat a klesne dopyt. Dosledkom toho je pokles urokovej miery. Ak su
urokové miery nizke, zvySuju sa investicie a trokové miery nasledne pomaly rastu.
Parameter 6 preto nazyvame limitnou trokovou mierou. Parameter x urcuje rychlost
navratu okamzitej irokovej miery k jej limitnej hodnote. Volatilita sa ¢asto modeluje
ako zavisla od mocniny r. Nasledne po dosadeni do rovnice (2.2) dostavame tvar
stochastického procesu

dr = k(0 —r)dt + or” dw. (2.2)

Prvykrat sa takymito modelmi zaoberali Chan, Karolyi, Longstaff a Sanders v ¢lanku
[14]. V tabulke (2.1) je uvedeny prehlad niekol'kych jednofaktorovych modelov. Okrem
stochastickej rovnice sme v nej uviedli, ¢i model nadobiida iba nezaporné hodnoty
trokovej miery (r > 0).

Vasi¢kov model mé tvar diferenciilnej rovnice
dr = k(0 — r)dt + o dw, (2.3)

kde 7 sleduje Orstein-Uhlenbeckov mean-reverting proces. Tento model patri k his-
toricky prvym short-rate modelom a vdaka svojej jednoduchosti k ¢asto pouzivanym
nastrojom na modelovanie okamzitej irokovej miery. Autorom modelu je ¢esky matem-
atik Oldfich Vasi¢ek a publikoval ho v ¢lanku [8] v roku 1977. Nevyhodou tohto
modelu je fakt, Ze priptasta zaporné hodnoty drokovej miery. Je to z dovodu, Ze ak je
urokova miera blizka nule, volatilita je stale rovna tej istej konstante a proces sa moze
s nenulovou pravdepodobnostou dostat do zapornych hodnot, ¢o sa v redlnom svete
nemoze stat. Napriek tomu je tento model velmi popularny vdaka svojej jednodu-
chosti a faktu, Zze rovnicu pre ocenovanie dlhopisu vieme riesit explicitne. Tomuto
modelu sa budeme podrobnejsie venovat v nasledujicej kapitole, nakolko sa v tejto
praci budeme zaoberat vylu¢ne tymto modelom.

Cox-Ingersoll-Ross model s diferencidlnou rovnicou tvaru
dr = k(6 —r)dt + /rodw (2.4)

je model, v ktorom volatilita uz nie je konstantné, ale tmern& odmocnine z r. Stochas-
ticky proces, v ktorom je stochasticky ¢len dw nasobeny odmocninou danej veli¢iny
sa nazyva Besselov odmocninovy proces. Tento model uz nepripista moznost vyskytu
zapornych hodnot okamzitej irokovej miery. Ak by r bolo nulové, tak volatilita bude
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nulova a r bude rast vdaka driftovej casti. Navyse, ak plati Fellerova podmienka
2k0/0? > 1, proces dosiahne nulu s pravdepodobnostou nula. Autormi tohto modelu
st Cox, Ingersoll, Ross, ktori svoj model publikovali v ¢lanku [9] v roku 1985.

Dalsim pouzivanym modelom je Dothanov model. Je popisany stochastickou
diferencialnou rovnicou

dr = ordw. (2.5)

Dothan svoj model publikoval v roku 1978 v ¢lanku |[11]. V rovnici tplne vynechal
driftovy ¢len. Vdaka podmienenému lognormalnemu rozdeleniu 7(¢) eliminoval prob-
lém zapornych urokovych mier, ktory mal Vasickov model. Dothanov model je podla
[5] v literature jedinym lognorméalnym modelom, pre ktory vieme najst explicitné
rieSenie pre cenu dlhopisu.

Exponencialny Vasi¢kov model podla [4] predpoklada, Ze logaritmus okamzite;
urokovej miery sleduje Ornstein-Uhlenbeckov proces. Jeho diferencidlna rovnica ma
tvar

dlnr = k(Inf — Inr) dt + o dw. (2.6)

V takto definovanom modeli méme zarucené, ze hodnota r bude vzdy kladna.

Hull-White model bol publikovany v roku 1990. Autori sa v ¢lanku [10] pokusili
o rozsirenie Vasickovho modelu, ktoré by poskytlo presny fit vstupnej vynosovej
krivky. Vysledkom je model v tvare stochastickej diferencialnej rovnice

dr = (0(t) — ar) dt + o dw, (2.7)

kde a a o st kon$tanty. Ak z modelu vyjmeme a pred zatvorku dostaneme diferen-
cialnu rovnicu

a

dr=a <@ - 7“) dt + o dw. (2.8)

Z tohto tvaru mozeme vidiet, Zze Hull-Whitov model je vlastne Vagickov model s od
¢asu zavislou premennou 6.

Dalsou velkou skupinou st viacfaktorové modely. Patria sem napr. aj dvojfak-
torové modely. Tie vychadzaju z myslienky, Zze okamzita trokova miera je funkciou
dvoch faktorov, ktoré mozeme oznadit ako x, y. Teda r = r(x,y), pri¢om stochasticka
diferencidlna rovnica pre faktor x moéze byt zavisla od faktora y a naopak. Patria
sem napr. modely v ktorych je drokova miera su¢tom dvoch faktorov r = x + v.
Tieto mozeme interpretovat ako trendovia a Spekulativnu ¢ast. Konkrétne mozeme
uviest Vasickov dvojfaktorovy model. Ten je definovany stochastickymi diferencial-
nymi rovnicami

dTl = /ﬂ?l(el — 7’1) dt + 04 dw1
d?"l = /€2(6'2 —7"2) dt—i—a'g d’LUQ. (29)
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Dvojfaktorovy CIR model je definovany stochastickymi diferencalnymi rovnicami

d7’1 = :‘i1<91 — 7”1) dt + O'1\/F1 dw1
d’l“l = 1{2(92 — 7’2) dt + 02\/;2 d’LUQ. (210)

Medzi dvojfaktorové modely tiez patria modely, v ktorych stochasticka rovnica pre
okamzitt trokovil mieru zavisi od inych veli¢in na trhu. Prikladom pre tito situaciu
bolo Slovensko pred vstupom do eurozony, kedy hodnoty nasich trokovych mier boli
7 Casti zavislé aj od vyvoja eura, ktorého vyvoj mal tiez stochasticky charakter.
Viacfaktorovymi modelmi sa ale v praci zaoberat nebudeme. PodrobnejSie informécie
o tychto a d'alsich modeloch moéze ¢itatel ziskat napr. v [4], [5], a [7].

2.3 Ocenovanie dlhopisov ako derivatov tirokovej miery

Uvazujme veobecny model (2.2). Pre tento model odvodime podla [2| parcidlnu
diferencialnu rovnicu ceny diskontného bezkupénového dlhopisu P so splatnostou
v case T'. Predpokladame, 7e tato cena zavisi iba od aktualnej hodnoty okamzite]
trokovej miery r, ¢asu t a ¢asu expiracie T'. Teda, Ze plati P = P(r,t,T). PouZitim
[toovej lemy 2.1.2 odvodime stochastickt diferencidlnu rovnicu pre P:

4P — oPr orP  o?0*P dt an 511
=\ar e T ) g 21
= pp(r,t)dt + op(r,t) dw, (2.12)

kde pup(r,t) oznacuje drift a og(r,t) volatilitu.

V dalsom kroku zostrojime portfolio z dlhopisov s dvomi réznymi maturitami 77,
T,. Dlhopis so splatnostou 7} budeme mat v portfoliu len jeden, kym dlhopisov so
splatnostou 75 budeme mat A kusov. Ozna¢me hodnotu takéhoto portfolia 7. Je
zrejmé, ze 7 je definované vztahom

7= P(r,t,Th) + AP(r,t,Ty) (2.13)
a zmena hodnoty portfélia dr je potom dana vztahom

dm = dP(r,t, Ty) + AdP(r,t,Ty) (2.14)
= (pp(r,t,Th) + App(r,t,Ty))dt + (op(r,t,T1) + Aog(r, t, T3))dw. (2.15)

Ak zvolime
opB (7", t, Tl)
op(r,t,Tz)
stochasticka ¢ast bude nulova a ziskame bezrizikové portfolio. Aby sme vylacili moznost

arbitraze, musi sa vynos takéhoto portfolia rovnat okamzitej bezrizikovej urokovej
miere r, t.j. dm = rmdt a teda deterministickd Cast sa rovna

A=— (2.16)

O'B(Ta ta Tl)

MB(T7t7T1> B O'B(’I" t Tg)

up(r,t, Ty) = rn.
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Dosadenim vztahov (2.13),(2.16) a néaslednymi tupravami dostaneme rovnost

pup(r,t,Ty) —rP(r,t, Ty)  pug(r,t,Ty) — rP(rt,Ts)

O-B(Tat7T1) B O-B(rat7T2)

Nakol'ko maturity 77 a Ty boli lubovolné, musi tato rovnost platit pre kazdy cas
splatnosti 7" a nemoze zavisiet od maturity dlhopisu. Z tohto dévodu musi existovat
taka funkcia A(r,t), Ze plati

/LB(T, l T) B TP(?“, t T)

Al ) = op(r,t,T)

(2.17)

pre Tubovolni maturitu 7. Funkcia A sa nazyva trhova cena rizika. Ak dosadime do
rovnice (2.17) funkcie pp, op z rovnice (2.12) dostaneme hladant parcialnu diferen-
cialnu rovnicu ceny diskontného bezkuponového dlhopisu P(r,t,T):

P oP 1, P
E%— (u(r,t) — X, t)o(r, t))E%— o (r, t)m —rP =0, (2.18)

s koncovou podmienkou
P(r,T,T) =1,

pre kazdé r > 0.
Tymto sme odvodili diferencidlnu rovnicu na vypocet ceny dlhopisu vo v§eobecnom
jednofaktorovom modeli.



Kapitola 3

Vasickov model

Vasickov model ¢asovej Struktiry trokovych mier patri do triedy jednofaktorovych
modelov, spominanych v predchadzajicej kapitole. Bol navrhnuty ¢eskym matema-
tikom O. Vasi¢kom. Umoziuje najst explicitné rieSenie parcialnej diferenciilnej rovnice
pre ceny dlhopisov. Vdaka svojej jednoduchosti patri k ¢asto pouzivanym mode-
lom. Kons§tantna volatilita v tomto modeli neumoznuje dokonale zachytit niektoré
tvary vynosovych kriviek. To je nevyhodou pouzitia tohto modelu, rovnako ako to,
7e pripusta zapornost trokovych mier.

V tejto kapitole odvodime podmienené rozdelenie pravdepodobnosti okamzite]
urokovej miery v jednofaktorovom Vasickovom modeli a rieSenie parcialnej diferen-
cidlnej rovnice ceny bezkuponového dlhopisu. Zarovei sa budeme venovat otazke
zapornych drokovych mier a citlivosti modelu na zmenu niektorého zo vstupnych
parametrov.

3.1 Podmienené rozdelenie okamzitej irokovej miery
vo Vasickovom modeli

Ako sme uz uviedli v kapitole 2, jednofaktorovy Vasickov model je definovany
stochastickou diferenciadlnou rovnicou

dr = k(0 —r)ds + o dw, (3.1)

kde k, 0, o st kladné konStanty. V tejto ¢asti odvodime podmienené rozdelenie
urokovych mier vo Vasickovom modeli. Budeme teda odvadzat rozdelenie r;, a; pri
danej $tartovacej hodnote r; podla [2]. Vezmime rovnicu (3.1) vyjadrujicu vyvoj
urokovej miery a vynasobme ju vyrazom e*°. Dostaneme rovnicu:

e™dr =e"k(f0 —r)ds + ™o dw. (3.2)

15
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Pouzitim Itoovej lemy pre funkciu f(r,s) = e"*r dostaneme vztah pre diferencial

1
d(e™ry) = e™[k(0 —r)ds + o dw] + (/{e’“r + 0502> dt (3.3)
= [kfe"* ds — ke™rdt + ™o dw] + ke™rdt (3.4)
= (kfe"™) ds + ™o dw. (3.5)

Integrovanim vyrazu (3.5) od ¢asu t po ¢as t + At dostaneme
t+AL t+AL
A — ety = 59/ e ds + 0/ e dw, (3.6)
t t
t+At
= (ertHAD _ ety 4 0/ e dws. (3.7)
t
Z toho napokon dostavame nasledovny vztah pre r; as:
t+AL
Teony = € " 4 (1 — e_”At)G + ge HiHAD / e"™ dws. (3.8)
t

Podmienené rozdelenie 7;,; pri danej Startovacej hodnote r; je normélne. Pod-
mienend stredna hodnota a variancia sa daji potom vyjadrit nasledovne

E(riadr) = e "y + (1 — e "800, (3.9)

t+At
Var(riadre) = o2e AN g (/ e dw5> (3.10)
t

t+AL 2
= gle7 A ({ / ers dws} ) : (3.11)
t

Aplikovanim Itoovej izometrie na vztah (3.11) dostaneme

t+At
Var(riyalre) = ole 2R /t (€)% ds (3.12)
o’ —2kAt
= %(1—6 )- (3.13)
Teda sme dostali
Feondlre ~ N(e "y 4 (1 — e "800, ;(1 — T 2RAL), (3.14)

Podmienené rozdelenia trokovych mier pre Vagickov model sa daji odvodit aj iny-
mi pristupmi, napr. pouzitim Fokker-Planckovej rovnice. Tuto metdédu moze Citatel
najst napr. v [2| alebo [4].
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Euribor Parametre modelu Pravdepodobnost
2003 K o 0 Py deny Py 1ok

1.Q 105,8537 | 0,1876 | 0,0276 | 7,2058.107° | 0,0162
2.Q 18,9268 | 0,0976 | 0,0242 | 2,9293.1071° | 0,0635
3.Q 228,404 | 0,2005 | 0,0206 | 8,1838.107° | 0,0140
4.Q 167,276 | 0,2380 | 0,0201 | 7,6540.10~* | 0,0612

Tabulka 3.1: Pravdepodobnosti nadobudnutia zapornych hodnot pre EURIBOR 2003
sro=0,05

3.2 Pravdepodobnost zapornych tarokovych mier

V uvode kapitoly sme spomenuli, Ze nevyhodou Vasickovho modelu je, Ze s nenulovou
pravdepodobnostou moze short-rate nadobudat zaporné hodnoty. Je to ale skutoc¢ne
taky vyznamny problém? V tejto Casti sa preto budeme podrobnejsie venovat tejto
otazke. Uvedieme vztah na vypocet pravdepodobnosti, ze irokova miera nadobuda
zaporné hodnoty. Na parametroch odhadnutych z redlnych dat ukdzeme, aka velka je
pravdepodobnost nadobudnutia zapornych hodnot short-rate. Ukazeme tiez, ako sa
tato pravdepodobnost meni v Case.

Pravdepodobnost, ze hodnota trokovej miery ., o; bude mengia ako nula, je dana
vztahom

2

g
P(rypae < 0) =P(N(e "y 4 (1 — e 210, %(1 — e AN < 0) = (3.15)
o e—nAtr — (1= e—/iAt )
=P | N, 1) < gzt ( 0 _ (3.16)
2_(1 _ efQHAt>
K

_ e—chtTt _ (1 o e—ﬁAt)e

2 )
g
—(1 — —2kAt
\/2,‘4,( © )

kde ® je distribu¢éna funkcia normalizovaného normalneho rozdelenia N(0,1). Zo
vztahu (3.17) vidime, Zze pre At — oo dostaneme limitna pravdepodobnost rovnu

(3.17)

—0
*l = (3.18)

2K

V tabulke 3.1 st vypocitané pravdepodobnosti pre parametre odhadnuté z kvartal-
nych dlhopisov Eurépskej menovej tinie z roku 2003, ktoré sme prevzali z prace [15].
Za pociatocéni hodnotu sme vzali 7o = 0.05. Vypocitali sme pravdepodobnosti, ze
hodnota short-rate o den bude mengia ako nula, a o rok bude mengia ako nula. Ako
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Pravdepodobnost r<0 - 1Q Pravdepodobnost r<0 - 2Q

0.018
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0.014
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0.006
0.02|

0.004 r|
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Obr. 3.1: Priebeh pravdepodobnosti nadobudnutia zapornej hodnoty trokovej miery
v ¢ase pre EURIBOR 2003

mozeme vidiet, pravdepodobnost, ze tirokova miera zajtra nadobudne zaporna hod-
notu pri danych parametroch je prakticky nulova. Pravdepodobnost, Ze irokova miera
o rok bude mat zaporni hodnotu je pri tych istych parametroch uz vyssia - do 10
percent. Na obrazku 3.1 je zachyteny priebeh hodnoty pravdepodobnosti v zavislosti
od ¢asu. Vidime, 7Ze pravdepodobnost ndm s rasticim ¢asom tiez rastie, az sa napokon
ustali na limitnej hodnote.

3.3 Citlivost modelu na parametre

V tejto Casti budeme analyzovat vplyv parametrov na Vagi¢ckov model pri simulo-
vani okamzitej irokovej miery. Bude nas zaujimat ako ovplyvni priebeh celého procesu
zmena hodnoty jedného parametra . Rovnakou otazkou sa zaoberali aj S. Zeytun a
A. Gupta v praci [6]. Tato ¢ast vychadza prave z tohto ¢lanku.

3.3.1 Citlivost na parameter s
Vezmime diskrétnu verziu Vasickovho modelu (pouZijeme Eulerovu metodu)
T(tsz) = T(tz) + /1(9 — T(tl))At + oV Atwiﬂ. (319)
Ak zmenime k o 0" potom nas diskretizovany model bude mat tvar

P (ti1) = () + (k4 0%)(0 — r(£:)) At + oV Atw, 4, (3.20)

kde urokova miera 7" je miera v modeli s novou hodnotou x = k + ¢*. Teda zmena v
short-rate o jednu jednotku v ¢ase je dana vztahom

AR (tipr) = 1% (tig1) — 7(tin) = 0%(0 — r(t;)) AL, (3.21)

Zo vztahu (3.21) vyplyva, Ze ak k vzrastie, tak nasledujtica hodnota short-rate vzrastie
0 0"(0—r(t;))At, ak sucasné hodnota short-rate je pod uroviiou dlhodobého priemeru.
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Citlivost modelu na zmenu K

K=18.9268
k=80.9268 |
6=0.0242

\ it i
0.027 w'r\w .! "~ P ywﬂ *’. 'w ” ‘. ‘

0.05 ﬁ

|
I
|

Urokova miera

. . . . .
0.5 1 15 2 25 3
Cas

Obr. 3.2: Citlivost Vasi¢kovho modelu na zmenu parametra s

Naopak poklesne o 0"(0 — r(t;))At, ak je stcasné hodnota short-rate nad troviiou
dlhodobého priemeru. Z toho vyplyva, Ze zmena parametra x neméa v dlhobodom hor-
izonte vplyv na short-rate, iba ovplyviuje ¢as, za ktory sa hodnota trokovej miery
ustali na hodnote dlhodobého priemeru. Vplyv zmeny parametra s si mozeme vsim-
nit na obrazku 3.2.

3.3.2 Citlivost na parameter o

Vplyv zmeny parametra o na vyvoj Vasickovho modelu odvodime rovnakym spo-
sobom ako v predchadzajicej ¢asti. Zmena o o 0° dava rovnicu tvaru

17 (tip1) = 7(t;) + £(0 — r(t:) At + (0 + 67)V Atwiy, (3.22)

kde urokova miera 77 je miera v modeli s novou hodnotou o = o + §°. Potom zmena
short-rate o jednu jednotku v Case je dana vztahom

Aa’f‘(t“_l) =07 Vv Atwiﬂ. (323)

Vidime, 7e velkost zmeny je zavisla aj od nadhodného ¢lena. Pretoze sa jednd o Wien-
erov proces, v dlhodobom horizonte efekt zmeny o neovplyviiuje ocakavani hodnotu
trokovej miery, ale zvySuje velkost fluktuécii. Vysledky mozeme opét vidiet aj na
obrazku 3.3. Cim je hodnota o vidsi,a tym vacsia je velkost fluktuacii a naopak.

3.3.3 Citlivost na parameter 6

Opift pouzijeme ten isty postup ako pri parametroch s, o. Zmena 6 o 6° dava
rovnicu

P9 (tivn) = r(t:) + k((0 4 0°) — r(t:)) At + oV Atw; 1, (3.24)

kde trokova miera r? je miera v modeli s novou hodnotou 8 = 6 + §. Nasledne
dostaneme rovnicu zachytavajicu zmenu turokovej miery o jednu jednotku v case
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Citlivost modelu na zmenu o
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Obr. 3.3: Citlivost Vasickovho modelu na zmenu parametra o

Citlivost modelu na zmenu 8

0=0.0242 ||

01 6=0.0742

Urokova miera

0 0.5 1 15 2 25 3
Cas

Obr. 3.4: Citlivost Vasi¢kovho modelu na zmenu parametra 6

zavisla od zmeny parametra 6
A%r(ti) = 0°kAL. (3.25)

Z rovnice (3.25) vyplyva, 7e zvySenie hodnoty 6 vedie nasledne k zvySeniu hodnoty
short-rate. Znizenie hodnoty 6 vedie k zniZzeniu hodnoty okamzitej trokovej miery.
Hodnota parametra 6 je teda dolezita pri odhadovani modelu, ¢o moézeme vidiet aj
na obrazku 3.4.

3.4 PDR pre Vasickov model a citlivost ceny dlhopisu
na parametre

3.4.1 Odvodenie PDR pre Vasickov model

V tejto casti odvodime formulku na ocenovanie dlhopisov pouzitim VasSickovho
modelu. Postupovat budeme ako v |2|. V predchadzajucej kapitole sme odvodili par-
cidlnu diferencidlnu rovnicu ceny dlhopisu P so splatnostou v ¢ase T pre vSeobecny



3.4. PDR PRE VASICKOV MODEL A CITLIVOST CENY DLHOPISU NA
PARAMETRE 21

model. Tu namiesto vSeobecnych premennych dosadime drift a volatilitu z modelu
(3.1). Trhova cena rizika bude konstantna A(r,t) = A. Namiesto ¢asu t a Casu do
expiracie T' si zavedieme novu veli¢inu 7 = T' — t. Tato je mozné interpretovat ako
cas, ktory eSte ostava do splatnosti. Nasledne funkcia ceny dlhopisu P(r,7) splia
parcialnu diferencidlnu rovnicu

oP oP o?0P
—E—F(FJ(Q—T)—)\U)——F———TP: (3.26)

s terminalovou podmienkou
P(r,0) =1 pre kazdé r > 0.
RieSenie budeme hladat v tvare
P(r,7) = A(r)e B0, (3.27)

pri¢om funkcie A, B budu spliat zaciatoéné podmienky

B(0) = 0.

Tuato dlohu teraz vyrieSime. Najprv vypocitame parcidlne derivacie, ktoré vystupuju
v rovnici (3.26)

op A > —Br
= (A — AB’/‘) e 7",
op —Br
W = —ABe R
0*P
—) 2 7BT.
52 Bre

Naslednym dosadenim do parcialnej rovnice (3.26) dostaneme

2
(A — ABr) e BT — AB(k(0 — 1) — o) e B+ ABze_BT’% — Are” P =0.

f)alej zdruzime tie Cleny, ktoré obsahuju r a tie, ktoré r neobsahuju
2
. 20' .
(A — AB(kf — \o) + AB ?> +rA(B+ kB —1)=0.

Tato rovnost plati iba v pripade, ak obe zatvorky st identicky nulové, teda ze

2

A~ AB(x6 — \o) + ABQ% — 0, (3.28)
B+kB—-1=0. (3.29)
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Rovnica (3.29) je obycajna linearna diferencialna rovnica, ktorej rieSenie pri pocia-
toc¢nej podmienke
B(0)=0
ma tvar
1 _ GHT

B(r) = ——. (3.30)

Ked pozname funkciu B, vieme vypocitat aj funkciu A

2
A= |B(kb — \o) —BZ% A

2

A
i B(k — \o) — BQ%

integrovanim rovnice nasledne dostaneme

dln A ,0°
lnA:/ :/ B(kf — Ao) — B*— | dr.
dr 2

dosadenim funkcie (3.30), vypocitanim integralu a vyuZzitim podmienky A(0) = 1

dostaneme
a2 o\ a2B(7)?
InA(r) = (B(1) — 7) (9 S 2k2 ) B 42—) .

(3.31)

3.4.2 Citlivost ceny dlhopisu na parametre s, 6, o

V predchéidzajucej casti sme odvodili PDR pre vypocet ceny dlhopisu pomocou
Vagickovho modelu. V tejto a nasledujtcich dvoch ¢astiach sa opat vratime k myslienke
¢lanku [6] a preskimame vplyv zmeny hodnoty parametrov «, 6, o na cenu dlhopisu.
Nakolko nie je trividlne odvodit presné vztahy medzi zmenou ceny dlhopisu a zme-
nou hodnoty parametrov budeme podobne ako v ¢lanku [6] analyzovat vplyv na za-
klade obrézkov. Postupne budeme menit hodnotu vybraného parametra, kym ostatné
parametre budd pevne dané.

Ako mozeme vidiet na obrazku 3.5 narast hodnoty parametra 6 vedie k poklesu
ceny dlhopisu. Pozor ale treba davat pri velmi nizkych hodnotéach 6. V tomto pripade
moze byt cena dlhopisu vicsia nez 1, ¢o je sposobené tym, ze Vasickov model moze
nadobuidat aj zaporné hodnoty short-rate.

Na lavej strane obréazka 3.5 je zobrazeny vplyv parametra ¢ na cenu dlhopisu P.
Vidime, Ze ¢im niz8ia je hodnota o, tym nizsia je aj hodnota P. Cim vysSia je hodnota
o, tym vyssia je hodnota P. Opét si treba v8imnit, Ze cena dlhopisu méze nadobud-
nit aj hodnotu vyssiu ako 1, ¢o je ovela pravdepodobnejsie pri vys$ich hodnotach
parametra o.

Nakoniec analyzujme zmenu vplyvu parametra x na cenu dlhopisu P, ktora je zo-
brazena na obrazkoch 3.6. Na obrazkoch je zachytena zmena ceny dlhopisu pri réznych
hodnotach konstanty o. Z obrazkov je zrejmé, ze s rastiicou hodnotou parametra x,
klesa cena dlhopisu. Vidime, ze pri vyssich hodnotach parametra o je vyssia pravde-
podobnost, ze cena dlhopisu bude vicsia ako 1 aj pri vy$sich hodnotach parametra
k. Pri vic¢sej hodnote o je zaroven narast ceny dlhopisu pri zmene k vyraznejsi.
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Obr. 3.5: Vplyv zmeny parametrov o, 6 na cenu dlhopisu. Cervenou farbou si zo-
brazené hodnoty ¢ = 0,0005, # = 0,0006. Zelenou farbou hodnoty ¢ = 0, 1005,
6 = 0,1006.

3.5 Vynosové krivky pocitané Vasickovym modelom

Dosadenim vzfahu (3.27) do rovnice (1.2) dostaneme vztah pre vypocet ¢asovej
Struktary arokovych mier podla Vasickovho modelu v tvare

In P(r, 7
R(ryt,t +7) = —#, (3.32)
T
ktory moézeme upravit do tvaru
—InA+ Br
R(rit,t+7) = ———. (3.33)
T

Tym sme odvodili vztah, pomocou ktorého vieme na zéklade parametrov odhad-
nutych z Vasickovho modelu a pociato¢nej hodnoty rg vypocitat hodnoty casove]
struktiry trokovych mier.

Cena dlhopisu pri roznych hodnotach  k pre 0=0,6 Cena dlhopisu pri roznych hodnotach  « pre 0=0,9
1 T T T r 1.015 r T T T
k=18.9268 k=18.9268
0.99 K=18.4268 | K=18.4268
k=17.9268 1.01+ K=17.9268
0.98 k=17.4268 | | k=17.4268
K=16.9268 K=16.9268
097} q 1.005
> =1
0 0
S 096 a
= = 1
° =]
© 0.951 «
i~ o
Q Q
© 0.94 © 0.995
0.931
0.99
0.921
0.91 . . . . 0.985 . . . .
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Maturita Maturita

Obr. 3.6: Vplyv zmeny parametra x na cenu dlhopisu v zéavislosti od parametra o.
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r>Rw—02l(2*K2)

——— R_-0%(2K))<r<R_~o%/(4)| |

0.0218} 1<R_-0°/(4*%)

. . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Maturita

Obr. 3.7: Tvary vynosovych kriviek, ktoré je mozné ziskat z Vasickovho modelu.

3.5.1 Limita vynosovych kriviek a ich priebehy

Ako vidime na obrazku 3.7 vynosova krivka moéze mat rozne tvary, pricom sa
ale vzdy blizi k nejakej limitnej hodnote. Spocitajme teraz hodnotu tejto limity.
Dosadenim vztahov (3.31), (3.30) do rovnice (3.33) dostaneme

Rir i1t _(y 1 —e " 9 Ao o2 02(1—6*"”)|1—e*m 534
i) =\ |0t T (339

Potom pre limitu plati

) o o2

Ry = lim R(r,t,t+7)=(0————|. (3.35)
To znamené, ze hodnota casovej Sktruktary trokovych mier konverguje k limitnej
hodnote R,. Podla [4] je aj samotny tvar vynosovej krivky zavisly od limitnej hod-
noty R, nasledovne

2

o
e ak r < R, — e tak vynosova krivka je rastica,
K

2

o
e akr > R+ By tak vynosova krivka je klesajuica,
K

2 2

o o
o ak R, — 2 <r < Ry + 22 tak vynosova krivka je najprv rastica a potom
K K
klesajuca.

Tieto podmienky publikoval Vasi¢ek v roku 1977 v ¢lanku |[8].

3.5.2 Citlivost vynosovych kriviek na parametre 6, x, o

V predchadzajtcich castiach sme sa zaoberali aj tym ako sa zmeni cena dlhopisu ¢i
model, ak sa hodnota niektorého z parametrov zmeni. V tejto casti sa zame- riame na
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to, ako sa zmeni tvar vynosovej krivky, ak sa zmeni hodnota niektorého z parametrov.
Co sa stane, ak sa hodnota niektorého parametra zmeni, pricom hodnota r ostane

zachovana? Tvar novej krivky bude zavisiet, od toho do ktorého z novych intervalov
2

o o
r patri. Ak r < Rgo — —— krivka bude rastica. Ak r > Rgo — —— krivka bude
4k2 4k2

klesajica. Inak bude najprv rastica, potom klesajica. Z toho vyplyva, 7Ze spravnou
volbou parametrov vieme dosiahnut rozne priebehy vynosovych kriviek vychadzaju-
cich z danej hodnoty short-rate.

Okrem tvaru vynosovej krivky sa zmenia aj hodnoty vynosov dosiahnutych poci-
tanim s novymi parametrami. Ako mozeme vidiet na obrazkoch 3.8, ak parameter 6
vzrastie, posunie sa vynosova krivka nahor. Ak jeho hodnota klesne posunie sa krivka
nadol. Pozrime sa este, ako zavisi limita vynosovych kriviek od zmeny 6. V pripade
ak sa hodnota 6 zmeni o 0 dostaneme novi limitni hodnotu dani vztahom

)\ 2
R.=@+0) 27

— 3.36
ko 2K? ( )

kde R?_ je limita vynosovych kriviek s novym parametrom § = 6+4%. Z toho vyplyva,
ze pre zmenu limity plati

AR, =6 (3.37)

Teda, ak hodnota 6 vzrastie, vzrastie aj limitna hodnota. V pripade poklesu 6, klesne
aj limitna hodnota.

Ukazky spravania sa limitnej hodnoty vzhladom na parametre su na obrazku(3.8.
Vplyv zmeny hodnot parametrov s, o nie je jednozna¢ny a zavisi od hodnot ostatnych
parametrov. Na obrazku 3.8 vidime zmenu limitnej hodnoty, ak st vSetky parametre
vstupujice do rovnice kladné. V tom pripade sa so zvySenim hodnoty o, znizi limitna
hodnota. Zo zvysSenim hodnoty x sa zvysi aj limitn4 hodnota.
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Obr. 3.8: Citlivost vynosovej krivky na zmeny parametrov 6, s, o.



Kapitola 4

Kalibracia jednofaktorového modelu
urokovej miery

V tejto kapitole predstavime dvojfazovi metdédu pre kalibraciu jednofaktorového
Vagickovho modelu trokovej miery. Tato metdda je apravou metody z ¢lanku [1] od
D. Sevcovita a A. Urbankovej Csajkovej.

Kapitola bude rozélenena na Styri casti. V prvej casti sa budeme venovat re-
dukcii parametrov Vasickovho modelu. V druhej ¢asti podrobne popiseme obe fazy
spomenutej dvojfizovej metody, pricom urobime podrobnejSie vypocty, ktoré sa v
¢lanku [1] len naznacené. Aplikdciou na simulované data sa budeme zaoberaf v tretej
casti. V poslednej ¢asti se budeme zaoberat otazkami existencie optimalnych hodnot
parametrov g a €.

4.1 Redukcia parametrov Vasickovho modelu

Hlavnou myslienkou dvojfazovej metody je transformaéacia zo Styroch povodnych
parametrov na tri transformované parametre, v ktorych by mala mat prva faza
metoddy jednoznacné rieSenie.

Ako sme uz uviedli v 3. kapitole, v pripade Vasickovho modelu vieme néjst ex-
plicitné riesenie PDR tvaru P(7,r) = A(7)e B, kde 7 = T —t € [0,7] je Cas
zostavajuci do splatnosti dlhopisu a funkcie A, B maju tvar

1 _ e—HT

B(T) T?

A(T) = exp

K

o o\ o’B(1)?
(B(t)—1) <G_ﬁ__> —

KedZe porovnavanim teoretickych a skuto¢nych vynosovych kriviek nie sme schopni
odhadnut vsetky povodné parametre x, 6, o, A, zavedieme transformované parametre

27
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B, 0, &:

f=e" E=0————, 0=—. (4.1)

Tieto uz budeme vediet odhadnut. Potom funkcie A, B mdZeme pouzitim transfor-
movanych parametrov vyjadrit v tvare

B(r) = 1 (4.9
A(r) = expl&(B(r) — 7) — 0B*(7)). (4.3

Je dolezité si uvedomit, Ze v modeli predpokladame kladnost pévodnych parametrov
k, 0, 0. Z tohto dovodu musia nové premenné spliiat nasledovné ohranicenia:

0<pg<l, p>0.

4.2 Kalibracia modelu

Ako sme uz spomenuli, v tejto ¢asti budeme kalibrovat dvojfazovi metédu, ktora
je tpravou metody z ¢lanku [1]. V prvej faze budeme minimalizovat vazeni sumu
Stvorcov rozdielov odhadnutej vynosovej krivky a vynosovej krivky zo skutoc¢nych
dat. V tejto faze budeme hladat optimélne hodnoty transformovanych parametrov.
V druhej faze potom pre kazdy deii minimalizujeme vazent sumu Stvorcov odchylok
skutoc¢nych a odhadovanych vynosovych kriviek. Tym najdeme optimélnu hodnotu
okamzitej urokovej miery pre parametre z prvej fazy. Tieto dve fazy budeme opakovat.

4.2.1 Prva faza

Téato ¢ast je prvym krokom kalibracie. Metoda je popisané v ¢lanku [1], pricom my
v tejto Casti podrobnejsie odvodime vypocet hodnot optimalnych parametrov. Mi-
nimalizaciou tcelovej funkcie sa pokisime néjst optimalne hodnoty parametrov 3, o,
a &. Za ucelova funkciu si vezmeme funkciu, ktord bude minimalizovat vazeny sucet
stvorcov rozdielov hodnot skuto¢nej a odhadnutej vynosovej krivky

n

1 <1
- Z — R 4.4
U(5.€0) = — 2; - Z s (4.4)
kde {R},j =1,...,m} je mnoZina skuto¢nych vynosov, {R;,j =1,...,m} je mnoZina
odhadnutych vynosov, ¢ = 1,...,n je pocet dni, m je pocet maturit a 7; je Cas

zostavajuci do splatnosti dlhopisu. Hodnoty R; zodpovedaju urokovym mieram pre
diskontny dlhopis v Case 7;. Ry je okamzita trokova miera pre i-ty defi. Vahami sa v
tomto pripade Casy 7;. Poznamenajme, Ze volbou vih TJ-Q zabezpecime vacsiu zhodu
odhadovanych a skuto¢nych trokovych mier s dlhSou maturitou. Toto by sa malo



4.2. KALIBRACIA MODELU 29

prejavit najmé pri dlhopisoch na dlhsie ¢asové obdobie napr. 20 rokov. Ak mesa¢né

1
urokova sadzba bude mat vahu Tax 20-ro¢na bude mat vahu 400. Hodnota vazeného

priemeru bude teda viac ovplyvnena hodnotou 20-roc¢nej urokovej sadzby.
Polozme 75 = 0. Nasledne mozeme ucelovi funkciu podla [1]| prepisat do tvaru

m

LS (RER)) - BE(R) + n A + D(ryRy — BiRy)),  (45)

m

U(p,¢, o)

j=1
kde E(X;) a D(X;) oznacuji stredni hodnotu a disperziu vektora X; = {X},i =
1,...,n}. V prvom kroku budeme minimalizovat tuto tcelovi funkciu. Pracovat
budeme s redukovanymi parametrami z predchadzajucej casti. Ak budeme hladat

rieSenie rovnice — = 0, dostaneme
do
0= Z(TjE(Rj) — BjE(Ry) + £(B; — 7;) — 0B7) B}
j=1

opt

Z toho dostaneme, Ze optimélne ¢°?* Vagickovho modelu ma tvar

St (1, E(R;) — B;E(Ro) + &(B; — 7;))B;

Qopt — j=1 — . (46)
ST B
. ou : s
Opét rieSenim 8_5 = 0 vieme vyjadrit aj £
con _ _ Y (T E(Ry) — ByE(Ry) — 0B3)(B; — Tj)‘ (4.7)

2 (B = 7)?

RieSme teraz tieto dve linedrne rovnice pre optimédlne hodnoty o a £ Z (4.6)
dostaneme:

> i (T E(Ry) — ByE(Ry) + P/(Bj — 75)) B

j=1 J — Qopt
> B
> (,E(R;) = B;E(Ro) + £™(B; — 7)) B; = ¢ Y B}
j=1 j=1
> &P(By—1)B! = ¢y B = (1,E(R;) — B;E(Ro))B;
j=1 j=1 j=1
o' Y B = 3 (T3 E(R;) — B;E(Ry))B;

é-opt —

Z;nzl(Bj - Tj)Bgz
Kvoli prehladnosti zavedieme nasledujice oznacenie:

C; = ;E(R;) — ByE(Ry),
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Dj = Bj — Tj.
Teraz dosadime (4.8) do (4.7) a vyjadrime o°":
> (Cy— o™ B;)D; oy By — 31, OB
2 D5 2 DiB; ’
Y eBiD; o Bl YL GD; YL OB
2;11 D? Z;n:l DjB]2 Z;n:1 DJQ‘ ZT:l DJBJZ
A nakoniec vyjadrime samotné o°:
o — > CiD; Y7 DB =37 OB YT D
(Z;nﬂ B?Dj)Q - Z;n:1 B;‘l ZT:l DJQ'
Teraz je jasné, ze oba parametre s zavislé iba od parametra 3. Funkciu U nam teda

sta¢i minimalizovat iba v zavislosti od tohto parametra a dalsie dva potom dopodi-
tame na zaklade vztahov (4.9), (4.8).

(4.9)

4.2.2 Druhi faza

V druhej faze budeme pomocou odhadnutych parametrov ¢, [P, £°P' hladat
optimélne hodnoty okamzitej drokovej miery, ktora bude sluzit ako vstup pre prvi
fazu dalSej iteracie. Budeme minimalizovat tucelova funkciu Us, ktoréd je definovana
samostatne pre kazdy den vztahom

1 & -
U2 = EZ(R” — Rij>27'jz, (410)
j=1
kde {R,j =1,...,m} je mnoZina skuto¢nych vynosov, {R;,j =1,...,m} je mnoZina

odhadnutych vynosov, m je pocet maturit a 7; je ¢as zostavajtci do splatnosti dl-
hopisu.

RieSenim rovnice — = 0 dostaneme
To

0= [(HE(R) + In A)(-E,) + Bn].

J=1

a nasledne .
Yoy (T E(R;) +In A)(—B;j)

opt 7=1

reft = — . . (4.11)
’ > o B
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Simulacia Vasickovho procesu Simulacie vynosovych kriviek
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Obr. 4.1: Simulacia vyvoja irokovej miery a vynosovych kriviek pomocou Vasickovho
modelu s parametrami: £ = 18,9268, ¢ = 0,0976, 6 = 0,0242, A = 0,4574.

4.3 Aplikacia na simulované data

Na overenie funk¢nosti nami navrhnutej metoédy pouzijeme simulované data. Uvedie-
me preto postup na simulovanie dat z Vasickovho modelu.

Nech je dana Tubovolna zaciato¢na hodnota rg, ¢asovy krok At, a parametre s, 0, o
a A. Nésledne generujeme 7, pricom vyuzivame poznatok z ¢asti 3.1 o podmienenom
rozdeleni drokovych mier vo Vasickovom modeli. V naSom pripade sme zaciato¢nu
hodnotu zvolili 1y = 0,05 a parametre k = 18,9268, ¢ = 0,0976, 6 = 0,0242,
A = 0,4574. Hodnoty parametrov sme prevzali z [15]. Data sme generovali pre obdo-
bie 63 dni - ¢o zodpoveda priblizne $tvrtroku. Nasledne sme k hodnotam okamzitej
trokovej miery pre kazdy defi vypocitali teoretické vynosy pre 12 splatnosti (1 mesiac,
2 mesiace, ..., 1 rok). Ukazky priebehu takto generovaného procesu st zachytené na
obrazku 4.1 spolu s ukdzkami vynosovych krivek.

Vstupom pre algoritmus je matica zlozena zo Startovacej hodnoty short-rate a
vynosov pre mesiace 1 - 12. Startovat budeme z dvoch roznych hladin. Z —0,05
hladiny short-rate a z hladiny 0, 1. Cielom je zistit, ¢i je rozdiel, ak Startujeme pod
odhadovanou hodnotou alebo nad odhadovanou hodnotou.

Vyznamni tlohu zohrava kritérium zastavenia optimaliza¢ného algoritmu. Je dole-
7ité urcit taka hranicu, aby sme dostali ¢o najpresnejsi odhad, ale zaroven aby sme
necakali na vysledky prili§ dlho. My sme si zvolili kritérium nasledovne: Rozdiel ab-
soltitnych hodnot skuto¢nej a odhadovanej short-rate musi byt mensi ako 10~2. Toto
kritérium sme zvolili, aby sme zistili, ¢i odhadnuta short-rate konverguje k skutocnej.
Takéto kritérium nie je vhodné na praktickd implementaciu algoritmu, nakol'ko sku-
to¢nt hodnotu short-rate nepozname. Preto sme museli zvolit iné kritérium pre realne
data. Rozhodli sme sa spustit algoritmus naraz z dvoch Startovacich hladin - z nuly a
z hodnoty 0, 1. Algoritmus sa zastavi, ak bude rozdiel medzi odhadovanymi krivkami
short-rate mensi ako 1079,

Po zastaveni algoritmu dostaneme odhady transformovanych parametrov, ktoré
najdeme v tabulke 4.1. Vidime, 7Ze odhad parametra £, je na Styri desatinné mi-
esta zhodny so skutoénym parametrom. Podobne mézeme povedat, ze aj odhad [ je
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Parametre Odhadnuté Skutocné
Start 0,1 Start 0
0,0001 0,0001 6.107°
—0,0721 | —0,0464 0,0001
0,0219 0,0218 0,0218
2,19.1077 | 2,15.10°° -

Tn | |

Tabulka 4.1: Skuto¢né a odhadnuté transformované parametre 3, o, £ pre simulované
data.

dobry, pretoze aj hodnota tohoto parametra sa blizi k nule rovnako ako hodnota sku-
to¢ného parametra. Problémom je len zaporna hodnota parametra p. Takyto odhad
je nepripustny. Minimalne hodnoty funkcie U v priebehu algoritmu postupne klesali
a7 k hodnotam 107?, ¢o moZeme vidiet na obrazkoch 4.3 spolu s vyvojom hodnot
odhadovanych parametrov v priebehu algoritmu.

Na obrazku 4.2 st zobrazené priebehy odhadovanych a skutoénych vynosovych
kriviek. Nalavo st zobrazené priebehy vyvoja odhadovanych kriviek arokovych mier.
Jedna krivka zodpoveda vzdy stej iteracii. Modrou farbou st zobrazené odhadované
krivky zo Startovacej hladiny 0, 1, zelenou zo Startovacej hladiny —0,05. Na pravej
strane je znazornena poslednd odhadnuta krivka a skutocné krivky trokovych mier.
Ako mozeme vidiet z obrazka, odhadovana krivka sa najviac tvarom podob& na
mesac¢nu krivku trokovych mier.

Vynosovymi krivkami sa pri simulovanych datach nemé vyznam zaoberat, nakol'ko
ndm odhad parametra p vysiel zaporny. Zaporné o znamend, 7e aj hodnota povod-
ného parametra  je zaporna. Tym by sme dostali proces so zaporym driftom, ak je
hodnota short-rate menej ako 6 a s kladnym driftom, ak je hodnota short-rate viac
ako 6, ¢o nema zmysel.

4.4 Existencia optimalnych hodnot parametrov p, ¢

Majme odhad 3 € (0,1). Optimalne hodnoty parametrov &, ¢ dopocitame pomocou
explicitnych vzorcov (4.8) a (4.9). Tie st v tvare zlomku. Vznika tu preto otazka, ¢i
vieme zarucit, Ze menovatel nie je nula.

Najskor sa pozrime na parameter £. Odhad tohto parametra ma podla (4.8) v
menovateli >, (B; — 7;) B;. Chceme overif, ¢i plati

> (B —7,)B; #0.
j=1
. L—e™
Funkcia B(7) sa v povodnych premennych rovnda ———— pri¢om x > 0,7 > 0. To
K

znamena, ze je nenulova pre V7 > 0. Z ¢oho mame, ze

2
B2 > 0. (4.12)
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Obr. 4.2: Grafy priebehov odhadovanych a skuto¢nych trokovych mier.
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Obr. 4.3: Ukéazky priebehov odhadovanych parametrov (,0,£ a minimalnych hodnot
ucelovej funkcie U.

Definujme teraz funkciu Fi(7) = B(7) — 7. Pre ttto funkciu plati nasledovné

Fi(r)=B(r)—1=¢"—-1<0.

Z toho vyplyva, ze Fi(7) < 0 pre 7 > 0 a teda Ze

Bj —Tj < 0. (413)
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Tym sme ukézali, Ze kazdy s¢itanec v sume 7", (B; — 7;)B} je zaporny. Preto aj
celd suma je zdporna a nerovnd sa nule.

Teraz sa pozrime blizsie na parameter p. Odhad parametra o mé podla vzorca (4.9)
v menovateli (37", BfD;)> — > 1", B Y7 | D3. Z Cauchyho nerovnosti vyplyva, ze

DIETIES S o] o
j=1 j=1  j=1

pricom rovnost nastava prave vtedy a len vtedy, ked
B} =kDjpre j=1,...,m (4.15)

a pre nejaku konstantu k. Teda B} = k(B; — 7;). Kedze sme ukazali, ze B} > 0 a
sucasne podla (4.13) B; — 7; < 0, aby rovnost (4.15) platila, tak konStanta k musi
byt zaporna.

Ostéava este vyriesit otazku, ¢i pre nejaké konstanty x > 0, k < 0 a pre maturity
Tty ..., Tm MOZe platit

B*(rj) —k(B(r;) —7;) =0 pre j=1,...,m. (4.16)

V tom pripade - pri pouziti takychto maturit a ziskani takéhoto odhadu parametra ~
(resp. transformovaného parametra [3) - by sme vo vzorci pre vypocet o dostali nulu
v menovateli. Definujme preto funkciu Fy(7) = B?*(7)(B(7) — 7). Pytame sa, ¢i sa
moze rovnat nule v.m bodoch. Podla Rolleho vety, ak F» nadobuda v dvoch nulovi
funkéntt hodnotu, tak v nejakom bode medzi nimi méa nulova derivaciu. Teda ak plati
4.16, tak Fy(7) = 0 v aspoir m — 1 bodoch. Po¢itajme teda derivaciu:

Ey(7) = 2B()B(r) — k(B(r) — 1) =

. (1 T e_m—) —KT —KT _

=2 k(e 1) =
1

=—(1—e")(2e"" + Kk).

K

Vidime, ze F»(7) sa rovna nule nanajvys v jednom bode

B 11 Kk
T——Rn -5 ]

kk
Kedze k > 0, k < 0 tak logaritmus je definovany. Moze sa vSak stat, ze Y > 1.

1 Kk :
V tomto pripade ——In (—7) < 0, a teda Fy(7) # 0 pre 7 > 0. V kazdom pripade
K

vSak plati, ze FQ(T) sa nemoze rovnat nule vo viac ako jednom bode. Ak je teda
m > 3, tak (4.16) nemoze platit. To znamené, 7e ak pri kalibracii pouzijeme trokové
miery s troma maturitami, vyraz pre odhad ¢ neméze mat v menovateli nulu, bez
ohl'adu na to, ako nam vyjde odhad £.

Na zéaver eSte spomenime dalSie otazky, ktorymi je potrebné sa pri skimani exis-
tencie odhadov v budticnosti zaoberat:
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e existencia optimélnej hodnoty 3, kedZe sme v prvej Casti ukéazali, ze 3 je z
otvoreného intervalu (0, 1),

e kedy vieme zarucit kladnost parametra o, pretoze v prvej Casti tejto kapitoly
sme ukazali, Ze méa platit o > 0,

e Ci vieme kladnost ¢ zaru¢it volbou nejakej podmienky na skimané data.



Kapitola 5

Aplikacia na realne data

V tejto kapitole aplikujeme navrhnutt metdédu na redlne trhové data. Kalibrovat
budeme vynosy z europskej menovej tinie a slovenské dlhopisy. Do kalibracie zahrnieme
udaje z roku 2003 pre europske a z roku 2006 pre slovenské dlhopisy. Rok 2003 sme
vybrali z dovodu, ze aj podkladovy ¢lanok |1] pracoval s datami roku 2003. Rovnako,
ako v ¢lanku [1], sme data rozdelili na kvartali. Nakolko EURIBOR je udavany iba
za obdobie jedného roka, rozhodli sme sa skimat nasu metdédu aj na slovenskych
dlhopisoch, ktoré st az na obdobie 20 rokov.

EURIBOR (Euro InterBank Offered Rate) |13] je medzibankova referen¢na sadzba
v rdmci hospodarskej a menovej tinie, ktoré bola zavedenéd v roku 1999. Pocita sa ako
vazeny priemer sadzieb zucastnenych bank. Je to sadzba, za ktord su euro terminové
vklady pontikané jednou bankou inej banke na medzibankovom trhu. Zverejiiovana je
011:00 SEC. Vypoctom a zverejnovanim Euriboru bola poverena spolo¢nost Thomson-
Reuters. Deskriptivne Statistiky st uvedené v tabulke 5.1. Data st volne dostupné
na internetovej stranke www.euribor.org. Priebeh 1-diiovej, mesacnej a 12-mesacnej
urokovej miery je znazorneny na obrazku 5.1.

1Q 2Q)
Priemer | Odchylka | Priemer | Odchylka
1d | 2,766 0,187 2,441 0,198
lm | 2,744 0,115 2,422 0,185
1r 2,543 0,140 2,234 0,188
3Q 4Q
Priemer | Odchylka | Priemer | Odchylka
1d | 2,065 0,117 2,007 0,164
Im | 2,126 0,009 2,106 0,025
1r 2,201 0,104 2,363 0,082

Tabulka 5.1: Priemery a §tandardné odchylky (v %) pre vybrané maturity eur6pskych
dlhopisov roku 2003 podla stvrtrokov.
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Dlhopisy EMU (2003)

Slovenske dlhopisy (2006)
35 - - .
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Obr. 5.1: Grafy priebehu dennej, mesacnej a 12-mesa¢nnej trokovej sadzby na dl-
hopisy EMU z roku 2003 vlavo a dennej, mesacnej, ro¢nej a 20-ro¢nej tirokovej sadzby
na slovenské dlhopisy z roku 2006 vpravo.

Prejdime k samotnej kalibracii modelu. Bude nés zaujimat ako model odhaduje
kratkodobu trokovi mieru. Cielom je zistit, na ktoru z na trhu dostupnych urokovych
sadzieb sa bude odhadovana krivka podobat - ¢i na overnight, tyzdnovi, mesa¢nu
alebo intd drokovu sadzbu. Taktiez nas bude zaujimat, ¢i dostaneme rovnaké vysledky
pre data s maturitami do jedného roka a pre dita s maturitami aj vac¢simi ako jeden
rok. Budeme si tiez v§imat, aké si odhadované hodnoty transformovanych parametrov
B, & p a aky je ich vyvoj pocas priebehu algoritmu. Nakoniec sa zameriame na
vynosové krivky. Pozrieme sa, aké tvary nadobudaji vystupy z modelu a porovname

1Q) 2Q)
Priemer | Odchylka | Priemer | Odchylka
1d | 2,881 0,572 3,690 0,928
Im | 3,330 0,276 3,875 0, 346
1r 3,728 0,328 4,528 0,270
br 3,860 0,296 4,650 0,242
10r | 3,938 0,216 4,621 0,194
20r | 3,973 0,233 4,753 0,174
3Q 4Q
Priemer | Odchylka | Priemer | Odchylka
1d | 4,371 1,067 4,639 0,838
lm | 4,726 0,283 5,026 0,114
1r 5,470 0,121 4,996 0,209
br 5,275 0,278 4,356 0,144
10r | 5,103 0,290 4,310 0,146
20r | 5,051 0,295 4,284 0,106

Tabul'ka 5.2: Priemery a $tandardné odchylky (v %) pre vybrané maturity slovenskych
dlhopisov roku 2006 podla stvrtrokov.



5.1. DLHOPISY EMU (2003) 38

Ql g 3 P 3 £
Start 0,1 | Start 0 | Start 0,1 | Start O | Start 0,1 | Start O

0,999 0,999 | —23,72 | —23,68 | 3,3.10° | 3,2.10°
0,999 0,999 | —26,06 | —38,69 | 3,9.10° |9,5.10°
0,999 0,999 | —22,64 | —32,21 | 4,2.10° |9,7.10°
0,999 0,999 | —20,33 | —20,31 | 3,8.10° | 3,7.10°

o) =

Tabulka 5.3: Odhady transformovanych parametrov z kvartalnych dar europskych
dlhopisov roku 2003

ich s realnymi vynosovymi krivkami. Ako sme spomenuli v §tvrtej kapitole dolezitu
tlohu v naSom algoritme zohrava volba kritéria zastavenia. Pri aplikicii na realnych
datach sme sa rozhodli sputit algoritmus naraz z dvoch roznych hladin - z nulovej a
z 0, 1. Program zastavime, ak absoltitna hodnota rozdielu medzi odhadovanymi hod-
notami Grokovych mier oboch hladin je mengia ako 1076.

5.1 Dlhopisy EMU (2003)

V tejto Casti kapitoly si predstavime vysledky, ktoré sme dosiahli aplikovanim nagsej
metody na kvartalne data EURIBORU z roku 2003. Najskor sa budeme venovat
odhadom short-rate a parametrov pre kazdy kvartal osobitne, az potom sa budeme
venovat vynosovym Kkrivkam.

1. Kvartal: Vyvoj odhadovanej short-rate mozeme vidiet v Tavej Casti z obrazka
5.2, pricom jedna krivka zodpoveda vzdy stej iterdcii programu. Zelenou farbou je
zobrazend odhadovana short-rate so Startom z nulovej hladiny. Modrou farbou je
zobrazend odhadovana short-rate so Startom z hladiny 0,1. Toto farebné oznace-
nie budeme pouzivat aj pri ostatnych obrazkoch priebehov short-rate. Napravo su
zobrazené skuto¢né priebehy over-nightu, mesac¢nej a 3-mesacnej urokovej miery.
Porovnanim Tavého a pravého obrazka prideme k zaveru, Ze naSa odhadovana short-
rate sa najviac podoba na 3-mesac¢nu urokovi sadzbu. Vyvoj hodnot odhadovanych
parametrov je zobrazeny na obrazku 5.3, hodnoty parametrov dosiahnuté v posledne;j
iteracii su v tabulke 5.3 Mozeme vidiet, Ze hodnoty v8etkych parametrov sa drzia na
hodnote nula. Ako prvy sa za¢nina menit parameter (3, ktory postupne rastie az k
hodnote 0,9998. V okamihu, kedy sa hodnota ( ustali v okoli jednej, sa zacinaju
oscilovat hodnoty zvy$nych dvoch parametrov.

2. Kvartal: Na obrazkoch 5.4 a 5.5 mozeme opéit pozorovat vyvoj odhadovanej
short-rate a odhadovanych parametrov. Odhadovana short-rate sa najviac ponasa
opét na trojmesa¢ni urokovi sadzbu. Priebeh odhadovanych parametrov je podobny
ako v prvom kvartali. Iba parameter o poc¢itany zo Startovacej hladiny nula sa najskor
z nuly dostava do kladnych hodnot a potom sa "prehupne do zapornych hodndét".
Hodnoty parametrov dosiahnuté v poslednej iteracii st v tabulke 5.3.
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Q p p 3
Start 0,1 | Start O | Start 0,1 | Start O | Start 0,1 | Start O
1. 0,900 0,900 0,0007 0,0007 0,038 0,038
2. 0,954 0,954 | —0,0007 | —0,0007 | 0,065 0,065
3. 0,999 0,999 | —0,4935 | —0,4923 | 1,4.10* | 1,4.10*
4. 0,894 0,894 | —0,0011 | —0,0011 0.045 0,045

Tabulka 5.4: Odhady transformovanych parametrov z kvartalnych slovenskych dlI-
hopisov roku 2006

3. Kvartal: Simulacie vyvoja urokovej miery a odhadovanych parametrov za 3.
kvartal roku 2003 st zobrazené na obrazkoch 5.6 a 5.7. Vidime, Ze v tomto pri-
pade sa odhadovana trokova miera nepodoba na ziadnu zo skuto¢nych tdrokovych
mier na obrazku. Vacsiu pozornost treba venovat vyvoju odhadovanych parametrov.
Odhadovany parameter 3 nadobtda znovu hodnoty blizke jednej. Zmena nastala v
priebehu zvys$nych dvoch parametrov. Kym v predchadzajicich dvoch kvartaloch nie
je viditelné, Ze by sa hodnoty odhadovanych parametrov o a £ ustéalili na konkrétne;j
urovni, v tomto kvartéli sa to zmenilo.

4. Kvartal: Vysledky, ktoré sme dosiahli na datach zo 4.-tého kvartalu su velmi
podobné kvartélu tretiemu. Odhadované short-rate sa nepodobé Ziadnej zo zobrazenych
urokovych sadzieb. Odhady vSetkych parametrov sa, ako v predchadzajicom pri-
pade, ustalili na urcitej hodnote pri Starte z nulovej hladiny. Grafické vysledky st na
obrazkoch 5.8 a 5.9 a numerické v tabulke 5.3.

Vynosové krivky: Nakolko bola odhadovana hodnota parametra o v kazdom
kvartali zaporné, musime odhady vyhlésit za nepripustné. Nie je preto mozné pre
tieto data nakreslit vynosové krivky. Aby bolo mozné skumat aj vynosové krivky, je
potrebné zaoberat sa tpravou metddy tak, aby sme nedostali zaporné odhady o.

5.2 Slovenské dlhopisy (2006)

V tejto casti tejto kapitoly rozoberieme vysledky dosiahnuté aplikaciou nasej metody
na slovenské dlhopisy z roku 2006. Data sme si opét rozdelili na kvartali, takze
aj vysledky rozoberieme samostatne pre kazdy kvartal. Zaver tejto ¢asti bude opét
ve- novany analyze odhadovanych vynosovych kriviek. Deskriptivne Statistiky su v
tabulke 5.2. Priebehy vybranych urokovych sadzieb st na obrazku 5.1.

1. Kvartal: V Tavej ¢asti obrazka 5.10 mozeme vidiet vyvoj odhadovanej short-
rate. Jedna farebna krivka zodpoveda vzdy stej iteracii. Zelenou farbou su zakreslené
odhady dosiahnuté zo Startovacej hladiny 0. Modrou farbou st znézornené odhady
dosiahnuté zo Startovacej hladiny 0,1. Napravo moézeme pozorovat priebehy nami
odhadnutej turokovej miery, overnight, tyzdennej, mesacnej a 3-mesacnej trokovej
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miery. Ako vidime z obrézka, odhadované trokova miera sa najviac svojim priebehom
podoba na trojmesac¢nu urokovi mieru. Na obrazku 5.11 st znazornené priebehy hod-
not odhadovanych parametrov pocas priebehu programu. Presné hodnoty parametrov
dosiahnuté v poslednej iteracii su v tabulke 5.4 . Treba si v8§imnut zmenu v priebehu
parametrov o, £ oproti europskym dlhopisom z roku 2003, ktoré sme analyzovali v
predchadzajicej ¢asti. V tomto pripade nedochédza k oscilacii tychto parametrov, ale
maju pekny jednoduchy priebeh a konverguja k urcitej hodnote. Nakoniec su vSetky
hodnoty parametrov kladné.

2. Kvartal: Na obrazkoch 5.12 a 5.13 st zobrazené priebehy odhadovanych parametrov
a odhadovanej trokovej miery za druhy kvartal. Na obrazku 5.12 vlavo je zobrazeny
tvar odhadovanej short-rate vzdy po 100 iteraciach, vpravo je vykreslend odhadovana
urokova miera a skutoc¢né trokové miery. Vidime, 7e nasa odhadnuta short-rate sa
najviac podobd na trojmesa¢ni urkova mieru. V tabulke 5.4 st presné odhady
parametrov. U parametrov o, £ opédt neprilo k ocsilacii hodnét ako tomu bolo v
pripade eur6pskych dat.

3. Kvartal: Na obrazkoch 5.14 a 5.15 st znazornené priebehy odhadov v tretom
kvartali. Odhadovana trokova miera sa v tomto kvartali svojim tvarom najviac podoba
na trojmesac¢na urokovi mieru. V tabulke 5.4 vidime, Ze hodnota parametra 3 dosi-
ahla na rozdiel od prvych dvoch kvartalov hodnotu takmer rovnu jednej. Aj vysledna
hodnota o je po prvykrat zaporna a hodnota parametra ¢ je velmi vysoka az 10%.
Napriek tomu minimalna hodnota tc¢elovej funkcie dosiahla hodnotu radovo 1075,
kym v predchadzajicich §tvrtrokoch to bolo 1074

4. Kvartal: V poslednom Stvrtroku roku 2006 prislo k zlepSeniu v odhadoch
parametrov oproti predchadzajucemu stvrtroku. Ako vidime v tabulke 5.4 odhad
parametra o je iba —0,001, ¢o stale nesplia povodny predpoklad ale je to hodnota
blizsia k nule. Vyvoj hodnot odhadovanych parametrov a short-rate pre tento kvartal
je nakresleny na obrazkoch 5.16 a 5.17 . Odhadovana trokova miera sa znova podobé
najviac na trojmesac¢nu trokovi mieru.

Vynosové krivky: Na obrazkoch 5.18 vpravo, st zakreslené skuto¢né a odhadnuté
vynosové krivky. VIavo st zakreslené priebehy vyvoja odhadovanych vynosovych kriv-
iek vzdy po stej iteracii. Ako vidime, vynosova krivka odhadovana v prvom kvartali
je najskor rastica a potom klesajiuca. Pre ostatné stvrtroky opét nie je mozné ven-
ovat sa analyze vynosovych kriviek, nakolko odhad o je znovu zaporny a teda aj
nepripustny.
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Obr. 5.2: Odhadnuté short-rate z dat eurépskych dlhopisov za prvy kvartal. Nalavo
je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnanie priebehu odhadu so sku-
toénymi trokovymi mierami.
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Obr. 5.3: Priebehy odhadovanych parametrov v 1. kvartali
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Obr. 5.4: Odhadnuté short-rate z dat europskych dlhopisov za druhy kvartal. Nalavo
je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnanie priebehu odhadu so sku-
toénymi trokovymi mierami.
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Obr. 5.5: Priebehy odhadovanych parametrov v 2. kvartali
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Obr. 5.6: Odhadnutéa short-rate z dat eur6pskych dlhopisov za treti kvartal. Nalavo
je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnanie priebehu odhadu so sku-
toénymi trokovymi mierami.
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Obr. 5.7: Priebehy odhadovanych parametrov v 3. kvartali
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Obr. 5.8: Odhadnuté short-rate z dat eurépskych dlhopisov za prvy kvartal. Nalavo
je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnanie priebehu odhadu so sku-
toénymi trokovymi mierami.
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Obr. 5.9: Priebehy odhadovanych parametrov v 4. kvartali
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Obr. 5.10: Odhadnuté short-rate pre 1.kvartal slovensky dlhopisov z roku 2006.
Nalavo je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnany odhad so skutoé¢nymi
priebehmi trokovych mier.
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Obr. 5.11: Priebehy odhadovanych parametrov v 1. kvartali
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Obr. 5.12: Odhadnuté short-rate za 2.kvartal slovenskych dlhopisov z roku 2006.
Nalavo je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnany odhad so skutoé¢nymi
priebehmi trokovych mier.
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Obr. 5.13: Priebehy odhadovanych parametrov v 2. kvartali
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Obr. 5.14: Odhadnuté short-rate pre 3.kvartal slovenskych dlhopisov roku 2006.
Nalavo je priebeh odhadovanej short-rate, napravo je porovnany odhad so skutoé¢nymi
priebehmi trokovych mier.

1

3Q 2006 SVK

0.9

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3/

0.2

0.1

start 0,1
start0 |

100

200

300
Iteracie

3Q 2006 SVK

400

500

600

start 0,1
starto |

100

200

300
Iteracie

400

500

600

©10™ 3Q 2006 SVK
6
start 0,1
start 0
5
4
o3
0 . . . . .
0 100 200 300 400 500 600
Iteracie
<10 3Q 2006 SVK
3 T T
start 0,1

start 0

100

200 300

Iteracie

400

500

Obr. 5.15: Priebehy odhadovanych parametrov v 3. kvartali
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Obr. 5.17: Priebehy odhadovanych parametrov v 4. kvartali
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Obr. 5.18: Odhadnuté a skuto¢né vynosové krivky slovenskych dlhopisov (2006) pre
dni: 2. 1. 2006, 17. 2. 2006 a 21. 3. 2006. Nalavo st priebehy odhadovanych vynosovych
kriviek, napravo je porovnana odhadnutd vynosova krivka so skutoc¢nou. Zelenou
farbou su zakreslené priebehy so Startom z nuly, modrou priebehy so §tartom z 0, 1.



Zaver

V diplomovej praci sme odhadovali okamzitd tirokovii mieru pomocou Vasickovho
modelu. Na kalibraciu sme pouzili upraventu dvojfazovia metodu. Cielom préce bolo
zistit, na ktord z drokovych mier dostupnych na trhu sa odhadovana short-rate na-
jviac podoba. To znamena zistit, ktord z realnych urokovych mier by sa mala pri
kalibracii Vasickovho modelu povazovat za okamzitd Grokovi mieru. Metdédu sme ap-
likovali na eurépske a slovenské dlhopisy, pricom data sme skimali po kvartaloch.
V pripade europskych dlhopisov sme prisli k zaveru, ze za okamziti drokovia mieru
by sme pri kalibracii europskych dlhopisov z roku 2003 mali povazovat trojmesac¢nu
urokovi mieru. K rovnakému zaveru sme prisli aj v pripade slovenskych dlhopisov z
roku 2006.

Kalibraciou modelu sme tiez odhadovali transformované parametre modelu. Prek-
vapivo sa ukazalo, 7e pri eur6pskych dlhopisoch z roku 2003 prislo k oscil4cii parame-
trov p a 0. V pripade slovenskych dlhopisov, ani predtym na simulovanych datach, sa
to nestalo. Preto je potrebné sa dalej venovat tomuto problému. Hodnoty odhadované
parametra ¢ ndm vicsinou vysli zaporné. Takéto odhady je potrebné vyhlasit za nepri-
pustné, nakol'ko zo zéorpnej hodnoty parametra o vyplyva zaporna hodnota parame-
tra k. A takyto model nedéva zmysel. Z tohto dovodu je potrebné nasu metodu dalej
rozvyjat a zabezpecit nezapornost konecnej hodnoty odhadovaného parametra o.

Porovnévali sme aj odhadnuté a skuto¢né vynosové krivky. Z dovodu zéapornosti
parametra o nebolo zial mozné skumat vacsinu dat. Pre slovenské dlhopisy z roku 2006
nam ale parameter o vySiel kladny, tak sme sa venovali asponi vynosovym krivkam z
tohto kvartalu. Prisli sme k zéaveru, ze pokial je odhad parametrov pripustny, tak
aj odhadované vynosové krivky pomerne dobre popisuji redlne vynosové krivky.
Samozrejme, nakolko sme pracovali s VaSickovym modelom, priebehy, ktoré sme
mohli odhadovanymi krivkami dosiahnut nedokazu vécsinou zachytit tplne presne
tvar redlnej vynosovej krivky.
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