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Abstrakt

ENGLMANOVA, Miroslava: Kvantové financie. Diplomova praca. Univerzita
Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra
aplikovanej matematiky a $tatistiky. Skolitel: Doc. RNDr. Julius Vanko PhD.
Bratislava. 2010. 38 s.

Ekonofyzika je novym pristupom k ekonomii a financiam. Je zalozena
predovSetkym na pozorovani a porovnavani podobnych ukazov. Poskytuje novy
nahfad na problematiku, nové postupy a algoritmy.

Diplomova praca sa zaobera pristupom ekonofyziky k financiam. Predklada
uvod do Sirokej aplikacie Statistickej fyziky a termodynamiky na financie.
Nasledne je blizSie spracovana aplikacia kvantovej tedrie pola na forwardové
urokové miery. Kvantova tedria pola skuma pohyb a interakcie castic.
Dlhodobé urokové miery predstavuju systém Castic, ktory podstupuje kvantovu
evoluciu.

Platnost' pristupu je testovana na realnych datach pomocou korelacie, ktora

zodpoveda aktualnemu vyvoju realnych dat.

Krucové slova:
Ekonofyzika. Kvantové financie. Kvantova mechanika. Kvantova teéria pola.

Forwardové urokové miery.



Abstract

ENGLMANOVA, Miroslava: Quantum Finance. Master Thesis. Comenius
University. Faculty of mathematics, physics and informatics; Department of
Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: Doc. RNDr. Julius Vanko PhD.
Bratislava. 2010. 38 p.

Econophysics is new approach to economy and finance. Econophysics is based
mainly on observation and comparison of similar phenomenon. It provides new
insight and gives new methods and algorithms.

The topic of this master’s thesis is the econophysics approach to finance.
It starts with an introduction to a wide application of statistical physics and
thermodynamics on finance. Then it deals more closely with the application
of quantum field theory on forward rate. Quantum field theory explores
movement and interactions of particles. In econophysics long-term interests
rates represent a system of particles that undergoes quantum evolution.

The validity of the approach is tested with real data by correlation, which

corresponds to actual development of the observed data.

Key words:
Econophysics. Quantum finance. Quantum mechanism. Quantum field theory.

Forward rates.
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Uvod

V poslednych dvoch desatroCiach sa formuje nova disciplina vo fyzike,
nazyvana Ekonofyzika. Ako uz z nazvu plynie, ekonofyzika je prelinanie sa
fyziky a ekonomie. PresnejSie povedané, je to aplikacia fyzikalnych postupov
a tedrie na ekonomicku a finanénu problematiku.

AvSak prelinanie fyziky a ekondémie bolo zname uz davno predtym. Ako
najznamejSie priklady su Ledén Walras a jeho tedria rovnovahy alebo Vilfredo
Pareto a jeho zakon opisujuci distribuciu prijmu a bohatstva obyvatel'stva.

Jednym z doévodov vzniku ekonofyziky je velké mnozstvo dat, ktoré financné
trhy, ale aj iné ekonomické sféry produkuju. Fyzici prisli s napadom vyuzit' tieto
data na testovanie ich pozorovani a hypotéz. V ekondmii hfadaju podobnosti
k javom vyskytujucim sa vo fyzike, aplikuju znamu fyzikalnu tedriu a nasledne
testuju svoje predpoklady na realnych datach.

Ekonofyzika ponuka novy nahlad na problematiku, nové postupy a algoritmy.

Cielom tejto prace je predstavit ekonofyziku predovsSetkym z finanéného
pohladu a nasledne ukazat’ a overit’ jednu z jej aplikacii. Danou aplikaciou je
téma forwardovych urokovych mier z pohlfadu kvantovej tedrie pola. Aplikacia
sa snazi modelovat dlhodobu urokovu mieru ako silne korelovany systém,
ktory prechadza kvantovou evoluciou.

Prva kapitola je venovana ekonofyzike, jej historii, ddvodom vzniku, ako aj
vybranym aplikaciam fyziky na finanénu problematiku. Na zaver kapitoly je
uvedena aj kritika ekonofyziky.

V druhej kapitole su zhrnuta finanéna tedria, potrebna v nasledujucich
kapitolach.

Tretia kapitola sa zaobera kvantovou tedriou a jej aplikaciou na forwardové
urokové miery. Uvedeny je aj model, resp. ramec, z ktorého aplikacia
vychadza. Tymto ramcom je HIM ramec.

Posledna kapitola sa zaobera skumanim realnych dat. Pomocou korelacie



realnych dat testuje platnost modelu forwardovych urokovych mier. Uvedené su

dva modely korelacie.
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1 Ekonofyzika

V tejto kapitole je uvedeny prehlad toho, ¢omu sa hovori Ekonofyzika.
V prvej Casti je histéria ekonofyziky, vznik ekonofyziky a prelinanie sa fyziky
a ekondmie. Dalej je kratky prehlad dévodov vzniku ekonofyziky, hlavné oblasti

ekondmie, o ktoré sa fyzici zaujimaju a nie€o z kritiky.

1.1 Histéria ekonofyziky

Vznik slova ,ekonofyzika“ sa pripisuje fyzikom H. E. Stanley a R. N.
Mantegna. Novy termin bol prvy krat verejne pouzity na konferencii Statisticke;
fyziky v Kalkate aj jej naslednych publikaciach v roku 1995. VysSie uvedeni
fyzici definuju ekonofyziku ako ,neologizmus oznacujuci aktivity fyzikov,
ktori pracuju na ekonomickych problémoch testovanim réznych novych
pristupov odvodenych z fyzikalnych vied® [1]. Ciefom nového pristupu je pokusit
sa lepSie popisat a predpovedat rézne ekonomické a financné problémy.

Aj ked ekonofyzika vznikla az v 90-tych rokoch 20. storocia, prelinanie sa
ekondmie a fyziky bolo zname uz dlho predtym. Daju sa spomenut napriklad
Ledn Walras, Vilfredo Pareto, ktori sa zasluzili o to, ze sa ekondmia stala vedou
z kategorie ,hard sciences®, t.j. podfa vzoru z fyziky boli do ekonomickej tedrie
zavedené matematické vztahy.

Walras bol zakladatefom vSeobecnej ekonomickej tedrie ekvilibria na zaklade
konceptu statickej rovnovahy. Jeho kniha Elements of pure economic bola prva
matematicka analyza ekonomického ekvilibria.

Pareto Studoval distribuéné pravidla, mocninové pravdepodobnostné
rozdelenia, zaviedol paretovsku optimalitu a paretovsku distribuciu [2]. Paretov
zakon popisuje distribuciu prijmu a bohatstva v populacii. Ale aj ini fyzici sa
zaoberali ekonomickou problematikou viac ako storoCie pred vznikom

ekonofyziky, daju sa spomenut’ S. Newcomb, H. Hotelling, M. Allais [3] [4].
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V 80-tych rokoch 20. storoCia sa zvySila aktivita vplyvom réznych Statisticko-
fyzikalnych zoskupeni. Ekonémia sa stala subdisciplinou fyziky. Ekonofyzické
publikacie vychadzaju predovSetkym vo &asopisoch zameranych na fyziku
a Statistickid mechaniku ako su Physica A, The European Physical Journal B
alebo International Journal of Modern Physics C.

Za jednu z prvych oficialnych publikacii ekonofyziky sa povazuje ,Levy walks
and enhanced diffusion in Milan Stock-Exchange® od R. Mantegnu, ktora vysla
v Casopise Physica A v roku 1991.

Vyformovalo sa viacero skupin, ktoré podporovali ekonofyzické hnutie. Daju
sa spomenut’

« Mantegna, Stanley a kol. v Bostone

« Sornette a kol. v Nice

« Farmer a kol. v Santa Fe Institute

« Marsili, Zhang a kol. — Fribourgska Univerzita vo Svajéiarsku

* Solomon a kol. na Jeruzalemskej Univerzite

« Olson group v Zurichu

1.2 Prec€o vznikla ekonofyzika

Jednym z dovodov prelinania sa ekondémie a fyziky je velky objem dat,
o ktoré nie je zaujem. Na finanCnych trhoch su denne zaznamenavané
obrovské objemy dat, ktoré su lahko pristupné, no v ekonomickej sfére nie
zaujimaveé, resp. nie dostatoCne vyuZzité. Fyzika zdorazfuje ulohu pozorovania.
Vacsina Nobelovych cien bola vo fyzike za experimentalne vyskumy, Ziadna
z Nobelovych cien vo fyzike nebola za tedriu, ktora by nemohla byt alebo
nebola podloZzena experimentalnym podkladom. Zatial€o v ekondmii Nobelové
ceny ziskali aj prace, ktoré boli Cisto teoretické, bez akéhokolvek Statistického
testu. [4]

Dalsim motivom ekonofyziky je komparativna analyza. To znamen4, snahu
vyhladavat ukazy, ktoré su porovnatelné s uz znamymi ukazmi vo fyzike

a aplikovat na ne znamu fyzikalnu teériu. Zoskupovanim a porovnavanim
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podobnych javov je nasledne mozné urcit, ktoré faktory su v danom ukaze

vyznamné, a ktoré su zanedbatelné. [4]

1.3 Hlavné oblasti a ciele ekonofyziky

Zakladnymi nastrojmi ekonofyziky su predovsetkym pravdepodobnostné

a Statistické modely odvodené v Statistickej fyzike. Medzi najpouzivanejSie

modely patria modely zo Statistickej mechaniky, kvantovej mechaniky, modely

chaosu, modely dynamiky kvapalin a rdzne iné.

Ekonofyzici sa zaujimaju o vSetky oblasti ekondmie a financii. No najviac

publikované a skumané su predovsSetkym nasledujuce Styri odvetvia:

Financné trhy

o kvantitativne financie, rézne modely cenovych fluktuacii
na finan¢nych trhoch ([5] [6] [7])

Rozdelenie prijmu a bohatstva v r6znych spolo¢nostiach

o S§tudie pravdepodobnostného rozdelenia prijmu a bohatstva
obyvatelstva ([8] [9][10])

Priemyselna ekondémia

o miera ekonomického rastu, ekonomické Soky, rozdelenie velkosti
firem a pod. ([11][12])

Sietova analyza

o $&tudia siete obchodu ([13] [14])

1.4 Aplikacie Statistickej fyziky a termodynamiky do financii

Rozsah aplikacie Statistickej fyziky a termodynamiky je pomerne velky.

Uvadzame len niektoré priklady aplikacii.

Entropia

Entropia je miera usporiadania systému. Je dblezitou ¢astou druhého zakona
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termodynamiky. Na financné trhy mdze byt aplikovana ako miera ovplyvnenia.
Prechodna entropia vyjadruje mieru ovplyvnenia jedného trhu inym, pripadne

jedného akcéného indexu inym. Prechodna entropia je explicitne nesymetricka,

teda mbéze nam dat informaciu, ktorym smerom dané objekty, na seba

vzajomne pdsobia. [15] [16]

Kalibraéna symetria (Gauge theory)

VSeobecna teodria relativity je zalozena na predpoklade, ze vyber umiestnenia
nie je podstatny pre urCenie zakona pohybu telies. Teorie silnych a slabych
a elektromagnetickych interakcii su skimané na zakladne symetrie vyberu
fyzikalne ekvivalentnych objektov. Takéto symetrie sa nazyvaju kalibracné
symetrie.

Tedria financnych trhov méze byt tiez opisana pomocou takejto symetrie ako
kalibracna teodria arbitraze, kedze ulohu sily pdsobiacej na poli v tejto teorii si

mozeme predstavit’ ako prebytocné vynosy arbitraznych operacii. [17]

Pilot wave theory

Pilot wave theory je jednou z mnohych interpretacii kvantovej mechaniky.
Pozicia a hybnost Castice su neznamymi premennymi. Tieto premenné su
definované v kazdom Case, no pre pozorovatela su suC¢asne nemeratelné. Teda
su tam nejasné stavy Castice, ktoré zodpovedaju Heisenbergovmu principu
neurcitosti. Subor €astic ma priradenu vinovu funkciu, ktora sa vyvija podla
Schrodingerovej rovnice. Vinova funkcia urCuje pravdepodobnost najdenia
Castice v danej oblasti.

Informacie o finanénom trhu su v tomto pristupe popisané ako informacné
pole. Toto pole vyvija deterministicky sa perturbujucu dynamiku cien akcii
a opcii. Dynamika je dana Schrddingerovu rovnicou na priestore cien akcii. [18]
[19] [20]
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Korelacia

Mnozstvo aplikacii sa zaobera korelaChou analyzou dat, pocitanim

korelacnych matic a aplikaciou tedrie nahodnych matic. [1] [21]

Kvantova mechanika

Kvantova mechanika vo vSeobecnosti popisuje spravanie sa Castice v Case
a priestore. Sleduje pohyb Castice a snazi sa popisat jej nahodny vyvo;j.

Vo financiach si mézeme ako Casticu predstavit’ napriklad vyvoj ceny akcie.
Cena moéze vzrast alebo klesnut. Jej vyvoj je nahodny a je ho mozné popisat
kvantovou tedriou Castice v jednorozmernom priestore a Case. S tymto
pristupom sa mdézeme stretnut napriklad v literature [22].

RozSirenim kvantovej mechaniky je kvantova teoria pofa. Kvantova tedria sa
zaobera spravanim systému Castic, ktoré podstupuju kvantovy vyvoj
na nejakom kvantovom poli. Narozdiel od kvantovej mechaniky skuma kvantova
tedria pola okrem polohy a hybnosti daného systému aj vzajomné interakcie
medzi ¢asticami.

Vo financiach moézZe byt systémom, postupujucim kvantovu evoluciu,

napriklad vynosova krivka. [22]

1.5 Pre a proti ekonofyzike

Ozyvaju sa hlasy, ktoré vidia v ekonofyzike novlu nadej na najdenie
vysvetlenia a rieSenia sucasnej ekonomickej krizy, najdenie novych pristupov,
ktoré budu schopné lepSej predikcie a vrhnu viac svetla na problémy,
na ktoré je suasna ekonomicka a finan¢na teoria nepostacujuca.

ESte extrémnejSie su odporucania, Zze z ekonofyziky by sa malo prejst
az na ekonoscience, v ktorej budu uplatnené postupy nie len z fyziky, ale aj
z inych oblasti vedy. Teda, len uspesSny vyvoj z ekonofyziky na ekonovedu,
doloZeny stabilnymi ohraniCeniami zaloZzenymi na dobkladnej analyze

empirickych dat, dava ekondmii Sancu stat’ sa prediktivhou tedriou s vysokou
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déveryhodnostou [23].

Na druhej strane niektori su ekonomici, ktori nesuhlasia s ekonofyzikou. Vela
ekonémov z hlavného pradu nebola zaujata myslienkou ekonofyziky [24]. Dalsi
ekonoémovia, jej vyc€itaju najma:

* Nedostatok pochopenia prac, ktoré boli vypracované ekonédmami

* NedostatoCne rigordézne a robustné Statistické metodoldgie

« Vieru, zZe univerzalne empirické pravidla sa nachadzaju vo viacerych

oblastiach ekonomickej aktivity
» Teoretické modely, ktoré sa pouzivaju na vysvetlenie empirickych ukazov

PodrobnejSou kritikou sa zaobera [25].
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2 Uvod do kvantitativnych financii

V tejto kapitole zhrnieme zakladné poznatky z financii a financnej

matematiky. Vychadzat budeme predovsetkym z literatury [26] [27] [28].
2.1 Finanény trh

Financny trh je institucia, ktora sprostredkuje finanéné obchody, ako je nakup
a predaj finan¢nych aktiv, ich derivatov, valut a rédznych komodit. Zoskupuje
predajcov a kupujucich na jednom mieste. Finanény trh umoZznuje
predovsetkym:

« zvySovanie kapitalu — kapitalovy trh

* premiesthovat, resp. znizovat riziko — trh finanénych derivatov

* medzinarodny obchod — menovy trh

Financny trh sa deli na kapitalovy trh, trh komodit, penazny trh, trh
finanénych derivatov a trh zahrani¢nej meny.

Na kapitalovom trhu sa obchoduje predovSetkym s akciami a dlhopismi.
Ako uZ bolo spomenuté, sluzi na zvySenie kapitalu. Patria sem obchody,
v ktorych sa peniaze poskytuju na ¢asové obdobie viac ako rok.

Pennazny trh sluzi na kratkodobé poziCiavanie penazi. Pozostava
z finan&nych institucii, ktoré si medzi sebou poskytuju pozicky splatné vacsinou
do jedného roka s urokovou mierou vyhlasovanou prislusnou centralnou
bankou. Na Slovensku a v krajindch Eurépskej Menovej Unie sa tato Grokova
miera nazyva EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate), vo Velkej Britanii je to
LIBOR, a podobne je to aj v inych krajinach.

Na trhu finanénych derivatov sa obchoduje s derivatmi aktiv. PriCom aktiva
su predovsetkym akcie a dlhopisy, derivaty su opcie, futurity a swapy. Derivaty

sluzia na znizenie (rozlozenie) rizika portfélia tvoreného predovsetkym akciami
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a dihopismi.
Trh zahraniCnej meny, ako uz z nazvu trhu vyplyva, sluzi na obchodovanie

s valutami.
2.2 Riziko a vynos

Kazdy investor na finanCnom trhu zvaZuje, ¢ sa mu investicia oplati.
To znamend, Ze porovnava potencialny vynos, ktory méze ziskat, s rizikom,
s ktorym moéze dany zisk dosiahnut. Kazdy sa shazi minimalizovat riziko
a maximalizovat' vynos.

Vynos investicie je definovany nasledovne:
_ Vl - Vo

R ,
Vo

(2.1)

kde ¥V, je hodnota investicie na zaciatku a ¥, je hodnota investicie na konci
Casovej periody. Problémom vo vySSie uvedenej rovnici (2.1) je, Ze potencialny
vynos potrebujeme pocitat eSte pred investiciou, ked hodnotu investicie
na konci periédy V7, nepozname. Hodnota investicie na konci periody V', je
nahodna. Z tohto dévodu pocitame oCakavany vynos, ktory je pre diskrétne

moznosti koncovej hodnoty definovany:
R=) p(s)R(s)=E[R],

kde s index vSetkych moznych pripadov koncovej hodnoty V., R(s) je vynos
prislichajuci jednotlivym pripadom hodnoty investicie na konci periédy V,
a p(s) je pravdepodobnost, s akou jednotlivé pripady nastavaju.

Risk investicie je skryty v pravdepodobnosti, s akou sa mbze skutocny vynos

odchyfovat od o€akavaného vynosu. To znamena:
skutocny vynos = oCakavany vynos * Standardna odchylka

Standardnut odchylku o vypo&itame ako druhd odmocninu z variancie, ktora je

dana nasledovne:

0*=3 p(s)[R(s)=Rf =E[(R-RY’]
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Cim vadsie riziko v sebe skryva investicia, tym vy$$ia je $tandardna odchylka
a naopak.

Ulozenie penazi na fixny depozit do banky je tiez spdsob investicie. Tento
spdsob investicie je bezrizikovy. Miera vynosu bezrizikovej investicie je
nazyvana okamzita urokova miera, oznacujeme ju r(z).

Zakladny princip financii je princip bezarbitraze. Princip bezarbitraze je:
Ziadna bezrizikova investicia neméze dosiahnut vy$s$i vynos ako je bezrizikova
urokova miera. To znamena, Ze ak chce investor vysSi vynos, musi podstupit

vySSie riziko.
2.3 Forwardova urokova miera

Forwardové uUrokové miery su uUrokové miery medzi dvomi Casovymi
obdobiami v buducnosti za podmienok dohodnutych dnes. Oznacujeme ich
At, x), kde ¢t oznaCuje Cas, kedy nastala dohoda na urok platny v Case x
na kratku dobu, ¢ < x. Pre forwardovu urokovu mieru 1 (¢, ¢) plati, Ze je rovna
okamzitej urokovej miere r(¢), teda:

[t t)=r(1)

Dlhopisy su finanéné instrumenty, ktoré emituje vlada a firmy, aby ziskali
financny kapital. Dlhopisy predstavuju pre emitenta zavazok voci drzitelovi,
Ze zaplati vopred dohodnuty, pevny penazny tok.

Dlhopisy delime na kuponové a bezkuponové. Pri bezkuponovych dihopisoch
sa emitent zavazuje zaplatit v ase maturity dlhopisu vopred dohodnuty obnos
penazi (istinu). Pri kupénovych dlhopisoch musi emitent zaplatit okrem istiny,
platenej v Case maturity, aj kupdény, platené vo vopred dohodnutych €asoch.
Kuponové dlhopisy si mdzeme predstavit aj ako portfolio bezkupdnovych
dlhopisov, t.j. kazda platba (kupony aj istina) v kupénovom dlhopise predstavuje
bezkuponovy dlhopis, ktorého maturita a istina je zhodna s ¢asom a vyskou
platby.

Cena bezkuponoveého dlhopisu je dana:

P(t,T)=¢ b /0T (2.2)
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Z toho nasledne vyplyva:

f(t,T)=—%lnP(t,T) (2.3)

Rovnica (2.3) predstavuje definiciu forwardovej urokovej miery. NavySe, z toho
vyplyva, ze ak pozname cenu dlhopisu P(¢,7), potom pozname aj

forwardova urokova mieru f(¢,7) a naopak.

2.4 Martingaly a rizikovo neutralna miera

Na efektivnhom trhu nedochadza k arbitraznym prilezitostiam. Za arbitraz sa
povazuje moznost obchodu, v ktorom investor ziska bez rizika vy$si zisk ako je
garantovany bezrizikovy zisk. Za bezrizikovy nastroj sa povazuje napriklad
penazny depozit, pripadne Statne dlhopisy velkych a stabilnych krajin
(Nemecko, USA).

Na zabezpecenie ceny finanéného nastroja, ktora neposkytuje arbitraznu
prilezitost, je nevyhnutné, aby sa jeho diskontovana hodnota vyvijala
martingalovym procesom [29]. Martingalovy proces je definovany ako:

El X, |x,,x,,....x,]=x, (2.4)

Lava strana rovnice oznacuje strednu o€akavanu hodnotu nahodnej premennej

X,.1 za podmienky nadobudnutych hodnét x,,x,,..,x, pre nahodné

premenné X,,X,,..,X,. Vo financiach v ¢ase ¢ vyjadruji nahodné premenné
buduce ceny financného nastroja.

V pripade dlhopisov, pre ktoré plati rovnica (2.2):

P, T)=e(_f' [, T)ar)

sa proces martingalov da vyjadrit:

Jor(e)de

P(t),T)=E, ,le P(t,,T)P(t,,T)] (2.5)

Teda, ak existuje miera, pri ktorej vyvoj diskontovaného finanéného nastroja
spifia podmienku existencie martingalu, potom ceny derivatov tohto nastroja
nepodliehaju arbitraznym prilezitostiam. A naopak, ak cena diskontovaného
finanéného nastroja je bezarbirazna, potom existuje martingalova miera.

Existencia martingalovej miery je nazyvana aj zakladna veta financii.
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3 Kvantova teéria forwardovej urokovej miery

Na uvod kapitoly si povieme, preCo sa shazime aplikovat kvantovu teoériu
na forwardové urokové miery. Potom si uvedieme ramec, ktorym sa
vo vSeobecnosti modeluju forwardové urokové miery. Nasledne zadefinujeme
vSeobecnu kvantovu tedriu pofa, z ktorej budeme vychadzat pri popisovani
kvantovej teorie forwardovych urokovych mier.

Vychadzat budeme predovSetkym z literatury [22], najma 7. a 10. kapitoly
a literatury [30].

3.1 Kvantova teéria a forwardové urokové miery

Kvantova mechanika popisuje ako Castica prechadza kvantovym vyvojom.
Kvantova tedria pola je rozSirenim kvantovej mechaniky. Popisuje, ako nejaky
systém Castic podstupuje kvantovy vyvoj. Tento systém si mézeme predstavit
ako nejaky retazec bodov, resp. Castic. Ak uvazujeme jednorozmerny retazec,
mdZeme ho popisat pomocou vzdialenosti ¢(z,x) od rovnovahy v Gase ¢

a priestore x. Priklad takéhoto retazca je uvedeny na obrazku 3.1.

P(r.x) &

X

[N ~_/.
——

Obrazok 3.1: Priklad jednorozmerného retazca v okamihu t,

21



Stupen volnosti urCuje, kolko Castic kmita, resp. prechadza kvantovou
evoluciou. V kvantovej mechanike méze byt stupen volnosti 1, zatialCo
v kvantovej teorii pofa ich méze byt az nekonecno.

Podobnost forwardovych urokovych mier a kvantovej teérie pola spociva
v tom, Ze vynosova krivka tiez predstavuje retazec bodov. Vid obrazok 3.2.
Pricom jednotlivé body tejto krivky sa vyvijaju samostatne. (Obrazok 3.3)
Na presny popis vynosovej krivky sa vyzaduje nekoneCne vela stupriov
volnosti.

L L L L L
u] 5 10 15 20 25 30
theta/roky

Obrazok 3.2: Vynosova krivka

Vynos v %

O =~ N W A~ 01O N

5 13 21 29 37 45 53 61 69 77 85 93 101
1 9 17 25 33 41 49 57 65 73 81 89 97

Cast

Obrazok 3.3: Vyvoj jednotlivych mier v ¢ase t

Kvantova tedria pola modeluje forwardové urokové miery ako silne
korelovany systém s nezavislymi fluktuaciami pre vSetky maturity.
Vyhoda pristupu z pohfadu kvantovej teorie je, ze poskytuje iny nahfad

na finanény proces a ponuka mnozstvo vypoctovych algoritmov.
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3.2 Heat — Jarrow — Morton ramec

V tejto Casti si uvedieme HJM ramec, na ktory sa neskdér budeme odvolavat.
HJM ramec by sme nemali nazyvat modelom, pretoZe je treba eSte dodefinovat
volatilitu, ktora méze byt takmer lubovolna.

Jednofaktorovy ramec je dany ako vSeobecna stochasticka diferencialna
rovnica forwardovej urokovej miery, t.j.:

Lfa(tt’x):o((t,x)#-a(t,x)W(t), (3.1)

kde «(z,x) je drift krivky forwardovej Urokovej miery a o(¢,x) je volatilita
forwardovej urokovej miery.
K — faktorovy ramec je nasledne dany pomocou K nezavislych bielych Sumov

W (t):

1

%m(nm;oi(mwi(m, 52

kde «(z,x) je opat drift krivky forwardovej urokovej miery a o,(f,x) su
volatility procesov forwardovej trokovej miery pre kazdé W,(t).

Ako uz bolo vySSie spomenuté, toto je len ramec, pretoze nepozname
volatilitu o,(z,x), ktord treba urgit. Drift «(¢,x) nasledne vyplynie
z podmienky martingalov, resp. podmienky bezarbitraze.

Nasledne integrovanim predchadzajucej rovnice dostavame:

f(t,x)=f(t0,x)+j a(t',x)dt'+jiai(t’,x)Wi(t dt' (3.3)

ty

3.3 Kvantova teoria pola

Tedria kvantového pola je prirodzenym rozSirenim tedrie kvantovej
mechaniky. Preto sa budeme najskér venovat’ kvantovej mechanike, a nasledne
rozSirime tuto tedriu na tedriu kvantového pola.

V kvantovej mechanike sa stav Castice vyvija nahodne, ¢o by sa dalo

prirovnat k nahodnému vyvoju okamzitej urokovej miery.
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Poloha kvantovej Castice v kazdom cCase ¢, ktoru oznaCujeme x,, urCuje
stupen volnosti. Povolené hodnoty pozicie x, su cela readlna os. Z toho
vyplyva, Zze sme v jednorozmernom priestore a teda Castica, ktorej dana poloha
prislucha, ma stupen volnosti 1. Distribucia pravdepodobnosti pozicie kvantovej
Castice na pozicii x vdanom Case ¢ je dana:

|V (¢, x)=¥*(t,x)¥(¢,x) (3.4)

Funkcia ¥ sa nazyva stavovy vektor (vinova funkcia) kvantového systému,

ktory je elementom stavového priestoru — linearneho vektorového priestoru.

¥*(t,x) je komplexne zdruzené k ¥ (¢,x). V pripade, Ze sa Castica

pohybuje po realnej osi, potom sa vektorovy priestor sklada zo vSetkych
moznych funkcii ¥ (x) pre x€R, ateda plati:
fR|‘I’(x)|2dx=1

Diracova notacia vektorov je nasledovna:

- bra <p| predstavuje riadkovy vektor

« ket |¢> predstavuje stipcovy vektor

« skalarny sucin je nasledovne definovany ako braket a plati:

<plg>=<q|p>*

V kvantovej mechanike su meratefné veliCiny ako energia, pozicia atd.
reprezentované ako Hermitovské operatory zobrazujuce linearny vektorovy
priestor na seba.

Ako uz bolo vysSie spomenuté, kvantova tedria pola popisuje ako nejaky
systém podstupuje kvantovy vyvoj. Systém si mézeme predstavit ako retazec
bodov, ktorého vzdialenost od rovnovahy v Case ¢ a pozicii x je oznaCena ako

$(t,x).

Zaklad kvantovej tedrie tvori Gginok systému. Uginok je atribitom dynamiky
fyzikalneho systému. Vo vSeobecnosti je definovany ako integral Lagranzianu
cez Casovu premennu, v pripade kvantovej tedrie sa integruje aj cez priestorovu
premennu, t.j.:

S[qb]:jfL[d)]dxdt. (3.5)

hox,
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Lagranzian L dynamického systému je funkcia, ktora zahffia dynamiku daného
systému. Lagranzian L je definovany ako rozdiel kinetickej a potencialnegj
energie systému.
Nech je dynamika pofa definovana pomocou Hamiltonianu sustavy, znaCime
H. Kvantova teoria polfa definuje pravdepodobnostni amplitudu (funkciu

rozdelenia) pola ¢(¢,x) pomocou Feynmanovho krivkového integralu:

ZE<¢2|e_tH|¢1> (3.6)

=11 I0 fe“dax (3.7)

1<1<t, —o0<x<+oo ~®
s okrajovymi podmienkami: ¢, =¢(t,,x) a ¢,=¢(t,,x).

Hamiltonian H je v kvantove] mechanike operatorom, ktory zodpoveda
totalnej energii systému. Teda je suCtom potencialnej a kinetickej energie
systému. Hamiltonian generuje ¢asovy vyvoj kvantovych stavov.

Z matematického hladiska neexistuje interpretacia vyrazu (3.7). Dochadza
v nom k diskretizacii a teda k ,mriezkovaniu“ ¢asopriestoru, ¢o spdsobi zmenu
nekonecno-dimenzionalneho integralu na sucin konecno-dimenzionalnych
integralov.

Podfa [31] koneCna spojita limita nelinearnej kvantovej tedrie pola
definovanej na kone¢nom a diskrétnom Casopriestore je vo vSeobecnosti
mozna, len ak ucinok S definuje tedriu, ktora je renormalizovatelna. Procedura
renormalizacie vSak nema presnu matematicku definiciu a vo vSeobecnosti cely
formalizmus kvantovej tedrie pola zavisi od rozsahu konvencii a rigoroznej
matematiky.

Ak ucinok S je kvadratickou funkciou kvantového pofa ¢, potom sa
nemusime obavat problému s renormalizaciou a teda existuje spojita limita
kvantovej tedrie pola. Tato tedria sa nazyva aj volna (Gaussovska) kvantova

tedria pola.
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3.4 Uginok linearnej forwardovej urokovej miery

Forwardové urokové miery su povazované za bozonové kvantové pole,
tj. f(z,x) je povazovana za nezavisli nahodnd premennu pre kazdy Gas ¢
aj maturitu x. Pre jednoduchost notacie su ¢ aj x spojité. Treba pripomenut,
Ze narozdiel od kvantového pola nie je premenna x premennou priestoru,
ale buduceho Casu, resp. maturity.

V kazdom okamihu ¢ existuje trhova forwardova urokova miera pre maturitu
(dobu trvania) T .. Cas v budlcnosti T je vagsinou vacsi ako 30 rokov.
V kazdom okamihu ¢ forwardova Grokova miera f(¢,x) existuje pre vSetky
maturity x, pre ktoré plati t<x<t+T,,. Forwardova Urokova miera f(¢,x)
ako funkcia od maturity x sa nazyva krivka forwardovej urokovej miery.

Predpokladajme vyvoj forwardovej urokovej miery od nejakého pociatocného
C¢asu T, po ¢€as v budlcnosti T,. Pretoze forwardové drokové miery

f(¢,x) su dané pre maturity v budicnosti, vzdy plati: x >z Z toho vyplyva,
Ze kvantové pole f(¢,x) je definované na oblasti rovnobeznika P, ktory je
v smere maturity x ohrani¢eny rovnobezkami x =¢t a x =T ,+t¢ avsmere
¢asu ¢ horizontalnymi Ciarami ¢t =7, a t=T1,. Vid obrazok 3.4.

Kazdy bod oblasti P predstavuje nezavislu integrovatefnu premennu.
Pre potreby modelovania forwardovej urokovej miery sa potrebujeme
oboznamit s dvoj-dimenzionalnym kvantovym pofom na konecCnej
(Euklidovskej) oblasti.

A

Y i >
T+T Tf+TF X

i FR R

Obrazok 3.4: Oblast forwardovej urokovej miery P
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Model linearneho ucCinku forwardovej urokovej miery je ekvivalentne

s rovnicou (3.5) dany:

T, 14T

=[ [ Llflaxds, (3.8)

kde L|f| je Lagranzian definovany ako:

L[f] = Lkinetic[f] + Lrigidity[f]
%—a(t,x) 2 %—a(r,x} 2
=—z “<t—>] Jﬂ%[i(T)} } (3.9)

kde «(z,x) a o(t,x) su drift a volatiita z HJM rdmca uvedeného

—

v kapitole 3.2. Drift «(¢,x) je determinovany podmienkou martingalove;
evoltcie forwardovych urokovych mier. Volatilita o(¢z,x) a parameter u su
volné. Parameter p kontroluje fluktuacie forwardovych urokovych mier.
Narozdiel od HIM ramca, v kvantovej teorii moze byt volatilita odvodena z trhu.

Na kompletizaciu definicie modelu potrebujeme este dodefinovat podmienky
vSetkych Styroch hranic oblasti P, ktora je zobrazena na obrazku 3.4. Okrajové
podmienky su nasledujuce:

* podmienky v smere €asu ¢ — Dirichletove podmienky:

o pociatocna:

t=T,; T,<x<T+Tp : f(T,x) (3.10)
o koncova:
t=T,; T, <x<T 4T, : f(T, x) (3.11)
* podmienky v smere maturity x — Neumanove podmienky:
To<t<T, &[S =0 x=t v x=t+T, (3.12)

Z rovnic (3.8) a (3.9) spolu s hranicnymi podmienkami dostavame

nasledujucu rovnicu pre ucinok:

B [wy C= ) @19

Kvantova tedria pola forwardovych urokovych mier je definovana funkciou

rozdelenia Z. Funkciu rozdelenia Z ziskame integraciou cez vSetky moznosti

f(t,x), ¢&im dostdvame Feynmanov krivkovy integral:
z=[eVDf (3.14)
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3.5 Rychlostné kvantové pole forwardovej urokovej miery

(3.15)

V tejto Casti sa zameriame na zmenu premennych z kvantového pola

f(¢t,x) na iné kvantové pole A4(¢,x). Funkcia A4(z,x) predstavuje

rychlostné kvantové pole.

Nech A(¢,x) je dvoj-dimenzionalne kvantové pole. Model HJM vyjadruje

pole A(¢,x) vovztahus f(¢,x) nasledovne:

afr _
Y (t,x) =«(t,x)+o(t,x)A(t, x)

f(t,x)=f(t,,x) +ft a(t’,x)dt’+jcr(t',x)A(t’,x) dt'

ty

Jakobian tejto transformacie je konstanta, preto:

[ Df — [ D4
Uginok v zmysle pola A4(¢,x) je nasledne dany:
14T 2
_ 17 ) 1[04(t.x)
S[4] = 2{ j y (t,x)—l—“z = ) dx dt
=J L[4]
P
s hraniénymi podmienkami:
0A(t,x)| _ 0= 0A(t, x)
ax x=t ax x=t+T 1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

28



3.6 Propagator forwardovej urokovej miery

Kvantové polia f(¢f,x) a A(t,x) sa nedaju priamo  pozorovat.
Su nahodné a nemaju Ziadnu pevnu hodnotu. Pozorovatefné a meratelné su
ich priemerné hodnoty, ktoré su fluktuaciami kvantového pofa. Meratelné
veli€iny su korelacéné funkcie, ktoré vysvetluju vplyv fluktuacie v jednom bode
na fluktuaciu v inom bode.

Korelacia medzi dvoma bodmi pofa 4(¢,x) je dana:

<(A(t,x)A(t",x"))> =E[A(t,x)A(t",x")]
=%fA(t,x)A(t’,x’)eS[A]DA
=65(t—t")D(x,x";t,T ) (3.21)
Funkcia D(x,x';t,T,,) sa nazyva propagator. Propagator je miera efektu
fluktuacie pola A4(¢,x) v bode (¢,x) na fluktuaciu A(¢',x’) v inom bode
(¢',x"). Je dany nasledovne:
cosh [T o—|x—x"||—coshu| T p—(x+x '—2t)]

D(x,x';t,T)=u Ssh T (3.22)

Formalne vyjadrenie propagatora je:

x>

D(x,x';t,TpR,'Il)=<x|1_1 5
Hox

Pre limitu 7 ;;— dostavame podfa [22]:
D(x,x';t)=1lim D(x,x";t,T ;)

T pp— 0

+e*u|«Y*x {

2

Interpretacia propagatora je: Ak pole A(¢,x) ma nejakd hodnotu v bode x,

_H[efu(x+x '—2t)

x,x'>t (3.23)

potom v okruhu x—u<x'<x+u ma tendenciu nadobudat rovnaku hodnotu,
zatialCo pre iné hodnoty x' nadobuda lubovolné hodnoty. Teda fluktuacie
v smere maturity x s korelované pocas ¢asu maturity p~', ktory predstavuje

korelacny €as forwardovych urokovych mier.
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3.7 Martingaly a rizikovo neutralna miera pre linearne

forvardové urokové miery

Rizikovo neutralny vyvoj forwardovych urokovych mier ziskame vyuzitim
martingalovej podmienky pre uginok S[4]. VSeobecna podmienka martingalu

pre dlhopisy je:

—j:r(t)dt
P(ty, T)=E, e  P(t,.T)] (3.24)

* 2

Tato podmienka ma v tedrii pola nasledujuce vyjadrenie:

Pl =L f e e 1) Dp (3.25)
ktoré sa podla [31] da upravit na:
P(t,, T)=Plt,, T)ela(”)l?_f o 1T sy (3.26)
z ¢oho po uprave dostavame:
e“““'”:izje‘““("x”““’)‘)e““]DA (3.27)
=e%;‘:dtj0(t,x)D(x,x’;t,TFR)O'(t,x’)dxdx’ (3.28)

Doména integrovania T urCuje rizikovo neutralnu mieru. Doména 7T sa nachadza
v doméne forwardovych urokovych mier P,

Vynechanim €asovej integracie dostavame:

T T
f(x(t,x)dx=%f o(t,x)D(x,x";t,T )0 (t,x")dxdx’ (3.29)
naslednym diferencovanim dostavame vztah pre drift:

X

«(t,x)=0(t,x) [ D(x,x";t,Tp)or(t,x")dx’ (3.30)

t
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3.8 Nelinearne forwardové urokové miery

V predchadzajucich kapitolach sme sa zaoberali forwardovymi urokovymi
mierami, ktoré boli dané ako Gaussovské nahodné pole s konecnou
pravdepodobnostou nadobudania zapornych hodnét. Pre vysoké hodnoty
forwardovych urokovych mier su zaporné fluktuacie zanedbatelné. Problém
nastava, ak sa forwardové urokové miery pohybuju blizko nuly. Vtedy sa
vyzaduje striktna pozitivita kvantového pola, teda f(¢,x)>0 pre vSetky ¢, x.
Forwardové urokové miery sa nasledne daju modelovat ako exponencialne
kvantové pole:

Ft,x)=fe"": —o<¢p(r,x)<+w

Lagranzian dany rovnicou (3.9) je interpretovany ako priblizny. PouZitelny je
len vtedy, ak vSetky forwardové urokové miery su blizko nejakej fixnej hodnoty

fo- Teda

0f(t,x) _ , sux0(t,x)
o Jee o1

~ a(l)(t,)(f) 2
~ 1,722 1 o(¢)

Preto sa robi nasledujuce zobrazenie:

o f(t,x)
ot

Nasledne sa rovnica (3.9) zovSeobecni ako:

L[f] = Lkinetic[f] + Lrigidity[f]

1| At a2 1| o [ £ x) | |2
__5“700,:0 ]+F[E ey (3.31)

Lagranzian je nelinearny, pretoze drift «(¢,x) je nelinearna funkcia, ktora je

o (t,x)
ot

= fo

podmienena podmienkou existencie martingalov.
Funkcia rozdelenia (pravdepodobnostna amplituda tedrie pofla) je dana

Feynmanovym integralom:

z=[e"D¢ (3.32)
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pricom:

8

dol(t,x) (3.33)

+
—00

Jpe=1I
(t,x)eP
s hraniénymi podmienkami:
» v smere Casu ¢t rovnakymi ako v podmienkach (3.10) a (3.11)
* v smere maturity x podobne ako v (3.12)

Lo et — o1, x)

al(t, x)

T,<t<Ty, a—( )=0: x=tV x=t+ T (3.34)
Na zaver tejto podkapitoly treba poznamenat, Ze v pripade nelinearnych
forwardovych urokovych mier sa drift neda odvodit ako v pripade linearnych
forwardovych mier. Na odvodenie nelinearneho driftu je potrebna
Hamiltonovska formulacia kvantovej tedrie.
Pre zaujemcov je dané odvodenie v literature [22], kapitola 10. A teda podla

[22] je drift nelinearnych forwardovych urokovych mier rovny:

X

2
02(;)6) D(x,x;0)+0(t,x) [ D(x,x";t)o(t,x") " dx' (3.35)
0 t

(¢, x)=—

3.9 Stochasticka volatilita

V tejto kapitole povieme nieco o volatilite. Volatilita méze byt
« odvodena z trhu ako deterministicka premenna
* modelovna ako stochasticka funkcia forwardovych urokovych mier

* modelovana ako nezavislé kvantové pole.
Pozorovat a skiumat' vieme len forwardové urokové miery, preto aj dosledky

vplyvu volatility méZzeme pozorovat cez pozorovatelné vlastnosti forwardovych

urokovych mier.

32



Stochasticka volatilita

Volatilita méze byt modelovana ako funkcia forwardovych urokovych mier.
Podrobnejsie sa o tejto problematike mézeme docitat’ v literature [32].
V Standardnych modeloch je volatilita dana ako:
alt,x, f(t,x)=0c,(t,x)e" ", (3.36)

kde o,(¢.x) je deterministicka funkcia.
Volatilita ako kvantové pole

Uvazujme forwardové urokoveé miery ako linearne kvantové pole:
ft,x): —oo<f(t,x) <+
Funkcia volatility je vzdy kladna, preto ju mdzeme definovat pomocou
nasledujuceho bozénového kvantového pofa #(z, x):
o(t,x)=0,e"", —w0<h(t,x)<+w
Systém sa sklada z dvoch navzajom pdsobiacich poli, konkrétne f (¢, x)
a h(t,x). Systém by mal mat nasledujice vlastnosti:

« Parameter & uréuje mieru nahodnosti pofa #(z,x). Limita £€—0
zmensuje nahodné fluktuacie pola h(t,x) a redukuje ho
na deterministicku funkciu.

« Parameter « reguluje fluktuacie v smere maturity.

 Parameter p, ktory —1<p<+1, uréuje korelaciu pola forwardovych
urokovych mier f(¢,x) s kvantovym pofom volatility #4(z,x).

- Drift volatility B(z,x) je analogicky driftu forwardovych drokovych mier

(t,x).

Lagranzian, ktory spifia uvedené vlastnosti, nie je jednoznaény. Jeden
z moznych Lagranzianov systému je dany ako:
T\ o Pz ) 2 B el | Byl el (3.37)

_ 1
L__z -2

pricom ucinok systému je:

Sif.hl=],L
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Hranicné podmienky pre forwardové urokové miery zostavaju rovnaké ako
podmienky (3.10) az (3.12). Hrani¢né podmienky pre kvantové pole volatility su:
« Dirichletove podmienky:
o pociatocna:
t=T,; T,<x<T.+T., : o(T,, x)

1
o koncova:

t=T,; T,<x<T, +Tp : U(Tf,x)

« Neumanove podmienky

T,<t<T,: i(M—/s(z,x))

ax Py (3.38)

=0=%(—ahg;x>—ﬁ(r,x>)

x=t x=t+T
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4 Aplikacia poznatkov na realne data

V tejto kapitole odvodime diskrétnu te6riu, potrebnu pre empirické skumanie
dat, z realnych dat odhadneme korelaénu funkciu a dalSie vlastnosti
forwardovych urokovych mier, a porovhame ziskanu korelaciu s modelovymi
korelaciami.

KedzZe drift forwardovych urokovych mier «(¢,0) je dany martingalovou
mierou, nemo&ze byt odvodeny z empirického vyvoja forwardovych mier. AvSak
korela¢na funkcia je nezavisla od driftu, a teda priamo modeluje aktualny trhovy
vyvoj forwardovych urokovych mier. Z toho doévodu mbze byt pouzita
na testovanie platnosti modelu forwardovych urokovych mier.

Ako realne data boli pouZzité Daily Treasury Yield Curve Rates v rozpati
rokov 1996 az 2001.

Vypocty a grafy boli vypracované v programoch Open Office Calc a Matlab.

4.1 Diskretizacia teorie

Kedze data forwardovych urokovych mier su dostupné len v diskrétnych
okamihoch, potrebujeme diskretizovat’ aj premennu €asu ¢ v nasich modeloch.
Nasim zakladnym vztahom je rovnica (3.16):

of(t,x) _
T_a(t,x)—l—a(t,x)/l(t,x) (4.1)

kde z martingalovej podmienky dostavame vztah pre drift (rovnica (3.30)):

(x(t,x)=0(t,x)jc' D(x,x';t,T)o(t,x")dx’ 4.2)

t

Diskretizaciou €asu ¢ so vzdialenostou & dostavame f=ne. Nasledne
vzchadzajuc z rovnice (4.2) definujeme:
Sf(t,x)=f(t+e,x)— f(t,x)
=ecx(t,x)+eo(t,x)A(t, x) (4.3)
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Pripomerime, Ze pre pole A(¢,x) plati (rovnica 3.21):

E[A(t,x)]=0 (4.4)
E[A(,x) At x"))=— [ & a(t,x) At ', x") D (4.5)
=6(t—t")D(x,x' t) (4.6)

VSetky forwardové urokové miery budu v smere maturity vyjadrené
pomocou suradnice 0=x—t. V diskrétnom Case bude nasledne oCakavana
hodnota poli v dvoch maturitach dana pre 6(0)=1/e:

E[A(t,0)A(t",0")|=<A(t,0)A(¢t',0")> =éD(9,9') (4.7)

Nasledne z rovnic (4.3) a (4.7) dostavame:
<5 f(t,0)>=cx(0)
<5f(t,0)5 f(t,0")>,=<5f(¢,0)6 f(t,0")>—<6f(t,0)><6 f(¢,0')>
=0 (0)o(0')<A(t,0)A(t,0')>
=£0(0)o(0')D(0,0") (4.8)
=<6 f*(t,0)>,=c0%(0)D(0,06) (4.9)

Vztah v rovnici (4.9) definuje rovnicu pre volatilitu s vynimkou Cinitefa

eD(0,0), ktory je zavisly na propagatore zvoleného modelu. Aby sme boli
schopni porovnavat empirické udaje s modelovymi, musime dosiahnut,
aby bola volatilita nezavisla. Podla [22], symetricka zmena mierky dovoluje
preskalovat pole A4(t,0), takzZe D(0,0')—D(0,0'), pricom D(0,0)=1/s.
Preskalovana konstrukcia uz spifia zvy&ajna definiciu volatility forwardovych
mier:

<8 f3(t,0)>,=0"(¢,0) (4.10)
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4.2 Empirické vlastnosti forwardovych urokovych mier

Standardna odchylka ziskana z dat je zobrazena na obrazku 4.1. Kovariancia
forwardovych mier je nasledne zobrazena na obrazku 4.2. Vzhlfadom
na literaturu [22] a [33] bola v pripade Standardnej odchylky oCakavana hladka
krivka s vrcholom v okoli 6=1. Teda je prekvapujuca volatilita v pripade

Stvrtro¢nych dat, ktora je vyrazne vysSia, ako bolo oakavané.

0.0s

1996202
oo7s b 19952000 |
— — — 2000-2002

007 -

0.065 -

0.08 -

st. odchylka

0.055 -

0osr-

0045~ .

0.04 L L L L L L L L L
u] 1 2 3 4 4 -] 73 g 9 10
thetasroky

Obrézok 4.1: Standardna odchylka ziskana z dat

Kovariancia

thetas roky thetasroky

Obrazok 4.2: Kovariancia forwardovych urokovych mier

Délezitym ukazovatelom je korelacia forwardovych urokovych mier medzi
dvoma réznymi maturitami 6 a 6. Korelacia C(0,0') je dana:
<6 f(¢,0)5f(t,0")>,

C(Q’G')=\/<6f(t,9)>c\/<5f(t,9’)>c (4.11)
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Empiricka korelacna funkcia sa nazyva aj empiricky propagator. Empiricka
korelacia ziskana z dat je zobrazena na obrazkoch 4.3 a 4.4.

Ako je vidno, data su navzajom kladne korelované. AvSak kvantova tedria
popisuje forwardové urokové miery ako silne korelovany systém. Preto bola
oCakavana silna korelacia dat, tj. korelacia vysSia ako 0,5. Toto oCakavanie
nebolo splnené pre maturitu 0=0,25, ktora bola silne korelovana len

s forwardovymi urokovymi mierami s maturitou do jedného roka.

Karelacia

' B
1m 2 !
thetairok thetairok

Obrazok 4.3: Empiricka korelacia

Korelacia

5

10 thetafrok

thetafrok

Obrazok 4.4: Empiricka korelacia, iny pohlad

Jednou moZnostou ako obist tuto nekonzistentnost’ je vynechat maturitu
0=0,25 z modelu. Opodstatnenim vylucenia je predovSetkym to, Ze urokova

miera prisluchajuca k spominanej maturite méze byt povazovana za kratkodobu
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mieru, resp. okamzitu urokovu mieru a teda sa vyvija odliSne od zvySku
vynosovej krivky.

Upravené data uz spifiaju o8akavania. Obrazky 4.6 a 4.5.

Korelacia
Kovariancia

1

1.
0.95
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09

45 066,

i 08-.
075
07
085
0B

0.ss

0s

5 : 10
5 a
theta/roky theta/roky theta/roky ] 2

-] 10

&
theta/raky

Obrazok 4.6: Kovariancia upravenych Obrazok 4.5: Korelacia upravenych dat
dat

4.3 Korelacné funkcie a ich parametre

V tejto Casti sa pokusime aproximovat korelaciu ziskanu z dat, prezentovanu
v podkapitole 4.2. Korelacia je zobrazena na obrazku 4.5. Aproximovat budeme
pomocou viacerych korelacnych funkcii. Zaoberat sa budeme Gaussovskou
tedriou pola, teda linearnou aproximaciou.

Model korelagnej funkcie Gaussovskej tedrie pola je vo vSeobecnosti dany:

L D(0,0')
CQFT(9’9 )_\/D(Q,Q)D(Q"Q,>

Vyhoda danej korelacnej funkcie je, Ze je nie zavisla od driftu forwardovych

(4.12)

urokovych mier «(z,x) a ani od volatility forwardovych uGrokovych mier
o(t,x). To znamena, Ze sa nemusime zaoberat odvadzanim danych funkcii,
a na testovanie tedrie potrebujeme do modelu odhadnut len niektoré

parametre, ako napriklad parameter rigidity u.
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Model s konstantnou rigiditou

Prvym modelom, ktorym sa budeme zaoberat, je model s konstantnou
rigiditou. Propagator, ktory potrebujeme dosadit do funkcie korelacie uvedenej

vo vztahu (4.12) vyzera nasledovne:

D(G,9')=%(e_”(e_el)+e_“(e+9’))=u e *cosh(ud’) ; 0>0' (4.13)

Dosadenim rovnice (4.13) do vSeobecnej funkcie korelacie (4.12) dostavame

korelaciu prisluchajucu modelu s konstantnou rigiditou:

—uo '
pe *“cosh(ud') P (4.14)

CR(Q,G')=\/

pe " cosh(u0)

V tomto pripade sa snazime odhadnut parameter rigidity p. Aproximaciou

sa snhazime minimalizovat normu matice rozdielu [|[C—Cgll,, tj. snazime sa

minimalizovat odchylku medzi korelaciou ziskanou z dat a korelaciou ziskanou
Z aproximacie.

Vysledok tejto aproximacie mézeme vidiet na obrazkoch 4.7 a 4.8.

0% .
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0. 08+
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08
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5
theta/roky 5 s B h ,Sky
theta/rol

Obrézok 4.7: Aproximovana koreléacia Obrazok 4.8: Aproximovana Kkorelacia
pomocou modelu s konstantnou rigiditou ~ pomocou modelu s kon$tantnou rigiditou,
iny pohlad

Tato aproximacia nie je velmi presna. Optimalny parameter rigidity ma

hodnotu ©=0,05. Absolutna chyba aproximacie je az 11,72%.
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Model s psychologickym €éasom

V tomto modeli vystupuje ¢as ako funkcia z(6) dana rovnicou:
z=tanh (B0) (4.15)
To znamena, Ze ¢asova funkcia z(6) nadoblda pre nizke hodnoty parametra
0 hodnoty blizke prisludnej hodnote, zatialco pre vysoké hodnoty 0
konverguje k 1. Teda znizuje vplyv vysokych hodnét maturity € na korelaciu.

Korela¢na funkcia nasledne dana:

e " cosh(puz(0)

, 0>0' 4.16
e **eosh (uz(0)) ( )

Cr, (0,0 ')=\/

Vysledna korelacia je zobrazena na obrazkoch 4.9 a 4.10.

thetaroky
theta/roky thetafraky thetafroky

Obrazok 4.10: Aproximacia Korelacie Obrézok 4.9: Aproximacia korelacie
ziskanej z dat korelaciou C_RZ ziskanej z dét korelaciou C_RZ, iny pohlad

V tomto pripade bolo potrebné nakalibrovat model dvoma parametrami, a to
podobne ako v prvom modeli parameter p a navySe parameter B, ktory sa
nachadza v casovej funkcii z(0) danej rovnicou (4.15). Optimalne hodnoty
parametrov sme dostali ©=0,846 a p=0,566. A ako je vidno z obrazkov, tato
aproximacia je presnejSia, ako predchadzajuca. Tuto skutoCnost potvrdzuje aj

absolutna chyba, ktora je 3,69%.
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Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa zaoberali novou oblastou fyziky -
ekonofyzikou. No predovSetkym to bola aplikacia kvantovej tedrie pofa
na forwardové urokové miery. Forwardové urokové miery predstavovali subor
Castic, podstupujuci kvantovy vyvoj. Vychadzajuc z Heat-Jearrov-Morton ramca,
sme uviedli model forwardovych urokovych mier z pohlfadu kvantovej tedrie
Gaussovského pola a dalSie mozné rozSirenia tohto modelu.

Na testovanie platnosti modelu sme pouzili korelaénu funkciu, ktora je
nezavisla od driftu a volatility forwardovych mier, ktoré by bolo potrebné dalej
odvodit. Korelacna funkcia priamo modeluje vyvoj na trhu. Uvedené boli
korelatné funkcie dvoch modelov — model s kon$tantnou rigiditou a model
so psychologickym ¢asom.

V prvom pripade nebol vysledok uspokojujuci, pretoZe absolutna chyba bola
takmer 12%. No problém bol skér v jednoduchosti modelu.

V druhom modeli — modeli so psychologickym ¢asom, boli vysledky lepSie.
Aproximacia korelacie, ziskanej z dat, dosiahla absolutnu chybu 3,69%.

AvSak podfa literatury [22] existuju aj iné Gaussovské modely, ktoré dosahuju
este lepSie aproximaéné hodnoty, no su znaéne zlozitejsie. Dals$im moznym
vylepSenim je modelovat forwardové urokové miery ne-Gaussovskym pofom,
teda nelinearnou teodriou.

Tato diplomova praca je skér uvodom do rozsiahlej moznosti modelovania
dlhodobych urokovych mier. Na jej zaklade, prip. tedrii a literature, z ktorej bola
vypracovana by sa dalo pokraCovat, napriklad uz priamym modelovanim
dlhodobej urokovej miery, odvodenim dalSich potrebnych atributov ako bol drift,
ktory vyplyva z martingalovej podmienky, a volatilita, ktord mozZno priamo
odvodit z dat alebo modelovat ako dalSie kvantové pole a nasledne skumat
interakcie dvoch kvantovych poli.

Tato tedria ma vSak aj nevyhodu, ktorou je pomerna zloZzitost problematiky
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pre Cloveka, ktory priamo neStudoval kvantovu tedriu, avSak nie je to
nezdolatelna prekazka.

Na opacnej strane stoji pomerne prebadana tedria, s mnozstvom algoritmoy,
ktora prinasa novy pristup a nahlad na problematiku. To sa netyka len kvantovej
tedrie a forwardovych urokovych mier, ale aj inych aplikacii fyzikalnej tedrie

na financie alebo ekonémiu.
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