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Abstrakt

Préaca je venovana najznamej$im nelineirnym modelom, ide o SETAR, STAR mo-
dely a Markovove modely prepinania rezimov. Cielom prace je popisat tieto modely
a aplikovat ziskané teoretické poznatky o tychto modeloch aj v praxi. Speciilne sa
budeme zaoberat modelmi SETAR a STAR, ktoré vyuZijeme aj pri modelovani nasich
realnych dat.

Kltcové slova: modelovanie ¢asovych radov, nelinedrne modely, SETAR modely,

STAR modely, MSW modely

Abstract

This thesis deals with the theory of the most popular nonlinear models: SETAR,
STAR and Markov switching models. Our objective is to apply theoretical results in
real data analysis, especially models SETAR and STAR.

Keywords: modelling time series, nonlinear models, SETAR models, STAR mo-
dels, MSW models
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Uvod

V poslednom obdobi sa problematika ¢asovych radov stala velmi populdrnou. Snaha
spoznéavat javy a zékonitosti do hibky a vedief sktimané premenné predikovaft, nasla
svoje opodstatnenie azda v najroznejsich oblastiach vedy. Data vo forme ¢asovych
radov vznikaji vo fyzikdlnych (napr. seizmicky zdznam v geofyzike), technickych
(napr. priebeh vystupného signdlu urcitého elektrotechnického zariadenia), biologic-
kych (napr. sledovanie znecistenia ovzdusia v ekoldgii) ale aj vo spolo¢enskych vedéach
(napr. zmeny poctu a zloZenia obyvatelstva sledované v demografii).

V sticasnej dobe, v oblasti praktického vyuzitia ¢asovych radov, orientované najmé
na ekondémiu, sa pouzivaju réozne metédy vyrovnania casovych radov a eliminovania
ich vyznacnych zloziek, Boxova-Jenkinsova metodoldgia a spektralna analyza. Cielom
analyzy casovych radov je konstrukcia vhodného modelu. To predovsetkym umozni
porozumiet mechanizmu, na zéklade ¢oho s ,,generované“ sledované tidaje. Mozeme
si predstavit, Ze znalost modelu zodpovedéa znalosti algoritmu, podla ktorého pocitac
generuje data, pricom do algoritmu st zapojené generatory nahodnych cisel, ¢o za-
bezpedi ndhodnost celého procesu. Dalej, znalost modelu ndm umoziiuje predpovedat
aj buduci vyvoj systému.

V idealnom pripade pozorovany jav opisany casovym radom vykazuje linearny
charakter, ale nie je tomu vzdy tak, preto boli vytvorené aj nelinearne modely pre
Casové rady. Aj v tejto préaci sa budeme zameriavat hlavne na tieto modely, presnejsie
povedané na modely s roznymi rezimami, kde jednotlivé rezimy sa urcia podla istej
pozorovatelnej, tzv. prahovej premennej, alebo prepnutie medzi rezimami je ndhodné,
uréené podla Markovovho refazca.

Praca sa sklada z ivodu, piatich kapitol a zaveru. V prvej kapitole opiSeme mo-
delovany casovy rad a oboznamime sa s ekonomickou histériou krajiny. Informacie o
Svédskej ekonomike sme ziskali z elektronickych zdrojov [16], [17], [18], [19]. V druhej
kapitole zadefinujeme jednotlivé pojmy, ktoré sa vyskytuju v tedrii analyzy a mode-
lovania ¢asovych radov. V tretej kapitole sa oboznamime s Boxovymi-Jenkinsovymi
modelmi. K druhej a tretej kapitole sme ¢erpali teériu hlavne z knih Cipru [3] a Pekara
[10]. Vo stvrtej kapitole opiSeme jednotlivé nelinedrne modely. Potrebni teériu sme
ziskali z ¢lankov Chana, Wonga, Tonga [7], Luukkonena, Saikkonena, Terisvirtu [9]
a Tsaya [14], z knihy Pekara [10] a z diplomovej prace Petrickovej [11]. Piata kapitola
je taziskom prace, tu budi aplikované v praxi vo $tvrtej kapitole opisané SETAR a
STAR modely. V zévere zhrnieme vysledok nasej snahy najst ¢o najvhodnejsi model
pre vybrany casovy rad.



Kapitola 1

Casovy rad HDP Svédska

Ekonomicky rast kazdej krajiny vyjadreny rastom hrubého doméaceho produktu (HDP)
zavisi od vicerych faktorov, ako s Strukturalne zmeny v ekonomike krajiny, globalna
recesia, politickd nestabilita, prirodné katastrofy ale aj prave prebiehajuce fazy hos-
podarskeho cyklu. Zo $tatistického hladiska vSak méZeme Stvrfrocéné udaje o HDP
povazovat za kombinéciu Styroch, navzajom oddelenych Statistickych procesov, t.j.
dlhodobého trendu, hospodarskeho cyklu, sezénnych prejavov a kratkodobych Sokov,
ktoré sa daju od seba oddelif pomocou Standardnych Statistickych metdd.

1.1 PouzZity casovy rad

V tejto praci sa budeme venovat modelovaniu ¢asového radu HDP Svédska. HDP
mame dané vo forme kvartalnych dat, od zac¢iatku roku 1980 az do konca roku 2008,
¢o znamena stoSestnast udajov.

1.2 Ekonomicki histéria Svédska od 1980 az po
krizu 90-tych rokov

Do polovice 19. storoéia bolo Svédsko rozvojovou krajinou s hladujtcim obyvatel-
stvom. AvSak pocas niekolko desatro¢i v priebehu 19. storocia poskytla skupina poli-
tikov hlasiacich sa ku klasickému liberalizmu Svédsku slobodu vierovyznania, prejavu,
pohybu a taktiez ekonomickt slobodu, takze Iudia mohli zac¢at podnikaf a slobodne
obchodovat na trhu. Volny obchod umoznil Svédom $pecializovat sa na to v ¢om
boli dobri, teda na drevarske a Zeleziarske odvetvia, a kupovat za tieto veci produkty
potravinarskeho a strojarskeho priemyslu, ktoré Svédi tak lacne vyrabat nedokazali.
Vysledkom bol ekonomicky rast a industrializacia, ktoré umoznili vzrast blahobytu a
investicie do skolstva a zdravotnictva. Medzi rokmi 1860-1910 vzrastla mzda v prie-
mysle o 170%, teda omnoho viac ako v neskorsom obdobi. Svédsko v tej dobe nebolo
socialnym statom, malo skor bliz§ie k minimalnemu statu. Az do 1. svetovej vojny
nebola spotreba verejného sektoru vyssia ako 6% HDP. Socialni demokrati, ktori sa
chopili moci v roku 1932, pokracovali v liberalnom pristupe k podnikaniu a v politike
volného obchodu. Napriek tomu Ze vladne investicie pomaly rastli, v roku 1950 bol
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verejny sektor mensi ako vo vicSine krajin, zhruba 25% HDP, priblizne ako v USA
a Svajciarsku. Ekonomike tieZ prospievalo, ze sa Svédsko nezcastnilo oboch sveto-
vych vojen. Svédske podniky predavali obom strandm, priemysel nebol pogkodeny
a mladi Svédi nezomierali v zékopoch. Medzi rokmi 1870-1970 bol $védsky rast po
Japonsku najvicsi na svete. V roku 1970 bolo Svédsko $tvrtym najbohat$im ¢lenom
OECD, po USA, Luxembursku a Svajéiarsku. Lenze potom zacal narastat socidlny
stat ,,blahobytu“, umoziujuci politikom redistribuovat bohatstvo, ktoré bolo vytvo-
rené jednotlivcami a trhom. Ekonomika pokracovala v raste; s ohladom na pociatocné
podmienky, dobry priemysel, vzdelanie a intenzivne pracujicich Tudi by tento vyvoj
mohla prekazit snad len planované ekonomika. Rast bol ale pomalsi ako v ostatnych
krajinach. Stat blahobytu lahko spotreboval trhom vytvorené bohatstvo a skompliko-
val vytvorenie nového. Od roku 1950 nevytvoril sikromny sektor (v ¢istom vyjadreni)
ani jediné pracovné miesto, zatial o verejny sektor sa rozrastol najmenej o milién
trh prace bol regulovany. Od roku 1976 do roku 1982 vzrastla verejna spotreba z 50%
na 65%. V rovnakom obdobi musela byt pitkrat devalvovana mena, celkom o 45%.
Priemerné tempo rastu kleslo o polovicu na 2% v 70-tych rokoch a klesalo nadalej v
80-tych rokoch. V 90-tych rokoch doslo k velkej krize.

1.3 Svédska finan¢na kriza 90-tych rokov

Kriza bola vyvoland monetarnym uvolnenim a naslednym vytvorenim bubliny. Mo-
netarne uvolnenie alebo deregulécia tvorby tverov zacala v roku 1985, kedy bolo
zruSené kvantitativne obmedzenie pre banky, ktoré ich obmedzovalo v tom, kolko
uverov mohli poskytnit. V tejto dobe bola §védska koruna zafixovana ku ko$u mien.
Financnd liberalizacia ovplyvnila spravanie veritelov ako aj dlznikov, nakolko sa z
regulovaného tverového trhu, ktory sa riadil hlavne politickymi preferenciami, stal
trh volny. Na trhu tak zacala obrovskd tverova expanzia, ktord zasahovala vsetky
oblasti ekonomiky, no najviac sektor domov, komerénych nehnutelnosti a akciovy
trh. Boom podporovala aj vlada, nakolko dafiovy systém favorizoval pozi¢iavanie a
realna tirokova miera tak bola zaporna. Takyto vyvoj zvysoval cenu aktiv, boom eko-
nomiky, rastiicu zamestnanost, rasticu spotrebu a znizujicu sa mieru uspor, ktord
sa nakoniec stala tiez zdpornou. Kvoli fixnému menovému kurzu nemohol byt tento
boom zastaveny zvysSovanim urokovych sadzieb (ina¢ by bolo moZné realizovat tro-
kovu arbitraz). Moznostou tak ostavala fiskalna politika (fiskalna kontrakcia), no t4,
aj napriek tomu, ze statny rozpocet dosahoval vysoké prebytky, nebola dostato¢ne
tvrda aby boom zastavila. Tento vyvoj bol ukonceny viacerymi domadacimi aj me-
dzindrodnymi udalostami v rokoch 1989-90. Po zjednoteni Nemecka bola monetarna
politika Bundesbanky utesnovana, ¢o zvysovalo realne tirokové sadzby. Kvoli tomuto
vyvoju sa zacal vytvarat tlak aj na $védske tirokové sadzby, nakolko koruna bola
naviazana na ECU virtudlnu eurépsku menu. Dal$im $okom pre trokové miery bolo
ich zvySovanie kvoli ochrane meny voci Spekulacnym ttokom na menu z obdobia ro-
kov 1989-92. Z hladiska domaécej ekonomiky ovplyvnila prasknutie iverovej bubliny
danova reforma zavedend v rokoch 1990-91. Ta vyrazne zredukovala vysku splatok
hypoték, ktoré si mohli doméacnosti odpocitat z dani a znizila aj hrani¢né danové sa-
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dzby. Pozi¢iavanie tak bolo menej atraktivne. Okrem toho vysku drokovych sadzieb
ovplyvnil aj vyrazny pokles inflacie. Redlna trokova sadzba tak vzrastla z trovne
-5% na urovenn +5%. Na finan¢ény trh mal tento vyvoj negativny dopad a v celej
ekonomike sa objavila deflacia aktiv. Svoju situaciu sa snazili subjekty v ekonomike
zlepsit predajom aktiv, no ti pokles cien nehnutelnosti ako aj ostatnych aktiv sa len
urychlili. Domécnosti zas zacali ovela viac sporif, ¢im sa ekonomicky rast ocitol v
kontrakcii. Na jeseri roku 1992 sa dostala mena pod velky Spekulativny utok, kvoli
ktorym bojovala v septembri banka zvySenim dennej trokovej sadzby (overnight) az
na 500%, aby udrzala naviazanost na ECU. Jej obrana parity bola velmi vytrvala, no
v novembri Riksbank nakoniec situécii podlahla a koruna presla do rezimu floatingu
(volne plavanie meny). Nakolko krajina ziskala zrusenim naviazanosti a depreciaciou
meny konkuren¢nii vyhodu pri exporte, oznacuje sa tento krok za startér obnovy
ekonomického rastu. Pocas krizy totiz ekonomicky rast poklesol kumulativne o 5%
a celkova zamestnanost o 10%. Celkova finanénéd a ekonomickd kriza vazne ohrozila
fungovanie hlavnych bank v krajine.

Svédskej ekonomike sa nakoniec podarilo opif nastartovat svoj rast. Kriza ale
nebola pre Svédsko dostatoénym poucenim. Pocas posledného tiverového Sialenstva
totiz Svédske banky rozsSirovali svoje aktivity po nordickom a baltickom regiéne a
stali sa jednym z najviicsich veritelov v tejto oblasti. Po tom, ¢o sa prevalila aktualna
mld. EUR a vytvorila stabiliza¢ny fond v objeme 1,4 mld. EUR urceny na pripadné
kapitalové investicie do bank. Tri zo Styroch najvicsich svédskych bank uz v reakcii
na krizu museli ziskavat kapital zo sikromnych zdrojov.

1.4 Ekonomika v Svédsku po ,velkej* krize

Obdobie od roku 1994 je charakteristické dynamickym ekonomickym rastom, ktory
patri k najviacsim v EU. Tato skutocnost prispela k vyraznému poklesu miery ne-
zamestnanosti. Miera inflacie sa stabilizovala na turovni zodpovedajicej ostatnym
¢lenskym krajinam EU. Napriek tomu, zZe rast ekonomiky spomalila v prvej polovici
roku 2001, dlhodobé predpovede rastu zostali priaznivé. Hlavnym motorom hospo-
darskeho rastu sa ukézal export. V obdobi 1995-2003 ale ceny exportu boli znizené
o 4%, kym import ceny sa zvysili o 11%, ¢o spdsobilo nepriaznivy vyvoj obchodu.
Vladny rozpocet sa zlepsil oproti stavu roku 1993, z hladiny deficitu 12% HDP k
prebytku 8% HDP v 2001. Novy, prisny rozpoctovy proces urceny parlamentom a
zmena, Ustavy znacne zlepsili doveryhodnost politiky. Kym v roku 1994 troven hru-
bého Statneho dlhu bol 78% HDP, v roku 2000 sa tato troven dostala pod kltucova
hodnotu 60% HDP, a v roku 2007 uz bol len na trovni 37% HDP. Caka sa, Ze na rok
2010 sa to zniZni az na troven 20% HDP.

1.5 Vplyv svetovej finaénej krizy na Svédsko

Svédsko zvladlo finanéni krizu najlepsie z pitnastich najbohatsich krajin EU, na reb-
ricku ekonomickej prosperity organizacie OECD sa umiestnilo na jedenastom mieste.
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Svédska ekonomika klesla v roku 2009 o 5%. Ide o najvicsi pokles od doby pred dru-
hou svetovou vojnou. Stcasne vzrastla nazamestnanost na 8% a podla o¢akavani by
sa to malo nadalej zvySovat. Jednym z dévodov $védskeho tispechu je to, Ze ako pre-
doslej, tak aj sicasnej vlade sa podarilo dosiahntf rozpoctovy prebytok, a to umoznilo
stimulovat ekonomiku. Podla odhadu ministra financii v roku 2010 sa ocakéva rast
3%, a na dalsi rok 3.6%. Nazamestnanost v roku 2010 by mala dosiahnit hodnotu
9.5% a v roku 2011 by malo klesnit na 8.9%.



Kapitola 2
Teoria

2.1 Zakladné pojmy

V tejto kapitole zavedieme zakladné pojmy, s ktorymi Boxova-Jenkinsova metodols-
gia pracuje.

Definicia 1. Rad nahodnych premennych {X;,¢ € T}, usporiadanych v case, kde
parameter t volame cas, volame ndhodny proces X. Ak T je interval, tak ndhodny
proces volame spojity, ak T' je podmnozinou mnoziny prirodzenych cisiel, tak ndhodny
proces volame diskrétny. Redlnu funkciu x = z(t),t € T, kde z(t) je realizaciou X (¢)
v Case t volame realizdciou ndhodného procesu X.

Na zaciatku sktimani teorie o ¢asovych radoch by nas zaujimala otazka, ¢o vlastne
je ¢asovy rad? Z matematického hladiska je to usporiadany subor dat (x1, xs, ..., x,),
pozorovania nahodnej premennej X. Dolny index pozorovania x; reprezentuje cas
t=1,2,...,n, kde n predstavuje dizku daného ¢asového radu. Je pochopitelné uva-
zovat, ze pozorovania x; maju stochasticky charakter, a preto (x1, za, ..., x,) budeme
povazovat za jednu realizaciu stochastického procesu (Xi, Xo, ..., X,).

2.1.1 Stacionarita

Specidlnym pripadom nahodnych procesov st staciondrne nahodné procesy. Vie-
obecne povedané, stacionarita casového radu znamend, Ze chovanie tohto radu je
v istom zmysle ustélené. RozliSujeme slabt a ostri stacionaritu, ich definicie s nas-
ledujtce:

Definicia 2. Néahodny proces X nazyvame slabo (kovariancéne) staciondrny ak prvy
a druhy moment procesu existuju a si konecné, maji konstantné hodnoty v case a
kovarianéna funkcia zavisi len od c¢asovej vzdialenosti ndhodnych premennych, t.j.

E(Xy) =u pre vsetky te T, (2.1a)
V(Xy) =0 pre vSetky te T, (2.1b)
cov( Xy, Xs) = cov(Xypr, Xsik) pre vSetky k€ Z s #t. (2.1c)
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Silna stacionarita zase hovori, zZe pravdepodobnostné spravanie daného stochas-
tického procesu je ¢asovo invariantné.

Definicia 3. Nahodny proces X nazyvame ostro staciondrny, ak pre akékolvek realne
¢islo k plati
F(:L‘tl y Ligy eeey :L‘tn) - F('IH-HC? Lto+ks ey :L‘tn-i—k)a (22)

kde F(.) je zdruzena distribu¢né funkcia.

2.1.2 Momenty nahodnych procesov

Kazdy nahodny proces mozeme opisat pomocou nasledujicich charakteristik:

e strednd hodnota
e = E(Xy) (2.3)

rozptyl (druhy centralny moment)

op = V(Xy) = B(X; — pu)? (2.4)

Sikmost (treti centrdlny moment)

Mgg) = B(X; — )’ (2.5)

strmost (Stvrty centrdlny moment)
i = (X, — )" (2.6)

kovarianéné funkcia

Vti—k = COV(Xm thk) = E(Xt - Nt)(thk - Ntfk) (2-7>

korelacné funkcia v bode & je definovand vztahom

o Ve t—k
Pti—k = 72 5
VOiy/ Ok

Vyberové momenty ndhodnych procesov zase mozeme charakterizovat pomocou nas-
ledovnych charakteristik:

(2.8)

e vyberovy priemer

1 N

kde N je pocet hodnot c¢asového radu, je odhadom strednej hodnoty u;
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e vyberovy rozptyl
N
1
§%3N§]@—ff (2.10)
t=1
je odhadom rozptylu procesu o?;

e vyberova Sikmost

1N (o —7\°
S=— : 2.11
E 21
t=1
je odhadom tretieho centralneho momentu procesu p®;

e vyberova strmost

1 S -7\
K== ! 2.12
(%) 212
t=1
je odhadom $§tvrtého centralneho momentu procesu p4;

e vyberova autokorela¢na funkcia (ACF) s posunutim &

N—k _ _
ry — 2et=l (¢ — @) (z4sn — T) (2.13)
Zi\il(% — )
kde £k =1,2,..., N — 1, je odhadom kovarian¢nej funkcie p; a je dana vybero-

vou autokorelaciou a vyberovym rozptylom. Chovanie autokorela¢nej funkcie je
v ramci Boxovej-Jenkinsovej metodolégie dolezitym ukazovatelom, lebo pred-
poveda, aky typ modelu je vhodné pre dany ¢asovy rad pouzit.

e vyberova parcidlna autokorelacné funkcia (PACF) ry je definované rekurent-
nym vztahom

T =T,
k—1
The— D iy The1.iTh—i
Tk = i E]k__ll LR pre k> 1, (2.14)
1= i The1,7;
kde
Thj = Th—1j — TkkTh—1k—; DPre j=1,2...  k—1 (2.15)

2.1.3 Biely Sum

Zakladnym prvkom pre vybudovanie nami pouzitej tedrie st nezavislé a rovnako roz-
delené, tzv. ii.d. (independent identically distributed) stochastické procesy. Casovy
rad je i.i.d., ak st jeho zlozky navzajom nezavislé a vsetky pochadzaju z toho istého
rozdelenia. Z toho vyplyva, Ze ak uvazujeme pozorovanie v Case t, tak hodnota v
Case t + 1 nie je ovplyvnend predchadzajicimi hodnotami a bude mat opif to isté
rozdelenie. Tieto podmienky st ¢asto prilis silné, a preto pre dalSie Gcely vystacime
s bielym Ssumom, ktory definujeme nasledovne:
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Definicia 4. Nahodny proces E, v ktorom F; st nekorelovné ndhodné premenné s
rovnakym rozdelenim pravdepodobnosti sa nazyva biely sum, ak plati, ze

E(E;) = ,u obvykle p =0, (2.16a)
V(E,) =0 (2.16b)
cov(E Ey) = 0 Vs # t. (2.16¢)

Ak E; maji normélne rozdelenie N(0,1), biely Sum volame gaussovsky.

Poznamka 1. Biely sum je staciondrny, centrovany nahodny proces.

2.1.4 Operator posunutia

Aby sa dali ¢asové rady jednoduchs$ie a zjednotenejSie zapisat, zadefinujeme si ope-
rator posunutia.

Definicia 5. Predpokladajme, ze X je ndhodny proces. Potom operator posunutia
B je dany vztahom
Bl’t = Tt—-1, (217)

a operator spitnej diferencie vztahom
A$t = (1 — B)ﬂft = Tt — Tt—1- (218)

Poznamka 2. Oba operdtory mozeme aplikovat viackrdt za sebou, takze dostdvame
operdator posunutia radu s
Bixy =z Vs € N, (2.19)

a operdator spatnej diferencie radu s

Asxt = (1 — B)S:Et \V/S € N. (220)

2.1.5 Waldova reprezentacia

Definicia 6. Nahodny proces, ktorého strednd hodnota sa rovna nule, t.j. © = 0,
nazyvame centrovany.

Veta 1. (Waldova reprezentdcia) Kazdy staciondrny centrovany proces x, ktory neob-
sahugje deterministicki zlozku, moZeme vyjadrit ako linedrnu kombindciu radu nekore-
lovanych rovnako rozdelenych nahodnych premennych, ktord sa oznacuje ako Waldova
reprezentdcia a matematicky sa dd zapisat ako

T, = Z@,Et_i, o = 1, Zef < 00, (2.21)
=0 =0
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2.2 Dekompozicia ¢asového radu

Niektoré ¢asové rady, hlavne z ekonomickej praxe, mozeme rozlozit na niekolko zlo-
ziek, ktorymi su

e dlhodoby trend T;
e cyklicka zlozka C}
e sezdnna zlozka S;
e rezidualna zlozka I,

Dekompozicia ¢asového radu je motivovana tym, Ze niekedy v jednotlivych zloz-
kéch lahSie odhalime pravidelné spravanie sa ¢asového radu, ako v pripade nerozloZe-
ného casového radu. Aby sme mali o dekompozicii ist predstavu, charakterizujeme
jej jednotlivé zlozky.

Trend odraza dlhodobé zmeny v priemernom spravani sa ¢asového radu (napr. dl-
hodoby rast alebo dlhodoby pokles). Mézeme si predstavit, ze trendova zlozka vznika
v dosledku systematického pdsobenia sil v tom istom smere. Pozname viac typov
trendov, ako napr. konstantny, linedrny, kvadraticky, exponencidlny a logaritmicky
trend. Typ najvhodnejsej matematickej krivky pre tuto uvazovani zlozku urcéime
na zaklade predbezného rozboru casového radu, najcastejsie nam pomodze grafické
znazornenie uvazovaného casového radu, alebo uré¢ime na zaklade predpokladanych
vlastnosti trendovej zlozky, ktoré vyplyvaju z ekonomickej tedrie.

Sezonna zloZka popisuje periodické zmeny v ¢asovom rade, ktoré sa odohravaju
behom jedného kalendarneho roku a kazdy rok sa opakuji. Pre skimanie sezonnej
zlozky st vhodné najmi mesacné alebo kvartalne data. Rozbor eliminovanej sezén-
nej zlozky modze podstatne rozsirif nase znalosti o zdkonitostiach chovania ucitého
ekonomického javu a prispief ku konstrukcii dokonalejSej predpovede v uvazovanom
¢asovom rade (napr. rozbor sezénnych zmien v pocte cestujucich leteckou spolocnos-
tou). Délezitym cielom je sezénne odistenie ¢asového radu, najlepsie je, ak sa nam
podari eliminovat tuto zlozku celkom z ¢asového radu, alebo aspon potlacit jej vplyv
na minimum.

Cyklickd zloZka je najspornejSou zlozkou ¢asového radu. Niektori autori sa vyhy-
baji nazvat tuto zlozku cyklickou, hovoria radsej o fluktuaciach okolo trendu, kde
sa strieda faza rastu a poklesu. Dizka jednotlivich cyklov je obvykle premenliva, a
takisto moze byt premenliva aj intenzita jednotlivych faz cyklickeho priebehu. Pre
zapadni ekonomiku je typickym predstavitelom tejto zlozky tzv. ,business cycle,
ktory charakterizuje rast a pokles ekonomickej aktivity, jeho dlzka je v rozmedzi 5-7
rokov.

Rezidudlna zloZka zostava v ¢asovom rade po odstraneni trendu, sezénnej a cyk-
lickej zlozky. Je tvorena nahodnymi fluktuaciami v priebehu c¢asového radu, ktoré
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nemaju systematicky charakter. Rezidudlna zlozka takisto pokryva aj chyby v me-
rani adajov a aj chyb, ktorych sa dopustime pri analjze ¢asového radu. Vicsinou sa
predpokladé, ze rezidualna zlozka je biely Sum s normalnym rozdelenim.

Sktiimany ¢asovy rad na zaklade predoslého vykladu moézeme predstavit ako trend,
na ktory st ,nabalené* periodické zlozky (sezénna a cyklické zlozka) a biely Sum. Tvar
rozkladu moze byt dvojakého typu. Aditivha dekompozicia mé tvar

Pri aditivnom rozklade st jednotlivé zlozky uvazované vo svojich skuto¢nych abso-
latnych hodnotach, a st merané v jednotkach skiimaného ¢asového radu Y;.
Multiplikativna dekompozicia ma tvar

Pri multiplikativnom rozklade je vicsinou len tendova zlozka uvazovana v abso-
lutnej hodnote, merana v jednotkach Y;. Ostatné zlozky st uvazované v relativnych
hodnotéach oproti trendu, a st bezrozmernymi veli¢inami.

2.3 Testovanie hypotéz a rozhodovacie kritéria

Akaikeho informac¢né kritérium (AIC) sa pouziva pri vybere z alternativnych
modelov, pricom sa preferuje jeho ¢o najnizsia hodnota. Pocita sa podla vzorca
20 2k

AIC = =5+ (2.24)

pricom
e [ je hodnota logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti,

e k je pocet odhadovanych parametrov,

e N je pocet merani.

Chowov test zlomu Test sa pouziva na testovanie strukturalnej zmeny (napr. vojna,
prirodnd katastrofa) v ¢asovom rade. Testuje sa tu konkrétny bod zlomu v dé-
tach, teda test je vhodny na overenie hypotézy o zmene chodu ekonomiky v
pripade ekonomickych ¢asovych radov. Nulova hypotéza testu je, Ze nami roz-
delené data vyhovuju tomu istému modelu, teda odhady parametrov modelov
st totozné. Pri zamietnuti nulovej hypotézy sa prijima alternativna hypotéza,
Ze v Casovom rade nastal strukturalny zlom. Testovacia statistika je

(SSRr — SSRy)/k
SSRy /(N — k)

F= ~ Fin-ok, (2.25)
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kde

e SSRy je suma stvorcov rezidui z modelu bez restrikcie,
e SSRpg je suma Stvorcov rezidui z modelu s restrikciou,
e N je pocet merani,

e k je pocet odhadovanych parametrov.

Jarqueho-Berov test Tento test slizi na testovanie, ¢i rad méa normalne rozdelenie.
Budeme ho pouzivat na testovanie normality rezidui. Testovacia Statistika meria
rozdiely medzi Sikmostou a strmostou meraného radu a normélneho rozdelenia.
Statistika sa po¢ita podla vzorca

N —Fk A 1, -

JB T(S2 + (K - 3)%), (2.26)

kde

e S jeodhad tretieho centralneho momentu dany vyberovou sikmostou (2.11),

o K je odhad Stvrtého centrdlneho momentu dany vyberovou strmostou
(2.12),

e N je pocet merani,

e k je pocet odhadovanych parametrov.

Nulova hypotéza H, pri tomto teste je, ze rad méa normalne rozdelenie proti
alternativnej hypotéze H 4, ktora predpoklada opak Hy.

JB statistika ma 2 rozdelenie s dvoma stupiiami volnosti, p-hodnota testu zase
udéva pravdepodobnost, Ze Statistika v absolitnej hodnote prekro¢i hodnotu
dant nulovou hypotézou. Ak testom ziskand p-hodnota bude nizgia, nez o =
0.05, tak normalitu uvazovaného radu zamietame.

Ljungova-Boxova Q-statistika ()-Statistika s posunutim p je testovacia Statistika
nulovej hypotézy, ze v rade nie je autokorelacia az po rad p, t.j. Hy: v rade je
autokorelacia az po rad p proti alternative H 4: opak H,. Testovacia Statistika

ma tvar
ri
2.27

QLB:N(N—FQ)i

J=1

kde

e 7, je koeficient autokorelacie s posunutim j,

e N je pocet merani.

@ mé asymptoticky x? rozdelenie s poc¢tom stupiiov volnosti rovnym poctu
autokorelacii.
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Miery presnosti vyrovnavania Pri odhade parametrov modelu budeme zistuju
tieto chyby:

o Koeficient determinacie

N .
RS = R? =1 2ot=a(fe =80 (2.28)

Zi\;l(l‘t — )

vyjadruje mieru zhody meranych a modelovanych tdajov.
e Upraveny koeficient determinécie
_ N -1

ARS=R*=1-(1-R)—— 2.29
(- R) s (229)

kde

— R? je koeficient determinécie,
— N je pocet merani,
— k je pocet odhadovanych parametrov,

vyjadruje mieru zhody meranych a modelovanych tidajov, penalizujici za-
radenie regresorov, ktoré neprispievaju k vysvetlovaniu modelu.

e Standardna chyba regresie

N A2
SER = § = Et:}\(fi - B (2.30)

kde

— N je pocet merani,
— k je pocet odhadovanych parametrov,

e Sucet Stvorcov rezidui

SSR = i(mt — 3)? (2.31)

t=1

je kvantitativnym vyjadrenim presnosti vyrovnania.

Rozsireny Dickeyov-Fullerov test jednotkového korena Pouzivame na testo-
vanie, ¢i skiimany rad je stacionarny, a v pripade, Ze je stacionarny, pouzivame
na urcenie radu integracného c¢lena. Test kontroluje korelacie vyssich radov pri-
davajuc ¢leny posunutych spatnych diferencii na pravej strane regresie

A.Tt = U + YLt—1 —+ 51A.Tt,1 -+ 52A.I‘t,2 + ..+ 5p71A37t7p+1 + &;. (232)

Test spociva v testovani nulovej hypotézy H, : v = 0 proti alternativnej hypo-
téze H, : v < 0. Statistiku ziskant z tohoto testu porovnavame s MacKinno-
vymi kritickymi hodnotami, a v pripade, Ze testovacia Statistika je mensia nez
MacKinnova kritickd hodnota, hypotézu zamietame.
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Test vyznamnosti ACF a PACF Ak ACF lezi vnutri intervalu (—\/—ZN, \/_ZN)’ kde
N je pocet merani, tak nie je na hladine vyznamnosti @ = 0.05 signifikantne
rozdielna od nuly. To isté plati aj pre PACF.



Kapitola 3

Boxove-Jenkinsove modely

Ako tvod k studiu tejto metodoldgie zhrnieme jej hlavné vyhody a nevyhody. Zac-
neme s pozitivnymi vlastnostami:

1. Boxove-Jenkinsove modely rychlo reaguji na zmeny v charaktere modelovaného
procesu. Su to stochastické modely, ktoré dokazu stochasticky modelovat aj
trend a sezénnost. Preto s ¢asto schopné popisat aj také ¢asové rady, na ktoré
klasicka analyza Casovych radov nestaci.

2. Existuje postup, ako zostavit pre dany c¢asovy rad model tohoto typu. Tento
postup mozeme rozdelit do troch zékladnych krokov: identifikicia, odhad para-
metrov a overovanie modelu.

Hlavnymi nedostatkami modelu si:

1. Pre vybudovanie spolahlivého modelu podla tejto metodoldgie je potrebné mat
casovy rad dlzky aspon 50 pozorovani, takze tento model je vhodny predovset-
kym na modelovanie mesa¢nych alebo kvartalnych dat.

2. Prakticka aplikacia Boxovo-Jenkinsovej metodolégie je casto nakladné a ¢asovo
naro¢na. Ale nasStastie pre tito problematiku uz existuje vela dobrych progra-
mov, ktoré modelovanie ¢asového radu znac¢ne ulahsia.

3. Nezanedbatelnou nevyhodou tychto modelov je, Ze Casto stratime jednoduchu
interpretaciu modelovaného javu.

V dalsej casti kapitoly uvedieme definicie zakladnych prvkov tejto metodoldgie,
ide o AR a MA procesy. Na zéklade tychto ,stavebnych prvkov“ uz vieme opisat
rozne varianty Boxovo-Jenkinsovych modelov, akymi si modely ARMA, ARIMA,
SARIMA.

3.1 Procesy AR(p)

Autoregresny centrovany proces p-teho radu AR(p) mozeme vyjadrit vztahom:

p
Xi=01Xea+ 6 Xiat . +EXep+ B =) ¢ X+ Ey, (3.1)

i=1

15
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¢o mozeme zapisat aj v operatorovom tvare
(1—¢1B—¢B*— ... — ¢,B") X, = E, (3.2)

pricom B je operator posunu

B'X, = X,_;. (3.3)
Ak proces X; nie je centrovany, tak AR(p) ma tvar
P
Xe=ct+ o0 Xi1+ 0 Xy o+ ...+ 0p Xy p+ Ey =c+ Z 0 Xy + Ey, (3.4)
i=1
kde konstanta c je rovna
C=f— Qi — Papt — ... — Pyt (3.5)

Veta 2. Ndhodny proces X dany vztahom (3.1) je staciondrny prave vtedy, ak vietky
korene polynomickej rovnice

bp(r) =1 — P17 — a2 — ... — ppa” =0 (3.6)

lezia mimo jednotkového kruhu.

3.2 Procesy MA(q)

Proces kizavych priemerov ¢-teho rddu MA(q) moZzeme vyjadrif vzfahom:
q
X, =E+0E 1 +0:E 5+...+0,Xiy=E+> 0;E_ (3.7)
j=1
¢o mozeme zapisat aj v operatorovom tvare
X;=1+6,B+0,B*+...+0,B")E,, (3.8)

pricom B je operator posunu.
Proces MA(q) je stacionarny a plati

q
=0, 0 =op, (1+ZH§) :
j=1

Definicia 7. Nahodny proces MA(q), ktory sa da zapisat v tvare konecného AR
procesu, volame invertovatelny.

Veta 3. Ndhodny proces MA(q), definovany vztahom (8.7) je invertovatelny prave
vtedy, ak vsetky korene polynomickej rovnice

O (v) =1— 612 —b2® — ... — 0,27 =0 (3.9)

lezia mimo jednotkového kruhu.
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3.3 Procesy ARMA(p,q)

ARMA (p, q) procesy su kombindciou AR(p) a MA(q) procesov, a daju sa vyjadrit v
tvare

Xt == (letfl + ..+ Qﬁpthp + Et + 91Et,1 4+ ...+ qutfq

p q
=Y ¢ Xii+ B+ 0B, (3.10)
i=1 j=1

alebo pomocou operatorov
(1—¢1B—¢yB*—...—¢,B)X; = (1+6,B+60,B*+...+0,BYE,.  (3.11)

Veta 4. Ndhodny proces ARMA(p,q), definovany vztahom (3.10) je staciondrny,
prave vtedy ak vSetky korene polynomickej rovnice (8.6) leZia mimo jednotkového
kruhu a je invertovatelny prave vtedy, ak vsetky korene polynomickej rovnice (8.9)
lezia mimo jednotkového kruhu.

3.4 Integrované procesy ARIMA(p,q)

Ak méme cCasovy rad, ktory nie je centrovany, pripadne jeho trend je polynomicky,
na modelovanie pouzivame autoregresné integrované modely kizavych priemerov
ARIMA(p, d, q), ktoré st zalozené na d ndsobnom diferencovani uvazovaného ¢asového
radu. Diferencovany proces ozna¢me W;. Potom mame

W, = VeX, = (1 - B)‘X, (3.12)

kde V = (1 — B) je operator spitnej diferencie. Teda ARIMA(p, d, ¢) mozeme vyjdrit
v tvare

¢p(3)m = Qq(B)Et,
¢p(B)(1 = B)'X, = 0,(B)E,, (3.13)
kde

(bp(B) = 1—¢1B—¢282—...—¢p8p,
0,B) = 1+6,B+0,B*+...+0,B".

Proces ARIMA(p,d, q) nie je stacionarny, lebo na lavej strane vzorca (3.13) je d
korenov na jednotkovej kruznici.

3.5 Sezdnne procesy SARIMA (p,d, q)(P, D, Q)

V pripade, ze ¢asovy rad vykazuje sezénnost, t.j. zavislost medzi zodpovedajicimi
velicinami v jednotlivych sezéonach, teda medzi ..., X; o5, Xi s, Xy, Xias, Xpios - o,
kde s je dlzka periédy, pouzijeme sezénny autoregresny integrovany proces kizavych

priemerov SARIMA (p, d, q)(P, D, Q)s, kde
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e p je rad procesu AR,

d je rad diferencie vnutri periddy,

q je rad procesu MA,

P je rad sezénneho AR procesu,

D je rad sezénnej diferencie,

@ je rad sezénneho MA procesu,
e s je dlzka sezénnej periédy.

Proces mozeme vyjadrit v tvare

®p(B°)¢,(B)(1 = B)!(1 — B)°X; = 0,(B)Oq(B") Ey, (3.14)
kde
dp(B) = (1—-®,B°—&,B* —... - &pB"), (3.15)
Og(B) = (1+6©,B*+60,B* +...+0,BY%), (3.16)
¢p(B) = 1—¢1B—¢sB*>—...—¢,B, (3.17)
0,B) = 1+0,B+0,B*>+...+0,B" (3.18)

Sezénnost v ¢asovych radoch mozeme identifikovat pomocou periodogramov alebo
pomocou autokorela¢nych funkcii.



Kapitola 4

Nelinearne modely

V tejto kapitole sa budeme zaoberat troma typmi modelov, ktoré sa najcastejsie
pouzivaju v nelinearnom modelovani ¢asovych radov. Zakladaju sa na myslienke, ze
uvazovany proces prebieha v réznych rezimoch, pricom v kazdom z nich ¢asovy rad
sa d4 modelovat roznymi linedrnymi autoregresnymi modelmi.

Najjednoduchsim modelom z nelinedrnych modelov st samobudiace prahové au-
toregresné modely, v ktorych indikdtorom typu rezimu je niektord z endogénnych
premennych modelu, zvycajne je to d-te omeskanie procesu, a samotné rezimy urcia
isté vybrané hodnoty pre tieto premenné, tzv. prahy. Pri tejto metéde azda najtazsou
tlohou je uréit hodnotu omeskania a hodnoty prahov.

V mnohych pripadoch vSak prudkd zmena pri prechode medzi rezimami nezod-
povedd modelovanému javu. Tento nedostatok sa snazi odstranit autoregresny model
hladkého prechodu, kde sa do jednotlivych rezimov vstupuje pomocou vahovych funk-
cii, najcastejsie ide o logistickt a exponencialnu funkciu. Aj v pripade tohoto modelu,
indikdtorom rezimu je niektora endogénna premenné, najcastejsie niektoré omeskanie
samotného procesu, a takisto sa musia urcit aj hodnoty prahov.

Ako posledny typ, uvadzme Markovov model prepinania rezimov. Tento model sa
lisi od predoslych v tom, Ze zmenu rezimu neriadi nejaké spozorovatelnd veli¢ina, ale
prepnutie medzi rezimami je ndhodnd, uréend podla Markovovho retazca.

4.1 Samobudiace prahové autoregresné modely
SETAR(p;d,r)

Prahové autoregresné modely, tzv. TAR modely st zdkladom viacrezimovych mo-
delov. Navrhol ich Tong v roku 1978. Tieto modely predpokladaji, ze rezim, ktory
nastane v ¢ase t, moze byt urceny nejakou pozorovatelnou premennou u;. Hodnoty
tejto tzv. prahovej (threshold) premennej st porovnavané s tzv. prahovou hodnotou
r. Vo v8eobecnom tvare model méZzeme zapisat ako

k p
Xe= ) <¢é(t)+ ¢>§“>Xt_z~+E§(“>, (4.1)
1

i)=1 i=

19
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pricom j(t) =1 ak g(u;) <7y, j(t) =2 ak r < g(ur) < roy ..., j(t) =k ak 11 <
g(uy) a Ef ® je biely Sum. Premennt u; nazyvame prahovou premennou, parametre
r; nazyvame prahmi a hodnoty j(¢) volame rezimami. Proces dany vzfahom (4.1)
rozklada Casovi os na k rezimov, kde jednotlivé rezimy si urcené inym linearnym
autoregresnym modelom. Proces X, je nelinearny, ak st v niom definované aspon dva
rozne rezimy s roznymi linedrnymi procesmi.

V pripade, Ze za premenni u; budeme uvazovat oneskorené hodnoty analyzova-
ného ¢asového radu X; 4, kde d > 0 je ¢islo udavajice oneskorenie, tak dostavame
samobudiaci prahovy autoregresny model SETAR(p;d,r) (Self-Exciting Threshold
Autoregressive Model), kde p je maximalny rad autoregresie, d je hodnota omeskania
a r je vektor prahov. Tento model mozeme zapisat nasledujicim sposobom

(()1) + i (bz(‘l)Xt*i + Et(l) ak Xi—a <11
2) P (2 ()
+ -0 X, + FE ak rm <X <r
X, = o szﬁbf t . t 1S .t da<T2 (4.2)
¢(()k) + >, ¢@('k)Xt7i + Et(k) ak Th—1 < Xy—g
kde k je pocet rezimov v modeli. Hodnota prahov spliia —00 < 71| <1y < ...< 71} =
0o. Inovacie v i-tom rezime Et(z) st i.i.d. s nulovou strednou hodnotou a varianciou
02 <ocoprei=1,2, ... k. Procedira identifikicie SETAR modelu je nasledujica

e Volba linedrneho AR procesu radu p a mnoziny S moznych hodnét parametra
omeskania d.

e Pomocou preusporiadanej bazovej zakladne procesu AR(p) a moznjch hodnét
omeskania d € S otestovat prahovi nelinearitu Statistikou F'(p, d). Ak nelinea-
rita sa preukaze, tak urcit parameter omeskania d,.

e Pre dané p a d,, urcit hodnoty prahov r z bodového grafu.

e Vylepsenie radu AR procesu a hodnoét prahov v kazdom rezime pomocou line-
arnych autoregresnych metod.

Napriek tomu, ze urcenie prahovych premennych a hodn6t samotnych prahov s
obtiazne, modely SETAR sa stali pomerne popularne pri modelovani réznych neline-
arnych ekonomickych a finan¢nych casovych radov.

4.1.1 Preusporiadanie autoregresie a prediktivne rezidua

Uvazujme linedrny autoregresny proces AR(p), identifikovany v uvazovanom rade
{X1,Xs,..., X,,}. Nech X; 4 je je prahova premennd, ktord nadobtida hodnoty

{Xn, ..., Xn_a}, kde h je definované vztahom h = max{1, p+1—d}. Nech ; je ¢asovy
index i-teho najmensieho pozorovania z mnoziny moznych hodndt {Xp, ..., X, 4}
Potom v skonstruovani preusporiadaného autoregresného procesu podla prahovej pre-
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mennej X; 4 ndm pomdaha rolling order autoregression (ROA), ktora mé tvar

Xy +d I Xejva1 0 Xop oo Xojvap bo Erita
X7r.2+d _ 1 X7r2;|—d—1 : : X:m : : X@?Ld—p ¢:1 N En.z—i—d (4.3)
X7r.i+d 1 Xm'-‘i-d—l . X7r . Xﬂi—.I—d—p ¢.p Ew;)-i-d

kdei = 0,b+1,...,n—p, a b je pociatocny pocet pozorovani, ktory berieme z ¢asového

radu. Tsay [14] vo svojej praci navrhuje ako pociatoénit hodnotu b ~ n/10 + p. Pre
kazdé i vieme pocitat prediktivne rezidud preusporiadanej autoregresie o jeden krok
dopredu Em. 1+d- Tieto rezidud ziskame tak, Ze postupne urobime regresiu vzdy z
niekolko prvych pozorovani pre dané i. Ziskané rezidud pouzijeme k dalSej regresii
danej vztahom

p
Eﬂ'rf»d = W _'_ Z wl/XWrI»de/ _'_ 57r¢+d (44)
v=1
pret=>b+1,...,n—d— h+ 1. Uz nam staci vypocitat testovaciu Statistiku
n—d—h41 72 n—d—h+1 ¢ 2
Elp.d) — ( t=b+1 i Ey — t=b+1 " 0t )/(p+1) 4
(p.d) = n—d—h+1 ¢ 2 (4.5)
( t=b+1 o )/(n—d—b—p—nh)

kde Et = EAerd a 5t = 5ﬂt+d, aby sme otestovali prahovi nelinearitu modelu.

Veta 5. (Tsay (1989)) Predpokladajme, Ze X, je linedrny staciondarny AR poces rddu
p. Teda X, splia (4.2) pre k = 1. Potom pre velké n statistika F(p, d) definovand
vztahom (4.5) ma asymptoticky Fisherovo F rozdelenie s (p+1) a (n—d—b—p—h)
stupniami volnosti.

4.1.2 Identifikacia parametra omeskania d

Pri SETAR modeloch jednym z najtazsich tloh je urcenie parametra omeskania d,
ktory zohrava kluc¢ovi tlohu v nelinedrnom charaktere modelu. Tong a Lim [13]
odporucaju na urcenie hodnoty parametra d Akaikeho informacné kritérium az po
identifikovani ostatnych parametrov modelu. Tsay [14] navrhol odlisnt procediru, v
istom zmysle heuristicki metédu volby parametra d, zalozeni na analyze realnych
dat, kde parameter d sa Specifikuje ako prvy. Pre dany AR proces radu p, najvhodnejsi
parameter omeskania d si vybereme podla Statistiky danej vztahom (4.5), a vyberame
podla toho, kde pre mozné hodnoty parametra d € S = {1,2,...,p} tato Statistika
nadobuda svoje maximum, t.j.

F(p,dy) = max{F(p,v)}, (4.6)
d, = argmax{F(p,v)}, (4.7)

kde index p pri parametri d vyjadruje, zZe parameter zavisi na rade autoregresie.
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4.1.3 Urcenie hodnot prahov r

Specifikicia hodnot prahov vyzaduje $pecidlny pristup. Nech 7; je skuto¢na hodnota
prahu vyhovujtca nerovnosti X, < r; < X, . Potom kazdé redlne ¢islo z intervalu
[ X+, Xr,,,] moze byt dobrym odhadom hodnoty prahu, lebo urcuje rovnaky SETAR
model. Vo vSeobecnosti, v literattire najdeme rézne sposoby intervalovych a bodovych
odhadov hodnét prahov. V praci pouzijeme metddy, ktoré pri bodovych odhadoch
pouzivaju vyberové empirické percentily. Tieto metédy lokalizuji prahy pomocou
analyzy bodového grafu réznych sStatistik verzus Specifikovana prahova premenna.
Nie st to formalizované metddy, avsak poskytuju informéacie o moznej lokalizacii pra-
hov. Standardne sa pouziva metéda, ktorti navrhli Tong a Lim [13], ktord analyzuje
bodovy graf prediktivnych rezidui ziskanych v rekurzivnych lineadrnych regresiach pri
teste nelinearity versus prislusnti prahovii premennt modelu X;_4,. Tsay [14] ako po-
rovnavacie Statistiky berie t-statistiky jednotlivych autoregresnych koeficientov ziska-
nych pri rekurzivnych regresiach. Vychadza z tivahy, ze priebeh hodnét prediktivnych
rezidui aj t-Statistik sa vychyluje z pévodnéh smeru, ak hodnota prahovej premenne;j
dosahuje prah. Graf prediktivnych rezidui dokaze lokalizovat prahy, a grafy t-Statistik
okrem toho identifikuji aj vyznamnost jednotlivych autoregresnych koeficientov.

4.2 Autoregresné modely hladkého prechodu STAR

Najvicsim nedostatkom samobudiacich prahovych autoregresnych modelov SETAR
je ostry zlom modelu pri prechode prahom. Tento nedostatok sa snazi odstranit auto-
regresny model hladkého prechodu STAR (Smooth Transition Autoregressive Model),
o ktorého popularitu sa zaslizi najmi Granger a Teridsvirta [4]. V tomto modeli uva-
Zujeme dva rezimy s vazenym pristupom do rezimov, ktory zavisi na realizacii nejakej
premennej u;. Vazeny pristup do rezimov nam zabezpecuje spojita prechodova fun-
kcia G(uy; 7y, ¢), ktord vyjadruje vahu druhého rezimu, a jej hodnoty st medzi 0 a
1. Funkciu u; nazyvame prechodova premennda. Prechodovou premennou moze byt
bud posunuté endogénna premennd, napriklad u; = X;_4 pre d > 0, exogénna pre-
mennd alebo aj funkcia niekolkych posunutych endogénnych a exogénnych premen-
nych. Prechodova funkcia obsahuje dva parametre. Prvy z nich, r, je prah a druhy ~,
je parameter hladkosti.
Model mozeme vyjadrit v tvare

X, = <¢o + Z ¢z‘th‘> (1=G(ug; v, 7))+ (SOO + Z%’th) G(ug;y,7)+Ey, (4.8)
i—1 i=1

kde E; je gaussovsky biely sum.
Alebo vo vektorovom tvare

Xy = ¢,Xt(1 — G(ug;y,r)) + ‘PIXtG(Ut§ v, 1) + Ey, (4.9)

kde ¢ = (¢07 ¢17 sy ¢p),7 Y = (@07 P1yev ey Spp), a Xt = (17'It—17 ce. 7:L‘t—p)/- Model
(4.8) vykazuje pritomnost dvoch rezimov zdruzenych s extrémnymi hodnotami pre-

chodovej funkcie G(us;v,7) = 0 a G(uy;y,7) = 1, pricom prechod z jedného rezimu
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do druhého je postupny. Tento model mé aj int interpretaciu, a to ako model s neko-
necne vela rezimami, kazdy spojeny s jednou hodnotou prechodovej funkcie. Rovnako,
ako aj v modeloch typu SETAR, aj v modeloch typu STAR je rezim v ¢ase t pozo-
rovatelny, a moze byt uréeny pomocou prechodovej funkcie.

V praxi sa najcastejsie pouzivaji dva typy prechodovej funkcie, logisticka funkcia
a exponenciana funkcia. Logistickd prechodova funkcia, ktora ma tvar

1

G(Ut; ’77T) = 1+ eXp(—’y(Ut - r))

(4.10)

nam zabezpecuje rozne spravanie modelu v takych hodnotach prechodovej premenne;j
ug, ktoré neprekracuju hodnotu prahu r, ¢o znamené, ze model sa meni monoténne
vzhladom na prechodovi premennt. Model s logistickou prechodovou funkciou bu-
deme oznacovat LSTAR. Pre extrémne hodnoty parametra hladkosti model LSTAR
prechadza do dvojrezimového modelu SETAR ak v — 0, a do linearneho AR modelu
ak 7 — oo.

Exponencialna prechodova funkcia ma tvar

G(ugy,7) =1 — exp(—7y(us — 7)?) (4.11)

Zabezpecuje nam rozne spravanie modelu v malych a velkych odchylkach hodnoty
prechodovej premennej u; od hodnoty prahu r, ¢o znamena, Ze model sa meni ,sy-
metricky“ k hodnote prahu. Model s exponencidlnou prechodovou funkciou budeme
oznacovat ESTAR. Pre obe extrémne hodnoty parametra hladkosti v — 0 a v — oo
model ESTAR prechadza do linearneho AR modelu.

4.2.1 Specifikidcia modelu STAR

Ako je zrejmé z (4.8) a (4.12), linedrny AR(p) model je vnoreny do modelu STAR.
Preto je prirodzené predpokladat, Ze prvym krokom pri Specifikicii modelu je testova-
nie linearity modelu proti Specifikacii STAR. Ak nulova hypotéza linearity modelu je
akceptovand, tak dany ¢asovy rad moze byt opisany pomocou linedrneho AR modelu.
Ak nulova hypotéza je zamietnutd, méa zmysel zaoberat sa Specifikidciou nelinedrneho
modelu. Postupnost krokov pri $pecifikicii STAR modelu definoval Tersisvirta [12]
takto

e Specifikicia vychodzieho AR modelu.

e Testovanie linearity pre rézne hodnoty parametra omeskania d, a v pripade
zamietnutia nulovej hypotézy linearity, Specifikovat d.

e Volba typu modelu medzi LSTAR a ESTAR.

e Odhad parametrov modelu.
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4.2.2 AR model

Modelovanie procesov STAR modelmi méa nepochybne oproti lineArnym modelom
niekolko vyhod. KedZe kazdy proces je Specificky, je dobré zacat modelovat vSetky
procesy najskor linedrnymi AR(p) modelmi. Na stanovenie parametra p sa odporuca
vybrat si niekolko alternativnych modelov a vhodny model urcit na zaklade infor-
macnych kritérii.

4.2.3 Test linearity a volba vhodnej funkcie prechodu

Uvazujme autoregresny model hladkého prechodu v tvare (4.8) s prechodovou pre-
mennou X, 4, d > 0. Luukkonen, Saikkonen a Terisvirta [9] navrhli niekolko testov,
ktoré mozu byt pouzité v celej takej triede STAR modelov s nezndmym d, v ktorej
prechodové funkcia G(uy;~, ) splita nasledujice dve podmienky

e Prechodova funkcia G(u;-,-) je vo svojej prvej premennej neparna, rydzo ras-
tica a pre nejaké a > 0 a s > 0 existuje na otvorenom intervale (—a, a) nenulova
derivécia radu 2s + 1.

e G(0;-,-) =0a [0"G(u;-,-)/0ur]u—¢ # 0 pre vietky také neparne k, kde plati
1<k<2s+1.

Navrhnuté testy testuji, ¢i sa model (4.8) redukuje na linedrny v tvare
p
Xi=¢o+ Z X + E. (4.12)
i=1

Za platnosti nulovej hypotézy, ked sa model redukuje na linedrny tvar, nedaju sa
urcit parametre modelu. Uvedeni autori tento problém odstranili nahradenim pre-
chodovej funkcie G(u;-, ) aproximaciou, v tvare Taylorovho polynému. Linearita je
potom testovand pomocou Statistiky Lagrangeovho multiplikatora so Standardnym
asymptotickym y? rozdelenim pri platnosti nulovej hypotézy.

7Z testov si vSimnime test tretieho radu. Ak st hore uvedené dve podmienky spl-
nené pre s = 1, tak je mozné funkciu G(u;-,-) aproximovat pomocou Taylorovho
polynému tretleho radu

Ts(u) = giu + gsu?®, (4.13)

kde
= [0G(w; . -) /Oulu=o, g3 = [33 (5, ) /O’ (4.14)

Dosadenim u; = X;_4 a nahradenim funkc1e G funkciou T3 dostaneme pomocny
model tvaru

Xt ﬁ() + Z ﬁth 7 + Z Z @z]Xt th —J + Z Z CZ]Xt 7 (415)

=1 j=t i=1 j=1

+ Z Z gint—iXt?)_j + L.

i=1 j=1
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Budeme testovat hypotézu

Hég):cpij:Oprei:1,...,p,j:i,...,p,<’,~j:O,gij:Oprevéetkyi,jzl,...,p,

proti alternativnej hypotéze
HS’) : aspon jeden z koeficientov ¢;;, (i5, &; je nenulovy.

Procedtra (1)
1. Zbehnit regresiu X; na {1, X;_1, X;_2,..., X¢—,}, vypocitat rezidua E; a stcet ich
Stvorcov, t.].

SSRy= Y E} (4.16)

t=n—p+1

2. V pripade, Ze d nie je zname, zbehnit regresiu E, na

{1, thzﬁi = 1, 2, .o, P, thithjfi = 1, 2, e ,p,j = ?:, .., P, Xt,inLj,
i=1,2,...,p,7=1,2,...,p,k=2,3}.

V pripade, Ze d je zndme, zbehnut regresiu E, na

1, X 4i=1,2,....p, XXy ayi=1,2,...,p, Xy i XF ;i=1,2 ... ,p,k=2,3},
a vypocitat rezidualy 7, a sucet ich $tvorcov

SSRy= > ;. (4.17)
t=n—p+1
3.Vypocitat Statistiku
SSRy — SSR3
Sz =(n— . 4.18

Veta 6. (Luukkonen (1988)) Nech X; je staciondrny, invertovatelny autoregresny
proces radu p s reprezentdciou

p
X =Y ¢: X i+ E, (4.19)

i=1

kde E; su nezdvislé ndhodné premenné z rovnakého rozdelenia s nulovou strednou
hodnotou, rozptylom o% a konecnym Sturtym momentom. Potom za platnosti hypo-
tezy Hég) md Ss asymptoticky x? rozdelenie so stupriami volnosti %p(p +1) +2p? ak
nepozname d, a 3p ak pozname d.

Test dany procedirou (1) je stcasne aj testom linearity modelu proti nelinearite
typu LSTAR. Saikkonen a Luukkonen [9] navrhli test, kde ako alternativnu hypotézu
k linedArnemu AR modelu postavime model typu ESTAR. Podla ich ndvrhu pomocny
model nadobuda tvar

p p p p p
X = Bo+ Z BiXi—i + Z Z i Xi—i Xi—j + Z Z Cintszf,j + Ep. (4.20)
=1

i=1 j=i i=1 j=1
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Nulova hypotéza ma tvar
Héz) i =0prei=1,...,p,7=14,...,p,(; =0 pre vSetky ¢, =1,...,p,
proti alternativnej hypotéze
Hf) : aspoi jeden z koeficientov ¢;;, (;; je nenulovy.

Procedtra (2)
1. Zbehnit regresiu X; na {1, X;_1, X;_2,..., X¢_,}, vypocitat rezidua E; a stcet ich
Stvorcov, t.].

SSRy= Y E} (4.21)

t=n—p+1

2. V pripade, Ze d nie je zname, zbehnit regresiu E, na

{1, thzﬁi = 1, 2, .., P, thithjfi = 1, 2, e ,p,j = ?:, ..o, P, thithfjw
i=1,2,....,p,7=1,2,...,p}

V pripade, Ze d je zndme, zbehnat regresiu E, na

{(L,X,5,i=1,2,...,p, X i Xy g,i=1,2,....p, X; ;X2 ;i =1,2,...,p},
a vypocitat rezidualy 7, a sucet ich $tvorcov

SSRy= > i} (4.22)
t=n—p+1
3.Vypocitat Statistiku
SSRy — SSR;
Sy =(n— 4.23

Veta 7. (Luukkonen (1988)) Nech X, spliia predpoklady z vety 6. Potom za platnosti
hypoteézy HéQ) md Sy asymptoticky x* rozdelenie so stupriami volnosti %p(p +1) +p?
ak nepozname d, a 2p ak pozndme d.

V roku 1999 Escribano a Jorda dosli na to, Ze aproximécia Taylorovym polyné-
mom prvého radu dostatoéne nevystihuje charakteristickii vlastnost exponencialne;
prechodovej funkcie. Preto navrhli aproximaciu prechodovej funkcie Taylorovym po-
lynémom druhého radu, ktora vedie k pomocnej rovnici

p p p p p
Xo=0o+ Y BXei+ Y Y euXeiXey+ ) D> G X X7 (4.24)
=1

i=1 j=i i=1 j=1

L p P
+ Z Z fz’thﬂ'Xij + Z Z wintfiX;L,j -+ Et-

i=1 j=1 i=1 j=1
Budeme testovat hypotézu
Hé4) iy =0pret=1,...,p,j =4,...,p,G; = 0,&; = 0,7;; = 0 pre vSetky ¢,5 = 1,...,p,
proti alternativnej hypotéze

Hf’) : aspon jeden z koeficientov ¢;;, (i;, &ij, ¥i; je nenulovy.
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Procedura (3)
1. Zbehnit regresiu X; na {1, X;_1, X;—a,..., X¢—,}, vypocitat rezidud F; a stcet ich
stvorcov, t.j.

SSRy= Y  E} (4.25)

t=n—p+1

2. V pripade, Ze d nie je zname, zbehnit regresiu E, na

{1, Xt_z‘,l. = 1, 2, .o P, Xt—iXt—jai = 1, 2, c. ,pjj = i, - D, Xt_z‘Xij,
i=1,2,...,p,7=1,2,...,p,k=2,3,4}.

V pripade, Ze d je zndme, zbehnut regresiu E, na

L,X 5i=1,2,...,0, X; i Xy ayi=1,2,...,p, X; ;XF ,i=1,2,....pk =234},
a vypocitat rezidualy 7j; a sucet ich $tvorcov

SSRy= > i} (4.26)
t=n—p+1
3.Vypocitat Statistiku
SSRy — SSRy
Sy =(n— 4.27

Veta 8. (Luukkonen (1988)) Nech X, spliia predpoklady z vety 6. Potom za platnosti
hypotézy H(§4) md Sy asymptoticky x* rozdelenie so stupriami volnosti
%p(p +1) + 3p* ak nepozndme d, a 4p ak pozndme d.

4.2.4 Odhad parametrov

V pripade, ak linearita bola zamietnuté, pouzijeme na modelovanie daného ¢asového
radu STAR model. Uvazujme dvojrezimovy model v tvare (4.9). Na urCenie paramet-
rov 8 = (¢, ¢',y,r) moZeme pouzit nelinearnu metédu najmensich Stvorcov

N
0 = arg m@in;(xt — F(X4;0))?, (4.28)
kde
F(X;,0) = ¢'Xi(1 — G(ug; v, 7)) + ¢ XG(ug; vy, r) + E, (4.29)

¢) — (¢0,¢1, .. .,gbp)/, Lp = (@079017 .. .,QOP)/ a Xt = (1,2L‘t_1, e ,[L‘t_p)/.

4.3 Markovove modely prepinania rezimov

4.3.1 Zakladny popis a vyzitie

Tieto modely neposkytuju len zmysluplnii cestu na modelovanie ¢asovych radov pod-
mienenych zmenami v rezime, ale pomocou vhodnych filtrujtacich a vyhladzujacich
algritmov vytvaraju aj optiméalne zavery o nepozorovatelnych stavoch v kazdom bode
v rdmci vzorky. Modely s premenlivymi rezimami st stale znacne vyuzivané na mo-
delovanie agregovanych makroekonomickych ¢asovych radov, kde ukazujua radikalne
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odlisné spravanie pocas obdobi exanzie a recesie. Tieto modely boli tispesne pouzité
na fitovanie mnozstva ekonomickych a finanénych ¢asovych radov, napriklad trokove;j
miery, vymannych kurzov.

Tato trieda modelov vychadza z predpokladu, ze dany rezim je urceny nejakym
nepozorovatelnym stochastickym procesom, ktory mézeme oznacit ako {S;}. Z toho
vyplyva, Ze jednotlive rezimy nie je mozné identifikovat presne, ale len s uritou prav-
depodobnostou. V pripade dvoch rezimov proces {S;} nadobtida len hodnoty 1 a 2. Ak
vychéddzame z modelu AR(1), potom model s rezimami uréenymi nepozorovatelnymi
veli¢inami ma tvar

e v ex + B ak S =1
Xe=19 ) @ (4.30)
o+ o1 Xe1 + B ak Si =2,
alebo zjednodusene
X =68 + X + B pre S =12 (4.31)

Aby bol model (4.30) a (4.31) kompletny, musi byt Specifikovany proces {S;}. Ha-
milton [5] prisiel s predstavou, Ze tento proces je Markovov proces prvého radu, alebo
MSW model (Markov-Switching Model). Predpokladé sa tu, Ze rezim S; zavisi len
na rezime S;_;. Model (4.30) a (4.31) je kompletny, ak definujeme pravdepodobnosti
prechodu z jedného stavu do druhého, t.j.

( ) =
P(St =2 ‘ Si1 = 1) = P12,
P(St =1 ‘ Si1 = 2) = P21,
P(St =2 | St—l = 2) = P22.

Pravdepodobnost prechdu zo stavu i v ¢ase t —1 do stavu j v ¢ase t v Markovovom
refazci, resp. pravdepodobnost prechodu zo stavu i v éase t — 1 do rezimu j v Case
t v modeli casového radu je rovna p;;. Platia rovnice pi; + pi2 = 1 a pa1 + pa2 =
1. Nepodmienené pravdepodobnosti, ze model je v ¢ase t v danom rezime, odvodil
Hamilton ako vlastny vektor zodpovedajuci vlastnému ¢islu A = 1 matice

D11 1 —pa
1—pn D22

a tymito pravdepodobnostami st

P(S,=1) = 2_;;71’3;22, (4.32)
P(S; =2) =5 B—. (4.33)

4.3.2 Tvorba MSW modelov

Pri modelovani vzdy je vhodné zacdinat jednoduch$imi linedrnymi modelmi a potom,
ked nie st splnené podmienky pre ich pouzitie, prejst k modelom vSeobecnejsim a
tiez komplexnejsim, akymi st modely nelinearne. Odportcaju sa nasledovné kroky:
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Pre dany ¢asovy rad ur¢it vhodny linedrny model typu AR(p).

Otestovat nulovii hypotézu linearity modelu oproti alternativnej hypotéze ne-
liearity modelu.

Odhadntt parametre zvoleného nelinedarneho modelu.

Overit vhodnost modelu.

Ak je potrebné, model treba vylepSit.

4.3.3 Testovanie linearity oproti nelinearite typu MSW

Pre testovanie linearity oproti alternative nelinearity typu MSW sa pouziva test vie-
rohodnostnym pomerom, v ktorom sa testuje nulova hypotéza linearity, t.j.

Hy : @, =@y, (4.34)
Hy : ¢i1# ¢iaprei € {0,1,...,p}, p=max(py,p2). (4.35)

Testovacie kritérium je LR = Ly;sw-Lag, kde Lysw a Lagr st hodnoty logaritmov
vierohodnostnych funkcii zodpovedajicich modelom MSW a AR. Za predpokladu nu-
lovej hypotézy pravdepodobnosti prechodu py; a pes st prebytocnymi parametrami.
Hansen [6] ukazal, Ze tato testovacia Statistika linearity nema Standardné pravdepo-
dobnostné rozdelenie. Toto rozdelenie dokonca ani nemoze byt vyjadrané analyticky,
ale jedine simulacne.

4.3.4 Odhady parametrov modelu MSW
Pri MSW modeloch poterbujeme odhadnut

e pocet stavov N

e rozdelenie pravdepodobnosti prechodu z jedneho stavu do druhého
pij=Pl@=jlag1=1i 1<ij<N

e pociatocné stavové pravdepodobnosti
™ =T

WZ:P(qlzl) ’i2172,...,N

e autoregresné parametre a rozptyly rezidudlnej zlozky v jednotlivych rezimoch,
tj. ®; = (o, ", o), 02 i=1,2,....N

7

e odhad postupnosti stavov pre dany casovy rad, t.j. q1,¢2,...,¢,. Tu budeme
odhadovat pravdepodobnost, s ktorou nastane stav j v ¢ase t. Nakoniec sa v
kazdom case t vyberie stav s najvicSou pravdepodobnostou.

Parametre MSW modelu mozeme odhadnit pomocou metédy maximélnej vierohod-
nosti. Vzhladom na to, Ze Markovovsky proces ¢; je nepozorovatelny, problém odhadu
je nestandardny. Cielom odhadovacej procediry je ziskat odhady autoregresnych pa-
rametrov, rozptylov rezidualnej zlozky v réznych rezimoch, odhady pravdepodobnosti
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prechodu z jedného rezimu do druhého a odhady pravdepodobnosti, s ktorymi na-
stane isty stav v jednotlivych ¢asoch. Podrobnosti sa daju najst v diplomovej préaci
Petrickovej [11].



Kapitola 5
Aplikacia teorie v praxi

V tejto kapitole sa budeme snazit ndjst vhodné modely pre Stvrtroéné data HDP
Svédska. Hlavnou tlohou a takisto taziskom préace je aplikovat tedriu nelinedrneho
modelovania. Konkrétne budeme hladat SETAR a STAR modely pre nas casovy
rad. V tychto modeloch jednym z parametrov je p, tzv. maximalny rad autoregresie.
Preto pred hladanim nelinedrnych modelov, najprv musime néjst vhodné lineirne
AR(p) modely. Z tohto dévodu za¢neme kapitolu s analyzou dat a ich linearnym
modelovanim. Pri modelovani sme mali na pomoci softvéry EViews 5, Matlab 6.5 a
Mathematicu 5.2.
Déta mame z rokov 1980-2008, graficky znazornené ich vidime na obrazku 5.1.
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700000 -

600000 -

500000 -

400000

300000+ —— o
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|— HDP_SVEDSKO|

Obr. 5.1: Kvartéalne data HDP Svédska dané v miliénoch doméacej meny
Ako aj z obrazka vidiet, v ddtach mame sezénnost, a kedze ide o Stvrtrocné déta,

tak sme zobrali sezénnu zlozku s dlzky 4. Sezénnost sme odstranili ,,ruéne”, pomocou
sezonnych diferencii.

31
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V dalsom kroku ku vytvoreni spravneho modelu sme odstranili trend z daného
¢asového radu. Jednoznacne sa nedd urcif ani jeden konkrétny typ trendu, ktory by
perfektne kopiroval nase data, mi sme napriek tomu skusali linearny, kvadraticky a
hp trend. Najviac sa nam osvedcil model, kde sme odstranili z pévodného ¢asového
radu linedrny trend. Detrendovany a sezénne odcisteny ¢asovy rad budeme oznacovat
}{I)I)ijg.

Po tpravach ¢asového radu HDP Svédska sme dostali ¢asovy rad, ktory je graficky
znazorneny na obrazku 5.2.

30000

20000

10000+

Obr. 5.2: Casovy rad HDP po odstraneni linedrneho trendu a po sezénnom o¢isteni

Dalej sme otestovali pritomnost jednotkového koretia v skiimanom ¢asovom rade,
t.j., ¢i dany Casovy rad je stacionarny. Na testovanie stacionarity sme pouzili Dickey-
Fullerov test. Nulovou hypotézou pri tomto teste je pritomnost jednotkového korera,
ale tito hypotézu sme zamietli s p-hodnotou 0.0003. Teda vychaddzame zo stacionér-
neho ¢asového radu a mozeme zacat s jeho linedrnym modelovanim.

5.1 Modely SETAR

5.1.1 Linearne a nelinearne modelovanie ¢asového radu
HDPrg

V pripade ¢asového radu HDP ;7 najlepsie AR(p) modely, ktoré sme nasli st AR(5),
AR(8), AR(11). Pri dalSej analyze dat, presnejsie, pri hladani vhodného nelinearneho
modelu, v pripade AR(8) a AR(11) sa preukazalo, Ze tieto ¢asové rady nie st vhodné
na nelinedrne modelovanie, lebo prahova nelinearita sa v ich pripade zamieta. Otes-
tovali sme nekorelovanost rezidui a druhych mocnin rezidui, a korelovanost dat sme
zamietli. Normalitu rezidui sme otestovali empirickymi testami normality (Lilliefors,
Cramer-von Mises, Watson), a nulovi hypotézu normality nezamietli. Uviddzame ta-
bulky odhadov koeficientov pre najdeny modely, a takisto aj korelogramy rezidui a
druhych mocnin rezidui na obrazkach 5.3, 5.4, 5.5.
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“ariable Coefficient  5Std. Error t-Statistic Prab.
AR 0777532  0.096896 g.847856  0.0000
AR 0218040 0118872 1834246 0.0695
ARE] 0.205240 0108275 1901998 0.0599
R-sguared 0432348 Mean dependent var 561,911
Adjusted R-squared 0482586 5.0 dependent var 11596.82
S.E. of regression 8341768 Akaike info criterion 2092355
Surn squared resid 724EH18  Schwarz criterion 20.23351
Log likelihood 1116411 Durbin-Yatson stat 1.836457
Obr. 5.3: Odhady koeficientov pre model AR(5)
[ Correlegram of Residuals Squared
| Correlegram of Residuals '
' Date: 04/25/10 Time: 16:36
Date: 04/25/10  Time: 16:40 Sample: 195202 200804
Sample: 198202 200804 Included observations: 107
Included observations: 107 Crstatistic probabilities adjusted for 3 ARMA term(s)
Q-statistic probabilities adjusted for 3 ARMA term(s)
Autocorrelation Partial Correlation AT PAC Q-Stat Prob
Autocorrelation Partial Correlation AC PAC 0-Stat Prob
iR L 1 0045 D046 0.2352
g ! g ! 1 -0.147 0,147 2.3894 [N [N 2 0013 0011 02541
| |l s ] 2 0109 0.090 37195 [N [N 3 0014 0013 02772
Il gt 3 0.063 0.093 41593 [N [N 4 0012 0010 02932 0588
g g 4 -0.069 -0.060 47016 0.030 [N [N £ 0012 0010 03091 0857
[l (]l 5 0148 0118 7.2043 0.027 Nk K 6 -0:005 0006 03117 0958
[ Lt B -0.017 0025 7.2350 0.065 (W (W 7 0011 0011 03248 0933
i i 7 000 0.8 72391 0124 NI (N 8 0004 0003 03266 0997
g ! g ! g -0.086 -0.117 81041 0.151 R R 90011 -0.011 0.3403 0.999
(R N 9 0026 0.017 81825 0.225 1) [ B 10 0016 D017 0.3708 1.000
(iRl (iRl 10 0.064 0.082 8E7I5 0.276 1] 1] 11 0013 D012 0.3927 1.000
g ! i 11 -0.096 -0.079 97928 0.280 1] R 12 -0.004 -D005 0.3944 1.000
[ g ! 12 -0.043 -0.100 10.018 0.349 [ Lt 13 -0.014 -0014 0.4157 1.000
(N N 13-0.008 0.0158 10.026 0.433 R R 14 -0005 -0004 0.4217 1.000
N g 14 -0.075 -0.049 10.794 0.461 [N [ B 15 0020 0021 04747 1.000
(R L 15 0.091 0051 11.842 0.458 [N (R 16 D008 0007 04838 1.000
1] (iR 16 0.011 0.054 11.857 0.539 g (R 17 0058 0.057 0.9143 1.000
(R ) 17 -0.020 0.013 11.210 0614 1] [ B 18 0.019 0013 0.9621 1.000
1] I 18 0.023 0007 11.981 0680 R [N 19 -0.019 -0.022 1.0093 1.000
[ iRl 19 0.041 0.047 12200 0.730 [ [ 20 0007 0006 1.0155 1.000
(N o 20 0.002 -0.014 12201 0788 o L 21 -0.009 0011 1.0272 1.000
LA g 21 0073 0.066 12917 0796 e L] 22 0002 0001 1.0277 1.000
N g 22 -0.076 -0.076 13.702 0.801 o o 23 -0.026 0025 11189 1.000
(NE N 23 0032 0.008 13847 0838 e L] 24 -0.007 0004 11245 1.000
L N 24 0.014 0.021 13874 0875 ] L] 25 -0.001 0001 1.1250 1.000
g1 (i 25 -0.061 -0.078 14.396 0.857

Obr. 5.4: Korelogram rezidui pre model
AR(5) ¢asového radu HDP g

Obr. 5.5: Korelogram druhych mocnin
rezidui pre model AR(5) ¢asového radu
HDP 15

Odhadnuty model aj s koeficientami je nasledujtci

Ty

Ty

O1T4—1 + QuTy—g + 545 + L,

0.7775z,—1 — 0.2180z;_4 + 0.20592;_5 + E;.

Po najdeni vhodného ,,vychodiskového* linedrneho modelu, snazili sme sa néasjt
vhodny nelinedrny model pre dané data. Pomocou testovacej statistiky 4.5 sme zistili
ak(l hodnotu méame zobrat za parameter omeskania. Preukizalo sa, Ze najlepsie je
zobrat hodnotu d = 3, ale hypotéza prahovej nelinearity sa nezamietla ani v pripade

d=1.



5.1. MODELY SETAR 34

5.1.2 Identifikovanie nelinearneho modelu ¢asového radu
HDPLTS pre d=3

Parameter omeskania najprv sme zobrali d = 3, a neskor budeme analyzovatf aj
pripad d = 1. Ako poslednt vec, potrebnt na urcenie modelov jednotlivych rezimov,
st hodnoty prahov, ktoré sme odhadli zo scatterplotov, a dostali sme hodnoty

r1 = —4500 a ry = 4000. Pomocou tychto informécii o parametroch SETAR modelu
sme sa zaoberali modelovanim dét dizky 32, 45 a 30. Pred modelovanim sme otestovali
Chowov testom zlomu, ¢i naozaj je preukazatelny zlom v preusporiadanych datach,
a prijali sme alternativnu hypotézu, t.j., Ze zlom v datach je preukdzatelny. Zlom
s vysokymi p-hodnotami sa preukézal v pripade, ked sme testovali prahy zvlast, a
takisto aj v pripade, ked sme zobrali oba prahy a testom sme testovali dva zlomy
naraz v datach. To znamené, Ze v dalSej Casti kapitoly sa budeme zaoberaf tymito
troma moznostami, a vSetky tri pripady vySetrime.

5.1.3 Model SETAR(5; 3, —4500)

Prah r=-4500 nam rozdelil dita na dve sady dat dlzky 32 a 75. Na zistenie najlep-
sej kombinacie autoregresii modelov urcujacich spravanie sa modelu v jednotlivych
rezimoch sme pouzili AIC a BIC informacné kritéria. Tieto kritérid pri moznej naj-
mens$ej hodnote urcuju akt kombindciu rddu autoregresie mame brat v jednotlivych
rezimoch. Tu sa najviac osved¢il model s p; = 1, p, = 3 radmi autoregresie v jednot-
livych rezimoch, s hodnotami informacnych kritérii AIC= 1934.13 a BIC= 1946.33.
Suma §tvorcov rezidui pre odhadnuty model je SSR= 7.3658 * 10%. Vysledny model
aj s odhadnutymi koeficientami je nasledujici

B —1326.1511 + 0.8099x;_1 + E} ak r;_3 < —4500,
L 771.7286 + 0.3381x;_1 + 0.4001x;_9 — 0.0320x;_3 + E;, ak x;_3 > —4500.
(5.1)

Namodelované a povodné data st porovnané na obrazku A.6.

5.1.4 Model SETAR(5;3,4000)

Pomocou hodnoty prahu r=4000 sa rad vhodny na urcenie modelov v jednotlivych
rezimoch rozdelil na jednotlivé tseky dlzky 67 a 30. Pomocou AIC a BIC infor-
macnych kritérii sme urcili, aké rady autoregresie st najvhodnejsie na modelovanie
yrozsekaného“ radu. Dostali sme p; = 2 a p, = 3. Informacéné kritéria modelu vys-
li AIC= 1805.66 a BIC= 1817.88. Suma Stvorcov rezidui pre odhadnuty model ma
hodnotu SSR= 1.0342 x 10'°. Odhad modelu je nasledovny

| —685.0370 + 0.72142,_, + 0.0059z, 5 + E; ak ;5 < 4000,
") 334.2376 + 0.37312, 1 + 0.54427, 5 — 0.12932, 5 + E;  ak 2,3 > 4000.
(5.2)

Modelované a povodné data st zndzonené na obrazku A.7.



5.1. MODELY SETAR 35

5.1.5 Model SETAR(5, 3; (—4500, 4000))

Pomocou hodnot prahov r1=-4500 a r,=4000 sme rozdelili na nelinearne modelova-
nie vhodny rad na jednotlivé tiseky dizky 32, 45 a 30. Najlepsiu kombiniciu radu
autoregresnych clenov urcenych na modelovanie jednotlivych rezimov sme nasli ako
p1 = 1, po = 2 a p3 = 3. Informacné kritéria pre tieto parametre modelu nam
vysli AIC=1933.60 a BIC=1947.56. Suma stvorcov rezidui odhadnutého modelu je
SSR= 7.2911 * 10°. Vysledny odhadnuty model m4 tvar

—1326.1511 + 0.8099x;_; + E; ak x;_3 < —4500,

) = 635.6774 + 0.26102;_1 + 0.3787z,_5 + E;  ak —4500 < x;_3 < 4000, (5.3)
630.3101 4 0.4547x;_1 + 0.3833x:_2
—0.0690z,_3 + E ak ;3 > 4000.

Modelované a povodné data porovnavame na obrazku A.S8.

5.1.6 Identifikovanie nelinearneho modelu ¢asového radu
HDPrg pre d =1

V druhom pripade sme za parameter omeskania zobrali d = 1. Pri poznani maxi-
malneho radu autoregresie modelu a hodnoty parametera omeskania nam zostalo za
tlohu uréit len hodnoty prahov, ktoré sme odhadli zo scatterplotov, a dostali sme
hodnoty r; = —7000 a 7, = 3000. Pomocou tychto informécii o parametroch SETAR
modelu sme sa zaoberali modelovanim déat dlzky 23, 25 a 49. Pred modelovanim sme
otestovali Chowov testom zlomu, ¢i naozaj je preukazatelny zlom v preusporiadanych
datach, a prijali sme alternativnu hypotézu tohoto testu, t.j., Ze zlom v datach je pre-
ukézatelny. Zlom sa preukdzal v pripade, ked sme testovali prahy zvlast, a takisto
aj v pripade, ked sme zobrali oba prahy a testom sme testovali dva zlomy naraz v
datach. V dalsej casti kapitoly vySetrime vSetky tri pripady.

5.1.7 Model SETAR(5; 1, —7000)

Prah r=-4500 nam rozdelil na nelineare modelovanie vhodné data na dve sady dat
dizky 23 a 84. Z hladiska hodnot informacénych kritérii sa najviac osvedéil model s
p1 = 3, po = 1 radmi autoregresie v jednotlivych rezimoch, s hodnotami informac-
nych kritérii AIC= 1922.30 a BIC= 1931.71. Suma stvorcov rezidui pre odhadnuty
model vysiel SSR= 7.0059 * 10°. Vysledny model aj s odhadnutymi koeficientami je
nasledujuci

) —4451.4726 + 0.5488x; 1 — 0.6012z; 5 + 0.77992; 3 + E;  ak x; 1 < —7000,
"] 1270.0407 + 0.5957z, 1 + E; ak x;_1 > —7000.
(5.4)
Namodelované a pévodné data su graficky znazornené na obrazku A.9.
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5.1.8 Model SETAR(5; 1,3000)

Pomocou hodnoty prahu r=3000 sa rad vhodny na urc¢enie modelov v jednotlivych re-
zimoch rozdelil na jednotlivé tseky dizky 58 a 49. Pomocou AIC a BIC informaénych
kritérii sme urcili, aké rady autoregresie st najvhodnejsie na modelovanie ,rozseka-
ného“ radu. Dostali sme p; = 1 a p, = 3. Suma Stvorcov rezidui pre odhadnuty model
je SSR= 8.7944 x 10°. Nami $pecifikované parametre uréuji model v tvare

134.9210 4- 0.7696x;_1 + E ak x;—1 < 3000,
€T+ =
' —89.2339 4+ 0.5577x;—1 + 0.3317x;_o — 0.09182;_3 + F;  ak x;_; > 3000.
(5.5)

Modelované a povodné data porovnavame na obrazku A.10.

5.1.9 Model SETAR(5, 1; (—7000, 3000))

Pomocou hodnot prahov 71=-7000 a r,=3000 sme rozdelili na nelinedrne modelovanie
vhodny rad na jednotlivé tseky dizky 23, 25 a 49. Najlepsiu kombinéciu radu autoreg-
resnych clenov urcenych pre modelovanie jednotlivych rezimov sme nasli ako p; = 5,
p2 = 1 a p3 = 3. Informacné kritéria pre tieto parametre nam vysli AIC=1958.67 a
BIC=1976.16. Suma §tvorcov rezidui pre odhadnuty model vysiel SSR= 8.3665 * 10°.

[ 5787.4024 + 0.55842,_; — 0.63062;_5
10.53667;_5 — 0.03987; 4 + 0.26187, 5+ F, ak 2, < —7000,

re = < 861.5781 + 0.2691x;_1 + F; ak —7000 < x;_1 < 3000,
—89.2339 4+ 0.5577x;_1 + 0.3317x;_»
| —0.0918z;_5 + E, ak x;_1 > 3000.
(5.6)

Modelované a povodné data porovnavame na obrazku A.11.

5.2 Modely STAR

V nasledujtcej ¢asti préce sa budeme zaoberat najdenim najvhodnejsich nelinearnych
STAR modelov pre naSe data. Na to budeme pouzivat zdrojové kédy Ing. Tomésa
Bacigéla, PhD. [1]. Samotné STAR modely sme hladali pre sezénne ocisteny a detren-
dovany ¢asovy rad HDP Svédska, ako v pripade SETAR modelov. Zaoberali sme sa
teda modelovanim ¢asového radu HDP 7s. Pri identifikovani najvhodnejsich STAR
modelov sme brali vstupné udaje p=5, d=3 a p=5, d=1. Pri Tsay teste prahovej
nelinearity sme prijali alternativnu hypotézu testu, t.j., Ze data je vhodnejsie neli-
nearne modelovat. Ale ked sme pouzili LM test na otestovanie STAR modelu ako
alternativnu hypotézu oproti linedrneho modelu, tak test ndm zamietol hypotézu o
vhodnejsom pouziti STAR modelu pre nase data oproti lineArnemu modelovaniu.
Napriek tomu odhadneme model pre vyssie urcéené parametre. Program nam umoz-
nil odhadovat 2-rezimové modely s logistickou prechodovou funkciou, teda budeme
odhadovat LSTAR modely. Vysledné modely budeme porovnévat podla AIC, BIC
kritérii.
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5.2.1 Hladanie najvhodnejSiecho STAR modelu

Hlavna funkcia na odhad STAR modelov v pouzitom programe ako vstup si ziadala
parametre p, d, r, v. Vhodnost zvolenych parametrov p a d sme overili pomocou
testu prahovej nelinearity. V pripade parametra r program nam ponukol funkciu
fThresholdRange, kde sme si mohli zadat, kolko najvyznamnejsich prahov si Zia-
dame, a funkcia ndm vratila interval moznych hodnét. Konkrétne pre nase data,
v pripade dvadsiatich prahov sme dostali vystup s hodnotou miniméalneho prahu
T'min = —11236.1, maximalneho prahu r,,,, = 10689.9 a krokom 1096.3. Pri testovani
sme si zvolili mnozinu hodnot pre parameter hladkosti ako v = {0.25,0.5,2, 5}. Funk-
ciu prechodu sme si zvolili logistickii. Hladali sme najlepsie modely z hladiska AIC,
BIC informac¢nych kritérii. Po zvoleni parametrov stacilo dosadit do funkcie fCon-
ditionalRegimeSwitching, a t4 ndm odhadla parametre modelu. V pripade, ak sme
odhadli model s roznymi autoregresnymi stupniami v jednotlivych rezimoch, dostali
sme mensie hodnoty informac¢nych kritérii.

5.2.2 Najlepsie odhadnuté LSTAR modely

Modely, ktoré nam najlepsie fitovali pévodné data sa nasli pre parametre p = 5,
d = 3. Ide o tri modely. Prvy najlepsi odhadnuty model mé hodnoty parametrov
d=3,r=-3562 a v =0.8. Vysledny model s odhadnutymi koeficientami ma tvar

z = (—1229.88 + 0.7408z, ,)(1 — G(.)) (5.7)
+ (145.039 + 0.4730,_1 + 0.49053; 5 + 0.0076z, 5
— 0.38161;_4 + 0.20187,_5)G(.) + Ei,

kde
1

1+ exp(—0.8(x_3 + 3562))

SSR modelu vysiel 1.194902 * 10'°. P6vodné a namodelovné data st zndzornené na
obrazku A.12. Tento model je jediny, kde sme odhad hladali pre mnoZinu moznych
prahov. V dalsich dvoch pripadoch sme si uz zvolili len jednu hodnotu pre prah,
konkrétne sme tam otestovali pri SETAR modeloch najdené prahy r; = —4500 a
ro = 4000. Najlepsie sa ukazali modely pre parametre dy = 3, r; = —4500, v; = 0.25
a dy = 3, ro = 4000, 75 = 0.8. Odhadnuty druhy model mé tvar

G()

xy = (—1326.15+0.8099z;_1)(1 — G(.)) (5.8)
+ (946.3 + 0.3756x;_1 + 0.5061z;_5 4+ 0.0073x;_3 — 0.3783x;_4
+ 0.1656x;,_5)G(.) + Ey,
kde
1

G = e (0.25(z + 4500))
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Pre SSR modelu sme dostali hodnotu 1.1545 * 10'°. Namodelované a pdvodné data
st porovnané na obrazku A.13. Nami Specifikovany treti model je nasledujici

2, = (—695.093 + 0.7252z,1)(1 — G(.)) (5.9)
4+ (848.881 + 0.4946x;_1 + 0.4287x;_5 — 0.0582z,_5 — 0.4603z;_4
+ 0.35392,_5)G(.) + Ei,

kde
1

T 1+ exp(—0.8(z4_3 — 4000))

Suma, §tvorcov rezidui pre model ma hodnotu 9.4868  10°. Namodelované a povodné
data pre treti najlepsi model st zndzornené na obrazku A.14.

G()



Z.aver

V praci sme sa venovali triede viacrezimovych modelov STAR, SETAR a MSW, ale v
praktickej ¢asti sme porovnavali len odhady ziskanych zo SETAR a LSTAR modelov.

Modely z teoretického hladiska sme popisali vo Stvrtej kapitole, a v piatej kapitole
sme sa zaoberali uz len aplikdciou nelinedrneho modelovania na realnych datach HDP
Svédska. Piatu kapitolu by sme mohli rozdelif na dve hlavé ¢asti, v jednej z nich
sme hladali odhady parametrov SETAR modelu, a v druhej ¢asti sme sa zaoberali
odhadovanim LSTAR modelov. Pri hladani vhodného SETAR aj LSTAR modelu
sme pouzili ¢asovy rad HDPrg, ktory sme ziskali z ¢asového radu HDP Svédska
odstranenim trendovej a cyklickej zlozky.

V triede SETAR modelov sa ndm podarilo odhadnaf Sest modelov a v pripade
LSTAR modelov ide len o tri odhadnuté modely. Pri odhadovani modelov, zvolit
najlepsi rad autoregresie modelov, ktoré urcuju spravanie sa dat v jednotlivych rezi-
moch, ndm pomahali informacné kritéria AIC a BIC, pricom sme uprednostnili ich
nizsiu hodnotu. Takisto sme brali do tvahy aj sumy Stvorcov rezidui pre jednotlivé
modely. V prilohe na obrazkach st porovnané povodné a namodelované tudaje. Pre
LSTAR modely sme nedostali az také dobré zhody, ¢o potvrdzuju aj vac¢sie hodnoty
sumy $tvorcov rezidui v pripade tychto modelov. Ale da sa to zdovodnif tym, ze LM
test nelinearity testujuci linearny vs. nelinedrny model typu STAR pre konkrétne
p a d parametre zamietol hypotézu o vhodnom modelovani ¢asového radu HDP ;rg
nelinearnym STAR modelom. Medzi hodnotami informac¢nych kritérii pre najdené
modely nie st rddovo velké rozdiely, preto pri vybere najvhodnejsieho nelinearneho
modelu pre nas odhadovany casovy rad porovnavame sumy Stvorcov rezidui pre dané
modely. Z tohoto dévodu ako najlepsi model sme si zvolili SETAR(5;1, —7000) so
SSR= 7.0059 * 10?, ktory mé& tvar

—4451.4726 + 0.5488x;_1 — 0.6012x;_o + 0.77992;,_5 + E; ak x;—; < —7000,
€T+ =
! 1270.0407 4 0.5957x;—1 + E} ak z;—1 > —7000.

Modelované a povodné data mame porovnané na obrazku A.9 v prilohe. Fitované
hodnoty v pripade tohoto modelu kopiruji najkrajsie modelované data zo vsSetkych
uvedenych modelov.

Dalsou moznostou rozsirenia tejto prace pre hladanie lepsich modelov mézu byt
porovnané predikcie na zéklade odhadnutych modelov, ¢im by sa dali ndjst este lepsie
modely pre skiimany casovy rad.
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Obr. A.6: Porovnanie pévodych a mo-
delovanych dat odhadnutych modelom
SETAR(5; 3, —4500)

Obr. A.8: Porovnanie pévodych a mo-
delovanych dat odhadnutych modelom
SETAR(5; 3, (—4500, 4000))
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Obr. A.7: Porovnanie pdvodych a mo-
delovanych dat odhadnutych modelom
SETAR(5, 3;4000)
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120

Obr. A.9: Porovnanie pdvodych a mo-
delovanych dat odhadnutych modelom
SETAR(5;1, —7000)
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Obr. A.10: Porovnanie pévodych a mo- Obr. A.11: Porovnanie povodych a mo-
delovanych dat odhadnutych modelom delovanych dat odhadnutych modelom
SETAR(5; 1, 3000) SETAR(5, 1; (—7000, 3000))

Obr. A.12: Porovnanie pévodych a mo- Obr. A.13: Porovnanie pévodych a mo-
delovanych dat odhadnutych z modelu delovanych dat odhadnutych z modelu
LSTAR s G(z;_3;0.8, —3562) LSTAR s G(z;_3;0.25, —4500)
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Obr. A.14: Porovnanie pdévodnych a modelovanych dat odhadnutych z modelu LSTAR
s G(x;_3;0.8,4000)



