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Abstrakt

Harakal', Lukas: VyuZitie optimalizacénijch metdd pri riadent portfolia. Fakulta matem-
atiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave, Katedra aplikovane;j

matematiky a Statistiky. Diplomova praca, 2010, 62 s.
Skolitel: Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD.

V praci sa stistredime na viacperiédovy model vyberu optimalnej skladby aktiv. Tento
model je zalozeny bud na maximalizacii strednej hodnoty kvadratickej funkcie uzi-
to¢nosti, alebo na Markowitzovom mean-variance pristupe. Portfélio optimalizujeme
prostrednictvom stochastického programovania. Zaujima nés ako zavedenie transakc-
nych nakladov do uvazovanych modelov ovplyvni vyvoj portfolia a jednotlivé pre-
rozdelenia aktiv pocas pldnovacieho horizontu. Tieto modely nésledne testujeme na

redlnych datach.

Krlacové slova: aktivum, portfolio, optimalizacia portfolia, viacperiodové modely,

stochastické programovanie.



Abstract

Harakal', Lukas: The use of optimization methods in the management of portfolio.
Faculty of mathematics, physics and informatics, Comenius University Bratislava,

Department of Applied Mathematics and Statistics. Master Thesis, 2010, 62 p.
Thesis consultant: Mgr. Igor Melichercik, PhD.

The work focuses on a multiperiod model of selection of the optimal mix of assets.
This model is based either on maximizing the expected quadratic utility function or
on the Markowitz mean-variance approach. Portfolio is optimized through stochastic
programming. We are interested in the effect of integration of transaction costs into
consideration models on the evolvement of portfolio and individual assets realloca-

tions during planing horizon. These models are further tested on real data.

Key words: asset, portfolio, portfolio optimization, multiperiod models, stochas-

tic programming.
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Uvod

Ak vlastnime volIné finan¢né prostriedky a chceme ich vyhodne zhodnotit, zauji-
mavou alternativou investovania nasich penazi je investovanie do roznych typov aktiv.
Pokial sme sa rozhodli pre tito moznost investicie, je pre nas prirodzené zostavit si
¢o najvhodnejsiu kombinéaciu aktiv v nagom portfoliu tak, aby splitali stanovené pod-
mienky. Nasim cielom je v tomto pripade nadobudnif v buducnosti taky majetok,
ktory nam prinesie ¢o najvacsi osobny azitok. Otazkou preto zostava ako si zostavit
optiméalne portfolio. Pre vyber optiméalneho portfolia je navrhnutych niekolko pris-
tupov, my sa vSak budeme zaoberat dvomi najpouzivanejsimi. Jednym je pristup
zalozeny na maximalizacii strednej hodnoty funkcie uzito¢nosti, druhym klasicky
mean-variance pristup navrhnuty H. M. Markowitzom, v ktorom sa snazime mini-
malizovat varianciu vynosov pri pevne stanovenom oc¢akavanom vynose.

Cielom naSej prace je zistit do akej miery maja transakéné naklady vplyv na rebal-
ansovanie portfolia v jednotlivych periodach. Uvazujeme oba typy modelov, ktorych

optimalizacia je zaloZené na stochastickom programovani.

Praca pozostava zo piatich kapitol. V prvej kapitole uvadzame zakladné pojmy
a myslienky teorie portfolia. Druha kapitola sa zaoberd jednoperiédovymi modelmi
optimalizacie portfolia. Zamerand je na transakéné naklady a rozpoctové ohranice-
nia pre oba typy vysSie spominanych modelov s jednou periédou. Na konci druhej
kapitoli poukazujeme na konzistentnost obidvoch pristupov. Obsahom tretej kapitoly
je rozsirenie tychto modelov pre viacperiédové prostredie, ktoré je lepsou aproximé-
ciou skuto¢nosti. St v nej definované predpoklady pravdepodobnostného rozdelenia,
rovnice popisujtce vyvoj majetku v portfoliu a vSeobecna formulacia viacperiédového
modelu. Stvrta kapitola nas uvadza do problematiky optimalizicie portfolia pomo-
cou stochastického programovania, predstaveny je v nej strom scenirov a tloha v
deterministickom tvare. Stredobodom pozornosti piatej kapitoly je praktické testo-

vanie a porovnavanie modelov optimalizicie portfélia. Na zdklade predchadzajucich
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kapitol si v piatej kapitole sformulované oba typy pristupov, zalozenych na stocha-
stickom programovani. Kapitola sa stustredi na porovnanie oboch modelov a skiima ¢i
transakcéné naklady vplyvaja na rebalansovanie portfélia. K naprogramovaniu obid-
voch modelov sme vyuzili matematicky softvér Matlab, konkrétne funkciu quadprog.
Oba modely st preto pretransformované do takej struktury, s akou vie funkcia quad-
prog pracovat. Programy aplikujeme na data a na zaklade pozorovani vyvodime

ZAVery.



Kapitola 1
Teoéria portiolia

Teoria portfolia vo svete financii patri medzi mikroekonomické discipliny. Zaobera sa
vyberom vhodnej kombindcie aktiv do portfolia tak, aby splhalo vopred stanovené
vlastnosti. Kazdy investor sa snazi zostavit si ¢o najvykonnejsie portfolio, t.j. opti-
malizuje ho s ohTadom na jeho postoj k riziku [9].

Aktivum chapeme ako investi¢ny nastroj, ktory je mozné predavat alebo kupovat.
Stubor aktiv nazyvame portflio. V portféliu moézeme drzat rozne pocty odlisnych
aktiv ako napr. akcie, akciové indexy, meny, dlhopisy, pehazni hotovost, vymenné

kurzy, arokové sadzby, opcie, komodity, nehnutelnosti a pod [2].

1.1 Motivacia

Keby sme poznali budicnost, vyber nasho portfolia by bola jednoduché zalezitost.
Cely majetok by sme investovali do aktiva s najvyssim vynosom. K preskupeniu
portfélia by doslo len v pripade, ak by sme neskor objavili aktivum s vys$im vynosom.
Optimalizicia portfolia by bola zbyto¢na [1].

éasovy vyvoj aktiv je vSak nestaly. Vynosy aktiv a tym aj celé portfolio ustavic¢ne
podliehaju riziku. Riziko je najcastejsie dosledkom nidhodného kolisania cien aktiv.
Tieto zmeny st zapri¢inené vplyvom burzového a mimoburzového trhu na cenu aktiva.
Ponuka a dopyt po konkrétnom aktive modelujt jeho ¢asovy priebeh [3].

Pri optimalizacii portfolia poc¢itaji matematické metody s rozliénymi typmi aktiv,
zvyCajne sa vSak zameriavame na vyznamnejSie akciové indexy, vladne, pripadne

korporacné dlhopisové indexy a na penazny ekvivalent.
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Obr. 1.1: Casovy vyvoj cien akciového indexu CAC 40
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Obr. 1.2: Casovy vyvoj vynosov akciového indexu CAC 40
1.2 Optimalny vyber portfélia

Pri voIbe aktiv do nasho portfolia zohladhujeme ich nestélost a skuto¢nost, Ze di-
verzifikdcia znizuje riziko. Vyber aktiv je ¢asto ohrani¢eny rozpoctovymi a riadiacimi
podmienkami.

Zékladnt myS8lienku vol'by portfolia moZno popisat nasledovne. Najprv si stanovime
ciel, ktory chceme dosiahnut. Potom si vyberieme najvhodnejsie portfélio, pomocou
ktorého sa k stanovenému cielu dopracujeme. Vyber portolia je preto realizovany
optimalizaciou.

Ako stanoveny ciel mozno uvazovat o¢akavany vynos. V skuto¢nosti viak davame
prednost osobnému zisku z vynosov, ktory oznacujeme ako uZitocnost. UzitoCnost
stavia do rovnovahy vynosy a rizika na zaklade vlastného pristupu. Priama aplikicia
takéhoto postupu sa v8ak ukézala byt ako naro¢na tloha, kedze pridelit uzitocnost

vynosu jednotlivym investorom je velmi komplikované.

Doposial sme riziko chéapali ako nestalost vynosov jednotlivych aktiv, pripadne

ako nestéalost portfolia ukryta v o¢akavenej uzito¢nosti. Riziko v8ak vieme definovat
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priamo cez varianciu, alebo cez jej druhtt odmocninu t.j.volatilitu (Standardni od-
chylku). Tento pristup navrhol v roku 1952 americky ekoném Harry Max Markowitz
a polozil tym zaklady optimalizacie portfolia. Zaviedol postup ako ohodnotit proti-
chodné ciele, aby sme docielili vysoké vynosy, a aby sme vlastnili portfélio s nizkym
rizikom. V roku 1990 ziskal za svoju priekopnicku pracu cenu Svédskej Statnej banky
za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela. Svojou modernou teériou portfolia
dal impulz pre dalsi vyskum vo finacnej ekonémii. Markowitz navrhol metodu za-
lozent na strednej hodnote a variancii t.j. mean-variance metédu, ktora stale zostava
vdaka svojej jednoduchosti popularnym néstrojom aj napriek viacerym nesuhlasnym

argumentom. Tuto ¢ast prace sme spracovali pomocou literatiry |1| a [10-12].

1.3 Viacperiédova optimalizacia

Viacperiodové modely optimalizacie portfélia st ovela realistickejSie ako jednoper-
iodové. Zakladny rozdiel medzi nimi spociva v potrebe zaviest prerozdelenia aktiv
medzi jednotlivymi peridédami, pri ktorych sa nevyhneme plateniu transakénych nak-
ladov. Transak¢éné néklady vplyvaji na rebalansovanie portfélia v kazdom rozhodova-
com okamihu. Formulaciu a vlastnosti matematického modelu bude preto potrebné
roz3irit.

Pri viacperiédovych modeloch si v prvom rade zvolime planovaci horizont a jed-
notlivé medziperiédové intervaly. Pldnovaci horizont je ¢asové obdobie zacinajice
vyberom portfolia a konciace dosiahnutim stanoveného ciela. V priebehu planova-
cieho horizontu nés moéze zaujimat pravidelny cash flow a majetok na jeho konci.
Dlzku jednotlivych period si je potrebné ur¢it este pred optimalizaciou. Moze byt
kongtantna, alebo sa moZze od periody k peridode menit. Velké mnoZstvo period vak
moze znizovat poddajnost matematického modelu.

Vyber portfolia pri viacperiodovom modeli je podobny ako pri jednoperiddovom.
Najprv si stanovime ciel. f)alej musi portfolio spliiat rozpo¢tové ohrani¢enia modelu,
brat do uvahy transakéné naklady a iné prislu§né ohranic¢enia. Potom optimalizujeme
stanoveny ciel t.j aéelovit funkciu. Ucelové funkcie ¢asto preberame z jednoperio-

dovych modelov, najmé tie, ktoré si zalozené na funkcii uzitoc¢nosti.
Povodné viacperibdové modely zalozené na dynamickom programovani maji ¢asto
velmi obmedzujice ohrani¢enia. Modernej$im spésobom pri optimalizacii viacperio-

dovych modelov je pouzitie viacstuptiového stochastického programovania [1].



Kapitola 2
Jednoperiédové modely

Zaoberat sa jednoperiodovymi modelmi vyberu portfélia mé svoje opodstatnenie.
Mnohé ich vlastnosti sa daji jednoducho pretransformovat pre viacperiddové modely.
Dalsou vyhodou je moznost pouzitia uc¢elovych funkcii tychto jednoperiédovych mod-
elov, niekedy rozgirenych, pre viacperiddové modely. Kapitola je spracovana podla

literatary [1].

2.1 VSeobecné vlastnosti a oznacenia

Ak mame na zaciatku periody k dispozicii rizikové aktivum o velkosti A a jeho
podiato¢né cena je Pj,;, do daného aktiva celkovo investujeme AP;,; penazi. Na konci
periody dosahuje aktivum vynos v — 1, kedZe doglo k ndhodnej zmene ceny P;,; na

cenu P. V praci bude t oznacovat totalny vynos, t.j. (1 + vynos).

AP
ti= AP

V portféliu vlastnime n > 1 rizikovych aktiv s neistym vynosom t; — 1. Peni-
aze investované v prislusnych rizikovych aktivach oznac¢ime z;, kde ¢« = 1,... ,n.
Okrem toho drzime v portféliu urcity objem hotovosti xg. Tato poziciu chidpeme ako

bezrizikové aktivum s kladnym a nemennym vynosom R — 1 > 0.

Vektor t = (tq,...,t,)" (oznacuje riadkovy vektor) a R budeme chapat ako vynosy.
Spolofne st zahrnuté v ndhodnej premennej r = (R, t')". Pre zjednodugenie vyk-
ladu budeme vektorové zastipenie pouzivat aj pre Cleny x;, ¢ = 0,...,n, preto

r = (xg,...,x,). Vektor z nazyvame portfolio v penaznych jednotkach alebo len
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portfolio.
Celkovy majetok je dany suc¢tom vsetkych investicii ). x; a dalej je chapany

ako skalarny sacin 2’1, kde 1 je vektor jednotiek.

2.1.1 Transakcéné naklady a rozpoctové ohranicenia

Transak¢né ndklady mnohé optimaliza¢né modely ¢asto zanedbavaji. Pri vzdjomnom
porovnani toho istého modelu s nimi a bez nich, sa vSak optimélne portfélio méze
vyznamne menit z jednej periody do druhej. Nelinearne modelovanie transakénych
nakladov zna¢ne znizuje matematicki poddajnost modelov, najmé tych viacperio-
dovych. Vhodnym zjednoduSenym sposobom je moznost zaclenit transakéné naklady

do modelu ako urcity pomer k velkosti obratu.

Do nového portfolia vi¢sinou prichddzame s nejakym vstupnym portféliom, ktoré
je vysledkom predchédzajiceho vyberu portfélia a jeho zrealizovanych vynosov. Oz-
nacujeme ho ako pociatoc¢né portfolio z;,; € R, ktoré pozostava z n rizikovych
aktiv a pefiaznej hotovosti. N&§ pociatoény majetok W;,; je sucet .1 = Wy, cez
vSetky jednotlivé aktiva. Pri rebalansovani pociato¢ného aktiva dochadza k nadkupu
vt > 0, respektive k predaju v; > 0 i-teho rizikového aktiva. Investicia do aktiva sa
da preto vyjadrit ako:

Tinii + 0 —v] =3, (2.1)

()

s neistym vynosom z;(t; — 1) na konci periédy. Pre penazna hotovost plati rovnica:

n n
Tinio — Y _(L+di)vf + > (1 =)oy =z (2.2)
i=1 i=1
kde ¢; respektive d; st variabilné transakcéné néklady tykajice sa predaja a nakupu
rizikovych aktiv. Penaznt hotovost investujeme do bezrizikového aktiva s vopred
znamym vynosom zo(R — 1). Kedze rizikové aktivum mozno kupovat aj predavat,
aspoit jedna z premennych v;” alebo v; je rovnd nule. Zakaz stibezného predaja a
nakupu toho istého aktiva vSak mozeme zanedbat, pretoze optimalne rozhodnutie
jednoperiodového modelu spliia tito vlastnost. To ale nie vidy plati pri viacperio-

dovych modeloch.

Majetok na konci periody, ktory je ndhodnou premennou na priestore (2, F, P)

vyjadrime rovnicou:

W= a'r. (2.3)
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Dalsie bezne pouzivané ohranic¢enia s x; > 0, ¢ = 1,... ,n, aby sme vylucili kratke
pozicie a xy > 0, aby sme zabranili pozi¢iavaniu. Ak chceme odvodit analytické
rieSenie jednoperiddového modelu musime pripustit pozi¢iavanie a kratke pozicie a

zanedbat transakéné néklady. Potom mozno séitat rovnice (2.1) a (2.2) a dostaneme:

2.2 Pristup zaloZeny na funkcii uzito¢nosti

Uzito¢nost mozeme definovat ako mieru relativneho uspokojenia konkrétnych potrieb.
Preferencie jednotlivych investorov sa vSak lisia, pretoze kazdy z nich vnima uzi-
toc¢nost inak. Ak nepozname svoju vlastna funkciu uzito¢nosti, nedokdzeme optimal-
izovat svoje portfolio. Von Neumann a Morgenstern odvodili axiémy usporiadania
preferencii, ktorymi by sa mal riadit racionalny investor. Ukazali, ze zlozenie prefer-
encii mozno vyjadrit pomocou funkcie uzitoénosti U(W), ktoré je z matematického

hladiska dvakrat diferencovatelna, rastica a striktne konkavna funkcia.

Ako uz bolo spomenuté, na za¢iatku periédy Celime otazke ako rozdelit svoje poci-
atocné portfolio W,; do n rizikovych aktiv a bezrizikového aktiva. Portfolio musi
splhat rozpo¢tové ohranicenia a nasou tcelovou funkciou je maximalizovat ocaka-
vanu uzito¢nost E[U(WW)]. V tomto pripade zéavisi funkcia uzito¢nosti od kone¢ného
majetku. Ak neuvazujeme transakcéné naklady a ohranicenia na kratke pozicie, for-
mulécia takejto ulohy je v tvare:

max E[U(W)] (2.5)

xz

pripodmienkach :  2'r = W

RieSenie tlohy vedie k jedinému maximu.

2.2.1 Postoj k riziku a kvadratickd funkcia uzito¢nosti

Riziko vo financidch chapeme ako premenlivost ¢i nestalost vynosov nagich investicii.
Vseobecne plati, ze ¢im vysSia je nestalost investicii, tym vic8ie je ich riziko. Od
investicii s va¢Sim rizikom vSak mozno ocakavat vyS$i vynos. Maximélnu ciastku
majetku, ktorej sa je investor ochotny vzdat, aby sa vyhol riziku nazyvame prémia

za riziko. Podla postoja k riziku rozdelujeme investorov na:
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e rizikovo averznych,
e rizikovo neutralnych,
e riziko oblubujucich.

Postoj k riziku mozno ilustrovat na nasledujicom priklade podla [2]. Predstavme
si zreb, ktory s pravdepodobnostou 1/2 vyhrava 100€ a s pravdepodobnostou 1/2
nevyhréava ni¢. Otazka znie, kol'ko sme ochotni za takyto Zzreb zaplatit. Stredna hod-
nota vyhry je 50€. Rizikovo neutralny investor je za zreb ochotny zaplatit najviac

50€. "Nevsima si riziko."

Investor, ktory riziko oblubuje je za Zreb ochotny zaplatit aj viac ako 50€, kedze

moze vyhrat az 100€. "Riziko mu vyhovuje."

Vadsina investorov je vSak rizikovo averznych, t.j. za Zreb nie st ochotni zaplatit
50€ a preferuju istotu 50€. "Neochotny prijat primerané riziko."Plati pre nich nerovnost
U(E[W]) > E[U(W)] vyjadrujtica konkavnost funkcie uzitoénosti.

Miera averzie k riziku sa niekedy vyjadruje cez Arrow-Prattov absolitny koeficient

averzie k riziku definovany ako:

Kap(W) = % (2.6)

Cim je tento koeficient va¢si, tym ma investor k riziku vicsiu averziu.

Mieru averzie k riziku mozeme rovnako vyjadrit aj ako relativnu averziu k riziku:

_—WU(W)

K.(W) = Ty (2.7)

vyjadrujacu absolitnu averziu k riziku v pomere k majetku. Konstantné relativne
riziko predpoklada, Ze investor méa rovnakd averziu k pomernej strate majetku, aj
ked sa absolutna strata zvySuje v stlade s rasticim majetokm. Prikladmi funkcii
uzito¢nosti, ktoré preukazuju konstantni relativnu averziu k riziku st logaritmicka a
mocninova funkcia uzito¢nosti. Obe patria do Sirokej triedy HARA (hyperbolic abso-
lute risk aversion) funkcii uzito¢nosti. Nas bude z tejto triedy zaujimat kvadraticka
funkcia uzito¢nosti, kedze je stcastou niektorych modelov, ktorymi sa v tejto praci

zaoberame.

Vyhodou kvadratickej funkcie uZitocnosti je, ze optiméalne rieSenie modelov, v
ktorych ju uvazujeme, mozno urcit len na zdklade prvych dvoch momentov. Jej

nevyhodou je v8ak rasticost len pre W < i Za tymto bodom presytenia uzito¢nost
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klesa aj napriek rasticemu majetku. Preto kvadraticka funkciu uzitoc¢nosti mozeme
uvazovat len do bodu presytenia i Aj napriek tomu ju mozno pouzivat pre ulohu
(2.5), ak sa hodnoty s ktorymi pracujeme nachadzaju dostatoéne daleko od tohto kr-
itického bodu. Druhou nevyhodou tejto funkcie je rastiica absolutna averzia k riziku.

Pre jednoduchost budeme funkciu uvazovat v tvare Uy(W) = W — aW? a plati:

E[U(W)] = E[W] — a(Var[W] + E[W]?). (2.8)

UW) =W — aW?

/ N

1
200

Obr. 2.1: Kvadraticka funkcia uZzito¢nosti U(W) = W — aW?

2.3 Mean-variance pristup

V klasickom Markowitzovom mean-variance modeli je optimalne portfolio zalozené
len na strednej hodnote a variancii rozdelenia vynosov. Myslienka modelu spociva
v urceni mnoziny efektivnych portfélii, t.j. vopred si stanovime tiroven vynosov, pri-
padne ofakivany majetok W. Zvolime si portfolio s najmensim rizikom (varianciou)
majetku portfolia. Ak budeme hodnotu nasho ocakavaného majetku W obmienat,
ziskame mnozinu efektivnych portfolii a nazyvame ju efektivna hranica. Prislugna
kvadraticka tloha je v tvare

mxin 'Y (2.9)

pripodmienkach : 2'F = W,
'l = Wiy
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Ohranicenia tulohy slizia na to, aby sme dosiahli ocakavany majetok, a aby sa stcet
jednotlivych zloZiek portfolia rovnal pociatoénému majetku. Uloha (2.9) m4 jediné
rieSenie vdaka kladnej definitnosti kovaria¢nej matice Y. Z praktickych dovodov je
potrebné do tlohy zaclenit d'alsie ohranicenie, aby sme sa vyhli kratkym poziciam a
transakcéné naklady.

K modelovaniu variancie vyuziva téelova funkcia (2.9) iba rizikové aktiva. Ugelova
funkciu vSak vieme previest na konvexny kvadraticky tvar, ktory zavisi od x a ma

jedinym rieSenie a to nahradenim ucelovej funkcie vztahom:

0 0 -
Y = <( . ) —I—W") r— o't = 2’ Qr — W2 (2.10)

2.3.1 Odvodenie mean-variance pristupu pomocou tedrie uzi-
to¢nosti
Uvazujme tlohu (2.5). Predpokladajme, ze o¢akavana uzito¢nost moze byt vyjadrena

v tvare zavislom len na prvych dvoch momentoch kone¢ného majetku a ucelovi

funkciu mame v tvare:

E[U(W)] = E[W] — a(E[W]? 4+ Var[W)). (2.11)

Ak ju vynasobime —q, vezmeme @) = ( 8 - ) + 77" a tlohu minimalizujeme dosta-
vame prislusny lagrangian v tvare:

L=12'Qx— éx'? —N2'L — Wip). (2.12)

Malou tipravou preformulujeme lagrangian mean-variance alohy (2.9) na formu:
L=2'Qr — 2’7 — MN2'1l — W) + /W — W2 (2.13)

Derivovanim vyssie uvedenych Lagrangeovych podmienok dostavame podmienky prvého
radu jednotlivych uloh. Parcidlne derivacie podla premennych x a A\ st aZ na mala
vynimku (1 nahrdadza ) zhodné v obidvoch tlohach. Mean-variance model ma este
navyse deriviciu podla ~.

RieSenim mean-variance modelu pre vopred uréené W dostavame optimélne port-
folio s prislusnym lagrangianovym multiplikitorom 7. Ak v ucelovej funkcii (2.11)
zvolime o = % dostaneme rovnaké podmienky optimality ako v mean-variance mod-

eli z tohto dovodu aj identické optimalne portfolio [1].
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Funkcia uzito¢nosti dané vztahom (2.11) je odvodena na zéklade nasledovnych
predpokladov. Predpokladame, Ze funkcia U je nekone¢ne diferencovatelna, a ze ex-
istuju vSetky momenty W. Funkciu mozeme rozvinut pomocou Taylorovho radu pre

hodnotu oc¢akidvaného kone¢ného majetku:

UW) = U(E[W]) + U'(E)(W — E[W]) + %U”(E[W])(W —EW])?+R  (2.14)

- 1 n %
R =) SUMEW)W —E[W]) (2.15)
=3
st ¢leny vyssieho ako druhého radu. Pre strednii hodnotu funkcie uzito¢nosti plati:
1
E[UW)] = U(E[W]) + §U”(E[W])E[W — E[W]]? + E[R]. (2.16)

Ocakavana uzito¢nost ale nie je uréend len varianciou a strednou hodnotou pre
Tubovolné pravdepodobnostné rozdelenia vynosov. Je to kvoli zvysku, ktory méa na

svedomi vysSSie momenty.

Ak teda uvazujeme kvadraticka funkciu uzitocnosti alebo viacrozmerné normalne
rozdelenie vynosov mézme odvodit mean-variance princip na zaklade teérie uzitocnosti.
Ak pre vztah (2.16) plati E[R] = 0, je vo vSeobecnosti dobrou aproximéciou o¢aka-
vanej uzitocnosti.

Pri kvadratickej funkcii uzito¢nosti U(W) = W —aWV? st vietky derivécie U vyssie
ako druhého radu rovné 0. Zamenou funkcie uzito¢nosti v rovnici (2.16) dostaneme

podmienku (2.11) s rovnakymi vlastnostami ako m4 lagrangian tdlohy (2.5).

2.3.2 Kriticky pohl'ad

Mean-variance model je platny ak st vynosy aktiv z normalneho rozdelenia, alebo ak
pre model uvazujeme kvadratickd funkciu uzito¢nosti. Kazdy investor uprednostiuje
portfolio s miniméalnou volatilitou pre dany ocakavany vynos. Tieto predpoklady sa
vSak zdaju byt pochybné. Predpoklad normality vynosov aktiv obmedzuje aktiva na
akcie, ktoré vlastnime dlhy ¢as. Pre nastroje citlivé na zmeny trokovej miery, alebo
stale viac pouzivané opcie nie je stanoveny predpoklad normality. Ukazalo sa, Ze
tieto nastroje maji asymetrické rozdelenie. Pre nesiilad s von Neumann a Morgen-
sternovymi axiémami je predpoklad kvadratickej uzitoCnosti zvycCajne zamietnuty.
Dalsfm spornym bodom je samotné tcelova funkcia. Pouzivanie variancie ako miery

rizika nezohladiiuje horni odchylku od strednej hodnoty a priklada rovnaka vahu aj
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dolnej odchylke. Isto sa snazime vyvarovat malym alebo zadpornym vynosom, avSak
vysSie horné odchylky znamenaji aj vyssie vynosy. Chapanie rizika investorom preto
nie je symetricky rozdelené okolo strednej hodnoty.

Kritka ucelovych funkcii mean-variance modelu viedla preto k vzniku inych post-
modernych tc¢elovych funkcii zalozenych na riziku. Ide o tzv. mean-risk efektivne
portfolia s alternativnou efektivnou hranicou. Patri sem napriklad bezpecné prvé
pravidlo (safety first rule), alebo tcelova funkcia v tvare strednej hodnoty absolitne;
odchylky (mean absolute deviation) E[|W — E[W]|] = E[|(r — 7)z|]. Safety first rule
uplne zanedbéva horné standardné odchylky a do Gvahy berie len dolnu ¢ast, ¢ize iba

dolné parcidlne momenty [1].



Kapitola 3
Viacperiédové modely

Pri modelovani vyvoja portfolia si vo v8obecnosti viacperiodové modely ovela lep-
Sou aproximéaciou skutocnosti ako modely s jedinou peridédou. Pri viacperiddovych
modeloch je planovaci horizont rozdeleny na T period roznej alebo rovnakej dizky.
KedZe sa porfolio x s ¢asom meni, budeme ho oznacovat indexom ¢,t =0, ..., T —1
pre jednotlivé prisluchajtice periody. Na konci kazdej peridody sa portfolio zhodnoti.
Zhodnotené investicie smieme opédtovne investovat. Na zaklade novych dostupnych
informacii mozme nage portfélio na zaciatku nasledujicej periody usporiadat nanovo.
Rebalansovanie je vSak spojené s transakénymi nakladmi za ndkup a predaj aktiv.
Cely priebeh optimalizécie berie ohlad na dosiahnutie vopred stanoveného ciela, teda
nadobudnutia majetku, ktory o¢akdvame na konci planovacieho horizontu. Kapitola
bude vychadzat z [1].

3.1 Predpoklady pravdepodobnostného rozdelenia

Ak chceme popisat vlastnosti pravdepodobnostného rozdelenia vynosov viacperio-
dového modelu, potrebujeme zadefinovat pravdepodobnostny priestor (€2, F, P) nad
planovacim horizontom, kde () je dand mnozina vSetkych moznych vysledkov alebo
mnozina elementarnych udalosti, F je o-algebra meratelnych mnozin, t.j. systém

vSetkych udalosti na 2 a P je pravdepodobnostna miera na 2.

Ak oznacime €); zobrazenie € v ktoromkolI'vek ¢ase ¢, potom ) = Hthl Q. Vynosy

v priebehu planovacieho horizontu (r;—1):=1, . 7 st uréené stochastickym procesom,

ceny

ktory je definovany na priestore (Q, F, P) — (R™*! B(R("*1)). Stochasticky proces
je stbor ndhodnych premennych r = {r;,, ¢t = 1,..., T — 1}, kde pre kazdé ¢ je

14
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w — 1(w), w € Q ndhodna premenna. Ak nahodna premenné r; je totalny vynos
periddy medzi ¢asmi t a t+1, potom plati pre totalny vynos pocas celého planovacieho

. T—1
horizontu vztah r := [[,_ .

Nech systém udalosti v konkrétnom ¢ase ¢ (F;),—1,... r je kanonicka filtracia vytvorena
procesom (ry_j)i—y..p. Filtracia F = o(rs,s < t) je rastica postupnost podm-
nozin o-algebier na meratelnom priestore 7, C --- C Fr C F a o(:) urcuje naj-
mensiu moznu o-algebru, ktora obsahuje uvazovani mnozinu. V case ¢t pozname len
vynos bezrizikového aktiva r, g = Ry, ktory je Fi-meratelny. Vynosy rizikového aktiva
rei,t = 1, ..., n nastavajlcej periddy vSak nepozname, pretoze ich hodnoty st nam
zndme az na zaciatku novej peridédy v Case t 4+ 1. Vynosy rizikového aktiva si z tohto

doévodu iba F;yi-meratelné a ich rozdelenie je urc¢ené pomocou P.

Ak chceme vyjadrit zavislost vynosov r; v kazdom case od vysledkov mnoziny €2
priamo, nepotrebujeme uvazovat budiice mnoZiny za¢inajtc Q. Preto r; = ry(w*!)
kde W' = (w1, ..., wir1) € (1 X -+ x Quy1). Vynosy rizikovych aktiv takto zavisia
na nedavnom vysledku wy1. Vynosy vSetkych aktiv zavisia tiez od ndhodnych vysled-
kov predchadzajacich periéd wy € Qq, ..., wy € ; a navySe st vynosy rizikovych

aktiv aj navzajom zavislé.

3.2 Vyvoj majetku

Dolezitou stucastou optimaliza¢nych modelov portfolia su ich rozpoc¢tové ohranicenia.
Rozpoctové ohranic¢enia riadia vyvoj ndsho majetku medzi jednotlivymi periddami
prostrednictvom nagich rozhodnuti a pomocou vynosov, ktoré nam prinasa vlast-
nictvo aktiv. Teoretické poznatky tejto ¢asti vychadzaja z [4] a [1].

Pre prva periédu viacperiédového modelu plati rovnaké rozpoc¢tové ohranicenie
ako pri jednoperiodovom modeli. Do portfélia vstupujeme s pociatoénym portféliom
Tini € R™ zloZenym z n rizikovych aktiv a pehazného ekvivalentu. Nakupom vat i

alebo predajom v, ; aktiv prerozdelime pociato¢né portfolio. Preto:
xim’,i—i_v({i_voii = ZL‘OJ, 1= 1,...,TL. (31)

Pre vyvoj penazi, ktoré si tiez sicastou preskupeni dostavame vztah:

Lini,0 — Z(]. + dz)”({z + Z(]_ - Ci)v()ii =: X0,0- (32)
1 =1

1=



3.3. VSEOBECNA DEFINICIA VIACPERIODOVEHO MODELU 16

Od podiato¢nych penazi musime odpocitat transakéné naklady a peniaze, ktoré sme
minuli na nadkup novych aktiv a pripoc¢itat peniaze, ktoré sme zase ziskali predajom
inych aktiv.

Na zaciaku druhej periody nam aktiva prinest vynos. Majetok investovany v jed-
notlivych aktivach sa preto zmeni xg;7r¢;, ¢ =0, ..., n a stdva sa pociato¢nym port-
foliom druhej periody. Potom opét preddme a nakiapime aktiva t.j. portfélio vhodne
rebalansujeme. Takto to prebieha az do predposlednej periody T'— 1 a dany proces

mozno popisat rovnicami:

Ti1iTe—14 + v;fi — U = Ty, i=1,...m (3.3)
Tg—1,0Tt—1,0 — Z(l + dZ)U;rZ —+ Z(l — CZ')U;i = T0- (34)
i=1 i=1
pre t = 1,...,T — 1. Majetok v Case t pred prerozdelenim portfolia urcuje vztah
W, = x;_,r—1. Po preskupeni aktiv je v case t celkovd hodnota majetku z'1. Na

konci planovacieho horizontu dostavame majetok x/. ;rp_; s ktorym uz v case T
nerobime ni¢. V predchadzajucich rovniciach (3.3) a (3.4) st dopredu zname len
hodnoty transakénych nédkladov ¢ a d. Vynosy st urcéené stochastickym procesom a

pozname len ich pravdepodobnostné rozdelenie.

3.3 VsSeobecna definicia viacperiddového modelu

V tejto podkapitole spracovanej podla [1| sformulujeme vSeobecny viacperiodovy
model optimalizicie portfélia. Uréime si ucelovtu funkciu a k danej tlohe pridame
prislichajice ohranicenia, ktoré sme si zostavili v predchadzajicej ¢asti. Oznacme
ye = (2,07, 0']) ako vektor vietkych premennych a nech fi(y, ) : @ — R si F-
meratelné nadhodné premenné pre vSetky y; a pre v8etky ¢t =0, ..., T —1. Okrem toho
nech g(yr_1,-) :  — R je ndhodna premenné. VSeobecnu formulaciu tlohy mozeme
teraz napisat v stochastickom tvare:
T—-1

min B | fo(yo) + > fiynw) + 9y, w) (3:5)

(yt)t:07~~'7T_
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n n
pripodmienkach :  Tin;o — E (1+ di)vafi + E (1 —=ci)vg; =t Zop

i=1 i1

+ - . .
xinLO“‘UoJ — Yy T+ Tog, = 1, o, n
n n
E + E - .
Tt-1,0Tt—1,0 — (1 + di)vt,i + (1 — Ci)vt,i = Tt0
i=1 i1

Vi=1,...,T—1

+ - _. _
Te14Tt-1,i+ UV — Uy =0 Teqy t=1,...,m

Ve=1,...,T—1

y; > 0 je Fy-meratelné

s funkciami f; a kone¢nymi vysledkami g.

Strednit hodnotu podmienent ¢asom t vzhladom k filtrécii vytvorenej procesom
(re—1)t=1,.. 7 oznacime E;(-) = E(-|F;). Na zdklade podmienenych o¢akavani mozeme
teraz funkcie f; a g zIu¢it pomocou vnorenia. U¢elovi funkeiu v tilohe (3.5) prepiseme

takto do tvaru:
min 1fo(yo) +E|fily,w) + Ei [ fo(y2,w) + -
o+ B [fr —1yr — Lw) + Er_y [g(yr — Lw)]] -+ ]| (3.6)

Pokial mame ucelovi funkciu v tomto tvare, vieme na jej rieSenie pouZzit Bellmanov
princip optimality. Bellmanov princip optimality hovori o tom, Ze optimélna postup-
nost rozhodnuti pri tlohe s viackrokovym rozhodovacim procesom mé vlastnost, ze
bez ohl'adu na vychodiskovy stav a rozhodnutia, musia byt zostavajuce rozhodnutia,
optimélne s ohladom na stav vyplyvajici z prvych rozhodnuti [15]. Znamené to, Ze
moZeme minimalizovat posledné dva ¢leny vzhladom na y7_; a prislu§né ohranicenia,

potom posledné tri ¢leny atd.

Ak za —g dosadime funkciu v tvare funkcie uzito¢nosti kone¢ného majetku U(Wr),
potom podla (3.5) dostanem tlohu, v ktorej hladame maximum ocakévanej uzi-
to¢nosti cez vSetky periody T. V pripade ak za fr_; dosadime Var[r} jzr_q], t.j.
pouzijeme mean-variance model, ilohou bude najst minimélnu varianciu a navyse

bude potrebné pridat ohranicenie na o¢akavany koneény majetok:

E[x/T—er—l] = WT. (37)
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3.4 Mean-variance model

V tejto Casti rozoberieme mean-variance pristup pre viacepriédovy model tlohy v

tvare (3.5). U¢elovou funkciou je n&jst miniméalnu varianciu kone¢ného majetku:
min Var|x'r_yry_4] (3.8)

Strednt hodnotu a varianciu kone¢ného majetku ako funkcii zavislych len od ocaka-
vaného vynosu rr_; a kovarian¢nej matice r_; poslednej periody, kone¢ného rozhod-

nutia x7_; a mnoziny udalosti Fr_; odvodime nasledovne:
Elz'7_1rr_1]| = E = [&'r 1 E[rr_1|Fr_1]] = E[2'r_17r_1], (3.9)
ktora sa rovna Wr a
Var[t'r_irr_1] = El(@'r_irr-1)* — (Bla'r_1rr_1)? (3.10)
= E[E[(xlT_1TT—1)2|]'—T—1H — (E E [xlT—lTT—ﬂ}—T—l]])Q,

kedze E[] = E[E[|Fr_1]]. NavySe vzhladom k udalosti v ¢ase T — 1 dostéavame

podmienent varianciu:
Var(z'r_yrp_1] = B(a'r_1rr1)? | Fro1] — (Bl(2/r_1rr-1)| Fr_1])? (3.11)
a podmienenu strednii hodnotu
E[(2'r—1rr_1)|Froi] = 2'raElrr_1|Froa] = 2'r_arr_a. (3.12)
MenSou upravou rovnice (3.12) dostavame
E[($/T717T71)2|fT71] = VG?”[JJITATTA] - (E[($/T717T71)‘fT71D2
= 2’7 1 (Br_1 + Fr_1Tr_)T7r_1, (3.13)

kde 77_; je podmienena strednd hodnota a Y7 ; podmienena kovarianc¢na matica

poslednej periody. Takto dostaneme varianciu poslednej periody v tvare:
Var[z'r_yrp_1) = E [ﬂflel (ETfl + 77T7177/T,1) fol] —(E [$/T71fT71])27 (3.14)

s konstantnym ¢lenom (E [x’T_lfT_l])Q = Wy, ktory pri derivacii zanikd a moZno
ho pri optimalizacii kl'udne vynechat. Z tohto dévodu pokial ide o tlohu (3.5), si
postac¢uje urcit iba tcelova funkciu vztahujicu sa na posledna periodu:

froa(yr—1w) = 271 (Br (W) + ey (W) (W) 271 (3.15)

Clen fo(yo) = —W2, aby zodpovedal konstantnému ¢lenu v (3.14) a vietky ostatné

funkcie polozime rovné nule.
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3.4.1 Zhodnost mean-variance pristupu s teériou uzito¢nosti

Podmienku (2.11) pre jednoperiodovy model mozeme teraz prepisat do tvaru pre vi-
acperiodovy model vzhladom na koneény majetok, ktora splia podmienky kvadrat-

ickej funkcie uzito¢nosti:
E[U(W7)] = E[Wr] — a(E[Wr]? + Var[Wy]). (3.16)

Ozna¢me h(w,r) ako vektorovi funkciu pozostavajicu zo vSetkych ohrani¢eni tlohy

(3.6). Lagrangian pre viacperiodovy mean-variance model je v tvare:
L=E 271 (Sro1 + Proap_y) 2r_1] — Nh(w, ) + yWr + W7 (3.17)

Aby sme preskiimali podmienky kvadratickej funkcie uzito¢nosti, tcelova funkciu
prepiseme pomocou rovnakych tprav ako pri jednoperiédovom modeli v podkapi-
tole (3.8) zaoberajucej sa odvodenim mean-variance pristupu na zéklade teorie uzi-

to¢nosti. Lagrangian k tejto tlohe je dany ako:

L=E |2'7_1 (Sr_1 + Froafp_y) ar—1 — éx'Tlf'Tl — Nh(w,r). (3.18)
Derivovanim vys8ie uvedenych Lagrangeovych podmienok opét ako v pripade jednoper-
iodového modelu dostavame podmienky prvého radu jednotlivych tloh. Parcialne de-
rivacie podla premennych x a A st a7 na mala vynimku (é nahradza ) opdtovne
zhodné v obidvoch tulohach. Mean-variance model m4 eSte navyse derivaciu podla ~.

Riegenim viacperiédového mean-variance modelu pre vopred uréené Wy dostavame
optiméalne portfolio s prislusnym lagrangianovym multiplikdtorom ~ prislichajicim k
ohraniceniu (3.5). Ak aj tu v kvadratickej ti¢elovej funkcii koneéného majetku zvolime
a = % dostaneme rovnaké podmienky optimality ako v mean-variance modeli a z

tohto dovodu aj identické optimélne portfolio.

Za zmienku stoji upozornit na jeden mensi nedostatok modelu. Ak v kvadraticke;j
ucelovej funkcii polozime parameter o = %y’ ¢o zodpovedé celkovému ocakavanému

majetku Wy, funkcia uZito¢nosti ma rovnaky tvar ako funkcia na obr. (2.1) s max-

1
2a”

imalnou hodnotou v Wp =

Predpokladajme, ze T = 2, a Ze vynosy maji pravdepodobnostné rozdelenie s
hodnotami na mnozine R*. Potom na zaciatku prvej periody s kladnou pravdepodob-
nostou plati W; > i Ak zoberieme hodnotu s touto vlastnostou, aj napriek tomu, ze
investujeme do aktiva s najniz$im ocakadvanym vynosom, t.j. do bezrizikového aktiva,

nas majetok sa neustéle zvic¢suje, hoci sa uz nachddzame na klesajicej casti funkcie
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uzito¢nosti. Keby sa nam podarilo zmensit hodnotu majetku, uzito¢nost a tym padom
aj hodnota tucelovej funkcie by vzrastli. Linearne ohranic¢enia tlohy vSak nezakazuja
sicasny nakup aj predaj aktiv spojeny s transaké¢nymi ndkladmi, ktoré zmensuji hod-
ntu majetku. Preto ak majetok na zaciatku poslednej periédy presahuje ﬁ = 55,
vietok ho investujeme do rizikového aktiva, ktoré zvysuje varianciu. Ucelova funk-
cia sa takymto nevhodnym spdésobom zbavuje penazi a snazi sa zlepSovat ucelova

funkciu, ¢o vedie i k niz$ej variancii pre dany oc¢akavany kone¢ny majetok Wr [1].



Kapitola 4

Optimalizacia portfélia pomocou

stochastického programovania

Rozsirené jednoperiodové modely pretransformované do viacperiodového prostredia
(3.5) mozeme riesit pomocou dynamického programovania. Ak viak chceme k modelu
pridat d'alsie ohranicenia, napr. ohranicenie (3.7) na vopred stanoveny oc¢akavany
vynos, nemusi to byt jednoduché zalezitost. Vela tloh typu (3.5) preto rieSime s
ucelovou funkciou v tvare maximalizacie ocakavanej uzitocnosti. Dalsi velky problém

spociva vo vypocte optimalneho rieSenia Bellmanovej rovnice.

Stochastické programovanie predstavuje efektivny néstroj na rieSenie problému
rozhodovania v podmienkach neistoty. Pouziva sa na modelovanie roznych aplikacii,
ktorych vstupné udaje nepozname s urcitostou. Ak maja vstupné udaje diskrétne
rozdelenie, pouzivame na ich zastipenie strom pravdepodobnych scenarov [14]. V
tejto praci sa budeme sistredif na scenare, ktoré reprezentuji vyvoj vynosov. V
scenaroch mozu byt vynosy z akéhokolvek rozdelenia. Tymto sposobom mozeme svoju
optimalizaciu zalozit na realistickych predpokladoch spravania sa vynosu. Nevyhodou
tejto metody je predpoklad koneCnej mnoziny scenarov, zatial ¢o viacmenej predpok-

ladame alebo pozorujeme spojité pravdepodobnostné rozdelenia.

V préci sa budeme zaoberat len viactroviovym stochastickym programovanim,
ktoré je prisposobené vyberu portfolia na zaklade formulacie tlohy (3.5) s koneénym
poc¢tom scenarov. Modely zaloZzené na dynamickom vybere portfolia moézu byt priamo
prepisané do tvaru viactiroviiovej stochastickej tilohy opierajicej sa o scenare, ak je

pravdepodobnostny priestor diskrétny [1].

21
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4.1 Strom scenarov

Aj pri stochastickej optimalizéacii budeme nadalej uvazovat vlastnosti pravdepodob-
nostného rozdelenia vynosov pri viacperiédovych modeloch, ktoré sme si popisali v
Casti (3.1). Nech © je diskrétna mnozina moznych vysledkov, ktora sa zobrazuje na
opat diskrétne mnoziny €2; v kazdom case t. Nahodné vlastnoti potom vieme vyjadrit

pomocou stromu scenarov alebo udalosti.

Ozna¢me II; : Q — (Qq,..., Q) zobrazenie 2 na stochasticky vyvoj do ¢asu t.
Nech
A = {w € Y| (w) = w; kde {w} € Fr, P(w) > 0}
A = {wr € QT (w) = (wp, ') kde {w} € Fr, P(w) > 0}

oznac¢uji mnozinu koneéného poctu vysledkov w; podminent jej histériou w!=! =

(Wi, wi—1). Ag(w'™1) chapeme ako mnozinu nastupcov (deti) w'™!, ktoré st na
striedatku predchodcami (rodi¢mi) prvkov z A;(w'™!). Rodi¢a prvkov z mnoZiny
A nazyvame koren stromu scenarov. Vsetky prvky z A,(-), t = 1,..., T nazyvame
uzly stromu, ktoré st pospajané vetvami s ich predchodcom. Prvky z mnoziny Axp(-)

zvykneme nazyvat listy stromu. Pravdepodobnosti pridelné zobrazeniam oznacime:
P(W") == Pw|ll;(w) = ', {w} € Fr})

a podmienené pravdepodobnosti prvkov A (-) ako:

P((wr,w'™))

Plaro™) = —p ey

ktoré s pridelené vetvam spajajticim uzly w; s ich rodiémi. Strom scenarov zadefin-

ujeme ako mnozinu:

A = {weQ{w} e Frkde P(wr > 0)}
= {w' e (Q x - xQp)|w’ € AWMVt > 1}.

Prvky tejto mnoZiny nazyvame scenére s pravdepodobnostou P(w?) kde w! € A.

Zobrazenie A na planovaci horizont (€ X - -+ x Qr) je definované IT;(A) = A [1].

4.2 Formulacia alohy v deterministickom tvare

Podla kapitoly 3. je zrejmé, 7e i deterministickt formulaciu stochastickej tlohy v tvare

(3.5) vieme previest na tvar ulohy dynamického programovania (3.6). Aby sme mohli
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vyjadrit stochasticky vyvoj pomocou scenarov, zadefinujeme si matice £ a G;_1(w")

precast=1,..., T —1:

1 — 1’

) c R(n—l—l)x(?m-l—l) (41)

Gt—l(wt> _ ( diag(n_l(wt)) ‘ ‘ > e R+DXBn+1) (4.2)

Vektor premennych y,(w?) = (2/,(w?), V'] (wt), v} (w!)) zastupuje vietky nase rozhod-

nutia a vynosy vo vztahu k ¢asu budeme oznacovat r;_;(w'). Prvt troven alohy vy-

jadrime:

IY;(i)n fo(yo) + ®1(yo) (4.3)

pripodmienkach :  Eyy = X

Yo > 0.

Funkciou ®4(yo) su vyjadrené vSetky budiice ndhodné vysledky dalsich rozhodnuti
a pravdepodobnostné vlastnosti rozhodnuti prvej periédy. Pre ¢casy t =1,..., T — 1

pomocou:

cbt(yt—lawt_l) = Z ¢t(yt—17wt)P(Wt|Wt_1) (4-4)

wiEAL (wt—1)

definujeme podmienené oc¢akavania budicich rozhodnuti za¢inajic periédou t+ 1 pre

dané w1
O(y-1,w') = min fi(4(w), w') + D (W), ) (4.5)
Yyt w
pri podmienkach :  Gi_1(W)y;—1 + By(w') = 0
yi(wW) > 0.

Koncovti podmienka je dana vztahom ¢r(yr_1,w?) = g(yr_1,w?).

Matica prechodu G;_; v rozpo¢tovych ohrani¢eniach mé na diagonale n+1 prvych
stlpcov neisté vynosy a uréuje portfolio Gy (w')x,_1(w'™'). Toto zhmotnené portfolio
vlastnime na zaciatku peridody ¢ a pred novou investiciou ho e$te vhodne preskupime.
Preskupenie ma za tlohu matica E, ktora ma na svojich n + 1 stlpcoch zapornu
jednotkovia maticu. Dalsich 2n stlpcov sa tyka nakupu a predaja aktiv. Riadky 2 az
n prislichaja rizikovym aktivam, preto kladna jednotkova matica zastupuje nakup
aktiv a zaporna jednotkova matica zase ich predaj. Prvy riadok matice £ dava do

sic¢tu nakup a predaj aktiv a od&ituje transakéné naklady. Neisté vynosy ry_j(w?)
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kone¢nej periody sa v rozpoc¢tovych ohraniceniach nevyskytuja, si vsak zaclenené v
koncovej podmienke pre koneény majetok.

Pocet prvkov mnoziny A’ (mnozina pravdepodobnych realizacii do ¢asu t) oz-
nacime |Af| = S;. Pravdepodobnost i-tej udalosti wy; je dana pravdepodobnostnou
mierou P a oznac¢ime ju p;;. Jednotlivé zavislosti v strome scenarov oznac¢ime pomo-
cou a;(i), ktoré ur¢uje v periode t rodi¢ uzla i = 1, ..., S;. Rozpoc¢tové ohranicenia

tlohy (3.1-3.4) vieme teraz prepisat do tvaru nasledujucich linearnych rovnic:

Eyo = Tini
Go, 190+ Eyiq =0
Go,s, Yo+ Eyi s, =0
G11Y1,00)t Ey2a =0 (4.6)

Gl,Szyl,a2(52)+ EyT—l,l =0

GT*Q,lyT—2,CLT,1(ST,1)+ Enyl,ST_l = 0
Yo>0,y, >0Vi=1,...,5,t=1,...,T -1,

kde y;; = (214, 0"}, v'1,)" je vektor rozhodnuti pre vietky scenare v éaset = 1, ..., T—

1. Linearne ohrani¢enia ¢asto piseme vo forme matic s typickou vel'mi riedkou blokovou

Struktarov.

Okrem matice GG, podliehaju neistote aj ucelové funkcie, ktoré vieme vyjadrit v

diskrétnom tvare:

S1
min fo(yo) + Z fri(yei)pri + -
i=1

ST—I ST
e Z fr—1i(yr—1)pr-1 + Z 9i(Yr-1,07() ) P75 (4.7)
i=1 i=1

s funkciam f;; a g;, ktoré zavisia od ¢asu a scenarov. Obidve funkcie moézu byt v zasade
akéhokol'vek typu, avSak z dovodu numerickej riesitelnosti by mali byt linearne, po

castiach linearne, kvadratické alebo aspon konvexné.

V nasledujucej kapitole sa budeme zaoberat dvomi modelmi optimalizéicie portfolia
a to modelom s uc¢elovou funkciou v tvare kvadratickej funkcii uzitoC¢nosti a mean-

variance modelom.
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Pri kvadratickej funkcii uzito¢nosti v ucelovej funkcii (4.7) st jednotlivé ¢leny

nastavené nasledovne:

fo =0

Jti = 0 i=1,...,8,t=1,...,T—1
2 :

9i = T 1ap) — (T ap@)TT-14) i=1,..., S,

Nech 7r_1; a X7_1; st oCakdvany vynos a kovarian¢nd matica vynosu rp_; pod-
mienené rodicovskym uzlom ¢ € Sp_;. Ak zoberieme vSetky podmienené ocakavania

poslednej periody, o¢akavanie g(7) vieme prepisat na jednoduchsi tvar:

St St
Z(g(Z)) = Z (:U/Tfl,ifT*Li - Oéx/Tfl,i (ETfLi + fT*LiféLl,i) 37/1“71,1') pr-1s. (4.8)
i=1 i=1

Takto mozme ucelovi funkciu skratit aj ak nastavime g; = 0 a ¢len z (4.8) v

zatvorkach pouzijeme pre funkciu fr_; ;.
Ak chceme pri viacperiodovom mean-variance modeli, ktory sme odvodili v ¢asti
(3.4) aplikovat stochastické programovanie, tc¢elovi funkciu si potrebujeme vyjadrit

v diskrétnej forme pomocou (3.15) v tvare:

o — —/ /
Jro1i= Tr_1, (ZT—M + TT—LiTT—l,i) Tr_1,4- (4.9)

Konsgtanty ¢len je v tvare fy = —W2, aviak na optimélne rieSenie nema Ziadny vplyv.
Vzhl'adom na vopred stanoveny kone¢ny majetok, t.j o¢akavany majetok Wy pridame

k ohranic¢eniam este diskrétnu formu ohrani¢enia (3.9):

St_1

WT = Z x/Tfl,iFT*LipT*Li' (410)

i=1

Vsetky ostatné funkcie v ucelovej funkcii st rovné nule. V tejto kapitole sme vy-
chadzali z [1] a [5].



Kapitola 5

Testovanie a porovnanie modelov

5.1 Formulacia modelov

V tejto kapitole, ako uz prezradza samotny nazov, sa budeme zaoberat testovanim
a porovanim modelov optimalizacie portfélia. Zameriame sa na konfrontaciu modelu
bez transakénych nékladov (dalej len model bez TC) a jeho rozsirenej formy, ktora
ich zohladiiuje (d'alej len model s TC). Pokusime sa zistit, aky vplyv ma ich zavedenie
na vyvoj portfolia. V predchadzajucich kapitolach sme si postupne predstavili pre-
chod od jednoperiédovych modelov k viacperiodovym a odvodili si pre ne rozne typy v
stucasnosti ¢asto pouzivanych a skimanych modelov. My sa budeme zaoberat viacper-
ibdovymi modelmi zalozenymi na stochastickom programovani. Testovat budeme vi-
acperiodovy mean-variance model, ako vSak neskér zistime, bude potrebné sa venovat
aj modelu s uc¢elovou funkciou v tvare strednej hodnoty z kvadratickej funkcie uzi-
to¢nsoti. Dolezité pre nas budu stromy pravdepodobnych scenérov, ktoré reprezen-
tuji vyvoj vynosov. Vychddzat budeme najméi zo 4. kapitoly, kde sme si predstavili
jednotlivé podmienky a teoretické vlastnosi optimalizacie portfolia pomocou stocha-
stického programovania. Nasledujtice modely st odvodené pomocou vlastnosti mean-
variance modelu, ktoré sme si popisali v kapitolach 3. a 4. V casti 3.4 sme odvodili

varianciu poslednej peridody pre viacperiédovy mean-variance model:
_ _ 2
Var(e'r_irro1] = E [2'r-1 (Sro1 4+ ProaTp_y) @] — (B [a'ro17724])7,

s konstantnym ¢lenom (E [x’T,lfT,l]f = Wy. Vychadzajic zo vieobecnej formulacie

viacperiodového modelu (3.5), pre ktort postacuje ur¢it ucelovi funkcie vztahujicu

26
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sa k poslednej periode

frai(yr-10) = 271 (v (W) + Fro1 (W) (W) 271,
nastavenim fo(y) = —W2, aby zodpovedal konstantnému ¢lenu (E [2/7_177_1])" a
zapojenim stochastického programovania dostavame nasledujtice formulacie modelov.
Uvazujeme dva nasledovné modely podla [1]. Model bez TC:

St_1

) , - , -,
min Z L1, (ET—M + TT—Lz‘TT—u) Tr_1,:pr—1,; — Wr (5.1)
X
i=1

pripodmienkach : 1yl — Wi = 0

/ / _
mt—l,at(i)rt—l,i_xt,il =0
Vi=1,...,8, t=1,...,T—1
St_1
) B _
E Ty Tr-1:pr—1— Wr = 0
i=1

2, >0 Vi=1,....8, t=0,... T—1,

a model s TC:
St_1 B
rf,;lin Z méf—l,i (ET—M + fT—Lz‘f/T_u) Tr-1,iPT-1,0 — W% (5.2)
-
pri podmienkach :  E'vg —xg+ Wi = 0
G100 + E'vgy —a; = 0
Vi=1,...S8, t=1,.. T-1
St_1
Z Tp g Tr-1ipr—15 — Wr = 0
i—1
.I'tﬂ‘zo, vmz() Vi:,...,St, t:O,...,T—l,
kde

B — -1 —d1" |1 —cl’ c R(n+1)><2n’
I -

Gt,i = (Diag(rt’i)) € R(n+1)x(n+1).
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5.2 Priprava pred aplikaciou funkcie quadprog

Uvazované modely budeme optimalizovat pomocou matematického softvéru Matlab,
konkrétne vyuzijeme funkciu quadprog. Funkcia quadprog riesi tlohy kvadratick-
ého programovania, ¢o je pripad nadej tcelovej funkcie. Uloha, ktorti chceme danou

funkciou vypocitat musi byt v nasledovnom tvare:
1
min §x/HJJ+ fx (5.3)
x

pripodmienkach : A-x < b,
Aeq-x = beq,
Ib< x <ub,

kde H, A a Aeq st matice a f, b, beq, Ib, ub a x st vektory. Formuléacie naSich tloh

je preto potrebné pretransformovat do tejto struktury.

Uceloveé funkcie st v obidvoch pripadoch rovnaké, ligia sa len tym, Ze tlohu bez TC
minimalizujeme iba cez z, kym tlohu s TC cez dve premenné z a v. Matica H v mat-
labovskej funkcii bude preto pre obe tlohy zastupovat ¢leny (ET,M + fT,l,if’T_M) Dr—1
prei =1,..., S7_1. Indexom i oznac¢ujeme jednotlivé scenére (vetvy) stromu v pris-
lusnej periode, v ucelovej funkcii ide o scenare predposlednej periody T — 1. Pre
zjednodus$enie tlohy budeme pre kazdy predposledny scenér pouzivat rovnaka kovar-
ian¢nd maticu Yr_; a strom scenarov budeme uvazovat ako rovnomerne rozdeleny.
Pod pojmom rovnomerne rozdeleny rozumieme, Ze ak z koreha vychadza S scenérov
(vetiev), tak kazdy uzol na konci tychto S scenarov sa deli na dalsich S atd. Na kaz-
dom scenéri v strome mame akoby umiestnené mozné realizacie vynosov aktiv. Pre
scenare predposlednej periody vSak pocitame so strednou hodnotu vynosov vSetkych
scenarov, ktoré maju rovnakého rodic¢a. Strom si potom zjednodusene mézme pred-
stavit tak, ze z kazdého predposledného uzla ndm vychéadza jeden, akoby priemerny
scenar, ktory smeruje ku svojmu konecnému uzlu, kedy ocakavame nadobudnutie
vopred stanoveného majetku. Pravdepodobnosti vdaka rovnomernému rozdeleniu
stromu pr_; moézeme rovnako pisat bez indexu 7. Pri terminélnej podmienke teda
v podstate pojde o vazeny priemer.

Predtym nez si pre oba modely vyjadrime matice H esSte stru¢ne charakterizujme
ich quadprogovské vektory z. Pre model bez TC vektor x berieme ako vektor vektorov,

t.j. prvych n zloziek vektora bude optimalna skladba portfolia v jednotlivych aktivach
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pre koren stromu, druhé zlozka bude n zloziek vektora pre prvy uzol prvej perioédy
atd. az po S-ty uzol prvej periody, a takto to bude aj pre vsetky dalsie periody az
do periody T — 1. Vektor x je teda v tvare:

— (0 L (n=1) 0 1 (n—=1) 0 n—1
T = (T, Tg, -ovs Ty A T sy Tiy 5 T1gees Tig
0 (n—1) 0 (n—1) y/
ey Tpqseees Tyg yeeey Tp_qqseees Ty g) (5.4)
Pri dlohe s TC bude vektor z trochu rozsireny, a to o zlozky v, a v, Vi=1,..., S

oznacujice nakup a predaj rizikovych aktiv v portféliu pri rebalancovani. Optimélny

vektor, ktory budeme hladat je preto v tvare:

_ 0 1 (n=1) 14 (n—D+  1- (n—1)—
x=1( xy, Ty ..., Ty U ..., I )

0 1 (n—=1) 1+ (n=1)+  1- (n—=1)—

i1, T11r---5 %11 HV115---5 V1 y U155 V11 )
0 n—1 , 1+ (n—1)+  1— (n—1)—

x1727 L] w172 ’1)1727 e ey /l)172 71}172’ L] 1}1’2 9

0 (n—1) 14+ (n—1)+ 1— (n—1)—

coy Tpgsees Tyg Uil Uig o 3 Upgyeees Upg cee

0 (n=1) 1+ (n-1)+  1- (n=1)—y/

Tr_11s - Tro16 V1155 Ur1s >Vr_115--5> Vpqg ) (5.5)

Horny index ¢lenov vektora sa vztahuje k jednotlivym aktivam. Index O prislicha
bezrizikovému aktivu, indexy 1 az (n — 1) rizikovym aktivam. Spolu mame teda v
portfoliu n aktiv. Je to mensia zmena oproti zépisu tlohy,kde uvazujeme n rizikovych
aktiv a 1 bezrizikové aktivum, aby sme si sprehladnili indexovanie.

V tcelovej funkcii nam vystupuju iba ¢leny z periody 1" — 1, preto maticu H
vyjadrime ako riedku blokovi maticu, kde prvy blok bude nulovid matica o rozmere
nxpocet uzlov do ¢asu T'—1 pre model bez TC, a o rozmere n+2(n—1), ¢o zohladnuje

aj premenné nakupu a predaja a to celé krat pocet uzlov do ¢asu 7' — 1 pre model s
TC.

Pre model bez TC buda na diagonale nasledovat jednotlivé matice Hp_;,; pre

1 =1,..., .5 charakterizujice kazdy scenar vSetkych uzlov v ¢ase T — 1.

Pre model s TC budt na diagonale nasledovat jednotlivé matice Hp_;; pre ¢ =
1,..., S charakterizujice kazdy scenar vsetkych uzlov v ¢ase T'—1 vzdy na striedacku

s nulovym blokom na diagonéle rozmeru 2(n — 1) x 2(n — 1).

Vysledné vstupné matice H tucelovej funkcie vyzeraju preto nasledovne. Pre model
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bez TC:

Hp s
Pre model s TC:

Hr s

0

Ked7ze ¢len W2 v (5.1) a (5.2) je konstantny, v aéelovych funkciach ho nie je potrebné
uvazovat. Dalej v tlohe nevystupuji ziadne linearne ¢leny, preto vektor f vo funkcii

quadprog nastavime na nulu.

Rovnako potrebné je pretransformovat do jednej matice vSetky ohranic¢enia, ked ze
vstupy funkcie quadprog musia spliiat vyssie uvedent Struktaru. V tlohe mame len
ohranicenia typu rovnosti, ktoré musime previest do tvaru Aeq-x = beq a ohrani¢enie
s nerovnostou typu spodnej hranice z;; > 0 resp. vy; > 0, ktoré sliZia na zabranenie
poziciavaniu si a kratkych pozicii. Ohranic¢enia typu A -z < b sa v tlohach nevysky-
tuji. Ohranicenie typu rovnosti pre tlohu bez TC st preto pretransformované do

nasledujicej matice :

Ak oznacime a celkovy pocet vetiev spajajicich jednotlivé uzly do ¢asu T — 1 a b
pocet uzlov vratane korena do ¢asu T'— 1, potom mé matica Aeq vidy 2 + a riadkov

a b-n stlpcov.

Diagonala matice Aeq pozostava z blokov riadkovych vektorov dizky n. Prvy blok
je vektor jednotiek, vSetky ostatné bloky na diagondle si vektory minus jedotiek.
Dalej sa v matici nachadzaju vynosy, ktoré si v matici Aeq umiestnené podla nasle-
dujuceho vzoru (5.8). Vynosy st taktiez riadkové vektory dlzky n, kedze prislichaji

jednotlivym aktivam v portféliu.
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70,1

To,s

Tt—1,1

Tt—1,S

Tt—1,5t—S+1

Ti—1,5t

Tr—2,6T-1-5-1

Tp_g,gT—1

rr—11PT-1 ... Tp_y gT-1PT-1
(5.8)

Prvy riadok matice Aeq reprezentuje ohranicenie x,1 — W;,; = 0, dalsie stoja za
L ., ;o4 . .
bilanénymi ohrani¢eniami x;_, , 711, — T3;1 = 0 a posledny riadok zodpoveda
v . , S — T v .
ohranic¢eniu na koncovy stav » .7, 2 ;Fr1;pr—1; — Wr = 0. Pre lepsie pochopenie
uvadzame ohranicenia Aeq - x = beq aj s ilustra¢nymi zjednodusenymi vyvojovymi

diagramami pre dvojperiédovy model s tromi scendrmi a trojperiédovy model s dvomi

A

scenarmi.

n '.l'ru'———}

-
I I Ll

t=20 t=1 t=2

Obr. 5.1: Dvojperiédovy model s tromi scenérmi
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1 0 Wini
Zo
roq —1 0
T
7’072 0 —1 bt — 0 (59)
x1,2
70,3 0 0 —1 0
_ _ _ Z1,3 -
0 %7“1 1 %7”1,2 %7”1 3 Wr
II'!'W?'_-_)
Obr. 5.2: Trojperiédovy model s dvomi scenarmi
1 0 0 0 0 Wini
Lo
To.1 —1 0 0 0 0
x1,1
oo 0 —1 0 0 0 0 0
0O s O -1 0 0 0 2 0
v L2,1 = (5.10)
0 7m2 O 0 -1 0 0 0
T2,.2
0 0 mz O 0 -1 0 0
Z23
0 0 rma O 0 0 -1 0
1= 1= 1= 1= L2,4 T
0 0 0 g1 3722 3T23 4724 Wr

V modeli s TC sa bude matica Aeq trochu odliSovat od tej pre model bez TC. Ak

n je pocet aktiv a opat a je celkovy pocet vetiev spajajucich jednotlivé uzly do ¢asu

T — 1 a b pocet uzlov vratane korenia do ¢asu 7" — 1, potom ma matica Aeq v tomto

pripade vidy 1+ n + a - n riadkov a b-n + 2(n — 1) stipcov. Diagondla matice Aeq
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pre model s TC pozostava z blokov v tvare:

-1 (-1-d) ... (-1-d) (1—¢) ... (1-¢)
-1 1 -1
(5.11)
-1 1 -1

Rozmer blokov je n x n 4+ 2(n — 1). Vynosy st v matici umiestnené, tak ako v
modeli bez TC, avSak s tym rozdielom, Ze uz nie si pod sebou v riadkoch, ale na
diagonalach. Pre lepSie nahliadnutie a pochopenie si aj pri tomto modeli napiSeme
ohranicenia pre vzorovy model z obrazka (5.1), ked uvazujeme, ze mame v portfoliu
dve aktiva 2% a z'. Aktivum 2° vidy berieme ako bezrizikové. Matica Aeq je preto v

tomto pripade v tvare:

-1 0 (-1-d) (1-¢ 0 0 0 0
0o -1 1 -1 0 0 0 0
o, 0 0 0 -1 0 (-1—-d) (1-¢)

0 74, 0 0 0 -1 1 -1

o 0 0 0 0 0 0 0

0 7y 0 0 0 0 0 0

rhg 0 0 0 0 0 0 0

0 743 0 0 0 0 0 0

0 0 0 3/, 37, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 (-1-d) (1-¢ O 0 0 0
0 -1 1 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 (-1-d) (1—¢)
0 0 0 0 0 -1 1 -1
W, i, o 0 i, i, 0 0

(5.12)

Prislusny vektor x k tejto matici je v tvare:

_ /0.1 1+ 1- 0 .1 1+ ,1— 0 .1 .1+ 1— .0 .1 1+  1—V
x = (xg, Tg, 15",V a51,17x1,17“1,1a”1,1’x1,2ax1,2vU1,2aU1,27x1,3»$1,3aU1,3>U1,3) (5.13)

a prislusny vektor beq v tvare:

beq = (‘T?ni’xl 07070a070707WT), (514)

ine’

Vs8eobecne je prvych n zloziek vektora beq pre model s TC pociato¢né rozlozenie aktiv

Wini, s ktorym vchadzame do stromu. Pri modeli bez TC to dolezité nie je, kedZze
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nemusime pri prvotnom prerozdelovani jednotlivych aktiv zohladiiovat transakéné
naklady. Prvych n riadkov matice Aeq modelu s TC zastupujuje poc¢iato¢né ohranice-
nia, pricom prvéa rovnica sa vzdy vztahuje k bezrizikovému aktivu 2°, zvy$nych n — 1

rovnic zase k rizikovym aktivam. Rovnice st v nasledovnych tvaroch:

— a4 (1= Aot 4 (1 =D+

+1 -y (L —ug VT = =2,
—rp+ vyt —vyT = Ty,
_xénfl)_i_v(()nfl)Jr_Uénfl)f _ :L_Ezjl)

(5.15)

Ostatné rovnice stoja za bilanénymi ohrani¢eniami pre jednotlivé uzly:

- ngl,at(i)rgfl,i +(-1- d)”t{j ot (-1 - d>vt(z_1)+ +

F1 -l (=T =2l = 0

1 1 1+ 1— 1
Ty 1a,()Tt—1, T Vi — Vi — Ty 0

(n—1)  (n—1) (n=1)+ (n—1)— (n—1)
Ty gy -1 T Vi — Ut — Ty =0

Vi=1,...,8 t=1,...,T—1.
(5.16)

, . . L, .y . , S _
Posledny riadok opét zodpoveda ohrani¢eniu na koncovy stav > > | @1 ,Fr—1,D7-1,—

Wy = 0. Takto mame vhodne pretransformované modely (5.1) a (5.2), ktoré uz funk-

cia quadprog vie riesit. V dalSej sekcii budeme modely testovat na datach.

5.3 Aplikicia programu na data

Najprv si ukdzeme aplikaciu programu na jednoduchy strom. Pojde o dvojperiédovy
model s dvomi scenarmi a piatimi aktivami. Potom si predstavime eSte trojperio-
dovy model s dvomi scendrmi a tromi aktivami. VSetky periody v tlohadch maju
rovnaki dizku. My sa budeme zaoberat polroénym rebalancovanim. Programy st
schopné pocitat so stromami s ovela vA¢Sim poctom scenéarov, period a aktiv. Vys-
tupné vektory su vSak v tychto pripadoch taktieZ velkych rozmerov a sledovat ich

spravanie s meniacimi sa transakénymi nakladmi vedie k obrovskému poc¢tu dat, ktoré
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z praktickych dovodov nebudeme v praci prezentovat. VSeobecne sa vSak spravaju ako
tlohy s mensimi rozmermi. Ciefom bude sledovat vplyv transakénych néakladov na
vyvoj portfolia. Pripomenieme, ze pre zjednoduSenie tlohy budeme uvazovat rovnaké
transakcéné naklady pre ndkup aj predaj rizikovych aktiv, t.j. ¢ = d.

Pracovat budeme s datami 4 eur6pskych akciovych indexov ATX, CAC 40, DAC a
EURONEXT BEL-20, ktorych hodnoty mame od 1. januara 1993 a7 po 31. december
2009. Ako bezrizikové aktivum si zvolime vklad s polroénym 1% trokom. Vynosy

jednotlivych aktiv budeme pocitat nasledovne. Ak ceny aktiv oznac¢ime P, tak vynosy

r st PP
t — Lt—At
t Pt (5:17)
Na modelovanie vynosov budeme pouzivame veli¢inu:
Pt ) ( Pt_Pt—At) Pt_Pt—At
In =hn|ll+ ———m— | ————. 5.18
<Pt—At P P (5-18)

Kovarianénti maticu Xr_; si vypocitame na zaklade nezavislych tyzdennych vynosov
indexov poc¢as obdobia 17 rokov. Ak kovarian¢nti maticu tyZzdennych vynosov prena-
sobime poloviénou hodnotou celkové poc¢tu obchodovanych tyzdiov v roku, dosté-
vame kovarian¢nd maticu polro¢nych vynosov, ktora pre nas jednoduchsi model je v

tvare:
0 0 0 0

0,0251 0,0127 0,0148 0,0123
0,0127 0,0248 0,0225 0,0165
0,0148 0,0225 0,0280 0,0173
0,0123 0,0165 0,0173 0,0195

™
b
R
|
o o o o o

Jednotlivé vynosy rizikovych aktiv na vetvich stromu scenarov si pri testovani
tychto tloh zvolime ndhodne pomocou historickych dat nasich aktiv. Nachddzame sa
pri koreni stromu xy a moézme predpokladat, ze v pripade, ak nastane nejaka ocaka-
vand udalost budi mat vynosy hodnotu g ;, ak udalost nenastane, ich hodnota bude
702. Takto budeme uvazovat opdt v uzloch x;; a x;2 avSak pre predposledni per-
i6du, v tomto pripade pre periddu 1, budeme brat pre kazdy predposledny uzol stromu
uz len stredné hodnoty scenarov, ktoré danému uzlu prislichajia. Pri testovani pojde
akoby o nejakt simulaciu nasich predpokladov. Pre prvi tilohu uvazujeme nasledovné
polro¢né vynosy. Bezrizikové aktivum je polro¢ne tiroc¢ené hodnotou 1% ostatnym ak-

tivam sme priradili ndhodné polro¢né vynosy zrealizované pocas nezavislych obdobi
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v minulosti.

roa (1,01 1,13 1,07 1,10 1,12)
ro, = (1,01 1,18 1,11 1,15 1,14)
(1,01 1,12 1,11 1,12 1,11)
(1,01 1,04 1,08 1,10 1,07).

i =
o =

(5.19)

V prvej vzorovej tlohe vstupujeme do portfélia s poc¢iatoénym majetkom s celkovou
hodnotou 1000, ktorého rozlozenie priniesli minulé investicie a rebalansovania. V
tomto pripade sme si zvolili W;,; = (100, 800, 0,0, 100)". Celkovy oc¢akavany vynos si
nastavime najprv na 10%. Testovanim ulohy pomocou nasho programu sme dospeli
k zaujimavym pozorovaniam, ktoré mozno nahliadnut na obr. (5.3)-(5.7). Pokial sme
si zvolili za Wy minimalnu alebo maximalnu hodnotu obr. (5.3), ktort je mozné na
danom strome dosiahnut, tak v pripade velmi nizkych transakénych nakladov (dalej
uz len TC) 0,001% alebo 0,01% sa rozdelenie petiazi do aktiv v pripade tlohy s
TC takmer rovna ulohe bez TC. Ak vSak uvazujeme nas o¢akévny vynos 10%, teda
otakavame konecné bohatstvo Wy = 1100, pozorujeme, Ze pre tlohu je optimalne
urobit nakup aj predaj toho istého aktiva pri niektorych uzloch. Tieto neziadice
vystupy st na obrazkoch (5.3)-(5.7) zobrazené ¢ervenou farbou. Hodnota ucelovej
funkcie je vtedy dokonca mensia, a teda lepsia ako v pripade bez TC. Tento stucasny
nakup a predaj aktiv je sposobeny tym, Ze tiloha medzi svojimi ohrani¢eniami nema
ohranic¢enie na zamedzenie takejto ¢innosti. Poc¢iato¢né rozdelenie aktiv do portfolia
sa v pripade bez TC vyrazne lisi od rozloZenia pri tilohe s TC. Pri zvySovani TC, vSak
mozno pozorovat dve veci. Pri hodnote TC 6% a vyssie az k mozno neredlnym 15%
(obr.5.4) uz nedochadza k sucasnému predaju a kipe a rovnako prestava dochadzat
k rebalansovaniu v jednotlivych uzloch, dokonca si portfélio na zac¢iatku ponecha
také rozlozZenie, s akym sme do neho vstupovali. Vyssie transakéné naklady oc¢ividne
zamedzuju rebalansovaniu. Na tomto strome sa da maximéalne dosiahnut skoro 30%
vynos. Sktsime preto nastavit o¢akivany majetok postupne na hodnoty 1150, 1175,
1180 a 1200. Pri ocakavanej hodnote 1150, este stale dochidza k stcasnému nakupu
a predaju aktiv, no pri vyssich hodnotach uz nie. Pre model je preto neefektivne
zvolit si ocakavany majetok o dost mens$i ako maximélna hodnota majetku, ktora
na danom strome mozno ocakavat. VSimnime si ze, vSetky predpokladané vynosy
na tomo strome su kladné t.j. via¢sie ako 1. Pre model je preto optimalne zbavovat

sa penazi prostrednictvom transakénych nakladov sicasnym ndkupom a predajom
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aktiv, aby sme dosiahli mensi oc¢akavany vynos.

Model sme otestovali na viacerych typoch stromov. Velakrat pri malom ocaka-
vanom vynose oproti maximalnej moznej hodnote dochadzalo k problému so sicas-
nym nakupom a predajom aktiv. V pripade velmi malych hodnot TC napr. 0,00001%,
ak sme sa chceli priblizit k tlohe bez TC si metéda, pomocou ktorej softvér tlohu
optimalizoval s tymto nevedela poradit. Niekedy bola pre metodu velkost hladaného
smeru prili§ malé, niekedy nepostacoval na ziskanie optimalnej hodnoty ani obrovsky
pocet iteracii ¢i poniknuty Startovaci bod.

Teraz sa pokusime dané modely (5.1) a (5.2) previest na iny ale konzistentny
tvar, ako sme si uz dokédzali v kapitole 3. Namiesto minimalizicie rizika budeme
maximalizovat stredni hodnotu kvadratickej funkcie uzito¢nosti, v podstate pdjde
o minimalizaciu jej zapornej hodnoty a odpadne nam ohranicenie na koncovy stav.

Stredna hodnota kvadratickej funkcie uzito¢nosti je v tvare:
E[UW)] = EW] — a(E[W]? + Var[W]),
odkial dostavame:
E[U(W)] =W — aE[W?].

Utelova funkcia pre dant dlohu bez TC je:

St1 St_1
. . / ) y
T Z T4 T-1iPT- 1, — & Z Tr—1i (B + TT*LZ'TTfl,i) Tr_1:PT-1,

* =1 =1
(5.20)

pripodmienkach : 1yl — Wi = 0
Ig—l,at(z‘)rt—l,i - x;,il =0

Vi=1,...,8, t=1,...,T—1
2; >0 Vi=1,...,8, t=0,.. T—1,

Pre tlohu s TC je acelova funkcia rovnaka ako v pripade bez TC, len s tym rozdielom,
7e opit minimalizujeme cez dve premenné x a v a aj tu sme odstranili podmienku
koncového stavu, ktora sa presunula do ucelovej funkcie. Ostatné ohranicenia st také

ako pri formulécii (5.20).

Pre program tato zmena znamené, ze vo funkcii quadprog priddme v ucelovej
funkcii linearny ¢len f, ¢o vlastne budua pévodné posledné riadky z matic Aeq. Pro-

gram si inak nevyZzaduje dalSie zmeny. ESte naAm zostava si zvolit parameter .. Podla
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definicie kvadratickej funkcie uito¢nosti U(W) = W —aW? je vrchol (bod nasytenia)
v hodnote W, = i preto a = ﬁ My si najprv zvolime W, = 2W,,,;. Teraz novy

modely aplikujeme na predchadzajicu tlohu.

Na obr. 5.6 je pekne vidiet, ze model (5.20) si vie s danym stromom scenarov pre
dany parameter « poradit. Aj pri tejto formulacii ilohy pozorujeme s rasticimi TC
znizent schopnost portfolio rebalansovat a rovnako sa znizuje aj maximalna hodnota

kone¢ného majetku.

Ak vsak budeme postupne menit parameter Beta, kde Beta v podstate urcuje
bod obratu na kvadratickej funkcii uzito¢nsti, pozorujeme podobnu vlastnost ako pri
mean-variance modeli. Hodnotu W, vlastne poc¢itame ako W, = Beta - W;,,;. Na obr.
5.7 je vidiet, ze pri malych hodnotach Beta, teda vac¢sich hodnotach o dochadza opat k
stcasnému nadkupu a predaju aktiv. Tento mensi nedostatok modelu bol uz spomenuty
v zavere 3. kapitoly. KedZe sa v naSom strome majetok neustéle zvi¢suje aj napriek
tomu, Ze sa uz nachadzame na klesajtcej ¢asti funkcie uzito¢nosti zmensenim hodnoty
majetku by uzito¢nost a tym padom aj hodnota dcelovej funkcie vzrastli. Linedrne
ohranicenia tlohy nezakazuja stuc¢asny nakup aj predaj aktiv spojeny s transakénymi
nakladmi preto to model vyuziva k zmenseniu hodnoty majetku.

Aplikéciu formulécii minimalizacie rizika aj maximalizacie uzito¢nosti si teraz eSte
predvedieme na uz spominanom priklade, ktory mé tri periody, dva scenare a tri
aktiva. Aktiva sme si zvolili v tomto pripade menej, aby tabulka kvoli vicSiemu
poctu periéd nebola prili§ rozsiahla. V portfoliu budeme mat akciové indexy CAC
40 a DAC a opat bezrizikové aktivum s polroénym 1% trokom. Prislusné polro¢na

kovarian¢na matica je:

0 0 0
Sro1| 00,0248 0,0225 (5.21)
00,0225 0,0280
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a vynosy na jednotlivych vetvach si:

1,01 1,05 1,02)
1,01 1,03 1,04

ro1 = ( )
ro2 = ( )
(1,01 1,10 1,03)
rios = (1,01 1,04 1,05)
ri3 = (1,01 0,99 1,05)
( )
( )
( )
( )
( )

1 =

rig = (1,01 1,03 1,07)
1,01 1,08 1,03)
1,01 1,03 1,04)
1,01 0,87 1,04)

1,01 1,04 1,04).

o1 =
oo =
o3 =
o4 =

(5.22)

Ocakavany kone¢ny majetok sme si pre tento priklad zvolili na hodnotu 1090.
Vysledky vidiet na obr. 5.8-5.10. Do korena portfélia vstupujeme s pociatoénym ma-
jetokom W;,; = (200, 300,500)" v jednotlivych aktivach. Na rozdiel od predchadza-
juceh prikladu tu nedochadza k stic¢asnému nakupu a predaju toho istého aktiva v
rovnakom ¢ase, kedZe rozdiel maximéalnej a minimélnej moZnej o¢akavanej hodnoty
je maly. Opét pozorujeme s narastajucimi TC spomalovanie rebalancovania, ba aZ
jeho zastavenie a ponechanie si portfolia v takom stave s akym sme do stromu vstupili

takmer az do konca horizontu. O¢ividné je to pri oboch typoch tcelovej funkcie.



Zaver

V praci sme si postupne predstavili prechod od jednoperiédovych modelov k vi-
acperiodovym. Zaoberali sme sa dvomi typmi viacperidédovych modelov a to mean-
variance modelom a modelom s kvadratickou funkciou uzito¢nosti. Sformulovali sme
tlohu stochastického programovania pre oba typy modelov a tie sme potom pre-
transformovali do jazyka softvéru Matlab. Naprogramovali sme funkcie, ktoré vedeli
uvazované modely optimalizovat. Nasim cielom bolo zistit do akej miery ovplyviiuju
transakcné naklady vyvoj portfolia a prerozdelovaci proces medzi jednotlivymi per-
iodami. Ako sme intuitivne predpokladali, v pripade viacperiodovych modelov bez
transakénych ndkladov ¢i uz mean-varaince pristup, alebo pristup zalozeny na kvadrat-
ickej funkcii uzito¢nosti, mozeme portfolio Tubovolne preskupovat a jeho zlozenie
sa moze od periddy k peridde vyrazne menit. Zavedenim transakénych poplatkov
do modelov mozno pozorovat niekolko zaujimavych vlastnosti. V pripade malych
poplatkov sa portfélio sprava priblizne rovnako ako pri modeli bez nich, ale ako sme
zistili, len v pripade ak ocakavame rozumné kone¢né bohatstvo. Pod pojmom rozumné
oc¢akavané bohatstvo mame na mysli hodnotu, ktora nie je prilis vzdialend maximaél-
nej hodnote, ktortd na danom strome mézme ocakavat. V pripade ak si zvolime mensSie
ocakavané bohatstvo, pre model je optimalne sa zbavovat penazi si¢asnym nakupom
a predajom toho istého aktiva, niekedy az v obrovskych objemoch, aby takto dosia-
hol tento mensi o¢akavany majetok. Analogicky pre model poécitajici s uzito¢nostou
sa to deje pri stanoveni malého bodu obratu. V pripade rozumnych portfélii mozno
pozorovat s rasticimi transakénymi ndkladmi zmensent schopnost nase portfélio re-
balansovat. V pripade velmi velkych poplatkov k rebalansovaniu portfolia medzi jed-
notlivymi peribdami uz nedochédza vobec alebo len v zanedbatelnom objeme. V tom
pripade méame od zaciatku az do konca planovacieho horizontu to isté pociatocné

portfolio, s ktorym sme vstupili do nového stromu.



Prilohy

V tejto casti uvadzame zdrojové kody programov jednotlivych optimaliza¢nych mod-
elov a tabulky s vystupnymi datami.

Mean-variance model bez TC

% Mean-variance model bez TC

function [p,sigma,Omega,Aeq,beq,m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=
bezTCmultiperiod(n,S,T,R,R_hist,W_ini,W_T)

/n - polet aktiv

»S - polet scendrov

WT - polet peridd

#R - matica vynosov (vSetky scendre + oCakdvané/podmienené vynosy)
#R_hist - matica vynosov na vjpolet kovariancnej matice

JW_ini - poliatoclné bohatstvo

JW_T - o&akdvané bohatstvo
p=1/8~(T-1);
pom=1; for i=1:(T-2)
pom=pom+S~1i;
end
pom=pom#*n; jpolet premennych x do Casu T-2

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian¢nd matica

Omega=zeros (pom,pom) ; %prvy nulovy blok matice Omega - ulelovej funkcie
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pomH=0; for i=1:(T-1)
pomH=pomH+571;

end

for i=(1+pomH) : (pomH+S~(T-1))
R(i,:);
R(i,:)’*R(1,:);
Omega=blkdiag(Omega, (sigma + R(i,:)’*R(i,:))*p); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*0mega; %vyslednd vstupnd matica dfelovej funkcie

%ipre quadprog x’Omega x

% Ohranilenia

Al=ones(1,n); %prvy riadok hlavnej A matice (W_ini) 1.cast

pux=0; %pocet uzlov x (okrem x_0)
for i=1:(T-1)
pux=pux+s57i;

end

A2=[]; for i=1:pux
A2=blkdiag(A2,-ones(1,n)); Y%riadky minus jednotiek v
%blokovej matici

end A2=[zeros(pux,n),A2];

Apom=[]1; A3=[]; M=1; K=S; for i=1:(pux/S)
for j=M:K
Apom=[Apom;R(j,:)]; pomocnd matica vynosov
end
A3=blkdiag(A3,Apom); %vynosy jednotlivych peridéd a scendrov
Apom=[];
M=M+S;
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K=K+S;

end

A4=[A3,zeros (pux,S~(T-1)*n)];

A5=A2+A4; Yprostrednd Cast hlavnej A matice

%(ohranidenia x’_t-1,a_t(i)*r_t_i-x’_t_1i=0)

A1=[A1,zeros(1,pux*n)]; %prvy riadok hlavnej A matice (W_ini)

A6=[zeros(1,pom)];
for i=(1+pux):(pux+S~(T-1)) %posledny riadok hlavnej A matice (W_T)
A6=[A6,R(i,:)*p];

end

Aeq=[A1;A5;A6]; Jmatica ohraniCeni (x’_t-1,a_t(i)*r_t_i-x’_t_i=0)

beq=[W_ini;zeros(pux,1);W_T];

options = optimset(’MaxIter’,500); [m,FVAL,EXITFLAG,QOUTPUT]=
quadprog (Omega,zeros (n+pux*n,1), 1,1,

Aeq,beq,zeros(n+pux+*n,1),[], [],options);
Mean-variance model s TC

Y%Mean-variance model s TC

function [p,sigma,Omega,Aeq,beq,w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=
sTCmultiperiod(n,S,T,R,R_hist,W_ini,W_T,d,c)

Jn - polet aktiv

»S - polet scendrov

WT - polet peridd

/R - matica vynosov (vSetky scendre + oCakavané/podmienené vynosy)

#R_hist - matica vynosov na vjpolet kovariancnej matice

#W_ini - po&iato&né bohatstvo
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YW_T - o&akavané bohatstvo
»d - transak&né naklady kipa

/c - transakiné naklady predaj

% -x_0(0) + (-1-d)*v_0(1+) + (-1-d)*v_0(2) +

% (1-c)*v_0(1) + (1-c)*v_0(2) = -W_ini
% -x_0(1) + v_O0(1+) - v_0(1-) =0
% -x_0(2) + v_0(2+) - v_0(2-) =0

p=1/8~(T-1);

sigma=cov(R_hist)*26; ‘kovarian¢nd matica

pomp=1; for i=1:(T-2)
pomp=pomp+5~1i;
end

pomp=pomp* (n+(n-1)*2); %polet premennych x a v do Casu T-2

Omega=zeros (pomp,pomp) ; %prvy nulovy blok matice Omega

%i- tlelovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)
pomH=pomH+571;

end

for i=(1+pomH) : (pomH+S~(T-1))
R(i,:);
R(i,:)’*R(i,:);
Omega=blkdiag(Omega,blkdiag((sigma + R(i,:)’*R(i,:))*p),
zeros((n-1)*2,(n-1)*2)); %H_T-1_1i matice

end

Omega=2*0mega; %vyslednd vstupnd matica ifelovej

hfunkcie pre quadprog x’Omega x
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%0hranicéenia

AO_1=ones(1,n); AO_1=-diag(AO_1);

A0_2=[1; for i=1:(n-1)
A0_2=[A0_2,(-1-d)]; %(-1-d)...v(+)
end for i=1:(n-1)
A0_2=[A0_2,(1-c)]1; %(1-c)...v(-)

end

AO_cd=ones (1, (n-1));
AO0_cd=[diag(A0_cd),-diag(A0_cd)]; % diag(l) a
hdiag(-1)...v(+) a v(-)

A0=[A0_2;A0_cd];
A0=[A0_1,A0]; %bloky hlavnej diagonaly /diag(-1),
h(-1-d), (1-c), diag(l) a diag(-1)

pom=1; for i=1:(T-1)
pom=pom+S~i; %polet premennjch x do Casu T-1

end

A1=[]1; for i=1:pom
A1=blkdiag(A1,A0);

end

Apom=[1; Ar=[]; M=1; K=S; for i=1:((pom-1)/S)

for j=M:K

Apom=[Apom;diag(R(j,:))]; %diagonaly vynosov

%jednotlivych scenadrov (1 aZ S) pre danid periddu
end
Ar=blkdiag(Ar, [Apom,zeros(S*n, (n-1)*2)]1); %bloky vynosov

%jednotlivych peridéd (1 az T-1)

Apom=[];
M=M+S;
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K=K+S;

end

Ar=[Ar,zeros((pom-1)*n,S~(T-1)*n+S~(T-1) *(n-1)*2)1;

Ar=[zeros(n,pom* (n+(n-1)*2)) ;Ar];

A3=Al1+Ar;

pom2=0; for i=1:(T-1)
pom2=pom2+S~i; %polet premennych x do fasu T-2, okmrem x_0

end

Apos=[zeros(1,pomp)];
for i=(1+pom2): (pom2+S~(T-1)) Yposledny riadok hlavnej A matice (W_T)
Apos=[Apos,R(i,:)*p,zeros(l,(n-1)*2)];

end

Aeq=[A3;Apos]; %ohranilenia

Jbeq=[W_inix(-1) ;zeros(pom*n-1,1);W_T];

hprvych n ¢leno treba nastavit podTa toho s akym W_ini do portfdlia
hvstupujeme

beq=[-100;-800;0;0;-100;zeros (pom*n-n,1) ;W_T];

options = optimset(’MaxIter’,1500);
[w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] =quadprog(Omega,zeros (pom* (n+(n-1)*2),1), 1,1,
Aeq,beq,zeros(pom* (n+(n-1)*2),1),[]1,[],options);

Model s kvadratickou funkciou uZito¢nosti bez TC

% FU model bez TC

function
[p,sigma,Omega,Aeq,beq,m,FVAL,EXITFLAG,QUTPUT,alfa,H]=
bezTCmultiperiodFU(n,S,T,R,R_hist,W_ini)
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in - polet aktiv

%S - poet scenarov

%T - polet peridd

#R - matica vynosov (vSetky scendre + oCakavané/podmienené vynosy)
JR_hist - matica vynosov na vjpolet kovarian¢nej matice

JW_ini - poliatolné bohatstvo

YW_T - oZakavané bohatstvo

p=1/5"(T-1); alfa=1/(2*2xW_ini);

Jnamiesto 2*W_ini mozme volit napr. 1.5%W_ini

pom=1; for i=1:(T-2)
pom=pom+S~1i;
end

pom=pom#*n; jpolet premennych x do Casu T-2

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian¢nd matica

Omega=zeros (pom,pom) ; %prvy nulovy blok matice

% Omega - u&elovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)
pomH=pomH+5~°1;

end

for i=(1+pomH) : (pomH+S~(T-1))
R(i,:);
R(i,:)’*R(4i,:);
Omega=blkdiag(Omega, (sigma + R(i,:)’*R(i,:))*p); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*alfaxOmega; %vyslednd vstupnd matica

hicelovej funkcie pre quadprog x’Omega x
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% Ohranilenia

Al=ones(1,n); %prvy riadok hlavnej A matice (W_ini) 1.cast

pux=0; %poclet uzlov x (okrem x_0)
for i=1:(T-1)
pux=pux+S7i;

end

A2=[]; for i=1:pux
A2=blkdiag(A2,-ones(1,n)); Y%riadky minus
/ijednotiek v blokovej matici

end A2=[zeros(pux,n),A2];

Apom=[1; A3=[]; M=1; K=S; for i=1:(pux/S)
for j=M:K
Apom=[Apom;R(j,:)]; %pomocnd matica vynosov
end
A3=blkdiag(A3,Apom); %vynosy jednotlivych
hperidd a scenarov
Apom=[];
M=M+S;
K=K+S;

end

A4=[A3,zeros (pux,S~(T-1)*n)];

A5=A2+A4; Yprostrednad Cast hlavnej A

Ymatice (ohranidenia x’_t-1,a_t(i)*r_t_i-x’_t_i=0)

A1=[A1,zeros(1,pux*n)]; %prvy riadok hlavnej A matice (W_ini)

A6=[zeros(1,pom)];
for i=(1+pux): (pux+S~(T-1)) %vektor f
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A6=[A6,R(1,:)*p];

end

Aeq=[A1;A5]; Ymatica ohranifeni (x’_t-1,a_t(i)*r_t_i-x’_t_i=0)

beq=[W_ini;zeros(pux,1)];

options = optimset(’MaxIter’,500);
[m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] =quadprog(Omega,-A6, [1,[],

Aeq,beq,zeros(n+pux+*n,1),[], [],options);

H=A6%*m; 7 majetok
Model s kvadratickou funkciou uzitoc¢nosti s TC

% FU model bez TC

function
[p,sigma,Omega,Aeq,beq,w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT,alfa,H]=
sTCmultiperiodFU(n,S,T,R,R_hist,W_ini,d,c)

»n - polet aktiv

%S - polet scenarov

WT - polet peridd

#R - matica vynosov (vSetky scendre + oCakdvané/podmienené vynosy)
#R_hist - matica vynosov na vjpolet kovariancnej matice

JW_ini - poliatoéné bohatstvo

JW_T - olakavané bohatstvo

»d - transak&né naklady kipa

/c - transaklné naklady predaj

h -x_0(0) + (-1-d)*v_0(1+) + (-1-d)*v_0(2)
% + (1-c)*v_0(1) + (1-¢c)*v_0(2) = -W_ini

% -x_0(1) + v_Oo(1+) - v_0(1-)
% -x_0(2) + v_0(2+) - v_0(2-)

1l
o O
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p=1/5"(T-1); alfa=1/(2*%2xW_ini); %namiesto 2x*W_ini mbéZme volit napr. 1.5*W_ini

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian¢nd matica

pomp=1; for i=1:(T-2)
pomp=pomp+5~1;
end

pomp=pomp* (n+(n-1)*2) ; %polet premennych x a v do Casu T-2

Omega=zeros (pomp,pomp) ; %prvy nulovy blok matice

/0mega - ulelovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)
pomH=pomH+5~1;

end

for i=(1+pomH) : (pomH+S~(T-1))
R(i,:);
R(i,:)’*R(i,:);
Omega=blkdiag(Omega,blkdiag((sigma + R(i,:)’*R(i,:))*p),
zeros((n-1)*2,(n-1)*2)); %H_T-1_1i matice

end

Omega=2*alfa*Omega; %vyslednd vstupnad matica

hicelovej funkcie pre quadprog x’Omega x

%0hranicdenia

AO_1=ones(1,n); AO_1=-diag(AO_1);

A0_2=[]1; for i=1:(n-1)
A0_2=[A0_2,(-1-d)]; %(-1-d)...v(+)
end for i=1:(n-1)
A0_2=[A0_2,(1-c)]; %(1-c)...v(-)

end
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AO_cd=ones (1, (n-1));
AO0_cd=[diag(A0_cd),-diag(A0_cd)]; % diag(l)
%ha diag(-1)...v(+) a v(-)

AO=[A0_2;A0_cd];
A0O=[A0_1,A0]; %bloky hlavnej diagonaly /diag(-1),
%(-1-d), (1-c), diag(l) a diag(-1)

pom=1; for i=1:(T-1)
pom=pom+S~i; %polet premennjch x do Casu T-1

end

A1=[]; for i=1:pom
At=blkdiag(A1,A0);

end

Apom=[1; Ar=[1; M=1; K=S; for i=1:((pom-1)/S)
for j=M:K
Apom=[Apom;diag(R(j,:))]; %diagonaly vynosov
hjednotlivych scendrov (1 aZ S) pre danid periddu
end
Ar=blkdiag(Ar, [Apom,zeros(S*n, (n-1)*2)]1); %bloky vynosov
%jednotlivyjch peridéd (1 az T-1)
Apom=[];
M=M+S;
K=K+S;

end

Ar=[Ar,zeros((pom-1)*n,S~(T-1)*n+S~(T-1)*(n-1)*2)];

Ar=[zeros(n,pom* (n+(n-1)*2)) ;Ar];

A3=A1+Ar;

pom2=0; for i=1:(T-1)
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pom2=pom2+S~i; %polet premennych x do ¢asu T-2, okmrem x_0

end

Apos=[zeros(1,pomp)];
for i=(1+pom2): (pom2+S~(T-1)) Yposledny riadok hlavnej A matice (W_T)
Apos=[Apos,R(i,:)*p,zeros(1l, (n-1)*2)];

end

Aeq=[A3]; ’ohranilenia

hprvych n ¢leno treba nastavit podTa toho s akym W_ini do portfdlia
hvstupujeme

beq=[-200;-300;-500;zeros (pom*n-n,1)];

options = optimset(’MaxIter’,1500);
[w,FVAL,EXITFLAG,0UTPUT]=quadprog(Omega,-Apos, [1, [1,

Aeq,beq, zeros (pom* (n+(n-1)*2),1),[1,[],options);

H=Apos*w; % hodnota majetku



PRILOHY

23

wT  |10z20  |1282 1282 1282 1100|1100 1100  [1100  [1100
bezTC  |pezTC STC 0,001% |sTC 0,01% [bezTC  |sTC 0,01% |sTC 0,1% |sTC 3,5% |sTC 4%
x_0(0) 1.000,0 0,0 0,0 00 343 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(1) 00] 10000 10000f 10000 00 1oo00] esso| avss|  see2
x_0(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(4) 0,0 0,0 0,0 00] 6452 0,0 00 1000 1000
v_0(1+) 200,0 200,0 200,0] 17 643,0 9,6 %62
v_0(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(3+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(4+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(1) 0,0 0,0 00| 174790 0,0 0,0
v_0(2-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(4) 100,0 100,0 1000 100, 0,0 0,0
x 1,000 | 10100 0,0 0,0 00 10488 10s91] 108s0] 10897 10348
x_1,1(1) 0,0 6344 sg77|  s07 13,1 0,0 0,0 7.0 19,6
x1,1(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 22 0,0 0,0 0,0 0,0
X 1,4(3) 0,0 4956 406,3 4785 34 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,1(4) 0,0 0,0 135,4 94,6 137 0,0 0,0 97 27,3
v_1,1(1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(2+) 0,0 0,0 203721,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(3+) 406,3 4785 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(4+) 135,4 94,6 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(1-) 542.3 523,2 11300 10900 10062 9930
v_1,1(2-) 0,0 0,0 2037210 0,0 0,0 0,0
v_1,1(3-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,(4.) 0,0 0,0 0,0 00 1023 847
x 1,200 | 10100 0,0 0,0 00 10e39] 10891] 10890[ 10801] 10918
x_1,2(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x.1,2(3) o0l  11s00] 11800 11797 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(4) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1+) 0,0 0,0 00| 240050 5838|4098
v_1,2(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3+) 11800 11797 453 6885 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1-) 1180,0(  1180,0 1180,0| 252340 16419 14671
v_1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3-) 0,0 0,0 4536385 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4-) 0,0 0,0 0,0 00 1140|1140
FVAL  [1040604] 1675880] 1673252] 1673465]1210032] 1210 000] 1210 000[1 210 003[1 210028

Obr. 5.3: Tabulka 1
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W.T 1100 1100 1100 1100 1100 1100 1100 1100 1100
sTC45% |[sTCS%  |sTC55% |sTCE%  |STCE5% |sTCT%  |sTC7,5% |sTC10%  |=TC 15%

x_0{0) 0.0 0,0 0.0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
x_0(1) 895 T 2952 8943 200,0 800,0 200,0 800,0 200,0 200,0
%_0(2) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(3) 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
%_0(4) 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0 100,0
v_0{1+) 957 95,2 94,8 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{3+) 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{4+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{1-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{2) 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0j4-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,{0) 1 000,83 558 2 9387 8080 8736 Bdd 3 B17,0 5919 535,10
x_1,1(1) 3T 433 544 54,3 77T 104,8 1289 247 4 393,5
x_1,1(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,4(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,1(4) 445 §1,2 774 927 112,0 112,0 112,0 112,0 112,0
v_1,4(14) 00 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,4(3+) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(4+) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,4(1-) 880 4 B58,3 9587 839,2 B26,3 789,2 74,1 8566 510,5
v_1,4(2-) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(3-) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,4{4-) 87,5 50,8 34 8 19,3 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(0) 1083,4] 10848 10880 10878 10803 10128 g77,1 8204 6211
x_1,2(1) 0.0 0,0 0.0 1,4 59 115 17 4 1347 332 1
x_1,2(2) 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(3) 0,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(4) 0,0 0,0 0.0 7.3 35,8 86,2 83,5 194,0 114,0
v_1,2(1+) 0.0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2+) 0,0 170,8 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3+) 278,0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4+) 0.0 0,0 85,1 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1-) 10568 10564 10558 942 9 938, 1 9325 9266 809,3 6119
v_1,2(2-) 0,0 170,8 0,0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3-) 276,0 0,0 0.0 0,0 0.0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4-) 114,0 114,0 200,1 106,7 772 47 8 20,5 0,0 0,0
FVAL | 1210088] 1210125] 1210196] 1210288] 1210381 1210488 1210848] 1211 773] 1214608

Obr. 5.4: Tabulka 2
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wWT 1150|1150 1150 [1200 |1 200 1175|1175 1180|1180

bezTC sTC 0,01% |sTC 1% |bezTC =TC 0,01% |bezTC sTC1% |bez TC |STC 1%
x_0(0) 0,0 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(1) 1721|  10000]  esso| 10000 1000 9934 @eso| 1o0000] Esm0
x_0(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(4) 8279 00 1000 0,0 0 66| 100, 00l 1000
v_0(1+) 200 39 200 98,0 59,0
v_0(2+) 0 0 0 0,0 0,0
v_0(3+) 0 0 0 0,0 0,0
v_0(d+) 0 0 0 0,0 0,0
v_0{1-) 0 0 0 0,0 0,0
v_0{2-) 0 0 0 0,0 0,0
v_0(3-) 0 0 0 0,0 0,0
v_0{4-) 100 0 100 0,0 0,0
x1,4(0) | 103s8] 10800 10000 ess3 ss41] el 7eos| o mss3| 7327
x_1,1(1) 335 20,0 s11] 1918 183 3 663 1908 s37| 2785
x1,1(2) 55 0,0 0,0 318 17 109 112 15,5 18,4
x_1,1(3) 8,8 10,0 0,0 50,4 50,4 174 15,1 247 21,4
x_1,1(4) 35,0 20,0 867 2001 200,4 g9zl 1120 gra]l 1185
v_1,1(14) D D D 0,0 0,0
v_1,1(24) 0 D N7 12 18,4
v_1,1(34) 10 0 50,4 15,1 21,4
v_1,1(44) 20 0 2004 0,0 65
v_1,4(1) 1110] 9647 9367 8253 7874
v_1,4(2) 0 0 0 0,0 0,0
v_1,1(3) 0 0 0 0,0 0,0
v_1,1(4) 0 453 0 0,0 0,0
x 1,200 | 11489] 11400 11473  9s03 oras| 11797] 10308] 11s03]  ee2s3
x_1,2(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(3) 0,0 0,0 00l 1708 1722 0,0 494 25,4 67,5
x_1,2(4) 0,0 0,0 0,0 23,3 23,3 0,0 83,2 a3l 137
v_1,2(14) 0 0 0 0,0 0,0
v_1,2(24) o| 7903 0 0,0 0,0
v_1,2(3+) 0 0 1722 484 67,5
v_1,2(4+) 187140 0 288 0,0 0,0
v_1,2(1-) 1180)  1060,3 1180 1060,8 1060,8
v_1,2(2) 0| 7903 0 0,0 0,0
v_1,2(3) 0 0 0 0,0 0,0
v_1,2(4-) 187140 114 0 30,8 0,3
FVAL 1322628 1322534] 1322 695] 1 442 484] 1 442 508 1 381 126 1 381 856] 1 393 072] 1 384 137
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PRILOHY 56
£TC FU
bezTCFUfo1%e 1o [15%  Jo0% [a0% Jaow [so% 60w [ro0% Jo00%  [300%
x_0(0) 0,0 00] 00 0,0 i T Y Y BT 00 44| 1000
x_0[1) 10000 o997| ssen| eess| sseo| so00| sooo| sooo| soop0| soo0| mooo| s000
x_0(2) 0,0 00] 00 0,0 00] ool oo 00] 0o 0,0 0,0 0,0
x_0(3) 0,0 00] 00 0,0 00 o71| 62| o952 o928 ong| 468 0,0
x_0(4) 0,0 00] 1000] 1000 1000] 1000] 1000 1000] 1000] 1000 1000 1000
v_0(1+) 1997 99,0 o5 o980 oo o0 oo 00 0,0 0,0 0,0
v_0(2+) 00| 00 0,0 oo/ o008 oo o0p| o0 0,0 0,0 0,0
v_0(3+) 00| 00 0,0 oo| o71| 62| o952 928 sns| 468 0,0
v_0(4+) 00| 00 0,0 00] o008 oo o0p o0 0,0 0,0 0,0
v_0(1) 00| 00 0,0 00] o0 oo o0p o0 0,0 0,0 0,0
v_0(2)) 00| 00 0,0 00] o0 oo 00 o0 0,0 0,0 0,0
v_0(3) 00| 00 0,0 00] o0 oo 00 oo 0,0 0,0 0,0
v_0(4) 10000 00 0,0 00l o0l o0 00 00 0,0 0,0 0,0
x_1,1(0) 0,0 00] 00 0,0 i T Y Y BT 00  4es] 1010
x 1,1(1) 63a4| 7018 10159 10153 101438 o0s0] oosp0| osoan] ovsp| s040| sosn| o040
x_1,1(2) 0,0 00] 00 0,0 00f ool oo 00| 0o 0,0 0,0 0,0
x_1,1(3) s956] azro|  op 0,0 00 10s8| 1058 10e8 1019 1000 s 0,0
x_1,1(4) 0,0 00] 1120l 1120l 1120] 1120] 1120] 11z0] 1120] 1120 1120] 1120
v_1,1{1+) 00| 00 0,0 oo/ 00| oo o0p] 00 0,0 0,0 0,0
v_1,1{2+) 00| 00 0,0 oo/ o008 oo o0p| o0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(3+) a270| 00 0,0 oo/ o008 oo o0p| o0 0,0 0,0 0,0
v_1,14+) 00| 00 0,0 00] o008 oo o0p o0 0,0 0,0 0,0
v_1,4(1) 42738 00 0,0 00] o0 oo 00 o0 0,0 0,0 0,0
v_1,4(2.) 00| 00 0,0 00] o0 oo 00 oo 0,0 0,0 0,0
v_1,4(3) 00| 00 0,0 00] o0 oo 00 oo 0,0 0,0 0,0
v_1,4(4-) 00| 00 0,0 00l o0l o0 00 00 0,0 0,0 0,0
x_1,2(0) 0,0 00] 00 0,0 i T Y Y BT 00  4es] 1010
x_1,2(1) 0,0 00] 00 0,0 19| e384 oaa0| o4s0| oaspn| o4s0| oaan] sadp
x_1,2(2) 0,0 00] 00 0,0 00f ool oo 00| 0o 0,0 0,0 0,0
x 1,23} | 11800 11773 10398] 10289 10183] 3s24] 1108 109s| 1065| 10es|  s3s 0,0
x_1,2(4) 0,0 00] 1140l  114p0] 11a0] 114p0] 11ap] 11ap] 11a0]  11a0]  11ap] 1140
v_1,2{1+) 00| 00 0,0 oo/ 00| ool o0p] oo 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2+) 00| 00 0,0 oo/ o008 oo o0p| o0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3+) 1177.3| 10398] 10289 10163 2407 00| 0p| 0o 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4+) 00| 00 0,0 00] o008 oo o0p o0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1) 11796| 10808| 10803| 10578 2358 00| 00| 00 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2) 00| 00 0,0 00] o0 oo 00 oo 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3-) 00| 00 0,0 00/ o0 oo 00 o0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(4.) 00/ 00 0,0 00l o0l ool 00 00 0,0 0,0 0,0
FVAL 852,8] 21| sses| ssa4] ss2q| sap3| sas7] sem3] searo] ses2] ser7| 27
wT | 12818 12r98[ 12838 12576] 12514 12410] 12403] 12392] 12358 12338] 12234 12223]
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PRILOHY

Beta 1500 130 1200 145] 115 140 10| 107 107 1,07

STC 1% |STC 1% |STC 1% |STC 1% |bezTC |STC 1% [bez TC [STC 1% |bez TC |STC 0,01%
x_0{0) 0,0 0,0 0,0 0,0 00 117 3580 0,0] 5991 0,0
x_0(1) 8990| s990| seoo| sg00| 345 oo 00 0,0 0,0 0,0
x_0(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 o0 00| 65208 0,0 996,3
x_0(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 00 0,0 0,0 0,0
x_0{4) 1000] 1000] 1000 41000 9655 9716 Eaz0] 2623] 4009 0,0
v_0{1+) go0] 990| 990 990 0,0 0,0 0,0
v_0(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 620,8 996,3
v_0(3+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 17 6956
v_0{4+) 0,0 0,0 0,0 0,0 8716 2623 0,0
v_0{1) 0,0 0,0 0,0 0,0 800,0 800,0 800,0
v_0{2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0{3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 17 6956
v_0{4-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 100,0
x_1,1(0) 00/ so014] s581] 1032.9]1051,1] 1089,1]1048.4] 10594[10340] 10594
x 1,101) | 7554] 3853 1437] 387 280 00 130 0,0 8,1 0,0
x_1,1(2) 00 295 0,0 0,0 46 ool 21 0,0 13 0,0
x 1,1(3) | 1083 342 5.3 0,0 74 0o 34 0,0 21 0,0
x 1144) | 2500 1sas| 1120] 478 292 00 136 0,0 8,5 0,0
v_1,1(1+4) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(24) 00| =295 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(3+)| 1083 342 5,3 0,0 0,0 0,0 32 4885
v_1,1(4+)| 1470 775 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(1) | 2604| 6505 8722 9792 0,0 0,0 0,0
v_1,1(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 664,3 1 066,0
v_1,1(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 324885
v_1,1{4) 0,0 0,0 00| 642 10882 4058 0,0
x_1,2(0) | 3628 2327| 10889] 1138.6]1141.4] 1089,1]10035| 10594 10621 10594
x_1,2(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 00 0,0 0,0 0,0
x_1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0o 00 0,0 0,0 0,0
x 1,2(3) | 6807 2154 277 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0
x 1,24) | 1140 1140 467 0,0 0,0 o 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1+) 0,0 0,0 0,0[ 12235 961,9 0,0 0,0
v_1,2(24) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(3+)| 6807 2154 277 0,0 0,0 15880 2317229
v_1,2(4+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1) | 1060,8| 10608 1060,8| 22843 961,9 0,0 0,0
v_1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 689,1 11059
v_1,2(3) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 1588,0 2317229
v_1,2(4) 0,0 00| 673 1140 11076 4131 0,0
FvAaL | -721,8] -6442] -5993] -5749] -575.0] -550.0] 650.0] -5350] 5350]  -535.0]
wW T  [12460] 11985] 1169,0] 114371 1458] 1100,0[1099,6] 1 070.0[{1089,8] 1070,0]
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PRILOHY

o8

W_T sg46| 11635 11635  10e0|  10s0]  1os0|  10m0| 1090

bezTC  |bezTC  |sTC0,0001% |bezTe  |sTC 1% |sTC1,5% |sTC 2%  |sTC2.5%
*_0(0) 10000 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_0(1) 00| 10000 1000,0 48|  asgo| 4s7o| 3ses| 4350
x_0(2) 0,0 0,0 0,0 g5zl  so00]  sooo]  seas|  ss0q
v_0(1+) 700,0 1880] 1970 965 1350
v_0(24) 0,0 0,0 0,0 99,6 60,1
v_0(1-) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(2-) 500,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1m0 | 10100 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,1{1) 00| 10500 1050,0 265| 5228  s218 4183  4se7
x_1,1(2) 0,0 0,0 0,0 76s|  swo|  s100  eng s
v_1,1{1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1{2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x1.2(0) | 10100 0,0 0,0 401 0,0 0,0 00 1907
x_1,2{1) 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 00| 2524
x_1,2(2) 00| 10300 1030,0 636| 10228 10168 10159]  ss2s
v_1,2{1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2+) 1030,0 soz@| 4963 3923 0,0
v_1,2(1) 1030,0 5130 5120|4084 1956
v_1,2(2) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x 2M0) | 10201 0,0 0o toso] ozse]  si1d]  ei7d  s73g
x_2,1(1) 00| 11550 1155,0 0 648 2758] asve| 024
x 2,1(2) 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,1(1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,1(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,1(1) 0,0 s104| 2984 0,0 0,0
v_21(2) 0,0 s253|  s253] 6300 =885
x 2,200 | 10201 0,8 03] tore] tooez]  eved]  7szE]  send
x_2,2(1) 0,0 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 27,0
x_2,2(2) 00| 10912 10917 1 630 18s0] s089] 3914
v_2,2(1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,2(2+) 10817 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,2(1) 1082,0 sa3g| 5423  4329) 4480
v_2,2(2) 0,0 a725|  a47s| 3353|2085
x_2,3(0) 0,1 0,0 00| 1ose]  se3s| esos|  7312]  e0zg)
x 231 | 10200 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_2,3(2) 00| 10815 1081,5 g 703 2038 3708 4408
v_2,3(1+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,3(2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_23(11) 0,0 0,0 0,0 0,0 2499
v_2,3(2) 0,0 10036| @s3s| 7ee2| 1708
x240) | 10201 0,0 00 1oss|] 10413]  soos|  7mss|  s183)
x_24{1) 00|  7esa 768,2 0 0,0 0,0 00 =600
x_2,4{2) ool 3337 3338 0 a26] 1734 2avs|  1sss
v_24{1+) 768,2 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,4{2+) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_24(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_24(2) 783,2 10518  9148| 7s9s| 4345
FVAL |9995163[1383250] 13882571188 121 1 188 332] 1 188 811] 1 191 883] 1 193 845
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PRILOHY

29

W_T 10s0]  10e0]  1os0]  10s0|  1000]  10s0| 1080

STC3% |sTC35% |sTC4% |sTes% |sTCe% |sTC15% [sTC20%
x_0(0) 2000] 2000 200 2000 2000 200] 2000
x_0(1) 3000 3000 ao| 3000 3000 30| 3000
x_0(2) s00,0] 5000 soo]  so00]  s000 so0]  s00.0
v_0[1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_0(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_0[1-} 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_0(2-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
x_1,1(0) 0,0 16 10| 2020 2020 202] 2020
x_1,1(1) 5111 5088 a3 mso| 3150 315|350
x_1,1(2) s100] 5100 s10] 5100 5100 s10] 5100
v_14(1+) | 1951 1938 88 0,0 0,0 D 0,0
v_1,4(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_1,1(1-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_1,4(2-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
x_1,2(0) 7024|2020 202 zozo| 2020 20z] 2020
x_1,2(1) 2880|3090 ao|  30s0] 3090 aoo| 3090
x_1,2(2) s200] 5200 s20|  sz00]  s200 = I
v_1,2(1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_1,2(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_1,2(1-) 21,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_1,2(2-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
x_2,1(0) 09,5 5088 s01|  4s07] 3584 253] 2040
x_2,1(1) s62,2| 5594 ag3| 3485 3483 47| 3485
x_2,4(2) 0,0 0,0 119]  2es7] 3873 aga| =253
v_2,4(1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_2,4(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,4(1-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_2,1(2-) 5253 5253 a06) 2506 1880 57 0,0
x_2,2(0) 555, 485,1 ang|  3s77| 2883 204] 2040
x_2,2(1) 61,6 98,0 130 1978 3241 32| 3278
x_2,2(2) 4333 4854 so7]  s037]  4s00 s3] sass
v_2,2(1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,2(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,2(1-) 00| 4309 280 1300 35 0 0,0
v_2,2(2-) 102,2 70,1 29 31,8 555 0 0,0
x_2,3(0) s543] 497 ag|  4acag| 435 aga| 4299
x_2,3(1) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 236
x_2,3(2) sg12] 5460 se6]  se60] 5480 s46] 5460
v_2,3(1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,3(2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,3(1-) 2851 3059 306 3058 3059 06| 2824
v_2,3(2-) 548 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
x_2,4(0) w652 5080 a30|  are4| 3051 223l 2040
x_2,4(1) ze87] 3183 s8] 383 3183 38| 3183
x_2,4(2) 20s2] 2414 a21]  aris]  44s 5 534] 5554
v_2,4(1+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,4{2+) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 D 0,0
v_2,4(1-) 0,0 0,0 0 0,0 0,0 0 0,0
v_2,4(2-) 3512|3150 236 1848 1099 23 0,0
FVAL | 1185 318] 1 195 452[ 1 157 508 1 198 716] 1 201 195[ 1 204 422] 1 206 050
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PRILOHY

60

STC FU

bezTCFU [ 01%]  10%]  20%]  40%]  e0%]  00%]  200%
%_0(0) 0,0 0,0 0,0 00 2000 zo00] 2000 2000
x_0(1) 10000 sess| 4vs0| 4se1| z000] 3000 3000|3000
x_0(2) 0,0 00] soon| soo0] soopn|  so00]  sooo|  so00
v_D(1+) 6988012 1980 1961 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(2+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(1) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_0(2-) 500 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,1(0) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 2020l 2020
x1401) | 10500 10487 10228 se37| soe2| o soss|  mso|  31s0
x_1,1(2) 0,0 0,0 00] 1532l  sw00]  swp0f  swo]  si00
v_1,4(1+) o| 49s9| 34z8] 1842 1906 0,0 0,0
v_1,4(2+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(1-) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,1(2-) ol sw0| 3%8 0,0 0,0 0,0 0,0
x_1,2(0) 0,0 0,0 0,0 0,0 00| zo20] z2020] 2020
x_1,2(1) 0,0 0,0 0,0 00 3000 a0e0| aoso|  s0e0
x1,2(2) | 10300 10287 10228] 10108 7142|5200  s200] 5200
v_1,2(1+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2+) 102671| 5028 4s08| 1942 0,0 0,0 0,0
v_1,2(1-) 1028765 5130|5110 0,0 0,0 0,0 0,0
v_1,2(2.) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_2,1(0) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00 2040 2040
x2401) | 11ss0| 11s38] 11254 11017  se02| o sse1|  aees|  24s
x_2,1(2) 0,0 0,0 0,0 00 sas3|  ses3|  sos3| o sass
v_2,1(1+) 0 00| 1516 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,1(2+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,4(1) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,1(2-) 0 00| 1578 0,0 0,0 0,0 0,0
x_2,2(0) 15a6] 1834 0,0 0,0 0,0 00 2040 2040
x_2,2(1) 0,0 00| 10837 sse3| szes| o s2ss|  sere| 327
x_2,2(2) gaz4] 9053 00] 1608 sass|  s3ass|  sass|  sasg
v_2,2(1+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,2(2+) 305,303 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,2(1-) 1090,691 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,2(2-) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_2,3(0) 138,1 39,9 0,0 00| ze37]  eo18]  aves| 2040
x_2,3(1) 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 00| 3059
x_2,3(2) o434] o7zn| 10738 10615]  7e098] sas0]  sas0|  s4s0
v_2,3(1+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,3(2+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,3(1-) 0 0,0 00 3058 3059 3059 0,0
v_2,3(2.) 100,0402 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
x_2,4(0) 38 9) 42,4 0,0 0,0 00 2040 z0e0] 2040
x_2,4(1) 7413|5157 0,0 00| 3183  as3|  a1e3| 3183
x_2,4(2) 3219 s394 10s44] 10817]  7ees| o sse4|  szee|  ssse
v_2,4(1+) 515,7243 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,4(2+) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,4(1-) 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
v_2,4(2-) 559,2169 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
FVAL 217 5] mor]  ser]  ger] 79| gop]  7enp|
wWT 1161 11s8]  1qa1] vazs] 1113] 1108] 10s7] 10844
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