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Abstrakt

Haraka©, Luká²:Vyuºitie optimaliza£ných metód pri riadení portfólia. Fakulta matem-

atiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave, Katedra aplikovanej

matematiky a ²tatistiky. Diplomová práca, 2010, 62 s.

�kolite©: Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.

V práci sa sústredíme na viacperiódový model výberu optimálnej skladby aktív. Tento

model je zaloºený bu¤ na maximalizácii strednej hodnoty kvadratickej funkcie uºi-

to£nosti, alebo na Markowitzovom mean-variance prístupe. Portfólio optimalizujeme

prostredníctvom stochastického programovania. Zaujíma nás ako zavedenie transak£-

ných nákladov do uvaºovaných modelov ovplyvní vývoj portfólia a jednotlivé pre-

rozdelenia aktív po£as plánovacieho horizontu. Tieto modely následne testujeme na

reálnych dátach.

K©ú£ové slová: aktívum, portfólio, optimalizácia portfólia, viacperiódové modely,

stochastické programovanie.



Abstract

Haraka©, Luká²: The use of optimization methods in the management of portfolio.

Faculty of mathematics, physics and informatics, Comenius University Bratislava,

Department of Applied Mathematics and Statistics. Master Thesis, 2010, 62 p.

Thesis consultant: Mgr. Igor Melicher£ík, PhD.

The work focuses on a multiperiod model of selection of the optimal mix of assets.

This model is based either on maximizing the expected quadratic utility function or

on the Markowitz mean-variance approach. Portfolio is optimized through stochastic

programming. We are interested in the e�ect of integration of transaction costs into

consideration models on the evolvement of portfolio and individual assets realloca-

tions during planing horizon. These models are further tested on real data.

Key words: asset, portfolio, portfolio optimization, multiperiod models, stochas-

tic programming.
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Úvod

Ak vlastníme vo©né �nan£né prostriedky a chceme ich výhodne zhodnoti´, zaují-

mavou alternatívou investovania na²ich pe¬azí je investovanie do rôznych typov aktív.

Pokia© sme sa rozhodli pre túto moºnos´ investície, je pre nás prirodzené zostavi´ si

£o najvhodnej²iu kombináciu aktív v na²om portfóliu tak, aby sp¨¬ali stanovené pod-

mienky. Na²ím cie©om je v tomto prípade nadobudnú´ v budúcnosti taký majetok,

ktorý nám prinesie £o najvä£²í osobný úºitok. Otázkou preto zostáva ako si zostavi´

optimálne portfólio. Pre výber optimálneho portfólia je navrhnutých nieko©ko prís-

tupov, my sa v²ak budeme zaobera´ dvomi najpouºívanej²ími. Jedným je prístup

zaloºený na maximalizácii strednej hodnoty funkcie uºito£nosti, druhým klasický

mean-variance prístup navrhnutý H. M. Markowitzom, v ktorom sa snaºíme mini-

malizova´ varianciu výnosov pri pevne stanovenom o£akávanom výnose.

Cie©om na²ej práce je zisti´ do akej miery majú transak£né náklady vplyv na rebal-

ansovanie portfólia v jednotlivých periódach. Uvaºujeme oba typy modelov, ktorých

optimalizácia je zaloºená na stochastickom programovaní.

Práca pozostáva zo piatich kapitol. V prvej kapitole uvádzame základné pojmy

a my²lienky teórie portfólia. Druhá kapitola sa zaoberá jednoperiódovými modelmi

optimalizácie portfólia. Zameraná je na transak£né náklady a rozpo£tové ohrani£e-

nia pre oba typy vy²²ie spomínaných modelov s jednou periódou. Na konci druhej

kapitoli poukazujeme na konzistentnos´ obidvoch prístupov. Obsahom tretej kapitoly

je roz²írenie týchto modelov pre viacperiódové prostredie, ktoré je lep²ou aproximá-

ciou skuto£nosti. Sú v nej de�nované predpoklady pravdepodobnostného rozdelenia,

rovnice popisujúce vývoj majetku v portfóliu a v²eobecná formulácia viacperiódového

modelu. �tvrtá kapitola nás uvádza do problematiky optimalizácie portfólia pomo-

cou stochastického programovania, predstavený je v nej strom scenárov a úloha v

deterministickom tvare. Stredobodom pozornosti piatej kapitoly je praktické testo-

vanie a porovnávanie modelov optimalizácie portfólia. Na základe predchádzajúcich
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ÚVOD 2

kapitol sú v piatej kapitole sformulované oba typy prístupov, zaloºených na stocha-

stickom programovaní. Kapitola sa sústredí na porovnanie oboch modelov a skúma £i

transak£né náklady vplývajú na rebalansovanie portfólia. K naprogramovaniu obid-

voch modelov sme vyuºili matematický softvér Matlab, konkrétne funkciu quadprog.

Oba modely sú preto pretransformované do takej ²truktúry, s akou vie funkcia quad-

prog pracova´. Programy aplikujeme na dáta a na základe pozorovaní vyvodíme

závery.



Kapitola 1

Teória portfólia

Teória portfólia vo svete �nancií patrí medzi mikroekonomické disciplíny. Zaoberá sa

výberom vhodnej kombinácie aktív do portfólia tak, aby sp¨¬alo vopred stanovené

vlastnosti. Kaºdý investor sa snaºí zostavi´ si £o najvýkonnej²ie portfólio, t.j. opti-

malizuje ho s oh©adom na jeho postoj k riziku [9].

Aktívum chápeme ako investi£ný nástroj, ktorý je moºné predáva´ alebo kupova´.

Súbor aktív nazývame portfólio. V portfóliu môºeme drºa´ rôzne po£ty odli²ných

aktív ako napr. akcie, akciové indexy, meny, dlhopisy, pe¬aºnú hotovos´, výmenné

kurzy, úrokové sadzby, opcie, komodity, nehnute©nosti a pod [2].

1.1 Motivácia

Keby sme poznali budúcnos´, výber ná²ho portfólia by bola jednoduchá záleºitos´.

Celý majetok by sme investovali do aktíva s najvy²²ím výnosom. K preskupeniu

portfólia by do²lo len v prípade, ak by sme neskôr objavili aktívum s vy²²ím výnosom.

Optimalizácia portfólia by bola zbyto£ná [1].

�asový vývoj aktív je v²ak nestály. Výnosy aktív a tým aj celé portfólio ustavi£ne

podliehajú riziku. Riziko je naj£astej²ie dôsledkom náhodného kolísania cien aktív.

Tieto zmeny sú zaprí£inené vplyvom burzového a mimoburzového trhu na cenu aktíva.

Ponuka a dopyt po konkrétnom aktíve modelujú jeho £asový priebeh [3].

Pri optimalizácii portfólia po£ítajú matematické metódy s rozli£nými typmi aktív,

zvy£ajne sa v²ak zameriavame na významnej²ie akciové indexy, vládne, prípadne

korpora£né dlhopisové indexy a na pe¬aºný ekvivalent.
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1.2. OPTIMÁLNY VÝBER PORTFÓLIA 4

Obr. 1.1: �asový vývoj cien akciového indexu CAC 40

Obr. 1.2: �asový vývoj výnosov akciového indexu CAC 40

1.2 Optimálny výber portfólia

Pri vo©be aktív do ná²ho portfólia zoh©ad¬ujeme ich nestálos´ a skuto£nos´, ºe di-

verzi�kácia zniºuje riziko. Výber aktív je £asto ohrani£ený rozpo£tovými a riadiacimi

podmienkami.

Základnú my²lienku vo©by portfólia moºno popísa´ nasledovne. Najprv si stanovíme

cie©, ktorý chceme dosiahnu´. Potom si vyberieme najvhodnej²ie portfólio, pomocou

ktorého sa k stanovenému cie©u dopracujeme. Výber portólia je preto realizovaný

optimalizáciou.

Ako stanovený cie© moºno uvaºova´ o£akávaný výnos. V skuto£nosti v²ak dávame

prednos´ osobnému zisku z výnosov, ktorý ozna£ujeme ako uºito£nos´. Uºito£nos´

stavia do rovnováhy výnosy a riziká na základe vlastného prístupu. Priama aplikácia

takéhoto postupu sa v²ak ukázala by´ ako náro£ná úloha, kedºe prideli´ uºito£nos´

výnosu jednotlivým investorom je ve©mi komplikované.

Doposia© sme riziko chápali ako nestálos´ výnosov jednotlivých aktív, prípadne

ako nestálos´ portfólia ukrytú v o£akávenej uºito£nosti. Riziko v²ak vieme de�nova´
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priamo cez varianciu, alebo cez jej druhú odmocninu t.j.volatilitu (²tandardnú od-

chýlku). Tento prístup navrhol v roku 1952 americký ekonóm Harry Max Markowitz

a poloºil tým základy optimalizácie portfólia. Zaviedol postup ako ohodnoti´ proti-

chodné ciele, aby sme docielili vysoké výnosy, a aby sme vlastnili portfólio s nízkym

rizikom. V roku 1990 získal za svoju priekopnícku prácu cenu �védskej ²tátnej banky

za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela. Svojou modernou teóriou portfólia

dal impulz pre ¤al²í výskum vo �na£nej ekonómii. Markowitz navrhol metódu za-

loºenú na strednej hodnote a variancii t.j. mean-variance metódu, ktorá stále zostáva

v¤aka svojej jednoduchosti populárnym nástrojom aj napriek viacerým nesúhlasným

argumentom. Túto £as´ práce sme spracovali pomocou literatúry [1] a [10-12].

1.3 Viacperiódová optimalizácia

Viacperiódové modely optimalizácie portfólia sú ove©a realistickej²ie ako jednoper-

iódové. Základný rozdiel medzi nimi spo£íva v potrebe zavies´ prerozdelenia aktív

medzi jednotlivými periódami, pri ktorých sa nevyhneme plateniu transak£ných nák-

ladov. Transak£né náklady vplývajú na rebalansovanie portfólia v kaºdom rozhodova-

com okamihu. Formuláciu a vlastnosti matematického modelu bude preto potrebné

roz²íri´.

Pri viacperiódových modeloch si v prvom rade zvolíme plánovací horizont a jed-

notlivé medziperiódové intervaly. Plánovací horizont je £asové obdobie za£ínajúce

výberom portfólia a kon£iace dosiahnutím stanoveného cie©a. V priebehu plánova-

cieho horizontu nás môºe zaujíma´ pravidelný cash �ow a majetok na jeho konci.

D¨ºku jednotlivých periód si je potrebné ur£i´ e²te pred optimalizáciou. Môºe by´

kon²tantná, alebo sa môºe od periódy k perióde meni´. Ve©ké mnoºstvo periód v²ak

môºe zniºova´ poddajnos´ matematického modelu.

Výber portfólia pri viacperiódovom modeli je podobný ako pri jednoperiódovom.

Najprv si stanovíme cie©. �alej musí portfólio sp¨¬a´ rozpo£tové ohrani£enia modelu,

bra´ do úvahy transak£né náklady a iné príslu²né ohrani£enia. Potom optimalizujeme

stanovený cie© t.j ú£elovú funkciu. Ú£elové funkcie £asto preberáme z jednoperió-

dových modelov, najmä tie, ktoré sú zaloºené na funkcii uºito£nosti.

Pôvodné viacperiódové modely zaloºené na dynamickom programovaní majú £asto

ve©mi obmedzujúce ohrani£enia. Modernej²ím spôsobom pri optimalizácii viacperió-

dových modelov je pouºitie viacstup¬ového stochastického programovania [1].



Kapitola 2

Jednoperiódové modely

Zaobera´ sa jednoperiódovými modelmi výberu portfólia má svoje opodstatnenie.

Mnohé ich vlastnosti sa dajú jednoducho pretransformova´ pre viacperiódové modely.

�al²ou výhodou je moºnos´ pouºitia u£elových funkcií týchto jednoperiódových mod-

elov, niekedy roz²írených, pre viacperiódové modely. Kapitola je spracovaná pod©a

literatúry [1].

2.1 V²eobecné vlastnosti a ozna£enia

Ak máme na za£iatku periódy k dispozícii rizikové aktívum o ve©kosti A a jeho

po£iato£ná cena je Pini, do daného aktíva celkovo investujeme APini pe¬azí. Na konci

periódy dosahuje aktívum výnos r − 1, ke¤ºe do²lo k náhodnej zmene ceny Pini na

cenu P . V práci bude r ozna£ova´ totálny výnos, t.j. (1 + výnos).

r :=
AP

APini

V portfóliu vlastníme n ≥ 1 rizikových aktív s neistým výnosom ri − 1. Peni-

aze investované v príslu²ných rizikových aktívach ozna£íme xi, kde i = 1, . . . , n.

Okrem toho drºíme v portfóliu ur£itý objem hotovosti x0. Túto pozíciu chápeme ako

bezrizikové aktívum s kladným a nemenným výnosom R− 1 > 0.

Vektor r = (r1, . . . , rn)′ (ozna£uje riadkový vektor) a R budeme chápa´ ako výnosy.

Spolo£ne sú zahrnuté v náhodnej premennej r = (R, r′)′. Pre zjednodu²enie výk-

ladu budeme vektorové zastúpenie pouºíva´ aj pre £leny xi, i = 0, . . . , n, preto

x = (x0, . . . , xn)′. Vektor x nazývame portfólio v pe¬aºných jednotkách alebo len

6



2.1. V�EOBECNÉ VLASTNOSTI A OZNA�ENIA 7

portfólio.

Celkový majetok je daný sú£tom v²etkých investícií
∑n

i=0 xi a ¤alej je chápaný

ako skalárny sú£in x′1, kde 1 je vektor jednotiek.

2.1.1 Transak£né náklady a rozpo£tové ohrani£enia

Transak£né náklady mnohé optimaliza£né modely £asto zanedbávajú. Pri vzájomnom

porovnaní toho istého modelu s nimi a bez nich, sa v²ak optimálne portfólio môºe

významne meni´ z jednej periódy do druhej. Nelineárne modelovanie transak£ných

nákladov zna£ne zniºuje matematickú poddajnos´ modelov, najmä tých viacperió-

dových. Vhodným zjednodu²eným spôsobom je moºnos´ za£leni´ transak£né náklady

do modelu ako ur£itý pomer k ve©kosti obratu.

Do nového portfólia vä£²inou prichádzame s nejakým vstupným portfóliom, ktoré

je výsledkom predchádzajúceho výberu portfólia a jeho zrealizovaných výnosov. Oz-

na£ujeme ho ako po£iato£né portfólio xini ∈ Rn+1, ktoré pozostáva z n rizikových

aktív a pe¬aºnej hotovosti. Ná² po£iato£ný majetok Wini je sú£et x′ini1 =: Wini cez

v²etky jednotlivé aktíva. Pri rebalansovaní po£iato£ného aktíva dochádza k nákupu

v+
i ≥ 0, respektíve k predaju v−i ≥ 0 i-teho rizikového aktíva. Investícia do aktíva sa

dá preto vyjadri´ ako:

xini,i + v+
i − v−i =: xi (2.1)

s neistým výnosom xi(ri − 1) na konci periódy. Pre pe¬aºnú hotovos´ platí rovnica:

xini,0 −
n∑
i=1

(1 + di)v
+
i +

n∑
i=1

(1− ci)v−i =: x0 (2.2)

kde ci respektíve di sú variabilné transak£né náklady týkajúce sa predaja a nákupu

rizikových aktív. Pe¬aºnú hotovos´ investujeme do bezrizikového aktíva s vopred

známym výnosom x0(R − 1). Ke¤ºe rizikové aktívum moºno kupova´ aj predáva´,

aspo¬ jedna z premenných v+
i alebo v−i je rovná nule. Zákaz súbeºného predaja a

nákupu toho istého aktíva v²ak môºeme zanedba´, pretoºe optimálne rozhodnutie

jednoperiódového modelu sp¨¬a túto vlastnos´. To ale nie vºdy platí pri viacperió-

dových modeloch.

Majetok na konci periódy, ktorý je náhodnou premennou na priestore (Ω,F , P )

vyjadríme rovnicou:

W := x′r. (2.3)
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�al²ie beºne pouºívané ohrani£enia sú xi ≥ 0, i = 1, . . . , n, aby sme vylú£ili krátke

pozície a x0 ≥ 0, aby sme zabránili poºi£iavaniu. Ak chceme odvodi´ analytické

rie²enie jednoperiódového modelu musíme pripusti´ poºi£iavanie a krátke pozície a

zanedba´ transak£né náklady. Potom moºno s£íta´ rovnice (2.1) a (2.2) a dostaneme:

Wini = x′1. (2.4)

2.2 Prístup zaloºený na funkcii uºito£nosti

Uºito£nos´ môºeme de�nova´ ako mieru relatívneho uspokojenia konkrétnych potrieb.

Preferencie jednotlivých investorov sa v²ak lí²ia, pretoºe kaºdý z nich vníma uºi-

to£nos´ inak. Ak nepoznáme svoju vlastnú funkciu uºito£nosti, nedokáºeme optimal-

izova´ svoje portfólio. Von Neumann a Morgenstern odvodili axiómy usporiadania

preferencií, ktorými by sa mal riadi´ racionálny investor. Ukázali, ºe zloºenie prefer-

encií moºno vyjadri´ pomocou funkcie uºito£nosti U(W ), ktorá je z matematického

h©adiska dvakrát diferencovate©ná, rastúca a striktne konkávna funkcia.

Ako uº bolo spomenuté, na za£iatku periódy £elíme otázke ako rozdeli´ svoje po£i-

ato£né portfólio Wini do n rizikových aktív a bezrizikového aktíva. Portfólio musí

sp¨¬a´ rozpo£tové ohrani£enia a na²ou ú£elovou funkciou je maximalizova´ o£aká-

vanú uºito£nos´ E[U(W )]. V tomto prípade závisí funkcia uºito£nosti od kone£ného

majetku. Ak neuvaºujeme transak£né náklady a ohrani£enia na krátke pozície, for-

mulácia takejto úlohy je v tvare:

max
x

E[U(W )] (2.5)

pri podmienkach : x′r = W

x′1 = Wini.

Rie²enie úlohy vedie k jedinému maximu.

2.2.1 Postoj k riziku a kvadratická funkcia uºito£nosti

Riziko vo �nanciách chápeme ako premenlivos´ £i nestálos´ výnosov na²ich investícií.

V²eobecne platí, ºe £ím vy²²ia je nestálos´ investícií, tým vä£²ie je ich riziko. Od

investícií s vä£²ím rizikom v²ak moºno o£akáva´ vy²²í výnos. Maximálnu £iastku

majetku, ktorej sa je investor ochotný vzda´, aby sa vyhol riziku nazývame prémia

za riziko. Pod©a postoja k riziku rozde©ujeme investorov na:
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• rizikovo averzných,

• rizikovo neutrálnych,

• riziko ob©ubujúcich.

Postoj k riziku moºno ilustrova´ na nasledujúcom príklade pod©a [2]. Predstavme

si ºreb, ktorý s pravdepodobnos´ou 1/2 vyhráva 100e a s pravdepodobnos´ou 1/2

nevyhráva ni£. Otázka znie, ko©ko sme ochotní za takýto ºreb zaplati´. Stredná hod-

nota výhry je 50e. Rizikovo neutrálny investor je za ºreb ochotný zaplati´ najviac

50e. "Nev²íma si riziko."

Investor, ktorý riziko ob©ubuje je za ºreb ochotný zaplati´ aj viac ako 50e, ke¤ºe

môºe vyhra´ aº 100e. "Riziko mu vyhovuje."

Vä£²ina investorov je v²ak rizikovo averzných, t.j. za ºreb nie sú ochotní zaplati´

50e a preferujú istotu 50e. "Neochotný prija´ primerané riziko."Platí pre nich nerovnos´

U(E[W ]) > E[U(W )] vyjadrujúca konkávnos´ funkcie uºito£nosti.

Miera averzie k riziku sa niekedy vyjadruje cez Arrow-Prattov absolútny koe�cient

averzie k riziku de�novaný ako:

KA−P (W ) =
−U ′′(W )

U ′(W )
. (2.6)

�ím je tento koe�cient vä£²í, tým má investor k riziku vä£²iu averziu.

Mieru averzie k riziku môºeme rovnako vyjadri´ aj ako relatívnu averziu k riziku:

Kr(W ) =
−WU ′′(W )

U ′(W )
, (2.7)

vyjadrujúcu absolútnu averziu k riziku v pomere k majetku. Kon²tantné relatívne

riziko predpokladá, ºe investor má rovnakú averziu k pomernej strate majetku, aj

ke¤ sa absolútna strata zvy²uje v súlade s rastúcim majetokm. Príkladmi funkcií

uºito£nosti, ktoré preukazujú kon²tantnú relatívnu averziu k riziku sú logaritmická a

mocninová funkcia uºito£nosti. Obe patria do ²irokej triedy HARA (hyperbolic abso-

lute risk aversion) funkcií uºito£nosti. Nás bude z tejto triedy zaujíma´ kvadratická

funkcia uºito£nosti, ke¤ºe je sú£as´ou niektorých modelov, ktorými sa v tejto práci

zaoberáme.

Výhodou kvadratickej funkcie uºito£nosti je, ºe optimálne rie²enie modelov, v

ktorých ju uvaºujeme, moºno ur£i´ len na základe prvých dvoch momentov. Jej

nevýhodou je v²ak rastúcos´ len pre W < 1
2α
. Za týmto bodom presýtenia uºito£nos´
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klesá aj napriek rastúcemu majetku. Preto kvadratickú funkciu uºito£nosti môºeme

uvaºova´ len do bodu presýtenia 1
2α
. Aj napriek tomu ju moºno pouºíva´ pre úlohu

(2.5), ak sa hodnoty s ktorými pracujeme nachádzajú dostato£ne ¤aleko od tohto kr-

itického bodu. Druhou nevýhodou tejto funkcie je rastúca absolútna averzia k riziku.

Pre jednoduchos´ budeme funkciu uvaºova´ v tvare Ut(W ) = W − αW 2 a platí:

E[U(W )] = E[W ]− α(V ar[W ] + E[W ]2). (2.8)

Obr. 2.1: Kvadratická funkcia uºito£nosti U(W ) = W − αW 2

2.3 Mean-variance prístup

V klasickom Markowitzovom mean-variance modeli je optimálne portfólio zaloºené

len na strednej hodnote a variancii rozdelenia výnosov. My²lienka modelu spo£íva

v ur£ení mnoºiny efektívnych portfólií, t.j. vopred si stanovíme úrove¬ výnosov, prí-

padne o£akávaný majetok W̄ . Zvolíme si portfólio s najmen²ím rizikom (varianciou)

majetku portfólia. Ak budeme hodnotu ná²ho o£akávaného majetku W̄ obmie¬a´,

získame mnoºinu efektívnych portfólií a nazývame ju efektívna hranica. Príslu²ná

kvadratická úloha je v tvare

min
x
x′Σx (2.9)

pri podmienkach : x′r̄ = W̄ ,

x′1 = Wini.
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Ohrani£enia úlohy slúºia na to, aby sme dosiahli o£akávaný majetok, a aby sa sú£et

jednotlivých zloºiek portfólia rovnal po£iato£nému majetku. Úloha (2.9) má jediné

rie²enie v¤aka kladnej de�nitnosti kovaria£nej matice Σ. Z praktických dôvodov je

potrebné do úlohy za£leni´ ¤al²ie ohrani£enie, aby sme sa vyhli krátkym pozíciám a

transak£né náklady.

K modelovaniu variancie vyuºíva ú£elová funkcia (2.9) iba rizikové aktíva. Ú£elovú

funkciu v²ak vieme previes´ na konvexný kvadratický tvar, ktorý závisí od x a má

jediným rie²enie a to nahradením ú£elovej funkcie vz´ahom:

x′Σx = x′

((
0 0

0 Σ

)
+ r̄r̄′

)
x− x′r̄r̄′x = x′Qx− W̄ 2. (2.10)

2.3.1 Odvodenie mean-variance prístupu pomocou teórie uºi-

to£nosti

Uvaºujme úlohu (2.5). Predpokladajme, ºe o£akávaná uºito£nos´ môºe by´ vyjadrená

v tvare závislom len na prvých dvoch momentoch kone£ného majetku a ú£elovú

funkciu máme v tvare:

E[U(W )] = E[W ]− α(E[W ]2 + V ar[W ]). (2.11)

Ak ju vynásobíme −α, vezmeme Q =

(
0 0

0 Σ

)
+ r̄r̄′ a úlohu minimalizujeme dostá-

vame príslu²ný lagrangián v tvare:

L = x′Qx− 1

α
x′r̄ − λ(x′1−Wini). (2.12)

Malou úpravou preformulujeme lagrangián mean-variance úlohy (2.9) na formu:

L = x′Qx− γx′r̄ − λ(x′1−Wini) + γW̄ − W̄ 2. (2.13)

Derivovaním vy²²ie uvedených Lagrangeových podmienok dostávame podmienky prvého

rádu jednotlivých úloh. Parciálne derivácie pod©a premenných x a λ sú aº na malú

výnimku ( 1
α
nahrádza γ) zhodné v obidvoch úlohách. Mean-variance model má e²te

navy²e deriváciu pod©a γ.

Rie²ením mean-variance modelu pre vopred ur£ené W̄ dostávame optimálne port-

fólio s príslu²ným lagrangiánovým multiplikátorom γ. Ak v ú£elovej funkcii (2.11)

zvolíme α = 1
γ
dostaneme rovnaké podmienky optimality ako v mean-variance mod-

eli z tohto dôvodu aj identické optimálne portfólio [1].
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Funkcia uºito£nosti daná vz´ahom (2.11) je odvodená na základe nasledovných

predpokladov. Predpokladáme, ºe funkcia U je nekone£ne diferencovate©ná, a ºe ex-

istujú v²etky momenty W . Funkciu môºeme rozvinú´ pomocou Taylorovho radu pre

hodnotu o£akávaného kone£ného majetku:

U(W ) = U(E[W ]) + U ′(E)(W − E[W ]) +
1

2
U ′′(E[W ])(W − E[W ])2 +R (2.14)

kde

R =
∞∑
i=3

1

i!
U (n)(E[W ])(W − E[W ])i (2.15)

sú £leny vy²²ieho ako druhého rádu. Pre strednú hodnotu funkcie uºito£nosti platí:

E[U(W )] = U(E[W ]) +
1

2
U ′′(E[W ])E[W − E[W ]]2 + E[R]. (2.16)

O£akávaná uºito£nos´ ale nie je ur£ená len varianciou a strednou hodnotou pre

©ubovo©né pravdepodobnostné rozdelenia výnosov. Je to kvôli zvy²ku, ktorý má na

svedomí vy²²ie momenty.

Ak teda uvaºujeme kvadratickú funkciu uºito£nosti alebo viacrozmerné normálne

rozdelenie výnosov môºme odvodi´ mean-variance princíp na základe teórie uºito£nosti.

Ak pre vz´ah (2.16) platí E[R] = 0, je vo v²eobecnosti dobrou aproximáciou o£aká-

vanej uºito£nosti.

Pri kvadratickej funkcii uºito£nosti U(W ) = W−αW 2 sú v²etky derivácie U vy²²ie

ako druhého rádu rovné 0. Zámenou funkcie uºito£nosti v rovnici (2.16) dostaneme

podmienku (2.11) s rovnakými vlastnos´ami ako má lagrangián úlohy (2.5).

2.3.2 Kritický poh©ad

Mean-variance model je platný ak sú výnosy aktív z normálneho rozdelenia, alebo ak

pre model uvaºujeme kvadratickú funkciu uºito£nosti. Kaºdý investor uprednost¬uje

portfólio s minimálnou volatilitou pre daný o£akávaný výnos. Tieto predpoklady sa

v²ak zdajú by´ pochybné. Predpoklad normality výnosov aktív obmedzuje aktíva na

akcie, ktoré vlastníme dlhý £as. Pre nástroje citlivé na zmeny úrokovej miery, alebo

stále viac pouºívané opcie nie je stanovený predpoklad normality. Ukázalo sa, ºe

tieto nástroje majú asymetrické rozdelenie. Pre nesúlad s von Neumann a Morgen-

sternovými axiómami je predpoklad kvadratickej uºito£nosti zvy£ajne zamietnutý.

�al²ím sporným bodom je samotná ú£elová funkcia. Pouºívanie variancie ako miery

rizika nezoh©ad¬uje hornú odchýlku od strednej hodnoty a prikladá rovnakú váhu aj
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dolnej odchýlke. Isto sa snaºíme vyvarova´ malým alebo záporným výnosom, av²ak

vy²²ie horné odchýlky znamenajú aj vy²²ie výnosy. Chápanie rizika investorom preto

nie je symetricky rozdelené okolo strednej hodnoty.

Kritka ú£elových funkcií mean-variance modelu viedla preto k vzniku iných post-

moderných ú£elových funkcií zaloºených na riziku. Ide o tzv. mean-risk efektívne

portfólia s alternatívnou efektívnou hranicou. Patrí sem napríklad bezpe£né prvé

pravidlo (safety �rst rule), alebo ú£elová funkcia v tvare strednej hodnoty absolútnej

odchýlky (mean absolute deviation) E[|W − E[W ]|] = E[|(r − r̄)x|]. Safety �rst rule

úplne zanedbáva horné ²tandardné odchýlky a do úvahy berie len dolnú £as´, £iºe iba

dolné parciálne momenty [1].



Kapitola 3

Viacperiódové modely

Pri modelovaní vývoja portfólia sú vo v²obecnosti viacperiódové modely ove©a lep-

²ou aproximáciou skuto£nosti ako modely s jedinou periódou. Pri viacperiódových

modeloch je plánovací horizont rozdelený na T periód rôznej alebo rovnakej d¨ºky.

Ke¤ºe sa porfólio x s £asom mení, budeme ho ozna£ova´ indexom t, t = 0, . . . , T − 1

pre jednotlivé prisluchajúce periódy. Na konci kaºdej periódy sa portfólio zhodnotí.

Zhodnotené investície smieme opätovne investova´. Na základe nových dostupných

informácií môºme na²e portfólio na za£iatku nasledujúcej periódy usporiada´ nanovo.

Rebalansovanie je v²ak spojené s transak£nými nákladmi za nákup a predaj aktív.

Celý priebeh optimalizácie berie oh©ad na dosiahnutie vopred stanoveného cie©a, teda

nadobudnutia majetku, ktorý o£akávame na konci plánovacieho horizontu. Kapitola

bude vychádza´ z [1].

3.1 Predpoklady pravdepodobnostného rozdelenia

Ak chceme popísa´ vlastnosti pravdepodobnostného rozdelenia výnosov viacperió-

dového modelu, potrebujeme zade�nova´ pravdepodobnostný priestor (Ω,F , P ) nad

plánovacím horizontom, kde Ω je daná mnoºina v²etkých moºných výsledkov alebo

mnoºina elementárnych udalostí, F je σ-algebra merate©ných mnoºín, t.j. systém

v²etkých udalostí na Ω a P je pravdepodobnostná miera na Ω.

Ak ozna£íme Ωt zobrazenie Ω v ktoromko©vek £ase t, potom Ω =
∏T

t=1 Ωt. Výnosy

v priebehu plánovacieho horizontu (rt−1)t=1, ..., T sú ur£ené stochastickým procesom,

ktorý je de�novaný na priestore (Ω,F , P ) → (Rn+1,B(R(n+1))). Stochastický proces

je súbor náhodných premenných r = {rt, t = 1, . . . , T − 1}, kde pre kaºdé t je

14
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ω → rt(ω), ω ∈ Ω náhodná premenná. Ak náhodná premenná rt je totálny výnos

periódy medzi £asmi t a t+1, potom platí pre totálny výnos po£as celého plánovacieho

horizontu vz´ah r :=
∏T−1

t=0 rt.

Nech systém udalostí v konkrétnom £ase t (Ft)t=1,...,T je kanonická �ltrácia vytvorená

procesom (rt−1)t=1,··· ,T . Filtrácia F = σ(rs, s < t) je rastúca postupnos´ podm-

noºín σ-algebier na merate©nom priestore F1 ⊆ · · · ⊆ FT ⊆ F a σ(·) ur£uje naj-

men²iu moºnú σ-algebru, ktorá obsahuje uvaºovanú mnoºinu. V £ase t poznáme len

výnos bezrizikového aktíva rt,0 = Rt, ktorý je Ft-merate©ný. Výnosy rizikového aktíva

rt,i, i = 1, . . . , n nastávajúcej periódy v²ak nepoznáme, pretoºe ich hodnoty sú nám

známe aº na za£iatku novej periódy v £ase t+ 1. Výnosy rizikového aktíva sú z tohto

dôvodu iba Ft+1-merate©né a ich rozdelenie je ur£ené pomocou P .

Ak chceme vyjadri´ závislos´ výnosov rt v kaºdom £ase od výsledkov mnoºiny Ω

priamo, nepotrebujeme uvaºova´ budúce mnoºiny za£ínajúc Ωt+2. Preto rt = rt(ω
t+1)

kde ωt+1 = (ω1, . . . , ωt+1) ∈ (Ω1× · · · ×Ωt+1). Výnosy rizikových aktív takto závisia

na nedávnom výsledku ωt+1. Výnosy v²etkých aktív závisia tieº od náhodných výsled-

kov predchádzajúcich periód ω1 ∈ Ω1, . . . , ωt ∈ Ωt a navy²e sú výnosy rizikových

aktív aj navzájom závislé.

3.2 Vývoj majetku

Dôleºitou sú£as´ou optimaliza£ných modelov portfólia sú ich rozpo£tové ohrani£enia.

Rozpo£tové ohrani£enia riadia vývoj ná²ho majetku medzi jednotlivými periódami

prostredníctvom na²ich rozhodnutí a pomocou výnosov, ktoré nám priná²a vlast-

níctvo aktív. Teoretické poznatky tejto £asti vychádzajú z [4] a [1].

Pre prvú periódu viacperiódového modelu platí rovnaké rozpo£tové ohrani£enie

ako pri jednoperiódovom modeli. Do portfólia vstupujeme s po£iato£ným portfóliom

xini ∈ Rn+1 zloºeným z n rizikových aktív a pe¬aºného ekvivalentu. Nákupom v+
0,i

alebo predajom v−0,i aktív prerozdelíme po£iato£né portfólio. Preto:

xini,i + v+
0,i − v−0,i =: x0,i, i = 1, . . . , n. (3.1)

Pre vývoj pe¬azí, ktoré sú tieº sú£as´ou preskupení dostávame vz´ah:

xini,0 −
n∑
i=1

(1 + di)v
+
0,i +

n∑
i=1

(1− ci)v−0,i =: x0,0. (3.2)
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Od po£iato£ných pe¬azí musíme odpo£íta´ transak£né náklady a peniaze, ktoré sme

minuli na nákup nových aktív a pripo£íta´ peniaze, ktoré sme zase získali predajom

iných aktív.

Na za£iaku druhej periódy nám aktíva prinesú výnos. Majetok investovaný v jed-

notlivých aktívach sa preto zmení x0,ir0,i, i = 0, . . . , n a stáva sa po£iato£ným port-

fóliom druhej periódy. Potom opä´ predáme a nakúpime aktíva t.j. portfólio vhodne

rebalansujeme. Takto to prebieha aº do predposlednej periódy T − 1 a daný proces

moºno popísa´ rovnicami:

xt−1,irt−1,i + v+
t,i − v−t,i =: xt,i, i = 1, . . . , n (3.3)

xt−1,0rt−1,0 −
n∑
i=1

(1 + di)v
+
t,i +

n∑
i=1

(1− ci)v−t,i =: xt,0. (3.4)

pre t = 1, . . . , T − 1. Majetok v £ase t pred prerozdelením portfólia ur£uje vz´ah

Wt := x′t−1rt−1. Po preskupení aktív je v £ase t celková hodnota majetku x′1. Na

konci plánovacieho horizontu dostávame majetok x′T−1rT−1 s ktorým uº v £ase T

nerobíme ni£. V predchádzajúcich rovniciach (3.3) a (3.4) sú dopredu známe len

hodnoty transak£ných nákladov c a d. Výnosy sú ur£ené stochastickým procesom a

poznáme len ich pravdepodobnostné rozdelenie.

3.3 V²eobecná de�nícia viacperiódového modelu

V tejto podkapitole spracovanej pod©a [1] sformulujeme v²eobecný viacperiódový

model optimalizácie portfólia. Ur£íme si ú£elovú funkciu a k danej úlohe pridáme

prislúchajúce ohrani£enia, ktoré sme si zostavili v predchádzajúcej £asti. Ozna£me

yt = (x′t, v
′+
t , v

′−
t )′ ako vektor v²etkých premenných a nech ft(yt, ·) : Ω → R sú Ft-

merate©né náhodné premenné pre v²etky yt a pre v²etky t = 0, . . . , T−1. Okrem toho

nech g(yT−1, ·) : Ω→ R je náhodná premenná. V²eobecnú formuláciu úlohy môºeme

teraz napísa´ v stochastickom tvare:

min
(yt)t=0,...,T−1

E

[
f0(y0) +

T−1∑
t=1

ft(yt, ω) + g(yt−1, ω)

]
(3.5)
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pri podmienkach : xini,0 −
n∑
i=1

(1 + di)v
+
0,i +

n∑
i=1

(1− ci)v−0,i =: x0,0

xini,0 + v+
0,i − v−0,i =: x0,i, i = 1, . . . , n

xt−1,0rt−1,0 −
n∑
i=1

(1 + di)v
+
t,i +

n∑
i=1

(1− ci)v−t,i =: xt,0

∀t = 1, . . . , T − 1

xt−1,irt−1,i + v+
t,i − v−t,i =: xt,i, i = 1, . . . , n

∀t = 1, . . . , T − 1

yt ≥ 0 je Ft-merate©né

s funkciami ft a kone£nými výsledkami g.

Strednú hodnotu podmienenú £asom t vzh©adom k �ltrácii vytvorenej procesom

(rt−1)t=1,··· ,T ozna£íme Et(·) = E(·|Ft). Na základe podmienených o£akávaní môºeme

teraz funkcie ft a g zlú£i´ pomocou vnorenia. Ú£elovú funkciu v úlohe (3.5) prepí²eme

takto do tvaru:

min
(yt)t=0,...,T−1

f0(y0) + E

[
f1(y1, ω) + E1

[
f2(y2, ω) + · · ·

· · ·+ ET−2 [fT − 1(yT − 1, ω) + ET−1 [g(yT − 1, ω)]] · · ·
]]
. (3.6)

Pokia© máme ú£elovú funkciu v tomto tvare, vieme na jej rie²enie pouºi´ Bellmanov

princíp optimality. Bellmanov princíp optimality hovorí o tom, ºe optimálna postup-

nos´ rozhodnutí pri úlohe s viackrokovým rozhodovacím procesom má vlastnos´, ºe

bez oh©adu na východiskový stav a rozhodnutia, musia by´ zostávajúce rozhodnutia

optimálne s oh©adom na stav vyplývajúci z prvých rozhodnutí [15]. Znamená to, ºe

môºeme minimalizova´ posledné dva £leny vzh©adom na yT−1 a príslu²né ohrani£enia,

potom posledné tri £leny at¤.

Ak za −g dosadíme funkciu v tvare funkcie uºito£nosti kone£ného majetku U(WT ),

potom pod©a (3.5) dostanem úlohu, v ktorej h©adáme maximum o£akávanej uºi-

to£nosti cez v²etky periódy T . V prípade ak za fT−1 dosadíme V ar[r′T−1xT−1], t.j.

pouºijeme mean-variance model, úlohou bude nájs´ minimálnu varianciu a navy²e

bude potrebné prida´ ohrani£enie na o£akávaný kone£ný majetok:

E[x′T−1rT−1] = W̄T . (3.7)
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3.4 Mean-variance model

V tejto £asti rozoberieme mean-variance prístup pre viacepriódový model úlohy v

tvare (3.5). Ú£elovou funkciou je nájs´ minimálnu varianciu kone£ného majetku:

minV ar[x′T−1rT−1] (3.8)

Strednú hodnotu a varianciu kone£ného majetku ako funkcií závislých len od o£aká-

vaného výnosu r̄T−1 a kovarian£nej matice ΣT−1 poslednej periódy, kone£ného rozhod-

nutia xT−1 a mnoºiny udalostí FT−1 odvodíme nasledovne:

E[x′T−1rT−1] = E = [x′T−1E[rT−1|FT−1]] = E[x′T−1r̄T−1], (3.9)

ktorá sa rovná W̄T a

V ar[x′T−1rT−1] = E[(x′T−1rT−1)2 − (E[x′T−1rT−1)2] (3.10)

= E
[
E[(x′T−1rT−1)2|FT−1]

]
−
(
E [E [x′T−1rT−1|FT−1]]

)2
,

ke¤ºe E[·] = E [E [·|FT−1]] . Navy²e vzh©adom k udalosti v £ase T − 1 dostávame

podmienenú varianciu:

V ar[x′T−1rT−1] = E[(x′T−1rT−1)2|FT−1]− (E[(x′T−1rT−1)|FT−1])2 (3.11)

a podmienenú strednú hodnotu

E[(x′T−1rT−1)|FT−1] = x′T−1E[rT−1|FT−1] = x′T−1rT−1. (3.12)

Men²ou úpravou rovnice (3.12) dostávame

E[(x′T−1rT−1)2|FT−1] = V ar[x′T−1rT−1]− (E[(x′T−1rT−1)|FT−1])2

= x′T−1(ΣT−1 + r̄T−1r̄
′
T−1)xT−1, (3.13)

kde r̄T−1 je podmienená stredná hodnota a ΣT−1 podmienená kovarian£ná matica

poslednej periódy. Takto dostaneme varianciu poslednej periódy v tvare:

Var[x′T−1rT−1] = E
[
x′T−1

(
ΣT−1 + r̄T−1r̄

′
T−1

)
xT−1

]
− (E [x′T−1r̄T−1])

2
, (3.14)

s kon²tantným £lenom (E [x′T−1r̄T−1])2 = W̄T , ktorý pri derivácii zaniká a moºno

ho pri optimalizácii k©udne vynecha´. Z tohto dôvodu pokia© ide o úlohu (3.5), si

posta£uje ur£i´ iba ú£elovú funkciu vz´ahujúcu sa na poslednú periódu:

fT−1(yT−1,ω) = x′T−1(ΣT−1(ω) + r̄T−1(ω)r̄′T−1(ω))xT−1. (3.15)

�len f0(y0) = −W̄ 2
T , aby zodpovedal kon²tantnému £lenu v (3.14) a v²etky ostatné

funkcie poloºíme rovné nule.
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3.4.1 Zhodnos´ mean-variance prístupu s teóriou uºito£nosti

Podmienku (2.11) pre jednoperiódový model môºeme teraz prepísa´ do tvaru pre vi-

acperiódový model vzh©adom na kone£ný majetok, ktorá sp¨¬a podmienky kvadrat-

ickej funkcie uºito£nosti:

E[U(WT )] = E[WT ]− α(E[WT ]2 + Var[WT ]). (3.16)

Ozna£me h(w, r) ako vektorovú funkciu pozostávajúcu zo v²etkých ohrani£ení úlohy

(3.6). Lagrangián pre viacperiódový mean-variance model je v tvare:

L = E
[
x′T−1

(
ΣT−1 + r̄T−1r̄

′
T−1

)
xT−1

]
− λ′h(w, r) + γW̄T + W̄ 2

T . (3.17)

Aby sme preskúmali podmienky kvadratickej funkcie uºito£nosti, ú£elovú funkciu

prepí²eme pomocou rovnakých úprav ako pri jednoperiódovom modeli v podkapi-

tole (3.8) zaoberajúcej sa odvodením mean-variance prístupu na základe teórie uºi-

to£nosti. Lagrangián k tejto úlohe je daný ako:

L = E

[
x′T−1

(
ΣT−1 + r̄T−1r̄

′
T−1

)
xT−1 −

1

α
x′T−1r̄

′
T−1

]
− λ′h(w, r). (3.18)

Derivovaním vy²²ie uvedených Lagrangeových podmienok opä´ ako v prípade jednoper-

iódového modelu dostávame podmienky prvého rádu jednotlivých úloh. Parciálne de-

rivácie pod©a premenných x a λ sú aº na malú výnimku ( 1
α
nahrádza γ) opätovne

zhodné v obidvoch úlohách. Mean-variance model má e²te navy²e deriváciu pod©a γ.

Rie²ením viacperiódového mean-variance modelu pre vopred ur£ené W̄T dostávame

optimálne portfólio s príslu²ným lagrangiánovým multiplikátorom γ prislúchajúcim k

ohrani£eniu (3.5). Ak aj tu v kvadratickej ú£elovej funkcii kone£ného majetku zvolíme

α = 1
γ
dostaneme rovnaké podmienky optimality ako v mean-variance modeli a z

tohto dôvodu aj identické optimálne portfólio.

Za zmienku stojí upozorni´ na jeden men²í nedostatok modelu. Ak v kvadratickej

ú£elovej funkcii poloºíme parameter α = 1
γ
, £o zodpovedá celkovému o£akávanému

majetku W̄T , funkcia uºito£nosti má rovnaký tvar ako funkcia na obr. (2.1) s max-

imálnou hodnotou v WT = 1
2α
.

Predpokladajme, ºe T = 2, a ºe výnosy majú pravdepodobnostné rozdelenie s

hodnotami na mnoºine R+. Potom na za£iatku prvej periódy s kladnou pravdepodob-

nos´ou platíW1 >
1

2α
. Ak zoberieme hodnotu s touto vlastnos´ou, aj napriek tomu, ºe

investujeme do aktíva s najniº²ím o£akávaným výnosom, t.j. do bezrizikového aktíva,

ná² majetok sa neustále zvä£²uje, hoci sa uº nachádzame na klesajúcej £asti funkcie
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uºito£nosti. Keby sa nám podarilo zmen²i´ hodnotu majetku, uºito£nos´ a tým pádom

aj hodnota ú£elovej funkcie by vzrástli. Lineárne ohrani£enia úlohy v²ak nezakazujú

sú£asný nákup aj predaj aktív spojený s transak£nými nákladmi, ktoré zmen²ujú hod-

ntu majetku. Preto ak majetok na za£iatku poslednej periódy presahuje 1
2αR

= γ
2R
,

v²etok ho investujeme do rizikového aktíva, ktoré zvy²uje varianciu. Ú£elová funk-

cia sa takýmto nevhodným spôsobom zbavuje pe¬azí a snaºí sa zlep²ova´ ú£elovú

funkciu, £o vedie i k niº²ej variancii pre daný o£akávaný kone£ný majetok W̄T [1].



Kapitola 4

Optimalizácia portfólia pomocou

stochastického programovania

Roz²írené jednoperiódové modely pretransformované do viacperiódového prostredia

(3.5) môºeme rie²i´ pomocou dynamického programovania. Ak v²ak chceme k modelu

prida´ ¤al²ie ohrani£enia, napr. ohrani£enie (3.7) na vopred stanovený o£akávaný

výnos, nemusí to by´ jednoduchá záleºitos´. Ve©a úloh typu (3.5) preto rie²ime s

ú£elovou funkciou v tvare maximalizácie o£akávanej uºito£nosti. �al²í ve©ký problém

spo£íva vo výpo£te optimálneho rie²enia Bellmanovej rovnice.

Stochastické programovanie predstavuje efektívny nástroj na rie²enie problému

rozhodovania v podmienkach neistoty. Pouºíva sa na modelovanie rôznych aplikácií,

ktorých vstupné údaje nepoznáme s ur£itos´ou. Ak majú vstupné údaje diskrétne

rozdelenie, pouºívame na ich zastúpenie strom pravdepodobných scenárov [14]. V

tejto práci sa budeme sústredi´ na scenáre, ktoré reprezentujú vývoj výnosov. V

scenároch môºu by´ výnosy z akéhoko©vek rozdelenia. Týmto spôsobommôºeme svoju

optimalizáciu zaloºi´ na realistických predpokladoch správania sa výnosu. Nevýhodou

tejto metódy je predpoklad kone£nej mnoºiny scenárov, zatia© £o viacmenej predpok-

ladáme alebo pozorujeme spojité pravdepodobnostné rozdelenia.

V práci sa budeme zaobera´ len viacúrov¬ovým stochastickým programovaním,

ktoré je prispôsobené výberu portfólia na základe formulácie úlohy (3.5) s kone£ným

po£tom scenárov. Modely zaloºené na dynamickom výbere portfólia môºu by´ priamo

prepísané do tvaru viacúrov¬ovej stochastickej úlohy opierajúcej sa o scenáre, ak je

pravdepodobnostný priestor diskrétny [1].

21
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4.1 Strom scenárov

Aj pri stochastickej optimalizácii budeme na¤alej uvaºova´ vlastnosti pravdepodob-

nostného rozdelenia výnosov pri viacperiódových modeloch, ktoré sme si popísali v

£asti (3.1). Nech Ω je diskrétna mnoºina moºných výsledkov, ktorá sa zobrazuje na

opä´ diskrétne mnoºiny Ωt v kaºdom £ase t. Náhodné vlastnoti potom vieme vyjadri´

pomocou stromu scenárov alebo udalostí.

Ozna£me Πt : Ω → (Ω1, . . . , Ωt) zobrazenie Ω na stochastický vývoj do £asu t.

Nech

A1 := {ω1 ∈ Ω1|Π1(ω) = ω1 kde {ω} ∈ FT , P (ω) > 0}

At(ωt−1) := {ωt ∈ Ωt|Πt(ω) = (ωt, ω
t−1) kde {ω} ∈ FT , P (ω) > 0}

ozna£ujú mnoºinu kone£ného po£tu výsledkov ωt podminenú jej históriou ωt−1 =

(ω1, . . . , ωt−1). At(ωt−1) chápeme ako mnoºinu nástupcov (detí) ωt−1, ktoré sú na

strieda£ku predchodcami (rodi£mi) prvkov z At(ωt−1). Rodi£a prvkov z mnoºiny

A1 nazývame kore¬ stromu scenárov. V²etky prvky z At(·), t = 1, . . . , T nazývame

uzly stromu, ktoré sú pospájané vetvami s ich predchodcom. Prvky z mnoºiny AT (·)
zvykneme nazýva´ listy stromu. Pravdepodobnosti pridelné zobrazeniam ozna£íme:

P (ωt) := P ({ω|Πt(ω) = ωt, {ω} ∈ FT})

a podmienené pravdepodobnosti prvkov At(·) ako:

P (ωt|ωt−1) :=
P ((ωt, ω

t−1))

P (ωt−1)
,

ktoré sú pridelené vetvám spájajúcim uzly ωt s ich rodi£mi. Strom scenárov zade�n-

ujeme ako mnoºinu:

A := {ω ∈ Ω|{ω} ∈ FT kde P (ωT > 0)}

= {ωT ∈ (Ω1 × · · · × ΩT )|ωT ∈ A(ωt−1)∀t > 1}.

Prvky tejto mnoºiny nazývame scenáre s pravdepodobnos´ou P (ωT ) kde ωT ∈ A.
Zobrazenie A na plánovací horizont (Ω1 × · · · × ΩT ) je de�nované Πt(A) = At [1].

4.2 Formulácia úlohy v deterministickom tvare

Pod©a kapitoly 3. je zrejmé, ºe i deterministickú formuláciu stochastickej úlohy v tvare

(3.5) vieme previes´ na tvar úlohy dynamického programovania (3.6). Aby sme mohli
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vyjadri´ stochastický vývoj pomocou scenárov, zade�nujeme si matice E a Gt−1(ωt)

pre £as t = 1, . . . , T − 1:

E =

(
−I

−1′ − d1′ 1′ − c1′

I −I

)
∈ R(n+1)×(3n+1) (4.1)

Gt−1(ωt) =
(
diag(rt−1(ωt))

)
∈ R(n+1)×(3n+1) (4.2)

Vektor premenných yt(ωt) = (x′t(ω
t), v′+t (ωt), v′−t (ωt))′ zastupuje v²etky na²e rozhod-

nutia a výnosy vo vz´ahu k £asu budeme ozna£ova´ rt−1(ωt). Prvú úrove¬ úlohy vy-

jadríme:

min
y0

f0(y0) + Φ1(y0) (4.3)

pri podmienkach : Ey0 = xini

y0 ≥ 0.

Funkciou Φ1(y0) sú vyjadrené v²etky budúce náhodné výsledky ¤al²ích rozhodnutí

a pravdepodobnostné vlastnosti rozhodnutí prvej periódy. Pre £asy t = 1, . . . , T − 1

pomocou:

Φt(yt−1, ω
t−1) =

∑
ωt∈At(ωt−1)

φt(yt−1, ω
t)P (ωt|ωt−1) (4.4)

de�nujeme podmienené o£akávania budúcich rozhodnutí za£ínajúc periódou t+ 1 pre

dané ωt−1:

φ(yt−1, ω
t) = min

yt(ωt)
ft(yt(ω

t), ωt) + Φt+1(yt(ω
t), ωt) (4.5)

pri podmienkach : Gt−1(ωt)yt−1 + Eyt(ω
t) = 0

yt(ω
t) ≥ 0.

Koncovú podmienka je daná vz´ahom φT (yT−1, ω
T ) = g(yT−1, ω

T ).

Matica prechodu Gt−1 v rozpo£tových ohrani£eniach má na diagonále n+1 prvých

st¨pcov neisté výnosy a ur£uje portfólio Gt−1(ωt)xt−1(ωt−1). Toto zhmotnené portfólio

vlastníme na za£iatku periódy t a pred novou investíciou ho e²te vhodne preskupíme.

Preskupenie má za úlohu matica E, ktorá má na svojich n + 1 st¨pcoch zápornú

jednotkovú maticu. �al²ích 2n st¨pcov sa týka nákupu a predaja aktív. Riadky 2 aº

n prislúchajú rizikovým aktívam, preto kladná jednotková matica zastupuje nákup

aktív a záporná jednotková matica zase ich predaj. Prvý riadok matice E dáva do

sú£tu nákup a predaj aktív a od£ituje transak£né náklady. Neisté výnosy rT−1(ωT )
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kone£nej periódy sa v rozpo£tových ohrani£eniach nevyskytujú, sú v²ak za£lenené v

koncovej podmienke pre kone£ný majetok.

Po£et prvkov mnoºiny At (mnoºina pravdepodobných realizácií do £asu t) oz-

na£íme |At| = St. Pravdepodobnos´ i-tej udalosti ωt,i je daná pravdepodobnostnou

mierou P a ozna£íme ju pt,i. Jednotlivé závislosti v strome scenárov ozna£íme pomo-

cou at(i), ktoré ur£uje v perióde t rodi£ uzla i = 1, . . . , St. Rozpo£tové ohrani£enia

úlohy (3.1-3.4) vieme teraz prepísa´ do tvaru nasledujúcich lineárnych rovníc:

Ey0 = xini

G0,1y0+ Ey1,1 = 0
...

...

G0,S1y0+ Ey1,S1 = 0

G1,1y1,a2(1)+ Ey2,1 = 0
. . . ...

G1,S2y1,a2(S2)+ EyT−1,1 = 0
...

...

GT−2,1yT−2,aT−1(ST−1)+ EyT−1,ST−1
= 0

(4.6)

y0 ≥ 0, yt,i ≥ 0∀i = 1, . . . , St, t = 1, . . . , T − 1,

kde yt,i = (x′t,i, v
′+
t,i, v

′−
t,i)
′ je vektor rozhodnutí pre v²etky scenáre v £ase t = 1, . . . , T−

1. Lineárne ohrani£enia £asto pí²eme vo forme matíc s typickou ve©mi riedkou blokovou

²truktúrov.

Okrem matice G, podliehajú neistote aj ú£elové funkcie, ktoré vieme vyjadri´ v

diskrétnom tvare:

min f0(y0) +

S1∑
i=1

ft,i(yt,i)p1,i + · · ·

· · ·+
ST−1∑
i=1

fT−1,i(yT−1,i)pT−1,i +

ST∑
i=1

gi(yT−1,aT (i))pT,i, (4.7)

s funkciam ft,i a gi, ktoré závisia od £asu a scenárov. Obidve funkcie môºu by´ v zásade

akéhoko©vek typu, av²ak z dôvodu numerickej rie²ite©nosti by mali by´ lineárne, po

£astiach lineárne, kvadratické alebo aspo¬ konvexné.

V nasledujúcej kapitole sa budeme zaobera´ dvomi modelmi optimalizácie portfólia

a to modelom s ú£elovou funkciou v tvare kvadratickej funkcii uºito£nosti a mean-

variance modelom.
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Pri kvadratickej funkcii uºito£nosti v u£elovej funkcii (4.7) sú jednotlivé £leny

nastavené nasledovne:

f0 = 0

ft,i = 0 i = 1, . . . , St, t = 1, . . . , T − 1

gi = x′T−1,aT (i) − α
(
x′T−1,aT (i)rT−1,i

)2
i = 1, . . . , ST ,

Nech r̄T−1,i a ΣT−1,i sú o£akávaný výnos a kovarian£ná matica výnosu rT−1 pod-

mienené rodi£ovským uzlom i ∈ ST−1. Ak zoberieme v²etky podmienené o£akávania

poslednej periódy, o£akávanie g(i) vieme prepísa´ na jednoduch²í tvar:

ST∑
i=1

(g(i)) =

ST∑
i=1

(
x′T−1,ir̄T−1,i − αx′T−1,i

(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
x′T−1,i

)
pT−1,i. (4.8)

Takto môºme ú£elovú funkciu skráti´ aj ak nastavíme gi = 0 a £len z (4.8) v

zátvorkách pouºijeme pre funkciu fT−1,i.

Ak chceme pri viacperiódovom mean-variance modeli, ktorý sme odvodili v £asti

(3.4) aplikova´ stochastické programovanie, ú£elovú funkciu si potrebujeme vyjadri´

v diskrétnej forme pomocou (3.15) v tvare:

fT−1,i = x′T−1,i

(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
x′T−1,i. (4.9)

Kon²tantý £len je v tvare f0 = −W̄ 2
T , av²ak na optimálne rie²enie nemá ºiadny vplyv.

Vzh©adom na vopred stanovený kone£ný majetok, t.j o£akávaný majetok W̄T pridáme

k ohrani£eniam e²te diskrétnu formu ohrani£enia (3.9):

W̄T =

ST−1∑
i=1

x′T−1,ir̄T−1,ipT−1,i. (4.10)

V²etký ostatné funkcie v ú£elovej funkcii sú rovné nule. V tejto kapitole sme vy-

chádzali z [1] a [5].



Kapitola 5

Testovanie a porovnanie modelov

5.1 Formulácia modelov

V tejto kapitole, ako uº prezrádza samotný názov, sa budeme zaobera´ testovaním

a porovaním modelov optimalizácie portfólia. Zameriame sa na konfrontáciu modelu

bez transak£ných nákladov (¤alej len model bez TC) a jeho roz²írenej formy, ktorá

ich zoh©ad¬uje (¤alej len model s TC). Pokúsime sa zisti´, aký vplyv má ich zavedenie

na vývoj portfólia. V predchádzajúcich kapitolách sme si postupne predstavili pre-

chod od jednoperiódových modelov k viacperiódovým a odvodili si pre ne rôzne typy v

sú£asnosti £asto pouºívaných a skúmaných modelov. My sa budeme zaobera´ viacper-

iódovými modelmi zaloºenými na stochastickom programovaní. Testova´ budeme vi-

acperiódový mean-variance model, ako v²ak neskôr zistíme, bude potrebné sa venova´

aj modelu s ú£elovou funkciou v tvare strednej hodnoty z kvadratickej funkcie uºi-

to£nsoti. Dôleºité pre nás budú stromy pravdepodobných scenárov, ktoré reprezen-

tujú vývoj výnosov. Vychádza´ budeme najmä zo 4. kapitoly, kde sme si predstavili

jednotlivé podmienky a teoretické vlastnosi optimalizácie portfólia pomocou stocha-

stického programovania. Nasledujúce modely sú odvodené pomocou vlastností mean-

variance modelu, ktoré sme si popísali v kapitolách 3. a 4. V £asti 3.4 sme odvodili

varianciu poslednej periódy pre viacperiódový mean-variance model:

Var[x′T−1rT−1] = E
[
x′T−1

(
ΣT−1 + r̄T−1r̄

′
T−1

)
xT−1

]
− (E [x′T−1r̄T−1])

2
,

s kon²tantným £lenom (E [x′T−1r̄T−1])2 = W̄T . Vychádzajúc zo v²eobecnej formulácie

viacperiódového modelu (3.5), pre ktorú posta£uje ur£i´ ú£elovú funkcie vz´ahujúcu

26
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sa k poslednej perióde

fT−1(yT−1,ω) = x′T−1(ΣT−1(ω) + r̄T−1(ω)r̄′T−1(ω))xT−1,

nastavením f0(y0) = −W̄ 2
T , aby zodpovedal kon²tantnému £lenu (E [x′T−1r̄T−1])2 a

zapojením stochastického programovania dostávame nasledujúce formulácie modelov.

Uvaºujeme dva nasledovné modely pod©a [1]. Model bez TC:

min
x

ST−1∑
i=1

x′T−1,i

(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
xT−1,ipT−1,i − W̄ 2

T (5.1)

pri podmienkach : x′01−Wini = 0

x′t−1,at(i)rt−1,i − x′t,i1 = 0

∀i = 1, . . . , St, t = 1, . . . , T − 1
ST−1∑
i=1

x′T−1,ir̄T−1,ipT−1,i − W̄T = 0

xt,i ≥ 0 ∀i = 1, . . . , St, t = 0, . . . , T − 1,

a model s TC:

min
x,v

ST−1∑
i=1

x′T−1,i

(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
xT−1,ipT−1,i − W̄ 2

T (5.2)

pri podmienkach : E ′v0 − x0 +Wini = 0

Gt,ixt−1,at(i) + E ′vt,i − xt,i = 0

∀i = 1, . . . , St, t = 1, . . . , T − 1
ST−1∑
i=1

x′T−1,ir̄T−1,ipT−1,i − W̄T = 0

xt,i ≥ 0, vt,i ≥ 0 ∀i =, . . . , St, t = 0, . . . , T − 1,

kde

E ′ =

(
−1′ − d1′ 1′ − c1′

I −I

)
∈ R(n+1)×2n,

Gt,i =

(
Diag(rt,i)

)
∈ R(n+1)×(n+1).
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5.2 Príprava pred aplikáciou funkcie quadprog

Uvaºované modely budeme optimalizova´ pomocou matematického softvéru Matlab,

konkrétne vyuºijeme funkciu quadprog. Funkcia quadprog rie²i úlohy kvadratick-

ého programovania, £o je prípad na²ej ú£elovej funkcie. Úloha, ktorú chceme danou

funkciou vypo£íta´ musí by´ v nasledovnom tvare:

min
x

1

2
x′Hx+ f ′x (5.3)

pri podmienkach : A · x ≤ b,

Aeq · x = beq,

lb ≤ x ≤ ub,

kde H, A a Aeq sú matice a f , b, beq, lb, ub a x sú vektory. Formulácie na²ich úloh

je preto potrebné pretransformova´ do tejto ²truktúry.

Ú£elové funkcie sú v obidvoch prípadoch rovnaké, lí²ia sa len tým, ºe úlohu bez TC

minimalizujeme iba cez x, kým úlohu s TC cez dve premenné x a v. Matica H v mat-

labovskej funkcii bude preto pre obe úlohy zastupova´ £leny
(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
pT−1,i

pre i = 1, . . . , ST−1. Indexom i ozna£ujeme jednotlivé scenáre (vetvy) stromu v prís-

lu²nej perióde, v ú£elovej funkcii ide o scenáre predposlednej periódy T − 1. Pre

zjednodu²enie úlohy budeme pre kaºdý predposledný scenár pouºíva´ rovnakú kovar-

ian£nú maticu ΣT−1 a strom scenárov budeme uvaºova´ ako rovnomerne rozdelený.

Pod pojmom rovnomerne rozdelený rozumieme, ºe ak z kore¬a vychádza S scenárov

(vetiev), tak kaºdý uzol na konci týchto S scenárov sa delí na ¤al²ích S at¤. Na kaº-

dom scenári v strome máme akoby umiestnené moºné realizácie výnosov aktív. Pre

scenáre predposlednej periódy v²ak po£ítame so strednou hodnotu výnosov v²etkých

scenárov, ktoré majú rovnakého rodi£a. Strom si potom zjednodu²ene môºme pred-

stavi´ tak, ºe z kaºdého predposledného uzla nám vychádza jeden, akoby priemerný

scenár, ktorý smeruje ku svojmu kone£nému uzlu, kedy o£akávame nadobudnutie

vopred stanoveného majetku. Pravdepodobnosti v¤aka rovnomernému rozdeleniu

stromu pT−1 môºeme rovnako písa´ bez indexu i. Pri terminálnej podmienke teda

v podstate pôjde o váºený priemer.

Predtým neº si pre oba modely vyjadríme matice H e²te stru£ne charakterizujme

ich quadprogovské vektory x. Pre model bez TC vektor x berieme ako vektor vektorov,

t.j. prvých n zloºiek vektora bude optimálna skladba portfólia v jednotlivých aktívach
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pre kore¬ stromu, druhá zloºka bude n zloºiek vektora pre prvý uzol prvej periódy

at¤. aº po S-tý uzol prvej periódy, a takto to bude aj pre v²etky ¤al²ie periódy aº

do periódy T − 1. Vektor x je teda v tvare:

x = (x0
0, x

1
0, . . . , x

(n−1)
0 , x0

1,1, x
1
1,1, . . . , x

(n−1)
1,1 , x0

1,2, . . . , x
n−1
1,2 ,

. . . , x0
t,1, . . . , x

(n−1)
t,S , . . . , x0

T−1,1, . . . , x
(n−1)
T−1,S)′ (5.4)

Pri úlohe s TC bude vektor x trochu roz²írený, a to o zloºky v+
t,i a v

−
t,i ∀i = 1, . . . , S

ozna£ujúce nákup a predaj rizikových aktív v portfóliu pri rebalancovaní. Optimálny

vektor, ktorý budeme h©ada´ je preto v tvare:

x = ( x0
0, x1

0, . . . , x
(n−1)
0 , v1+

0 . . . , v
(n−1)+
0 , v1−

0 . . . , v
(n−1)−
0

x0
1,1, x1

1,1, . . . , x
(n−1)
1,1 , v1+

1,1, . . . , v
(n−1)+
1,1 , v1−

1,1, . . . , v
(n−1)−
1,1 ,

x0
1,2, . . . , xn−1

1,2 , v
1+
1,2, . . . , v

(n−1)+
1,2 , v1−

1,2, . . . , v
(n−1)−
1,2 ,

. . . , x0
t,1, . . . , x

(n−1)
t,S , v1+

t,1 , . . . , v
(n−1)+
t,S , v1−

t,S , . . . , v
(n−1)−
t,S . . . ,

x0
T−1,1, . . . , x

(n−1)
T−1,S, v

1+
T−1,1, . . . , v

(n−1)+
T−1,S , v

1−
T−1,1, . . . , v

(n−1)−
T−1,S )′ (5.5)

Horný index £lenov vektora sa vz´ahuje k jednotlivým aktívam. Index 0 prislúcha

bezrizikovému aktívu, indexy 1 aº (n − 1) rizikovým aktívam. Spolu máme teda v

portfóliu n aktív. Je to men²ia zmena oproti zápisu úlohy,kde uvaºujeme n rizikových

aktív a 1 bezrizikové aktívum, aby sme si spreh©adnili indexovanie.

V ú£elovej funkcii nám vystupujú iba £leny z periódy T − 1, preto maticu H

vyjadríme ako riedku blokovú maticu, kde prvý blok bude nulová matica o rozmere

n×po£et uzlov do £asu T−1 pre model bez TC, a o rozmere n+2(n−1), £o zoh©ad¬uje

aj premenné nákupu a predaja a to celé krát po£et uzlov do £asu T − 1 pre model s

TC.

Pre model bez TC budú na diagonále nasledova´ jednotlivé matice HT−1,i pre

i = 1, . . . , S charakterizujúce kaºdý scenár v²etkých uzlov v £ase T − 1.

Pre model s TC budú na diagonále nasledova´ jednotlivé matice HT−1,i pre i =

1, . . . , S charakterizujúce kaºdý scenár v²etkých uzlov v £ase T−1 vºdy na strieda£ku

s nulovým blokom na diagonále rozmeru 2(n− 1)× 2(n− 1).

Výsledné vstupné matice H ú£elovej funkcie vyzerajú preto nasledovne. Pre model
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bez TC:

H =



0

HT−1,1

HT−1,2

. . .

HT−1,S


(5.6)

Pre model s TC:

H =



0

HT−1,1

0

HT−1,2

0
. . .

0

HT−1,S

0



(5.7)

Ke¤ºe £len W̄ 2
T v (5.1) a (5.2) je kon²tantný, v ú£elových funkciách ho nie je potrebné

uvaºova´. �alej v úlohe nevystupujú ºiadne lineárne £leny, preto vektor f vo funkcii

quadprog nastavíme na nulu.

Rovnako potrebné je pretransformova´ do jednej matice v²etky ohrani£enia, ke¤ºe

vstupy funkcie quadprog musia sp¨¬a´ vy²²ie uvedenú ²truktúru. V úlohe máme len

ohrani£enia typu rovností, ktoré musíme previes´ do tvaru Aeq ·x = beq a ohrani£enie

s nerovnos´ou typu spodnej hranice xt,i ≥ 0 resp. vt,i ≥ 0, ktoré slúºia na zabránenie

poºi£iavaniu si a krátkych pozícií. Ohrani£enia typu A · x ≤ b sa v úlohách nevysky-

tujú. Ohrani£enie typu rovnosti pre úlohu bez TC sú preto pretransformované do

nasledujúcej matice :

Ak ozna£íme a celkový po£et vetiev spájajúcich jednotlivé uzly do £asu T − 1 a b

po£et uzlov vrátane kore¬a do £asu T − 1, potom má matica Aeq vºdy 2 + a riadkov

a b · n st¨pcov.

Diagonála matice Aeq pozostáva z blokov riadkových vektorov d¨ºky n. Prvý blok

je vektor jednotiek, v²etky ostatné bloky na diagonále sú vektory mínus jedotiek.

�alej sa v matici nachádzajú výnosy, ktoré sú v matici Aeq umiestnené pod©a nasle-

dujúceho vzoru (5.8). Výnosy sú taktieº riadkové vektory d¨ºky n, ke¤ºe prislúchajú

jednotlivým aktívam v portfóliu.
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

r0,1

...

r0,S

. . .

rt−1,1

...

rt−1,S

. . .

rt−1,St−S+1

...

rt−1,St

. . .

rT−2,ST−1−S−1

...

rT−2,ST−1

r̄T−1,1pT−1 . . . r̄T−1,ST−1pT−1


(5.8)

Prvý riadok matice Aeq reprezentuje ohrani£enie x′01 − Wini = 0, ¤al²ie stoja za

bilan£nými ohrani£eniami x′t−1,at(i)
rt−1,i − x′t,i1 = 0 a posledný riadok zodpovedá

ohrani£eniu na koncový stav
∑S

i=1 x
′
T−1,ir̄T−1,ipT−1,i− W̄T = 0. Pre lep²ie pochopenie

uvádzame ohrani£enia Aeq · x = beq aj s ilustra£nými zjednodu²enými vývojovými

diagramami pre dvojperiódový model s tromi scenármi a trojperiódový model s dvomi

scenármi.

Obr. 5.1: Dvojperiódový model s tromi scenármi
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

1 0 0 0

r0,1 −1 0 0

r0,2 0 −1 0

r0,3 0 0 −1

0 1
3
r̄1,1

1
3
r̄1,2

1
3
r̄1,3




x0

x1,1

x1,2

x1,3

 =



Wini

0

0

0

W̄T


(5.9)

Obr. 5.2: Trojperiódový model s dvomi scenármi

1 0 0 0 0 0 0

r0,1 −1 0 0 0 0 0

r0,2 0 −1 0 0 0 0

0 r1,1 0 −1 0 0 0

0 r1,2 0 0 −1 0 0

0 0 r1,3 0 0 −1 0

0 0 r1,4 0 0 0 −1

0 0 0 1
4
r̄2,1

1
4
r̄2,2

1
4
r̄2,3

1
4
r̄2,4





x0

x1,1

x1,2

x2,1

x2,2

x2,3

x2,4


=



Wini

0

0

0

0

0

0

W̄T


(5.10)

V modeli s TC sa bude matica Aeq trochu odli²ova´ od tej pre model bez TC. Ak

n je po£et aktív a opä´ a je celkový po£et vetiev spájajúcich jednotlivé uzly do £asu

T − 1 a b po£et uzlov vrátane kore¬a do £asu T − 1, potom má matica Aeq v tomto

prípade vºdy 1 + n + a · n riadkov a b · n + 2(n − 1) st¨pcov. Diagonála matice Aeq
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pre model s TC pozostáva z blokov v tvare:
−1 (−1− d) . . . (−1− d) (1− c) . . . (1− c)

−1 1 −1
. . . . . . . . .

−1 1 −1

 (5.11)

Rozmer blokov je n × n + 2(n − 1). Výnosy sú v matici umiestnené, tak ako v

modeli bez TC, av²ak s tým rozdielom, ºe uº nie sú pod sebou v riadkoch, ale na

diagonálach. Pre lep²ie nahliadnutie a pochopenie si aj pri tomto modeli napí²eme

ohrani£enia pre vzorový model z obrázka (5.1), ke¤ uvaºujeme, ºe máme v portfóliu

dve aktíva x0 a x1. Aktívum x0 vºdy berieme ako bezrizikové. Matica Aeq je preto v

tomto prípade v tvare:


−1 0 (−1− d) (1− c) 0 0 0 0

0 −1 1 −1 0 0 0 0

r00,1 0 0 0 −1 0 (−1− d) (1− c)
0 r10,1 0 0 0 −1 1 −1

r00,2 0 0 0 0 0 0 0

0 r10,2 0 0 0 0 0 0

r00,3 0 0 0 0 0 0 0

0 r10,3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1
3
r̄01,1

1
3
r̄11,1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 (−1− d) (1− c) 0 0 0 0

0 −1 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 (−1− d) (1− c)
0 0 0 0 0 −1 1 −1

1
3
r̄01,2

1
3
r̄11,2 0 0 1

3
r̄01,3

1
3
r̄11,3 0 0


(5.12)

Príslu²ný vektor x k tejto matici je v tvare:

x = (x0
0, x

1
0, v

1+
0 , v1−

0 , x0
1,1, x

1
1,1, v

1+
1,1, v

1−
1,1, x

0
1,2, x

1
1,2, v

1+
1,2, v

1−
1,2, x

0
1,3, x

1
1,3, v

1+
1,3, v

1−
1,3)′ (5.13)

a príslu²ný vektor beq v tvare:

beq = (x0
ini, x

1
ini, 0, 0, 0, 0, 0, 0, W̄T )′ (5.14)

V²eobecne je prvých n zloºiek vektora beq pre model s TC po£iato£né rozloºenie aktív

Wini, s ktorým vchádzame do stromu. Pri modeli bez TC to dôleºité nie je, ke¤ºe
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nemusíme pri prvotnom prerozde©ovaní jednotlivých aktív zoh©ad¬ova´ transak£né

náklady. Prvých n riadkov matice Aeq modelu s TC zastupujuje po£iato£né ohrani£e-

nia, pri£om prvá rovnica sa vºdy vz´ahuje k bezrizikovému aktívu x0, zvy²ných n− 1

rovníc zase k rizikovým aktívam. Rovnice sú v nasledovných tvaroch:

− x0
0 + (−1− d)v1+

0 + · · ·+ (−1− d)v
(n−1)+
0 +

+(1− c)v1−
0 · · · (1− c)v

(n−1)−
0 = −x0

ini

−x1
0 + v1+

0 − v1−
0 = x1

ini

...

−x(n−1)
0 + v

(n−1)+
0 − v(n−1)−

0 = x
(n−1)
ini

(5.15)

Ostatné rovnice stoja za bilan£nými ohrani£eniami pre jednotlivé uzly:

− x0
t−1,at(i)r

0
t−1,i + (−1− d)v1+

t,i + · · ·+ (−1− d)v
(n−1)+
t,i +

+(1− c)v1−
t,i · · · (1− c)v

(n−1)−
t,i − x0

t,i = 0

−x1
t−1,at(i)r

1
t−1,i + v1+

t,i − v1−
t,i − x1

t,i = 0

...

−x(n−1)
t−1,at(i)

r
(n−1)
t−1,i + v

(n−1)+
t,i − v(n−1)−

t,i − x(n−1)
t,i = 0

∀i = 1, . . . , S t = 1, . . . , T − 1.

(5.16)

Posledný riadok opä´ zodpovedá ohrani£eniu na koncový stav
∑S

i=1 x
′
T−1,ir̄T−1,ipT−1,i−

W̄T = 0. Takto máme vhodne pretransformované modely (5.1) a (5.2), ktoré uº funk-

cia quadprog vie rie²i´. V ¤al²ej sekcii budeme modely testova´ na dátach.

5.3 Aplikácia programu na dáta

Najprv si ukáºeme aplikáciu programu na jednoduchý strom. Pôjde o dvojperiódový

model s dvomi scenármi a piatimi aktívami. Potom si predstavíme e²te trojperió-

dový model s dvomi scenármi a tromi aktívami. V²etky periódy v úlohách majú

rovnakú d¨ºku. My sa budeme zaobera´ polro£ným rebalancovaním. Programy sú

schopné po£íta´ so stromami s ove©a vä£²ím po£tom scenárov, periód a aktív. Výs-

tupné vektory sú v²ak v týchto prípadoch taktieº ve©kých rozmerov a sledova´ ich

správanie s meniacimi sa transak£nými nákladmi vedie k obrovskému po£tu dát, ktoré
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z praktických dôvodov nebudeme v práci prezentova´. V²eobecne sa v²ak správajú ako

úlohy s men²ími rozmermi. Cie©om bude sledova´ vplyv transak£ných nákladov na

vývoj portfólia. Pripomenieme, ºe pre zjednodu²enie úlohy budeme uvaºova´ rovnaké

transak£né náklady pre nákup aj predaj rizikových aktív, t.j. c = d.

Pracova´ budeme s dátami 4 európskych akciových indexov ATX, CAC 40, DAC a

EURONEXT BEL-20, ktorých hodnoty máme od 1. januára 1993 aº po 31. december

2009. Ako bezrizikové aktívum si zvolíme vklad s polro£ným 1% úrokom. Výnosy

jednotlivých aktív budeme po£íta´ nasledovne. Ak ceny aktív ozna£íme P , tak výnosy

r sú:

rt =
Pt − Pt−∆t

Pt−∆t

. (5.17)

Na modelovanie výnosov budeme pouºívame veli£inu:

ln

(
Pt

Pt−∆t

)
= ln

(
1 +

Pt − Pt−∆t

Pt−∆t

)
≈ Pt − Pt−∆t

Pt−∆t

. (5.18)

Kovarian£nú maticu ΣT−1 si vypo£ítame na základe nezávislých týºdenných výnosov

indexov po£as obdobia 17 rokov. Ak kovarian£nú maticu týºdenných výnosov prená-

sobíme polovi£nou hodnotou celkové po£tu obchodovaných týºd¬ov v roku, dostá-

vame kovarian£nú maticu polro£ných výnosov, ktorá pre ná² jednoduch²í model je v

tvare:

ΣT−1 =



0 0 0 0 0

0 0, 0251 0, 0127 0, 0148 0, 0123

0 0, 0127 0, 0248 0, 0225 0, 0165

0 0, 0148 0, 0225 0, 0280 0, 0173

0 0, 0123 0, 0165 0, 0173 0, 0195


Jednotlivé výnosy rizikových aktív na vetvách stromu scenárov si pri testovaní

týchto úloh zvolíme náhodne pomocou historických dát na²ich aktív. Nachádzame sa

pri koreni stromu x0 a môºme predpoklada´, ºe v prípade, ak nastane nejaká o£aká-

vaná udalos´ budú ma´ výnosy hodnotu r0,1, ak udalos´ nenastane, ich hodnota bude

r0,2. Takto budeme uvaºova´ opä´ v uzloch x1,1 a x1,2 av²ak pre predposlednú per-

iódu, v tomto prípade pre periódu 1, budeme bra´ pre kaºdý predposledný uzol stromu

uº len stredné hodnoty scenárov, ktoré danému uzlu prislúchajú. Pri testovaní pôjde

akoby o nejakú simuláciu ná²ích predpokladov. Pre prvú úlohu uvaºujeme nasledovné

polro£né výnosy. Bezrizikové aktívum je polro£ne úro£ené hodnotou 1% ostatným ak-

tívam sme priradili náhodné polro£né výnosy zrealizované po£as nezávislých období
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v minulosti.

r0,1 = (1, 01 1, 13 1, 07 1, 10 1, 12)′

r0,2 = (1, 01 1, 18 1, 11 1, 15 1, 14)′

r̄1,1 = (1, 01 1, 12 1, 11 1, 12 1, 11)′

r̄1,2 = (1, 01 1, 04 1, 08 1, 10 1, 07)′.

(5.19)

V prvej vzorovej úlohe vstupujeme do portfólia s po£iato£nýmmajetkom s celkovou

hodnotou 1000, ktorého rozloºenie priniesli minulé investície a rebalansovania. V

tomto prípade sme si zvolili Wini = (100, 800, 0, 0, 100)′. Celkový o£akávaný výnos si

nastavíme najprv na 10%. Testovaním úlohy pomocou ná²ho programu sme dospeli

k zaujímavým pozorovaniam, ktoré moºno nahliadnu´ na obr. (5.3)-(5.7). Pokia© sme

si zvolili za W̄T minimálnu alebo maximálnu hodnotu obr. (5.3), ktorú je moºné na

danom strome dosiahnu´, tak v prípade ve©mi nízkych transak£ných nákladov (¤alej

uº len TC) 0, 001% alebo 0, 01% sa rozdelenie pe¬azí do aktív v prípade úlohy s

TC takmer rovná úlohe bez TC. Ak v²ak uvaºujeme ná² o£akávný výnos 10%, teda

o£akávame kone£né bohatstvo W̄T = 1100, pozorujeme, ºe pre úlohu je optimálne

urobi´ nákup aj predaj toho istého aktíva pri niektorých uzloch. Tieto neºiadúce

výstupy sú na obrázkoch (5.3)-(5.7) zobrazené £ervenou farbou. Hodnota ú£elovej

funkcie je vtedy dokonca men²ia, a teda lep²ia ako v prípade bez TC. Tento sú£asný

nákup a predaj aktív je spôsobený tým, ºe úloha medzi svojimi ohrani£eniami nemá

ohrani£enie na zamedzenie takejto £innosti. Po£iato£né rozdelenie aktív do portfólia

sa v prípade bez TC výrazne lí²i od rozloºenia pri úlohe s TC. Pri zvy²ovaní TC, v²ak

moºno pozorova´ dve veci. Pri hodnote TC 6% a vy²²ie aº k moºno nereálnym 15%

(obr.5.4) uº nedochádza k sú£asnému predaju a kúpe a rovnako prestáva dochádza´

k rebalansovaniu v jednotlivých uzloch, dokonca si portfólio na za£iatku ponechá

také rozloºenie, s akým sme do neho vstupovali. Vy²²ie transak£né náklady o£ividne

zamedzujú rebalansovaniu. Na tomto strome sa dá maximálne dosiahnu´ skoro 30%

výnos. Skúsime preto nastavi´ o£akávaný majetok postupne na hodnoty 1150, 1175,

1180 a 1200. Pri o£akávanej hodnote 1150, e²te stále dochádza k sú£asnému nákupu

a predaju aktív, no pri vy²²ích hodnotách uº nie. Pre model je preto neefektívne

zvoli´ si o£akávaný majetok o dos´ men²í ako maximálna hodnota majetku, ktorú

na danom strome moºno o£akáva´. V²imnime si ºe, v²etky predpokladané výnosy

na tomo strome sú kladné t.j. vä£²ie ako 1. Pre model je preto optimálne zbavova´

sa pe¬azí prostredníctvom transak£ných nákladov sú£asným nákupom a predajom
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aktív, aby sme dosiahli men²í o£akávaný výnos.

Model sme otestovali na viacerých typoch stromov. Ve©akrát pri malom o£aká-

vanom výnose oproti maximálnej moºnej hodnote dochádzalo k problému so sú£as-

ným nákupom a predajom aktív. V prípade ve©mi malých hodnôt TC napr. 0, 00001%,

ak sme sa chceli priblíºi´ k úlohe bez TC si metóda, pomocou ktorej softvér úlohu

optimalizoval s týmto nevedela poradi´. Niekedy bola pre metódu ve©kos´ h©adaného

smeru príli² malá, niekedy neposta£oval na získanie optimálnej hodnoty ani obrovský

po£et iterácií £i ponúknutý ²tartovací bod.

Teraz sa pokúsime dané modely (5.1) a (5.2) previes´ na iný ale konzistentný

tvar, ako sme si uº dokázali v kapitole 3. Namiesto minimalizácie rizika budeme

maximalizova´ strednú hodnotu kvadratickej funkcie uºito£nosti, v podstate pôjde

o minimalizáciu jej zápornej hodnoty a odpadne nám ohrani£enie na koncový stav.

Stredná hodnota kvadratickej funkcie uºito£nosti je v tvare:

E[U(W )] = E[W ]− α(E[W ]2 + V ar[W ]),

odkia© dostávame:

E[U(W )] = W̄ − αE[W 2].

Ú£elová funkcia pre danú úlohu bez TC je:

min
x
−

(
ST−1∑
i=1

x′T−1,ir̄T−1,ipT−1,i − α
ST−1∑
i=1

x′T−1,i

(
ΣT−1,i + r̄T−1,ir̄

′
T−1,i

)
xT−1,ipT−1,i

)
(5.20)

pri podmienkach : x′01−Wini = 0

x′t−1,at(i)rt−1,i − x′t,i1 = 0

∀i = 1, . . . , St, t = 1, . . . , T − 1

xt,i ≥ 0 ∀i = 1, . . . , St, t = 0, . . . , T − 1,

Pre úlohu s TC je ú£elová funkcia rovnaká ako v prípade bez TC, len s tým rozdielom,

ºe opä´ minimalizujeme cez dve premenné x a v a aj tu sme odstránili podmienku

koncového stavu, ktorá sa presunula do ú£elovej funkcie. Ostatné ohrani£enia sú také

ako pri formulácii (5.20).

Pre program táto zmena znamená, ºe vo funkcii quadprog pridáme v u£elovej

funkcii lineárny £len f , £o vlastne búdú pôvodné posledné riadky z matíc Aeq. Pro-

gram si inak nevyºaduje ¤al²ie zmeny. E²te nám zostáva si zvoli´ parameter α. Pod©a
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defínicie kvadratickej funkcie uito£nosti U(W ) = W −αW 2 je vrchol (bod nasýtenia)

v hodnote W∗ = 1
2α

preto α = 1
2W∗

. My si najprv zvolíme W∗ = 2Wini. Teraz nový

modely aplikujeme na predchádzajúcu úlohu.

Na obr. 5.6 je pekne vidie´, ºe model (5.20) si vie s daným stromom scenárov pre

daný parameter α poradi´. Aj pri tejto formulácii úlohy pozorujeme s rastúcimi TC

zníºenú schopnos´ portfólio rebalansova´ a rovnako sa zniºuje aj maximálna hodnota

kone£ného majetku.

Ak v²ak budeme postupne meni´ parameter Beta, kde Beta v podstate ur£uje

bod obratu na kvadratickej funkcii uºito£nsti, pozorujeme podobnú vlastnos´ ako pri

mean-variance modeli. Hodnotu W∗ vlastne po£ítame ako W∗ = Beta ·Wini. Na obr.

5.7 je vidie´, ºe pri malých hodnotách Beta, teda vä£²ích hodnotách α dochádza opä´ k

sú£asnému nákupu a predaju aktív. Tento men²í nedostatok modelu bol uº spomenutý

v závere 3. kapitoly. Ke¤ºe sa v na²om strome majetok neustále zvä£²uje aj napriek

tomu, ºe sa uº nachádzame na klesajúcej £asti funkcie uºito£nosti zmen²ením hodnoty

majetku by uºito£nos´ a tým pádom aj hodnota ú£elovej funkcie vzrástli. Lineárne

ohrani£enia úlohy nezakazujú sú£asný nákup aj predaj aktív spojený s transak£nými

nákladmi preto to model vyuºíva k zmen²eniu hodnoty majetku.

Aplikáciu formulácií minimalizácie rizika aj maximalizácie uºito£nosti si teraz e²te

predvedieme na uº spomínanom príklade, ktorý má tri periódy, dva scenáre a tri

aktíva. Aktíva sme si zvolili v tomto prípade menej, aby tabu©ka kvôli vä£²iemu

po£tu periód nebola príli² rozsiahla. V portfóliu budeme ma´ akciové indexy CAC

40 a DAC a opä´ bezrizikové aktívum s polro£ným 1% úrokom. Príslu²ná polro£ná

kovarian£ná matica je:

ΣT−1


0 0 0

0 0, 0248 0, 0225

0 0, 0225 0, 0280

 (5.21)
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a výnosy na jednotlivých vetvách sú:

r0,1 = (1, 01 1, 05 1, 02)′

r0,2 = (1, 01 1, 03 1, 04)′

r1,1 = (1, 01 1, 10 1, 03)′

r1,2 = (1, 01 1, 04 1, 05)′

r1,3 = (1, 01 0, 99 1, 05)′

r1,4 = (1, 01 1, 03 1, 07)′

r̄2,1 = (1, 01 1, 08 1, 03)′

r̄2,2 = (1, 01 1, 03 1, 04)′

r̄2,3 = (1, 01 0, 87 1, 04)′

r̄2,4 = (1, 01 1, 04 1, 04)′.

(5.22)

O£akávaný kone£ný majetok sme si pre tento príklad zvolili na hodnotu 1090.

Výsledky vidie´ na obr. 5.8-5.10. Do kore¬a portfólia vstupujeme s po£iato£ným ma-

jetokom Wini = (200, 300, 500)′ v jednotlivých aktívach. Na rozdiel od predchádza-

júceh príkladu tu nedochádza k sú£asnému nákupu a predaju toho istého aktíva v

rovnakom £ase, ke¤ºe rozdiel maximálnej a minimálnej moºnej o£akávanej hodnoty

je malý. Opä´ pozorujeme s narastajúcimi TC spoma©ovanie rebalancovania, ba aº

jeho zastavenie a ponechanie si portfólia v takom stave s akým sme do stromu vstúpili

takmer aº do konca horizontu. O£ividné je to pri oboch typoch ú£elovej funkcie.



Záver

V práci sme si postupne predstavili prechod od jednoperiódových modelov k vi-

acperiódovým. Zaoberali sme sa dvomi typmi viacperiódových modelov a to mean-

variance modelom a modelom s kvadratickou funkciou uºito£nosti. Sformulovali sme

úlohu stochastického programovania pre oba typy modelov a tie sme potom pre-

transformovali do jazyka softvéru Matlab. Naprogramovali sme funkcie, ktoré vedeli

uvaºované modely optimalizova´. Na²im cie©om bolo zisti´ do akej miery ovplyv¬ujú

transak£né náklady vývoj portfólia a prerozde©ovací proces medzi jednotlivými per-

iódami. Ako sme intuitívne predpokladali, v prípade viacperiódových modelov bez

transak£ných nákladov £i uº mean-varaince prístup, alebo prístup zaloºený na kvadrat-

ickej funkcii uºito£nosti, môºeme portfólio ©ubovo©ne preskupova´ a jeho zloºenie

sa môºe od periódy k perióde výrazne meni´. Zavedením transak£ných poplatkov

do modelov moºno pozorova´ nieko©ko zaujímavých vlastností. V prípade malých

poplatkov sa portfólio správa pribliºne rovnako ako pri modeli bez nich, ale ako sme

zistili, len v prípade ak o£akávame rozumné kone£né bohatstvo. Pod pojmom rozumné

o£akávané bohatstvo máme na mysli hodnotu, ktorá nie je príli² vzdialená maximál-

nej hodnote, ktorú na danom strome môºme o£akáva´. V prípade ak si zvolíme men²ie

o£akávané bohatstvo, pre model je optimálne sa zbavova´ pe¬azí sú£asným nákupom

a predajom toho istého aktíva, niekedy aº v obrovských objemoch, aby takto dosia-

hol tento men²í o£akávaný majetok. Analogicky pre model po£ítajúci s uºito£nos´ou

sa to deje pri stanovení malého bodu obratu. V prípade rozumných portfólií moºno

pozorova´ s rastúcimi transak£nými nákladmi zmen²enú schopnos´ na²e portfólio re-

balansova´. V prípade ve©mi ve©kých poplatkov k rebalansovaniu portfólia medzi jed-

notlivými periódami uº nedochádza vôbec alebo len v zanedbate©nom objeme. V tom

prípade máme od za£iatku aº do konca plánovacieho horizontu to isté po£iato£né

portfólio, s ktorým sme vstúpili do nového stromu.



Prílohy

V tejto £asti uvádzame zdrojové kódy programov jednotlivých optimaliza£ných mod-

elov a tabu©ky s výstupnými dátami.

Mean-variance model bez TC

% Mean-variance model bez TC

function [p,sigma,Omega,Aeq,beq,m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=

bezTCmultiperiod(n,S,T,R,R_hist,W_ini,W_T)

%n - po£et aktív

%S - po£et scenárov

%T - po£et periód

%R - matica výnosov (v²etky scenáre + o£akávané/podmienené výnosy)

%R_hist - matica výnosov na výpo£et kovarian£nej matice

%W_ini - po£iato£né bohatstvo

%W_T - o£akávané bohatstvo

p=1/S^(T-1);

pom=1; for i=1:(T-2)

pom=pom+S^i;

end

pom=pom*n; %po£et premenných x do £asu T-2

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian£ná matica

Omega=zeros(pom,pom); %prvý nulový blok matice Omega - ú£elovej funkcie
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pomH=0; for i=1:(T-1)

pomH=pomH+S^i;

end

for i=(1+pomH):(pomH+S^(T-1))

R(i,:);

R(i,:)'*R(i,:);

Omega=blkdiag(Omega,(sigma + R(i,:)'*R(i,:))*p); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*Omega; %výsledná vstupná matica ú£elovej funkcie

%pre quadprog x'Omega x

% Ohrani£enia

A1=ones(1,n); %prvý riadok hlavnej A matice (W_ini) 1.£as´

pux=0; %po£et uzlov x (okrem x_0)

for i=1:(T-1)

pux=pux+S^i;

end

A2=[]; for i=1:pux

A2=blkdiag(A2,-ones(1,n)); %riadky mínus jednotiek v

%blokovej matici

end A2=[zeros(pux,n),A2];

Apom=[]; A3=[]; M=1; K=S; for i=1:(pux/S)

for j=M:K

Apom=[Apom;R(j,:)]; %pomocná matica výnosov

end

A3=blkdiag(A3,Apom); %výnosy jednotlivých periód a scenárov

Apom=[];

M=M+S;
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K=K+S;

end

A4=[A3,zeros(pux,S^(T-1)*n)];

A5=A2+A4; %prostredná £as´ hlavnej A matice

%(ohrani£enia x'_t-1,a_t(i)*r_t_i-x'_t_i=0)

A1=[A1,zeros(1,pux*n)]; %prvý riadok hlavnej A matice (W_ini)

A6=[zeros(1,pom)];

for i=(1+pux):(pux+S^(T-1)) %posledný riadok hlavnej A matice (W_T)

A6=[A6,R(i,:)*p];

end

Aeq=[A1;A5;A6]; %matica ohrani£ení (x'_t-1,a_t(i)*r_t_i-x'_t_i=0)

beq=[W_ini;zeros(pux,1);W_T];

options = optimset('MaxIter',500); [m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=

quadprog(Omega,zeros(n+pux*n,1),[],[],

Aeq,beq,zeros(n+pux*n,1),[],[],options);

Mean-variance model s TC

%Mean-variance model s TC

function [p,sigma,Omega,Aeq,beq,w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=

sTCmultiperiod(n,S,T,R,R_hist,W_ini,W_T,d,c)

%n - po£et aktív

%S - po£et scenárov

%T - po£et periód

%R - matica výnosov (v²etky scenáre + o£akávané/podmienené výnosy)

%R_hist - matica výnosov na výpo£et kovarian£nej matice

%W_ini - po£iato£né bohatstvo
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%W_T - o£akávané bohatstvo

%d - transak£né náklady kúpa

%c - transak£né náklady predaj

% -x_0(0) + (-1-d)*v_0(1+) + (-1-d)*v_0(2) +

% (1-c)*v_0(1) + (1-c)*v_0(2) = -W_ini

% -x_0(1) + v_0(1+) - v_0(1-) = 0

% -x_0(2) + v_0(2+) - v_0(2-) = 0

p=1/S^(T-1);

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian£ná matica

pomp=1; for i=1:(T-2)

pomp=pomp+S^i;

end

pomp=pomp*(n+(n-1)*2); %po£et premenných x a v do £asu T-2

Omega=zeros(pomp,pomp); %prvý nulový blok matice Omega

%- ú£elovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)

pomH=pomH+S^i;

end

for i=(1+pomH):(pomH+S^(T-1))

R(i,:);

R(i,:)'*R(i,:);

Omega=blkdiag(Omega,blkdiag((sigma + R(i,:)'*R(i,:))*p),

zeros((n-1)*2,(n-1)*2)); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*Omega; %výsledná vstupná matica ú£elovej

%funkcie pre quadprog x'Omega x
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%Ohrani£enia

A0_1=ones(1,n); A0_1=-diag(A0_1);

A0_2=[]; for i=1:(n-1)

A0_2=[A0_2,(-1-d)]; %(-1-d)...v(+)

end for i=1:(n-1)

A0_2=[A0_2,(1-c)]; %(1-c)...v(-)

end

A0_cd=ones(1,(n-1));

A0_cd=[diag(A0_cd),-diag(A0_cd)]; % diag(1) a

%diag(-1)...v(+) a v(-)

A0=[A0_2;A0_cd];

A0=[A0_1,A0]; %bloky hlavnej diagonály /diag(-1),

%(-1-d), (1-c), diag(1) a diag(-1)

pom=1; for i=1:(T-1)

pom=pom+S^i; %po£et premenných x do £asu T-1

end

A1=[]; for i=1:pom

A1=blkdiag(A1,A0);

end

Apom=[]; Ar=[]; M=1; K=S; for i=1:((pom-1)/S)

for j=M:K

Apom=[Apom;diag(R(j,:))]; %diagonály výnosov

%jednotlivých scenárov (1 aº S) pre danú periódu

end

Ar=blkdiag(Ar,[Apom,zeros(S*n,(n-1)*2)]); %bloky výnosov

%jednotlivých periód (1 aº T-1)

Apom=[];

M=M+S;
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K=K+S;

end

Ar=[Ar,zeros((pom-1)*n,S^(T-1)*n+S^(T-1)*(n-1)*2)];

Ar=[zeros(n,pom*(n+(n-1)*2));Ar];

A3=A1+Ar;

pom2=0; for i=1:(T-1)

pom2=pom2+S^i; %po£et premenných x do £asu T-2, okmrem x_0

end

Apos=[zeros(1,pomp)];

for i=(1+pom2):(pom2+S^(T-1)) %posledný riadok hlavnej A matice (W_T)

Apos=[Apos,R(i,:)*p,zeros(1,(n-1)*2)];

end

Aeq=[A3;Apos]; %ohrani£enia

%beq=[W_ini*(-1);zeros(pom*n-1,1);W_T];

%prvých n £leno treba nastavi´ pod©a toho s akým W_ini do portfólia

%vstupujeme

beq=[-100;-800;0;0;-100;zeros(pom*n-n,1);W_T];

options = optimset('MaxIter',1500);

[w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=quadprog(Omega,zeros(pom*(n+(n-1)*2),1),[],[],

Aeq,beq,zeros(pom*(n+(n-1)*2),1),[],[],options);

Model s kvadratickou funkciou uºito£nosti bez TC

% FU model bez TC

function

[p,sigma,Omega,Aeq,beq,m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT,alfa,H]=

bezTCmultiperiodFU(n,S,T,R,R_hist,W_ini)
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%n - po£et aktív

%S - po£et scenárov

%T - po£et periód

%R - matica výnosov (v²etky scenáre + o£akávané/podmienené výnosy)

%R_hist - matica výnosov na výpo£et kovarian£nej matice

%W_ini - po£iato£né bohatstvo

%W_T - o£akávané bohatstvo

p=1/S^(T-1); alfa=1/(2*2*W_ini);

%namiesto 2*W_ini mozme volit napr. 1.5*W_ini

pom=1; for i=1:(T-2)

pom=pom+S^i;

end

pom=pom*n; %po£et premenných x do £asu T-2

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian£ná matica

Omega=zeros(pom,pom); %prvý nulový blok matice

% Omega - ú£elovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)

pomH=pomH+S^i;

end

for i=(1+pomH):(pomH+S^(T-1))

R(i,:);

R(i,:)'*R(i,:);

Omega=blkdiag(Omega,(sigma + R(i,:)'*R(i,:))*p); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*alfa*Omega; %výsledná vstupná matica

%ú£elovej funkcie pre quadprog x'Omega x
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% Ohrani£enia

A1=ones(1,n); %prvý riadok hlavnej A matice (W_ini) 1.£as´

pux=0; %po£et uzlov x (okrem x_0)

for i=1:(T-1)

pux=pux+S^i;

end

A2=[]; for i=1:pux

A2=blkdiag(A2,-ones(1,n)); %riadky mínus

%jednotiek v blokovej matici

end A2=[zeros(pux,n),A2];

Apom=[]; A3=[]; M=1; K=S; for i=1:(pux/S)

for j=M:K

Apom=[Apom;R(j,:)]; %pomocná matica výnosov

end

A3=blkdiag(A3,Apom); %výnosy jednotlivých

%periód a scenárov

Apom=[];

M=M+S;

K=K+S;

end

A4=[A3,zeros(pux,S^(T-1)*n)];

A5=A2+A4; %prostredná £as´ hlavnej A

%matice (ohrani£enia x'_t-1,a_t(i)*r_t_i-x'_t_i=0)

A1=[A1,zeros(1,pux*n)]; %prvý riadok hlavnej A matice (W_ini)

A6=[zeros(1,pom)];

for i=(1+pux):(pux+S^(T-1)) %vektor f
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A6=[A6,R(i,:)*p];

end

Aeq=[A1;A5]; %matica ohrani£ení (x'_t-1,a_t(i)*r_t_i-x'_t_i=0)

beq=[W_ini;zeros(pux,1)];

options = optimset('MaxIter',500);

[m,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=quadprog(Omega,-A6,[],[],

Aeq,beq,zeros(n+pux*n,1),[],[],options);

H=A6*m; % majetok

Model s kvadratickou funkciou uºito£nosti s TC

% FU model bez TC

function

[p,sigma,Omega,Aeq,beq,w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT,alfa,H]=

sTCmultiperiodFU(n,S,T,R,R_hist,W_ini,d,c)

%n - po£et aktív

%S - po£et scenárov

%T - po£et periód

%R - matica výnosov (v²etky scenáre + o£akávané/podmienené výnosy)

%R_hist - matica výnosov na výpo£et kovarian£nej matice

%W_ini - po£iato£né bohatstvo

%W_T - o£akávané bohatstvo

%d - transak£né náklady kúpa

%c - transak£né náklady predaj

% -x_0(0) + (-1-d)*v_0(1+) + (-1-d)*v_0(2)

% + (1-c)*v_0(1) + (1-c)*v_0(2) = -W_ini

% -x_0(1) + v_0(1+) - v_0(1-) = 0

% -x_0(2) + v_0(2+) - v_0(2-) = 0
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p=1/S^(T-1); alfa=1/(2*2*W_ini); %namiesto 2*W_ini môºme voli´ napr. 1.5*W_ini

sigma=cov(R_hist)*26; %kovarian£ná matica

pomp=1; for i=1:(T-2)

pomp=pomp+S^i;

end

pomp=pomp*(n+(n-1)*2); %po£et premenných x a v do £asu T-2

Omega=zeros(pomp,pomp); %prvý nulový blok matice

%Omega - ú£elovej funkcie

pomH=0; for i=1:(T-1)

pomH=pomH+S^i;

end

for i=(1+pomH):(pomH+S^(T-1))

R(i,:);

R(i,:)'*R(i,:);

Omega=blkdiag(Omega,blkdiag((sigma + R(i,:)'*R(i,:))*p),

zeros((n-1)*2,(n-1)*2)); %H_T-1_i matice

end

Omega=2*alfa*Omega; %výsledná vstupná matica

%ú£elovej funkcie pre quadprog x'Omega x

%Ohrani£enia

A0_1=ones(1,n); A0_1=-diag(A0_1);

A0_2=[]; for i=1:(n-1)

A0_2=[A0_2,(-1-d)]; %(-1-d)...v(+)

end for i=1:(n-1)

A0_2=[A0_2,(1-c)]; %(1-c)...v(-)

end
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A0_cd=ones(1,(n-1));

A0_cd=[diag(A0_cd),-diag(A0_cd)]; % diag(1)

%a diag(-1)...v(+) a v(-)

A0=[A0_2;A0_cd];

A0=[A0_1,A0]; %bloky hlavnej diagonály /diag(-1),

%(-1-d), (1-c), diag(1) a diag(-1)

pom=1; for i=1:(T-1)

pom=pom+S^i; %po£et premenných x do £asu T-1

end

A1=[]; for i=1:pom

A1=blkdiag(A1,A0);

end

Apom=[]; Ar=[]; M=1; K=S; for i=1:((pom-1)/S)

for j=M:K

Apom=[Apom;diag(R(j,:))]; %diagonály výnosov

%jednotlivých scenárov (1 aº S) pre danú periódu

end

Ar=blkdiag(Ar,[Apom,zeros(S*n,(n-1)*2)]); %bloky výnosov

%jednotlivých periód (1 aº T-1)

Apom=[];

M=M+S;

K=K+S;

end

Ar=[Ar,zeros((pom-1)*n,S^(T-1)*n+S^(T-1)*(n-1)*2)];

Ar=[zeros(n,pom*(n+(n-1)*2));Ar];

A3=A1+Ar;

pom2=0; for i=1:(T-1)
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pom2=pom2+S^i; %po£et premenných x do £asu T-2, okmrem x_0

end

Apos=[zeros(1,pomp)];

for i=(1+pom2):(pom2+S^(T-1)) %posledný riadok hlavnej A matice (W_T)

Apos=[Apos,R(i,:)*p,zeros(1,(n-1)*2)];

end

Aeq=[A3]; %ohrani£enia

%prvých n £leno treba nastavi´ pod©a toho s akým W_ini do portfólia

%vstupujeme

beq=[-200;-300;-500;zeros(pom*n-n,1)];

options = optimset('MaxIter',1500);

[w,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT]=quadprog(Omega,-Apos,[],[],

Aeq,beq,zeros(pom*(n+(n-1)*2),1),[],[],options);

H=Apos*w; % hodnota majetku
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Obr. 5.3: Tabu©ka 1
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Obr. 5.4: Tabu©ka 2
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Obr. 5.5: Tabu©ka 3
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Obr. 5.6: Tabu©ka 4
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Obr. 5.7: Tabu©ka 5
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Obr. 5.8: Tabu©ka 6
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Obr. 5.9: Tabu©ka 7
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Obr. 5.10: Tabu©ka 8
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