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Abstrakt

V diplomovej práci skúmame ázijské ko²íkové opcie, pre ktoré explicitné vy-
jadrenie ceny nepoznáme. Cenu v²ak dokáºeme ohrani£i´ hornou a dolnou
komonotónnou hranicou a tieº ju pomerne presne ur£i´ Monte Carlo simulá-
ciou. Hranice závisia od rôznych premenných, preto skúmame závislosti od
nich. Skúmame ich cez derivácie pod©a expira£nej ceny, volatility, úrokovej
miery a cez pozorovanie ich priebehu na grafoch v závisloti od daných pre-
menných. Diplomová práca dáva nahliadnu´ £o je to ázijská ko²íková opcia a
ako ju moºno oceni´, respektíve cenu ohrani£i´.
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Abstract

In this master thesis we look through Asian basket options. Within a Black-
Scholes theory there is no close formula available for their price, but we know
upper and lower comonotonic bound for the price and we can determine the
price relatively closely by Monte Carlo simulation. The bounds depends on
variety variables, so we explore their dependance. We look through di�eren-
tiations with respect to strike price, volatility, interest rate and we observe
graphs of the bounds depending up the variables. The master thesis zoom in
problem of Asian basket options and shows how to evaluate the options or
bound their price.
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Úvod

Vo svete �nancií je potrebné spávne a £o najpresnej²ie oceni´ �nan£né de-
riváty. Cenu ázijskej ko²íkovej opcie v²ak nedokáºeme explicitne vyjadri´ po-
mocou Black-Scholesovej teórie, ktorá sa ²tandardne pouºíva na oce¬ovanie.
Preto môºeme vyuºit Monte Carlo simuláciu a tieº ur£i´, v akých hraniciach
sa pohybuje cena opcie. V tejto práci sa zameriame na hranice zaloºené na
komonotónnosti a podmienenosti.

V prvej kapitole si predstavíme pojmy, z ktorých sa vychádza pri odvádzaní
komonotónnych hraníc. V druhej kapitole popisujeme ázijské ko²íkové op-
cie, ich vlastnosti a ²peci�ká, reprezentované hlavne zohladnením vývoja
ceny podkladového aktíva po£as casu, aº do expirácie. S problémom oce-
nenia týchto opcií si ©ahko poradíme pomocou metódy Monte Carlo, ktorá
je popísaná v tretej kapitole. Pomerne presne tak dokáºeme ur£i´ cenu opcie,
no táto metóda je náro£ná na výpo£tový £as. Omnoho rýchlej²ie vypo£ítame
hornú a dolnú hranicu zaloºenú na komonotónnosti a podmienenosti, hoci
ur£ujú len interval, v akom sa pohybuje cena opcie. Vz´ahy pre tieto hran-
ice uvádzame v ²tvrtej kapitole spolu s jednou z metód ako vypo£íta´ kore¬
funkcie. Uvedieme aj analytické vyjadrenie korela£ných koe�cientov, ktoré
vstupujú do dolnej hranice. Nasledujúca kapitola pojednáva o citlivostiach
hornej a dolnej hranice na vybrané premenné. Sú v nich obsiahnuté derivácie
a grafy závislostí od daných premenných. Dávajú predstavu o tom, ako sa
menia hranice s meniacimi sa premennými. V poslednej kapitole sú spo£í-
tané hodnoty hornej a dolnej hranice a Monte Carlo simulácie pre uvedené
vstupné dáta. Môºeme tak vidie´, v akom intervale sa pohybuje cena opcie
s rôznymi £asmi expirácie a expira£nými cenami. Vidie´ tieº, ºe vynechanie
takého parametra ako je miera dividend, dokáºe zna£ne zmeni´ výsledky.
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1 Základné pojmy

�astým pojmom, s ktorým sa stretávame vo svete �nancií je Brownov po-
hyb alebo jeho forma Wienerov proces. Aj pomocou Wienerovho procesu je
popísaný vývoj podkladového aktíva. De�níciu môºeme nájs´ v [9].

De�nícia 1.1 Brownov pohyb X(t), t ≥ 0 je t - parametrický systém náhod-
ných veli£ín, pri£om:

• V²etky prírastky X(t+∆)−X(t) majú normálne rozdelenie so strednou
hodnotou µ∆ a disperziou (alebo aj varianciou) σ2∆,

• pre kaºdé delenie t0 = 0 < t1 < t2 < t3 < ... < tn sú prírastky
X(t1) − X(t0), X(t2) − X(t1), ..., X(tn) − X(tn−1) nezávislé náhodné
premenné s parametrami pod©a bodu i,

• X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces.

De�nícia 1.2 Funkcia nazývaná n-rozmernou copulou je funkcia C : In → I
s nasledovnými vlastnos´ami:

• C je n-rastúca (rastúca vo v²etkých n zloºkách)

• C má jednorozmerné marginálne funkcie Ck(k = 1, 2, ..., n), pre ktoré
platí Ck(u) = u pre ∀u ∈ I

• pre kaºdé u ∈ In platí C(u) = 0 ak aspo¬ jedna zo zloºiek vektora u je
nulová a C(u) = uk ak v²etky zloºky okrem uk sú rovné 1.

• pre kaºdé a, b ∈ In, a ≤ b a n-rozmernú kocku B = [a, b] = [a1, b1] ×
[a2, b2]× ...× [an, bn], ktorej vrcholy leºia v de�ni£nom obore funkcie C,
je objem tejto kocky

VC(B) = VC([a, b]) =
∑
i

sign(i)C(i) ≥ 0

Keby sme jednou vetou chceli zhrnú´ laicky, £o je to copula, dalo by sa
poveda´, ºe akáko©vek n-rozmerná distribu£ná funkcia je rozloºite©ná na n
marginálnych distribu£ných funkcií a copulu, ktorá popisuje závislosti medzi
n náhodnými premennými. Aby sme sa ale vyjadrili korektne, pouºime nasle-
dujúcu (Sklarovu) vetu ako je uvedené v [11].

8



Veta 1.1 Nech H je n-rozmerná distribu£ná funkcia s marginálnymi dis-
tribu£nými funkciami F1, F2, ..., Fn. Potom existuje copula C taká, ºe pre
∀x ∈ Rn platí

H(x1, x2, ..., xn) = C(F1(x1), F2(x2), ..., Fn(xn))

Navy²e, ak F1, F2, ..., Fn sú spojité, potom C je jediná. V inom prípade,
C je jednozna£ne daná v priestore ohrani£enom oborom hodnôt marginálnych
distribu£ných funkcií (Ran(F1)×Ran(F2)× ...Ran(Fn)).

Naopak, ak C je copula a F1, F2, ..., Fn sú distribu£né funkcie, potom funk-
cia H je n-rozmerná distribu£ná funkcia s marginálami F1, F2, ..., Fn.

Dôsledok 1.1 Nech H,C, F1, F2, ..., Fn sú jednorozmerné distribu£né funkcie
a nech F−1

1 , F−1
2 , ..., F−1

n sú kvázi-inverzné ku F1, F2, ..., Fn. Potom pre ∀u ∈
In platí

C(u1, u2, ..., un) = H(F−1
1 (u1), F

−1
2 (u2), ..., F

−1
n (un))

Gaussova (Normálna ) bivaria£ná copula dostala svoje pomenovanie
v¤aka tomu, ºe ak by sme ju aplikovali na náhodné vektory s marginál-
nym rozdelením N(0, 1), dostali by sme multivaria£né normálne rozde-
lenie. Inak povedané, z dôsledku Sklárovej vety sa dostávame ku vz´ahu

CN(U,R) = ΦR(Φ
−1(u1),Φ

−1(u2), ...,Φ
−1(un))

kde R je korela£ná matica n× n, Φ je funkcia hustoty multivaria£ného
normálneho rozdelenia a Φ−1 je funkcia k nej inverzná. Bola pouºitá
pre výpo£et hraníc ceny ázijskej ko²íkovej opcie, ktoré sú uvedené v
²tvrtej kapitole.

Studentova t-copula je copulou, kde je zdruºenou distribu£nou funkciou
multivaria£né Studentovo rozdelenie a marginály pochádzajú taktieº zo
Studentovho rozdelenia:

Ct(U,R, v) = tR,v(t
−1
v (u1), t

−1
v (u2), ..., t

−1
v (un), )

kde R je korela£ná matica ve©kosti n×n a v je po£et stup¬ov vo©nosti.

Komonotónny vektor náhodných premenných (Xc
1, ..., X

c
k) je taký, pre ktorý

platí, ºe kaºdé dve moºné realizácie (x1, ..., xk) a (y1, ..., yk) vektora
(Xc

1, ..., X
c
k) sú zoradené po komponentoch. To znamená xi ≤ yi pre

v²etky i = 1, 2, ..., n.
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Konvexné usporiadanie náhodných premenných X a Y je také, ºe
E[v(X)] ≤ E[v(Y )] pre v²etky konvexné funkcie v.

Opcia je právo kúpi´ alebo preda´ podkladové aktívum. Základným ty-
pom je európska opcia. Jednoduché opcie sú ozna£ované ako vanilkové
(vanilla) opcie. Opcie, ktoré majú pôvod v exotických krajinách ozna£u-
jeme ako exotické opcie. Európska opcia je právo kúpi´ alebo preda´
podkladové aktívum v stanovený expira£ný £as T za stanovenú ex-
pira£nú cenu K. Cenu podkladového aktíva ozna£ujeme S. Americká
opcia má oproti európskej tú moºnos´, ºe ju môºeme uplatni´ aj v
priebehu £asu, aº do £asu expirácie.
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2 Vlastnosti ázijských ko²íkových opcií

Ázijské ko²íkové opcie sú opcie, ktoré majú vlastnosti ázijských aj ko²íkových
opcií. Sú viazané na viacero podkladových aktív. V ich cene je zoh©adnený
vývoj cien podkladových aktív do £asu expirácie. Bliº²ie sa s nimi môºeme
oboznámi´ v [9].

2.1 Ázijské opcie

Ázijské opcie sú opcie, ktorých cena závisí nielen od aktuálnej ceny ak-
tíva, ale aj od vývoja ceny aktíva do £asu expirácie. Cena sa v priebehu
ur£itej £asovej periódy priemeruje. To spôsobuje, ºe ázijské opcie majú niº²iu
volatilitu a je moºné pomocou nich £iasto£ne zníºi´ riziko plynúce z moºnej
cenovej manipulácie zo strany vypisovate©a v £ase expirácie. Obvykle je za-
is´ovanie prostredníctvom ázijských opcií lacnej²ie ako kon²trukcia portfólia
oby£ajných call alebo put opcií s rôznymi splatnos´ami. Pouºívajú sa pri ob-
chodovaní s menami a komoditami, ktoré majú nízke obchodné objemy. Prvý
krát boli pouºité v roku 1987, ke¤ ich Tokijská pobo£ka bankovej organizá-
cie Bankers Trust pouºila na ocenenie ropných kontraktov. Odtia© pochádza
pomenovanie ázijské. Priemerovanie cien podkladového aktíva môºe by´ ar-
itmetické, geometrické alebo s pridelením váh, ktoré sa v sú£te rovnajú 1.
Spriemerovaná cena At podkladového aktíva sa potom rovná:

1. Pre spojitý prípad aritmetického priemerovania

At =
1

t

∫ t

0
Sτ dτ

2. Pre spojitý prípad geometrického priemerovania

lnAt =
1

t

∫ t

0
lnSτ dτ

3. Pre diskrétny prípad aritmetického priemerovania

Atn =
1

n

n∑
i=1

Sti

4. Pre diskrétny prípad geometrického priemerovania

lnAtn =
1

n

n∑
i=1

lnSti
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kde t1 < t2 < ... < tn, pri£om ti+1 − ti = 1/n.

5. Pre diskrétny prípad váºeného priemeru

Atn =
n∑

i=1

btiSti

kde bti sú váhy pridelené jednotlivým £asovým okamihom.

Výplatný diagram call opcie je V (A, T ) = max(A−K, 0), kde K je expira£ná
cena a A = AT je spriemerovaná cena podkladového aktíva v £ase expirácie
T . Výplatný diagram put opcie je V (A, T ) = max(K − A, 0). Priemerovaná
hodnota môºe by´ nielen v pozícií ceny podkladového aktíva, ale aj v pozícií
expira£nej ceny opcie.

Pri odvádzaní ceny ázijskej opcie pouºitím Black-Scholesovej teórie a po
následnej transformácií V (S,A, t) = AW (x, t), kde x = S/A, x ∈ (0,∞)
dostávame, ºe transformovaná funkcia W = W (x, t) je rie²ením parciálnej
diferenciálnej rovnice:

∂W

∂t
+

σ2

2
x2∂

2W

∂x2
+ (r −D)x

∂W

∂x
+ f(x, t)

(
W − x

∂W

∂x

)
− rW = 0.

V prípade geometrického priemerovania je známe rie²enie, ktoré sa dá vy-
jadri´ explicitným vzorcom, no pri aritmetickom priemerovaní je zatia© ex-
plicitné vyjadrenie neznáme.

2.2 Ko²íkové opcie

Opcie, ktorých cena závisí na hodnote viacerých podkladových aktív nazý-
vame ko²íkové(basket). Príkladom ko²íkovej opcie je derivát viazaný na vývoj
dvoch podkladových aktív. Potom jeho pay-o� diagram je call opcia na sú£et
cien jednotlivých aktív

V (S1, S2, T ) = max(S1 + S2 −K, 0).

Ide o ve©mi roz²írený typ �nan£ných derivátov. Do ko²íka môºe vstupova´ aj
500 podkladových aktív, ako to je pri opciách na index S&P500, s ktorým
obchodujú drobní investori. Pomocou viacrozmerného variantu Itóovej lemy
je moºné odvodi´ parciálnu diferenciálnu rovnicu na oce¬ovanie ko²íkových
opcií. To následne vedie k po£ítaniu vysokorozmerných integrálov. Efektívny
algoritmus aproximácie vysokorozmerných opcií na indexy je v sú£asnosti
stále predmetom intenzívneho výskumu.
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2.3 Ázijské ko²íkové opcie

Uvaºujme ko²ík s n podkladovými aktívami, ktorých ceny Si(t), i = 1, ..., n
sú opísané pod rizikovo neutrálnou mierou Q a pomocou rizikovo neutrálnej
úrokovej mieri r stochastickými rovnicami:

dSi(t) = rSi(t)dt+ σiSi(t)dWi(t), (1)

kde Wi(t), t > 0 je Wienerov proces vz´ahujúci sa k cene podkladového ak-
tíva i. Navy²e predpokladajme, ºe ceny podkladových aktív sú navzájom
korelované. Korelácie prírastkov sú kon²tantné:

corr(dWi, dWj) = ρijdt. (2)

Cena ázijskej ko²íkovej call opcie (asian basket call option-ABC) s diskrét-
nym priemerovaním, európskeho charakteru, danou expira£nou cenou, £asom
expirácie T a m £asovými okamihmi vstupujúcimi do ceny opcie, má v £ase
t = 0 hodnotu

ABC(n,m,K, T ) = e−rTEQ

 n∑
l=1

al
m−1∑
j=0

bjSl(T − j)−K


+

 , (3)

pri£om al a bj sú kladné koe�cienty, obidva sa rovnajú v sú£te 1 a
(x)+ = max[x, 0].

Ázijské ko²íkové opcie sú vhodné na zais´ovanie miery rizika, pretoºe
ich výplata závisí na priemere cien viacerých podkladových aktív v rôznych
£asoch. Navy²e priemerovanie má zvy£ajne za následok zníºenie variancie,
tým pádom je opcia lacnej²ia. Ázijská ko²íková opcia zachytáva dokonca aj
vz´ahy madzi jednotlivými aktívami a to v podobe korelácie. Ázijské ko²íkové
opcie sú obzvlá²´ dôleºité pri obchodovaní s energiami, kde je vä£²ina kon-
traktov na dodávky oce¬ovaná na báze priemernej ceny po£as ur£itej £asovej
periódy. Podobne ako pri ázijských opciách ani pri ázijských ko²íkových op-
ciách nie je známe explicitné vyjadrenie ceny zaloºené na Black-Scholesovej
teórií. Nápomocné v²ak môºu by´ Monte Carlo simulácie, rovnako ako aj
horné a dolné hranice ceny, pre ktoré existujú analytické rie²enia.
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3 Monte Carlo simulácia

Metóda Monte Carlo je spôsob, akým sa dajú simulova´ systémy. Stocha-
stické metódy pri ¬om pouºívajú náhodné a pseudonáhodné £ísla. Ve©mi
£asto sa pouºívajú na výpo£et viacrozmerných integrálov, ktoré sa inak po£í-
tajú ve©mi obtiaºne. Uplatnenie majú aj pri rie²eniach diferenciálnych rovníc
a pri výpo£toch, kde neexistuje analytické rie²enie. Výsledkom simulácie je
stredná hodnota, respektíve aritmetický priemer spo£ítaný z mnoºstva vy-
generovaných realizácií náhodných premenných. Monte Carlo simulácia má
pôvod v zákone ve©kých £ísel. Metóda je pomenovaná pod©a Monte Carla
v Monaku, ktoré je ve©kým centrom hazardných hier, ktoré sú zaloºené na
náhode. Toto ozna£enie bolo pouºité prvýkrát v roku 1940 fyzikmi v Amerike,
ktorí pracovali na zostrojení atómovej bomby. Chyba výsledku pri Monte
Carlo simulácií generovaním n realizácií je úmerná 1√

n
. Aby sme dostali výsle-

dok lep²í o jeden rád, musíme zvä£²i´ po£et realizácií minimálne o dva rády.
Pre výsledok presný na 6 desatinných miest je potrebné generova´ 1012 real-
izácií.

Postup pre výpo£et ceny ázijskej ko²íkovej opcie v Matlabe:
Vývoj cien podkladových aktív je popísaný stochastickou diferenciálnou rovni-
cou

dSi(t) = rSi(t)dt+ σiSi(t)dWi(t),

ktorej rie²enie je

Si(t) = S(0) exp

((
r − σ2

2

)
t+ σWi(t)

)
.

V prípade, ºe sú pri podkladovom aktíve i vyplácané dividendy, ktoré sú
ur£ené dividendovou mierou Di, potom sa stochastická diferenciálna rovnica
zmení na

dSi(t) = (r −Di)Si(t)dt+ σiSi(t)dWi(t),

ktorej rie²enie je

Si(t) = S(0) exp

((
r −Di −

σ2

2

)
t+ σWi(t)

)
.

Vygenerujeme preto najprv prírastky Wienerovho procesu prislúchajúce jed-
notlivým podkladovým aktívam. Ozna£íme ich dUi. Tieto sú nezávislé, £o
zodpovedá ich vzájomnej nulovej korelácií. Preto je potrebné ich vhodne up-
ravi´, aby zodpovedali zadanej korela£nej ²truktúre. Pri danej matici, ktorá

14



predstavuje korela£nú ²truktúru musíme urobi´ Choleskeho dekompozíciu.
Dostaneme tak dolnú trojuholníkovú maticu L, pre ktorú platí: ρ = LLT .
Poºadovanú koreláciu získame prenásobením matice L a vektorov dUi. Pre
prírastky Wienerovych procesov dWi so správnou korela£nou ²truktúrou platí

dWi =
n∑

k=1

likdUk,

kde n je po£et aktív, lik sú prvky matice L a n × n sú rozmery matice
L. Z prírastkou Wieneroveho procesu následne dostaneme samotný Wien-
erov proces. Potom uº je jednoduché spo£íta´ pomocou rie²enia stochastickej
diferenciálnej rovnice cenu podkladového aktíva v poºadovanom £ase. �ahko
sa tieº spo£íta výraz

e−rT

 n∑
l=1

al
m−1∑
j=0

bjSl(T − j)−K


+

 .
Takto získame jednu realizáciu Monte Carlo simulácie. Ke¤ºe ide o náhodné
premenné, treba urobi´ ve©a realizácií. Aby sme získali £o najpresnej²í odhad,
potrebujeme urobi´ £o najviac realizácií. V niektorých matematických £lánkoch
generujú 50 000 realizácií, v iných 1 000 000. Aritmetický priemer z vygen-
erovaných realizácií je potom h©adaný odhad skuto£nej hodnoty. V na²om
prípade je to odhad ceny ázijskej ko²íkovej opcie. Dobrá vlastnos´ metódy je,
ºe nemusíme vygenerova´ 1 000 000 realizácií naraz a z nich po£íta´ aritmet-
ický priemer, ale sta£í vygenerova´ 1000 realizácií, z nich spo£íta´ aritmet-
ický priemer a toto zopakova´ 1000 krát. Dostaneme tak 1000 aritmetických
priemerov, z ktorých aritmetický priemer je v na²om prípade poºadovaný
odhad ceny. Vyhneme sa tak generovaniu obrovských vektorov, s ktorými
môºu ma´ slab²ie po£íta£e problém. Kód pre Matlab je uvedený v prílohe
ako program £.1.
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4 Hranice zaloºené na komonotónnosti a pod-
mienenosti

Predpokladajme, ºe dvojitá suma

S =
n∑

l=1

al
m−1∑
j=0

bjSl(T − j)

je suma náhodných premenných s lognormálnou distribu£nou funkciou a
môºe by´ prepísaná v tvare

S =
mn∑
i=1

Xi =
mn∑
i=1

αie
Yi , (4)

kde

αi = a⌈i/m⌉b(i−1)mod(m)
S⌈i/m⌉(0)e

(r−(1/2)σ2
⌈i/m⌉)(T−(i−1)mod(m)) (5)

a
Yi = σ⌈i/m⌉W⌈i/m⌉(T − (i− 1)mod(m)), (6)

Yi ∼ N(0, σ2
Yi
= σ2

⌈i/m⌉(T − (i− 1)mod(m)))

pre v²etky i = 1, ...,mn, pri£om ⌈x⌉ je najmen²ie celé £íslo vä£²ie alebo rovné
ako x a

ymod(m) = y − ⌊y/m⌋m,

kde ⌊y⌋ predstavuje najvä£²ie celé £íslo men²ie alebo rovné y.
Komonotónny náprotivok Sc pre (4) vedie k takzvanej komonotónnej hornej
hranici CUB.

4.1 Komonotónna horná hranica

Veta 4.1 Predpokladajme, ºe suma S je daná vz´ahmi (4) aº (6). Potom
komonotónna horná hranica pre cenu ázijskej ko²íkovej opcie ABC(n,m,K, T )
danú vz´ahom (3) je vyjadrená nasledovne:
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CUB =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ

[
σl

√
T − j − Φ−1(FSc(K))

]
− e−rTK(1− FSc(K)), (7)

kde hodnotu FSc(K) kumulatívnej distribu£nej funkcie pre komonotónnu sumu
Sc môºeme nájs´ rie²ením

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

r − 1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(K))

]
= K,

(8)
pri£om Φ(.) je distribu£ná funkcia normálneho normovaného rozdelenia.

Interpretácia komonotónnej hornej hranice: Horná hranica zachytáva nasle-
dujúce nerovnosti:

ABC(n,m,K, T ) ≤
n∑

l=1

ale
−rjACl(m,Kl, T ) ≤

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albje
−rjCl(Klj, T − j),

(9)

ABC(n,m,K, T ) ≤
m−1∑
j=0

bje
−rjBC(n,Kj, T − j) ≤

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albje
−rjCl(Klj, T − j), (10)

s tým ºe
n∑

l=1

alKl =
m−1∑
j=0

bjKj =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjKlj = K. (11)

To znamená, ºe ázijská ko²íková opcia môºe by´ zreplikovaná statickým
portfóliom s vanilla opciami Cl vypísanými na podkladové aktíva Sl z ko²íka
pre rôzne £asy expirácie a expira£né ceny. Taktieº priemer ázijských opcií
ACl alebo kombinácia ko²íkových opcií BC s rôznymi £asmi expirácie tvoria
spomínanú replika£nú stratégiu. Ke¤ºe váhy al a bj sa v sú£te rovnajú jed-
nej, je moºné vzia´ za expira£né ceny vo vz´ahu (9) Kl = Kj = Klj = K.
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Av²ak tento spôsob nedáva optimálnu replika£nú stratégiu. V [13, 1] bolo
preukázané, ºe v prípade ázijských opcií môºe by´ komonotónna horná hran-
ica interpretovaná ako cena optimálnej replika£nej statickej stratégie po-
zostávajúcej z vanilla opcií. Hobson a ¤a©²í [7] získali podobný výsledok
pre ko²íkové opcie a Chen a ¤a©²í [2] to dokonca rozvinul pre v²eobecnej²iu
triedu exotických opcií.

4.2 Komonotónna dolná hranica

Dolná hranica v zmysle konvexného usporiadania je pre S =
∑mn

i=1 Xi rovná
Sl = E[S | Λ], kde Λ je náhodná premenná z normálneho rozdelenia. Ak
E[Xi | Λ] sú v²etko neklesajúce funkcie Λ alebo nerastúce funkcie Λ, potom
Sl je suma komonotónnych premenných a odvodenie od Dheane a ¤a©²ích
[5, 6] vedie k nasledujúcemu tvrdeniu, kde LBΛ predstavuje dolnú hranicu
vyuºívajúcu podmie¬ovaciu premennú Λ a nahrádza výraz e−rTEQ[(Sl −
K)+].

Veta 4.2 Predpokladajme, ºe suma S je daná vz´ahmi (4) aº (6) a Λ je
podmie¬ovacia premenná z normálneho rozdelenia taká, ºe (Wl(T−j),Λ) sú z
dvojrozmerného normálneho rozdelenia pre v²etky l a j a korela£né koe�cienty

rl,j =
Cov(Wl(T − j),Λ)

σΛ

√
T − j

(12)

majú rovnaké znamienko pre v²etky l a j, ak sú nenulové. Potom komonotónna
dolná hranica pre cenu opcie ABC(n,m,K,T) je daná vz´ahom:

LBΛ =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]
− e−rTKΦ[−sign(rl,j)Φ

−1(FSl(K))], (13)

kde je hodnota FSl(K) distribu£nej funkcie komonotónnej sumy Sl vypo£ítaná
ako rie²enie rovnosti:

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp[(r −
1

2
r2l,jσ

2
l )(T − j) + rl,jσl

√
T − jΦ−1(FSl(K))] = K.

(14)
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Na posúdenie kvality stochastickej dolnej hranice E[S|Λ] by sme sa mali
pozrie´ na jej varianciu. Aby sme ju maximalizovali, £o znamená £o na-
jviac sa priblíºi´ V ar[S], musíme minimalizova´ priemernú hodnotu výrazu
V ar[S|Λ = λ]. Inými slovami to znamená, ºe ke¤ chceme získa´ £o najlep²iu
dolnú hranicu, musí by´ rozdiel medzi Λ a S £o najmen²í. Jedna z moºností
ako vybra´ podmie¬ovaciu premennú, zaloºená na [8, 5], spo£íva v lineárnej
aproximácií S. Potom prichádza do úvahy po£íta´ s Λ = FA1 alebo FA2 kde
pre i = 1, 2 platí:

FAi =
n∑

k=1

m−1∑
p=0

akbpci(k, p)σkSk(0)Wk(T − p),

pri£om
c1(k, p) = e(r−(1/2)σ2

k)(T−p), c2(k, p) = 1.

Vandu�el a ¤a©²í [14] navrhujú pozrie´ sa na podmie¬ovaciu premennú tak,
aby bola lineárna aproximácia variancie Sl maximalizovaná. Pre ázijskú
ko²íkovú opciu je to vtedy, ke¤ sa Λ rovná:

FA3 =
n∑

k=1

m−1∑
p=0

akbpSk(0)e
r(T−p)

[(
r − 1

2
σ2
k

)
(T − p) + σkWk(T − p)

]
.

Nielsen a Sandman [10] navrhujú pozrie´ sa na geometrický priemer G, ktorý
je pre prípad ázijskej ko²íkovej opcie de�novaný ako:

G =
n∏

l=1

m−1∏
j=0

Sl(T − j)albj =
n∏

l=1

m−1∏
j=0

(
Sl(0)e

(r−(1/2)σ2
l )(T−j)+σlWl(T−j)

)bjal

a vzia´ do úvahy jeho ²tandardizovaný logaritmus ako podmie¬ovaciu pre-
mennú:

GA =
lnG− EQ[lnG]√

V ar[lnG]
=

∑n
l=1

∑m−1
j=0 albjσlWl(T − j)√

V ar[
∑n

l=1

∑m−1
j=0 albjσlWl(T − j)]

.

Pre v²etky vo©by premennej Λ je ve©mi jednoduché spo£íta´ korela£né koe�-
cienty rl,j, ktoré vstupujú do dolnej hranice. Obsahujú korelácie ρi,j, ktoré ov-
plyv¬ujú znamienko rl,j. Komonotónna dolná hranica môºe by´ pouºitá len v
prípade, ke¤ korela£né koe�cienty rl,j sú nenulové a majú rovnaké znamienko
pre v²etky l aj j. V prípade, ºe by mali korelácie zmie²ané znamienka, dolná
hranica E[S | Λ] uº nie je komonotónna suma a potom vz´ah (13) neplatí.
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4.2.1 Výpo£et korela£ných koe�cientov rl,j

Pri výpo£te korela£ných koe�cientov rl,j môºeme vyuºi´ Matlab, kde ich
vypo£ítame za pomoci generovania náhodných premenných alebo ich vy-
po£ítame analyticky. Generova´ náhodné premenné môºeme rovnako, ako pri
Monte Carlo simulácií. Vygenerujeme teda Wienerove procesy so správnou
korela£nou ²truktúrou. Potom spo£ítame hodntoy pre rôzne podmie¬ovacie
premenné Λ a dopo£ítame hodnoty rl,j. Pre Λ = FA1, FA2, FA3 dostávame
rovnako ako v £lánku1 korela£né koe�cienty rl,j so zmie²anými znamienkami,
preto ich ¤alej nemôºeme pouºi´. Ostáva pouºi´ Λ = GA. Ak chceme získa´
rl,j generovaním náhodných premenných, musíme ich vygenerova´ dostato£ný
po£et, aby bola zabezpe£ená presnos´ podobne, ako to je pri Monte Carlo
simulácií. Tu v²ak musíme vygenerova´ v²etky realizácie naraz, preto sa nevy-
hneme práci s príli² ve©kými vektormi. Môºeme v²ak vyuºi´ aj analtické vy-
jadrenie korela£ných koe�cientov.

GA =
lnG− EQ[lnG]√

V ar[lnG]
=

∑n
k=1

∑m−1
i=0 akbiσkWk(T − i)√

V ar
∑n

k=1

∑m−1
i=0 akbiσkWk(T − i)

.

Ozna£me

X =
n∑

k=1

m−1∑
i=0

akbiσkWk(T − i).

Stredná hodnota tohto výrazu je nulová, E(X) = 0. Pre varianciu potom
platí

V ar(X) = E(X2) = E

[
n∑

k′=1

m−1∑
i′=0

n∑
k=1

m−1∑
i=0

ak′bi′σk′akbiσkWk′(T − i′)Wk(T − i)

]
.

Vyuºijeme vz´ah

E(Wl(t1)Wk(t2)) = ρl,k min(t1, t2).

Potom platí

V ar(X) =
n∑

k′=1

m−1∑
i′=0

n∑
k=1

m−1∑
i=0

ak′bi′σk′akbiσkρk′,k min((T − i′), (T − i)).

Dosadením do vz´ahu pre GA dostávame

GA =

∑n
k=1

∑m−1
i=0 akbiσkWk(T − i)√∑n

k′=1

∑m−1
i′=0

∑n
k=1

∑m−1
i=0 ak′bi′σk′akbiσkρk′,k min((T − i′), (T − i))

.
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Ozna£me c,
c =

√∑n
k′=1

∑m−1
i′=0

∑n
k=1

∑m−1
i=0 ak′bi′σk′akbiσkρk′,k min((T − i′), (T − i)).

Korela£né koe�cienty rl,j vypo£ítame ako

rl,j =
Cov(Wl(T − j), GA)

σGA

√
T − j

=
Cov(Wl(T − j), GA)

1
√
T − j

=
E(Wl(T − j)GA)− E(Wl(T − j))E(GA)

1
√
T − j

=
E(Wl(T − j)GA)− 0

1
√
T − j

=
1√

T − j
E

(
n∑

k=1

m−1∑
i=0

akbiσkWk(T − i)Wl(T − j)/c

)

=
1√

T − j

1

c

n∑
k=1

m−1∑
i=0

akbiσkE(Wk(T − i)Wl(T − j))

=
1√

T − j

1

c

n∑
k=1

m−1∑
i=0

akbiσkρl,k min((T − j), (T − i)). (15)

Tak dostávame analytické vyjadrenie pre korela£né koe�cienty rl,j:

rl,j =

∑n
k=1

∑m−1
i=0 akbiσkρl,k min((T − j), (T − i))

√
T − j

√∑n
k′=1

∑m−1
i′=0

∑n
k=1

∑m−1
i=0 ak′bi′σk′akbiσkρk′,k min((T − i′), (T − i))

.

Ke¤ºe máme dané v²etky potrebné hodnoty, je uº jednoduché spo£íta´ koe-
�cienty rl,j.

4.3 H©adanie distribu£nej funkcie komonotónnej sumy
metódou delenia intervalu

H©adáme hodnotu FSc(K) zo vz´ahu (8). Od K závisí cez tento implicitný
vz´ah. K nechajme pevné takisto ako aj ostatné hodnoty. Ozna£me y =
Φ−1(FSc(K)). Vytvoríme funkciu:

f(FSc(K)) =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

r − 1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jy

]
−K.
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Derivácia tejto funkcie je potom:

∂f(FSc(K))

∂FSc(K)
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)×

× exp
[(

r − 1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(K))

]
× σl

√
T − jy′. (16)

Vyuºitím poznatku, ºe derivácia inverznej funkcie k distribu£nej funkcií nor-
málneho normovaného rozdelenia je kladná, £iºe y′ > 0 zis´ujeme:

∂f(FSc(K))

∂FSc(K)
> 0.

Funkcia je teda monotónna, rastúca. Ke¤ºe FSc(K) je argumentom inverznej
distribu£nej funkcie normálneho normovaného rozdelenia, FSc(K) ∈ (0, 1).
Pre limitné hodnoty platí:

lim
FSc (K)−→0

f(FSc(K)) = −K,

lim
FSc (K)−→1

f(FSc(K)) = ∞.

Hodnoty f(FSc(K)) rastú monotónne zo záporných do kladných. Vieme teda,
ºe pre práve jedno FSc(K) platí f(FSc(K)) = 0. Najprv priradíme hodnotu
za£iatku intervalu A1 = 0 a konca intervalu A2 = 1. Stred intervalu ozna£íme
A3 = (A2 + A1)/2. Ak je hodnota f(A3) > 0, ozna£íme A3 ako nový koniec
pôvodného intervalu. Naopak ak je hodnota f(A3) < 0, ozna£íme A3 ako
nový za£iatok pôvodného intervalu. Znovu nájdeme stred nového intervalu a
pozrieme sa na hodnotu funkcie v danom bode. Dostávame tak men²í interval
a hodnoty f(FSc(K)) bliº²ie nule. Tento postup opakujeme aº sa dostaneme
na nulu alebo k vopred stanovenej blízkosti nuly.

4.4 Vz´ah medzi hranicami a Black-Scholesovou formu-
lou s dividendami

Ke¤ sa pozrieme na vzorce pre výpo£et hornej a dolnej hranice a Black-
Scholesovu formulu pre oce¬ovanie európskej call opcie, zistíme, ºe majú ve©a
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spolo£ného. Vezmime vz´ah na výpo£et hornej hranice pre jedno aktívum v
£ase expirácie. To znamená n = 1, m = 1. Dostávame

CUB = S(0)Φ
[
σ
√
T − Φ−1(FSc(K))

]
− e−rTK(1− FSc(K)).

Hodnotu FSc(K) potom dopo£ítame z rovnosti

S(0)e(r−(1/2)σ2)T+σ
√
TΦ−1(FSc (K)) = K.

Úpravou tejto rovnosti dostávame:

S(0)

K
= e−(r−(1/2)σ2)T−σ

√
TΦ−1(FSc (K)).

Zlogaritmovaním rovnosti získame výraz

ln
S(0)

K
= −(r − (1/2)σ2)T − σ

√
TΦ−1(FSc(K))

a ¤a©²ími úpravami

Φ−1(FSc(K)) =
− ln S(0)

K
− (r − (1/2)σ2)T

σ
√
T

.

Potom dostávame

CUB = S(0)Φ

σ√T −
− ln S(0)

K
− (r − (1/2)σ2)T

σ
√
T


− e−rTK

1− Φ

− ln S(0)
K

− (r − (1/2)σ2)T

σ
√
T


= S(0)Φ

 ln S(0)
K

+ (r + (1/2)σ2)T

σ
√
T


− e−rTK

1− Φ

− ln S(0)
K

− (r − (1/2)σ2)T

σ
√
T

 . (17)

Vyuºitím rovnosti Φ(−x) = 1− Φ(x) získame tvar

CUB = S(0)Φ

 ln S(0)
K

+ (r + (1/2)σ2)T

σ
√
T


− e−rTK

Φ
 ln S(0)

K
+ (r − (1/2)σ2)T

σ
√
T

 . (18)
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Tak sme získali Black-Scholesovu formulu. To isté sa dá preukáza´ pre dolnú
hranicu. Túto podobnos´ môºeme vyuºi´ a pozrie´ sa na Black-Scholesovu
formulu s dividendami. Tá nám môºe napoveda´, ako upravi´ hornú a dolnú
hranicu pre model s dividendami. Pre cenu opcie V tak dostávame

V = S(0)e−DTΦ

 ln S(0)
K

+ (r −D + (1/2)σ2)T

σ
√
T


− e−rTK

Φ
 ln S(0)

K
+ (r −D − (1/2)σ2)T

σ
√
T

 , (19)

pri£om D je dividendová miera. Aby bol tento vz´ah ekvivalentný so vz´ahmi
pre výpo£et CUB, musíme upravi´ výpo£et CUB na

CUB = S(0)e−DTΦ
[
σ
√
T − Φ−1(FSc(K))

]
− e−rTK(1− FSc(K)).

Hodnotu FSc(K) potom dopo£ítame z rovnosti

S(0)e(r−D−(1/2)σ2)T+σ
√
TΦ−1(FSc (K)) = K,

kde D je miera dividend. Rovnako upravíme vz´ahy pre LBΛ. Pre n aktív
priemerovaných cez m £asových okamihov, teda pre ázijské ko²íkové opcie
potom rovnakou úpravou dostávame vz´ahy

CUB =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rje−Dl(T−j)Φ

[
σl

√
T − j − Φ−1(FSc(K))

]
− e−rTK(1− FSc(K)), (20)

kde hodnotu FSc(K) nájdeme rie²ením

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp[(r −Dl −
σ2
l

2
)(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(K))] = K.(21)

Pre dolnú hranicu tak dostávame

LBΛ =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rje−Dl(T−j)

× Φ
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]
− e−rTKΦ

[
−sign(rl,j)Φ−1(FSl(K))

]
, (22)
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kde je hodnota FSl(K) distribu£nej funkcie komonotónnej sumy Sl vypo£í-
taná ako rie²enie rovnosti:

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp[(r −Dl −
r2l,jσ

2
l

2
)(T − j) + rl,jσl

√
T − jΦ−1(FSl(K))] = K.(23)
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5 Citlivosti hraníc na premenné

5.1 Citlivos´ na r

5.1.1 Citlivos´ hornej komonotónnej hranice na r

Výraz Φ−1(FSc(K)) je závislý od úrokovej miery r cez implicitný vz´ah (8), z
ktorého sa dopo£ítava. Závisí aj od iných premenných, ostatné premenné v²ak
uvaºujeme �xné. Ozna£íme teda y(r) = Φ−1(FSc(K)) a dy(r)

dr
= y′. Derivácia

hornej komonotónnej hranice pod©a r, £o je citlivos´ hornej komonotónnej
hranice na úrokovú mieru, vypo£ítame nasledovne :

dCUB

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)(−j)e−rjΦ
[
σl

√
T − j − y(r)

]

+
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
σl

√
T − j − y(r)

]
(−y′(r))

− (−T )e−rTK(1− Φ(y(r))) + e−rTKΦ′(y(r))y′(r). (24)

Pre zjednodu²enie zápisu ozna£me Al,j(r) = σl

√
T − j − y(r), hoci uvedený

výraz nezávisí len od premennej r. Následne tu ale aj pri deriváciách v ¤a©²ích
podkapitolách vyuºijeme poznatok, ºe derivácia distribu£nej funkcie normál-
neho normovaného rozdelenia je:

dΦ(x)

dx
=

1√
2π

e−
x2

2

Potom

dCUB

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj

×
[
−jΦ(Al,j(r))−

1√
2π

e−
σ2
l
(T−j)−2σl

√
T−jy(r)+y2(r)

2 y′(r)

]

+ Ke−rT

[
T (1− Φ(y(r))) +

1√
2π

e
−y2(r)

2 y′(r)

]

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj(−j)Φ(Al,j(r)) +Ke−rT [T (1− Φ(y(r)))]

−
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rje−

σ2
l
(T−j)

2
+σl

√
T−jy(r) 1√

2π
e−

y2(r)
2 y′(r)
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+ Ke−rT 1√
2π

e
−y2(r)

2 y′(r)

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj(−j)Φ(Al,j(r)) +Ke−rT [T (1− Φ(y(r)))]

− 1√
2π

e
−y2(r)

2 y′(r)e−rT

×

 n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(r−

σ2
l
2
)(T−j)+σl

√
T−jy(r) −K

 . (25)

Pouºitím vz´ahu (8) nám ostane jednoduch²í výraz, pretoºe ve©ký výraz v
hranatej zátvorke je rovný nule. Tak dostávame:

dCUB

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj(−j)Φ(Al,j(r)) +Ke−rTT (1− Φ(y(r))). (26)

Derivácia hornej komonotónnej hranice je výraz, v ktorom sa vyskytuje
premenná r v mnohých £lenoch a nie je preto jednoduché ur£i´ závislos´
CUB od r. Nápomocný pritom môºe by´ obrázok £.1, z ktorého vidie´, ako sa
CUB mení s úrokovou mierou. Na grafoch sme rozdelili interval pre úrokovú
mieru r na 1000 dielikov. Ostatné hodnoty premenných sme �xovali, K = 50,
T = 12 a ¤a©²ie hodnoty pochádzajú z vstupných dát z £lánku[3]. Na overenie
správnosti výpo£tu derivácie sme urobili aj numerické derivácie, kde sme
odhadli deriváciu v bode ri ako:

d(ri) =
CUB(ri)− CUB(ri−1)

ri − ri−1

.

Na obrázku £.2 vidie´ grafy, kde sú tieto derivácie takmer totoºné, £o sved£í
o správnosti výpo£tov. Rozdiel v deriváciách je, no kôli ²kále hodnôt na ose
y tento rozdiel nevidie´. Odchýlky v deriváciách zachytáva obrázok £.3, kde
je zobrazené o ko©ko percent sa lí²i numerická derivácia od skuto£nej. 100
percent zodpovedá hodnote 1. Vypo£ítame ju ako

f(ri) =
p(ri)− d(ri)

p(ri)
, (27)

kde p(ri) je presná hodnota derivácie. Hodnota odchýlky sa pohybuje rádovo
v tisícinách, aº na malý interval, kde sa hodnoty derivácií blíºia k nule. Tu sa
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Obr. 1: Závislos´ hornej komonotónnej hranice od úrokovej miery r.
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Obr. 2: Derivácia a numerická derivácia hornej komonotónnej hranice pod©a
úrokovej miery r.

potom aj malý rozdiel, ktorý sa javil ako zanedbate©ný, premietne do ve©kej
odchýlky. Ve©kú odchý©ku pozorujeme aj pri úrokovej miere vä£²ej ako 30,
no tu je uº rozdiel derivácií ve©mi malý, pretoºe tie sa blíºia k nule. Tieto
malé odchý©ky a rozdiely poukazujú na správnos´ výpo£tu presnej derivácie.

Vidie´, ºe derivácia je kladná do ur£itého bodu, hodnota CUB rastie s
úrokovou mierou, no odtia© klesá a derivácia je záporná. V praxi sa £asto
stretávame s úrokovou mierou me²ou ako 10 percent, £o je r = 0.1. Vidie´,
ºe tu je derivácia kladná, no nevyhneme sa ani úrokovej miere v okolí 20
percent. Tu je derivácia najprv kladná, no potom záporná, £o nám indikuje
lokálny extrém. Pri vy²²ích hodnotách sa uº CUB nemení. V²imnime si, ºe
grafy za£ínajú od nejakej kladnej hodnoty napriek tomu, ºe úroková miera
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Obr. 3: Odchýlka derivácií.
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je nulová. Pre r = 0 sa výpo£et CUB zjednodu²uje na tvar:

CUB =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)Φ
[
σl

√
T − j − Φ−1(FSc(K))

]
−K(1− FSc(K)),

kde hodnotu FSc(K) kumulatívnej distribu£nej funkcie pre komonotónnu
sumu Sc môºeme nájs´ rie²ením

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

−1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(K))

]
= K.

Ako je vidie´ na grafoch, hodnoty sa vzh©adom na r od ur£itého bodu
nemenia, preto je zaujímavá limitná hodnota v nekone£ne. Ke¤ºe FSc(K)
nadobúda hodnoty od 0 do 1, e−rj = 1 pre j = 0 a v prípade j ̸= 0 pri£om
r → ∞ dostávame e−rj → 0. Potom dostávame:

lim
r→∞

CUB(r) =
n∑

l=1

alb0Sl(0)Φ
[
σl

√
T − Φ−1(FSc(K))

]

a hodnotu FSc(K) dopo£ítame zo známeho vz´ahu (8)
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5.1.2 Citlivos´ dolnej komonotónnej hranice na r

Výraz Φ−1(FSl(K)) závisí od r cez implicitný vz´ah (14). Hoci závisí aj od
iných premenných, tieto berieme �xné. Ozna£íme potom y(r) = Φ−1(FSl(K))

a dy(r)
dr

= y′. Derivácia dolnej komonotónnej hranice pod©a r, ktorá ur£uje
citlivos´ dolnej komonotónnej hranice na úrokovú mieru je :

dLBΛ

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)(−j)e−rj

× Φ
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]

+
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]
× y′(r)(−sign(rl,j))
+ TKe−rTΦ

[
−sign(rl,j)Φ−1(FSl(K))

]
− e−rTKΦ′[−sign(rl,j)y(r)]y′(r)(−sign(rl,j)). (28)

Ke¤ ozna£íme Bl,j(r) = sign(rl,j)
(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSc(K))

)
, potom

dLBΛ

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj[−jΦ(Bl,j(r)) + Φ′(Bl,j(r))y

′(r)(−sign(rl,j))]

+ Ke−rT [TΦ(−sign(rl,j)y(r)) + sign(rl,j)Φ′(−sign(rl,j)y(r))y′(r)]

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj

× [−jΦ(Bl,j(r)) +
e−

1
2
(r2l,jσ

2
l (T−j)−2rl,jσl

√
T−jy(r)+y2(r))

√
2π

y′(r)(−sign(rl,j))]

+ Ke−rT

TΦ(−sign(rl,j)y(r)) + sign(rl,j)
e−

y2(r)
2

√
2π

y′(r)


=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj[−jΦ(Bl,j(r))] +Ke−rTTΦ(−sign(rl,j)y(r))

+
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjy′(r)sign(rl,j)(−1)
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× e
y2(r)

2

√
2π

e
1
2
(r2l,jσ

2
l (T−j)−2rl,jσl(T−j)y(r)) +Ke−rTy′(r)sign(rl,j)

e
−y2(r)

2

√
2π

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj[−jΦ(Bl,j(r))]

+ Ke−rTTΦ(−sign(rl,j)y(r)) + e−rTy′(r)sign(rl,j)
e

−y2(r)
2

√
2π

×

− n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(T−j)r− 1

2
r2l,jσ

2
l (T−j)−rl,jσl

√
T−jy(r) +K

 . (29)

Ke¤ºe sa výraz uvedený v hranatej zátvorke:

−
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(T−j)r− 1

2
r2l,jσ

2
l (T−j)−rl,jσl

√
T−jy(r) +K

pod©a vz´ahu (14) rovná nule, ostane nám kompaktnej²í výraz:

dLBΛ

dr
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj[−jΦ(Bl,j(r))] +Ke−rTTΦ(−sign(rl,j)y(r)).(30)

Derivácia dolnej komonotónnej hranice je výraz, v ktorom sa nachádza
premenná r v mnohých £lenoch, rovnako ako tomu bolo pri hornej hranici.
Preto opä´ nie je jednoduché ur£i´ závislos´ od r. Z obrázku £.4 je vidie´,
ºe závislos´ od úrokovej miery je takmer rovnaká ako pri hornej komonotón-
nej hranici. Na overenie správnosti výpo£tu sme opä´ spo£ítali numerické
derivácie, ktoré sú znázornené na grafe £.5. Pouºili sme rovnaké �xné hod-
noty ako pri CUB a rovnako sme menili aj rozpätie úrokovej mieri. Graf
£.6 ukazuje vývoj odchýlky derivácií, ktorú sme spo£ítali vz´ahom (25). Od-
chýlka sa správa podobne ako pri hornej hranici CUB. Pohybuje sa rádovo v
tisícinách, aº na hodnoty, kde sú derivácie blízko nule a tam kde je ich rozdiel
ve©mi malý. Jednej sa rovná tam, kde je numerická derivácia uº nulová, no
presná derivácia má e²te nejakú malú hodnotu.

Pre r = 0 má LBΛ tvar:

LBΛ =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)Φ
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]
− KΦ[−sign(rl,j)Φ−1(FSl(K))], (31)
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Obr. 4: Závislos´ dolnej komonotónnej hranice od úrokovej miery r.
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Obr. 5: Derivácia a numerická derivácia dolnej komonotónnej hranice pod©a
úrokovej miery r.

35



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

0

1

2

3

r
0 20 40 60 80 100

−10

−5

0

5

10

15

20

r

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
x 10

−3

r

Obr. 6: Odchýlka derivácií.

kde hodnotu FSl(K) nájdeme rie²ením

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

−1

2
r2l,jσ

2
l

)
(T − j) + rl,jσl

√
T − jΦ−1(FSl(K))

]
= K.

Hodnota limity v nekone£ne je:

lim
r→∞

LBΛ(r) =
n∑

l=1

alb0Sl(0)Φ
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]

a hodnotu FSl(K) dopo£ítame zo známeho vz´ahu (14).
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5.2 Citlivos´ na K

5.2.1 Citlivos´ hornej komonotónnej hranice na K

Ozna£me y(K) = Φ−1(FSc(K)) a dy(K)
dK

= y′. Citlivos´ hornej komonotónnej
hranice na strike price K je ur£ená deriváciou:

dCUB

dK
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
σl

√
T − j − y(K)

]
(−y′(K))

− e−rT (1− Φ(y(K))) + e−rTKΦ′(y(K))y′(K)

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj 1√

2π
e−

σ2
l
(T−j)−2σl

√
T−jy(K)+y2(K)

2 (−y′(K))

− e−rT (1− Φ(y(K))) + e−rTK
1√
2π

e−
y2(K)

2 y′(K)

= −e−rT (1− Φ(y(K))) + e−rT 1√
2π

e−
y2(K)

2 y′(K)

×

− n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjerT+

−σ2
l

2
(T−j)+σl

√
T−jy(K) +K


= −e−rT (1− Φ(y(K))) + e−rT 1√

2π
e−

y2(K)
2 y′(K)

×

− n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(r−

σ2
l
2
)(T−j)+σl

√
T−jy(K) +K

 . (32)

Pouºitím vz´ahu (8) sa výraz zjednodu²í na tvar:

dCUB

dK
= −e−rT (1− Φ(y(K))). (33)

Ke¤ºe obor hodnôt distribu£nej funkcie je interval (0, 1), potom platí
(1− Φ(y(K))) > 0 a e−rT > 0, to znamená

dCUB

dK
< 0.

Obrázok £.7, potvrdzuje zápornú deriváciu CUB pod©a K. Obrázok £.8
opä´ potvrdzuje správnos´ výpo£tov. Na prvom grafe vidie´, ºe za£ína klad-
nou hodnotou pre K = 0 a s narastajúcou expira£nou cenou hodnoty klesajú
aº k nule. Spo£iatku sa sklon nemení, no následne sa zvä£²uje. Na druhom
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Obr. 7: Závislos´ hornej komonotónnej hranice od expira£nej ceny K.

grafe sa zdá, ºe od hodnoty K = 200 sa CUB nemení a je na hodnote
CUB = 0, ale tretí graf ukazuje, ºe hodnoty sú len ve©mi nízke, rádovo sa
pohybujúce okolo hodnôt 10−8, no nie sú rovné nule. Od K = 1000 sú uº
ale hodnoty CUB ustálené na CUB = 0. Obrázok £.9 ukazuje, ºe hoci sa
zdá, ºe presná a numerická derivácia je totoºná, je medzi nimi ur£itá malá
odchýlka. Jej hodnoty sa pohybujú v tisícinách, no od expira£nej ceny dosta-
to£ne vysokej odchýlka rastie. To uº je ale pri hodnotách derivácií men²ích
ako 10−9. Tu je rozdiel derivácií zanedbate©ný.

Pre K = 0 má CUB hodnotu:

CUB(K = 0) =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ

[
σl

√
T − j − Φ−1(FSc(0))

]
− 0.
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Obr. 8: Derivácia a numerická derivácia hornej komonotónnej hranice pod©a
expira£nej ceny K.
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Obr. 9: Odchýlka derivácií.

Pre vz´ah (8) potom platí:

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

r − 1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(0))

]
= 0.

To platí, ke¤(
r − 1

2
σ2
l

)
(T − j) + σl

√
T − jΦ−1(FSc(0)) −→ −∞

a to dostaneme vtedy, ke¤

Φ−1(FSc(0)) −→ −∞.

Potom ale dostávame, ºe

CUB(K = 0) =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj.

Pre K −→ ∞ má CUB hodnotu:

lim
K→∞

CUB(K) = lim
K→∞

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ

[
σl

√
T − j − Φ−1(FSc(K))

]
− e−rTK(1− FSc(K))

= 0. (34)
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5.2.2 Citlivos´ dolnej komonotónnej hranice na K

Ozna£me y(K) = Φ−1(FSl(K)) a dy(K)
dK

= y′. Citlivos´ dolnej komonotónnej
hranice na strike price K je ur£ená deriváciou:

dLBΛ

dK
=

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(K)

)]
× (−1)y′(K)sign(rl,j)− e−rTΦ[−sign(rl,j)y(K)]

− e−rTKΦ′[−sign(rl,j)y(K)]y′(K)(−sign(rl,j))
= −e−rTΦ[−sign(rl,j)y(K)]

−
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj 1√

2π
e−

r2
l,j

σ2
l
(T−j)−2rl,jσl

√
T−jy(K)+y2(K)

2

× y′(K)sign(rl,j)− e−rTK
1√
2π

e−
y2(K)

2 y′(K)(−sign(rl,j))

= −e−rTΦ[−sign(rl,j)y(K)] +
1√
2π

e−
y2(K)

2 y′(K)sign(rl,j)e−rT

×

K −
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjerT e−

r2
l,j

σ2
l
(T−j)

2
+rl,jσl

√
T−jy(K)


= −e−rTΦ[−sign(rl,j)y(K)] +

1√
2π

e−
y2(K)

2 y′(K)sign(rl,j)e−rT

×

K −
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(r−

r2
l,j

σ2
l

2
)(T−j)+rl,jσl

√
T−jy(K)

 . (35)

Teraz môºeme vyuºi´ rovnos´ (14) a dostaneme kompaktnej²í tvar:

dLBΛ

dK
= −e−rTΦ[−sign(rl,j)y(K)]. (36)

Vidíme, ºe derivácia je záporná:

dLBΛ

dK
< 0.

Znamená to, ºe s rastúcou expira£nou cenou K, klesá dolná komonotónna
hranica ceny ázijskej ko²íkovej opcie. To zodpovedá skuto£nosti, ºe ceny opcií
klesajú s rastúcou expira£nou cenou. Obrázok £.10 nám dáva lep²iu predstavu
o tom, ako sa správa dolná komonotónna hranica v závislosti od expira£nej
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ceny K. Závislos´ je záporná, takisto ako to je pre CUB. Znamená to, ºe s
rastúcou expira£nou cenou klesá dolná komonotónna hranica LBΛ. Rozdiel
oproti hornej hranici je v tom, ºe dolná hranica nadobúda nulovú hodnotu
omnoho skôr. Zatia© £o pre K = 300 CUB ̸= 0, LBΛ = 0. Na overenie
správnosti výpo£tu nám poslúºi obrázok £.11. Z obrázka vidie´ derivácie splý-
vajúce do jedného grafu. Na obrázku £.12 ale vidíme odchýlku spo£ítanú opä´
pod©a vz´ahu (25). Správa sa rovnako ako pri hornej hranici CUB.
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Obr. 10: Závislos´ dolnej komonotónnej hranice od expira£nej ceny K.

Pre K = 0 má LBΛ hodnotu:

LBΛ(K = 0) =
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ[sign(rl,j)(rl,jσl

√
T − j−Φ−1(FSl(0)))].
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Obr. 11: Derivácia a numerická derivácia dolnej komonotónnej hranice pod©a
expira£nej ceny K.

Pre vz´ah (14) potom platí:

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0) exp
[(

r − 1

2
r2l,jσ

2
l

)
(T − j) + rl,jσl

√
T − jΦ−1(FSl(0))

]
= 0.

To platí, ke¤[(
r − 1

2
r2l,jσ

2
l

)
(T − j) + rl,jσl

√
T − jΦ−1(FSl(0))

]
−→ −∞.

To je vtedy, ke¤ Φ−1(FSl(0)) −→ −∞ pre sign(rl,j) = 1 a
Φ−1(FSl(0)) −→ ∞ pre sign(rl,j) = −1.
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Z toho dostávame, ºe LBΛ(K = 0) =
∑n

l=1

∑m−1
j=0 albjSl(0)e

−rj.
Pre K −→ ∞ má LBΛ hodnotu:

lim
K→∞

LBΛ(K) = lim
K→∞

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj

× Φ
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − Φ−1(FSl(K))

)]
− e−rTKΦ[−sign(rl,j)Φ−1(FSl(K))]

= 0. (37)

0 20 40 60 80 100
−10

−8

−6

−4

−2

0

2
x 10

−3

K
0 200 400 600 800 1000

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

K

Obr. 12: Odchýlka derivácií.
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5.3 Citlivos´ na váhy

Citlivos´ dolnej a hornej hranice na váhy je znázornená na obrázku £.9. Hod-
nota b(0) ide od nula do 1 a ostatné váhy sa dopo£ítajú tak, aby boli navzájom
rovné a v²etky váhy v sú£te dávali 1. �ím vä£²iu váhu prikladáme £asu expirá-
cie, tým je hodnota hraníc vy²²ia. Vidie´, ºe váhy dokáºu ovplyvni´ výsledné
hodnoty, preto netreba podce¬ova´ ich výber.
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Obr. 13: Citlivos´ na váhy £asu.
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5.4 Citlivos´ na σi

5.4.1 Citlivos´ hornej komonotónnej hranice na σi

Výraz Φ−1(FSc(K)) je závislý od σi cez implicitný vz´ah (8). Ostatné pre-
menné od ktorých závisí vezmeme �xné. Ozna£íme y(σi) = Φ−1(FSc(K)) a
dy(σi)
dσi

= y′. Citlivos´ hornej komonotónnej hranice na volatilitu σi je ur£ená
deriváciou:

dCUB

dσi

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
σl

√
T − j − y(σi)

]
(−y′(σi))

+
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
σi

√
T − j − y(σi)

]√
T − j

+ e−rTKΦ′(y(σi))y
′(σi)

=
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
σi

√
T − j − y(σi)

]√
T − j

+
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj 1√

2π
e−

σ2
l
(T−j)−2σl

√
T−jy(σi)+y2(σi)

2 (−y′(σi))

+ e−rTK
1√
2π

e−
y2(σi)

2 y′(σi)

=
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
σi

√
T − j − y(σi)

]√
T − j

− e−rTy′(σi)
1√
2π

e−
y2(σi)

2

×

 n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjerT e−

σ2
l
2
(T−j)+σl

√
T−jy(σi) −K


=

m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
σi

√
T − j − y(σi)

]√
T − j

− e−rTy′(σi)
1√
2π

e−
y2(σi)

2

×

 n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
(r−

σ2
l
2
)(T−j)+σl

√
T−jy(σi) −K

 . (38)
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Vyuºitím vz´ahu (8) sa derivácia redukuje na tvar:

dCUB

dσi

=
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
σi

√
T − j − y(σi)

]√
T − j.

Ke¤ºe v²etky £initele v sume sú kladné, platí:

dCUB

dσi

> 0.

Na nasledujúcom obrázku £.14 môºeme vidie´ priebeh CUB v závislosti
od meniacej sa volatility. Menili sme len volatilitu prvého aktíva. Pre σ1 =
0 má CUB kladnú hodnotu, ktorá s rastúcou volatilitou rastie spo£iatku
lineárne, no potom sa sklon zmen²uje, rast je pomalsí, aº sa hodnoty CUB
ustália na jednej hodnote. To je uº ale pre hodnoty vä£²ie ako 100 percent. My
ale pracujeme s hodnotami v rozmedzí 30-40 percent za rok, £o pri mesa£nej
báze predstavuje menej ako 13 percent mesa£ne. Zodpovedá to hodnote 0.13 a
tu pozorujeme e²te rast. To len potvrdzuje, ºe dCUB

dσi
> 0. Graf £.15 potvrdzuje

správnos´ výpo£tu derivácie a preukazuje, ºe je kladná. Na grafe £. 16 vidíme
odchýlku derivácií, ktorá je pomerne malá. Narastie pri hodnotách derivácií,
kde je v²ak ich rozdiel malý. To poukazuje na malé rozdiely v deriváciách a
na správnos´ výpo£tu presnej hodnoty derivácie.
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Obr. 14: Závislos´ hornej komonotónnej hranice od volatility σ1.

47



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

volatilita

 

 

0 2 4 6 8 10
−5

0

5

10

15

volatilita

 

 

Obr. 15: Derivácia a numerická derivácia hornej komonotónnej hranice pod©a
volatility σ1.
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Obr. 16: Odchýlka derivácií.
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5.4.2 Citlivos´ dolnej komonotónnej hranice na σi

Predpokladajme, ºe korela£né koe�cienty rl,j sú kladné. Potom sign(rl,j)
nadobúda hodnotu +1. Vieme, ºe koe�cienty rl,j závisia od σi. Potom
dsign(rl,j)

dσi
= 0. Výraz Φ−1(FSl(K)) je závyslý od σi cez implicitný vz´ah

(14). Daný výraz závysí aj od ¤a©²ích premenných, ale tie berieme �xné.
Ozna£íme y(σi) = Φ−1(FSl(K)), potom dy(σi)

dσi
= y′ a drl,j(σi)

dσi
= r′l,j. Derivácia

dolnej komonotónnej hranice pod©a volatility je:

dLBΛ

dσi

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]

×
[
0
(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)
+ sign(rl,j)

(
r′l,jσl

√
T − j − y′(σi)

)]

+
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
sign(ri,j)

(
ri,jσi

√
T − j − y(σi)

)]
× sign(ri,j)ri,j

√
T − j

− e−rTKΦ′[−sign(rl,j)y(σi)][0y(σi)− sign(rl,j)y′(σi)]

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]

× sign(rl,j)r′l,jσl

√
T − j −

n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj

× Φ′
[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]
sign(rl,j)y′(σi)

+
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
sign(ri,j)

(
ri,jσi

√
T − j − y(σi)

)]
× sign(ri,j)ri,j

√
T − j + e−rTKΦ′[−sign(rl,j)y(σi)]sign(rl,j)y′(σi)

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]
× sign(rl,j)r′l,jσl

√
T − j

−
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rj 1√

2π
e−

r2
l,j

σ2
l
(T−j)−2rl,jσl

√
T−jy(σi)+y2(σi)

2

× sign(rl,j)y′(σi)
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+
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
sign(ri,j)

(
ri,jσi

√
T − j − y(σi)

)]

× sign(ri,j)ri,j
√
T − j + e−rTK

1√
2π

e−
y2(σi)

2 sign(rl,j)y′(σi)

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]
× sign(rl,j)r′l,jσl

√
T − j

+
m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rjΦ′

[
sign(ri,j)

(
ri,jσi

√
T − j − y(σi)

)]

× sign(ri,j)ri,j
√
T − j + e−rT sign(rl,j)y′(σi)

1√
2π

e−
y2(σi)

2

×

− n∑
l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjerT e−

r2
l,j

σ2
l

2
+rl,jσl

√
T−jy(σi) +K

 . (39)

Vyuºitím vz´ahu (14) sa derivácia zjednodu²uje na :

dLBΛ

dσi

=
n∑

l=1

m−1∑
j=0

albjSl(0)e
−rjΦ′

[
sign(rl,j)

(
rl,jσl

√
T − j − y(σi)

)]

× sign(rl,j)r′l,jσl

√
T − j +

m−1∑
j=0

aibjSi(0)e
−rj

× Φ′
[
sign(ri,j)

(
ri,jσi

√
T − j − y(σi)

)]
sign(ri,j)ri,j

√
T − j.(40)

Obrázok £.17 ponúka lep²iu predstavu o tom, ako závisí dolná hranica
od volatility. Menili sme volatilitu prvého aktíva a ostatné premenné sme
nechali �xné. Dostávame podobný graf ako pre hornú hranicu. Môºeme po-
zorova´ rast, £o znamená, ºe derivácia je kladná. Od ur£itého bodu je rast
prud²í, LBΛ rastie lineárne a dokonca hodnota dolnej hranice je vy²²ia ako
hornej hranice pri tých istých premenných. Vzorce na výpo£et LBΛ môºeme
aplikova´ len za predpokladu, ºe v²etky korela£né koe�cienty rl,j majú rov-
naké znamienka. Na dolných grafoch obrázku £.17 sú znázornené hodnoty
korela£ných koe�cientov. Ak sú ∀rl,j > 0 pre danú volatilitu, je im pridelená
1, ak ∀rl,j < 0 je im pridelená −1 a ak majú zmie²ané znamienka, je im
pridelená 0. Z grafu tak vidie´, ºe prudký nárast hodnôt LBΛ za£ína tam,
kde majú rl,j zmie²ané znamienka. Tu uº ale nemôºeme pouºi´ vz´ahy na
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Obr. 17: Závislos´ dolnej komonotónnej hranice od volatility σ1.
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výpo£et dolnej komonotónnej hranice. Z grafu tak nemôºeme vidie´ hodnoty
pre vysoké volatility. Na obrázku sú od ur£itého bodu tieº uº len zmie²ané
znamienka rl,j a nedá sa ur£i´ správanie LBΛ, pretoºe vzorce nemôºeme
pouºi´. Pre interval, kde majú zmysel vz´ahy na výpo£et dolnej hranice je
znázornený vývoj odchýlky presnej a numerickej derivácie a to na grafe £.19.
Hodnoty sú rádovo v tisícinách, £o nie je ve©ká chyba.
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Obr. 18: Derivácia a numerická derivácia pod©a volatility σ1.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−3

volatilita

Obr. 19: Odchýlka derivácií.
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6 Numerické výsledky

6.1 Vstupné dáta

Pokúsime sa zrekon²truova´ výsledky z £lánku [3]. Spo£ítame hodnoty CUB
a LBΛ so vstupnými hodnotami z tabu©ky 1 a 2:

Aktívum Po£iato£ná cena Váhy Volatilita Miera dividend
BASF 42.55 25 33.34 2.59
Bayer 48.21 20 31.13 2.63

Degussa-Huls 34.30 30 33.27 3.32
FMC 100.00 10 35.12 0.69

Schering 66.19 15 36.36 1.24

Tabu©ka 1: Charakteristika aktív. Váhy, volatilita a miera dividend sú uve-
dené v %.

BASF Bayer Degussa-Huls FMC Schering
BASF 1.00 0.84 -0.07 0.45 0.43
Bayer 0.84 1.00 0.08 0.62 0.57

Degussa-Huls -0.07 0.08 1.00 -0.54 -0.59
FMC 0.45 0.62 -0.54 1.00 0.86

Schering 0.43 0.57 -0.59 0.86 1.00

Tabu©ka 2: Korela£ná ²truktúra

Ro£ná úroková miera je rovná 0.06%. Pracujeme na mesa£nej báze, preto
mesa£ná úroková miera je rovná 0.06/12. Ro£né volatility máme dané, no
tieº ich musíme upravi´ na mesa£né. Pre mesa£nú bázu pouºijeme σi√

12
. Po£et

okamihov vstupujúcich do priemerovania je 5, preto m = 5. Hodnoty CUB
a LBΛ spo£ítame pre rôzne £asy T , kde T je po£et mesiacov a rôzne strike
price K. Ke¤ºe v £lánku nie sú uvedené váhy prislúchajúce £asovým okami-
hom, vezmeme rovnaké váhy pre kaºdý £as s tým, ºe v sú£te sú rovné 1.
Na vypo£ítanie hodnoty FSc(K) a FSl(K) z rovností (8) a (14) pouºijeme
jednoduchú metódu delenia intervalu na polovicu. V prílohe sú uvedené pro-
gramy na ich výpo£et. Pre hornú hranicu sú to program £.3 a £.4, pre dolnú
hranicu sú to programy £.6 a £.7.
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6.2 Výsledky bez dividend

V tabu©ke 3 sú vypo£ítané hodnoty CUB, LBΛ pod©a vz´ahov (7), (8), (13),
(14) a Monte Carlo pre rôzne £asy expirácie a rôzne hodnoty expira£nej ceny.
V Matlabe sme pouºili programy £.2 a £.5 pre hornú a dolnú hranicu. Pre
LBΛ bola ako podmie¬ovacia premenná pouºitá Λ = GA. Pri Monte Carlo
simulácií bolo vygenerovaných 1000000 realizácií.

T(roky) K LBΛ CUB Monte Carlo
0.5 40 10.8414 11.1221 10.8465

50 2.6705 4.3465 2.786
60 0.1742 1.1856 0.2338

1 40 11.6679 12.8736 11.7157
50 4.5289 6.9693 4.7336
60 1.1935 3.4347 1.4083

5 40 16.901 20.2517 17.303
50 11.9023 16.435 12.5916
60 8.2379 13.4094 9.1299
70 5.6654 11.0082 6.652

Tabu©ka 3: Výsledky pre ázijské ko²íkové opcie z £lánku1.

V tabu©ke 4 sú hodnoty spo£ítané pod©a uvedených algoritmov, ktoré sme
naprogramovali v Matlabe. Program je uvedený v prílohe. V Monte Carlo
simulácií sme tieº generovali 1000000 realizácií, aby bola zaru£ená dosta-
to£ná presnos´. Korela£né koe�cienty rl,j vstupujúce do LBΛ sme vypo£ítali
analyticky. Vo vz´ahoch na výpo£et CUB a LBΛ nie je uvedené kam vs-
tupujú dividendové miery, preto sme s nimi nepo£ítali. To pravdepodobne
spôsobilo rozdiely vo vypo£ítaných hodnotách. Taktieº neboli vo vstupoch
uvedené váhy bj. Vybrali sme ich pod©a svojho uváºenia, £o tieº mohlo spô-
sobi´ nezhody vo výsledkoch.

6.3 Výsledky so zapo£ítaním dividend

Hodnoty pre upravené vz´ahy CUB a LBΛ s dividendami a pre Monte Carlo
simuláciu s vyuºitím stochastickej diferenciálnej rovnice s pouºitím dividend,
vidíme v nasledujúcej tabu©ke. Pre hornú a dolnú hranicu sme pouºili vz´ahy
(20), (21), (22), (23).
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T(roky) K LBΛ CUB Monte Carlo
0.5 40 11.189 11.5441 11.1965

50 2.8868 4.5545 3.0011
60 0.2023 1.2695 0.2668

1 40 12.4926 13.6127 12.5347
50 5.0860 7.5114 5.273
60 1.4179 3.7751 1.6446

5 40 21.2039 24.2715 21.4888
50 15.6055 20.0544 16.1936
60 11.2621 16.6326 12.0685
70 8.0498 13.86 9.0154

Tabu©ka 4: Výsledky pre ázijské ko²íkové opcie spo£ítané v Matlabe.

T(roky) K LBΛ CUB Monte Carlo
0.5 40 10.8414 11.2221 10.8421

50 2.6706 4.3465 2.7882
60 0.1742 1.1856 0.234

1 40 11.6680 12.8737 11.7212
50 4.5290 6.9693 4.7399
60 1.1936 3.4348 1.4198

5 40 16.9011 20.2518 17.321
50 11.9024 16.4350 12.6026
60 8.2380 13.4094 9.1805
70 5.6654 11.0082 6.6412

Tabu©ka 5: Výsledky po zapo£ítaní dividendovej miery.

Tie sú uº takmer totoºné s hodnotami v £lánku, no lí²ia sa v niektorých
prípadoch o jednu desa´tisícinu. Odchýlka môºe by´ spôsobená spôsobom
zaokrúhlovania alebo aj numerickým rie²ním rovnice, konkrétne metódou
delenia intervalu na polovicu.

55



Záver

Cie©om tejto diplomovej práce bolo skúmanie ázijských ko²íkových opcií.
Hranice zaloºené na komonotónnosti a podmienenosti sú jednou z moºností,
ako získa´ predstavu o cene opcie. Vz´ahy na ich výpo£et majú kompaktný
zápis, no pri výpo£te sme potrebovali odvodi´ analytické vyjadrenie pre kore-
la£né koe�cienty, ktoré vstupujú do dolnej hranice. Taktieº sme potrebovali
pouºi´ metódu na nájdenie kore¬a funkcie. V prílohe uvádzame zdrojový kód
pre program Matlab, ktorý sme pouºili pre hranice a kód pre Monte Carlo
simuláciu. Tak sa stáva táto práca návodom na výpo£et hraníc a Monte Carlo
odhadu. Podarilo sa nám dosta´ takmer rovnaké výsledky pre dané parame-
tre, ako v odbornom £lánku. Rozdiel bol zanedbate©ný. Okrem uvedených
hraníc existujú e²te ¤a©²ie odvodenia hraníc, ktoré dávajú men²í interval,
v ktorom sa môºe pohybova´ cena opcie, tie ale neboli predmetom skúma-
nia. Skúmali sme citlivosti hraníc na premenné ako úroková miera, volatilita,
expira£ná cena a tieº na váhy pridelené £asovým okamihom. Odvodili sme de-
rivácie pod©a jednotlivých premenných, vykreslili sme grafy závislostí hraníc
pod©a nich a získali tak predstavu o vplyvoch premenných na hranice. Videli
sme, ºe aj malé zmeny premennej dokáºu prudko zmeni´ hodnotu oboch
hraníc. Pri ich výpo£te je preto ve©mi dôleºité ma´ £o najlep²ie odhadnuté
volatility a úrokovú mieru. Zaujímavé môºe by´ aj skúmanie závislostí od
iných parametrov, akými sú napríklad miera dividend, korela£ná ²truktúra
alebo pouºitie inej kopule.
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Príloha

V prílohe uvádzame zdrojové kódy na výpo£et numerických výsledkov v pro-
grame Matlab.

Program £.1 na výpo£et Monte Carlo simulácie:

a=[1/4,1/5,3/10,1/10,15/100];
b=[1/5,1/5,1/5,1/5,1/5];
sigma=[0.3334,0.3113,0.3327,0.3512,0.3636];
sigma=sigma/sqrt(12);
SS=[42.55,48.21,34.30,100.00,66.19];
r=0.06/12;
T=12;
n=5;
m=5;
K=[40,50,60];
ro=[1.00,0.84,-0.07,0.45,0.43;

0.84,1.00,0.08,0.62,0.57;
-0.07,0.08,1.00,-0.54,-0.59;
0.45,0.62,-0.54,1.00,0.86;
0.43,0.57,-0.59,0.86,1.00];

q=[0.0259,0.0263,0.0332,0.0069,0.0124];
q=q/12;

Lt=chol(ro);
L = Lt';

dt=1;
t=(1:1:T);
d=length(t);

p=100; %po£et realizácií
pomocna=10000; %10000krát vygenerujeme po p=100 realizácií
for z=1:3 %pre z-te strike price
for ii=1:pomocna
%generovanie prírastkou wienerovho procesu
for j=1:n

for i=1:d
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for k=1:p
dw=randn;
u(j,k,i)=dw;
end;

end
end;

%prírastky so správnou korela£nou ²truktúrou
for i=1:n

for l=1:p
for j=1:d

ww(i,l,j)=0;
for k=1:n
ww(i,l,j)=ww(i,l,j)+L(i,k)*u(k,l,j);

end
end

end
end

%z prírastkou urobíme wienerov proces
for i=1:n

for l=1:p
W(i,l,1)=0;
for j=1:d
W(i,l,j+1)= W(i,l,j)+ww(i,l,j);

end
end

end
%-----------------------------------------
%cena aktíva-rie²enie výrazu (1)
for i=1:n

for l=1:p
for j=0:m-1

S(i,l,j+1)=SS(i)*exp((r-q(i)-1/2*sigma(i)*...
sigma(i))*(T-j)+sigma(i)*W(i,l,T-j+1));

end
end

end
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%váºená cena aktíva
abc=zeros(1,p);
for l=1:p

for i=1:n
for j=0:m-1

abc(l)=abc(l)+a(i)*b(j+1)*S(i,l,j+1);
end

end
end

for l=1:p
abc(l)=max(abc(l)-K(z),0)*exp(-r*T);
end

stredna(ii)=0;
for l=1:p
stredna(ii)=abc(l)+stredna(ii);
end
stredna(ii)=stredna(ii)/p;
end

mc(z)=0;
for i=1:pomocna

mc(z)=mc(z)+stredna(i);
end
mc(z)=mc(z)/pomocna; %vektor hodnôt MC simulácie
end %pre rôzne strike price

Program £.2 slúºi na výpo£et hornej komonotónnej hranice CUB:

global r %mesa£ná úroková miera
global sigma %volatility
global m %po£et priemerovaných okamihov
global S %po£iato£né ceny aktív
global a %váhy v portfóliu
global b %váhy v £ase
global T %d¨ºka obdobia-po£et mesiacov
global q %miera dividend
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q=[0.0259,0.0263,0.0332,0.0069,0.0124];
q=q/12;
r=0.06/12;
m=5;
n=5; %po£et aktív
sigma=[0.3334,0.3113,0.3327,0.3512,0.3636]; %ro£né volatility
sigma=sigma/sqrt(12); %mesa£né volatility
S=[42.55,48.21,34.30,100.00,66.19]; %po£iato£né ceny aktív
a=[1/4,1/5,3/10,1/10,15/100];
b=[1/5,1/5,1/5,1/5,1/5];

T=12;
K=50; %expira£ná cena

fsck=fsknula(K); %pribliºný kore¬ rovnice (8)

%výpo£et hornej hranice CUB
cub=0; %po£iato£nú hodnotu CUB dáme 0
for l=1:n

for j=0:m-1
cub=cub+a(l)*b(j+1)*S(l)*exp(-r*j)*exp(-q(l)*(T-j))*...

normcdf(sigma(l)*sqrt(T-j)-norminv(fsck));
end

end
cub=cub-exp(-r*T)*K*(1-fsck);

Program £.3, metóda delenia intervalu na polovicu, na ktorú sa odvoláva
predchádzajúci program, výpo£et hodnoty FSc(K) v programe ozna£enej ako
fsck je uvedený niº²ie. V kaºdej iterácií po£íta rozdiel ©avej a pravej strany
rovnosti(8) pre príslúchajúci bod z men²ieho a men²ieho intervalu.

function x = fsknula(K) % metóda delenia intervalu
a=0;
b=1;
x=10;
iter=0; % po£et iterácií
while(abs(x)>0.0000000000000000000000001 && iter<100)

iter=iter+1;
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c=(a+b)/2;
x=fsk(c,K);
if x>0

b=c;
end
if x<0

a=c;
end

end
x=(a+b)/2; %bod, v ktorom má funkcia takmer nulovú hodnotu
end

Program £.4
Rozdiel ©avej a pravej strany rovnosti(8) po£íta hore uvedený program odvo-
laním sa na funkciu fsk(c,K):

function y = fsk(c,K) %rozdiel ©avej a pravej strany vz´ahu(8)
global r
n=5; %po£et aktív
global sigma
global S
global a
global b
global T
global m
global q
y=0; %pomocná premenná

%©avá strana rovnosti(8)
for l=1:n

for j=0:m-1
y=y+a(l)*b(j+1)*S(l)*exp((r-q(l)-(1/2)*...
sigma(l)*sigma(l))*(T-j)+sigma(l)*sqrt(T-j)*norminv(c));

end
end

y=y-K; %©avá strana mínus pravá strana rovnosti (8)
end
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Program £.5 pre výpo£et dolnej komonotónnej hranice:

global r %mesa£ná úroková miera
global sigma %volatility
global m %po£et priemerovaných okamihov
global S %po£iato£né ceny aktív
global a %váhy v portfóliu
global b %váhy v £ase
global T; %d¨ºka obdobia-po£et mesiacov
global rr; %korela£né koeficienty r(l,j)..vz´ah (12)
global q %miera dividend
q=[0.0259,0.0263,0.0332,0.0069,0.0124];
q=q/12;
r=0.06/12;
m=5;
n=5; %po£et aktív
sigma=[0.3334,0.3113,0.3327,0.3512,0.3636]; %ro£né volatility
sigma=sigma/sqrt(12); %mesa£né volatility
S=[42.55,48.21,34.30,100.00,66.19];
a=[1/4,1/5,3/10,1/10,15/100];
b=[1/5,1/5,1/5,1/5,1/5];
ro=[1.00,0.84,-0.07,0.45,0.43; %korela£ná ²truktúra

0.84,1.00,0.08,0.62,0.57;
-0.07,0.08,1.00,-0.54,-0.59;
0.45,0.62,-0.54,1.00,0.86;
0.43,0.57,-0.59,0.86,1.00];

pr=1000; %po£et realizácií

T=12;
K=50; %strike price-expira£ná cena

%wienerov proces
dt=1; %£asový krok
t=(1:1:T); %vektor £asu
d=length(t); %d¨ºka obdobia v mesiacoch
for j=1:n %j-te aktívum

for i=1:d %v £ase i
for k=1:pr %k-ta realizácia
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du(j,k,i)=randn; %prírastky wienerovho procesu
end

end
end
Lt=chol(ro); %choleskeho rozklad matice korelácií
L = Lt'; %dolná trojuholníková matica z choleskeho rozkladu

%prírastky so správnou korela£nou ²truktúrou
for i=1:n %i-te aktívum

for l=1:pr %l-ta realizácia
for j=1:d %v £ase j

dw(i,l,j)=0; %po£iato£ná hodnota prírastkov
for k=1:n
dw(i,l,j)=dw(i,l,j)+L(i,k)*du(k,l,j);

end
end

end
end

%Overenie korela£nej ²truktúry:
korelacia=zeros(n,n); %inicializácia matice
for i=1:5

for j=1:5
cormatica=corrcoef(dw(i,:,:),dw(j,:,:));
korelacia(i,j)=cormatica(1,2);

end
end

%wienerov proces vytvorený z prírastkov
for i=1:n %i-te aktívum

for l=1:pr %l-ta realizácia
W(i,l,1)=0; %wienerov proces na za£iatku periódy
for j=1:d %v £ase j

W(i,l,j+1)= W(i,l,j)+dw(i,l,j);
end

end
end
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%Výpo£et FA1
FA1=zeros(1,pr); %inicializácia hodnôt FA1
c1=zeros(n,m); %inicializácia hodnôt c1
for k=1:n %pre k-te aktívum

for p=0:m-1 %v £ase p mesiacov od £asu expirácie
c1(k,p+1)=exp((r-(1/2)*sigma(k)*...

sigma(k))*(T-p)); %hodnoty c1
for l=1:pr %pre l-te aktívum

FA1(l)=FA1(l)+a(k)*b(p+1)*c1(k,p+1)*...
sigma(k)*S(k)*W(k,l,T-p);

end
end

end

%Výpo£et FA2
FA2=zeros(1,pr);
c2=1;
for k=1:n

for p=0:m-1
for l=1:pr
FA2(l)=FA2(l)+a(k)*b(p+1)*c2*...

sigma(k)*S(k)*W(k,l,T-p);
end

end
end

% Výpo£et FA3
FA3=zeros(1,pr);
for k=1:n

for p=0:m-1
for l=1:pr

FA3(l)=FA3(l)+a(k)*b(p+1)*S(k)*exp(r*(T-p))*((r-(1/2)*...
sigma(k)*sigma(k))*(T-p)+sigma(k)*W(k,l,T-p));

end
end

end
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% Výpo£et GA
GA=zeros(1,pr); %inicializácia GA
for l=1:5 %pre l-te aktívum

for j=0:4 %v £ase j mesiacov od £asu expirácie
for k=1:pr %k-ta realizácia

GA(k)=GA(k)+a(l)*b(j+1)*sigma(l)*W(l,k,T+1-j);
end

end
end
GA=GA/std(GA); %výsledne hodnoty GA

%po vydelení ²tandardnou odchýlkou

% výpo£et r(l,j)
A=GA; %za podmie¬ovaciu premennú zvolíme GA(alebo FA1,2,3)
for l=1:5 %pre l-te aktívum

for j=0:4 %v £ase j mesiacov od £asu expirácie
kovariancia=zeros(2,2);
kovariancia=cov(W(l,:,T+1-j),A);
rr(l,j+1)=kovariancia(1,2)/(std(A)*sqrt(T-j));

end
end

%----------------------------------------
%výpo£et rr(l,j) analyticky, ke¤ nechceme
%analytické vyjadrenie,zakomentujeme ho

c=0;
c1=0;
for i=1:n

for j=1:n
c1=c1+a(i)*a(j)*sigma(i)*sigma(j)*ro(i,j);

end
end

c11=0;
for i=0:m-1

for j=0:m-1
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c11=c11+b(i+1)*b(j+1)*min((T-i),(T-j));
end

end
c=c1*c11;
c=sqrt(c);

for l=1:5
for j=0:4

c2=0;
for l1=1:5

for j1=0:4
c2=c2+a(l1)*b(j1+1)*sigma(l1)*...

ro(l1,l)*min((T-j1),(T-j));
end

end
c2=c2/sqrt(T-j);
rr(l,j+1)=c2/c;

end
end
%-----------------------------------

FSLK=FSLKnula(K); %pribliºný kore¬ rovnice (14) získaný
%metódou delenia intervalu

%výpo£et dolnej hranice ozna£enej ako LB
LB=0;
for l=1:n

for j=0:m-1
LB=LB+a(l)*b(j+1)*S(l)*exp(-r*j)*exp(-q(l)*(T-j))*...
normcdf(sign(rr(l,j+1))*(rr(l,j+1)*...
sigma(l)*sqrt(T-j)-norminv(FSLK,0,1)),0,1);

end
end
LB=LB-(exp(-r*T)*K*...

normcdf(-sign(rr(l,j+1))*norminv(FSLK,0,1),0,1));

Program £.6 slúºi na výpo£et rie²enia FSl(K), opä´ pouºijeme metódu de-
lenia intervalu na polovicu:
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function x = FSLKnula(K) % metóda delenia intervalu
a=0;
b=1;
x=10;
iter=0; % po£et iterácií
while(abs(x)>0.00000000001 && iter<100)

iter=iter+1;
c=(a+b)/2;
x=FFSLK(c,K);
if x>0

b=c;
end
if x<0

a=c;
end

end
x=(a+b)/2; %bod, v ktorom má funkcia takmer nulovú hodnotu
end

Program £.7 Rozdiel ©avej a pravej strany rovnosti(14) po£íta hore uvedený
program odvo- laním sa na funkciu FFSLK(c,K):

function y = FFSLK(FSLK,K)
global r
n=5;
global sigma
global S
global a
global b
global T
global m
global rr
global q
y=0; %pomocná premenná

%©avá strana rovnosti (14)
for l=1:n

for j=0:m-1
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y=y+a(l)*b(j+1)*S(l)*exp((r-q(l)-(1/2)*...
rr(l,j+1)*rr(l,j+1)*sigma(l)*sigma(l))*...
(T-j)+rr(l,j+1)*sigma(l)*sqrt(T-j)*norminv(FSLK,0,1));

end
end
y=y-K; %©avá strana mínus pravá strana rovnosti (14)
end
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