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Abstrakt

KUDLA, Peter: Modelovanie zamestnanosti v priemysle v Slovenskej Re-
publike. [Diplomvá práca] - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky. -
Vedúca: RNDr. Katarína Bo¤ová, PhD., Bratislava, 2010, 68 strán.

Cie©om diplomovej práce je zostavi´ model zamestnanosti v priemysle v SR po-
mocou simulácie preskupovania agentov (zamestnancov) medzi �rmami. Problém
je formulovaný ako diskrétny náhodný Markovov proces, motivovaný príbuznými
modelmi vo fyzike materiálov, v chémii a v popula£nej biológii. Odvodíme sto-
chastický algoritmus, ktorý pouºijeme na simuláciu zamestnanosti. Ur£íme k©ú-
£ové vlastnosti zamestnancov a �riem a zostavíme modely pre tieto vlastnosti.
Výsledky porovnáme s reálnymi dátami.

K©ú£ové slová: Chapmanove-Kolmogorovove rovnice, Gillespieho algoritmus,
algoritmus stochastickej simulácie, metóda Monte Carlo, adaptovaná funkcia rých-
losti, model zamestnanosti



Abstract

KUDLA, Peter:Modeling of employment in industry in the Slovak Repub-
lic. [Master thesis] � Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics. -
Tutor: RNDr. Katarína Bo¤ová, PhD., Bratislava, 2010, 68 pages.

The aim of this thesis is to establish a model of employment in industry in Slo-
vakia by simulation regrouping agents (employees) among �rms. The problem is
formulated as a discrete Markov random process, motivated by related models in
the physics of materials, in chemistry and population biology. We derive stochastic
algorithm that we use to simulate employment. We identify key characteristics of
workers and �rms, and assemble models for these properties. We compare results
with real data.

Key words: Chapman-Kolmogorov equations, Gillespie algorithm, stochastic
simulation algorithm, Monte Carlo method, propensity function, model of emplo-
yment
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Úvod

Hospodárska kríza, ktorá dominovala svetovej ekonomike v posledných kvartáloch,
mala za následok okrem iného aj výrazné poklesy v svetovom dopyte po tovaroch
a sluºbách. Firmy boli nútené kvôli zníºeným objednávkam, pristúpi´ k redukcii
nákladov a ru²i´ pracovné miesta. Rastúca nezamestnanos´ a nedostatok nových
pracovných príleºitostí nútila kompetentné osoby a odbornú verejnos´, zaobera´ sa
danou problematikou. Modelovanie zamestnanosti a odhady vývoja v budúcnosti
sú preto v sú£asnej dobe ve©mi aktuálne.

Vä£²ina modelov zaoberajúca sa otázkou zamestnanosti, porovnáva rôzne eko-
nomické ukazovatele v rôznych krajinách. Ná² model v²ak neskúma túto problema-
tiku len z ekonomického poh©adu, no sústre¤ujeme sa vo vä£²ej miere na sledovanie
vlastností uchádza£ov o prácu a charakteristiku jednotlivých �riem, ktoré pôsobia
na trhu. Úspech zamestnancov na trhu práce je ovplyvnený viacerými £inite©mi
ako vek, dosiahnuté vzdelanie, pohlavie, £i nadobudnuté skúsenosti. Tento prístup
je inovatívny a priná²a nové prvky do modelovania zamestnanosti. Modelovanie
vlastností pracujúcich a ich pohyb na trhu práce umoº¬uje robi´ presnej²ie odhady
do budúcnosti a pruºnej²ie reagova´ na zmeny na trhu práce. Rovnako dôleºitá
je aj identi�kácia poºadovaných vlastností u uchádza£ov o prácu a poukázanie na
nedostatky v sú£asnom stave. Model je moºné zostavi´ dvoma spôsobmi. Pomocou
sústavy lineárnych oby£ajných diferenciálnych rovníc alebo pomocou stochastickej
simulácie. My sme sa rozhodli model skon²truova´ ako náhodný Markovov procec,
teda druhým spôsobom.

Práca je rozdelená na dve £asti. V prvej kapitole na ilustra£nom príklade uká-
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Úvod 13

ºeme, ako jednoducho je moºné sledova´ zloºitý chemický proces. Od vysoko di-
menzionálnej sústavy lineárnych diferenciálnych rovníc prejdeme k Markovovým
procesom a skon²truujeme algoritmus, pomocou ktorého budeme modelova´ za-
mestnanos´.

Druhá kapitola sa skladá zo ²tyroch £astí, v ktorej zostrojený algoritmus apli-
kujeme na ná² ekonomický model. Postupne vytvoríme simuláciu starnutia, vzde-
lávania a zamestnanosti, pri£om v poslednom modeli vyuºijeme predchádzajúce.
Na konci kaºdej £asti prezentujeme výsledky a porovnáme ich s reálnymi dátami.
V poslednej £asti kapitoly na£rtneme, ako by sa dala na²a simulácia vylep²i´.

Sú£as´ou práce je priloºené DVD, ktoré obsahuje algoritmus stochastickej si-
mulácie, podrobnej²ie výsledky ako prezentujeme v práci a dáta, ktoré sme v práci
pouºili.



Kapitola 1

Kon²trukcia stochastického
algoritmu

Na za£iatok oboznámime £itate©a s hlavným problémom práce. Na£rtneme po-
stup celej simulácie preskupovania agentov v priemysle v Slovenskej republike na
ilustra£nom príklade z chémie. Postupujeme pod©a £lánku [9].

Uvaºujme proces, v ktorom N rôznych druhov chemických molekúl môºe na-
vzájom reagova´ v M rôznych typoch chemických reakcií. Napríklad, molekula A
a molekula B sa môºu dosta´ do vzájomnej blízkosti, spusti´ reakciu a vytvori´
novú molekulu C. Ak poznáme po£iato£nú polohu a po£et molekúl, môºeme sle-
dova´ ako sa pohybujú a vzájomne reagujú. Na prvý poh©ad je v²ak zrejmé, ºe
takéto �dynamické� procesy uº pri malom objeme chemikálie, nehovoriac o tom ak
chceme tento proces pozorova´ po£as dlhého £asového intervalu, môºe by´ ve©mi
náro£né sledova´ a príli² zloºité numericky simulova´. Preto budeme ignorova´ in-
formáciu o polohe a sústredíme sa len na sledovanie po£tu molekúl kaºdého typu.
Takéto zjednodu²enie je platné, pokia© je na²a chemikália ve©mi dobre premie²aná,
to znamená, budeme predpoklada´, ºe v²etky molekuly sú rovnomerne rozdelené v
celej nádobe. Pre ilustráciu uvedieme jednoduchý príklad. Pri elektrolýze roztoku
chloridu sodného NaCl, sa tento ²tiepi na kladné ióny sodíka Na+ a záporné ióny
chlóru Cl−. Kladné ióny sú pri´ahované k zápornej elektróde (katóde), z ktorej si
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Kon²trukcia stochastického algoritmu 15

ión Na+ zoberie elektrón a stáva sa z neho elektricky neutrálna £astica - atóm
sodíka Na. Záporné ióny Cl− sú pri´ahované ku kladnej elektróde (anóde), ktorá
príma elektrón a dva atómy sa zlu£ujú do elektricky neutrálnej molekuly chlóru
Cl2. Predstavme si teraz, ºe do ve©kej nádoby s prepáºkou v strede, do jednej £asti
nalejeme £istú vodu a do druhej roztok kuchynskej soli. Prepáºku odstránime. Do
tej £asti nádoby, v ktorej je roztok soli, vloºíme elektródy. Okamºite po spojení
elektrického obvodu dochádza k elektrolýze a môºeme sledova´, ako sa na kladnej
elektróde uvo©¬uje plynný chlór. Ke¤ elektródy vloºíme do £asti nádoby, kde je
naliata £istá voda a zapneme elektrický prúd, ni£ sa nestane. �asom sa kvapalina
premie²a a postupne sa chlorid sodný bude ²tiepi´, ale je zrejmé, ºe to nejaký £as
potrvá. A teda, aj ke¤ sme sledovali tú istú chemickú reakciu v tej istej nádobe,
rýchlos´ s akou prebiehala bola rôzna.

Majme teda v po£iato£nom £ase N rôznych molekúl, ktorých po£et poznáme.
Zostrojíme stavový vektor,

X(t) = (X1(t), X2(t), . . . , XN(t)),

kde Xi(t) je nezáporné celé £íslo, ktoré nám udáva po£et molekúl typu i v £ase t.
Stavový vektor X(t) sa mení vºdy, ke¤ nastane reakcií. Ke¤ºe predpokladáme

rovnomerné rozdelenie hustoty molekúl, budeme uvaºova´ len o pravdepodobnosti
nastania reakcie, zaloºenej na okamºitom stave uvaºovaného systému v £ase t. Toto
prirodzene vedie k Chapmanovým-Kolmogorovovým rovniciam [7], £o je sústava
oby£ajných diferenciálnych rovníc pre rôzne stavy systému. V angli£tine sa tejto
sústave hovorí master equation [12], ¤alej budeme písa´ len ME. k-ta rovnica v
£ase t ur£uje pravdepodobnos´, ºe systém sa nachádza v stave k. Je dôleºité si
uvedomi´, ºe po£et rovníc neudáva po£et typov molekúl N , ale po£et v²etkých
moºných stavov systému. Ten závisí nielen od po£tu v²etkých molekúl X(t), ale aj
od mnoºstva reakcií M , a preto môºe by´ dimenzia tejto sústavy diferenciálnych
rovníc ve©mi ve©ká.
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Napríklad, majme N = 4 molekuly A,B, C, D a M = 2 reakcie:

• A + B → C + D;

• C + D → A + B (spätná reakcia).

Ak je na za£iatku K molekúl typu A a K molekúl typu B, a ºiadne molekuly typu
C alebo D, takºe

X(0) = (K, K, 0, 0),

potom stavový vektor X(t) môºe nadobudnú´ K + 1 moºných stavov:

(K, K, 0, 0),

(K − 1, K − 1, 1, 1),

(K − 2, K − 2, 2, 2),
...

(0, 0, K,K).

Vo v²eobecnosti má ME obrovskú dimenzie, ºe nie je moºné vypo£íta´ ju ana-
lyticky ani numericky. Namiesto rie²enia takejto sústavy diferenciálnych rovníc
zvolíme iný prístup, ktorý nepriamo vyuºíva ME. Budeme ho ozna£ova´ algorit-
mus stochastickej simulácie (ASS), alebo Gillespieho algoritmus [6]. Ten namiesto
rie²enia vysoko dimenzionálneho systému ODR zis´uje iba realizácie stavového
vektora (t,Xt) tak, ºe pravdepodobnos´ stavu tohto vektora odpovedá pravdepo-
dobnosti získanej pouºitím ME.

1.1 Chapmanove - Kolmogorovove rovnice

Na ilustráciu, ako zostavi´ sústavu Chapmanových - Kolmogorovových rovníc, teda
ME, pouºijeme systém, ktorý vyºaduje ²tyri druhy chemických molekúl: substrát
(S1), enzým (S2), komplex (S3), produkt (S4). Ako modelový systém chemických
reakcií zoberieme:

S1 + S2
c1−→ S3, (1.1)
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S3
c2−→ S1 + S2, (1.2)

S3
c3−→ S4 + S2. (1.3)

Úlohu kon²tánt - rýchlosti nastatia reakcií c1, c2 a c3 vysvetlíme neskôr v tejto
£asti práce.

Ako uº bolo spomínané v predo²lej kapitole 1, pri rie²ení ME neberieme do
úvahy informáciu o pozícii alebo objeme jednotlivých molekúl, a preto sa po-
kúsime popísa´ systém pomocou stavového vektora X(t). V systéme (1.1)-(1.3)
vidíme, ºe molekula S4 nikdy nevystupuje v ºiadnej reakcii ako reaktant, ale vºdy
je len produktom. Takºe, ak nás nebude zaujíma´ mnoºstvo vzniknutých produk-
tov, ale len po£ty molekúl S1, S2, S3, ktoré do nejakej reakcie vstupujú, môºeme
zloºku 4 vektora X(t) zanedba´ a tým zredukova´ jeho dimenziu. Napriek tomu
pre ilustráciu budeme pracova´ s celým stavovým vektorom X(t) ∈ R4.

Ak nastane reakcia (1.1), potom sa zloºky X1(t) a X2(t) zníºia o jedna a zloºka
X3(3) sa zvý²i o jedna. Takºe X(t) sa zmení na X(t) + v1, kde

v1 = (−1,−1, 1, 0).

Podobne pre reakcie (1.2) a (1.3) ur£íme

v2 = (1, 1,−1, 0) a v3 = (0, 1,−1, 1).

Je zrejmé, ºe reakcia typu (1.1) môºe nasta´ jedine v prípade, ak sa stretne
molekula S1 s molekulou S2. Ak je v nejakom £ase t v celom objeme chemikálie
ve©mi málo molekúl typu S1 a S2, je menej pravdepodobné, ºe nastane reakcia
typu (1.1) oproti prípadu, keby bolo týchto molekúl v celej zlú£enine viac. Pou-
ºitím takéhoto argumentu môºeme hovori´ o pravdepodobnosti nastatia reakcie a
usudzujeme, ºe táto pravdepodobnos´ bude úmerná koncentrácií molekúl S1 a S2

v £ase t. Predpokladáme teda, ºe pravdepodobnos´ nastatia tejto reakcie vo ve©mi
malom £asovom intervale [t, t + dt) je daná ako c1X1(t)X2(t)dt, kde X1(t)X2(t)
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predstavuje pravdepodobnos´ kolízie dvoch molekúl, a kon²tanta c1 predstavuje
rýchlos´ reakcie, ktorá okrem iného zabezpe£uje aj to, ºe nie kaºdá kolízia vyústi
do reakcie.

Pre druhý typ reakcie, (1.2), iba molekula S3 zohráva aktívnu úlohu. Preto sa
ur£í pravdepodobnos´ tejto reakcie ako c2X3(t)dt, aby proporcionálne odpovedala
po£tu molekúl S3. Podobne sa ur£í pravdepodobnos´ pre tretí typ reakcie (1.3)ako
c3X3(t)dt.

Takáto ²truktúra platí v²eobecne pre akýko©vek súbor unimolekulárnych (jedna
molekula na ©avej strane) alebo bimolekulárnych (dve molekuly na ©avej strane) re-
akcií. Reakcie v na²om modeli budú unimolekulárne. V²eobecne, majme molekuly
S1, S2, . . . , SN , ktoré môºu navzájom reagova´ v M rôznych typoch chemických
reakcií. Pre kaºdé 1 ≤ j ≤ M existuje vektor zmeny vj ∈ RN , ktorého i-ta zloºka
vyjadruje zmenu po£tu molekúl Si spôsobenú j-tou reakciou. Takºe jedna reakcia
typu j zmení stavový vektor X(t) na X(t) + vj.

Rýchlos´ reakcií závysí od koncentrácie molekúl v danom £ase, preto de�nu-
jeme adaptovanú funkciu rýchlosti ajX(t), ktorá vyjadruje, ºe pravdepodobnos´
nastatia tejto reakcie vo ve©mi malom £asovom intervale [t, t + dt) je daná

aj(X(t)) =





cjXm(t)Xn(t) pre reakciu typu Sm + Sn
cj−→ ∗, kde m 6= n,

cj
1
2
Xm(t)(Xm(t)− 1) pre reakciu typu Sm + Sm

cj−→ ∗,
cjXm(t) pre reakciu typu Sm

cj−→ ∗.

S prvým a tretím prípadom sme sa stretli uº v na²om ilustra£nom príklade z ché-
mie. V druhom prípade, pri reakcii molekúl rovnakého typu, vyuºijeme poznatky z
kombinatoriky (z celkového po£tu Xm vyberáme dve, pri£om nezáleºí na poradí).

Najprv odvodíme Chapmanove-Kolmogorovove rovnice pre £asový vývoj prav-
depodobností stavov. Potom v kapitole 1.2 ukáºeme ako sa tento problém dá al-
ternatívne rie²i´ pomocou algoritmu stochastickej simulácie.

Teraz uº máme dostatok informácií, aby sme sa mohli zaobera´ veli£inou
P (x, t) = P [X(t) = x|X(0) = x]. Ke¤ºe poznáme pravdepodobnos´ kaºdého moº-



Kon²trukcia stochastického algoritmu 19

ného stavu x v £ase t, vypracujeme pravdepodobnos´ stavu x v £ase t + dt za
predpokladu, ºe dt je dostato£ne malé na to, aby na intervale [t, t + dt) nastala
maximálne jedna reakcia. Poznamenajme, ºe na to, aby sme boli v stave x v £ase
t + dt, sú len dve moºnosti pre £as t; bu¤ bol systém uº v £ase t v stave x a
nedo²lo k ºiadnej reakcii po£as [t, t + dt), alebo pre nejaké 1 ≤ j ≤ M bol systém
v stave x − vj v £ase t a prebehla j-ta reakcia po£as [t, t + dt), a tým preniesla
systém do stavu x. Pripome¬me si vetu o úplnej pravdepodobnosti z teórie prav-
depodobnosti. Zaujíma nás, aká je pravdepodobnos´ udalosti A. Majme udalosti
H0, H1, H2, . . . , HM , HM+1 ktoré sú (a) disjunktné (najviac jedna udalos´ môºe
nasta´) a (b) úplné (jedna z nich musí nasta´). Veta o úplnej pravdepodobnosti
hovorí

P (A) =
M+1∑
j=0

P (A|Hj)P (Hj), (1.4)

kde P (A|Hj) je podmienená pravdepodobnos´ udalosti A za predpokladu, ºe na-
stala udalos´ Hj. V na²om prípade, A je udalos´, ºe systém je v stave x v £ase
t+dt, H0 je udalos´, ºe systém je v stave x v £ase t, Hj pre 1 ≤ j ≤ M je udalos´,
ºe systém je v stave x−vj v £ase t a napokon HM+1 je udalos´, ºe systém je v ne-
jakom inom stave v £ase t. Pre 1 ≤ j ≤ M , P (A|Hj) vyjadruje pravdepodobnos´,
ºe po£as £asového úseku [t, t + dt) dôjde k j-tej reakcii. Z de�nície adaptovanej
funkcie rýchlosti dostávame

P (A|Hj) = aj(x− vj)dt, 1 ≤ j ≤ M, (1.5)

kde vj zodpovedá jednej reakcii. Podobne, P (A|H0) je pravdepodobnos´, ºe nena-
stala ºiadna reakcia po dobu [t, t+dt). To sa musí rovna´ 1 mínus pravdepodobnos´
nastatia kaºdej reakcie, takºe

P (A|H0) = 1−
M∑

j=1

aj(x)dt. (1.6)
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Nakoniec
P (A|HM+1) = 0, (1.7)

pretoºe udalos´ HM+1 obsahuje v sebe informáciu o v²etkých stavoch vzdialenej²ích
od stavu x viac ako o jednu reakciu. Pravdepodobnos´ nastatia dvoch reakcií vo
ve©mi malom £asovom intervale je zanedbate©ná. Pouºitím vz´ahov (1.5), (1.6) a
(1.7) vo vz´ahu (1.4) a s pouºitím de�nície pre P (x, t) dostávame

P (x, t + dt) =

(
1−

M∑
j=1

aj(x)dt

)
P (x, t) +

M∑
j=1

aj(x− vj)dtP (x− vj, t).

Túto rovnicu môºeme upravi´ na

P (x, t + dt)− P (x, t)

dt
=

M∑
j=1

(aj(x− vj)P (x− vj, t)− aj(x)P (x, t)).

Ak prejdeme k limite dt → 0 vidíme, ºe ©avá strana tejto rovnice sa stáva deriváciou
£asu, £o vedie k ME

dP (x, t)

dt
=

M∑
j=1

(aj(x− vj)P (x− vj, t)− aj(x)P (x, t)). (1.8)

Pripomenieme, ºe stavový vektor x závisí od mnoºiny diskrétnych hodnôt, ktorá
býva obvykle ve©mi ve©ká. ME (1.8) je lineárny systém oby£ajných diferenciálnych
rovníc, s jednou rovnicou pre kaºdý moºný stav.

1.2 Algoritmus stochastickej simulácie

Sústava Chapman-Kolmogorovových rovníc (ME) má spravidla takú ve©kú dimen-
ziu, ºe sa numericky iba ´aºko dá spo£íta´. Namiesto po£ítania úplného pravdepo-
dobnostného rozdelenia algoritmus stochastickej simulácie (ASS) sleduje jednotlivé
realizácie stavového vektora, pri£om jeho okamºitý stav závisí len od predchádza-
júceho stavu [3, 4].
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De�nujme P0(τ |x, t) ako pravdepodobnos´, ºe na intervale [t, t + τ) nedo²lo
k ºiadnej reakcii ak X(t) = x a uvaºujme teraz £asový interval [t, t + τ + dτ).
Predpokladajme,ºe udalos´ ktorá nastala po£as [t + τ, t + τ + dτ) je nezávislá od
udalosti, ktorá nastala po£as [t, t + τ). Potom pravdepodobnos´, ºe po£as [t, t +

τ + dτ) nedo²lo k ºiadnej reakcii je

P0[t, t + τ + dτ) = P0[t, t + τ)P0[t + τ, t + τ + dτ)

= P0[t, t + τ)(1−
∑

j

Pj[t + τ, t + τ + dτ)),

kde Pj[t1, t2) je pravdepodobnos´, ºe po£as intervalu [t1, t2) prebehla j-ta reakcia.
S vyuºitím de�nície adaptovanej funkcie rýchlosti môºeme hore uvedené prepísa´
na

P0(τ + δτ |x, t) = P0(τ |x, t)

(
1−

M∑

k=1

ak(x)dτ

)
,

£o je ekvivalentné s

P0(τ + δτ |x, t)− P0(τ |x, t)

dτ
= −asum(x)P0(τ |x, t), kde asum(x) :=

M∑

k=1

ak(x).

Poslaním dτ → 0 dostávame oby£ajnú diferenciálnu rovnicu, ktorá je lineárna a
má po£iato£nú podmienku P0(0|x, t) = 1. Jej rie²ením dostávame

P0(τ |x, t) = e−asum(x)τ . (1.9)

Teraz de�nujme p(τ, j|x, t) ako prav¤epodobnos´, ºe najbliº²ie nastane j-ta reakcia
a to v £asovom intervale [t + τ, t + τ + dτ) ak X(t) = x. Predpokladáme, ºe dτ je
dostato£ne krátky £as na to, aby nastala najviac jedna reakcia. S vyuºitím de�nície
pre P0 a aj dostávame

p(τ, j|x, t)dτ = P0(τ |x, t)aj(x)dτ.
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Vyuºitím (1.9) máme
p(τ, j|x, t) = aj(x)e−asum(x)τ .

Tento vz´ah upravíme vynásobením pravej strany jednotkou na

p(τ, j|x, t) =
aj(x)

asum(x)
asum(x)e−asum(x)τ . (1.10)

Funkcia hustoty (1.10) je zdruºenou funkciou hustoty dvoch nezávislých náhod-
ných premenných:

Index ¤al²ej reakcie: zodpovedá diskrétnej náhodnej veli£ine ako pj[t, t + τ) =

aj(x)

asum(x)
. Takºe pravdepodobnos´ j-tej reakcie je úmerná aj(x).

�as do ¤al²ej reakcie: Zodpovedá spojitej náhodnej veli£ine s exponenciálnym
rozdelením pravdepodobnosti, ktorej funkcia hustoty je asum(x)e−asum(x)τ .

Táto separácia náhodných premenných nám u©ah£í numerickú simuláciu. Umoºní
nám nezávisle simulova´ index reakcie a £as, kedy k nej dôjde. Obidve rozdelenia
môºeme odvodi´ z rovnomerného rozdelenia U([0, 1]). Teraz uvedieme algoritmus
stochastickej simulácie, ktorý sa uplat¬uje v ²irokom spektre fyzikálnych, chemic-
kých a biologických aplikácií ako napríklad [2, 5, 10, 15, 18, 11].

1.2.1 Algoritmus

1. Inicializujeme stavový vektor X(0) = x0.

2. Vypo£ítame hodnoty adaptovaných funkcií rýchlostí {ak(X(t))}M
k=1 a ich

sumu asum(X(t)) :=
∑M

k=1 ak(X(t)).

3. Vygenerujeme dve náhodné £ísla ξ1 a ξ2 z rovnomerného rozdelenia U([0, 1])

a ur£íme j, teda typ reakcie k akej do²lo, ako najmen²ie celé £íslo, ktoré
vyhovuje nerovnici

∑j
k=1 ak(X(t)) > ξ1asum(X(t)).

4. Ur£íme, ko©ko £asu pre²lo, kým nastala j-ta reakcia τ = ln(1/ξ2)
asum(X(t))

a obnovíme
X(t + τ) = X(t) + vj. Aktualizujeme £as t na t + τ .
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5. Vrátime sa na krok £íslo 2.

V poslednom kroku sa testuje koncová podmienka. Napríklad, algoritmus skon£í,
ke¤ t prekro£í nejakú dopredu stanovenú hodnotu, ke¤ nejaká zloºka vektora X(t)

prekro£í vrchnú alebo spodnú hranicu, alebo ke¤ nám prebehne dostato£ný po£et
iterácií.

1.2.2 Generácia náhodných £ísel ξ1 a ξ2

Ná² model zamestnanosti je naprogramovaný v MATLAB-e. Rovnomerne rozde-
lené náhodne £ísla ξ1 a ξ2 generujeme jeho funkciou RAND.

V kaºdej iterácii potrebujeme novú dvojicu náhodných £ísel. Tvorcovia prog-
ramu udávajú, ºe MATLAB je schopný vygenerova´ viac ako 21492 náhodných £ísel
kým sa niektoré z nich zopakuje. �astým volaním funkcie RAND v²ak £ísla nie
sú �úplne náhodné�. Pri ich generácii vzniká ur£itá pravidelnos´. Je to spôsobené
resetovaním po£iato£ného stavu generátora.

Problém jednoducho vyrie²ime tým, ºe na za£iatku si vygenerujeme dostato£ný
po£et dvojíc náhodných £ísel jedným zavolaním funkcie RAND. Potom v kaºdej
iterácii zoberieme novú dvojicu, kde máme zaru£ené, ºe medzi týmito náhodnými
£íslami nie je ºiadna korelácia.

1.2.3 Detaily simulácie

V tejto podkapitole ve©mi stru£ne vysvetlíme, ako kroky 3 a 4 algoritmu náhodnej
simulácie vyplývajú zo vz´ahu (1.10). Na²ou úlohou je ur£i´ celé £íslo j z intervalu
1 aº M pre identi�káciu reakcie ktorá nastala a reálne £íslo τ , ktoré nám ur£í,
ko©ko £asu do tejto reakcie ubehlo.

Index nasledujúcej reakcie zvolíme pod©a adaptovanej funkcie rýchlosti. Kon-
krétne, ak je jednotkový interval rozdelený na M podintervalov, kde j-ty subin-
terval má d¨ºku aj(x)/asum(x), potom náhodne zvolíme bod z tohto intervalu tak,
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Obr. 1.1: Ur£enie typu reakcie.

aby pravdepodobnos´, ºe tento bod leºí v j-tom subintervale bol aj(x)/asum(x).
Toto je znázornené na obrázku 1.1 a vyjadrené v 3. kroku ASS.

Zopakujme si, ºe exponenciálne rozdelená náhodná premenná s parametrom
λ > 0 má funkciu hustoty v tvare

f(x) =





λe−λx pre x ≥ 0,
0 pre x < 0.

A teda, ak X je exponenciálne rozdelená náhodná premenná s parametrom λ,
potom pre ©ubovo©né 0 < a < b platí

P (a < X < b) =

∫ b

a

λe−λxdx = e−λa − e−λb.

Teraz,

P (a < X < b) = P (−b < −X < −a) = P (e−λb < e−λX < e−λa),

z £oho vidíme, ºe

P (e−λb < e−λX < e−λa) = e−λa − e−λb.

Toto ukazuje, ºe náhodná veli£ina Z := e−λX má rovnomerné rozdelenie na inter-
vale [0, 1]. Pravdepodobnos´, ºe Z leºí v nejakom subintervale intervalu [0, 1] je
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daná d¨ºkou tohto subintervalu. X môºeme teda generova´ pomocou ln(1/Z)/λ,
kde Z je rovnomerne rozdelená náhodná premenná na intervale [0, 1]. Toto zod-
povedá 4. kroku ASS pre λ = asum(X(t)).



Kapitola 2

Implementácia stochastického
algoritmu

V kapitole 1 sme vysvetlili, ako moºno simulova´ diskrétne sa meniaci náhodný
proces pomocou stochastickej numerickej simulácie. Dôleºitou vlastnos´ou tohto
algoritmu je, ºe je nezávislý od vo©by £asovej jednotky. Hlavným cie©om práce je
aplikova´ tento algoritmus, v praxi pouºívaný aj na skúmanie chemických reakcií
[6, 9, 12], na modelovanie zamestnanosti v SR. Na to, aby sme mohli stochastický
algoritmus pouºi´, potrebujeme správne identi�kova´ zmysluplné reakcie v na²ej
ekonomickej aplikácii. Potom im ur£íme pravdepodobnosti s akými nastávajú pre
rôzne relevantné scenáre a nasimulujeme po£as obdobia nieko©kých rokov.

V prvom kroku ur£íme vlastnosti agentov (reaktantov v príklade chemických
reakcií). Pod©a týchto vlastností sa zamestnávatelia, teda �rmy, rozhodujú, £i da-
ného uchádza£a o zamestnanie príjmu alebo dajú prednos´ inému uchádza£ovi. V
skuto£nosti má zamestnávate© dostupné mnoºstvo údajov o uchádza£och o zamest-
nanie, ako vek, dosiahnuté vzdelanie, predchádzajúce pracovné skúsenosti, znalosti
a schopnosti, zá©uby a iné. Z mena a adresy sa dá ur£i´, £i sa jedná o muºa alebo
ºenu a trvalé bydlisko. Na prípadnom ústnom pohovore môºe zamestnávate© ¤alej
zisti´, v akom rodinnom stave sa daný uchádza£ o zamestnanie nachádza, a teda
zistí, £i je ochotný cestova´, prípadne, £i nebude problém posla´ ho pracova´ na

26
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pobo£ku v zahrani£í. Kone£né rozhodnutie, £i uº zamestnávate©a alebo uchádza£a
o zamestnanie, ur£ite e²te ovplyvní ve©a ¤al²ích faktorov, napríklad to môºe by´
národnos´, zdravotný stav alebo �nan£né ohodnotenie.

Aby model fungoval £o najpresnej²ie, v²etky hore spomenuté vlastnosti by mali
by´ vstupom do na²ej simulácie. Získa´ v²ak tieto ²tatistiky nie je vôbec jednodu-
ché, dokonca mnohé sa nedajú ani zmera´. Jednou z k©ú£ových vlastností agenta
pri h©adaní zamestnania sú jeho znalosti a schopnosti a predchádzajúce pracovné
skúsenosti. A práve o týchto vlastnostiach agenta neexistujú ºiadne tabu©ky. Na-
vy²e, vlastnosti sa menia v £ase. Nau£i´ sa ovláda´ nejakú aplikáciu, zlep²i´ sa v
cudzom jazyku na poºadovanú úrove¬ alebo spravi´ si vodi£ský preukaz za pár
dní nie je v dne²nej dobe ni£ neobvyklé. Pre jednoduchos´ modelu sa budeme sna-
ºi´ ur£i´ iba najdôleºitej²ie z týchto vlastností a iba tie zahrnieme do výsledného
modelu.

Rovnako ako agenti na pracovnom trhu aj �rmy majú svoje vlastnosti, pod©a
ktorých h©adajú �správnych ©udí�, a tieto vlastnosti zase ovplyv¬ujú rozhodovanie
agentov, £i sa v danej �rme budú uchádza´ o zamestnanie alebo nie. Agentov
bude zaujíma´ napríklad to, aká ve©ká je �rma, kde sa nachádza (poloha), aké
vypláca mzdy, akému druhu £innosti sa venuje, aká je jej kvalita. Kvalitu �rmy
môºe ur£ova´ po£et rokov strávených na trhu, priemerná d¨ºka zamestnanosti jej
pracovníkov, £i je to domáca �rma alebo pobo£ka nadnárodnej spolo£nosti, aké
získala ocenenia a podobne. Tu narazíme na rovnaký problém ako pri skúsenostiach
agentov.

Pre jednoduchos´ modelu a taktieº pre obmedzenos´ dát budeme uvaºova´
dve vlastnosti agentov - vek a vzdelanie; a vlastnosti �riem - ve©kos´, priemerné
vzdelanie a vek ich zamestnancov. Vekovú ²truktúru populácie budeme modelova´
pomocou stochastického algoritmu pri£om pouºijeme ²tatistické dáta úmrtnos´ a
pôrodnos´ ako externý vstup do modelu. Podobne budeme modelova´ vzdelanie.
Potom rozdelíme ©udí do �riem a budeme sledova´, ako sa budú medzi nimi pre-
súva´.
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2.1 Model starnutia

Vek je ve©mi dôleºitou vlastnos´ou agenta, pretoºe ur£uje, £i daný ob£an pracuje
alebo je nezamestnaný, alebo je e²te v predproduktívnom, respektíve poproduk-
tívnom veku. Modelova´ vek je jednoduché nielen preto, ºe o vekovom zloºení
obyvate©stva SR sú podrobné ²tatistiky, ale aj preto, ºe presne vieme, £o sa s
kaºdým jedincom stane, narodí sa, zostarne alebo zomrie.

Na²im kone£ným cie©om je modelova´ zamestnanos´. Preto sa sústredíme na
produktívnu £as´ populácie. Taktieº nás (v zmysle stochastickej simulácie), nebude
zaujíma´ osud kaºdého jednotlivca, ale len to, v akej skupine sa nachádza, resp.
aký po£et ©udí sa nachádza v daných vekových kategóriách. Takéto zjednodu²enie
predpokladá rovnomerné rozdelenie ob£anov pod©a veku, ako sme spomínali v
kapitole 1.

Obr. 2.1: Vekové zloºenie populácie SR z roku 2008

Z obrázku 2.1 vidíme, ºe tento predpoklad nie je splnený. Na rozdiel od che-
mických reakcií, v ekonomickom modeli to nepredstavuje zásadný problém. Po£ia-
to£ná podmienka a reakcie unimolekulárneho typu nám umoºnia pouºi´ náhodnú
simuláciu, aj ke¤ nie je splnený predpoklad rovnomerného rozdelenia, a to tak, ºe
vhodne rozdelíme vekové kategórie. Tie musia by´ dostato£ne ve©ké aby bol mo-
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del £o najjednoduch²í ale zárove¬ dostato£ne malé, aby bolo rozdelenie pribliºne
rovnomerné.

V modeli starnutia simultánne prebiehajú tieto procesy: prírastok obyvate©-
stva, starnutie obyvate©stva a umieranie. Sformulujeme predpoklady:

1. Populácia je po £astiach rovnomerne rozdelená.

2. Ekonomicky aktívnych ob£anov reprezentujú ©udia vo veku 15 - 59 rokov.

3. Pravdepodobnos´, ºe sa narodí chlapec je rovnaká ako pravdepodobnos´, ºe
sa narodí diev£a.

Druhý predpoklad nazna£uje, ako populáciu rozdelíme. V²imnime si, ºe po£etnos´
detí vo veku 0 − 14 je pribliºne rovnomerne rozdelená. Rovnako sa �vyhladili�
aj po£etnosti produktívnej £asti populácie. Najproblematickej²iu £as´ grafu, ktorú
predstavujú najstar²í obyvatelia nemusíme bra´ do úvahy, pretoºe z tejto kategórie
agenti uº nikam neprestúpia, budú zo simulácie len odchádza´, teda zomrú.

Obr. 2.2: Vekové zloºenie populácie detí z roku 2008
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Obr. 2.3: Vekové zloºenie produktívnej £asti populácie z roku 2008

Tým, ºe nie je presne splnený predpoklad 1, o£akávame, ºe bude v simulácii
dochádza´ k miernym chybám, nie v²ak markantným. Táto chyba bude so zvy-
²ujúcim po£tom iterácií bude chyba narasta´. S podrobnej²ím delením populácie
môºeme túto chybu zmen²i´. Z obrázku 2.3 vieme ur£i´, ako najlep²ie �rozkúskova´�
produktívnu £as´ populácie. Vyskú²ali sme nieko©ko moºných delení. Pre jednodu-
chos´ celej simulácie a s prihliadnutím na výsledky sme sa nakoniec rozhodli pre
nasledujúce delenie:

N1: ob£ania v neproduktívnom veku, kategória obsahuje deti vo veku 0-14 rokov.

M1: mladí muºi, kategória obsahuje muºov vo veku 15-24 rokov.

M2: zrelí muºi, kategória obsahuje muºov vo veku 25-49 rokov.

M3: star²í muºi, kategória obsahuje muºov vo veku 50-59 rokov.

Z1: mladé ºeny, kategória obsahuje ºeny vo veku 15-24 rokov.

Z2: zrelé ºeny, kategória obsahuje ºeny vo veku 25-49 rokov.

Z3: star²ie ºeny, kategória obsahuje ºeny vo veku 50-59 rokov.

D: muºi v dôchodkovom veku, kategória muºov vo veku 60+ rokov.

B: ºeny v dôchodkovom veku, kategória ºeny vo veku 60+ rokov.
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Vstupom do simulácie bude teda stavový vektor, budeme ho ozna£ova´ A(t), kto-
rého zloºky budú udáva´ po£ty ©udí v jednotlivých kategóriách meniace sa v £ase.
�al²ími vstupmi budú:

b: pôrodnos´.

mX: úmrtnos´ vekovej kategórie X, kde X ∈ {N1,M1,M2,M3, Z1, Z2, Z3, D, B}.

Pôrodnos´ je £íslo, ktorého hodnota zodpovedá po£tu narodených detí za rok.
Úmrtnosti vekových skupín sú tieº kladné celé £ísla a kaºdé predstavuje po£et
zomretých v danej vekovej kategórii za rok.

Posledným krokom zostavenia modelu starnutia je ur£i´, k akým reakciám v
¬om dochádza. Nasledujúca schéma zobrazuje v²etky uvaºované reakcie ako ²ípky,
pri£om vo©né ²ípky prislúchajú úbytkom populácie v dôsledku úmrtia.

Obr. 2.4: Schematické zobrazenie reakcií pre model starnutia

�alej uvedieme zoznam reakcií a ich zodpovedajúce rýchlosti. K hodnotám
rýchlostí reakcií sa vrátime na konci tejto kapitoly, v sekcii 2.1.2. Teraz si popí²eme
typy reakcií.

Reakcia ∅ → N1 predstavuje rodenie detí. V prvej kapitole sme sa s podob-
nou reakciou nestretli. Ide o spontánnu tvorbu alebo reakciu spôsobenú nejakým
vonkaj²ím zdrojom.
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j Reakcia cj aj(x)
1 ∅ → N1 1/12 1/12 ∗ b
2 N1 → M1 (1/(12 ∗ 15))/2 (1/(12 ∗ 15) ∗N1)/2
3 N1 → Z1 (1/(12 ∗ 15))/2 (1/(12 ∗ 15) ∗N1)/2
4 N1 → ∅ 1/12 1/12 ∗N1
5 M1 → M2 1/(12 ∗ 10) 1/(12 ∗ 10) ∗M1
6 M1 → ∅ 1/12 1/12 ∗M1
7 M2 → M3 1/(12 ∗ 25) 1/(12 ∗ 25) ∗M2
8 M2 → ∅ 1/12 1/12 ∗M2
9 M3 → D 1/(12 ∗ 10) 1/(12 ∗ 10) ∗M3
10 M3 → ∅ 1/12 1/12 ∗M3
11 Z1 → Z2 1/(12 ∗ 10) 1/(12 ∗ 10) ∗ Z1
12 Z1 → ∅ 1/12 1/12 ∗ Z1
13 Z2 → Z3 1/(12 ∗ 25) 1/(12 ∗ 25) ∗ Z2
14 Z2 → ∅ 1/12 1/12 ∗ Z2
15 Z3 → B 1/(12 ∗ 10) 1/(12 ∗ 10) ∗ Z3
16 Z3 → ∅ 1/12 1/12 ∗ Z3
17 D → ∅ 1/12 1/12 ∗D
18 B → ∅ 1/12 1/12 ∗B

Tabu©ka 2.1: Reakcie, rýchlosti reakcií a adaptované funkcie rýchlostí pre model
starnutia

Reakcia N1 → ∅ je spätnou reakciou k reakcii ∅ → N1. Predstavuje úmrtie
jedinca z vekovej kategórie N1. V²eobecne túto reakciu môºeme zapísa´ v tvare

AX(t) → ∅ pre X ∈ {N1,M1,M2, M3, Z1, Z2, Z3, D, B}.

Ostatné typy reakcií predstavujú starnutie ©udí, pri£om nesledujeme starnutie
po rokoch ale starnutie po vekových etapách. K týmto reakciám neexistujú reverzné
reakcie.

Teraz uº máme v²etky potrebné informácie, aby sme spustili simuláciu star-
nutia agentov. �tartovacím £asom bude rok 2001. Vektory zmeny vj, ktoré nám
menia stavový vektor A(t) vºdy, ke¤ nastane nejaká reakcia, zapí²eme do matice
V a budeme ju vola´ matica prechodu.
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2.1.1 Algoritmus pre model starnutia

1. Spo£ítame hodnoty adaptovaných funkcií rýchlostí {ak(A(t))}18
k=1 a ich sumu

asum(A(t)) :=
∑18

k=1 ak(A(t)).

2. Vygenerujeme dve náhodné £ísla ξ1 a ξ2 z rovnomerného rozdelenia (0, 1)

a ur£íme j, teda typ reakcie k akej do²lo, ako najmen²ie celé £íslo, ktoré
vyhovuje nerovnici

∑j
k=1 ak(A(t)) > ξ1asum(A(t)).

3. Ur£íme, ko©ko £asu pre²lo, kým nastala j-ta reakcia τ = ln(1/ξ2)
asum(A(t))

a ob-
novíme A(t + τ) = A(t) + Vj, kde Vj predstavuje j-ty riadok matice V.
Aktualizujeme £as t na t + τ .

4. Vrátime sa na krok £íslo 1.

2.1.2 Rýchlostí reakcií a terminálna podmienka

V tejto £asti práce sa budeme venova´ nezávislosti vekovej simulácie bez oh©adu
na £asové jednotky a vo©be rýchlostí reakcií.

Nezávislos´ simulácie na vo©be £asovej jednotky vyplýva z nasledovnej úvahy.
Ak sú rýchlostí reakcií udávané v mesiacoch, £as do nasledujúcej reakcie je

τ =
ln1

ξ∑
k ak(A(t))

[mesiacov] .

Ak sú v²ak rýchlosti udávané v rokoch, potom

τ ′ =
ln1

ξ∑
k 12ak(A(t))

=
1

12
τ [rokov]

= τ [mesiacov] .

Vo©ba £asovej jednotky teda neovplyvní po£et prebiehajúcich reakcií, a teda ani
celkový výsledok. V na²om modeli starnutia je £asovou jednotkou mesiac. Simu-
lujeme 7 rokov (2001 − 2008), terminálnou podmienkou teda bude uplynutý £as
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t = 12 ∗ 7 [mesiacov].
Rýchlosti reakcií sú odvodené nasledujúcou dimenzionálnou analýzou. Pre prí-

klad uvedieme reakciu N1 → M1 (dospievanie die´a´a na muºa). Reakcia prebieha
rýchlos´ou

c2 =

(
1

12 ∗ 15 ∗ 2

) 
 po£et
rok ∗ mesiac

rok


 ⇐⇒

[ po£et
mesiac

]
,

kde 12 vyjadruje, ºe £asovou jednotkou je mesiac, 15 vyjadruje, ºe len pätnástina
detí sa môºe sta´ muºmi (vyuºíva sa predpoklad 1 o po £astiach rovnomernom
rozdelení populácie), pretoºe kategória N1 obsahuje deti vo veku 0 − 14 rokov,
t. j. 15 ro£ných skupín. To, ºe celú rýchlos´ e²te zmen²íme o polovicu vyplýva z
predpokladu 3, ktorý hovorí, ºe len polovica týchto detí sa stane muºmi.

2.1.3 Výsledky

Simulácia prebieha od roku 2001 po rok 2008. Vstupmi sú:

• A(2001) - po£ty ©udí vo vekových kategóriách (dimenzia 1× 9).

• m1(2001) - úmrtnosti pre vekové kategórie (dimenzia 1× 9).

• b(2001) - pôrodnos´(kladné celé £íslo).

• V - matica prechodu (dimenzia 18× 9).

• c - rýchlosti reakcií (dimenzia 1× 9).

Terminálna podmienka t = 12 ∗ 7 (mesiacov) ukon£í algoritmus. Keby sme si-
muláciu pustili znovu s rovnakými vstupnými dátami, dostaneme podobný, av²ak
iný výsledok. Je to preto, lebo ná² algoritmus je stochastický. Aby sme dostali £o
najlep²í výsledok, nasimulujeme prechod z roku 2001 do roku 2008 ve©akrát - tzv.
metóda Monte Carlo [16]. Výsledkom potom bude aritmetický priemer z týchto
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simulácii. Pretoºe výsledky pre model starnutia sú len £iasto£nými výsledkami ce-
lého modelu zamestnanosti prezentujeme teraz odhady, ktoré sme získali jednou
simuláciou. Pre spresnenie výpo£tov po kaºdom nasimulovanom roku aktualizu-
jeme pôrodnos´ a úmrtnos´.

Teraz uvedieme a popí²eme niektoré výstupy z ná²ho stochastického modelu.
Porovnáme výsledky s reálnymi dátami. Pozrieme sa na grafy celej populácie a
dvoch vybraných vekových kategórií, ktoré boli odhadnuté na²ím modelom naj-
lep²ie a najhor²ie. Pribalené DVD obsahuje ¤al²ie výstupy a program ASS.

Algoritmus stochastickej simulácie je naprogramovaný v MATLAB-e.

Obr. 2.5: Reálne £ísla a výpo£et na²ou simuláciou.

V tabu©ke na obrázku 2.5 sú uvedené skuto£né po£ty ©udí (st¨pec Pocet) pre
v²etky zvolené vekové kategórie a ich suma z roku 2008. St¨pec Matlab udáva
po£ty ©udí, ktoré sme dostali z na²ej stochastickej simulácie po nasimulovaní
siedmych rokov, pri£om sme pouºili informáciu o po£te ©udí z roku 2001 ako
po£iato£nú podmienku a pôrodnosti a úmrtnosti v ¤al²ích rokoch. V posled-
nom st¨pci Zmena je spo£ítaná percentuálna zmena oproti skuto£ným po£tom
(Zmena = (Matlab − Pocet)/Pocet ∗ 100). Stochastický algoritmus ve©mi dobre
aproximoval skuto£né hodnoty pre celú populáciu. Celková chyba je men²ia ako
0.5% za 7 rokov. V jednotlivých vekových kategóriách uº dochádza k podstatne
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vä£²ím výkyvom. Tieto zmeny vznikli pretoºe neboli splnené predpoklady ná²ho
modelu, hlavne predpoklad o rovnomernom rozdelení populácie.

Obr. 2.6: Celková populácia SR a percentuálna zmena výpo£tu oproti skuto£nosti
za obdobie 2001− 2008.

Na obrázku 2.6 vidíme, v akom vz´ahu sú výsledky na²ej simulácie oproti reálnym
£íslam po£as celého pozorovaného obdobia 2001−2008. Zelený st¨pec (Real) pred-
stavuje skuto£né po£ty obyvate©ov Slovenskej Republiky. Oranºový st¨pec (Vý-
po£et) predstavuje po£ty obyvate©ov, ktoré sme získali pomocou stochastického
algoritmu. Graf na pravej strane obrázku 2.6 zobrazuje, ako sa výpo£et £asom
zhor²oval. Ide v²ak o ve©mi malú zmenu.

Teraz uvedieme výsledky pre dve vekové kategórie, M3 a Z2. V kategórii M3

vznikli oproti reálnym dátam najvä£²ie nepresnosti a v kategórii Z2 naopak naj-
men²ie.

Obr. 2.7: �avá tabu©ka obsahuje po£ty vekovej kategórie M3, ktorej simulácia
vy²la najhor²ie. Pravá tabu©ka popisuje vekovú kategóriu Z2, ktorej simulácia
vy²la najlep²ie.
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V tabu©ke na obrázku 2.7 sú uvedené reálne po£ty ©udí (st¨pce real) spomínaných
vekových kategórií a aj po£ty získané stochastickou simuláciou (st¨pce matlab) za
celé sledované obdobie.

Obr. 2.8: Vekové kategórie M3 a Z2 a ich percentuálne zmeny oproti skuto£nosti
za obdobie 2001− 2008.

Na obrázku 2.8 sú gra�cky znázornené po£ty ©udí v daných vekových kategóriách,
ktoré boli vybrané ako najlep²ia a najhor²ia, a aj ich percentuálne zmeny z tabu©ky
na obrázku 2.7. V²imnime si ²kálu, na akej sú grafy znázornené. Jedným z dôvodov,
pre£o je veková kategória M3 vypo£ítaná s takou ve©kou chybou je, ºe aj ke¤ na²a
simulácia zachytáva trend nárastu po£tu ©udí v tejto kategórii, v skuto£nosti rástol
tento po£et ove©a rýchlej²ie (pribliºne plus 10000 ©udí kaºdý rok). Kategória Z2

je jednou z dvoch kategórií, v ktorej nám algoritmus nezachytil trend ale napriek
tomu ve©mi presne spo£ítal po£ty ©udí. Je to preto, lebo v tejto kategórii sa po£ty
©udí £asom menili minimálne. Iné delenie populácie na vekové kategórie by mohlo
výsledky zlep²i´, resp. zhor²i´, av²ak nikdy nebudú úplne presné. Stochastický
algoritmus predpokladá rovnomerné rozdelenie, £o v reálnom svete nie je nikdy
splnené.
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Nakoniec uvádzame graf (obrázok 2.9), na ktorom sú zobrazené percentuálne
zmeny po£tov ©udí oproti skuto£ným dátam pre v²etky vekové kategórie za celé
sledované obdobie 2001− 2008.

Obr. 2.9: Percentuálne zmeny výpo£tu oproti skuto£nosti v²etkých vekových ka-
tegórií za obdobie 2001− 2008.
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2.2 Model vzdelávania

Popri veku je ¤al²ou k©ú£ovou vlastnos´ou zamestnanca pri h©adaní práce nepo-
chybne vzdelanie. Vy²²ie vzdelanie implikuje vy²²í plat, lukratívnej²ie pracovné
miesto, lep²í pocit zo samého seba. Nie je v²ak neobvyklé, ke¤ vysoko²kolsky
vzdelaný £lovek vykonáva podradné práce a naopak, niekto menej schopný zastáva
významnú politickú alebo spolo£enskú funkciu. Nie je jednoduché vhodne zvoli´
mieru vzdelania, lebo ²tandardné kvantitatívne miery ako po£et rokov strávených
v ²kole, diplom, prípadne výsledok IQ testu sú £asto krát navzájom neporovna-
te©né (je rozdiel medzi diplomami z rôznych ²kôl, medzi talentovaným ºiakom,
ktorému bolo umoºnené vynecha´ deviaty ro£ník a ºiakom, ktorému naopak rok
na viac na základnej ²kole prospel, at¤ ). Venova´ sa tejto problematike v²ak nie
je predmetom tejto diplomovej práce.

Pre jednoduchos´ modelu, ako aj pre obmedzený rozsah dát zvolíme za jed-
notku vzdelania informáciu o najvy²²om ukon£enom vzdelaní.

Rozdeli´ celú populáciu na kategórie pod©a vzdelania uº nie je také jednozna£né
ako to bolo v prípade delenia pod©a veku. Existujú ²tatistiky o po£te ºiakov a ²tu-
dentov v ²kolách, av²ak týchto je potrebné za£leni´ do celkovej populácie, pri£om
dáta s ktorými sme pracovali sú navzájom nekonzistentné.

Obyvate©ov rozdelíme pod©a ukon£eného vzdelania do 9 skupín:

NV: neproduktívny vek, kategória obsahuje deti vo veku 0− 5 rokov.

ZS: ºiaci základných ²kôl, kategória obsahuje ºiakov, ktorí nav²tevujú základnú
²kolu.

ZB: ©udia, ktorí majú ukon£enú len základnú ²kolu alebo sú bez vzdelania, ka-
tegória obsahuje ©udí v produktívnom veku, ktorí majú ukon£enú základnú
²kolu alebo sú bez základného vzdelania.

U: u£ni, kategória obsahuje ²tudentov, ktorí nav²tevujú stredné odborné u£ili²te
alebo zdruºenú strednú ²kolu.
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Uc: ©udia, ktorí majú ukon£enú u£¬ovskú strednú ²kolu, kategória obsahuje ©udí
v produktívnom veku, ktorí majú ukon£ené stredné odborné u£ili²te alebo
zdruºenú strednú ²kolu.

US: stredo²koláci, kategória obsahuje ²tudentov, ktorí nav²tevujú gymnázium
alebo strednú odbornú ²kolu.

USc: ©udia, ktorí majú ukon£enú strednú ²kolu, kategória obsahuje ©udí v pro-
duktívnom veku, ktorí majú ukon£ené gymnázium alebo strednú odbornú
²kolu.

VS: vysoko²koláci, kategória obsahuje ²tudentov, ktorí nav²tevujú vysokú ²kolu
(denná forma ²túdia).

VSc: ©udia, ktorí majú ukon£enú vysokú ²kolu, kategória obsahuje ©udí v pro-
duktívnom veku, ktorí majú ukon£ené vysokú ²kolu.

Pri modelovaní vzdelania nás uº nemusia zaujíma´ ©udia v poproduktívnom veku
(kategórie D a B z modelu starnutia v kapitole 2.1), pretoºe akonáhle dosiahnu
dôchodkový vek z modelu odchádzajú a nie je im umoºnené vráti´ sa spä´. V
predchádzajúcom modeli vekovej ²truktúry neboli z modelu vy£lenení len preto,
aby bolo moºné sledova´ aj zmeny po£tov v celej populácii, nie len v jednotlivých
kategóriách.

�al²ími vstupmi do simulácie vzdelávania sú:

b: pôrodnos´1.

mNV : úmrtnos´ skupiny NV (vek 0− 5 rokov, rozpätie 6 rokov).

mZS: úmrtnos´ skupiny ZS (vek 6− 14 rokov, rozpätie 9 rokov).

mZB: úmrtnos´ skupiny ZB (vek 15− 59 rokov, rozpätie 46 rokov).

mU : úmrtnos´ skupiny U (vek 15− 18 rokov, rozpätie 4 rokov).
1Rovnaká hodnota ako v modeli starnutia.
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mUc: úmrtnos´ skupiny Uc (vek 19− 59 rokov, rozpätie 42 rokov).

mUS: úmrtnos´ skupiny US (vek 15− 18 rokov, rozpätie 4 rokov).

mUSc: úmrtnos´ skupiny USc (vek 19− 59 rokov, rozpätie 42 rokov).

mV S: úmrtnos´ skupiny VS (vek 19− 23 rokov, rozpätie 5 rokov).

mV Sc: úmrtnos´ skupiny VSc (vek 24− 59 rokov, rozpätie 37 rokov).

Predpokladáme, ºe populácia sp¨¬a nasledujúce predpoklady:

1. Vzdelanostné skupiny sú po £astiach rovnomerne rozdelené.

2. Skupina NV obsahuje v²etky deti vo veku 0 − 5 rokov, v²etkým dobre vy-
chádzajú roky, t.j. akoby sa narodili 1.9., a v²etky nastúpia do ²koly vo veku
6 rokov.

3. V kategórii ZS strávia v²etci 9 rokov.

4. V kategóriách U a US strávia v²etci, ktorí sa do nich dostanú 4 roky.

5. V kategórii VS strávia v²etci, ktorí sa do nej dostanú 5 rokov.

6. Neexistuje cesta spä´. Napríklad, nie je moºné z kategórie USc �spadnú´� do
kategórie ZB.

7. Do dôchodku sa odchádza vo veku 60 rokov.

8. Spojitá dynamika - ²kolu je moºné ukon£i´ kedyko©vek v priebehu roka.

Za týchto predpokladov a s informáciami o po£toch ©udí v jednotlivých kategóriách
zostavíme schému modelu pre vzdelanie:

Reakcie a ich rýchlosti sú zhrnuté v tabu©ke 2.2, kde ∨ je logický operátor
ALEBO a Do predstavuje odchod do dôchodku:
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Obr. 2.10: Schematické zobrazenie reakcií pre model vzdelávania

V ¤al²ej sekcii sa budeme venova´ optimálnej vo©be parametrov αi, i = {1, 2, 3, 4, 5},
ako aj dodato£ným úpravám modelu.

2.2.1 Vo©ba parametrov a ¤al²ia úprava

Rýchlosti αi ur£ujú, ko©ko ºiakov/²tudentov prejde z aktuálneho typu ²koly do
¤al²ej kategórie. Napríklad, len £as´ ²tudentov Z� pôjde na u£¬ovku. Ukáºeme si
tri rôzne spôsoby vo©by týchto parametrov. Prvým je

α1 =
U + Uc

ZB + U + Uc + US + USc + V S + V Sc

α2 =
US + USc + V S + V Sc

ZB + U + Uc + US + USc + V S + V Sc

α3 =
ZB

ZB + U + Uc + US + USc + V S + V Sc

α4 =
V S + V Sc

USc + V S + V Sc

α5 =
USc

USc + V S + V Sc

Takto vybrané rýchlosti majú vlastnos´, ºe rozde©ujú ºiakov Z�, resp. S� v po-
mere, v akom sú po£ty ©udí v nasledujúcich vetvách modelu vzdelávania, ako je
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j Reakcia cj aj(x)
1 ∅ → NV 1/12 1/12 ∗ b
2 NV → ZS 1/(12 ∗ 6) 1/(12 ∗ 6) ∗NV
3 NV → ∅ 1/12 1/12 ∗NV
4 ZS → U 1/(12 ∗ 9) ∗ α1 1/(12 ∗ 9) ∗ α1 ∗ ZS
5 ZS → US 1/(12 ∗ 9) ∗ α2 1/(12 ∗ 9) ∗ α2 ∗ ZS
6 ZS → ZB 1/(12 ∗ 9) ∗ α3 1/(12 ∗ 9) ∗ α3 ∗ ZS
7 ZS → ∅ 1/12 1/12 ∗ ZS
8 U → Uc 1/(12 ∗ 4) 1/(12 ∗ 4) ∗ U
9 U → ∅ 1/12 1/12 ∗ U
10 US → V S 1/(12 ∗ 4) ∗ α4 1/(12 ∗ 4) ∗ α4 ∗ US
11 US → USc 1/(12 ∗ 4) ∗ α5 1/(12 ∗ 4) ∗ α5 ∗ US
12 US → ∅ 1/12 1/12 ∗ US
13 V S → V Sc 1/(12 ∗ 5) 1/(12 ∗ 5) ∗ V S
14 V S → ∅ 1/12 1/12 ∗ V S
15 ZB → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ ZB
16 Uc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ Uc
17 USc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ USc
18 V Sc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ V Sc

Tabu©ka 2.2: Reakcie, rýchlosti reakcií a adaptované funkcie rýchlostí pre model
vzdelávania

znázornené na obrázku 2.10. Inak povedané, ur£ili sme váhu, s akou sa prestupuje
do nasledujúcich kategórií. Pouºitím takýchto prestupových rýchlostí dostaneme
z modelu výstupy, ktoré sú ve©mi vzdialené skuto£nosti (tieto výsledky v práci
neprezentujeme). Vezmeme preto do úvahy argument, ºe rozhodovanie ºiakov, na
akej ²kole budú ¤alej ²tudova´ je ovplyvnené vo©bou ich spoluºiakov (napr. �Ka-
marát ide na gymnázium, idem aj ja.�). Vychádzame z toho, ºe sa rozhodujú v
prítomnosti a neuvaºujú o tom, v akej kategórii nakoniec skon£ia. Preto zo zlom-
kov odstránime v²etky vzdelanostné kategórie, ktoré nenasledujú bezprostredne
po kategórii, z ktorej ºiak/²tudent odchádza a tieto e²te upravíme tak, aby sa roz-
hodnutie ºiaka/²tudenta, kam pôjde ¤alej ²tudova´ týkalo len ºiakov/²tudentov,
ktorí z kategórie prestupujú. Dostaneme tak nové hodnoty parametra alfai αi
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α1 =
U/4

U/4 + US/4 + ZB/46

α2 =
US/4

U/4 + US/4 + ZB/46

α3 =
ZB/46

U/4 + US/4 + ZB/46

α4 =
V S/5

V S/5 + US/4

α5 =
US/4

V S/5 + US/4

Výsledky sa zmenia minimálne(v práci neuvádzame), preto vyskú²ame ¤al²iu
moºnos´. Namiesto dynamicky meniacich sa parametrov αi, pouºijeme kon²tanty.
Predchádzajúce parametre αi nám pribliºne ur£ujú ich hodnoty. Nové parametre
ur£íme metódou pokus-omyl. A teda

α1 = 0.377

α2 = 0.567

α3 = 0.057

α4 = 0.46

α5 = 0.54

Výsledky sa opä´ zlep²ili, ale stále sú oproti skuto£nosti ve©ké rozdiely v po£toch
©udí vo vzdelanostných kategóriách. Kategórie ZS a Uc sú nadhodnotené. Celkovo
v²ak po nasimulovaní 7 rokov (2001−2008) v modeli chýba pribliºne 240000 ©udí.
To znamená, ºe oproti skuto£nosti ©udia v modeli rýchlej²ie starnú alebo umierajú.
Je to spôsobené hlavne nekonzistentnými dátami z viacerých zdrojov a nesplne-
nými predpokladmi. Napríklad, neexistujú úmrtnostné tabu©ky ºiakov/²tudentov,
alebo nie kaºdé die´a �vydrºí� 9 rokov na základnej ²kole. Viaceré kategórie majú
spolo£ný prienik. To môºe napríklad vies´ k udalosti, ºe £lovek, ktorý by mal cho-
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di´ e²te na základnú ²kolu sa uº nachádza v kategórii ZB a teda v modeli zomrie
dvakrát. Spôsobuje to pravdepodobnos´ jeho úmrtia v kategórii ZS, aj ke¤ sa uº
nachádza v kategórii ZB, kde uº zomiera s inou pravdepodobnos´ou. Nadhodnote-
nie kategórie ZS si môºeme vysvetli´ tak, ºe na základnú ²kolu chodí v skuto£nosti
menej detí. V na²om modeli na základnú ²kolu nastupujú v²etky deti, teda aj tie,
ktoré do ²koly chodi´ nikdy nebudú.

Pre zlep²enie výsledkov spravíme v modeli vzdelávanie nieko©ko úprav. Pozme-
níme niektoré predpoklady a pridáme nové reakcie:

1.zmena

Zrýchlime reakciu NV → ZS. Pozmenil sa tým predpoklad 2, ktorý okrem iného
hovorí o tom, ºe v²etkým de´om dobre vychádzajú roky, a teda v kategórii NV

strávia celých 6 rokov. Teraz pripú²´ame, ºe v modeli máme aj deti, ktoré sa
nenarodili 1.9. a pôjdu do ²koly skôr. Ako najlep²ia hodnota sa ukázalo 5.9 rokov.

2.zmena

Zrýchlime reakciu ZS → ZB. Týmto sa pozmenil predpoklad o tom, ºe v²etci
strávia na základnej ²kole 9 rokov. Opierame sa o presved£enie, ºe £lovek, ktorý
sa nachádza v kategórií ©udí bez akéhoko©vek vzdelania alebo len s ukon£enou
základnou ²kolou v nej v priemere nestrávil 9 rokov. Najlep²ia sa ukázala hodnota
6 rokov.

3.zmena

Zrýchlime reakcie ZS → U a ZS → US. Rovnako sa týmto mení 3. predpoklad.
Vychádzame pritom z logickej úvahy, ºe vä£²ina teraj²ej produktívnej populácie
do deviatej triedy nechodila. Po£et rokov zníºime z 9 na 8 a s prihliadnutím na
výsledky e²te rýchlosti upravíme o kon²tantu 1.23 pre reakciu ZS → U a o 1, 14

pre ZS → US.
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4.zmena

Pridáme reakciu Uc → USc, ktorá predstavuje rozhodnutie u£¬a spravi´ si nad-
stavbu alebo maturitu. Rýchlos´ tejto reakcie ur£íme nasledovne

cUc→USc =
1

12 ∗ 4
∗ 0.102 ∗ 0.8014,

kde 4 predstavuje priemerný po£et rokov, kým u£e¬ zrealizuje svoje rozhodnutie,
kon²tanta 0.102 ur£uje, aká £as´ u£¬ov si vylep²í vzdelanie a kon²tanta 0.8014

predstavuje, ºe si robí nadstavbu alebo maturitu.

5.zmena

Pridáme reakciu Uc → V S, ktorá predstavuje rozhodnutie u£¬a ís´ ²tudova´ na
vysokú ²kolu. Budú to prevaºne ²tudenti technických smerov a hlási´ sa budú
zas len na technické smery (napr. niektoré odbory na STU, FIT, FEJ). Rýchlos´
reakcie je

cUc→V S =
1

12 ∗ 4
∗ 0.102 ∗ 0.1986,

Kde 4 a 0.102 majú rovnaký význam ako v predchádzajúcom bode, kon²tanta
0.1986 znamená, ºe k takejto reakcii bude dochádza´ zriedkavo.

Hodnoty kon²tánt v 4 a 5 bode sme získali pozorovaním ²tatistík vzdelanost-
ných kategórií. Ostatné kon²tanty sú získané metódou pokus - omyl. K inej moº-
nosti, ako ich £o najlep²ie vy£ísli´ sa e²te vrátime.

Kone£ná schéma a tabu©ka reakcií pre model vzdelávania budú vyzera´ nasle-
dovne:
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Obr. 2.11: Schematické zobrazenie reakcií pre upravený model vzdelávania

2.2.2 Systematická vo©ba kon²tánt αi

V modeli vzdelávania sme kon²tanty αi ur£ili metódou pokus-omyl a ich hodnoty
sme uhádli. Existujú metódy, ktoré tieto kon²tanty h©adajú systematicky.

Nájdenie správnych kon²tánt môºeme formulova´ ako úlohu nelineárneho prog-
ramovania [8]. Na²ou úlohou je minimalizova´ zmenu výsledného vektora pre vzde-
lanie oproti skuto£ným dátam. Zvolíme si normu tejto zmeny. Napríklad, ak chceme,
aby chyba bola rovnomerne rozloºená v kaºdej kategórií vzdelania pouºijeme euk-
lidovskú normu. Alebo, ak chceme minimalizova´ chybu pre najhor²ie odhadnutú
kategóriu, pouºijeme supremovu normu. Funkcia, závislá od piatich kon²tánt αi,
ktorú v úlohe NLP minimalizujeme, je zakomponovaná v stochastickom algoritme.
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j Reakcia cj aj(x)
1 NIC → NV 1/12 1/12 ∗ b
2 NV → ZS 1/(12 ∗ 5.9) 1/(12 ∗ 5.9) ∗NV
3 NV → ∅ 1/12 1/12 ∗NV
4 ZS → U 1/(12 ∗ 8) ∗ 0.377 ∗ 1.23 1/(12 ∗ 8) ∗ 0.377 ∗ 1.23 ∗ ZS
5 ZS → US 1/(12 ∗ 8) ∗ 0.567 ∗ 1.14 1/(12 ∗ 8) ∗ 0.567 ∗ 1.14 ∗ ZS
6 ZS → ZB 1/(12 ∗ 9) ∗ 0.057 1/(12 ∗ 9) ∗ 0.057 ∗ ZS
7 ZS → ∅ 1/12 1/12 ∗ ZS
8 U → Uc 1/(12 ∗ 4) 1/(12 ∗ 4) ∗ U
9 U → ∅ 1/12 1/12 ∗ U
10 US → V S 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.46 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.46 ∗ US
11 US → USc 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.54 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.54 ∗ US
12 US → ∅ 1/12 1/12 ∗ US
13 V S → V Sc 1/(12 ∗ 5) 1/(12 ∗ 5) ∗ V S
14 V S → ∅ 1/12 1/12 ∗ V S
15 ZB → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ ZB
16 Uc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ Uc
17 USc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ USc
18 V Sc → ∅ ∨Do 1/12 + 1/(12 ∗ 46) 1/12 + 1/(12 ∗ 46) ∗ V Sc
19 Uc → USc ∨Do 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.102 ∗ 0.8014 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.102 ∗ 0.8014 ∗ Uc
20 Uc → V S ∨Do 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.102 ∗ 0.1986 1/(12 ∗ 4) ∗ 0.102 ∗ 0.1986 ∗ Uc

Tabu©ka 2.3: Reakcie, rýchlosti reakcií a adaptované funkcie rýchlostí pre upravený
model vzdelávania

2.2.3 Výsledky

V tejto sekcii opisujeme vybrané výstupy modelu vzdelávania. Rovnako, ako v ka-
pitole 2.1.3 sa najskôr pozrieme na výsledky celej simulácie a potom na konkrétne
vzdelanostné kategórie. Pripomíname, ºe v²etky výsledky sú na priloºenom DVD
ako aj program.
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Obr. 2.12: Reálne £ísla a výpo£et na²ou simuláciou.

Tabu©ka 2.12 je ²truktúrovaná rovnako ako tabu©ka 2.5 z kapitoly 2.1.3. Rovnako,
ako v modeli starnutia, aj v modeli vzdelania sme pouºili informáciu o po£te
©udí vo vzdelanostných kategóriách v roku 2001 ako po£iato£nú podmienku a
pôrodnosti a úmrtnosti v ¤al²ích rokoch. V tomto prípade, ke¤ populáciu delíme
na vzdelanostné skupiny, celkové výsledky sú menej presné ako v podeli starnutia.
Spôsobili to najmä nesplnené predpoklady a nekonzistentné dáta pre túto £as´
modelu. Ako sme sa túto chybu snaºili zmierni´ a pre£o v modeli chýba ve©ké
mnoºstvo ©udí sme vysvetlili v kapitole 2.2.1.

Obr. 2.13: Vzdelanostná ²truktúra populácie SR a percentuálna zmena výpo£tu
oproti skuto£nosti za obdobie 2001− 2008.

Na obrázku 2.13 vidíme, ako sa menili po£ty ©udí vo vzdelanostných kategóriách
spolu oproti skuto£ným po£tom za obdobie 2001 − 2008. Zelený st¨pec (Real)
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predstavuje skuto£né po£ty ©udí a oranºový (Výpo£et) po£ty získané na²ím sto-
chastickým algoritmom. Graf na pravej £asti obrázku znázor¬uje, ako sa výsledky
vyvíjali v £ase.

Teraz uvedieme výsledky pre dve vzdelanostné kategórie, NV a V Sc. V kate-
górii V Sc vznikli oproti reálnym dátam najvä£²ie nepresnosti a v kategórii NV

najmen²ie.

Obr. 2.14: �avá tabu©ka obsahuje po£ty vzdelanostnej kategórie NV , ktorej simu-
lácia vy²la najlep²ie. Pravá tabu©ka popisuje vzdelanostnú kategóriu V Sc, ktorej
simulácia vy²la najhor²ie.

V tabu©ke na obrázku 2.14 sú uvedené reálne po£ty ©udí (st¨pce real) spomína-
ných vzdelanostných kategórií a aj po£ty získané stochastickou simuláciou (st¨pce
matlab) za celé sledované obdobie.

V simulácií vzdelávania algoritmus zachytil trend vývoja populácie v kaºdej ka-
tegórií. Najlep²í výsledok sme dostali pre kategóriu detí NV , o ktorých sme mali
najpresnej²ie dáta a pochádzali z jedného zdroja. O ostatných kategóriách sme mu-
seli vyslovi´ ve©a predpokladov, ktoré neboli splnené. Navy²e dáta, s ktorými sme
pracovali, pochádzali z viacerých zdrojov a neprislúchali presne vzdelanostným
kategóriám s akými sme pracovali v na²om modeli vzdelávania. Najviac sa táto
chyba prejavila v kategórií V Sc, £o je kategória ©udí s ukon£eným vysoko²kolským
vzdelaním. V²imnime si, ako narastal po£et ©udí v tejto vekovej kategórií (cca plus
20000 za rok). Ná² algoritmus presunul do kategórie V Sc vºdy len tých ©udí, ktorí
predtým chodili na vysokú ²kolu. Po£et ²tudentov V� v²ak rastie pomal²ie. V sku-
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Obr. 2.15: Vzdelanostné kategórie NV a V Sc a ich percentuálne zmeny oproti
skuto£nosti za obdobie 2001− 2008.

to£nom svete sa do tejto vzdelanostnej kategórie dostávajú aj ©udia, ktorí na V�
nikdy nechodili, resp. ²tudovali externe alebo chodili do ve£erných ²kôl. Externisti
sa v kategórii V S nenachádzajú pretoºe predpokladáme, ºe pracujú, a teda sa
uº nachádzajú v niektorej kategórii s ukon£eným niº²ím vzdelaním. Po tom, ako
niekto dokon£í vysokú ²kolu (nie dennou formou ²túdia), prestupuje z kategórie
s niº²ím vzdelaním do kategórie V Sc, ktorú ná² algoritmus nepripú²´a. Pridaním
¤al²ích reakcií vieme tento problém odstráni´. Nekonzistentné dáta v²ak spôsobili,
ºe v modeli chýba ve©ké mnoºstvo ©udí. My sme sa snaºili modelova´ vzdelanie
tak, aby vzniknuté chyby boli £o najmen²ie pre v²etky vzdelanostné kategórie.

Nakoniec uvádzame graf (obrázok 2.16), na ktorom sú zobrazené percentuálne
zmeny po£tov ©udí oproti skuto£ným dátam pre v²etky vekové kategórie za celé
sledované obdobie 2001− 2008.
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Obr. 2.16: Percentuálne zmeny výpo£tu oproti skuto£nosti v²etkých vzdelanost-
ných kategórií za obdobie 2001− 2008.

2.3 Model zamestnanosti

V predchádzajúcich kapitolách sme sa zaoberali najdôleºitej²ími vlastnos´ami za-
mestnancov, ktorými boli vek a vzdelanie. V tejto kapitole integrujeme modely
veku a vzdelania do komplexného modelu pre zamestnanos´ v SR.

Zopakujeme, ºe pre jednoduchos´ predpokladáme, ºe �rmy majú tri základné
charakteristiky: ve©kos´, priemerný vek a priemerné vzdelanie zamestnancov. Tieto
vlastnosti budú po£as priebehu stochastickej simulácie aktualizované s prihliad-
nutím na nasledujúce princípy interakcie medzi modelmi:

• Zmena veku jednotlivca má vplyv na vekovú ²truktúru obyvate©ov SR, ale
aj na priemerný vek �rmy, v ktorej tento jednotlivec pracuje.

• Zmena vzdelania jednotlivca má vplyv na vzdelanostnú ²truktúru obyva-
te©stva SR, ale aj na priemerné vzdelanie �rmy, v ktorej tento jednotlivec
pracuje.

Pri zostavovaní modelu zamestnanosti postupujeme podobne ako v predchá-
dzajúcich kapitolách. V²etky �rmy rozdelíme do nieko©kých kategórií pod©a ve©-
kosti.
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Obr. 2.17: Histogram �riem zostavený z výberového zis´ovania

Na obrázku 2.17 je histogram zostavený z výberovej vzorky viac ako 5000 �riem.
Na X-ovej osi sú znázornené po£ty zamestnancov kaºdej �rmy. Na Y -ovej osi sú
logaritmy po£etnosti. Vidíme, ºe najviac je �riem s malým po£tom zamestnancov
a tento po£et rýchlo klesá s nárastom po£tu zamestnancov vo �rme. Tieto dáta
nám neposkytujú ºiadnu informáciu o tom, ako �rmy prirodzene rozdeli´ pod©a
ve©kosti. To znamená, ºe za malú �rmu môºeme povaºova´ samoobsluhu v obci s
troma zamestnancami, ale aj tla£iare¬ novín s 300 zamestnancami.
Ak pouºijeme hrub²ie dáta zo súhrnných tabuliek ²tatistického úradu a po£toch
zamestnancov v rôznych odvetviach hospodárstva SR, dostaneme histogram na
obrázku 2.18. V nich sú zahrnuté v²etky podniky a v²etci evidovaní zamestnanci.
Pri zostavení tohto histogramu sme predpokladali, ºe po£et zamestnancov na �rmu
je pribliºne rovný po£tu zamestnancov pracujúcich v danom odvetví k po£tu �riem
daného odvetvia. Na základe obrázku 2.18 sme rozdelili �rmy pod©a ve©kosti do
²tyroch kategórií:

M: malé �rmy (1− 40 zamestnancov).
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Obr. 2.18: Histogram �riem zostavený zo súhrnných tabuliek o po£toch zamest-
nancov

S: stredne ve©ké �rmy (41− 100 zamestnancov).

V: ve©ké �rmy (101− 200 zamestnancov).

O: ve©mi ve©ké �rmy (201+ zamestnancov).

N: nezamestnaní.

Pripome¬me, ºe v algoritme stochastickej simulácie nebudeme sledova´ konkrétne
�rmy, ale iba typy �riem. Posledná kategória samozrejme nie je kategóriou �riem.
Po jej pridaní budú v modeli zahrnutí v²etci ekonomicky aktívni jedinci, vrátane
£erstvo skon£ených ²tudentov a nezamestnaných. V prenesenom význame, v²et-
kých nezamestnaných zamestnáme vo �rme, kde pracujú nezamestnaní. V tomto
modeli zamestnanosti je moºné prestúpi´ z akejko©vek kategórie do akejko©vek
inej. Tieto prestupy medzi �rmami predstavujú reakcie v modeli zamestnanosti.
Nasledujúca schéma a tabu©ka zobrazujú tieto reakcie a ich rýchlosti. V tabu©ke
2.4 neuvádzame konkrétne rýchlostí reakcií, pretoºe práve tieto sú predmetom
ná²ho výskumu. Kon²tantu 1/12 uvádzame preto, lebo na²ou £asovou jednotkou
je mesiac.



Implementácia stochastického algoritmu 55

Obr. 2.19: Schematické zobrazenie reakcií pre model zamestnanosti

2.3.1 Vz´ahy medzi modelmi

Obr. 2.20: Vz´ahy medzi modelmi.

Model zamestnanosti sa skladá z troch submodelov, modelu starnutia, modelu
vzdelávania a modelu zamestnanosti. Na obrázku 2.20 sú znázornené vz´ahy medzi
týmito modelmi. Reakcie, ktoré prebiehajú v modeli starnutia neovplyv¬ujú model
vzdelávania a naopak. Av²ak reakcie v modeloch starnutia a vzdelávania ovplyv-
¬ujú vlastnosti �riem, a teda aj rýchlosti reakcií modelu zamestnanosti. Napríklad,
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j Reakcia cj aj(x)
1 M → S 1/12 ∗ c′1 1/12 ∗ c′1 ∗M
2 M → V 1/12 ∗ c′2 1/12 ∗ c′2 ∗M
3 M → O 1/12 ∗ c′3 1/12 ∗ c′3 ∗M
4 S → M 1/12 ∗ c′4 1/12 ∗ c′4 ∗ S
5 S → V 1/12 ∗ c′5 1/12 ∗ c′5 ∗ S
6 S → O 1/12 ∗ c′6 1/12 ∗ c′6 ∗ S
7 V → M 1/12 ∗ c′7 1/12 ∗ c′7 ∗ V
8 V → S 1/12 ∗ c′8 1/12 ∗ c′8 ∗ V
9 V → O 1/12 ∗ c′9 1/12 ∗ c′9 ∗ V
10 O → M 1/12 ∗ c′10 1/12 ∗ c′10 ∗O
11 O → S 1/12 ∗ c′11 1/12 ∗ c′11 ∗O
12 O → V 1/12 ∗ c′12 1/12 ∗ c′12 ∗O
13 N → M 1/12 ∗ c′13 1/12 ∗ c′13 ∗N
14 N → S 1/12 ∗ c′14 1/12 ∗ c′14 ∗N
15 N → V 1/12 ∗ c′15 1/12 ∗ c′15 ∗N
16 N → O 1/12 ∗ c′16 1/12 ∗ c′16 ∗N
17 M → N 1/12 ∗ c′17 1/12 ∗ c′17 ∗M
18 S → N 1/12 ∗ c′18 1/12 ∗ c′18 ∗ S
19 V → N 1/12 ∗ c′19 1/12 ∗ c′19 ∗ V
20 O → N 1/12 ∗ c′20 1/12 ∗ c′20 ∗O

Tabu©ka 2.4: Reakcie, rýchlosti reakcií a adaptované funkcie rýchlostí pre model
zamestnanosti

ak v nejakom £asovom okamihu zostarne nejaký pracujúci £lovek, nezmenia sa len
po£ty ©udí vo vekových kategóriách, ale zmenia sa aj vlastnosti �rmy, v ktorej
tento £lovek pracuje. Model zamestnanosti zase neovplyv¬uje modely starnutia a
vzdelávania. Napríklad, ak sa £lovek rozhodne zmeni´ zamestnanie, nijako sa tým
nezmení veková alebo vzdelanostná ²truktúra obyvate©stva SR.

V reálnom svete pravdepodobne nie sú rovnakí zamestnanci v kaºdom type
�rmy. Pravdepodobnej²ie je, ºe napríklad v malej �rme venujúcej sa po£íta£ovým
aplikáciám pracujú mladí ©udia s vy²tudovanou vysokou ²kolou informatického
smeru. Naopak, vo ve©kej fabrike na spracúvanie ocele pracujú robotníci s niº²ím
vzdelaním a s vy²²ím vekom. To nás vedie k charakterizovaniu kategórií �riem
pomocou veku a vzdelania.

Najjednoduch²í spôsob, ako charakterizova´ vek a vzdelanie danej �rmy je
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ur£i´, aký vek a vzdelanie majú jej sú£asní zamestnanci. Budeme sledova´ dve
charakteristiky, strednú hodnotu a ²tandardnú odchýlku. Vºdy, ke¤ nastane nejaká
reakcia prestupovania agenta medzi �rmami, tieto ²tatistiky sa zmenia. Podobne,
ak nastane nejaká zmena v modeli starnutia alebo vzdelávania, je potrebné tieto
²tatistiky správne aktualizova´.

Pri modelovaní presunu zamestnancov na trhu predpokladáme:

1. Firma je dobre charakterizovaná ve©kos´ou (N je po£et zamestnancov), prie-
merným vekom a vzdelaním (Aj, Ej), ²tandardnou odchýlkou veku a vzde-
lania (SA

j , SE
j ).

2. Zamestnanci vo �rme j majú vek a vzdelanie rozdelené pod©a normálneho
rozdelenia N (Aj, S

A
j ),N (Ej, S

E
j ).

Kvôli jednoduchosti budeme index j = {M, S, V,O}) vynecháva´, pokia© budeme
hovori´ vo v²eobecnosti. Na obrázku 2.21 je znázornený príklad, akú vekovú ²truk-
túru môºu ma´ kategórie �riem.

Obr. 2.21: Ilustra£né zobrazenie vekovej ²truktúry zamestnancov pre 4 �rmy.

Teraz ukáºeme, ako aktualizujeme A, SA, prípadne E, SE pre dva scenáre:

(a) Firma s N zamestnancami prijme nového zamestnanca s vekom a0 a vzde-
laním e0.
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(b) Firma rozviaºe pracovnú zmluvu so zamestnancom, ktorého vek a vzdelanie
sú ak, ek.

Nech ai je vek i-teho zamestnanca vo vybranom type �rmy, v ktorom pracuje N

zamestnancov. Potom priemerný vek v tomto type �rmy je

A =
1

N

N∑
i=1

ai.

Ak �rma príjme nového zamestnanca s vekom a0 (prípad (a)), priemerný vek sa
zmení na

A+ =
1

1 + N

N∑
i=0

ai =
1

N + 1

N∑
i=1

ai +
a0

N + 1
=

N

N + 1
A +

1

N + 1
a0,

kde a0 predstavuje vek zamestnanca, ktorý do �rmy pri²iel. Naopak, ak z kategórie
odíde jeden zamestnanec s vekom ak (prípad (b)), priemerný vek sa zmení na

A− =
1

N − 1

N∑
i=1
i6=k

ai =
1

N − 1

N∑
i=1

ai − ak

N − 1
=

N

N − 1
A− ak

N − 1
,

kde ak predstavuje vek zamestnanca, ktorý z �rmy odi²iel. Podobne ur£íme ²tan-
dardnú odchýlku veku v prípade (a), ke¤ �rme danej kategórie pribudne, resp.
ubudne jeden zamestnanec.

SA =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

(ai − A)2 =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

a2
i −

1

N(N − 1)

(
N∑

i=1

ai

)2

.

Príchod zamestnanca zmení ²tandardnú odchýlku na

SA
+ =

√√√√ 1

N

N∑
i=0

a2
i −

1

N

N∑
i=0

ai

(
N

N + 1
A +

1

N + 1
a0

)
+

1

N

N∑
i=0

(
N

N + 1
A +

a

N + 1
a0

)2

=

√
1

N + 1
a2

0 +
(N + 1− 2a0)A

N + 1
− NA2

N + 1
.
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kde sme vyuºili, ºe

N∑
i=1

a2
i = (N − 1)(SA2

+
N

N − 1
A2).

Pri odchode zamestnanca pre odchýlku platí

SA
− =

√
2NAak

N − 1
− (2N − 2)a2

k

(N − 1)(N − 2)
− (N − 4)N2A2

(N − 1)(N − 2)
.

Rovnako vypo£ítame aj priemerné vzdelanie a ²tandardnú odchýlku pre vzdelanie
a ich zmeny.

Aktualizovaním týchto ²tatistík vieme vºdy, ke¤ sa zrealizuje ©ubovo©ná reakcia
starnutia, vzdelávania alebo zmeny pracovného pôsobiska, sledova´ charakteristiky
�riem.

Ako sme znázornili na obrázku 2.21, predpokladáme normálne rozdelenie veku
a vzdelania zamestnancov. Teraz si ukáºeme, ako vyberieme £loveka alebo �rmu,
pod©a toho, akého typu je reakcia, ktorá práve nastala. Ak nastane niektorá z
reakcií modelu starnutia, potrebujeme ur£i´, z ktorej �rmy je daný zamestnanec,
prípadne ktorej �rme pribudol zamestnanec v dôsledku dospievania/ukon£enia
²koly, resp. ubudol v dôsledku úmrtia. Pri zmene vekovej kategórie agenta presne
vieme, ko©ko má rokov. V akej �rme pracuje ur£íme tak, ºe vygenerujeme náhodné
£íslo ξ z rovnomerného rozdelenia U([0, 1]) ako je znázornené na nasledujúcom
obrázku. Pod©a toho, do ktorého podintervalu padne, tú variantu vyberieme.

Graf na obrázku 2.22 modeluje situáciu ²tyroch �riem. V tomto prípade, in-
terval f3(x)/fSUM(x) vyjadruje pravdepodobnos´, ºe £lovek vo veku x rokov je
zamestnaný v tretej �rme. Náhodne vygenerované £íslo ξ ∼ U(0, 1) ur£ilo, ºe za-
mestnanec pracuje v tretej �rme. Podobne postupujeme, ak nastane niektorá z
reakcií modelu vzdelávania.

Ak nastane niektorá z reakcií modelu zamestnanosti, vieme v akej �rme £lovek
pracoval a naopak, potrebujeme ur£i´ jeho vek a vzdelanie (aby sme vedeli zmeni´
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Obr. 2.22: Ur£enie kategórie �rmy, ke¤ nastala reakcia v modeli starnutia

vlastnosti �riem). Ke¤ºe vo �rmách predpokladáme normálne rozdelenie veku a
vzdelania, s ich ur£ením sme hotoví. Vygenerujeme náhodné £íslo ψ ∼ N (A, SA) .
Dostaneme tak vek agenta, ktorý práve zmenil zamestnávate©a. V programe je e²te
nutné zabezpe£i´, aby vygenerovaný vek bol v rozmedzí 15−59 rokov (produktívny
vek v na²om modeli). Rovnako postupujeme aj pri ur£ovaní vzdelania.

Obr. 2.23: Ur£enie veku zamestnanca, ke¤ nastala reakcia v modeli zamestnanosti
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2.3.2 Výsledky

Teraz uvedieme a popí²eme výsledky pre model zamestnanosti. V zmysle metódy
Monte Carlo sme simuláciu spustili 1000 krát a ako výsledok uvádzame aritmetický
priemer jednotlivých simulácií. Pod©a predpokladov 1 a 2 pre model zamestnanosti
sú agenti v jednotlivých typoch �riem normálne rozdelený a charakterizuje ich prie-
merný vek a vzdelanie a ²tandardné odchýlky týchto vlastností. Predpokladajme
teda, ºe:

• V kategórii M pracujú mladí ©udia s vysokým vzdelaním.

• V kategórii S a V majú zamestnanci ©ubovo©ný vek a ©ubovo©né vzdelanie.

• V kategórii O pracujú star²í ©udia s nízkym vzdelaním.

• V kategórii N sa nachádzajú ©udia s ©ubovo©ným vekom a vzdelaním, lebo
v tejto kategórií sa nachádzajú aj £erstvo skon£ení ²tudenti aj dlhodobo
nezamestnaní.

Ke¤ máme informáciu o vekovom a vzdelanostnom zloºení populácie, rozdeli´
v²etkých ©udí do �riem pod©a hore uvedeného predpokladu, a ur£i´ tým po£ia-
to£nú podmienku pre model zamestnanosti, nie je jednoduché. Existujú metódy
[1], ktorými sa tento problém dá vyrie²i´, v práci ich v²ak neuvádzame. V na²om
modeli pre jednoduchos´ rozdelíme ©udí rovnomerne.

V celom modeli zamestnanosti sa dynamicky mení veková ²truktúra obyvate-
©ov, zo ²tudentov sa stávajú pracujúci ©udia a zamestnanci sa presúvajú medzi
�rmami. Teraz ukáºeme, ako sme ur£ili rýchlos´ reakcií v modeli zamestnanosti,
ktorá pri zmene zamestnania zoh©ad¬uje nie len pravdepodobnos´, s akou agent
zmení typ �rmy v ktorej pracuje, ale aj vek a vzdelanie agentov, ktoré sa navy²e
£asom menia. Pre j-tu reakciu sme rýchlos´ ur£ili ako

c′j =
1

A(t)
E(t)βj,
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pri£om vychádzame z úvahy, ºe £ím je agent stra²í, tým je pravdepodobnos´, ºe
zmení zamestnanie men²ia a £ím vy²²ie má vzdelanie, tým je pravdepodobnos´
zmeny zamestnania vä£²ia. Kon²tantu beta môºeme rozpísa´ na

βj =
1

k1

1

k2

k3 k4,

kde 1/k1 vyjadruje pravdepodobnos´, s akou agent zmení zamestnanie, 1/k2 vy-
jadruje pravdepodobnos´, s akou zamestnanec zmení typ �rmy v ktorej pracuje
a k3 a k4 sú regresné koe�cienty pre vek a vzdelanie. Vyskú²ali sme mnoºstvo
scenárov pre rôzne kon²tanty. Ako tieto kon²tanty ur£i´ £o najpresnej²ie, môºeme
opä´ formulova´ ako úlohu NLP. V tabu©ke 2.5 sú uvedené kone£né rýchlosti pre
v²etky typy reakcií získané metódou pokus-omyl, kde Θ = 1

A(t)
E(t).

c1 c2 c3 c4 c5
1
12
∗Θ ∗ 0.566 1

12
∗Θ ∗ 0.425 1

12
∗Θ ∗ 0.425 1

12
∗Θ ∗ 4.25 1

12
∗Θ ∗ 3.916

c6 c7 c8 c9 c10
1
12
∗Θ ∗ 1.958 1

12
∗Θ ∗ 1.541 1

12
∗Θ ∗ 3.083 1

12
∗Θ ∗ 3.166 1

12
∗Θ ∗ 1.5

c11 c12 c13 c14 c15
1
12
∗Θ ∗ 1.5 1

12
∗Θ ∗ 2 1

12
∗Θ ∗ 1.312 1

12
∗Θ ∗ 1.313 1

12
∗Θ ∗ 1.313

c16 c17 c18 c19 c20
1
12
∗Θ ∗ 1.362 1

12
∗Θ ∗ 0.792 1

12
∗Θ ∗ 0.833 1

12
∗Θ ∗ 0.833 1

12
∗Θ ∗ 0.833

Tabu©ka 2.5: Rýchlosti reakcií pre model zamestnanosti.

Obr. 2.24: Vekové kategórie modelu zamestnanosti.

V tabu©ke na obrázku 2.24 sú znázornené skuto£né po£ty ©udí vo vekových
kategóriách z roku 2008 (riadok Pocet), po£ty získané po nasimulovaní siedmich
rokov (2001− 2008), pri£om sme pouºili informáciu o po£te ©udí z roku 2001 ako
po£iato£nú podmienku a pôrodnosti a úmrtnosti v ¤al²ích rokoch (riadok Matlab);
a percentuálna zmena oproti skuto£nosti (riadok Zmena).
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Obr. 2.25: Vzdelanostné kategórie modelu zamestnanosti.

V tabu©ke na obrázku 2.25 sú znázornené skuto£né po£ty ©udí vo vzdelanost-
ných kategóriách z roku 2008 (riadok Pocet), po£ty získané po nasimulovaní sied-
mich rokov (2001−2008), pri£om sme pouºili informáciu o po£te ©udí z roku 2001

ako po£iato£nú podmienku a pôrodnosti a úmrtnosti v ¤al²ích rokoch (riadok
Matlab); a percentuálna zmena oproti skuto£nosti (riadok Zmena).

Obr. 2.26: Kategórie �riem modelu zamestnanosti.

V tabu©ke na obrázku 2.26 sú znázornené skuto£né po£ty ©udí v jednotlivých
kategóriách �riem (riadok Pocet), po£ty získané po nasimulovaní siedmich rokov
(riadok Matlab) a percentuálna zmena oproti skuto£nosti (riadok Zmena). Tu sme
ako po£iato£nú podmienku pouºili len informáciu o po£toch ©udí v kategóriách
�riem z roku 20012.

2.4 Moºnosti roz²írenia modelu zamestnanosti

V tejto kapitole v krátkosti nazna£íme, £ím by sa nami prezentovaný model za-
mestnanosti dal vylep²i´, resp. £o v ¬om chýba.

Ná² model simuluje prestupovanie zamestnancov medzi �rmami v rámci celého
územia Slovenskej Republiky. Zavedením geogra�e by model dostal nový rozmer.

2V²etky dáta, ktoré sme pouºívali v modeli zamestnanosti sú zo stránok ²tatistického úradu
SR.
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V²etci agenti a v²etky �rmy by tak dostali novú vlastnos´ - polohu. Potom by sa v
rýchlostiach reakcií zoh©ad¬ovali aj vzdialenosti trvalého bydliska zamestnanca od
sídla �rmy pri h©adaní práce a vzdialenosti medzi �rmami pri zmene zamestnania.

�alej do modelu môºeme prida´ nové ²tatistiky, £i uº zamestnancov alebo �-
riem, ktoré sme uº spomínali v úvode kapitoly 2. Vysvetlili sme, aké vlastnosti a
pre£o v na²om modeli chýbajú, a aké problémy s nimi súvisia. Je dôleºité správne
odhadnú´, ktoré ²tatistiky sú relevantné a ktoré iba zvy²ujú náro£nos´ algoritmu
a nemajú ve©ký vplyv na zamestnanos´. Roz²írený model s dobre nadstavenými
parametrami by mohol prinies´ odpovede na ve©mi zaujímavé otázky. Jednodu-
chými úpravami vlastností, £i uº zamestnancov alebo �riem, vieme sledova´, aký
dopad by takéto zmeny mali na zamestnanos´.

Ve©mi zaujímavé môºe by´ pridanie procesov vzniku a zániku �riem. To zna-
mená, ºe ak sa na nejakom mieste bude nachádza´ dostato£ný po£et agentov s
patri£nými vlastnos´ami, ktorí nepracujú v ºiadnej �rme, môºu spolu vytvori´
podnik a zamestna´ sa v ¬om. Alebo, ak sa v danej lokalite nachádza vä£²í po£et
men²ích �riem, venujúcich sa rovnakému odvetviu ekonomickej £innosti, spravia
fúziu, prípadne môºeme uvaºova´ opa£ný proces, ke¤ sa ve©ká �rma rozdelí na
nieko©ko men²ích. V reálnom svete vznik a zánik �riem nie je ni£ím neobvyklým
a beºne k takýmto udalostiam dochádza.

Aby sa zoh©adnila globalizácia ekonomík, môºeme do modelu prida´ príchod
zahrani£ných �riem na ná² trh. Tieto môºu so sebou prinies´ nových zamestnan-
cov, ktorí sa za£lenia do populácie SR alebo vytvoria nové pracovné príleºitosti pre
nezamestnaných. V zmysle globalizácie môºeme uvaºova´ aj o imigrácii a emigrácii
pracovnej sily.



Záver

Cie©om diplomovej práce bolo odhadnú´ dôleºité vlastnosti zamestnancov a �-
riem a ich pouºitím zostavi´ model zamestnanosti. Predstavili sme dve moºnosti,
ako k problematike pristupova´. Pomocou sústavy ODR alebo ako k náhodnému
Markovovému procesu.

Nadstavili sme parametre modelu metódou pokus-omyl tak, aby sme pri mode-
lovaní zamestnanosti (a populácie) s pouºitím historických dát dostali £o najlep²í
výsledok. Ukázalo sa, ºe model vie ve©mi dobre simulova´ vekovú a vzdelanostnú
²truktúru obyvate©stva. Av²ak presne ur£i´ mieru, s akou na zamestnanos´ a jej
zmenu pôsobia vlastnosti agentov sa javí ako zloºitý problém. Pri zostavovaní mo-
delu sme vyslovili ve©a predpokladov, ktoré neboli splnené. S moºnos´ou prístupu
k lep²ím ²tatistikám o obyvate©och Slovenskej Republiky a podrobnej²ími údajmi
o �rmách pôsobiacich na domácom trhu by na²a simulácia bola ove©a presnej²ia.

Prínos práce spo£íva v tom, ºe sme navrhli nový spôsob ako modelova´ zamest-
nanos´. Miesto porovnávania ekonomických ukazovate©ov s inými krajinami sme
navrhli ako sledova´ pohyb pracovnej sily, ovplyvnený vlastnos´ami obyvate©ov a
ich meniacou sa ²truktúrou.
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