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Abstrakt

KUDLA, Peter: Modelovanie zamestnanosti v priemysle v Slovenskej Re-
publike. |Diplomva praca| - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. -
Vedtuca: RNDr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava, 2010, 68 stran.

Cielom diplomovej prace je zostavit model zamestnanosti v priemysle v SR po-
mocou simuldcie preskupovania agentov (zamestnancov) medzi firmami. Problém
je formulovany ako diskrétny nahodny Markovov proces, motivovany pribuznymi
modelmi vo fyzike materidlov, v chémii a v populac¢nej biologii. Odvodime sto-
chasticky algoritmus, ktory pouZijeme na simulaciu zamestnanosti. Uréime klu-
¢ové vlastnosti zamestnancov a firiem a zostavime modely pre tieto vlastnosti.

Vysledky porovname s redlnymi datami.

Krlacové slova: Chapmanove-Kolmogorovove rovnice, Gillespieho algoritmus,
algoritmus stochastickej simulacie, metéda Monte Carlo, adaptovana funkcia rych-

losti, model zamestnanosti



Abstract

KUDLA, Peter: Modeling of employment in industry in the Slovak Repub-
lic. [Master thesis| — Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics,
Physics and Informatics; Department of Applied Mathematics and Statistics. -
Tutor: RNDr. Katarina Bodova, PhD., Bratislava, 2010, 68 pages.

The aim of this thesis is to establish a model of employment in industry in Slo-
vakia by simulation regrouping agents (employees) among firms. The problem is
formulated as a discrete Markov random process, motivated by related models in
the physics of materials, in chemistry and population biology. We derive stochastic
algorithm that we use to simulate employment. We identify key characteristics of
workers and firms, and assemble models for these properties. We compare results

with real data.

Key words: Chapman-Kolmogorov equations, Gillespie algorithm, stochastic
simulation algorithm, Monte Carlo method, propensity function, model of emplo-

yment
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Uvod

Hospodéarska kriza, ktora dominovala svetovej ekonomike v poslednych kvartéloch,
mala za nasledok okrem iného aj vyrazné poklesy v svetovom dopyte po tovaroch
a sluzbach. Firmy boli nitené kvoli znizenym objednavkam, pristapit k redukcii
nakladov a rusit pracovné miesta. Rastiica nezamestnanost a nedostatok novych
pracovnych prilezitosti nutila kompetentné osoby a odbornu verejnost, zaoberat sa
danou problematikou. Modelovanie zamestnanosti a odhady vyvoja v budicnosti
su preto v sucasnej dobe velmi aktuélne.

Vacsina modelov zaoberajica sa otazkou zamestnanosti, porovnava rozne eko-
nomické ukazovatele v roznych krajinach. Nas model vSak neskiima tito problema-
tiku len z ekonomického pohladu, no sustredujeme sa vo vicSej miere na sledovanie
vlastnosti uchadzacov o pracu a charakteristiku jednotlivych firiem, ktoré posobia
na trhu. Uspech zamestnancov na trhu prace je ovplyvneny viacerymi ¢initel'mi
ako vek, dosiahnuté vzdelanie, pohlavie, ¢i nadobudnuté sktusenosti. Tento pristup
je inovativny a prinasa nové prvky do modelovania zamestnanosti. Modelovanie
vlastnosti pracujucich a ich pohyb na trhu prace umozinuje robit presnejsie odhady
do budicnosti a pruznejsie reagovat na zmeny na trhu prace. Rovnako dolezita
je aj identifikicia pozadovanych vlastnosti u uchadzacov o pracu a poukézanie na
nedostatky v sucasnom stave. Model je mozné zostavit dvoma spésobmi. Pomocou
stustavy linearnych obycajnych diferencidlnych rovnic alebo pomocou stochastickej
simulacie. My sme sa rozhodli model skonstruovat ako nahodny Markovov procec,
teda druhym spdsobom.

Praca je rozdelena na dve casti. V prvej kapitole na ilustra¢nom priklade ukéa-
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Uvod 13

zeme, ako jednoducho je mozné sledovat zlozity chemicky proces. Od vysoko di-
menzionalnej sustavy linedrnych diferencidlnych rovnic prejdeme k Markovovym
procesom a skonStruujeme algoritmus, pomocou ktorého budeme modelovat za-
mestnanost.

Druhé kapitola sa sklad& zo Styroch c¢asti, v ktorej zostrojeny algoritmus apli-
kujeme na nas ekonomicky model. Postupne vytvorime simulaciu starnutia, vzde-
lavania a zamestnanosti, pricom v poslednom modeli vyuzijeme predchadzajuce.
Na konci kazdej ¢asti prezentujeme vysledky a porovname ich s readlnymi datami.
V poslednej casti kapitoly nacrtneme, ako by sa dala naSa simulacia vylepsit.

Sucastou préce je prilozené DVD, ktoré obsahuje algoritmus stochastickej si-
mulacie, podrobnejsie vysledky ako prezentujeme v praci a data, ktoré sme v praci

pouzili.



Kapitola 1

Konstrukcia stochastického

algoritmu

Na zaciatok oboznamime ¢itatela s hlavnym problémom prace. Naértneme po-
stup celej simulacie preskupovania agentov v priemysle v Slovenskej republike na
ilustra¢nom priklade z chémie. Postupujeme podla ¢lanku [9].

Uvazujme proces, v ktorom N roznych druhov chemickych molekil moze na-
vzajom reagovat v M roznych typoch chemickych reakcii. Napriklad, molekula A
a molekula B sa moézu dostat do vzajomnej blizkosti, spustit reakciu a vytvorit
novi molekulu C. Ak poznédme pociato¢ni polohu a pocet molekul, mozeme sle-
dovat ako sa pohybuji a vzadjomne reaguju. Na prvy pohlad je vSak zrejmé, ze
takéto ,dynamické” procesy uz pri malom objeme chemikélie, nehovoriac o tom ak
chceme tento proces pozorovat pocas dlhého ¢asového intervalu, moze byt velmi
naroc¢né sledovat a prili§ zlozité numericky simulovat. Preto budeme ignorovat in-
formaciu o polohe a ststredime sa len na sledovanie poc¢tu molekul kazdého typu.
Takéto zjednodusenie je platné, pokial je nasa chemikalia veImi dobre premieSané,
to znamena, budeme predpokladat, ze vSetky molekuly st rovnomerne rozdelené v
celej nadobe. Pre ilustraciu uvedieme jednoduchy priklad. Pri elektrolyze roztoku
chloridu sodného NaCl, sa tento $tiepi na kladné iony sodika Nat a zadporné iony

chloru C1~. Kladné i6ny sa pritahované k zapornej elektrode (katdde), z ktorej si
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Konstrukcia stochastického algoritmu 15

ion Na*t zoberie elektron a stéva sa z neho elektricky neutralna castica - atom
sodika Na. Zaporné iony CI~ su pritahované ku kladnej elektrode (andde), ktora
prima elektron a dva atéomy sa zlucuju do elektricky neutralnej molekuly chloru
Cl,. Predstavme si teraz, Ze do velkej nadoby s prepazkou v strede, do jednej ¢asti
nalejeme cisti vodu a do druhej roztok kuchynskej soli. Prepédzku odstranime. Do
tej casti nadoby, v ktorej je roztok soli, vlozime elektrody. Okamzite po spojeni
elektrického obvodu dochédza k elektrolyze a mozeme sledovat, ako sa na kladnej
elektrode uvolnuje plynny chlor. Ked elektrody vlozime do ¢asti nadoby, kde je
naliata c¢ist4 voda a zapneme elektricky prad, ni¢ sa nestane. Casom sa kvapalina
premieSa a postupne sa chlorid sodny bude Stiepit, ale je zrejmé, Ze to nejaky cas
potrva. A teda, aj ked sme sledovali tu isti chemickt reakciu v tej istej nadobe,
rychlost s akou prebiehala bola rozna.

Majme teda v pociato¢nom case N roznych molekil, ktorych pocet pozname.

Zostrojime stavovyj vektor,
X(t) = (Xu(t), Xa(t), .., Xn (1)),

kde X;(t) je nezaporné celé ¢islo, ktoré nam udava pocet molekul typu i v Case t.

Stavovy vektor X(¢) sa meni vZdy, ked nastane reakcii. Kedze predpokladame
rovnomerné rozdelenie hustoty molekil, budeme uvazovat len o pravdepodobnosti
nastania reakcie, zalozenej na okamzitom stave uvazovaného systému v case t. Toto
prirodzene vedie k Chapmanoviim-Kolmogorovovym rovniciam 7|, ¢o je stustava
oby¢ajnych diferencidlnych rovnic pre rozne stavy systému. V angli¢tine sa tejto
ststave hovori master equation [12], dalej budeme pisat len ME. k-ta rovnica v
¢ase t urcuje pravdepodobnost, Ze systém sa nachadza v stave k. Je dolezité si
uvedomit, ze pocet rovnic neudava pocet typov molekial N, ale pocet vSetkych
moznych stavov systému. Ten zavisi nielen od poc¢tu vSetkych molekul X(#), ale aj
od mnozstva reakcii M, a preto moze byt dimenzia tejto sustavy diferencialnych

rovnic velmi velka.
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Napriklad, majme N = 4 molekuly A, B,C, D a M = 2 reakcie:

e A+ B—C+ D,

o U+ D — A+ B (spétna reakcia).

Ak je na zaciatku K molekul typu A a K molekul typu B, a Ziadne molekuly typu
C alebo D, takze
X(0) = (K, K,0,0),

potom stavovy vektor X(¢) moze nadobudnut K + 1 moznych stavov:

(K7 K7 07 0)’
(K-1,K—1,1,1),
(K —2,K —2,2,2),

(0,0,K, K).

Vo v8eobecnosti ma ME obrovski dimenzie, Ze nie je mozné vypocitat ju ana-
lyticky ani numericky. Namiesto rieSenia takejto sustavy diferencidlnych rovnic
zvolime iny pristup, ktory nepriamo vyuziva ME. Budeme ho oznacovat algorit-
mus stochastickej simuldcie (ASS), alebo Gillespieho algoritmus [6]. Ten namiesto
rieSenia vysoko dimenzionalneho systému ODR zistuje iba realizacie stavového
vektora (¢, X;) tak, ze pravdepodobnost stavu tohto vektora odpovedéa pravdepo-

dobnosti ziskanej pouzitim ME.

1.1 Chapmanove - Kolmogorovove rovnice

Na ilustraciu, ako zostavit ststavu Chapmanovych - Kolmogorovovych rovnic, teda
ME, pouzijeme systém, ktory vyzaduje Styri druhy chemickych molekil: substrat
(S1), enzym (S3), komplex (S3), produkt (S4). Ako modelovy systém chemickych
reakcii zoberieme:

S1+ S5, A< Ss, (1'1)
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S3 = 51+ S, (1.2)
S5 =S4+ Ss. (1.3)

Ulohu konstant - ryjchlosti nastatia reakcii ci,cy a c3 vysvetlime neskor v tejto
Casti prace.

Ako uz bolo spominané v predoslej kapitole 1, pri rieSeni ME neberieme do
uvahy informéciu o pozicii alebo objeme jednotlivych molekil, a preto sa po-
kusime popisat systém pomocou stavového vektora X(¢). V systéme (1.1)-(1.3)
vidime, ze molekula S, nikdy nevystupuje v ziadnej reakcii ako reaktant, ale vzdy
je len produktom. Takze, ak nas nebude zaujimat mnozstvo vzniknutych produk-
tov, ale len poc¢ty molekul Sy, 55,53, ktoré do nejakej reakcie vstupuji, mozeme
zlozku 4 vektora X(t) zanedbat a tym zredukovat jeho dimenziu. Napriek tomu
pre ilustraciu budeme pracovat s celym stavovym vektorom X(t) € R*.

Ak nastane reakcia (1.1), potom sa zlozky X;(t) a X»(¢) znizia o jedna a zlozka

X3(3) sa zvysi o jedna. Takze X(t) sa zmeni na X(¢) + vy, kde

vi = (=1,-1,1,0).

Podobne pre reakcie (1.2) a (1.3) ur¢ime

vo = (1,1,-1,0) a v3=(0,1,—1,1).

Je zrejmé, 7e reakcia typu (1.1) moze nastat jedine v pripade, ak sa stretne
molekula S; s molekulou Sy. Ak je v nejakom ¢ase ¢t v celom objeme chemikélie
velmi mélo molekul typu S; a S, je menej pravdepodobné, Ze nastane reakcia
typu (1.1) oproti pripadu, keby bolo tychto molekil v celej zlucenine viac. Pou-
zitim takéhoto argumentu mozeme hovorit o pravdepodobnosti nastatia reakcie a
usudzujeme, Ze tato pravdepodobnost bude imerna koncentracii molekil S; a S
v Case t. Predpokladame teda, Ze pravdepodobnost nastatia tejto reakcie vo velmi

malom ¢asovom intervale [¢,t + dt) je dand ako ¢ X (t)Xa(t)dt, kde X (t)Xa(t)
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predstavuje pravdepodobnost kolizie dvoch molekil, a kongtanta c; predstavuje
rychlost reakcie, ktord okrem iného zabezpecuje aj to, Ze nie kazda kolizia vyusti
do reakcie.

Pre druhy typ reakcie, (1.2), iba molekula S5 zohrava aktivnu tilohu. Preto sa
uréi pravdepodobnost tejto reakcie ako co X3(t)dt, aby proporcionalne odpovedala
poc¢tu molekil S5. Podobne sa uréi pravdepodobnost pre treti typ reakcie (1.3)ako
c3 X3 (t)dt.

Takato struktira plati vSeobecne pre akykol'vek stbor unimolekuldrnych (jedna
molekula na Tavej strane) alebo bimolekuldrnych (dve molekuly na lavej strane) re-
akcii. Reakcie v naSom modeli budd unimolekularne. VSeobecne, majme molekuly
S1, 52, ..., 9N, ktoré moézu navzajom reagovat v M roznych typoch chemickych
reakcif. Pre kazdé 1 < j < M existuje vektor zmeny v; € RN, ktorého i-ta zlozka
vyjadruje zmenu poc¢tu molekil S; spésobent j-tou reakciou. TakZe jedna reakcia
typu j zmeni stavovy vektor X(¢) na X(t) + v;.

Rychlost reakcii zavysi od koncentracie molekil v danom ¢ase, preto definu-
jeme adaptovani funkciu rychlosti a;X(t), ktora vyjadruje, ze pravdepodobnost

nastatia tejto reakcie vo velmi malom ¢asovom intervale [t,¢ + dt) je dana

¢ X (1) X0 (1) pre reakciu typu S,, + S, 9, x, kde m # n,
a;j(X(t)) = cj%Xm(t)(Xm(t) -1) pre reakciu typu S, + S, a, *,
c; X (1) pre reakciu typu Sy, — *.

S prvym a tretim pripadom sme sa stretli uz v nasom ilustra¢nom priklade z ché-
mie. V druhom pripade, pri reakcii molekil rovnakého typu, vyuzijeme poznatky z
kombinatoriky (z celkového po¢tu X, vyberame dve, pri¢om nezalezi na poradi).
Najprv odvodime Chapmanove-Kolmogorovove rovnice pre ¢asovy vyvoj prav-
depodobnosti stavov. Potom v kapitole 1.2 ukazeme ako sa tento problém da al-
ternativne riesit pomocou algoritmu stochastickej simulécie.
Teraz uz mame dostatok informécii, aby sme sa mohli zaoberat veli¢inou

P(x,t) = P[X(t) = x|X(0) = x|. KedZe pozname pravdepodobnost kazdého moz-
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ného stavu x v Case t, vypracujeme pravdepodobnost stavu x v Case t + dt za
predpokladu, Ze dt je dostato¢ne malé na to, aby na intervale [t,t + dt) nastala
maximalne jedna reakcia. Poznamenajme, Ze na to, aby sme boli v stave x v case
t 4+ dt, st len dve moznosti pre ¢as t; bud bol systém uz v ¢ase t v stave x a
nedoslo k ziadnej reakcii pocas [t,t + dt), alebo pre nejaké 1 < 7 < M bol systém
v stave X — Vv; v Case t a prebehla j-ta reakcia pocas [t,t + dt), a tym preniesla
systém do stavu x. Pripomenme si vetu o tiplnej pravdepodobnosti z tebdrie prav-
depodobnosti. Zaujima nas, akd je pravdepodobnost udalosti A. Majme udalosti
Ho,Hy,Hs, ... ,Hy, Hyyq ktoré st (a) disjunktné (najviac jedna udalost moze
nastat) a (b) uplné (jedna z nich musi nastat). Veta o tuplnej pravdepodobnosti

hovori
M+1

P(A) = P(A|H,)P(H;), (1.4)

j=0
kde P(A|H;) je podmienend pravdepodobnost udalosti A za predpokladu, 7e na-
stala udalost H;. V nasom pripade, A je udalost, Ze systém je v stave x v Case
t+dt, Hy je udalost, Ze systém je v stave x v ¢ase t, H; pre 1 < j < M je udalost,
Ze systém je v stave X —v; v Case t a napokon Hj/41 je udalost, Ze systém je v ne-
jakom inom stave v ¢ase t. Pre 1 < j < M, P(A|H,) vyjadruje pravdepodobnost,
ze pocas Casového tuseku [t,t + dt) dojde k j-tej reakcii. Z definicie adaptovane;j

funkcie rychlosti dostavame
P(A|Hj) = aj(x —v;)dt,  1<j<M, (1.5)

kde v; zodpoveda jednej reakcii. Podobne, P(A|H,) je pravdepodobnost, Ze nena-
stala ziadna reakcia po dobu [t, t+dt). To sa musi rovnat 1 minus pravdepodobnost

nastatia kazdej reakcie, takze

M

P(A|Hg) =1- a;(x)dt. (1.6)

j=1
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Nakoniec

P(A[Hp11) =0, (1.7)

pretoze udalost Hy;1 obsahuje v sebe informéaciu o vSetkych stavoch vzdialenejsich
od stavu x viac ako o jednu reakciu. Pravdepodobnost nastatia dvoch reakcii vo
velmi malom ¢asovom intervale je zanedbatelna. Pouzitim vztahov (1.5), (1.6) a

(1.7) vo vztahu (1.4) a s pouZitim definicie pre P(x,t) dostavame

P(x,t+dt) = (1 — Zaj(x)dt> P(x,t) + Zaj(x —v;)dtP(x — v, t).

Tito rovnicu moézeme upravit na

P(x,t+ dt) — P(x,t)
dt

= S (5% — vj) P(x — v;, 1) — a;(x) P(x, 1)),

J=1

Ak prejdeme k limite dt — 0 vidime, 7e Tava strana tejto rovnice sa stava derivaciou

¢asu, ¢o vedie k ME

dPE;tc, t) _ Z(ay(x —v,)P(x — v, 1) — a;(x)P(x,1)). (1.8)

Pripomenieme, ze stavovy vektor x zavisi od mnoziny diskrétnych hodnot, ktora
byva obvykle velmi velka. ME (1.8) je linearny systém obyc¢ajnych diferencialnych

rovnic, s jednou rovnicou pre kazdy mozny stav.

1.2 Algoritmus stochastickej simulacie

Ststava Chapman-Kolmogorovovych rovnic (ME) méa spravidla taka velka dimen-
ziu, ze sa numericky iba tazko d& spocitat. Namiesto pocitania iplného pravdepo-
dobnostného rozdelenia algoritmus stochastickej simuléacie (ASS) sleduje jednotlivé
realizacie stavového vektora, pricom jeho okamzity stav zavisi len od predchadza-

juceho stavu |3, 4].
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Definujme Py(7|x,t) ako pravdepodobnost, Ze na intervale [t,t 4+ 7) nedoslo
k ziadnej reakcii ak X(t) = x a uvazujme teraz casovy interval [t,t + 7 + dr).
Predpokladajme,ze udalost ktora nastala pocas [t + 7, + 7 + d7) je nezavisla od
udalosti, ktora nastala pocas [t,t + 7). Potom pravdepodobnost, Ze pocas [t,t +

T + d7) nedoslo k ziadnej reakcii je

Blt,t+7+4dr) = Byft,t + 1) Pyt + 7.t + 7+ dT)

= Ryt t +71)(1 — Zf’j[t+7,t + 7 +d7)),
J
kde Pj[t1,t2) je pravdepodobnost, Ze pocas intervalu [t1,t2) prebehla j-ta reakcia.
S vyuzitim definicie adaptovanej funkcie rychlosti mozeme hore uvedené prepisat

na

M
Py( 4 07|x,t) = Py(7]x, 1) (1 > ak(x)d7> ,
k=1
¢o je ekvivalentné s

Po(1 + 67|, t) — Po(T]x,1)
dr

= —gum (X) Po(7]%, 1), kde agum(x) =Y  ax(x).

M

Poslanim dr — 0 dostavame obyc¢ajni diferencidlnu rovnicu, ktora je linearna a

mé pociatoéni podmienku Py(0|x,t) = 1. Jej rieSenim dostéavame
Py(7|x,t) = e~ sum(IT, (1.9)

Teraz definujme p(7, j|x, t) ako pravdepodobnost, Ze najblizsie nastane j-ta reakcia
a to v Casovom intervale [t + 7.t 4+ 7 + d7) ak X(¢) = x. Predpokladame, ze dr je
dostatoc¢ne kratky ¢as na to, aby nastala najviac jedna reakcia. S vyuzitim definicie

pre I a a; dostavame

p<T7j|X7 t>d7— = PO(T|X’ t)(lj(X)dT.
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Vyuzitim (1.9) mame

p(7—7 j|x, t) - a] (X)e_aSunL(X)’T"
Tento vzfah upravime vynasobenim pravej strany jednotkou na

a;(x)

asum(X)T, 1.10
G (X) Asum (X)e€ ( )

p(r,jlx,t) =

Funkcia hustoty (1.10) je zdruzenou funkciou hustoty dvoch nezéavislych nahod-
nych premennych:

Index d’al3ej reakcie: zodpoveda diskrétnej nahodnej veli¢ine ako p;[t,t+7) =

% Takze pravdepodobnost j-tej reakcie je imerna a;(x).
Cas do dalsej reakcie: Zodpoveda spojitej nahodnej veli¢ine s exponencialnym

rozdelenim pravdepodobnosti, ktorej funkcia hustoty je @y, (x)e %7,

Tato separacia ndhodnych premennych nadm ulah¢i numericka simuléciu. Umozni
nam nezavisle simulovat index reakcie a cas, kedy k nej dojde. Obidve rozdelenia
moZzeme odvodit z rovnomerného rozdelenia U([0, 1]). Teraz uvedieme algoritmus
stochastickej simulacie, ktory sa uplatiiuje v Sirokom spektre fyzikalnych, chemic-

kych a biologickych aplikacii ako napriklad [2, 5, 10, 15, 18, 11].

1.2.1 Algoritmus
1. Inicializujeme stavovy vektor X(0) = xo.

2. Vypocitame hodnoty adaptovanych funkcii rychlosti {a,(X(¢))}L, a ich
SUIU Qg (X (1)) 1= 000, ar(X(1)).

3. Vygenerujeme dve nahodné ¢isla & a & z rovnomerného rozdelenia U ([0, 1])
a urc¢ime j, teda typ reakcie k akej doslo, ako najmensie celé ¢islo, ktoré

vyhovuje nerovnici 377, ap(X(t)) > & agum(X(1)).

4. Uréime, kol'ko ¢asu preslo, kym nastala j-ta reakcia 7 = in(1/6) y a obnovime

Gsurn (X (1)
X(t+7) = X(t) + v;. Aktualizujeme ¢as t na t + 7.
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5. Vratime sa na krok ¢éislo 2.

V poslednom kroku sa testuje koncovd podmienka. Napriklad, algoritmus skonci,
ked ¢ prekro¢i nejaku dopredu stanovena hodnotu, ked nejaka zlozka vektora X(t)
prekro¢i vrchnu alebo spodnu hranicu, alebo ked nam prebehne dostatoény pocet

iteracii.

1.2.2 Generacia ndhodnych cisel & a &2

Nas§ model zamestnanosti je naprogramovany v MATLAB-e. Rovnomerne rozde-
lené nahodne ¢isla & a & generujeme jeho funkciou RAND.
V kazdej iteracii potrebujeme novi dvojicu ndhodnych ¢isel. Tvorcovia prog-

21492 nshodnych ¢isel

ramu udavaji, ze MATLAB je schopny vygenerovat viac ako
kym sa niektoré z nich zopakuje. éastjrm volanim funkcie RAND vsak ¢isla nie
st ,,aplne ndhodné”. Pri ich generacii vznika urcita pravidelnost. Je to sposobené
resetovanim pociato¢ného stavu generatora.

Problém jednoducho vyriesime tym, Ze na zaciatku si vygenerujeme dostato¢ny
pocet dvojic ndhodnych ¢isel jednym zavolanim funkcie RAND. Potom v kazdej

iteracii zoberieme novi dvojicu, kde mame zarucené, ze medzi tymito nahodnymi

¢islami nie je ziadna korelécia.

1.2.3 Detaily simuléacie

V tejto podkapitole velmi stru¢ne vysvetlime, ako kroky 3 a 4 algoritmu ndhodnej
simulacie vyplyvaji zo vztahu (1.10). Nagou tlohou je urcit celé ¢islo j z intervalu
1 az M pre identifikiciu reakcie ktord nastala a realne ¢islo 7, ktoré nam urci,
kolko ¢asu do tejto reakcie ubehlo.

Index nasledujucej reakcie zvolime podla adaptovanej funkcie rychlosti. Kon-
krétne, ak je jednotkovy interval rozdeleny na M podintervalov, kde j-ty subin-

terval ma dlzku a;(x)/asum(x), potom nahodne zvolime bod z tohto intervalu tak,



Konstrukcia stochastického algoritmu 24
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Obr. 1.1: Urcenie typu reakcie.

aby pravdepodobnost, Ze tento bod lezi v j-tom subintervale bol a;(x)/asum(x).
Toto je zndzornené na obrazku 1.1 a vyjadrené v 3. kroku ASS.
Zopakujme si, Zze exponencidlne rozdelend ndhodn& premenna s parametrom

A > 0 ma funkciu hustoty v tvare

Ae A pre x > 0,
fz) =

0 pre x < 0.

A teda, ak X je exponencidlne rozdelenda ndhodné premenna s parametrom A,

potom pre Tubovolné 0 < a < b plati
b
Pla< X <b) = / e Mdr = e — e,
Teraz,
Pla<X <b)=P(-b< —X < —a)=Ple <e™ <),
z ¢oho vidime, 7ze

P<e—)\b < e—)\X < 6—)\@) — e—)\a o 6_>\b.

AX

Toto ukazuje, 7e ndhodné veli¢ina Z := e~ mé& rovnomerné rozdelenie na inter-

vale [0, 1]. Pravdepodobnost, Ze Z lezi v nejakom subintervale intervalu [0, 1] je
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dana dlzkou tohto subintervalu. X mozeme teda generovat pomocou In(1/2)/),
kde Z je rovnomerne rozdelend ndhodna premennd na intervale [0, 1]. Toto zod-

poveda 4. kroku ASS pre A\ = agum (X(2)).



Kapitola 2

Implementacia stochastického

algoritmu

V kapitole 1 sme vysvetlili, ako mozno simulovat diskrétne sa meniaci nadhodny
proces pomocou stochastickej numerickej simulacie. Dolezitou vlastnostou tohto
algoritmu je, Ze je nezavisly od voIby ¢asovej jednotky. Hlavnym cielom prace je
aplikovat tento algoritmus, v praxi pouzivany aj na skimanie chemickych reakcii
[6, 9, 12], na modelovanie zamestnanosti v SR. Na to, aby sme mohli stochasticky
algoritmus pouzit, potrebujeme spravne identifikovat zmysluplné reakcie v nasej
ekonomickej aplikicii. Potom im ur¢ime pravdepodobnosti s akymi nastavaja pre
rozne relevantné scenéare a nasimulujeme poc¢as obdobia niekolkych rokov.

V prvom kroku ur¢ime vlastnosti agentov (reaktantov v priklade chemickych
reakcii). Podla tychto vlastnosti sa zamestnavatelia, teda firmy, rozhoduju, ¢ da-
ného uchadzaca o zamestnanie prijmu alebo daju prednost inému uchadzacovi. V
skuto¢nosti mé zamestnavatel dostupné mnozstvo tdajov o uchadzacoch o zamest-
nanie, ako vek, dosiahnuté vzdelanie, predchadzajtce pracovné skiisenosti, znalosti
a schopnosti, zdluby a iné. Z mena a adresy sa da urcit, ¢i sa jedna o muza alebo
zenu a trvalé bydlisko. Na pripadnom tstnom pohovore méze zamestnavatel dalej
zistit, v akom rodinnom stave sa dany uchadza¢ o zamestnanie nachadza, a teda

zisti, ¢i je ochotny cestovat, pripadne, ¢i nebude problém poslat ho pracovat na

26
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poboc¢ku v zahrani¢i. Kone¢né rozhodnutie, ¢i uz zamestnavatela alebo uchadzaca
o zamestnanie, urcite eSte ovplyvni vela dalsich faktorov, napriklad to moze byt
narodnost, zdravotny stav alebo finan¢né ohodnotenie.

Aby model fungoval ¢o najpresnejsie, vSetky hore spomenuté vlastnosti by mali
byt vstupom do naSej simulacie. Ziskat vSak tieto Statistiky nie je vobec jednodu-
ché, dokonca mnohé sa nedaji ani zmerat. Jednou z kli¢ovych vlastnosti agenta
pri hladani zamestnania si jeho znalosti a schopnosti a predchadzajuce pracovné
skusenosti. A préave o tychto vlastnostiach agenta neexistuju ziadne tabulky. Na-
vySe, vlastnosti sa menia v ¢ase. Naucit sa ovladat nejaka aplikaciu, zlepsit sa v
cudzom jazyku na pozadovanu troven alebo spravit si vodi¢sky preukaz za par
dni nie je v dnesnej dobe ni¢ neobvyklé. Pre jednoduchost modelu sa budeme sna-
zit urcit iba najdolezitejSie z tychto vlastnosti a iba tie zahrnieme do vysledného
modelu.

Rovnako ako agenti na pracovnom trhu aj firmy maja svoje vlastnosti, podla
ktorych hladajua ,spravnych Tudi”, a tieto vlastnosti zase ovplyviuju rozhodovanie
agentov, ¢i sa v danej firme budi uchadzat o zamestnanie alebo nie. Agentov
bude zaujimat napriklad to, aka velka je firma, kde sa nachadza (poloha), aké
vyplaca mzdy, akému druhu ¢innosti sa venuje, aka je jej kvalita. Kvalitu firmy
moze urcovat pocet rokov stravenych na trhu, priemerna dizka zamestnanosti jej
pracovnikov, ¢ je to domaca firma alebo poboc¢ka nadnarodnej spolo¢nosti, aké
ziskala ocenenia a podobne. Tu narazime na rovnaky problém ako pri skisenostiach
agentov.

Pre jednoduchost modelu a taktiez pre obmedzenost dat budeme uvazovat
dve vlastnosti agentov - vek a vzdelanie; a vlastnosti firiem - velkost, priemerné
vzdelanie a vek ich zamestnancov. Vekovu Struktiru populacie budeme modelovat
pomocou stochastického algoritmu pricom pouzijeme Statistické data tmrtnost a
porodnost ako externy vstup do modelu. Podobne budeme modelovat vzdelanie.
Potom rozdelime Tudi do firiem a budeme sledovat, ako sa budi medzi nimi pre-

suvat.
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2.1 Model starnutia

Vek je velmi dolezitou vlastnostou agenta, pretoze urcuje, ¢i dany ob¢an pracuje
alebo je nezamestnany, alebo je este v predproduktivnom, respektive poproduk-
tivnom veku. Modelovat vek je jednoduché nielen preto, ze o vekovom zlozeni
obyvatelstva SR st podrobné Statistiky, ale aj preto, Ze presne vieme, ¢o sa s
kazdym jedincom stane, narodi sa, zostarne alebo zomrie.

Nagim kone¢nym cielom je modelovat zamestnanost. Preto sa ststredime na
produktivnu ¢ast populécie. Taktiez nas (v zmysle stochastickej simulécie), nebude
zaujimat osud kazdého jednotlivca, ale len to, v akej skupine sa nachadza, resp.
aky pocet I'udi sa nachadza v danych vekovych kategoriach. Takéto zjednodusSenie
predpoklada rovnomerné rozdelenie ob¢anov podla veku, ako sme spominali v

kapitole 1.

Populacia 2008)

100 000

a0 000

B0 000

Poéet

40 000

a0 000

Vek

Obr. 2.1: Vekové zlozenie populacie SR z roku 2008

Z obrazku 2.1 vidime, Ze tento predpoklad nie je splneny. Na rozdiel od che-
mickych reakcii, v ekonomickom modeli to nepredstavuje zdsadny problém. Pocia-
to¢na podmienka a reakcie unimolekuldrneho typu nam umoznia pouzit nahodnu
simulédciu, aj ked nie je splneny predpoklad rovnomerného rozdelenia, a to tak, ze

vhodne rozdelime vekové kategorie. Tie musia byt dostato¢ne velké aby bol mo-
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del ¢o najjednoduchsi ale zaroven dostatoc¢ne malé, aby bolo rozdelenie priblizne
rovnomerne.
V modeli starnutia simultanne prebiehaju tieto procesy: prirastok obyvatel-

stva, starnutie obyvatel'stva a umieranie. Sformulujeme predpoklady:
1. Populacia je po ¢astiach rovnomerne rozdelena.
2. Ekonomicky aktivnych ob¢anov reprezentuju l'udia vo veku 15 - 59 rokov.

3. Pravdepodobnost, Ze sa narodi chlapec je rovnaka ako pravdepodobnost, ze

sa narodi dievca.

Druhy predpoklad naznacuje, ako populéciu rozdelime. V§imnime si, ze pocetnost
deti vo veku 0 — 14 je priblizne rovnomerne rozdelena. Rovnako sa ,yvyhladili”
aj poc¢etnosti produktivnej ¢asti populacie. Najproblematickejsiu ¢ast grafu, ktora
predstavujui najstarsi obyvatelia nemusime brat do Gvahy, pretoze z tejto kategorie

agenti uz nikam neprestipia, budi zo simulacie len odchadzat, teda zomru.

Predproduktivna populacia (2008)

0 000
70 000
B0 000
50 000 4
40 000 4
30000 4
20 000 4
10 000 4

Poiet

Obr. 2.2: Vekové zlozenie populacie deti z roku 2008



Implementacia stochastického algoritmu 30

Produktivna populacia (2008)
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Obr. 2.3: Vekové zlozenie produktivnej ¢asti populécie z roku 2008

Tym, Ze nie je presne splneny predpoklad 1, ocakavame, ze bude v simulacii
dochadzat k miernym chybam, nie v8ak markantnym. Tato chyba bude so zvy-
Sujucim poctom iteracii bude chyba narastat. S podrobnejsim delenim populécie
mozeme tito chybu zmensit. Z obrazku 2.3 vieme urcit, ako najlepsie ,rozkiskovat”
produktivnu ¢ast populacie. Vyskusali sme niekolko moznych deleni. Pre jednodu-
chost celej simulacie a s prihliadnutim na vysledky sme sa nakoniec rozhodli pre

nasledujtice delenie:

N1: obcania v neproduktivnom veku, kategoria obsahuje deti vo veku 0-14 rokov.
M1: mladi muzi, kategoria obsahuje muzov vo veku 15-24 rokov.

M2: zreli muzi, kategoria obsahuje muzov vo veku 25-49 rokov.

M3: starsi muzi, kategoria obsahuje muzov vo veku 50-59 rokov.

Z1: mladé zeny, kategoria obsahuje zeny vo veku 15-24 rokov.

Z2: 7relé zeny, kategoéria obsahuje Zeny vo veku 25-49 rokov.

Z3: starSie zeny, kategoria obsahuje zeny vo veku 50-59 rokov.

D: muzi v dochodkovom veku, kategéria muzov vo veku 60+ rokov.

B: Zeny v dochodkovom veku, kategoéria Zeny vo veku 60+ rokov.
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Vstupom do simulacie bude teda stavovy vektor, budeme ho oznacovat A(t), kto-
rého zlozky budu udéavat poc¢ty I'udi v jednotlivych kategéridch meniace sa v Case.

Dal$imi vstupmi budu:
b: porodnost.
mx: umrtnost vekovej kategorie X, kde X € {N1, M1, M2, M3, 7Z1,72,73,D, B}.

Porodnost je ¢islo, ktorého hodnota zodpovedd poc¢tu narodenych deti za rok.
Umrtnosti vekovych skupin st tiez kladné celé &isla a kazdé predstavuje pocet
zomretych v danej vekovej kategorii za rok.

Poslednym krokom zostavenia modelu starnutia je urcit, k akym reakciam v
nom dochadza. Nasledujica schéma zobrazuje vSetky uvazované reakcie ako Sipky,

pri¢om volIné Sipky prislichaja ubytkom populacie v désledku amrtia.

Y A4

qi‘ M2 || 22 |i>
"7 "13

.qF_JEL‘ M3 ‘ ‘ 23 |._1E_’.

"15

v?
17 i 18

Obr. 2.4: Schematické zobrazenie reakcii pre model starnutia

Dalej uvedieme zoznam reakcii a ich zodpovedajice rychlosti. K hodnotam
rychlosti reakcii sa vratime na konci tejto kapitoly, v sekcii 2.1.2. Teraz si popiSeme
typy reakcii.

Reakcia ) — N1 predstavuje rodenie deti. V prvej kapitole sme sa s podob-
nou reakciou nestretli. Ide o spontannu tvorbu alebo reakciu sposobenti nejakym

vonkaj$im zdrojom.
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J Reakcia ¢; a;j(x)

1 0 — N1 1/12 1/12% b

2 | N1 — M1][(1/(12%15))/2 | (1/(12 % 15) x N1)/2
3 | N1—Z1 | (1/(12%15))/2 | (1/(12 % 15) * N1)/2
4 N1 —0 1/12 1/12% N1

5 | M1 — M2| 1/(12%10) 1/(12 % 10) * M1
6 | M1—10 1/12 1/12% M1

7 | M2— M3| 1/(12%25) 1/(12 % 25) * M2
8 | M2—10 1/12 1/12 % M2

9 | M3— D 1/(12 % 10) 1/(12 % 10) * M3
10| M3—10 1/12 1/12 % M3

11| Z1— 22 1/(12 % 10) 1/(12 % 10) * Z1
12 Z1—10 1/12 1/12 % Z1

13| 22— 73 1/(12  25) 1/(12 % 25) * Z2
4| Z2—10 1/12 1/12 % Z2

15| Z3— B 1/(12 % 10) 1/(12%10) * Z3
6| Z3—10 1/12 1/12% Z3

17| D—10 1/12 1/12% D

18] B—10 1/12 1/12x B

Tabulka 2.1: Reakcie, rychlosti reakcii a adaptované funkcie rychlosti pre model

starnutia

Reakcia N1 — () je spiatnou reakciou k reakcii ) — N1. Predstavuje tmrtie

jedinca z vekovej kategorie V1. VSeobecne tito reakciu mozeme zapisat v tvare

Ax(t) — 0 pre

X € {N1,M1,M2,M3,21,22,723,D, B}.

Ostatné typy reakcii predstavuju starnutie Tudi, pricom nesledujeme starnutie

po rokoch ale starnutie po vekovych etapach. K tymto reakcidm neexistuji reverzné

reakcie.

Teraz uz mame vsSetky potrebné informécie, aby sme spustili simuldciu star-

nutia agentov. Startovacim ¢asom bude rok 2001. Vektory zmeny v;, ktoré nam
menia stavovy vektor A(t) vzdy, ked nastane nejaka reakcia, zapiSeme do matice

V a budeme ju volat matica prechodu.
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2.1.1 Algoritmus pre model starnutia

1. Spocitame hodnoty adaptovanych funkcif rychlosti {ax(A(t))};2, a ich sumu

Gum (A (1)) = 310, ax(A(1)).

2. Vygenerujeme dve ndhodné ¢isla & a & z rovnomerného rozdelenia (0, 1)
a ur¢ime 7, teda typ reakcie k akej doslo, ako najmensie celé ¢islo, ktoré

vyhovuje nerovnici 337, ap(A(t)) > € agum(A(1)).

3. Urcéime, kolko ¢asu preslo, kym nastala j-ta reakcia 7 = % a ob-

novime A(t + 7) = A(t) + V;, kde V; predstavuje j-ty riadok matice V.

Aktualizujeme Cas t na t + 7.

4. Vratime sa na krok ¢islo 1.

2.1.2 Rychlosti reakcii a terminidlna podmienka

V tejto ¢asti prace sa budeme venovat nezavislosti vekovej simulécie bez ohladu
na casové jednotky a voIbe rychlosti reakcii.

Nezavislost simulacie na vol'be ¢asovej jednotky vyplyva z nasledovnej uvahy.
Ak st rychlosti reakcii udavané v mesiacoch, ¢as do nasledujicej reakcie je

ln%
T = —=————— [mesiacov].

>k an(A(t))
Ak st vSak rychlosti udavané v rokoch, potom

ln%
! = —7 [rokov]

TS 12ap(A(t)) 12

= 7 [mesiacov] .

T

VoIba ¢asovej jednotky teda neovplyvni pocet prebiehajucich reakcii, a teda ani
celkovy vysledok. V nasom modeli starnutia je ¢asovou jednotkou mesiac. Simu-

lujeme 7 rokov (2001 — 2008), terminalnou podmienkou teda bude uplynuty ¢as
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t = 12 % 7 [mesiacov].
Rychlosti reakcii sii odvodené nasledujicou dimenzionalnou analyzou. Pre pri-
klad uvedieme reakciu N1 — M1 (dospievanie dietata na muza). Reakcia prebieha

rychlostou

1 pocet pocet
62 = - <:> N 3
12% 15 % 2 rok % mesi{ac mesiac
ro

kde 12 vyjadruje, Ze ¢asovou jednotkou je mesiac, 15 vyjadruje, ze len patnastina
deti sa moze stat muzmi (vyuziva sa predpoklad 1 o po Castiach rovnomernom
rozdeleni populécie), pretoze kategoria N1 obsahuje deti vo veku 0 — 14 rokov,
t. j. 15 ro¢nych skupin. To, Ze celu rychlost este zmensime o polovicu vyplyva z

predpokladu 3, ktory hovori, Ze len polovica tychto deti sa stane muzmi.

2.1.3 Vysledky

Simulacia prebieha od roku 2001 po rok 2008. Vstupmi st:
e A(2001) - pocty Tudi vo vekovych kategoriach (dimenzia 1 x 9).

e m1(2001) - amrtnosti pre vekové kategorie (dimenzia 1 x 9).

b(2001) - porodnost(kladné celé ¢islo).

e V - matica prechodu (dimenzia 18 x 9).

c - rychlosti reakcif (dimenzia 1 x 9).

Terminalna podmienka ¢ = 12 * 7 (mesiacov) ukoné¢i algoritmus. Keby sme si-
muléciu pustili znovu s rovnakymi vstupnymi datami, dostaneme podobny, avsak
iny vysledok. Je to preto, lebo nas algoritmus je stochasticky. Aby sme dostali ¢o
najlep$i vysledok, nasimulujeme prechod z roku 2001 do roku 2008 velakrat - tzv.

metoda Monte Carlo [16]. Vysledkom potom bude aritmeticky priemer z tychto
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simuldcii. Pretoze vysledky pre model starnutia st len ¢iasto¢nymi vysledkami ce-
lého modelu zamestnanosti prezentujeme teraz odhady, ktoré sme ziskali jednou
simulaciou. Pre spresnenie vypoctov po kazdom nasimulovanom roku aktualizu-
jeme porodnost a amrtnost.

Teraz uvedieme a popiSeme niektoré vystupy z nasho stochastického modelu.
Porovname vysledky s redlnymi datami. Pozrieme sa na grafy celej populécie a
dvoch vybranych vekovych kategorii, ktoré boli odhadnuté nasim modelom naj-
lep§ie a najhorsie. Pribalené DVD obsahuje dalsie vystupy a program ASS.

Algoritmus stochastickej simulécie je naprogramovany v MATLAB-e.

Focet Matizb Srena
500 843754 9108385 7986229
J62| 417863 4024B68| -3 GB422
2941( 1044961( 1004560( -3 86627
48381 370073 3226081 -12,6061
100 400609 393304 -1,52347
976| 1018953 1002081 -1,6963
1877 395883 351521 -11,.2058
189512  361540( 406941 12 65767
22015 553331 587070| 6097455

2406972 5381511
57360

Obr. 2.5: Reélne ¢isla a vypocet nasou simulaciou.

V tabulke na obrazku 2.5 st uvedené skuto¢né pocty Tudi (stipec Pocet) pre
vietky zvolené vekové kategorie a ich suma z roku 2008. Stlpec Matlab udéava
pocty Tudi, ktoré sme dostali z naSej stochastickej simulacie po nasimulovani
siedmych rokov, pricom sme pouzili informéciu o pocte Tudi z roku 2001 ako
podiato¢ni podmienku a porodnosti a umrtnosti v dalsich rokoch. V posled-
nom stlpci Zmena je spo¢itand percentualna zmena oproti skutoénym poctom
(Zmena = (Matlab — Pocet)/Pocet * 100). Stochasticky algoritmus velmi dobre
aproximoval skuto¢né hodnoty pre celi populaciu. Celkova chyba je mensia ako

0.5% za 7 rokov. V jednotlivych vekovych kategoriach uz dochédza k podstatne
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vacsim vykyvom. Tieto zmeny vznikli pretoze neboli splnené predpoklady nasho

modelu, hlavne predpoklad o rovhomernom rozdeleni populacie.

5410000

Populacia

400000

Aza0000

Podet

A3E0000 -
AET0000
5360000 +

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2002

m Real
= Wpodet

Imena

0,1 4
-0.2
0.3
0.4
0.5

%4z rena populdcie [ modelred preal 100

2001  200F 2003

Obr. 2.6: Celkova populacia SR a percentudlna zmena vypoctu oproti skuto¢nosti

za obdobie 2001 — 2008.

Na obrazku 2.6 vidime, v akom vztahu sa vysledky nasej simulacie oproti redlnym

¢islam pocas celého pozorovaného obdobia 2001 —2008. Zeleny stipec (Real) pred-

stavuje skutocné pocty obyvatelov Slovenskej Republiky. Oranzovy stipec (V-

pocet) predstavuje pocty obyvatelov, ktoré sme ziskali pomocou stochastického

algoritmu. Graf na pravej strane obrazku 2.6 zobrazuje, ako sa vypocet ¢asom

zhorSoval. Ide v3ak o velmi malt zmenu.

Teraz uvedieme vysledky pre dve vekové kategorie, M3 a Z2. V kategorii M3

vznikli oproti readlnym datam najvicsie nepresnosti a v kategoérii Z2 naopak naj-

mensie.

2000  28B215[ 2862185 2001 995833 995633
2002 2E9970) 2EEVY 2002 1000093 999795
2003)  3140068) 5002599 20035 1004264 1002080
2004)  3E717E] 508073 2004 1009374) 1003317
2005) 540888 311413 2005) 1012725]) 1005033
2005) 353794 315450 2006 1013997 1004478
2007)  SR3841] 319535 2007 1015899 1003650
2008 570073 322681 2005 | 1018955 1002031

Obr. 2.7: Lava tabulka obsahuje pocty vekovej kategorie M3, ktorej simulécia
vysla najhorSie. Prava tabulka popisuje vekovu kategoriu Z2, ktorej simulécia

vysla najlepsie.



Implementacia stochastického algoritmu 37

V tabulke na obrazku 2.7 st uvedené redlne pocty I'udi (stlpce real) spominanych
vekovych kategorii a aj pocty ziskané stochastickou simuléciou (stfpce matlab) za

celé sledované obdobie.

[ {7 Bz rena M3 [ rmodel- real preal® 100
400000 0
-7
300000 4 ]
L] m Real
"2 200000 . g2 6
o o Wpodat E 2
100000 A0
1] -1z
2001 2002 2003 2004 2008 200G 2007 2003 -14
Fiok Rk
i Yozrmena £2 [model-real Jbeal*100
1025000 0
1020000
1075000 0 2001 z2p02
4 1010000 A B Real R
g 00000 4 . m
£ 1000000 O ipadet 5 .
Q935000 £
990000
933000 15
k. h
&S F S .
Rok Rk

Obr. 2.8: Vekové kategorie M3 a Z2 a ich percentudlne zmeny oproti skuto¢nosti
za obdobie 2001 — 2008.

Na obrazku 2.8 st graficky znazornené poc¢ty Tudi v danych vekovych kategoriach,
ktoré boli vybrané ako najlepsia a najhors$ia, a aj ich percentualne zmeny z tabulky
na obrazku 2.7. V§imnime si §kilu, na akej si grafy zndzornené. Jednym z dovodov,
preco je vekova kategoria M3 vypocitana s takou velkou chybou je, 7e aj ked nasa
simulécia zachytéava trend narastu poc¢tu Iudi v tejto kategorii, v skuto¢nosti rastol
tento pocet ovela rychlejsie (priblizne plus 10000 Tudi kazdy rok). Kategoria Z2
je jednou z dvoch kategoérii, v ktorej ndm algoritmus nezachytil trend ale napriek
tomu vel'mi presne spocital po¢ty Tudi. Je to preto, lebo v tejto kategorii sa pocty
T'udi ¢asom menili minimélne. Iné delenie populécie na vekové kategorie by mohlo
vysledky zlepsit, resp. zhorsit, avSak nikdy nebudd tplne presné. Stochasticky
algoritmus predpokladé rovnomerné rozdelenie, ¢o v redlnom svete nie je nikdy

splnené.
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Nakoniec uvadzame graf (obrazok 2.9), na ktorom st zobrazené percentualne

zmeny poctov Tudi oproti skutoénym datam pre vSetky vekové kategorie za celé

sledované obdobie 2001 — 2008.

% zmena populacie (model-real)real

Zmena
(o)
1

2001 a0z

Rok

oM
b1
oMz
o3
mrl
oi
B3
oo
mB

Obr. 2.9: Percentualne zmeny vypoctu oproti skuto¢nosti vSetkych vekovych ka-

tegorii za obdobie 2001 — 2008.
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2.2 Model vzdelavania

Popri veku je dalSou kli¢ovou vlastnostou zamestnanca pri hladani prace nepo-
chybne vzdelanie. Vyssie vzdelanie implikuje vyssi plat, lukrativnejSie pracovné
miesto, lepsi pocit zo samého seba. Nie je vSak neobvyklé, ked vysokogkolsky
vzdelany ¢lovek vykonava podradné prace a naopak, niekto menej schopny zastéva
vyznamnu politicka alebo spolo¢ensku funkciu. Nie je jednoduché vhodne zvolit
mieru vzdelania, lebo Standardné kvantitativne miery ako pocet rokov stravenych
v §kole, diplom, pripadne vysledok 1Q testu st Casto krat navzajom neporovna-
telné (je rozdiel medzi diplomami z roznych $kol, medzi talentovanym Zziakom,
ktorému bolo umoznené vynechat deviaty ro¢nik a ziakom, ktorému naopak rok
na viac na zakladnej skole prospel, atd ). Venovat sa tejto problematike vSak nie
je predmetom tejto diplomovej prace.

Pre jednoduchost modelu, ako aj pre obmedzeny rozsah dat zvolime za jed-

notku vzdelania informaciu o najvys$Som ukonc¢enom vzdelani.

Rozdelit celt populéciu na kategorie podla vzdelania uz nie je také jednoznacné
ako to bolo v pripade delenia podla veku. Existuju Statistiky o pocte Ziakov a $tu-
dentov v §kolach, avsak tychto je potrebné zaclenit do celkovej populécie, pricom
data s ktorymi sme pracovali st navzajom nekonzistentné.

Obyvatelov rozdelime podla ukon¢eného vzdelania do 9 skupin:

NV: neproduktivny vek, kategoria obsahuje deti vo veku 0 — 5 rokov.

ZS: 7iaci zékladnych $kol, kategoria obsahuje ziakov, ktori navstevuju zakladnu

skolu.

ZB: Tudia, ktori maji ukon¢enu len zakladnu Skolu alebo si bez vzdelania, ka-
tegoria obsahuje Tudi v produktivnom veku, ktori maju ukoncenu zédkladnu

gkolu alebo st bez zakladného vzdelania.

U: ucni, kategoria obsahuje studentov, ktori navstevuju stredné odborné uciliste

alebo zdruZzenu strednu skolu.
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Uc: Tudia, ktori maja ukoncent uc¢tovsku stredni skolu, kategoria obsahuje Tudi
v produktivnom veku, ktori maji ukoncené stredné odborné uciliste alebo

zdruZenu strednua skolu.

US: stredoskolaci, kategoria obsahuje Studentov, ktori navstevuji gymnazium

alebo stredntt odbornu skolu.

USc: ludia, ktori maju ukoncenu strednu $kolu, kategoria obsahuje T'udi v pro-
duktivnom veku, ktori maji ukonéené gymnazium alebo stredni odborni

skolu.

VS: vysokoskolaci, kategoria obsahuje studentov, ktori navstevuju vysoku skolu

(denné forma $tudia).

VSc: Tudia, ktori maju ukoncentu vysoku $kolu, kategéria obsahuje Tudi v pro-

duktivnom veku, ktori maji ukoncené vysoku skolu.

Pri modelovani vzdelania nés uz nemusia zaujimat Tudia v poproduktivnom veku
(kategorie D a B z modelu starnutia v kapitole 2.1), pretoZe akonahle dosiahnu
dochodkovy vek z modelu odchadzaji a nie je im umoznené vratif sa spat. V
predchadzajicom modeli vekovej Struktiry neboli z modelu vycleneni len preto,
aby bolo mozné sledovat aj zmeny poctov v celej populécii, nie len v jednotlivych
kategoriach.

Dalsimi vstupmi do simulécie vzdelavania su:
b: porodnost!.
mpyy: amrtnost skupiny NV (vek 0 — 5 rokov, rozpitie 6 rokov).
mzg: tmrtnost skupiny ZS (vek 6 — 14 rokov, rozpétie 9 rokov).
myzp: amrtnost skupiny ZB (vek 15 — 59 rokov, rozpétie 46 rokov).

my: umrtnost skupiny U (vek 15 — 18 rokov, rozpitie 4 rokov).

I'Rovnaka hodnota ako v modeli starnutia.
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mye: amrtnost skupiny Uc (vek 19 — 59 rokov, rozpétie 42 rokov).
myg: umrtnost skupiny US (vek 15 — 18 rokov, rozpétie 4 rokov).
myse: umrtnost skupiny USc (vek 19 — 59 rokov, rozpitie 42 rokov).
myg: umrtnost skupiny VS (vek 19 — 23 rokov, rozpétie 5 rokov).

myse: amrtnost skupiny VSc (vek 24 — 59 rokov, rozpétie 37 rokov).

Predpokladame, Ze populacia spliia nasledujice predpoklady:
1. Vzdelanostné skupiny su po c¢astiach rovnomerne rozdelené.

2. Skupina NV obsahuje vsetky deti vo veku 0 — 5 rokov, vSetkym dobre vy-
chadzaju roky, t.j. akoby sa narodili 1.9., a vSetky nastipia do skoly vo veku

6 rokov.
3. V kategorii ZS stravia vSetci 9 rokov.
4. 'V kategoriach U a US stravia vSetci, ktori sa do nich dostanu 4 roky.
5. V kategorii VS stravia vSetci, ktori sa do nej dostant 5 rokov.

6. Neexistuje cesta spiat. Napriklad, nie je mozné z kategorie USc ,spadnit” do

kategorie ZB.
7. Do dochodku sa odchidza vo veku 60 rokov.
8. Spojitd dynamika - Skolu je mozné ukonéit kedykol'vek v priebehu roka.

Za tychto predpokladov a s informéaciami o po¢toch ['udi v jednotlivych kategoriach
zostavime schému modelu pre vzdelanie:

Reakcie a ich rychlosti si zhrnuté v tabulke 2.2, kde V je logicky operator
ALEBO a Do predstavuje odchod do déchodku:
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17

18

Obr. 2.10: Schematické zobrazenie reakcii pre model vzdelavania

V d'alsej sekcii sa budeme venovat optimélnej vol'be parametrov oy, i = {1,2,3,4,5},

ako aj dodato¢nym tupravam modelu.

2.2.1 Volba parametrov a d’'alsia uprava

Rychlosti «; urcuji, kolko ziakov/§tudentov prejde z aktualneho typu koly do
dalSej kategorie. Napriklad, len ¢ast Studentov ZS pojde na ucnovku. Ukazeme si

tri rozne sposoby volby tychto parametrov. Prvym je

U+Uc

T ZB+U+Uc+US+USc+VS+VSe
US+USc+VS+VSe

T ZB+U+Uc+US+USc+VS+VSe
ZB

BT Bt U+ Uc+US+USc+ VS +VSe
VS+VSe

M= USc+ VS +VSe
USc

T USc+ VS +VSe

(651

(8%

Qs

Takto vybrané rychlosti maja vlastnost, Ze rozdeluju ziakov ZS, resp. SS v po-

mere, v akom su poc¢ty Tudi v nasledujucich vetvach modelu vzdelavania, ako je
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J Reakcia ¢; a;j(x)

1 7NV 1/12 /120

2 NV — Z8S 1/(12 % 6) 1/(12%6) « NV

3 NV =0 1/12 1/12% NV

4 zZS8 —U 1/(12%9) % oy 1/(12%9) x ay * ZS

5 ZS —-US 1/(12%9) * ay 1/(12%9) x ag x ZS

6 ZS — ZB 1/(12%9) x as 1/(12%9) x az *x ZS

7 75 =0 1/12 1/12% 28

8 U= Uc 1/(12 % 4) (12+4)+U

9 U0 1/12 1/12% 0

10 Uus—-vs 1/(12%4) * ay 1/(12%4) xay xUS
11| US—-USc 1/(12%4) *x as 1/(12%4) x a5 xUS
2] US—0 1/12 1/12+US

13| VS —=VSc 1/(12 % 5) 1/(12%5)« V.S

4| VS—0 1/12 1/12% VS

15| ZB >0V Do | 1/12+1/(12%46) | 1/12+1/(12%46) = ZB
16| Uc—0VDo |1/12+1/(12%46) | 1/12+ 1/(1246) * Uc
17| USec— 0V Do | 1/12+1/(12%46) | 1/12+ 1/(12 % 46) «* USc
18| VSc =0V Do | 1/12+ 1/(12%46) | 1/12 + 1/(12 % 46) * V Sc

Tabulka 2.2: Reakcie, rychlosti reakcii a adaptované funkcie rychlosti pre model
vzdelavania

znézornené na obrazku 2.10. Inak povedané, urcili sme vahu, s akou sa prestupuje
do nasledujicich kategorii. Pouzitim takychto prestupovych rychlosti dostaneme
z modelu vystupy, ktoré su velmi vzdialené skuto¢nosti (tieto vysledky v préci
neprezentujeme). Vezmeme preto do uvahy argument, ze rozhodovanie ziakov, na
akej Skole budu dalej studovat je ovplyvnené volbou ich spoluziakov (napr. ,Ka-
marat ide na gymnéazium, idem aj ja.”). Vychadzame z toho, Ze sa rozhoduji v
pritomnosti a neuvazuju o tom, v akej kategorii nakoniec skoncia. Preto zo zlom-
kov odstranime vSetky vzdelanostné kategorie, ktoré nenasleduja bezprostredne
po kategorii, z ktorej ziak /Student odchadza a tieto eSte upravime tak, aby sa roz-
hodnutie Ziaka/$tudenta, kam pojde dalej Studovat tykalo len Ziakov/studentov,

ktori z kategorie prestupuji. Dostaneme tak nové hodnoty parametra alfai «;
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B U/4
N T U+ US/A+ ZB/46
B US/4
2= U/a+US/A+ ZB/46
- ZBJ46
T U4+ US/A+ ZB/46
VS/5
Ny = =70 7~
VS/5+US/4
. UsA
VS5 1 US/A

Vysledky sa zmenia minimélne(v praci neuvadzame), preto vyskasame dalsiu
moznost. Namiesto dynamicky meniacich sa parametrov «;, pouzijeme konstanty.
Predchadzajice parametre o; nam priblizne urcuja ich hodnoty. Nové parametre

ur¢ime metodou pokus-omyl. A teda

ap = 0.377
as = 0.567
ag = 0.057
oy = 0.46
as = 0.54

Vysledky sa opat zlepsili, ale stale st oproti skuto¢nosti velké rozdiely v poc¢toch
T'udi vo vzdelanostnych kategoriach. Kategorie ZS a Uc st nadhodnotené. Celkovo
v8ak po nasimulovani 7 rokov (2001 —2008) v modeli chyba priblizne 240000 l'udi.
To znamené, Ze oproti skuto¢nosti I'udia v modeli rychlejsie starnt alebo umieraju.
Je to sposobené hlavne nekonzistentnymi datami z viacerych zdrojov a nesplne-
nymi predpokladmi. Napriklad, neexistuji amrtnostné tabulky ziakov/studentov,
alebo nie kazdé dieta ,yvydrzi” 9 rokov na zékladnej skole. Viaceré kategorie maji

spolo¢ny prienik. To moze napriklad viest k udalosti, ze ¢lovek, ktory by mal cho-
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dit eSte na zakladnu Skolu sa uz nachadza v kategorii ZB a teda v modeli zomrie
dvakrat. Sposobuje to pravdepodobnost jeho umrtia v kategorii ZS, aj ked sa uz
nachadza v kategorii ZB, kde uz zomiera s inou pravdepodobnostou. Nadhodnote-
nie kategorie ZS si mozeme vysvetlit tak, ze na zakladnu skolu chodi v skuto¢nosti
menej deti. V nasom modeli na zdkladnu skolu nastupuju vSetky deti, teda aj tie,
ktoré do skoly chodit nikdy nebudi.

Pre zlepSenie vysledkov spravime v modeli vzdelavanie niekolko tuprav. Pozme-

nime niektoré predpoklady a pridame nové reakcie:

1.zmena

Zrychlime reakciu NV — ZS. Pozmenil sa tym predpoklad 2, ktory okrem iného
hovori o tom, ze vSetkym defom dobre vychadzaju roky, a teda v kategorii NV
stravia celych 6 rokov. Teraz priptastame, Ze v modeli mame aj deti, ktoré sa

nenarodili 1.9. a p6jdu do Skoly skor. Ako najlepsia hodnota sa ukazalo 5.9 rokov.

2.zmena

Zrychlime reakciu 2S5 — ZB. Tymto sa pozmenil predpoklad o tom, Ze vSetci
stravia na zakladnej skole 9 rokov. Opierame sa o presvedcenie, ze ¢lovek, ktory
sa nachadza v kategorii Tudi bez akéhokolvek vzdelania alebo len s ukoncenou
zakladnou skolou v nej v priemere nestravil 9 rokov. NajlepSia sa ukézala hodnota

6 rokov.

3.zmena

Zrychlime reakcie 2S5 — U a ZS — US. Rovnako sa tymto meni 3. predpoklad.
Vychadzame pritom z logickej avahy, Ze vicSina terajSej produktivnej populacie
do deviatej triedy nechodila. Pocet rokov znizime z 9 na 8 a s prihliadnutim na
vysledky este rychlosti upravime o konstantu 1.23 pre reakciu Z5 — U a o 1,14
pre ZS§ — US.
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4.zmena

Pridame reakciu Uc — USec, ktord predstavuje rozhodnutie ucna spravit si nad-

stavbu alebo maturitu. Rychlost tejto reakcie ur¢ime nasledovne

CUc—USe = * (0.102 % 0.8014,

12 x4

kde 4 predstavuje priemerny pocet rokov, kym ucen zrealizuje svoje rozhodnutie,
konstanta 0.102 urcuje, akd cast uc¢hov si vylepsi vzdelanie a konStanta 0.8014

predstavuje, Ze si robi nadstavbu alebo maturitu.

5.zmena

Pridame reakciu Uc — V'S, ktora predstavuje rozhodnutie uc¢na ist studovat na
vysokd Skolu. Budu to prevazne $tudenti technickych smerov a hlasit sa budua
zas len na technické smery (napr. niektoré odbory na STU, FIT, FEJ). Rychlost

reakcie je

1
Vs = 0.102 % 0.1986,
WemVs = oug "0 007
Kde 4 a 0.102 maja rovnaky vyznam ako v predchédzajicom bode, konstanta

0.1986 znamena, ze k takejto reakcii bude dochadzat zriedkavo.

Hodnoty konstant v 4 a 5 bode sme ziskali pozorovanim Statistik vzdelanost-
nych kategorii. Ostatné konstanty si ziskané metodou pokus - omyl. K inej moz-
nosti, ako ich ¢o najlepsie vycislit sa eSte vratime.

Kone¢na schéma a tabulka reakcii pre model vzdelavania budua vyzerat nasle-

dovne:
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Obr. 2.11: Schematické zobrazenie reakcii pre upraveny model vzdelavania

2.2.2 Systematickd vol'ba konStant o

V modeli vzdelavania sme konstanty «; urc¢ili metédou pokus-omyl a ich hodnoty
sme uhadli. Existuju metody, ktoré tieto konstanty hladaja systematicky.
Néajdenie spravnych konstant mézeme formulovat ako ulohu nelinearneho prog-

ramovania [8]. Nasou tlohou je minimalizovat zmenu vysledného vektora pre vzde-
lanie oproti skutoénym datam. Zvolime si normu tejto zmeny. Napriklad, ak chceme,
aby chyba bola rovnomerne rozlozena v kazdej kategorii vzdelania pouzijeme euk-
lidovski normu. Alebo, ak chceme minimalizovat chybu pre najhorsie odhadnuti
kategoriu, pouzijeme supremovu normu. Funkcia, zavisla od piatich konstant «;,

ktora v ilohe NLP minimalizujeme, je zakomponovana v stochastickom algoritme.
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J Reakcia c; a;j(x)

1 | NIC = NV 1/12 1/12%b

2 NV = ZS 1/(12%5.9) 1/(12%5.9) * NV

3 NV =0 1/12 1/12+ NV

1 75 > U 1/(12%8) % 0.377 % 1.23 | 1/(12%8) * 0.377 * 1.23 % ZS
5 ZS —US 1/(12%8) %« 0.567 % 1.14 | 1/(12%8) % 0.567 x 1.14 % ZS
6 75 = ZB 1/(12 % 9) % 0.057 1/(12 % 9) * 0.057 % ZS

7 Z5 =0 1/12 1/12% ZS

8 U= Uc 1/(12 % 4) 1/(12+4) xU

9 U0 1/12 112U

10 Us —-VvSs

1/(12 % 4) % 0.46

1/(12%4) «0.46 x U S

11 US — USec

1/(12%4) % 0.54

1/(12%4) %« 0.54 x US

12 US — 1/12 1/12xUS
13 VS —VSe 1/(12%5) 1/(12%5)« VS
14 VS —0 1/12 1/12% VS

15| ZB — 0V Do

1712+ 1/(12 * 46

1/12 + 1/(12  46) « ZB

16| Uc— 0V Do

1/12+1/(12 % 46) * Uc

17| USc— 0V Do

)
1/12 + 1/(12 * 46)
1/12 + 1/(12 * 46)

1/124+1/(12 % 46) « USc

18| VSc— 0V Do

1/12 + 1/(12 * 46)

1/1241/(12%46) « V. Sc

19 | Uc — UScV Do

1/(12 % 4) % 0.102  0.8014

1/(12%4) % 0.102 % 0.8014 x Uc

20| Uc— VSV Do

1/(12 % 4) % 0.102 * 0.1986

1/(12%4) % 0.102 % 0.1986 = Uc

Tabulka 2.3: Reakcie, rychlosti reakcii a adaptované funkcie rychlosti pre upraveny

model vzdelavania

2.2.3 Vysledky

V tejto sekcii opisujeme vybrané vystupy modelu vzdelavania. Rovnako, ako v ka-

pitole 2.1.3 sa najskor pozrieme na vysledky celej simulacie a potom na konkrétne

vzdelanostné kategorie. Pripominame, ze vSetky vysledky st na prilozenom DVD

ako aj program.
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Pocet Matizb Zrnens
413 320898 320462 -0.13587
a7 4573 461317 0 466926
11931 181800 159978] -12,0033
134 120387 116%9386( -2 52606
11797 928200 874867| -5,74585
134 173625 168146( -3,15565
11797 1178800( 1139300( -3 39041
270 140599 117598| -16,3593
11627 401400 310850| -22 5585
3905882 3670004 | -B,03905
o7 360

Obr. 2.12: Redlne ¢isla a vypocet nasou simuléciou.

Tabulka 2.12 je strukturovana rovnako ako tabulka 2.5 z kapitoly 2.1.3. Rovnako,
ako v modeli starnutia, aj v modeli vzdelania sme pouzili informéaciu o pocte
Tudi vo vzdelanostnych kategéridach v roku 2001 ako pociato¢ni podmienku a
porodnosti a umrtnosti v d'alsich rokoch. V tomto pripade, ked populaciu delime
na vzdelanostné skupiny, celkové vysledky st menej presné ako v podeli starnutia.
Sposobili to najmé nesplnené predpoklady a nekonzistentné data pre tuto Cast
modelu. Ako sme sa tuto chybu snazili zmiernit a prec¢o v modeli chyba velké

mnozstvo Iudi sme vysvetlili v kapitole 2.2.1.

“zdelanostné kategdrie spolu Yz mena vzdelanostnych kategdrii [matlab-
real freal*100

12001 2002

Riok

4100000
4000000
3800000
7o0u0 "y

3600000 Vi ocet
3500000
3400000

&P &P E P

Fodet

Fodet
- N O

Obr. 2.13: Vzdelanostna struktira populacie SR a percentuélna zmena vypoctu
oproti skutoc¢nosti za obdobie 2001 — 2008.

Na obrazku 2.13 vidime, ako sa menili po¢ty Iudi vo vzdelanostnych kategoriach

spolu oproti skutoénym po¢tom za obdobie 2001 — 2008. Zeleny stlpec (Real)
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predstavuje skuto¢né poc¢ty ludi a oranzovy (Vypocet) pocty ziskané nasim sto-
chastickym algoritmom. Graf na pravej ¢asti obrazku znazornuje, ako sa vysledky
vyvijali v ¢ase.

Teraz uvedieme vysledky pre dve vzdelanostné kategorie, NV a V' Sc. V kate-

gorii V' Sc vznikli oproti redlnym déatam najvicSie nepresnosti a v kategorii NV

najmensie.
2001 340079 340079 0 2001 279500( 279500 o

2002 350198 359684 1,05573 2002 ZE2e00)  Z81888| -0 25221
2003 321800 3E8115] 1 851624 2005)  307200) 285189 -7 16504
2004|  317440| 324335 2173009 2004 F30700( 289253 -12.524
2005  315176|  323340| 2 550233 2005 351700[ 294853 -18.4813
2006  314260| 3218671| 2 418690 2006)  379100)  25989536| -20 9085
2007 3158058 320700 1 5458042 2007) 381900) 305459 -2O0ME
J005| 320895 3FE046Y| -0,13557 2005)  401400)  310850) -2 A485

Obr. 2.14: Lava tabulka obsahuje pocty vzdelanostnej kategorie NV, ktorej simu-
lacia vysla najlepsie. Prava tabulka popisuje vzdelanostnu kategoriu V.Se, ktorej
simulacia vysla najhorsie.

V tabulke na obrazku 2.14 si uvedené realne pocty Tudi (stlpce real) spomina-
nych vzdelanostnych kategorii a aj pocty ziskané stochastickou simulaciou (stfpce
matlab) za celé sledované obdobie.

V simulacii vzdeldvania algoritmus zachytil trend vyvoja populacie v kazdej ka-
tegorii. Najlepsi vysledok sme dostali pre kategoriu deti NV, o ktorych sme mali
najpresnejsSie data a pochadzali z jedného zdroja. O ostatnych kategoriach sme mu-
seli vyslovit vela predpokladov, ktoré neboli splnené. Navyse data, s ktorymi sme
pracovali, pochadzali z viacerych zdrojov a neprislichali presne vzdelanostnym
kategoridm s akymi sme pracovali v nasom modeli vzdelavania. Najviac sa tato
chyba prejavila v kategorii V' .Se, ¢o je kategoria Tudi s ukon¢enym vysokogkolskym
vzdelanim. V&imnime si, ako narastal pocet Tudi v tejto vekovej kategorii (cca plus
20000 za rok). Na§ algoritmus presunul do kategorie V.Sc vzdy len tych T'udi, ktori

predtym chodili na vysoku Skolu. Pocet Studentov VS vsak rastie pomalsie. V sku-
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Obr. 2.15: Vzdelanostné kategorie NV a V Sc a ich percentudlne zmeny oproti
skutoc¢nosti za obdobie 2001 — 2008.

to¢nom svete sa do tejto vzdelanostnej kategorie dostavaju aj Iudia, ktori na VS
nikdy nechodili, resp. Studovali externe alebo chodili do vecernych skol. Externisti
sa v kategorii V.S nenachadzaju pretoze predpokladdme, ze pracuji, a teda sa
uz nachidzaji v niektorej kategorii s ukoncenym nizsim vzdelanim. Po tom, ako
niekto dokon¢i vysoku skolu (nie dennou formou $tudia), prestupuje z kategorie
s niz8§im vzdelanim do kategorie V Sc, ktori nas algoritmus nepriptusta. Pridanim
dalgich reakcii vieme tento problém odstranit. Nekonzistentné data vSak sposobili,
ze v modeli chyba velké mnozstvo Iudi. My sme sa snazili modelovat vzdelanie
tak, aby vzniknuté chyby boli ¢o najmensie pre vSetky vzdelanostné kategorie.
Nakoniec uvadzame graf (obrazok 2.16), na ktorom si zobrazené percentuélne
zmeny poctov Tudi oproti skutoénym datam pre vSetky vekové kategorie za celé

sledované obdobie 2001 — 2008.
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Obr. 2.16: Percentualne zmeny vypoctu oproti skutocnosti vSetkych vzdelanost-
nych kategorii za obdobie 2001 — 2008.

2.3 Model zamestnanosti

V predchadzajicich kapitolach sme sa zaoberali najdolezitejsimi vlastnostami za-
mestnancov, ktorymi boli vek a vzdelanie. V tejto kapitole integrujeme modely
veku a vzdelania do komplexného modelu pre zamestnanost v SR.

Zopakujeme, ze pre jednoduchost predpokladame, Ze firmy maja tri zakladné
charakteristiky: vel'kost, priemerny vek a priemerné vzdelanie zamestnancov. Tieto
vlastnosti buda pocas priebehu stochastickej simulacie aktualizované s prihliad-

nutim na nasledujice principy interakcie medzi modelmi:

e 7Zmena veku jednotlivca mé vplyv na vekovu strukturu obyvatelov SR, ale

aj na priemerny vek firmy, v ktorej tento jednotlivec pracuje.

e Zmena vzdelania jednotlivca ma vplyv na vzdelanostna struktiru obyva-
telstva SR, ale aj na priemerné vzdelanie firmy, v ktorej tento jednotlivec

pracuje.

Pri zostavovani modelu zamestnanosti postupujeme podobne ako v predchéa-
dzajucich kapitolach. Vetky firmy rozdelime do niekolkych kategorii podla vel-
kosti.
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Obr. 2.17: Histogram firiem zostaveny z vyberového zistovania

Na obrazku 2.17 je histogram zostaveny z vyberovej vzorky viac ako 5000 firiem.
Na X-ovej osi st zndzornené poc¢ty zamestnancov kazdej firmy. Na Y-ovej osi st
logaritmy pocetnosti. Vidime, Ze najviac je firiem s malym poc¢tom zamestnancov
a tento pocet rychlo klesa s ndrastom poctu zamestnancov vo firme. Tieto data
nam neposkytuju ziadnu informéciu o tom, ako firmy prirodzene rozdelit podla
velkosti. To znamend, Ze za malu firmu mozeme povazovat samoobsluhu v obci s
troma zamestnancami, ale aj tlac¢iaren novin s 300 zamestnancami.

Ak pouzijeme hrubsie data zo sihrnnych tabuliek Statistického tradu a poctoch
zamestnancov v roznych odvetviach hospodéarstva SR, dostaneme histogram na
obrazku 2.18. V nich st zahrnuté vSetky podniky a vSetci evidovani zamestnanci.
Pri zostaveni tohto histogramu sme predpokladali, Ze poc¢et zamestnancov na firmu
je priblizne rovny poc¢tu zamestnancov pracujicich v danom odvetvi k poctu firiem
daného odvetvia. Na zaklade obrazku 2.18 sme rozdelili firmy podla velkosti do

Styroch kategorii:

M: malé firmy (1 — 40 zamestnancov).
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Obr. 2.18: Histogram firiem zostaveny zo stihrnnych tabuliek o poctoch zamest-
nancov

S: stredne velké firmy (41 — 100 zamestnancov).
V: velké firmy (101 — 200 zamestnancov).

O: vel'mi velké firmy (2014 zamestnancov).

N: nezamestnani.

Pripomenme, ze v algoritme stochastickej simulacie nebudeme sledovat konkrétne
firmy, ale iba typy firiem. Posledné kategoéria samozrejme nie je kategoriou firiem.
Po jej pridani buda v modeli zahrnuti vSetci ekonomicky aktivni jedinci, vratane
¢erstvo skoncenych Studentov a nezamestnanych. V prenesenom vyzname, vSet-
kych nezamestnanych zamestname vo firme, kde pracuji nezamestnani. V tomto
modeli zamestnanosti je mozné prestipit z akejkolvek kategorie do akejkolvek
inej. Tieto prestupy medzi firmami predstavuju reakcie v modeli zamestnanosti.
Nasledujuca schéma a tabulka zobrazuju tieto reakcie a ich rychlosti. V tabulke
2.4 neuvidzame konkrétne rychlosti reakcii, pretoze prave tieto st predmetom
nasho vyskumu. Konstantu 1/12 uvadzame preto, lebo nasou ¢asovou jednotkou

je mesiac.
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Obr. 2.19: Schematické zobrazenie reakcii pre model zamestnanosti

2.3.1 Vztahy medzi modelmi

hezavislé

Obr. 2.20: Vztahy medzi modelmi.

Model zamestnanosti sa sklada z troch submodelov, modelu starnutia, modelu
vzdelavania a modelu zamestnanosti. Na obrazku 2.20 st znézornené vztahy medzi
tymito modelmi. Reakcie, ktoré prebiehaju v modeli starnutia neovplyviiuji model
vzdelavania a naopak. AvSak reakcie v modeloch starnutia a vzdelavania ovplyv-

nuju vlastnosti firiem, a teda aj rychlosti reakcii modelu zamestnanosti. Napriklad,
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Reakcia cj a;j(x)

M— S| 1/12xcd, | 1/12%xc« M
M-V | 1/12xd, | 1/12%cy* M
M—0O| 1/12xdy | 1/12% 5« M
S— M| 1/12xc, | 1/12xc xS
S—V | 1/12xck | 1/12x 5« S
S—0 | 1/12%c | 1/12x ¢y S
V—-M]| 1/12xcd, | 1/12%xcL %V
V=8 | 1/12%¢; | 1/12%cg*V
9 | V-0 | 1/12xc¢y | 1/12%xcyxV
10 O—=M | 1/12xc}y | 1/12% )y %O
11 O—=8 | 1/12xd}; | 1/12x ;%O
12| O=V | 1/12xdy | 1/12% %O
13| N—=M|1/12%c¢)3 | 1/12% 3%« N
14| N—=S | 1/12xdy, | 1/12x ), « N
15| NV | 1/12%c, | /12 ¢ % N
16| N—O | 1/12x ¢y | 1/12% g+ N
17| M — N | 1/12x ¢}, | 1/12% 7« M
18| S— N | 1/12xdg | 1/12% g S
19| V=N | 1/12xdy | 1/12x g+ V
20 O = N | 1/12% ¢y | 1/12%chyx O

COI~J| | U x| W N .

Tabulka 2.4: Reakcie, rychlosti reakcii a adaptované funkcie rychlosti pre model
zamestnanosti

ak v nejakom ¢asovom okamihu zostarne nejaky pracujici ¢lovek, nezmenia sa len
poc¢ty Tudi vo vekovych kategoriach, ale zmenia sa aj vlastnosti firmy, v ktorej
tento Clovek pracuje. Model zamestnanosti zase neovplyviuje modely starnutia a
vzdelavania. Napriklad, ak sa ¢lovek rozhodne zmenit zamestnanie, nijako sa tym
nezmeni vekova alebo vzdelanostna Struktira obyvatelstva SR.

V realnom svete pravdepodobne nie st rovnaki zamestnanci v kazdom type
firmy. Pravdepodobnejsie je, Ze napriklad v malej firme venujicej sa pocitacovym
aplikdcidm pracuji mladi Tudia s vyStudovanou vysokou Skolou informatického
smeru. Naopak, vo velkej fabrike na spractivanie ocele pracuji robotnici s nizsim
vzdelanim a s vyS$im vekom. To nas vedie k charakterizovaniu kategorii firiem
pomocou veku a vzdelania.

Najjednoduchsi sposob, ako charakterizovat vek a vzdelanie danej firmy je
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urcit, aky vek a vzdelanie maju jej sucCasni zamestnanci. Budeme sledovat dve
charakteristiky, stredni hodnotu a §tandardnt odchylku. Vzdy, ked nastane nejaka
reakcia prestupovania agenta medzi firmami, tieto Statistiky sa zmenia. Podobne,
ak nastane nejaki zmena v modeli starnutia alebo vzdelavania, je potrebné tieto
Statistiky spravne aktualizovat.

Pri modelovani presunu zamestnancov na trhu predpokladame:

1. Firma je dobre charakterizované velkostou (/N je poet zamestnancov), prie-

mernym vekom a vzdelanim (A;, E;), standardnou odchylkou veku a vzde-

lania (S, SF).
2. Zamestnanci vo firme j maja vek a vzdelanie rozdelené podla norméalneho

rozdelenia N'(A;, S), N'(E;, ST).

Kvoli jednoduchosti budeme index j = {M, S, V,0}) vynechavat, pokial budeme
hovorit vo vSeobecnosti. Na obrazku 2.21 je znazorneny priklad, aka vekovi Struk-

tiru mozu mat kategorie firiem.

-4 A g —
M P SM vek

Obr. 2.21: Tlustra¢né zobrazenie vekovej Struktiry zamestnancov pre 4 firmy.

Teraz ukazeme, ako aktualizujeme A, S4, pripadne E, Sg pre dva scenére:

(a) Firma s N zamestnancami prijme nového zamestnanca s vekom ag a vzde-

lanim ey.
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(b) Firma rozviaze pracovni zmluvu so zamestnancom, ktorého vek a vzdelanie

su Ak, €.

Nech a; je vek i-teho zamestnanca vo vybranom type firmy, v ktorom pracuje N

zamestnancov. Potom priemerny vek v tomto type firmy je

1 N

Ak firma prijme nového zamestnanca s vekom aq (pripad (a)), priemerny vek sa

zmeni na

N
1 1 ay N 1
A= — DN ai= > a = A )
Z¢ N+1i:1a+N+1 N+l N1

kde aq predstavuje vek zamestnanca, ktory do firmy prisiel. Naopak, ak z kategorie

odide jeden zamestnanec s vekom ay, (pripad (b)), priemerny vek sa zmeni na

N

_ 1 1 a N a
AT = —— P = i = A— )
N-1&¢ N—1;a N-1 N-1" N-1
ik

kde a; predstavuje vek zamestnanca, ktory z firmy odisiel. Podobne urc¢ime Stan-
dardna odchylku veku v pripade (a), ked firme danej kategorie pribudne, resp.

ubudne jeden zamestnanec.

N N

A 1 5 1 5 1 ’
St= oy 2 AP = mzai‘m@‘”)'

1=1 =1

Prichod zamestnanca zmeni Standardni odchylku na

N N N
1 1 N 1 1 N a
F7 I e B A - A
P a(N+1 +N+1a0)+NZ(N+1 eSS

1=0 1=0 =0

N (N +1—2a9)A NA?
a — .
N+17° N+1 N+1
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kde sme vyuzili, ze

N
2= (N —1)(S* + ——4?).
> oa = (N - 1(s™ 4 g 4)
Pri odchode zamestnanca pre odchylku plati
oA _ 2NAay (2N —2)ag (N —4)N242
- N-1 (N-1)(N-2) (N—=1)(N-2)

Rovnako vypocitame aj priemerné vzdelanie a Standardnt odchylku pre vzdelanie
a ich zmeny.

Aktualizovanim tychto Statistik vieme vzdy, ked sa zrealizuje lubovolna reakcia
starnutia, vzdelavania alebo zmeny pracovného posobiska, sledovat charakteristiky
firiem.

Ako sme znézornili na obrazku 2.21, predpokladame normalne rozdelenie veku
a vzdelania zamestnancov. Teraz si ukdzeme, ako vyberieme ¢loveka alebo firmu,
podla toho, akého typu je reakcia, ktord prave nastala. Ak nastane niektord z
reakcii modelu starnutia, potrebujeme urcit, z ktorej firmy je dany zamestnanec,
pripadne ktorej firme pribudol zamestnanec v dosledku dospievania/ukoncenia
skoly, resp. ubudol v désledku umrtia. Pri zmene vekovej kategoérie agenta presne
vieme, kol'ko ma rokov. V akej firme pracuje ur¢ime tak, ze vygenerujeme nahodné
¢islo € z rovnomerného rozdelenia U ([0, 1]) ako je znazornené na nasledujicom
obrazku. Podla toho, do ktorého podintervalu padne, ti variantu vyberieme.

Graf na obrazku 2.22 modeluje situdciu Styroch firiem. V tomto pripade, in-
terval f3(x)/fsum(z) vyjadruje pravdepodobnost, Ze ¢lovek vo veku z rokov je
zamestnany v tretej firme. Nahodne vygenerované ¢islo & ~ U(0, 1) urcilo, Ze za-
mestnanec pracuje v tretej firme. Podobne postupujeme, ak nastane niektora z
reakcii modelu vzdelavania.

Ak nastane niektora z reakcii modelu zamestnanosti, vieme v akej firme ¢lovek

pracoval a naopak, potrebujeme ur¢it jeho vek a vzdelanie (aby sme vedeli zmenit
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X - zmena veku vek
\g
N
0 £x) £ w1
Fc X))+ (x) Fy e+ (x) Tl )+ )+ (x) Fi 0+ x) ) +y(x)

Obr. 2.22: Urcenie kategorie firmy, ked nastala reakcia v modeli starnutia

vlastnosti firiem). KedZe vo firmach predpokladame normaélne rozdelenie veku a
vzdelania, s ich uréenim sme hotovi. Vygenerujeme nihodné ¢islo ¢ ~ N (A, S4) .
Dostaneme tak vek agenta, ktory prave zmenil zamestnavatela. V programe je este
nutné zabezpecit, aby vygenerovany vek bol v rozmedzi 15—59 rokov (produktivny

vek v nagom modeli). Rovnako postupujeme aj pri ur¢ovani vzdelania.

<A A
s/ A, s/

E—

vek

Obr. 2.23: Ur¢enie veku zamestnanca, ked nastala reakcia v modeli zamestnanosti
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2.3.2 Vysledky

Teraz uvedieme a popiseme vysledky pre model zamestnanosti. V zmysle metody
Monte Carlo sme simulaciu spustili 1000 krat a ako vysledok uvadzame aritmeticky
priemer jednotlivych simulacii. Podla predpokladov 1 a 2 pre model zamestnanosti
s agenti v jednotlivych typoch firiem normalne rozdeleny a charakterizuje ich prie-
merny vek a vzdelanie a Standardné odchylky tychto vlastnosti. Predpokladajme

teda, ze:

V kategorii M pracuju mladi udia s vysokym vzdelanim.

V kategorii S a V' maju zamestnanci Tubovolny vek a Tubovolné vzdelanie.

V kategorii O pracuju starsi Tudia s nizkym vzdelanim.

V kategorii N sa nachadzaju Tudia s Tubovolnym vekom a vzdelanim, lebo
v tejto kategoérii sa nachédzaji aj cerstvo skonceni Studenti aj dlhodobo

nezamestnani.

Ked mame informéaciu o vekovom a vzdelanostnom zloZeni populacie, rozdelit
vSetkych Tudi do firiem podla hore uvedeného predpokladu, a ur¢it tym podia-
to¢nid podmienku pre model zamestnanosti, nie je jednoduché. Existuju metody
[1], ktorymi sa tento problém da vyriesit, v praci ich v8ak neuvadzame. V nasom
modeli pre jednoduchost rozdelime ['udi rovnomerne.

V celom modeli zamestnanosti sa dynamicky meni vekova struktira obyvate-
Tov, zo Studentov sa stavaju pracujici I'udia a zamestnanci sa presuvaji medzi
firmami. Teraz ukazeme, ako sme urcili rychlost reakcii v modeli zamestnanosti,
ktord pri zmene zamestnania zohladfiuje nie len pravdepodobnost, s akou agent
zmeni typ firmy v ktorej pracuje, ale aj vek a vzdelanie agentov, ktoré sa navyse

¢asom menia. Pre j-tu reakciu sme rychlost uréili ako

1

C;- = mE(t}ﬁj,
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pricom vychadzame z Gvahy, Ze ¢im je agent strasi, tym je pravdepodobnost, ze
zmeni zamestnanie mensia a ¢im vysSie ma vzdelanie, tym je pravdepodobnost

zmeny zamestnania vac¢sia. Konstantu beta mozeme rozpisat na

11

5j:k—1k—2k3k4,

kde 1/k; vyjadruje pravdepodobnost, s akou agent zmeni zamestnanie, 1/ky vy-
jadruje pravdepodobnost, s akou zamestnanec zmeni typ firmy v ktorej pracuje
a ks a k4 su regresné koeficienty pre vek a vzdelanie. Vyskusali sme mnozstvo
scenarov pre rozne konstanty. Ako tieto konstanty urcit ¢o najpresnejsie, mozeme
opat formulovat ako tlohu NLP. V tabulke 2.5 st uvedené kone¢né rychlosti pre

vietky typy reakcii ziskané metodou pokus-omyl, kde © = ﬁE (1).

1 Co C3 Cq Cs
L0 %0566 | 5O %0425 [ L xO %0425 | £ +0%4.25 | -0 3.916
Co C7 Cs Cy C10
1—12*9*1.958 %*@*1.541 1—12*@*3.083 %*@*3.166 %*@*1.5
C11 C12 €13 C14 C15

T T T T T
5*6*1.5 5*6*2 5*6*1.312 5*6*1.313 5*6*1.313
C16 C17 C18 C19 C20
T T T T T
5*6*1.362 5*6*0.792 3*6*0.833 5*6*0.833 5*6*0.833

Tabulka 2.5: Rychlosti reakcii pre model zamestnanosti.

2008
Focet 843754  A17865| 1044951 370073) 400503 1018955 395883 361540) 553531( 5408972

Matlzb 949750 425588 1010803 311980) 413572 1004843 340726| 373251 S52608| 5353330
Zmena | 12 56341 1848901 -326579) -157248| 3310616 -1,3852) -13.9325] 323913 -013083] -0.43725

Obr. 2.24: Vekové kategorie modelu zamestnanosti.

V tabulke na obrazku 2.24 st znézornené skutoc¢né pocty Tudi vo vekovych
kategoriach z roku 2008 (riadok Pocet), pocty ziskané po nasimulovani siedmich
rokov (2001 — 2008), pri¢om sme pouzili informéciu o poc¢te Tudi z roku 2001 ako
poc¢iato¢ni podmienku a porodnosti a imrtnosti v dalgich rokoch (riadok Matlab);

a percentualna zmena oproti skuto¢nosti (riadok Zmena).
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2008
Pocet | 320893| 459173| 181800] 120387| 928200 173625 1179800| 140599] 401400] 3905882
Mstlsb | 327081| 508359| 188734 124748 938718 181074 1123791| 115052 295334] 3802890
Zmena_| 1 926856] 10,71179] 3,813875| 3522063 1,133188] 4,200137| -4 7473 -18,1638| -26,4241| -2 53683

Obr. 2.25: Vzdelanostné kategorie modelu zamestnanosti.

V tabulke na obrazku 2.25 st znazornené skuto¢né pocty [udi vo vzdelanost-
nych kategoriach z roku 2008 (riadok Pocet), po¢ty ziskané po nasimulovani sied-
mich rokov (2001 —2008), pricom sme pouzili informéaciu o po¢te I'udi z roku 2001
ako pociatoéni podmienku a porodnosti a umrtnosti v dalsich rokoch (riadok

Matlab); a percentualna zmena oproti skuto¢nosti (riadok Zmena).

2008

Focet 159784 2B1411) 353257 480613 397135) ZR31200
Matizb 41449 Q73273 568613) 479980 579603 2632917
Zmena | 486213 4537778 1804329 013181 -4 41471[ -2 16568

Obr. 2.26: Kategorie firiem modelu zamestnanosti.

V tabulke na obrazku 2.26 si znazornené skuto¢né pocty Tudi v jednotlivych
kategoriach firiem (riadok Pocet), pocty ziskané po nasimulovani siedmich rokov
(riadok Matlab) a percentualna zmena oproti skuto¢nosti (riadok Zmena). Tu sme
ako podiato¢ni podmienku pouzili len informéciu o poctoch Tudi v kategoriach

firiem z roku 20012.

2.4 Moznosti rozsirenia modelu zamestnanosti

V tejto kapitole v kratkosti nazna¢ime, ¢im by sa nami prezentovany model za-
mestnanosti dal vylep§it, resp. ¢o v nom chyba.
N&s model simuluje prestupovanie zamestnancov medzi firmami v ramci celého

uzemia Slovenskej Republiky. Zavedenim geografie by model dostal novy rozmer.

2Vietky déta, ktoré sme pouzivali v modeli zamestnanosti st zo stranok tatistického tradu
SR.
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Vsetci agenti a vSetky firmy by tak dostali novi vlastnost - polohu. Potom by sa v
rychlostiach reakcii zohl'adhovali aj vzdialenosti trvalého bydliska zamestnanca od
sidla firmy pri hladani prace a vzdialenosti medzi firmami pri zmene zamestnania.

f)alej do modelu mozeme pridat nové Statistiky, ¢i uz zamestnancov alebo fi-
riem, ktoré sme uz spominali v ivode kapitoly 2. Vysvetlili sme, aké vlastnosti a
preco v nasom modeli chybaji, a aké problémy s nimi sivisia. Je dolezité spravne
odhadnut, ktoré Statistiky su relevantné a ktoré iba zvySuju naroc¢nost algoritmu
a nemaju velky vplyv na zamestnanost. RozSireny model s dobre nadstavenymi
parametrami by mohol priniest odpovede na velmi zaujimavé otéazky. Jednodu-
chymi upravami vlastnosti, ¢i uz zamestnancov alebo firiem, vieme sledovat, aky
dopad by takéto zmeny mali na zamestnanost.

Velmi zaujimavé moze byt pridanie procesov vzniku a zaniku firiem. To zna-
mend, ze ak sa na nejakom mieste bude nachadzat dostato¢ny pocet agentov s
patri¢nymi vlastnostami, ktori nepracuju v ziadnej firme, moézu spolu vytvorit
podnik a zamestnat sa v iom. Alebo, ak sa v danej lokalite nachadza vicsi pocet
mensich firiem, venujicich sa rovnakému odvetviu ekonomickej ¢innosti, spravia
faziu, pripadne moézeme uvazovat opac¢ny proces, ked sa velkéd firma rozdeli na
niekol’ko mensich. V redlnom svete vznik a zéanik firiem nie je ni¢im neobvyklym
a bezne k takymto udalostiam dochadza.

Aby sa zohladnila globalizicia ekonomik, mézeme do modelu pridat prichod
zahrani¢nych firiem na nas trh. Tieto mo6zu so sebou priniest novych zamestnan-
cov, ktori sa zaclenia do populacie SR alebo vytvoria nové pracovné prilezitosti pre
nezamestnanych. V zmysle globalizacie mozeme uvazovat aj o imigracii a emigrécii

pracovnej sily.



Zaver

Cielom diplomovej prace bolo odhadnut délezité vlastnosti zamestnancov a fi-
riem a ich pouZitim zostavit model zamestnanosti. Predstavili sme dve moznosti,
ako k problematike pristupovat. Pomocou ststavy ODR alebo ako k ndhodnému
Markovovému procesu.

Nadstavili sme parametre modelu metédou pokus-omyl tak, aby sme pri mode-
lovani zamestnanosti (a populécie) s pouzitim historickych dat dostali ¢o najlepsi
vysledok. Ukazalo sa, Ze model vie velmi dobre simulovat vekovi a vzdelanostnu
Strukturu obyvatelstva. Av8ak presne ur¢it mieru, s akou na zamestnanost a jej
zmenu posobia vlastnosti agentov sa javi ako zlozity problém. Pri zostavovani mo-
delu sme vyslovili vela predpokladov, ktoré neboli splnené. S moznostou pristupu
k lepsim Statistikam o obyvateloch Slovenskej Republiky a podrobnej$imi tdajmi
o firméach posobiacich na doméacom trhu by nasa simulécia bola ovela presnejSia.

Prinos préace spociva v tom, ze sme navrhli novy sposob ako modelovat zamest-
nanost. Miesto porovnéavania ekonomickych ukazovatelov s inymi krajinami sme
navrhli ako sledovat pohyb pracovnej sily, ovplyvneny vlastnostami obyvatelov a

ich meniacou sa Struktirou.
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