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Abstrakt

Praca sa zaoberd analytickou a numerickou analyzou globalnej stability v dy-
namike kvapalin. Teoretickd ¢ast prace je venovana tzv. metode energie, ktorej
hlavnym nastrojom je varia¢ny pocet. Pouzitim tejto metody je analyzovany prob-
lém toku viskoznej nestlaciteInej kvapaliny a problém tepelnej konvekcie. Druha ¢ast
prace sa zaoberd modelom difiizneho tuhnutia bindrneho systému, popisaného sys-
témom difuznych rovnic s volnym fazovym rozhranim. Po transformacii uvedeného
problému na problém s fixnou hranicou je odvodené implicitnd numerické schéma na
jeho riesenie a nasledne simulovany vyvoj portuch fazového rozhrania a teplotného a
koncentrac¢ného pola.

Krlacové slova: metoda energie e variaény pocet e tuhnutie binarneho systému e
difizne rovnice e tiloha s pohyblivou hranicou e transforméacia na fixnti hranicu e
metoda konecénych diferencii

Abstract

This thesis deals with the analytical and numerical analyses of stability in fluid
dynamics. The theoretical part of thesis focuses on the method of energy, making
use of variational calculus. Then, the problem of viscous incompressible flow and
the problem of thermal convection are analysed by this method. In the second part
of the thesis we derive a numerical scheme for solving the problem of binary alloy
solidification and this scheme is then used for simulation of the evolution of perturbed
phase interface and temperature and concentration fields.

Keywords: method of energy e variational calculus e binary alloy solidification e
diffusion equations e the moving boundary problem e fixed boundary
transformation e finite difference method

AMS Subject Classification: AMSSC 1 ¢ AMSSC 2.
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Uvod

éasovo—priestorovy vyvoj fyzikdlnych systémov je Casto charakterizovany pros-
trednictvom parcidlnych diferencidlnych rovnic. Jednou z kltu¢ovych otazok, ktoré si
kladieme pri analyze tychto systémov, je otadzka ich stability, t.j. ako je budice spra-
vanie systému ovplyvnené odchylkami od jeho aktuélneho (zédkladného) stavu. Zauji-
ma nas predovsetkym, za akych podmienok maju tieto odchylky tendenciu zaniknat
v Case. Pri samotnej matematickej analyze stability je dolezité stanovit charakter
uvazovanych (pripustnych) porich — t.j. ¢ nas zaujima stabilita vo¢i dostato¢ne
malym (infinitezinalnym) porucham alebo porucham lubovolne velkym. V prvom
pripade hovorime o linedrnej stabilite, v druhom pripade o globdinej stabilite uvazo-
vaného systému. Formalne mozno uvedeny problém charakterizovat ako problém
stability samotnych rieseni prislusnych parcialnych diferencidlnych rovnic.

Tuhnutie kvapaliny je proces, pri ktorom dochadza k zmene kvapalného skupenstva
na tuhé. Aby k tejto zmene mohlo dojst, je potrebné, aby bolo ur¢ité mnozstvo tepla z
kvapaliny uvolnené a odvedené pre¢: najskor je potrebné ochladit dant kvapalinu na
teplotu tuhnutia, dalsim ochladzovanim dochadza k samotnej premene skupenstva.
Kedze k odvadzaniu tepla dochadza aj v dosledku pridenia pritomného v kvapaline,
je dynamika kvapalin doélezitym faktorom ovplyviiujicim proces tuhnutia. Samotny
tok vSak tuhnutie nielen ovplyviiuje, ale moze byt jeho priamym dosledkom. Pri
ochladzovani kvapaliny totiz dochiddza k vzniku teplotnych gradientov a tie maju
za nasledok vznik vztlakovych sil vyvolavajtcich konvektivne toky. Medzi tuhou a
kvapalnou fazou stucasne vznika fazové rozhranie s charakterom volnej hranice. Tato
hranica sa vo vSeobecnosti deformuje — lokélna rychlost, akou tato hranica postupuje,
zavisi od velkosti teplotného toku v danom mieste. Teplotné pole, rychlostné pole
a samotné fazové rozhranie tak tvoria prepojeny, navzajom ovplyviujici sa systém.
Za urc¢itych podmienok moze byt fazové rozhranie nestabilné, t.j. nachylné k tvorbe
portch. Tieto poruchy sa nasledne mozu vyvinit do formy pomerne komplikovanych
struktir — prikladom takejto nestability moze byt tvorba snehovych vlociek.

V pripade, Ze je v kvapaline rozpustena dalSia latka, je percentualne zloZenie
vzniknutej tuhej fazy vo vicSine pripadov odlisné od zlozenia kvapaliny, t.j. kon-
centracia rozpustenej latky je v tuhej faze in& ako v kvapalnej faze. To znamena,
7e na fazovom rozhrani dochédza k vylucovaniu jednej zo zloziek systému. Téato
vylucena zlozka je nasledne odvedené od rozhrania pre¢ do kvapalnej fazy. Uvedeny
prenos je zvySeny v blizkosti ,,vybezkov* tuhej fazy do kvapaliny. Tuha faza preto
rastie v tychto oblastiach rychlejsie a teda fazové rozhranie je nestabilné. Vysledkom
takého nestabilného vyvoja byva formovanie tzv. dendritickej vrstvy. Ide o vrstvu
tvorend navzajom poprepletanymi kry$talmi tuhej fazy, pricom priestor medzi nimi
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je vyplneny kvapalnou fazou. Z makroskopického pohladu méa dendriticka vrstva
charakter pdrovitého prostredia s ¢asovo premenlivou permeabilitou.

Spravne kvalitativne a kvantitativne pochopenie procesu tuhnutia moze najst ap-
likdcie v roznych vednych oblastiach, ako st nauka o materidloch alebo geofyzika.
V pripade zemského jadra, samotna oblast, v ktorej dochadza k tuhnutiu materialu
vonkajsieho (kvapalného) jadra a formovaniu vnutorného (tuhého) jadra, je zme-
sou kvapalnej a tuhej fazy. Gravita¢ne-vztlakova kvapalina uvolnend pri tuhnuti
potom stipa do kvapalného jadra, kde sa stava sucastou konvektivnych pohybov,
ktoré su nevyhnutné pre generdciu magnetického pola Zeme (gimkanin, Hejda &
Saxonbergova-Jankovicova 2010; Simkanin & Hejda 2009).

V tejto préaci bude predmetom nasho zaujmu model difizneho tuhnutia bindrneho
systému — t.j. dvojzlozkového systému, pri tuhnuti ktorého neuvazujeme konvekciu,
t.j. tok v kvapalnej faze (preto privlastok ,difazny*). Z matematického hladiska ide
o systém difiznych rovnic (rovnice vedenia tepla v tuhej a kvapalnej faze a rovnica
difuzie rozpustenej latky v kvapalnej faze) s volngm fazovgm rozhranim (volnou hrani-
cou). Nasim cielom bude analyza globalnej stability fazového rozhrania a teplotného,
resp. koncentra¢ného pola.

Samotna praca je rozdelenid do piatich kapitol. Prva kapitola obsahuje prehlad
hlavnych vysledkov dosiahnutych v oblasti tuhnutia binadrnych systémov a tiez struc¢ny
prehlad najdolezitejsej literatury. V druhej kapitole stru¢ne zhrnieme hlavné ciele
nasej prace. Samotnej otazke globalnej stability a modelu tuhnutia binarnych systé-
mov je venovana tretia, Stvrtd a piata kapitola.

Tretia kapitola ma teoreticky charakter. Jej cielom je zhrnuat zakladné principy
tzv. metody energie. Majiuc dany zakladny stav, tato medoda sluzi na urcenie pod-
mienok, za akych je tento stav globalne stabilny, t.j. stabilny voci Iubovolne velkym
porucham. Samotné kritérium stability je dané poziadavkou, aby parametre modelu
lezali v urcitej oblasti parametrického priestoru. Zakladnym nastrojom metddy ener-
gie st metddy varia¢ného poc¢tu — ciefom je urcit, za akych podmienok funkciondl
celkovej energie poruchy zakladného stavu klesa v case. V prvej casti sa zameriame
na analyzu globalnej stability tokov popisanych systémom Navierovych—-Stokesovych
rovnic. Pri pisani tejto ¢asti sme vychadzali z ¢lanku Serrin (1959). Druha ¢ast kapi-
toly je venovana aplikacii metody energie na problém tepelnej konvekcie. Na rozdiel
od predchédzajuceho pripadu tu okrem rychlostého pola uvazujeme aj teplotné pole.
V tejto Casti kapitoly s pouzité postupy a vysledky z ¢lankov Homsy (1973), Joseph
(1965), Joseph (1966) a knihy Joseph (1976a) . V oboch pripadoch vedie meto-
da energie na rieSenie Eulerovych—Lagrangeovych rovnic zodpovedajucich prislusne]
variacnej tlohe. Z matematického hladiska tieto rovnice predstavuju vlastnohodno-
tovyj problém pre parcidlne diferencidlne rovnice. Samotnému rieSeniu tohto problému
sme sa vSak dalej nevenovali, nagim cieflom v tejto kapitole bolo ukazat, ako tento
problém sformulovat. Na jeho rieSenie potom mozno pouzit Standardné numerické
metody.

Stvrta kapitola sa zaoberé samotnym modelom difizneho tuhnutia bindrneho sys-
tému. V prvej Casti kapitoly sa zameriame na odvodenie podmienok na fazovom
rozhrani. Tieto podmienky totiz hraju kIucova tlohu pri analyze ¢asového vyvo-
ja fazového rozhrania. Pri pisani tejto ¢asti sme vychadzali s prac Guba (2000) a
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Worster (2000). Pritomnost voInej hranice vSak sposobuje zna¢né komplikacie pri
numerickom rieSeni difiznych rovnic popisujicich tuhnutie bindrneho systému. Pre-
to v dalSej Casti kapitoly zavadzame transforméciu, ktora ulohu s voInou hranicou
prevadza na tlohu s pevnou hranicou (Crank 1984). Vdaka tejto transformacii a pod-
mienkam na rozhrani je mozné najst explicitni formulu pre ¢asovy vyvoj fazového
rozhrania v pripade jednorozmerného modelu. Na zaklade znalosti tejto explicitnej
formuly potom mozno odvodit rieSenie samotnych parcidlnych diferencidlnych rovnic
charakterizujucich ¢asopriestorovy vyvoj teplotného a koncentra¢ného pola.

Cielom piatej kapitoly je samotnéa analyza globélnej stability fazového rozhrania
a teplotného a koncentra¢ného pola. Prva ¢ast sa venuje pokusu a aplikaciu metody
energie, druhé ¢ast numerickej analyze stability. Je tu odvodena implicitn& numericka
schéma pre rieSenie dvojrozmerného problému tuhnutia binarneho systému. Kedze
tento problém nemé zname analytické rieSenie, jediny mozny sposob, ako ho riesit,
je numericky. ZvySok kapitoly je venovany numerickym simuléciam vyvoja portch
fazového rozhrania teplotného a koncentra¢ného pola.



Zoznam pouZzitych symbolov

euklidovskd norma vektora w, |u| := >, u?
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Laplaceov operator, V20 := . a2 Viu = i 0xf

divergencia vektorovej funkcie u
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integral po oblasti V s uzavretou hranicou &
integral po uzavretej hranici S

jednotkova matica rozmerov n x n

nulova matica



Kapitola 1

Prehlad literatiry a stcasny stav
problematiky

Najjednoduch§im modelom tuhnutia kvapalnej latky je tzv. Stefanov problém
(Huppert 1990), v ktorom sa uvazuje iba jednozlozkovy systém (t.j. v rovniciach
modelu nie je pritomna funkcia koncentracie C') ochladzovany zdola. V naSej praci
sa naopak zaoberame modelom tuhnutia bindrneho systému. Prislusné rovnice s
odvodené na zaklade zakonov zachovania tepla a hmoty na fazovom rozhrani. Ide o
zakladny model, ktory je vychodiskom pre komplikovanejsi model tzv. dendritickyjch
vistiev, t.j. vrstiev obsahujtcich tuht aj kvapalni fizu (pozri Uvod). Matematic-
kym modelom takého systému sa venuje ¢lanok Worster (1986). Dalsim rozsirenim
tohto modelu je jeho rozsirenie o tzv. konvekciu (Worster 1991). Ide o jav, kedy v
dendritickej vrstve vznika tok v dosledku vylucovania zlozky s mensou hustotou (tzv.
vztlakova konvekcia).

Doterajsi vyskum v oblasti tedrie stability difizneho zdkladného stavu tuhniceho
systému bol zamerany hlavne na analyzu nelinedrnej stability voc¢i porucham meto-
dami bifurkacnej analijzy. Praca Guba (2001) sa zaobera problematikou konvekcie
v rotujucich dendritickych vrstvach, praca Guba & Worster (2006b) sa zasa venuje
problému konvekcie v dendritickej vrstve v pripade, zZe ochladena hranica je ver-
tikdlna. V ¢lankoch Guba & Worster (2006a), Guba & Worster (2010) je Studovana
nelinearna stabilita oscila¢nej konvekcie v dvojrozmernych dendritickych vrstvach po-
mocou metodd slabo-nelinedrnej analyzy. Dizertacna praca Guba (2000) sa zaobera
aplikdciou slabo-nelinedrnej analyzy pri Stidiu nelinearnej konvekcie v rotujicej den-
dritickej vrstve. Linedrnou stabilitou konvekcie v rotujicich dendritickych vrstvach
sa zaoberala praca Guba & Boda (1998).

Zéklady analyzy globalnej stability metodou energie boli polozené O. Reynoldsom
a W. McF. Orrom na prelome 19. a 20. storocia v rdmci dynamiky kvapalin. Podsta-
tou energetickej metddy je odvodit identity pre energiu poruchy zakladného stavu a
najst oblast hodnot istého parametra dlohy, pre ktoré je tato energia klesajica v Case
(resp. konverguje k nule) — zakladnym aparatom rieSenia takychto aloh si potom
metody variacného poctu, pricom kritickd hodnota parametra je dana ako minimalna,
resp. maximalna vlastnid hodnota prislusného systému Eulerovych—Lagrangeovych
rovnic. Dolezitou pracou zaoberajicou sa aplikiciou tejto metddy bol ¢lanok Serrin
(1959). Hlavnym vysledkom bolo odvodenie kritéria stability lubovoIného viskézneho



toku (popisaného systémom Navierovych-Stokesovych rovnic) v ohrani¢enej oblasti
(urcenie kritickej hodnoty Reynoldsovho ¢isla Re, po prekroceni ktorej uz tok nie je
stabilny vo¢i Tubovolne velkym pociatoénym porucham).

Néasledne bola metdda energie aplikovana mnozstvom autorov aj na problém tepel-
nej konvekcie. Predmetom zdujmu boli toky vyvolané rozdielmi v hustote kvapaliny
v dosledku teplotnych gradientov (vyvolanych zmenou teploty na hranici uvazovane;
oblasti) — menej husta (teplejsia) kvapalina pradi proti smeru posobenia vonkajsieho
(gravitatného) pola. Clanky Joseph (1965), Joseph (1966) a Joseph & Shir (1966)
sa zaoberali globalnou stabilitou netrividlneho zakladného stavu (netrivialny tok),
popisaného systémom Boussinesqovych rovnic (Navier—Stokesove rovnice doplnené
o zavislost hustoty od teplotného gradientu spolu s advektivnou rovnicou prenosu
tepla). Podarilo sa ur¢it maximélnu hodnotu Rayleighovho ¢isla Ra pri fixovanom
Reynoldsovom ¢isle Re, pre ktort celkova energia poruchy klesa. V Homsy (1973)
bola metoda energie aplikovand na difuzny zékladny stav (nulovy zékladny tok).
Clanok Dudis & Davis (1971) skamal globélnu stabilitu vertikalnej hrani¢nej vztla-
kovej vrstvy — zdkladny stav bol dany netrividlnym tokom vo vertikdlnom smere
kvapaliny ohranic¢enej vertikdlnou pevnou hranicou, pricom rozdiel teplot medzi touto
hranicou a nekone¢nom bol pevne zvoleny. Hlavnym problémom v porovnani s pred-
chadzajtucimi pracami bolo, ze i8lo o polonekone¢ni oblast v smere osi & (v smeroch
y a z mozno uvazovat periodicky priebeh portch, ¢m sa problém s nekone¢nostou
v tychto smeroch odstrani). Podrobne sa tedriou globélnej stability zaoberaju kni-
hy Joseph (1976a) a Joseph (1976b). V Joseph (1976a) st rozpracované aplikacie
metddy energie v hydrodynamike (Navierove-Stokesove rovnice); Joseph (1976b) sa
zaobera modelmi rozsirenymi o advekciu (okrem rychlostného pola sa uvazuje pri-
tomnost pola teplotného a koncentra¢ného).

Problém tuhnutia bindrneho systému predstavuje problém s volnou hranicou. Mo-
delmi s volnou hranicou a ich rieSenim (analytickym aj numerickym) sa zaobera
publikacia Crank (1984).
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Ciele diplomovej prace

Tato diplomova praca méa dva nasledujice, nezavislé ciele:

1. Aplikdciou metédy energie najst kritické hodnoty bezrozmernych parametrov
k a 7, charakterizujice nastup nestabilného rezimu. Parameter k predstavuje
pomer difaznych konstant pri vedeni tepla v tuhej a kvapalnej faze, parameter v,
je zase pomerom medzi difiznou konstantou charakterizujicou difiziu hmoty a
difaznou konstantou pri vedeni tepla v kvapalnej faze. Tato cast vyzaduje odvo-
denie identit pre celkovi energiu portich v kvapalnej aj tuhej faze s vyuzitim
podmienok na fazovom rozhrani.

2. Odvodenie numerickej schémy pre riesSenie dvojrozmerného problému difizneho
tuhnutia binarneho systému a pomocou tejto schémy testovat vysledky odvo-
dené v prvej Casti cielov diplomovej préce.
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Teoéria globalnej stability v dynamike
kvapalin

Metoda energie je jednym z néastrojov na analyzu globdlnej stability zaklad-
ného stavu fyzikdlneho systému za predpokladu, ze tento zakladny stav je dany
ako rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic. Vychadzajic z tohto zakladného
stavu, ciefom teorie globélnej stability je urcif, za akych podmienok na parame-
tre modelu Tubovolne velkd pociatoéna odchylka (porucha) od zakladného stavu
zanikne s rasticim casom. Rozdiel oproti linedrnej teoérii stability spociva v tom,
ze sa neobmedzujeme len na dostato¢ne malé (infiniteziméalne) odchylky — do avahy
prichadzajiu Tubovolne velké odchylky.

V pripade metody energie je mierou ,velkosti* poruchy jej energia. Cielom je
najst oblast hodnét bezrozmerného parametra (resp. parametrov) tlohy, pre ktoré
je tato energia klesajica — presnejSie povedané, zaujima ndas tzv. kritickd hodnota
parametra, t.j. hodnota oddelujica oblast hodnot, pre ktoré je tato energia klesajuca,
od oblasti hodnot, pre ktoré je tato energia rastica. Samotni metédu mozno zhrnit
do nasledovnych krokov:

1. Odvodenie tvaru funkcionalu energie poruchy zakladného stavu

2. Formulécia variacnej ulohy a odvodenie Eulerovych—Lagrangeovych rovnic pre
tato ulohu

3. Urcenie kritickych hodnot parametrov tlohy na zaklade rieSenia vlastnohodno-
tového problému pre Eulerove—Lagrangeove rovnice.

Cielom tejto kapitoly je uviest zakladné principy metody energie na niektorych
modeloch z hydrodynamiky. Prvym analyzovanym modelom bude model toku nes-
tlacitelnej viskoznej kvapaliny, druhym modelom bude model tepelnej konvekcie.

3.1 Globalna stabilita toku viskdznej, nestlacitelnej
kvapaliny

V tejto casti sa budeme zaoberat globalnou stabilitou tokov vyhovujicich systému
Navierovych—Stokesovych rovnic. Ide o nelinearny systém parcidlnych diferencidlnych
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rovnic charakterizujici tok nestlacitelnej, viskoznej kvapaliny. V pripade, ze uvazu-
jeme tok vo fixnej oblasti, priCom hrani¢né podmienky a vonkajsie silové podsobe-
nie st dané (a tiez fixné), je rieSenie tychto rovnic zavislé od hodnoty kinematickej
viskozity v a poCiatocnej podmienky. Ak uvazujeme bezrozmerni formu Navierovych—
Stokesovych rovnic, namiesto zavislosti od kinematickej viskozity dostavame zavislost
od hodnoty bezrozmerného Reynoldovho cisla Re.

Vsetky rieSenia bezrozmernych Navierovych—Stokesovych rovnic maja ta dolezita
vlastnost, ze pre hodnoty Reynoldsovho ¢isla menSie ako jeho kritickd hodnota kon-
verguju k zéakladnému toku (po¢iato¢nej podmienke). Navyse, energia odchijlky od
zakladného toku v takomto pripade klesi v case.

3.1.1 Navierove—Stokesove rovnice. Transformacia na bezroz-
merny tvar

Uvazujme tok kvapaliny v ohranicenej, ¢asovo zavislej oblasti V(t) s hladkou
hranicou S(t), pricom jednotkovy vektor vonkajsej normaly k & budeme oznacovat
n. Rozmerny systém Navierovych—Stokesovych rovnic popisujtcich tento tok vyzera
nasledovne

1
aa—(i—i—(U-V)U:—;Vp—i—VVZU—f—g, (3.1a)

V.U =0, (3.1b)

kde U = U(r,t) predstavuje (rozmerni) rychlost toku, p je tlak, p je hustota kva-
paliny (o hustote predpokladame, Ze je konstantna v ¢ase aj priestore) a g je vektor
gravitacného zrychlenia. Ide o nelinearne rovnice — zdrojom nelinearity je advektivny
c¢len (U - V)U. Vseobecna definicia advektivneho operdtora U - V je nasledovna

0 oV
(U-V)V = (;UiT@)V_Z:U"a_@ =VV.U. (3.2)

Obmedzenie v tvare nulovej divergencie (3.1b) je vyjadrenim podmienky nestlacitelnos-
ti uvazovanej kvapaliny.

Oznaéme U typicka rychlost toku, ! typicka dlzkovi skalu a ¢ velkost gravi-
tacného zrychlenia. Definujme k= (0,0,1)" a zavedme nasledovnu transforméciu
do bezrozmernich premennych

[ .
t— —t, r—=lr, U—UU, p— g — —gk,

U PEid

pri¢om veli¢iny na lavej strane su rozmerné a veli¢iny na pravej strane bezrozmerné.
Bezrozmerny tvar Navierovych—Stokesovych rovnic potom vyzerd nasledovne
gl ¢

oU 1_,
W—F(UV)U_ —Vp+ gv U'l‘ﬁk, (33&)
V.U =0, (3.3b)

kde Re := Ul/v je bezrozmerné Reynoldsovo ¢islo.
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3.1.2 Energia poruchy zakladného stavu

V tejto Casti odvodime identitu pre casovi derivdciu energie poruchy zakladného
stavu. Cielom metddy energie je potom urcit, pre aké hodnoty Re tato energia klesa
v ¢ase. Oznafme U, p veli¢iny charakterizujice zékladny stav. PoruSeny stav U™,
p* potom mozno zapisat nasledovne

U'=U+wu, p'=p+m, (3.4)

kde w a 7 st poruchy. Predpokladdme pritom, 7e u = 0 a 7 = 0! na S. Nasledne
definujeme funkciondl energie poruchy nasledovnym predpisom

1
E(t) = 5/V|u|2@1v.

Casov4 zévislost tohto funkcionalu je dana Casovou zéavislostou rychlosti uw a samotne;j
oblasti V.
Porugeny stav tiez vyhovuje rovniciam (3.3), t

ou”
ot

gl -

U -Vv)U =-Vp* VU* + =k,

+( ) p+R e
V.U =0.

Dosadenim (3.4) do tychto rovnic a vyuzitim faktu, ze pre zakladny stav platia rovnice
(3.3a, b), dostaneme systém rovnic pre poruchy

1
%_t F VU (U V)ut (e V)u=-Vr+ oV, (360
Veu=0, (3.6)
u=0 na. (3.6¢)

Vyuzitim definicie advektivneho operatora (3.2), vynasobenim vektorom w zlava a
néslednym integrovanim dostaneme nasledovni integralnu formulaciu rovnice (3.6a)

1
—/g|u|2dV:—/u-VU-udV—/u-Vu-UdV—/u-Vu-udV
2 Jy ot v v v

u Viudy — /u VrdV.
Re

Pri tprave Tavej strany sme vyuzili vztah 2u - (Ou/0t) = O|u|?/0t. Pocitajme
jednotlivé integraly. Pomocou Greenovej formule pre integraciu per partes (A.la)
dostaneme

/u Vu-UdV = ZZ/uzauz
%)
— ZXJ: (ﬁ uiUjn; dS—/va—xj(uin)uidV>

!Predpokladame spojitost tlaku 7 na hranici S. KedZe 7 = 0 mimo oblasti V, musi byt 7 = 0
ajnaS.
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——ZZ( 6’“’Uuzolv+ aU”dV)
' 0z
——/u-Vu-UdV,
v

pri¢om sme vyuzili podmienky (3.60, ¢). Dostavame tak
/u «Vu - U dV =0, analogicky /u Vu-udV =0.
v v

Dalej z (A.10), (A.lc) a (3.6b, ¢) vyplyva
/u-VQudV:—/Vu:VudV, /u-deVzO.
v v v

NavySe, mozeme pisat

u-VU - -u= (u-VU-u+u-VUT-u):u-D-u,

(NN

kde D := 3(VU + VU") je symetricky tenzor rijchlosti deformdcie. Odvodili sme
tak nasledovni identitu

1[0, , 1
g = .D- —— [ Vu:V
2/V tU| dV /VU udV Re/v u udV,

z ktorej pomocou Reynoldsovej transportnej vety (A.3) dostavame hladant identitu
pre ¢asovu derivaciu energie poruchy

dt 2dt/| |2dV——/u D- udV——/Vu Vudy. (3.7)

3.1.3 Varia¢na formulacia problému. Eulerova—Lagrangeova
rovnica
Ako sme uz spominali vysSie, nasim cielom bude ur¢it podmienky na bezrozmerny

parameter Re tak, aby energia E bola klesajuca v Case, t.j. chceme zabezpecit, aby
platilo

dE <0,
dt
¢o je ekvivalentné s podmienkou
1 fyu-D-udV  I(u)

%>_fVVu:VudV " D(u)

pre Tubovolni poruchu u, kde I(w fvu D-udV a D(u fv Vu : VudV.
Na splnenie predchadzajuce;j podmlenky staci, aby parameter Re splnal nerovnost

1 1

> -
Re = Re*’
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kde Re" je tzv. kritickd hodnota Reynoldsovho ¢isla dana vztahom

R = D) 59

Priestor H vSetkych pripustnych porich je definovany nasledovne

H:={u|V-u=0, u=0naS}.
Zakladny stav je potom globalne stabilny pre hodnoty Re spliiajice nerovnost
Re < Re™.

Odvodime FEulerovu—Lagrangeovu rovnicu pre tlohu (3.8). Nech @ je rieSenim
tlohy (3.8) anech n € HN{n|n-n = 0 na §}. Potom aj u. := w+¢en € H a navyse
plati ug = w. VzhIadom na optimalitu @ tak dostavame, Ze funkcia

Jy(@+en)-D-(a+en)dV Fi(e)

F(e) == - fv (W +en): V(a+en)dV Fy(e)

nadobuda svoje maximum pre € = 0, t.j.

dF dF1F F sz
Bl I e | . (3.9)
de e—0 F2 e
Plati AF dE
df zg/a.D.ndV, — :2/Va:vndv.
de |__, v de |._, 1%

Z (3.9) tak dostavame

/VA

1
*/Vﬁ:VndV:O,
e Jy

kde
I fvﬁ-D-ﬁdV

Re* [, Va:Vad)

Z poslednej uvedenej rovnice na zaklade (A.1c¢) dostavame

L

a teda z lemy A.3.2 vyplyva, Ze existuje funkcia p = p(r) taka, ze plati

1
e*v2a> .ndY =0,

1
D-u— R Vi = —Vp, (3.10)

e*

¢o je Eulerova—Lagrangeova rovnica pre varia¢nu tlohu (3.8).
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3.1.4 Kiritickd hodnota ¢isla Re ako minimalna vlastna hodno-
ta Eulerovej—Lagrangeovej rovnice

Z (3.10) vyplyva, 7Ze trojica (u,Re",p) je rieSenim nasledovného vlastnohodno-
tového problému

D-u-— %V2u: -V, (3.11a)
V-u=0, (3.110)
S§=0 na S (3.11¢)

s vlastnou hodnotou R. Nech (u, R, p) je Tubovolna vlastna trojica tohto problému.
Vynéasobme rovnicu (3.11a) vektorom u a integrujme

/u-D-udV—l/u-VQUdV:—/u-VpdV.
% R Jy v

S vyuzitim (A.1b) a (A.1c¢) dostaneme

/u-D-udV:—l/Vu:VuV,
% R Jy

1 I(u)

- =—-—". 3.12

R D(u) (312)
Uvazujme teraz trojicu (u, Re*, p) predstavujicu rieSenie variacnej tlohy (3.8). Tato
trojica je sucasne rieSenim problému (3.11a—c), a preto na zéklade (3.12) plati

1 :_I(ﬁ,) >_I(u) 1
Re* D(w) = D(u) R
Kedze vlastna trojica (u, R, p) bola Tubovolna, dostavame, ze pre Tubovolnu vlastnu
hodnotu Re problému (3.11a—c¢) plati
Re* < R.

Kritickd hodnota Re* je teda minimalnou vlastnou hodnotou problému (3.11a-c).

resp.

3.2 Tepelna konvekcia. Globalna stabilita nestacio-
narnych, diftizne riadenych zakladnych stavov

Cielom tejto Casti je Studium globalnej stability nestacionarnych (¢asovo zavis-
Iych), difiznych (uvazujeme nulovy tok) zakladnych stavov (teplotnych profilov) v
horizontalnych vrstvach kvapalin, ktoré su vystavené impulznym zmenam teploty
na hraniciach. Pod impulzou zmenou teploty na hraniciach rozumieme situaciu,
ked nahle zmenime teplotu na horizontalnych hraniciach tak, Zze v nasledujuicich
casovych okamihoch je rozdiel teplot na tychto hraniciach rovny zadanej hodnote
AT. Z fyzikdlneho hladiska ide o problém tepelnej konvekcie — interakcie prude-
nia (rychlostné pole u) a prenosu tepla (teplotné pole T'), kedy dochadza k vzniku
tokov vyvolanych rozdielmi v hustote danej kvapaliny v dosledku teplotnych gradi-
entov — menej hustéa (teplejsia) kvapalina pradi proti smeru posobenia vonkajsieho
(gravita¢ného) pola.
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3.2.1 Boussinesqove rovnice. Transformacia na bezrozmerny
tvar
Uvazujme kvapalinu nachadzajicu sa medzi dvoma rovnobeznymi horizontalny-

mi hranicami, ktorych vzdialenost je rovnd d. Difizny zdkladny stav je dany nasle-
dovnym (rozmernym) systémom rovnic

or o*T
E liﬁ: S <07 d>7 . .
T(d, ) T(0,t)+ AT, t>0, (resp. T'(d,t) =T(0,t) — AT)
0,

0= __Vﬁ+ga
p

kde k je difizna kon§tanta vedenia tepla. Poslednti rovnicu dostaneme z Navierovych—
Stokesovych rovnic (3.1) v pripade nulového rychlostného pola. UvaZzujeme teda len
prenos tepla a ziaden tok, pricom T = T'(z,t). Dalej ozna¢me T, u = (u,v,w)t ap
veli¢iny charakterizujice poruSeny stav, t.j.

T=T+T, (3.13a)
u=a-+4a, (3.13b)
p=p+p, (3.13¢)

kde T = T(r,t), @ = u(r,t) a p = p(z,t) si poruchy. PoruSeny stav sa riadi
systémom Boussinesqovych rovnic

88—1; +(u-V)u= —%Vp + %g +vViu, (3.14a)
%§+m V)T = kV*T, (3.14b)
V.u=0, (3.14¢)
p(T) == po[l — B(T — Ty)], (3.14d)

kde v je koeficient kinematickej viskozity a Ap := p — py (po predstavuje vopred
zvolent referen¢ni hustotu). Zo stavovej rovnice (3.14d) potom vyplyva

Ap=—po (T —Tp).

Skor ako prejdeme dalej, transformujeme tento systém do bezrozmernej formy
zavedenim nasledovnych bezrozmernych premennych

2
r—dr, t— —t,
K

un—>gu, T+ ATH, pdeZ D, gl—>—gk,
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kde k = (0,0,1)T, pricom bezrozmerné veli¢iny (na pravej strane) budeme oznacovat
rovnako ako povodné (s vynimkou teploty) rozmerné veli¢iny (Tava strana). Dalej
definujme bezrozmerné ¢isla Ra (Rayleighovo ¢islo) a Pr (Prandtlovo ¢islo) vztahmi

Ra: Pr:=—.

RV K

_ gBATd? v

Systém bezrozmernych Boussinesqovych rovnic pre poruseny stav potom vyzera nasle-
dovne

1 |Ou i 2
Pr [E + (u- V)u] = —Vpr +Rabk + V-u, (3.15a)
00 9
% + (u-V)§ =V, (3.15b)
V-.u=0, (3.15¢)
kde pr := p + Bglyz je tzv. redukovany tlak, spolu s hrani¢nou podmienkou na
hranici §
u = 0.

Analogicky dostaneme bezrozmerny tvar rovnic pre diftzny zdkladny stav

0 = —Vjg + Radk, (3.16a)
00 0%
@=0. (3.16¢)

Cielom je urcit, pre aké hodnoty Ra je tento zakladny stav stabilny voci Tubovolne
velkym porucham. Dosadenim vztahov (3.13a—c) do (3.15a—c¢) a vyuzitim rovnic pre
zékladny stav dostaneme

1 [oa . ] _ o 9~
Br [E + (@ - V)u} = —Vpr + Rabk + V-u, (3.17a)
00 . s, 00
54_ (w-V)) =V G—w—z, (3.17b)
V.a=0, (3.17¢)

pri¢om sme vyuzili zavislost teploty 6 len od vertikilnej priestorovej premennej, t.j.
0 = 0(z,t). Vidime, Ze vlastnosti zakladného stavu vstupujt do rovnic pre poruchy
préave prostrednictvom ¢lena w90/0z. NavySe uvazujeme nasledovné hrani¢né pod-
mienky na hranici § oblasti V

0, L>0, (3.18a)
4=0, (3.18b)

kde n je vektor vonkaj$ej normaly k S.
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3.2.2 Identity pre energiu poruchy

Pre jednoduchost budeme v dalSom texte pisat w, 6, pr namiesto w, 0, pg.
Kineticki energiu poruchy definujeme vztahom

1 2
= — d
2Pr/v|u| 4

@::1/02&).
2 Jy

Rovnakym sposobom, ako pri odvodzovani identity (3.7), dostaneme z rovnice (3.17a)

identitu
2 _
2Prdt/| |#dy = /Vu VudV+Ra/vt9de

f)alej vynasobme rovnicu (3.17b) funkciou 6, integrovanim dostaneme

a tepelni energiu vztahom

o0

/—0dV——/0V€-udV+/0V20dV—/ wh—dV,
v v vy 0z

pri¢om sme vyuzili analégiu identity (3.2) pre skalarne funkcie
(u-V)0:=V0-u.

Vyuzitim vztahov (A.le), (A.1d) a hrani¢nej podmienky (3.18a) dostaneme

/9V9-udV:0,
v

/0v29dvz—7{w?d5—/ V6| dV.

v S )%

/—92dv— /|V9|2dv /wa%dv 7{L02d8
S

a z toho pomocou Reynoldsovej transportnej vety A.3 dostaneme

Ld GQdV— /|V0|2dV /wﬁ%dl} ]{LGQdS.
2dt 0z S

Plati teda

Odvodili sme tak nasledovné dve identity pre casovi derivdciu kinetickej a tepelnej
energie poruchy zakladného stavu

dK
/Vu VudV—i—Ra/deV (3.19a)

/|V0|2dV /wa—dv j[w?ds (3.19b)
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3.2.3 Varia¢na formulacia. Eulerove-Lagrangeove rovnice

Skonstruujme kladne definitny funkciondl celkovej energie poruchy E) predpisom
E\(u,0) = K(u)+ ARa©(f), X>0, Ra> 0,

pricom kladny parameter A ur¢ime tak, aby sme dostali ¢o mozno najvac¢siu oblast
pre ¢islo Ra, v ktorej je derivacia celkovej energie zaporna. 7 identit (3.19a, b) méame

@:Ra</w0d)}—)\/w0@dv>
dt v y 0z
—/ (Vu : Vu+)\Ra/ |V0|2dV) - )\Ra]{LHQ ds. (3.20)
v % S

Tuto identitu dalej transformujeme pomocou transformécie

¢

hrs — 2
™ (\Ra)1/2

Dostaneme tak

Bt o) = [ (Gl + o) av,

dE, Ra'/? 12 o0

—/ (Vu:Vu+|Ve]*)dV — j[ Lg*dS
v S
= Ra1/2 I/\(’U,, ¢) - D(ua ¢)7

kde

1 o0
IA(U,¢) = /V (W — )\1/2$> w¢dV,

D(u, ¢) = /v (Vu: Vu+|Ve]*)dV +]£Lq§2 dS > 0.

Plati nasledovna nerovnost

dE I 1/2

dt

kde

— = max , 3.22
Ry,  (w¢)Ter D(u, ) (3.22)

pricom H predstavuje priestor vietkych pripustnych dvojic (u, ¢)" definovany nasle-
dovne

H = {(u,¢)T‘V-u:0; u=0nas, V¢-ﬁ+L¢:0naS}.
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Ak teda bude platit X
Ral/? < R,

bude ¢asova derivicia energie E zapornd, a teda energia poruchy bude klesat. Urcenie
hranice stability sa teda redukuje na rieSenie variacnej tulohy (3.22). Délezité vSak
je uvedomit si ¢asova zavislost hranice stability sposobent parametricky Casovou
zévislostou teplotného gradientu zdkladného stavu (90/0z je vo vieobecnosti funkciou
bezrozmerného ¢asu t), t.j. ) )
Ry = Ry\(t).
Predchadzajice uvahy mozno zhrniat do nasledovnej vety, ktora nam za urc¢itych

predpokladov zarucuje exzponencidalny pokles energie poruchy, a teda globalnu stabilitu
zékladného stavu. Této veta je analogiou vety z ¢lanku Joseph & Shir (1966).

Veta 3.2.1 (O exponencialnom poklese energie poruchy). Nech existuji konStanty
a? > 0, b* > 0 také, Ze plati

1
p— 2 < :
a 2Pr/v|u| dV_/VVu VudV,

bQ%/qﬁ?dvg/|V¢|2dv+j[L¢2d5.
v v S

Potom pre l’qbovol’ml fizni hodnotu A > 0 a hodnotu parametra Ra spliajicu Ra'/? <
R} = min; Ry plati
Er(t) < Ey(0) e € (1-Ra? /B30 (3.23)

kde E\(0) je pociatocnd energia poruchy a € := min{a?, b*}. Navyse, ak Ra'/? < R}
Vt, tak potom E\ — 0 pre t — oo a teda zdkladny stav je globdlne stabilng.

Doékaz. Plati

1 1
E, = - - 2 2

1 1
< = Vu:VudV+b—2</|V¢|2dv+j{Lq§2dS>
% S

Na zaklade nerovnosti (3.21) potom dostaneme

dE) Ra'/?\ Ral/?
<1 === E,<—-|1- ’E
< < 7 By < R §°F),

z ¢oho integrovanim dostaneme nerovnost (3.23). O

Pozndmka: Kongtanty a® a b? (za predpokladu, Ze existujiu — otézka ich existencie je
rieSend v Joseph 19764) mozno najst rieSenim nasledovnych dvoch varia¢nych tloh

2Pr fy lul?dy
—— = max ,
a? (u,p)TeH fv Vu:VudV
2 [, ¢*dy

2 waten [ |VOPRAV + ¢ Lp?dS
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Eulerove—-Lagrangeove rovnice

Nech (@, ¢)" € H je rieSenim variacnej tlohy (3.22) a nech € = (g1,¢5)" € R? a
(m, )Y e HN{(n,¥)"Im-n=0nas8, ) =0na S}. Potom plati

(W+eim, ¢ +eop)T € H Ve € R,

pricom hodnota € = 0 zodpoveda optimélnej dvojici (u, é)T Dostavame teda

I)(a, ¢E) 1/\(&'*‘5177;$+52¢)

= Inax

D(a, é) c€R? D(ﬁ+5177;$+52¢).

Na zaklade toho dostavame podmienku

if,\(ﬂ+51"7=€73+52¢) D I)‘_I)‘d D

de1 D(@+e1m, ¢ + 29)) le—o D? o
Plati

d 1 00
— (@ +e1m, ¢ + €2)|eo = / 73 )\1/2 ok - mdV,
deq AL/2

d
d—D(u+51ﬂ;¢+€2¢)|e:0 = _2/ VZ'&: -ndV,

&1 v

a teda z uvedenej podmienky po dosadeni a predeleni hodnotou D dostaneme

1
0:/[<W—)\1/2 >¢k+2 Vi

kde I, := I\(u, é), D= D(a, é) Ked7e st splnené podmienky Lemy A.3.2, existuje
funkcia p taka, ze

'ndV;

1 1/280 I)\ 2~ o
resp. A
D (1 AN D
— = — MNP ) ok + VA + —Vp = 0. 3.24
= (5 ) e v 2 (3.24)
f)alej plati
d 1 00\ . -
d—QIA(u+5177;¢+52¢)|6—0:/ <)\1/2 Al/Qaz)u'klde;
d o
D@+ am ot ex)eo =2 [ Vo Tuay
deqy 12

:27£¢Vq3-ﬁd8—2/vqpv2q3dv
:—2L¢v2$dv,
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pricom sme vyuzili identitu (A.1d). Podobne, ako v pripade derivacie podla 1, z
nutnej podmienky pre extrém dostaneme

1 200N 1A
= _— _— 2
0 /VK)‘W A 5 ) & k + V2

St splnené podmienky Lemy A.3.1 a teda

1 LAY 1} -
<)\1/2 A 2 ) & k—+2 b Vip=0

WAV,

Ak definujeme

dostaneme Eulerove-Lagrangeove rovnice v tvare

2 )\1/2

1 AV
f? <W _ Am%) k4 V=0 (3.250)

; 1 0
i <— _ > ok + Viu + Vi =0, (3.254)

Ak je teda dvojica (i, )" riesenim ulohy (3.22), tak potom existuje konStanta R,
a funkcia 7 také, Ze platia rovnice (3.25a, b), pri¢om konstanta Ry je rovna optiméalne;
hodnote funkcionalu v (3.22).

Kriticka hodnota R, ako minimalna vlastna hodnota systému Eulerovych—
Lagrangeovych rovnic

V predchadzajiicej Casti sme ukazali, Ze rieSenie ulohy (3.22) je jednym z rieseni
vlastnohodnotového problému

R 1 o0
7* <A1/2 A2 ) ok + Viu + V1 =0, (3.260)
Ry (1 08\ o o

s vlastnou hodnotou R,. Ukazeme, ze minimdlna vlastna hodnota tohto systému je
rovnd hodnote R, definovanej v (3.22), podobne ako tomu bolo v pripade analyzy
globalnej stability Navierovych—Stokesovych rovnic v casti 3.1.

Nech dvojica (u,¢)" je Tubovolnym rieSenim systému (3.26a, b) a nech R, je
vlastna hodnota prislichajica tejto dvojici. Vynasobme rovnicu (3.26a) vektorom u
a integrujme, vyuzitim vztahov (A.1b) a (A.1¢) dostaneme

R, 1 1289
- V<)‘1/2 Al dwdV — /Vu Vudy = 0. (3.27)
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Dalej vynasobme rovnicu (3.260) funkciou 6 a integrujme

. _
&/ <1_/2 _\2ZZ ) dwdV _/ Vo|*dVY — j[ L¢*dvy, (3.28)
2 v )\ y S

pricom sme vyuzili vztah (A.1d) a hrani¢ni podmienku (3.18a). Nasledne s¢itanim
rovnic (3.27) a (3.28) dostaneme

i _ I)\(’U:, ¢)
R/\ D/\(’U,,Qﬁ),

a teda prevratena hodnota vlastnej hodnoty zodpovedajiicej vlastnym funkciam (u, ¢)"*
je rovna hodnote funkcionalu I,/ D, prislichajicej tejto dvojici. Uvazujme teraz dvo-
jicu (@, ¢)T predstavujticu rieSenie variacnej tlohy (3.22). Této dvojica je stucasne
vlastnou dvojicou systému (3.26a, b) a pre prislusni vlastna hodnotu R, potom plati
1 L(@9) | Lwe) 1
R)\ D,\(’IAL, Qg) B D/\(’U,, ¢) R/\,
kde (u,®)? je Tubovolna ina vlastna dvojica s vlastnou hodnotou R). Plati teda

Ry < Ry,

(3.29)

t.j. Ry je minimalnou vlastnou hodnotou systému (3.26a, b).

3.2.4 Problém optimalnej hranice stability
Optimalna vol'ba hranice stability pre A = A(¢)

Uveden4 variacna tloha uréuje hodnotu Ry(t) = R(\, t) pre kazdu dvojicu (A, )",
Kedze, pre fixny ¢as t, je tok stabilny len v pripade Ra'/? < R()\ t), je nasim cielom
zvolit hodnotu parametra A tak, aby hranica stability bola ¢o najlepSia mozné — t.j.
R(A,t) ¢o mozno najvicsie. Optimalnu hranicu stability preto definujeme vztahom

R(t) := R(\ ).
®) A(t)?o?giﬁx. (1)
Pre Tubovolny fixny €as ¢ > 0 tak dostavame optiméalnu hodnotu R(t) ale aj opti-
méalnu hodnotu A = A(¢). Tu v8ak nastava problém z toho dévodu, Ze pri odvodzo-
vani identity (3.20) sme nepredpokladali ¢asova zavislost parametra A. Ak predpok-
ladame, ze plati

potom mame
1d 15 = 9 dK de d\ dE;
Z _ _ i <A
2t ), <Pr|u| + ARaé ) dy XD + ARa ar +Ra@dt 7 < 0,

dEs/dt

a teda méame zabezpecené, Ze rychlost zmeny celkovej energie kvapalnych elementov
je ohranic¢end vyrazom dFj/dt (ktory predpokladal, ze A = const., pozri (3.20)), a
teda ohrani¢ena vyrazom —(1 — Ra'/? /R;)D (prava strana nerovnosti (3.21)).
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j=el

Nestabilny

Ral/2 | _ N o

Silne stabilny

\

t=20 t* t

Obrazok 3.1: Pripad klesajucej optimélnej hranice stability. Vo vyfarbenej oblasti energia
poruchy exponencidlne klesé.

Interpretacia moznych tvarov hranice stability

V tejto Gasti sa zameriame na interpretaciu optimalnej hranice stability [t, R(t)]"
v zavislosti od toho, ¢i je tato hranica rastticou alebo klesajucou funkciou ¢asu. Na
obrazku 3.1 je zobrazeny pripad, ked R(t) v ¢ase klesa. Pre zvoleni fixni hodnotu
Ral/? tak vieme urcif ¢as t* taky, ze Ra'/? > R(t) pre V¢t > t*. Hodnota t* teda
predstavuje ¢asovy okamih, po prekroceni ktorého uz mozno ocakavat vznik nestabilit.

V pripade rasticej hranice stability (obrazok 3.2) vieme zase urcit ¢asovy okamih ¢,
po prekroceni ktorého energia Iubovolne velkej poruchy zacne exponencialne klesat,
t.j. Ra'’? < R(t) pre Vt > t.

A
R

Ral/2

Stabilny

Globélne stabilny

I
I
I
1
I
I
I
I
t t

t=20

Obrazok 3.2: Pripad rastucej optiméalnej hranice stability. Vo vyfarbenej oblasti energia
poruchy exponencidlne klesa, pri¢om oblast pod horizontalnou ¢iarou predstavuje oblast
globélnej stability danej Vetou 3.2.1.



Kapitola 4

Diftizne tuhnutie dvojrozmerného
binarneho systému z rovinnej hranice

4.1 Fazovy diagram binarneho systému

Zakladom pre stidium dynamiky tuhnutia binarnych systémov je rovnovdzny fd-
zovy diagram, Specifikujici mozné stavy, v akych sa dany systém moze nachadzat, v
zéavislosti od teploty T a koncentracie C' (v hmotnostnom % latky B). Skuto¢nost,
ze ide o rovnovazny fazovy diagram (t.j. uvazovany bindrny systém je v termody-
namickej rovnovahe), znamend, 7e pri danej koncentracii sa teplota v danom bode
systému v ¢ase nemeni. Typicky rovnovazny diagram je znazorneny na Obrazku 4.1.
Stav systému pri danych hodnotdch C' a T je dany oblastou vo fazovom diagrame,
v ktorej sa bod (C,T)" nachadza. Fazovy diagram uvedeny na Obrazku 4.1 zahfia
vac¢sinu binarnych systémov objavujtcich sa v praxi: vac¢sinu vodnych roztokov soli
a velké mnozstvo kovovych zliatin.

Sucastou fazového diagramu st dve vyznamné hranice:

(i) krivka liguidus, T = Tr(C) alebo C' = Cp(T), oddeluje oblast, v ktorej je
systém v kvapalnej faze (L) od oblasti, v ktorej popri sebe koexistuje tuha a
kvapalna faza (L+CSA alebo L+CSB).

(ii) krivka solidus, T = Te:(C') alebo C' = C,(T'), oddel'uje oblasti L+CSA a L+CSB
od oblasti, v ktorej je systém kompletne v tuhej faze.

Krivka liguidus reprezentuje teplotu tuhnutia ako funkciu koncentracie (pod krivkou
liquidus je uz v systéme pritomné aj tuha faza), podobne, krivka solidus predstavuje
teplotu pri ktorej dochadza k ¢iastoénému roztaveniu tuhej fazy. Obe krivky sa
pretinaji v eutektickom bode (Cp, Tg)".

Na Obréazku 4.1 vidime, ze pre C € (0,Cg) je krivka liquidus klesajica a pre
C € (Cg, 1) rastuca. Znamena to, ze v oblasti C' < Cg je teplota tuhnutia najvyssia,
ak je v systéme na zaciatku pritomna len zlozka A (t.j. C = 0); pridavanim zlozky
B do systému sa teplota tuhnutia zmensuje. Po prekroceni hodnoty C = Cg sa
dalsim pridavanim zlozky B teplota tuhnutia binadrneho systému zvySuje, pri¢om v
oblasti C' > Cf sa jej maximum dosahuje, ked je v systéme pritomnd len zlozka
B (t.j. pre C = 1). Eutekticka teplota T = T tak predstavuje najnizg§iu moznu

23
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Obrazok 4.1: Typicky rovnovazny fazovy diagram pre bindrny systém zloZeny z dvoch
zloziek A a B. Jednotlivé oblasti v diagrame urcuju stav, v ktorom sa systém nachédza
pri danej teplote T' a koncentracii C: CSA — tuhy roztok, v ktorom st molekuly zlozky
B zaclenené do krystalickej mriezky zlozky A; CSB — tuhy roztok, v ktorom st molekuly
zlozky A zaclenené do krystalickej mriezky zlozky B; CSA-+CSB — kompozitna tuha faza,
v ktorej su krysStalické zrna CSA roztrasené v zrnach CSB. Eutekticky bod (Cg,TE) je
bodom, v ktorom sa krivka liquidus pretina s krivkou solidus.

C

teplotu, pri akej eSte mozno bindrny systém (pri hodnote koncentracie C' = Cf)
udrzat (aplne) v kvapalnej faze. NavySe plati, Ze systém sa moze nachadzaf prave
v jednej z oblasti C' < Cg, C > Cg v zavislosti od pociato¢nej koncentracie Cy
(t.j. systém s pociato¢nou hodnotou Cy < Cp nemdze v ziadnom okamihu prejst
do oblasti C' > C}), a teda na zaklade predoslych pozorovani je teplota tuhnutia
bindrneho systému vzdy nizSia ako teplota tuhnutia jeho jednotlivych zloziek.

V pripade, Ze je systém v rovnovahe a bod (C, T)" lezi v oblasti koexistencie tuhej
a kvapalnej fazy (t.j. oblast L+CSA alebo L+CSB), tak potom tuhé ¢ast binarneho
systému ma koncentraciu rovni Cg(T') a kvapalna Cast koncentraciu CL(T). Pri
modelovani tuhnutia binarnych systémov je dolezity predpoklad, 7e sa systém pocas
tuhnutia nachédza vzdy blizko ekvilibria. Z toho dévodu je na fazovych rozhra-
niach tuhé faza/kvapalna faza teplota vzdy spojita, jej hodnotu na rozhrani budeme
oznacovat Tj, kym koncentrécia je nespojita so skokom s hodnoty C7(T) v kvapalnej
faze na hodnotu Cs(T) v tuhej faze. V dosledku uvedenej nespojitosti koncentracie
na fazovom rozhrani dochadza k vyluCovaniu jednej zo zloziek binarneho systému
do kvapalnej fazy nad rozhranim, a teda koncentracia tejto zlozky sa nad fazovym
rozhranim zvysi.

Tuhé faza tvoriaca sa pri teplote 7" ma koncentraciu danu krivkou solidus, t.j.
C = Cs(T). Krivka solidus sa standardne vyjadruje v tvare Cs(T) = kpCr(T), kde
kp € {0,1) je tzv. koeficient distribicie (segregdcie).
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| CSA+CSB
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Obrazok 4.2: Linearna aproximécia fazového diagramu pouzitd v naSom modeli tuhnutia
binarneho systému.

4.2 Matematicky model diftizneho tuhnutia binarne-
ho systému

4.2.1 Idealizovany fazovy diagram

V nasej praci budeme uvazovat idealizovany fazovy diagram (Obrazok 4.2). Kriv-
ka liquidus je v iom dana linedrnym vztahom

T,(C)=—-I'C, I'>0, C<Ch. (4.1)

Predpokladame pritom (bez ujmy na vSeobecnosti), Ze pre poc¢iato¢nia hodnotu kon-
centracie plati Cy < Cpg. Krivku solidus aproximujeme priamkou Cs = 0 (volba
kp = 0), a teda uvazujeme tuhi fazu tvorent len zlozkou A'. To znamen4, Ze v kva-
palnej faze dochadza k rastu hodnoty C' (koncentracie zlozky B) smerom k fazovému
rozhraniu tuha faza/kvapalné faza (pri tvorbe tuhej fazy tvorenej vyluéne zlozkou A
sa do kvapalnej fazy nad rozhranim vyluc¢uje zlozka B).

4.2.2 Formulacia ulohy s volnou hranicou

Pristiipme teraz k formulécii samotnému matematického modelu tuhnutia binarne-
ho systému. Uvazujme dvojrozmerni polonekonecni oblast

reR z2>0

vyplnena bindrnym systémom (kompletne v kvapalnej faze), pri¢om pociato¢né kon-
centracia zlozky B je C = Cy < Cg. V case t = 0 teplotu na hranici z = 0 néahle
znizime (a nasledne udrzujeme) na teplotu ' = Tp € (Tr, T.(Cy)). Nésledkom toho
dochéadza k tuhnutiu daného binadrneho systému — v Tubovolnom ¢ase ¢ > (0 sa v
systéme nachidza tuha faza ohrani¢ena zospodu hranicou z = 0 a zhora kvapalnou
fazou, pricom rozhranie medzi tuhou a kvapalnou fazou je vo vSeobecnosti funkciou
premennych x a t, t.j. z-ové suradnice bodov rozhrania st dané vztahom

z = h(x,t).

1Uvedena situdcia zodpoveds takym parametrom krystalickej mriezky zlozky A, ked nedochadza
k zacleneniu molekil zlozky B do tejto mriezky.
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Obrazok 4.3: Rozhranie medzi kvapalnou a tuhou fizou v premennych (z,z)" v pripade
dvojrozmerného difizneho tuhnutia binarneho systému; n je jednotkovy vektor normaély k
fazovému rozhraniu orientovany do kvapalnej fazy, ¢ := (1,0)1 a k := (0,1)" .

Uvedenad situacia je znazornend na Obrazku 4.3.

Teplotné pole T' = T'(z, z,t) v kvapalnej a tuhej faze a koncentrané pole C' =
C(z,z,t) v kvapalnej faze (v tuhej faze uvazujeme C = () sa riadia nasledovnym
systémom difuznych rovnic

oT
z < h(z,t) : = ks V2T, (4.2a)

oT
z > h(z,t) : i x V2T, (4.2b)

oC

— = DV*C 4.2
spolu s hrani¢nymi podmienkami

T|,o =Ty, Vt>0, (4.3a)
T—T, pre z—o0o alebo t— 0, (4.3b)
C—Cy pre z—o0 alebo t— 0. (4.3¢)

Pozndmka: Diftzne konstanty k,, k; st definované vztahom k; := k/(pCy;), i = s,1,
kde p; je hustota, C); je tepelnd kapacita a £ je tepelna vodivost.

Problém tuhnutia binarneho systému je problémom s volnou hranicou (volnou
hranicou je tu fazové rozhranie z = h(z,t)), pricom tato hranica je tiez stucastou
rieSenia. Z toho dovodu je potrebné zadat podmienky pre hodnoty rieSenia na tejto
hranici.

Odvodime najskor podmienku vyjadrujicu zdkon zachovania tepla na fdzovom
rozhrani (tzv. Stefanova podmienka). V procese tuhnutia dochadza k zaclenovaniu
nadhodne sa pohybujicich molekil do krystalickej mriezky vznikajtucej tuhej fazy, a
teda k znizovaniu ich entropie (neusporiadanosti). Dosledkom toho je uvolhovanie
tepla (tzv. latentné teplo) na fazovom rozhrani, pri¢om nutnou podmienkou toho, aby
tuhnutie systému pokracovalo dalej, je transport tohto tepla smerom od rozhrania.
Definujme lokdlnu rychlost tuhnutia V,, ako rychlost pohybu rozhrania (presnejsie jej
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Kvapalna faza

Tuh4 faza
Obrazok 4.4: Schématické znazornenie zadkona zachovania tepla na fazovom rozhrani.

velkost) v smere normalovom k rozhraniu?

Ooh -
v, = k.,
o™

kde k := (0,1)T a7 je jednotkovy vektor normély k rozhraniu smerujuci do kvapalnej
fazy, definovany vztahom

A V(z—h) _ 1 “oh \'
AN | [1+(8h/8x)2]1/2< 8:6’1) '

f)alej oznaCme L latentné teplo uvolnené na jednotku hmotnosti. Potom latentné
teplo uvolnené za ¢as 0t na jednotku plochy rozhrania (v nasom dvojrozmernom
pripade na jednotku dlzky) je rovné

ps LV, 01,

pricom vyraz psV,, L predstavuje rychlost uvolnovania latentného tepla na jednotku
plochy (dlzky) rozhrania. Lokalna rychlost toku tepla 3 v tuhej resp. kvapalnej faze
je podla Fourierovho zdkona rovné

g =-kVT, k>0, i=sl [g]=ImZ%" (4.4)

kde k;, i = s, je koeficient vedenia tepla v tuhej, resp. kvapalnej faze. KedZe teplota
na fazovom rozhrani rastie v smere osi z, z (4.4) vyplyva, Ze na rozhrani je vektor g,
orientovany vzdy smerom do tuhej fazy (Obréazok 4.4). Mnozstvo tepla (na jednotku
plochy) privedené na rozhranie z kvapalnej fazy za ¢as dt je potom rovné hodnote
—1n « q|,—p+0t (kolmy priemet vektora g;0t na vektor —n). Analogicky, mnoZstvo
tepla (na jednotku plochy) odvedené za ¢as dt z rozhrania do tuhej fazy je rovné
—n - q,|,—p-0t. AvSak podla zékona zachovania energie na rozhrani musi byt teplo

2Vyraz (ah/at)fc predstavuje lokdlnu rychlost pohybu rozhrania v smere osi z (rychlost pohybu
z-ovej stradnice rozhrania pre fixné z); V,, potom predstavuje kolmy priemet tejto rychlosti do
smeru daného vektorom 7.

3 Je potrebné odlisit tok tepla v zmysle vektora q (vektor toku tepla v smere — VT od toku tepla
v zmysle mnoZstva tepla (skalarna veli¢ina) preteceného plochou za jednotku ¢asu (t.j. —n « q).
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odvedené z rozhrania rovné suctu tepla privedeného na rozhranie a latentného tepla
uvolneného pri tuhnuti kvapalnej fazy, a teda musi platit

—T - qs|z:h* ot =—n - ql|z:h+6t + pSLVn(St

Dostavame tak Stefanovu podmienku vyjadrujuicu zdkon zachovania energie na fa-
zovom rozhrani
psLVn =n-: ql|z:h+ -n- qs|z:h—7

resp.

oh .
psLEk e = kg VT |, — ki« VT |, (4.5)

Podmienku pre koncentra¢né pole C' na rozhrani dostaneme zo zdkona zachovania
hmoty na rozhrani na zaklade analogickych tvah ako pri odvodeni podmienok pre
teplotné pole. Pre lokdlnu ryjchlost difizie hmoty J plati Fickov zdkon

J:=-DVC, [J]=kgm "

Uvedeny vztah vyjadruje skuto¢nost, ze (lokalne) rychlost diftizie hmoty je tumerna
zaporne vzatému gradientu koncentracie (t.j. difuzia hmoty prebieha v smere kon-
centra¢ného spadu). Potom pre mnozstvo hmoty (zlozky B), ktoré prejde jednotkou
plochy rozhrania za ¢as 6t je rovné n - J|,—,+0t. Na druhej strane, mnozstvo zlozky
B na jednotku plochy vyliuc¢ené pri tvorbe tuhej fazy za ¢as 0t je rovné

oh , -
C|z:h+aﬁ' * két

Zo zakona zachovania hmoty na rozhrani v8ak nutne vyplyva rovnost

oh -
Clozns 5y 7 - kot = 1= I |oopst,

a teda dostavame hladanu podmienku pre koncentra¢né pole na fazovom rozhrani

h ~
C|Z_h+g—tﬂ +k=—Dn-VC|,_j. (4.6)

4.3 Transformacia rovnic do bezrozmernej formy

Uvedené rovnice popisujuce tuhnutie bindrneho systému s rozmerné. Fyzikalne
rozmery jednotlivych premennych a konstant si nasledovné:

[T =K,
[C]=1,
[t] =,
[h] = [&] = m,
[55] =[] = [D] = m?s ™
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Zavedieme nasledovnu transformaéciu:

T—1T,
T—0=——-—-—
A
l2
t s —t,
Ky
T — lx,

kde veli¢iny na pravej strane si bezrozmerné, [ predstavuje vhodne zvolenu dlzkovi
skalu. Hodnota T}, predstavuje (rozmerni) teplotu fazového rozhrania. Dostaneme
tak nasledovny bezrozmerny tvar rovnic (4.2a—c)

z < h(z,t) : % = rV?0, (4.7a)
z > h(x,t) : % = V20, (4.7b)
oC 5
= = 4.
ot ’)’lv C: ( 70)

kde & := ks/Kk; a 7, := D/k;. Hrani¢né podmienky potom vyzeraju nasledovne

T —1;
0,0 = 05 := H Vit > 0, (4.8a)
oo — Lh
C—Cy pre z—o0 alebo t—0, (4.8b)
—1 pre z—o00 alebo t—0. (4.8¢)

a podmienky na fazovom rozhrani

h ~
Kg—tk e = kg VO|,_p- — 7+ VO|,_pe,
oh .
C|Z:h+a’ft . k = —’Yl’fl, . VC|z:h+,

0|Z:h - 07

kde K := (psLk;)/(ATk) a kg := ks/k,.

4.4 Transformacia oblasti s pohyblivou hranicou na
oblast s fixnou hranicou

Vyssie uvedena formulécia modelu difazneho tuhnutia binarneho systému pred-
stavuje problém s pohyblivou hranicou, a teda jednotlivé oblasti (tuha faza z < h(z,t)
a kvapalna faza z > h(z,t)), v ktorych st prislusné rovnice definované, si ¢asovo
zavislé. Za ucelom prevedenia na problém s pevnou hranicou definujeme nasledovni
transforméciu vertikalnej priestorovej premennej

z

h(x,t)’

2 (= (4.10)
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Kvapalna faza

n

(=1

¢ Tuhé faza

CEOTTTTTT T T T T T T 7777777777

Obrazok 4.5: Rozhranie medzi kvapalnou a tuhou fazou v transformovanych premennych

(z, )"

a teda pozicii fazového rozhrania zodpoveda hodnota ¢ = 1. Situécia je zobrazena na
Obréazku 4.5.

V d'alsom budeme pre lepsiu prehladnost pouzivat nasledovné oznacenia pre funkcie
transformovanych zavislych premennych:

9(1}, Ca t) = 9(1‘7 Zs t)|z:h(:1:,t)(;

00 0 00 0

(3), = ateen (5) =g co
020 & 06 0
(), = aatte 0 () = it

Dosadenim vzfahov (A.4a—f) a analogickych vztahov pre C = C(z,(,t) do rovnic
(4.2a—c) dostaneme pre tuhi fazu ¢ < 1 rovnice

a0 10nh 00 | /0% 1 | /0n\? 020
— | ==—(—=+ —— ) + = (=) +1| =
ot h ot > oC 0a2 ) " h? |\ Oz d(2
20h [ 020 10°h 2 [(Oh\?] 00
~ o (81’8{)4 - lﬁﬁ +3 (8_x) ] 3_C} (4.11a)

a pre kvapalni fazu ¢ > 1 rovnice

00 10h 00 820 1 0%0
(a) “nattac T e a l oz
20h [ 0% 10%h 2
“how (awg) [ﬁ@ h_< ) ] } (4.116)
oC 10h 0C 1 0*C
(E) hotac T T U o
20h ([ 0°C 10%h 2 oC
" hoz (awg)C [h8x2 2 ( x) ac } (111¢)

V dalsom texte uz budeme uvazovat funkcie 6 a C' vylu¢ne ako funkcie premennych
z, ¢ at a preto budeme vSade vynechavat znacenie (--- ).
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Transformované hrani¢né podmienky maji nasledovnu formu

Olcmo = 05, V>0, (4.12a)
§—1 ak (— oo alebot—0, (4.120)
C—Cy ak (—o0 alebot—0. (4.12¢)

Zostéava este odvodit tvar podmienok na (fixovanom) rozhrani ¢ = 1. Plati

= (07 1)Ta

0 10 oh 1]T
¢=1

V(z—h)|=n = <8_:1:’ Ea_(>T (h¢ = h)|¢=1 = [(C - 1)8_30’

a teda pre vektor n vyjadreny v premennych (z,¢)T plati n = k. Dalej pripomefime,
Ze
80 1000h 190\"
vg= (& T 2T logicky pre C
<8x ho¢ 0x’ h@() » ANATOBICEY PTE &

a teda z (4.5) a (4.6) dostavame nasledovny tvar podmienok na rozhrani ¢ =1

& Oh 1<k 0 0 ) (4130)

o~ a\™ac|_ " ac, .
Ooh 10C
Clecis— = —y——| 4.13b
g7 = |, (4130)
0lc_1 = 0. (4.13¢)

4.5 Jednorozmerny zakladny stav pre problém di-
fazneho tuhnutia binarneho systému

4.5.1 Bezrozmerné rovnice pre jednorozmerny zakladny stav
v povodnych a transformovanych premennych

Budeme uvazovat jednorozmerny zakladny stav (v smere osi 2) s rovinnym rozhra-
nim z = h(t) medzi tuhou a kvapalnu fazou. Polia charakterizujice tento zakladny
stav budeme oznacovat priizkom. Systém rovnic v premennych (z,¢)T vyzerd nasle-
dovne

z < h(t): g—f_ = Rg, (4.14q)
z > h(t): % = g, (4.14b)
% = 71(227? (4.14¢)
spolu s hrani¢nymi podmienkami
0|,—0 = 0p, Vt>0, (4.150)

C—Cy, ak z-—o00 alebot— 0, (4.150)
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0 —1 ak z— oo alebot— 0. (4.15¢)

a podmienkami na volnom rozhrani z = h(t)

dh o0 00
Ay i (.o 416
dt laZ ‘Z—l_l_ 0z JO ( a)
. dh oC
Clepr— = —N—— 4.160
0], = 0. (4.16¢)
Transformacia na fixnd oblast ma v tomto pripade nasledovny tvar (pozri (4.10))
2
(= =

a teda z rovnic (4.11a—c) dostaneme transformované rovnice pre kvapalna a tuhu
fazu
06 1dh 06 1 0%

10 Z=-C¢ p g 4.1
C<bli mThactac e (4.17a)
060 1dh 00 1 9%
1. X _Lldh.o0 100 4.17b
>l m T natac T e (4.170)
oC  1dh oC 1 9°C
EA 4.1
ot _haicac TREae (4.17c)
s hrani¢nymi podmienkami
Ole—o = O, Vit >0, (4.18a)
C—Cy ak (—oo alebo t—0, (4.18b)
-1 ak (—oo alebo t—0. (4.18¢)

a podmienkami na volnom rozhrani { =1

th—1<k % % ) (4.190)

a =~ n\Macl acl
. dh 10C
Cleci— = —y=—a| | 4.19b
=1+ T | e (4.196)
0l¢-1 = 0. (4.19¢)

4.5.2 Analytické rieSenie transformovanych bezrozmernych rov-
nic
V tejto Casti odvodime explicitny tvar rieSenia rovnic (4.17a-c). Budeme hladat
rieSenie, ktoré je funkciou len premennej , t.j. 6 = 0(¢), C'= C((). Pre takéto riese-
nie plati 9C' /0t = 0, 00/0t = 0, a teda musi splhat systém obycajngjch diferencialnych
rovnic
_1dh 46 _1d%

C<1I O—Zacd—c"‘/fﬁd—cga
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~1dh df 1d%0

Thacd Trae
OZl@CE‘F%idQ—O-
hdt>d¢ h2 d¢2

¢>1:

Vyuzitim vztahu

mozno tieto rovnice prepisat do tvaru

~ 1dr* . d6  _d%0

1: 0=-——(_(— — 4.20
(< 5@ Cd@“d@’ (4.20a)
1dh? d  d%0
>1: 0==-——(—+— 4.20b
¢ 27t ac T ac (4.200)
1dh? dC  d*C
= EE d—<+’)’ld—<2, (4.206)
podobne podmienky (4.19q, b) prejda na tvar
-y _ _
gdw” 400 _doer (4.21a)
2 dt T P T
- dh? dC
Cle=1+— (4.21b)

a — Mad|

Tvar funkcie h(t)

Ked7e funkcie f a C nezavisia od ¢, pravé strany rovnic (4.21a, b) st konstantné
v Case a teda plati -
dh?
—— = const.

dt
7 toho vyplyva, Ze h(t) ma tvar h(t) = (At)"/? (musi totiz platiz h(0) = 0), kde A €
R* je konstanta. My budeme tiito konStantu hladat v §pecidlnom tvare A = 4?7,
£]. .
h(t) = 2\ (y,t)Y/? dn” _ 2
= 2X\(yt)"/*, resp. el 4y A= (4.22)

Funkcie §(¢) a C(¢)

Zavedenim substiticie g := df/d¢ a f := dC/d¢ a vyuzitim (4.22) transformu-
jeme rovnice (4.20a—c) na oby¢ajné diferencialne rovnice 1. radu

d
(<1: Rd—g+2w2<f=0,
dg 2
1: —+2 =
d
—f+2/\2§f:0.
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RieSenim tychto rovnic a spdtnou substitiiciou dostaneme

3 ¢
(<1: 0:03+Bl/ e qy,
0

kde B;, By a B; st neznameme konstanty a s := D/k,. Jednoduchou substiticiou
mozno uvedené rieSenia upravit na tvar

P
C<1: 0=0p ﬂA erf(71/2¢),
Vs

2
B B 1/2
¢>1: 6=1-—5—erfe(y,”*)0),
N
B 1/2
C=Cy— 327; erfe(A\C)
kde
2 (v
erf(y) := 7r1/2/0 e * ds
2 [
erfc(y) =1 —erf(y) = i e” " ds.
y
Na urcenie neznamych konstant B; a By vyuZijeme podmienku 97|<:17 =0= é|C:1+
vyjadrujicu spojitost teploty na rozhrani, t.j.
1/2 " 1/2
Op + erf(7,/°A\) =0=1— erfe(~ % A).
27;/2)\ 2%1/2)\ :

Bezrozmerna teplota # mé potom nasledovny tvar
erf(5%X¢)
O 1/2 )
erf(ys'“A)
erfe(y,*A¢)
erfc(yll/Q)\) '

Dalej, ak oznacime Cj, := |+ hodnotu koncentracie na fazovom rozhrani, dostaneme

(<1: 0

1 —

)
Il

¢>1:

1/2

Co— erfc(A() = Cp,

7z ¢oho mozno urcit konstantu By. Pre funkciu C tak dostavame formulu

(>1: C=Cy—(Co— Ch)e(:f;(()\f)).

V prave odvodenych vztahoch zostavaju neznamymi konstanty A a C,. Na ich urcenie
vyuZijeme hraniéné podmienky (4.21a, b).
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Urcenie konstant \ a (),

Na zéklade vyssie odvodenych vztahov pre funkciu 6 plati

dé 205 /%1/2/\< -v* q
- = Y
d¢ |- Y erf (7s ik A) ¢ ¢=1-
_ 293’71/2)\ _(7;[/2)\02 . 29B71/2)\
T2 erf(y /2)\) ¢=1- 71/2 (1" V)2 N? erf (v, 1/2)\)
dé 2 <1/m
- _= — N L eiy dy
dC C:1+ 71'1/2 erfc( 11/2)\) dC ’711/2)\4 <:1+
Lo 1/2
27, ) o= *20)? 27 "

o2 erfe(y,*)) =1+ r1/2 erfc(%lﬂ)\)'

Dosadenim tychto vztahov do podmienky (4.21a) dostaneme po algebraickych upravach
nelinedrnu algebraickid rovnicu, ktorej rieSenim je hladana konStanta A

ksleBﬂ ]-
P3N R(N)

+K=0, (4.23)

kde 3 := s/ a funkcie P a R su definované nasledovne
P(y) :=7"Pye’ erf(y), R(y):=n"ye’ erfe(y).

Hodnotu C}, uré¢ime z podmienky (4.21b). Plati

dC 2(Cp = Cp) d Ly ‘
— = e ¥ dy
dC {._y+ /2 erfc()) erfe(A ) (=1+
_ 2(Ch— Co))\ _ 2(Ch = Co)A
ml/2 erfc()\) ¢=1+ R())
Dosadenim do (4.21b) dostaneme
Co
Cph=——"—. 4.24
" 1 RN (4:24)

4.5.3 Numericka reprodukcia zakladného stavu

Cielom tejto ¢asti je odvodit numericki schému na rieSenie rovnic (4.20a-—c).
Zmyslom numerickej reprodukcie rieSenia tychto rovnic je otestovat nas numericky
pristup (sposob diskretizacie diferencialnych rovnic) skor, ako pristipime k numeric-
kému rie§eniu dvojrozmerného problému (4.11a—c).

Pri numerickom rieseni rovnic pre jednorozmerny zakladny stav vyuzijeme sku-
tofnost, 7e rieSenie tychto rovnic je stacionarnym rieSenim rovnic (4.17a-c), a teda
Tubovolné riesenie rovnic (4.17a-c) konverguje pre t — oo k tomuto stacionarne-
mu rieSeniu. Preto budeme numericky riesit péovodny, nestacionarny systém a ako
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aproximaéciu stacionarneho rieSenia vezmeme hodnoty nestacionarneho rieSenia pre
ydostato¢ne velka* hodnotu t.
Definujeme ¢asovo—priestorovi siet

Gi=(i—1DAC, i=1,.,M+1,
tp:=Mm—1At n=1,...,Q+1,
pricom uzly ¢ = 1, ..., N zodpovedaju tuhej faze, uzol : = N + 1 fazovému rozhraniu

auzly i = N 4+ 2,..., M + 1 kvapalnej faze. Dl7ka priestorového kroku je definovana
ako AC := 1/N. Hodnoty numerického riesenia budeme zna¢it nasledovne

H(Cutn) ~ 9?7 (Cu ) ~ z ’
h(t,) ~ h".

Pri vypocte pouZijeme implicitni schému, t.j. rovnice (4.17a—c) vyjadrime v
casovom uzle n 4+ 1 a na aproximaéciu casovej derivacie pouzijeme spatnu diferenciu

00 gt —gn

oo Af).
ot A 1Ol

(Cistnt1)

Priestorové derivéacie aproximujeme pomocou diferencii presnosti O(AC?)

en—}-l 07],—1—1
I . B
S (Gistnt1) 2A¢
n+1 n+1 n+1
822 01—}-1 01 - 0; O(AC2)
- (A0)

Analogicky aproximujeme aj ¢asové a priestorové derivacie funkcii C' a h?.
Diskretizovat budeme rovnice (4.17a-¢) upravené na nasledovny tvar
_ ,00 1dh? 06  0°0
(<1l: h"— a5 igCa—C a—CQ, (4.25q)
00 1dh? 00 0%
ot~ 2dt°ac o
9 8C’ 1dh? 80 820

(>1: h— (4.25D)

Nahradenim jednotlivych derivacii diferenciami dostaneme numericki schému v nasle-
dovnom tvare:

1=2,...,N:

(h'n-i—l :{ ~ |: h'n,—l—l 2:| o R/MZ} 0;‘1:}-11 + |:2klu2 + (hn+1)2:| 0;{1-1-1
—{F [ (h V2] + ki } 07, (4.264)
i=N+2,.. M:

(hn+1)29;(z — 4 [(hn—l—l) (hn)Q} - M?}e;n——i—ll + [2/'@ + (hn-l—l)Q} gln-l-l
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{ T [(R)? (h") 2+ pa} 07 (4.260)

(hn+1 i :{ 1 [ hn+1 ) ] - %/LQ} Cij—l [QWMQ + (hn+1)2] szl
- {F [(")” (h")2 + e } CFHY (4.26¢)

kde p15 := At/(A¢)?. Hraniné hodnoty zvolime nasledovne

9? - 937 9?\1—1—1 - 07 9nM+1 = 17
Chi1 = Ch, Oy = Co

Podmienku (4.21a) vyjarime v n-tom ¢asovom uzle a na ¢asovu diskretizaciu pouzi-
jeme doprednu diferenciu

dhn?

dn?| (e — ()
dt |, '

At

~

Na aproximéaciu jednostrannych derivacii pouzijeme spéatnu resp. dopredni diferenciu
presnosti O(A¢?)

dCley- 2A< N
do T30 A0 — Oy 40K, — Oy
¢ ey 2AC 2AC

Rovnica pre (h"*1)? potom vyzera nasledovne
(R"H1)? = (h")? + B [ka(Oy_y — 40%) + 0% 5 — 4051, ] (4.27)

kde p; = At/AC.
Pri numerickej reprodukcii rieSenia sme pouzili nasledovné hodnoty jednotlivych
fyzikalnych parametrov modelu

ks =53x107) K 'm™'s™!, k,=53x107)J K 'm s},
ky = 4.0769,

ps = 0.916 kg m

ks = 0.0121 m?s™ !, k, =0.0013 m?s™ !, D =10"" m?% ",

L=280Jkg ',
0p = —0.4,

Co = 0.1,
AT = 8.6,

a hodnoty priestorového, resp. ¢asového kroku A¢ = 1072 a At = 10~*. Na Obrazku
4.6 je zobrazenéa konvergencia nestacionarneho rieSenia k jednorozmernému zaklad-
nému stavu.
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10

10

Obrazok 4.6: Zobrazenie konvergencie nestaciondrneho rieSenia k jednorozmernému zak-
ladnému stavu (prerusovand ¢iara) pre n = 50 (Cervend) a n = 500 (modré). Teplotny profil

je zobrazeny vlavo, koncentraény profil vpravo.



Kapitola 5

Analyza globalnej stability fazového
rozhrania

5.1 Analytickid analyza globalnej stability aplikaciou
metody energie

Jednym s povodnych cielov tejto prace bola analytickd analyza globalnej stabi-
lity fazového rozhrania kvapalna faza/tuhé faza prostrednictvom adaptacie metody
energie. Hlavna idea energetickych metod spociva v odvodeni a analyze vhodnych
oby¢ajno-diferencialnych rovnic (pripadne nerovnic) pre rozne typy energii. V naj-
jednoduchsich a typickych problémoch bez fazovej premeny energetické funkcionaly,
definované cez forméalne procedury, zodpovedaju kinetickej a potenciélnej energii sys-
tému.

Féazova transforméaciu medzi tuhou a kvapalnou fazou mozno popisat modifikaciou
obvyklych podmienok medzi nemiesatel nymi fazami. Avsak okrem toho je na fazovom
rozhrani generované latentné teplo, ktoré je diftiziou odvidzané smerom od rozhrania.
Navy$e je nevyhnutné popisat termodynamicky stav fazového rozhrania, ktory je
casto zalozeny na predpoklade lokdlnej termodynamickej rovnovahy. Tieto fakty maju
za nasledok, 7e definicia vhodnych energetickych funkciondlov pre metodu energie
musi byt kvalitativne odlisné od definicie v pripade bez fazovej premeny. Otéazka
vhodnej definicie energetickych funkcionalov so zahrnutim voIlného rozhrania je stale
otvorend a budeme sa jej venovat v budicnosti.

5.2 Numerickd analyza globalnej stability

5.2.1 Odvodenie implicitnej schémy

V sucasnosti nie je zname explicitné rieSenie plného (dvojrozmerného) problé-
mu difizneho tuhnutia bindrneho systému popisaného rovnicami (4.11). V tejto
casti diplomovej priace sa zameriame na odvodenie konec¢no—diferencnej schémy na
rieSenie tohto problému. Odvodent schému nésledne pouzijeme na simulédciu vyvoja
poruSeného fazového rozhrania, resp. poruseného teplotného a koncentra¢ného pola.

39
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Systém rovnic (4.11) najskor upravime pomocou vztahov 2hoh/0t = Oh*/0t a
2hoh/0x = Oh?/0x do nasledovného tvaru

90  10n? .,
1: W == h2— — —
¢ < o 20t cac " { + (a ) ac2
Oh? 920 O?h Oh\>
9z 920C l da? 2 ( JJ) } (5.1a)
00 10h? oh\>
1: h—=—-——(=— 2— .
¢> o 28t<8§ +l< a:)
Oh? 920 Oh\>
- — |h=—=+2 1b
0z 920C [a2+ (x) (5.18)
aC 10k 0C 92C oh
WL = (= -
2D %{ 9% ( x)
Oh? 92C a Oh\>
- ~ - 1
oz oz~ |"ax? ( ) } (5.1¢)
s podmienkami na rozhrani
K 0h? a0 a0
L —ky— - — , 5.2a
2 ot OC| - 9G]y (5:20)
on?  aC
—C = —y—] 5.2b
|¢=1+ o N 9 | s ( )
0c—1 =0 (5.2¢)
a hrani¢nymi podmienkami
9|<:0 = 03, vVt > 0, (53@)
0 —1 ak (— o0 alebot—0, (5.3b)
C—Cy ak (¢(— oo alebot—0. (5.3¢)

Definujme trojrozmernii ¢asopriestorovu siet (kone¢ni v priestorovych premennych)

th:=to+(n—1)At, n=1,...,Q+1

zi=(—1)Az, i=1,...,5+1

G:=U—-1A¢ j=1,...,N+1 (tuha faza)
J=N+2,....M+1 (kvapalna faza).

a oznacme

07 = 0(xi,yj, tn),  CF = C(xiy5,tn),  hi = h(w,t,).
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V dalSom zvolime rovnaky priestorovy krok v smere x aj v smere (, teda Az = AC.
Rovnice (5.1a—c) vyjadrime v uzle (x;,(;,t,41). Na aproximaciu ¢asovych derivacii
pouzijeme spitné diferencie presnosti O(At)

a0 ot -0y o ot -ay
ot (@i :Gjstnt1) At ot (#3,G tnt1) At
on* (2 = (hy)?

ot (@ists1) At

Priestorové derivéacie aproximujeme pomocou diferencii presnosti O(A¢?)

oh R =R on? (R = ()?
0|y 200 T Ow g PING ’
%0 O 200 + 0
02 | (11 G5 tas) (AC)? ’
0%h bt —onrtt )
Ou? (@istn+1) (AQ)? 7
09 o ot
¢ (@i,Gjstnt1) - 2A¢ ’
%0 Onri — 200 + 00,
OC* | (2105 tur) (AQ)? ’
920 Ortl = Ort 4+ om s —20r e ort — ot o
2278 (@i,Gjstnt1) 2(A<)2 '

Dostaneme tak linedrnu implicitni schému pre teplotné a koncentracné polia, ktoru
mozno napisat v nasledovnom tvare:

221; ,S,]: 7.”7]\]; n:l,,Q"—l
n n i n n - (h?+11*h?j_11)2
(26, = { S = ()] — R | S + 1
L Rps[(RD? — (R
— shus[h T (R = 20+ ) + R — h?j‘ll]}ﬁz;[ll
- iRus [(h?:11)2 - (h?jll)Z] Q?J:Lll,j—l
(Y el (B - () 0,
_ n = h?+11_h?j_11 ’
+ {(1 + 2R p1) (R ) + 2R gy [W * 1}
— Sl - (A o
B {l?dm(h?H)Q - i’%l‘?»[(h?jlly - (h?jll)Q]} G?J:rll,j
- ikm [(h?—:_ll)Q - h?—+11)2] G?jll,ﬁrl
. n n = h?+11_h?—+11 i
(A — () g[S ]
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4
+ hml() = (Y
— L[ (B = 2B B 4+ B = ] e

S l(WE)? — ()
Sl () — 20 )+ - e (5.a)

+2,...,.M;n=1,...,Q+1:

n4l_ pntlyo
2

| — n n (h] —
()2 = () = iz | P +1]

i+1 4,j—1

— L[R2 — (B O

— {2 (B = sl (RE)? — ()]} 67

nt+l_pntl

n (hi 1 1—1)2
+ {(1 + 2p12) (R FH)? + 241 [%74)2 + 1]
= Ll = (A o

— {pa () = Sus[(RTED)? = (RPH)?]} 071
- i’u?) [(hn+1)2 - (h;zj—ll)Q} gn—l—l

i+1 i—1,j+1

n+1 n+1)2

j — n n (hily —hi”
= (A = ()7 e [ 1]

= gl = ()]
1
2

palb B — 2 ) e (5.40)

7

n+l_pn+l

n n j— n n h; h}T)?
(20 = {FR ) = (%) = e | S +1]

_|_

+

4
i%m[(h?jff - (h?jf)Q]

Sl (A — 200+ B+ — e e

i%/@ [(h?:11)2 - (h?jll)ﬂ Cz'n—l——'—l%jfl
{’YIM(h?H)Q - 571#3[(%:11)2 - (h?jll)Z]} Czn——'—l%j

ptl —h?_"’ll)2

{0+ 2um) 01+ 20 [P 1]

Supsl (WP = (et et

(s (Y2 = Soups ()2 — (i)}

i%m [(h?j—ll)Q - (h?jll)ﬂ Cznj—l%j—l—l

L )2 = (2] 4 e [Pt ]

i%m[(h?ﬁf - (h?jll)Q]

Sgual (R = 20 ) = b ()

kde p; := At/(AC)". Z hrani¢nych podmienok dalej pre i = 1,...,S+1an =
1,...,Q + 1 vyplyva

n __ n — n —
91’,1 - 937 92',N+1 - 07 91’,M+1 =L
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Rovnice (5.2a, b) sme vyjadrili v uzle (z;, (j,t,), na ¢asovu derivaciu sme pouzili
doprednu diferenciu a jednostranné derivacie na fazovom rozhrani sme aproximovali
rovnako ako pri numerickej reprodukcii zakladného stavu v 4. kapitole:

a0 N R
|y IAC
oL, N 407 N9 — 07 n 43

e 2A¢ ’

analogicky pre funkciu C'. Pre ¢+ = 1,...,5 + 1 tak dostaneme rovnicu pre pohyb
fazového rozhrania davajtcu do sivisu neznamu hodnotu k™ so znamou hodnotou
hi' z predchadzajiceho ¢asového okamihu

(R )2 = () o+ B kot (O — 407) + Oy — 407 x 1),

a podobne rovnicu pre hodnoty Cj'y. ; koncentracie na rozhrani (treba si uvedomit,
b
ze hodnota koncentracie na rozhrani nie je dopredu znama — je teda tiez stucastou

numerického riesenia)
3%%@'1&1 - 4%M10ﬁ\}i2 + %Mloﬁx}ig = C£N+1[(h?+1)2 - (h?)Q]-

Pri praktickej realizacii numerického vypoctu rieSenia predpokladame, ze zaujmova
oblast je v smere x konetna. AvSak samotny model tuhnutia binarneho systému
predpoklada oblast nekone¢nu v smere x. Preto predpokladame, Ze kone¢né oblast,
v ktorej systém diferencialnych rovnic riesime, sa v smere = periodicky ,opakuje‘. K
existujucim hrani¢nym podmienkam preto priddme podmienku, ktora tento periodic-
ky priebeh zarucuje

sy =ht, n=1,...,Q.

5.2.2 Programova realizacia

Samotny algoritmus numerického vypoctu mozno schematicky zapisat nasledovne:
1. Pre n = 1 definujeme pociato¢ni iteraciu hj, 6}, a C}; Vi, j
2. Pre Vi vypocitame hodnotu h?“ v novej Casovej vrstve pomocou hodnoty A}
zo starej ¢asove] vrstvy

n+

3. Vypocitame hodnoty riesenia 6, La Cf;“l vV novej casovej vrstve
b ]

4. Zvolime n :=n + 1 a prejdeme do bodu 2.

Hodnoty 92}1 z novej Casovej vrstvy dostaneme rieSenim linedrneho systému rovnic
A - £ =0b. V pripade tuhej fazy ma matica A blokovo diagonalny tvar

D U’ 0 ... ... ... 0
L) D U* o ... ... 0
o L* D U* 0o ... 0

0

5 5
A-|0 0 L'’ DU

. D Uit
o ... ... ... ....LY D
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kde matica D € R°*® je definovana nasledovne:

e hlavnd diagondla

ropntl _pn+tly2 7
Duy i= (14 2Rpa) (W) + 26y | Sz + 1) = SR (57" = (h5™)7],
_ a1y 2 _ [ -2 1 1= n+1y2 n+1y2
Dij; := (1 4+ 2Rpa) (hi'™)" + 2R BT + 1_ — gkp3 [(hi—i—l) — (RZ7) } )
i=2,...,8-1,

[ (T —h5t))

Dgs = (1+ QRug)(hg+1)2 + 2R 4o T a@aoz + 1_ - %R/% [(h?H)Z - (hg—j)Z]

e dolné diagonala

Disoy o= —Rpa (B2 + Yipg[ (A2 — (hPHD?), i=2,...,8 -1,
Ds.s-1:= —Rpua(hg™)" + gRus[ ()" — (W51

e horna diagonala

e mimodiagondalne prvky

Dys = —Epa(hT™)? + rps[(R5T1)? — (R,
Dgy = —Rpua(R§™)? + Rps[(R7)? — (he1)?]

matica LY € RS, j =3,... N:
e hlavné diagonala

. . n n B r h;+17hn+1 2 B n n
Ly = B = (0%) — s | S 1] + Sl — ()

— LR B (W = 20 4 B + B - B,
j =11/ pnt1y2 w21 = [ =R)? 1- n+1y2 n+1y2
L3, = SR — (2] = Ry | SSm 1] o L ()2 — ()7

Rps[hy (R = 20 R R R, i=2,000,8 1,
I — il (pny2 _ (g2 R [(RT T —hit))? 1 1. prt2 _ ()2
5,5 = T [(RgT)" = (hg)™] = Kpe | =z + 1| + 3Rus[(h1)" — (h517)7]

~ LRl 20 4 B+ B R

e horna diagonala
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e mimodiagonalne prvky

Ly, = —gRpsl(hi)? = (hg)?]

matica U7 e R%*5, j=2,... N —1:
e hlavnd diagondla

B (hg+1*hg+l)2

Uty = = {Z20) = 002+ e [t 1) = Sl )2 — ()

—Lipg [ (R = 2RI B + Byt — B
j j— n n = [ (hi =) ] = n n
Ui = = {5 (02 = (B))) + Rp _W + 1_ — 3R (RE)? — (R)?]

— R PE — 2h )  — m), i=2, S

n+1 n+1
AP _pnt

j j— n n = ( )? = n n
Uss = — {%[(hs+1)2 — (h5)*] + Fpus —Imor T 1] — 1Rus[(h1T)? — (hs1)?

—3Rpal B (B — 20 4 B + R - R

e dolné diagonala

e mimodiagonalne prvky
Ul s = —ihusl(h5™)? — (hg™)?]

Prava strana b = (by,...,bs9,b13,---,b53,...,b1.n,...,bsy)T je definovana nasle-
dovne
 pntl\2gn 11/ pn+1y2 2] | = (hy Tt —ngth)?
bio = (R )01 + {—2[(M™7)" = (WY)°] + Rpe | gmgr— + 1
e[ (R = 20T+ B+ By — B O
n+1l_ pn+1y2
bi = (B0 + { =2 = ()2 + s | 5500 +1]
+%RM3[h?+l(h?—:—ll - 2h’:,il+1 + h’?——i—ll) + h?—l——I—ll - h:,il——l—ll]}eBJ 1= 27 ety S —1
n n n n = (h?+17hnt:§)2
bsz = (™) s2 T {_i[(th)Q — (h§)?] + Rpe [W + 1}
hRpsl B (R — 2h ) e Lo,

bi,j Z:(h?-f—l)QQZj, 1=1,...,5, j=3,...,N.
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V pripade kvapalnej fazy vyzera matica A pre teplotné pole nasledovne

D UY?% o 0
LN+3 D UN+3 0 0
0 LN+4 D UN+4 0 0
A: 0 0 LN+5 D UN+5 0 ,
. D uMt!
0 ... L™ D

pricom matice L7, D, U’ € R5*S si definované rovnako ako v pripade tuhej fazy s
tym rozdielom, ze v kvapalnej faze polozime k = 1. Prava strana b vyzera nasledovne

b; ::(h?H)Q%;

1=1,...,8 j=N+2,....M —1,
n+l_ pn+1y2
bras =)0+ (Y = ()] 4+ g | s + 1]
Al (B 2 ) 4 By )
b . hn—l—l 2071 M-1 hn—}-l 2 hr 2 (h?:llfh?jlly
Z,M'_(i ) z’,M+ 4 [(z ) (i)]+ﬂ2 4(A0)2 +1
— g RE = 20T+ )+ B - R, i=2,.,8 -1,
be oo = (1) 2gn M1 pnt1y2 _ (pny2 (Rt —ngt))?
S,M '_( S ) S,M+ 1 [( S ) ( S) ]+M2 1(A0)2 +1
Bl O - 2 B R

Matica A pre koncentracné pole vyzera nasledovne

P, P, P; 0 0

L2 D uUMVt? o . 0

o LY D UV o0 0

A—| O o LY D U' 0
. D UMt

0 . . . ... LM D

pricom matice LY, D, U’ € R®* st definované identicky ako prisluiné matice pre
tuhu fazu; v pripade koncentra¢ného pola vSade namiesto hodnoty x pouZijeme hod-
notu ;. Matice Py, Py, P35 € R¥* st definované nasledovne

Py :=3vmls, Py:=—dymls, Ps:=ymls.
Prava strana b
big =Cln[(BPF)? = (R])%), i=1,....8,
biaj ::(h?—i—l)QCZj’ izla"'asa ]:27aM_]-

n+1_pn+1y2
buar = (B PO + { SRR — ()] + oy [P 1
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_%Mg[hrfﬂ(hgﬂ — QR 4 L) hgﬂ]}CO;

n mn _ n n hzﬁ+1_h?_+1 2
biag =(hi ) Cly + {%[(hz 2= (h)?] + po [W + 1}
sl (R = 2 R R - BEEG, i=2 S,
M —hgh)?

n n - n n (
b = (WO + { SRS = (W9)?) + iz | oz + 1]

LB = 20+ ) + T — Gy

5.2.3 Numerické simulacie

V tejto Casti uvedieme vysledky nasich numerickych simulacii. Systém (5.1) sme
riesili v konec¢nej oblasti (z,{) € (0,1) x (0,7), velkost priestorového kroku bola
AC¢ = 1072 a velkost ¢asového kroku At = 10~ Predmetom nagho zaujmu bolo
simulovat vyvoj poruseného fazového rozhrania a jednotlivych poli, pricom za za-
kladny stav sme vzali rieSenie pre jednorozmerny zakladny stav odvodené na konci
4. kapitoly — t.j. pre fixni hodnotu x je priebeh teploty a koncentracie dany tymto
rieSenim. Sktimané poruchy boli dvojakého druhu: pociatoéna porucha rozhrania
(teplotné a koncentracné pole st neporusené) a pociato¢na porucha teplotného pola
(fazové rozhranie a koncentracné pole st neporusené). V oboch pripadoch boli pouzité
hodnoty fyzikdlnych parametrov modelu rovnaké ako hodnoty pouzité pri numeric-
kych vypoctoch na konci 4. kapitoly.

Vyvoj v pripade pocdiato¢nej poruchy rozhrania V tomto pripade mala testo-
vana porucha fazového rozhrania tvar 0.001 sin(47x), a teda pociatoény tvar rozhrania
bol

h(z,to) = h(te) + 0.001 sin(47z),

kde h(ty) je pozicia rozhrania v ¢ase ¢y zodpovedajtica jednorozmernému zakladnému
stavu. Na Obréazku 5.1 st zobrazené izociary teplotného pola v pévodnych premen-
nych! z a z pre vybrané ¢asové itericie. Izociary pre ¢asovi iteraciu n = 1 boli tvorené
rovnobeznymi horizontalnymi ¢iarami. Vzdialenost izo¢iar je imerna velkosti teplot-
ného gradientu: ¢im si izociary hustejSie, tym je teplotny gradient v danej oblati
vacsi. NavySe, smer tepelného toku je imerny zaporne vzatému teplotnému gradien-
tu, a teda vektor tepelného toku je kolmy na izociary a smeruje k izo¢iare s mensou
teplotou.

Prekvapivy je priebeh izociar v kvapalnej faze: kym v tuhej faze maju izociary
vramci intervalu = € (0, 1) periodicky priebeh, izociary v kvapalnej faze periodicky
priebeh nevykazuju. Tato asymetria je prekvapiva preto, lebo samotné porucha bola
periodicka. Uvedent poruchu sme navysSe zvolili tak, Ze pri periodickom opakovani
bunky (z,¢) € (0,1) x (0,7) sa porucha v smere z hladko ,napaja“?, t.j. derivacia
poruchy podla x v bode = = 0 je rovnakd ako derivacia v .z = 1. Tuto vlastnost

1Zobrazenie rie§enia v povodnych premennych mozno pre fixné z a t zrealizovat pregkalovanim
osi ¢ funkciou h(z,t).

2Uveden4 asymetria v kvapalnej faze sa objavuje aj pri zobrazeni izo¢iar riefenia v premennych
z a ¢, dovodom jej vzniku teda nie je transformécia (z,¢) — (z, 2).
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Obrazok 5.1: Izodiary teplotného pola zobrazené pre Casové iteracien =2, n=5n=14
a n = 18 (v smere zlava doprava, zhora nadol) pre pripad pociato¢nej poruchy rozhrania.

maju nasledne aj izociary v tuhej faze, nie vSak izociary v kvapalnej faze. Dalsim
zaujimavym javom je tvorba lokalnych minim teplotného pola v tuhej faze. Kazdé z
tychto minim zodpoveda pritomnosti teplotného toku smerujiceho prave do daného
minima.

Na Obrazku 5.2 st zobrazené izoc¢iary koncentraéného pola v tych istych ¢asovych
iteraciach aké sme pouzili pri zobrazeni izociar teplotného pola. Rovnako ako v pri-
pade teplotného pola, aj tu oblasti so zhustenymi izo¢iarami zodpovedaji oblatiam,
kde je koncentra¢ny gradient velky. Smer difazie rozpustenej zlozky je dany norméalou
k izociare smerujiicou k izoc¢iare s mensou hodnotou knocentrécie.

Na Obrazku 5.3 je zobrazeny pociato¢ny tvar fazového rozhrania a nasledne jeho
tvar v ¢asovej iteracii n = 19. Vidime, Ze rozhranie vo v8eobecnosti postupuje smerom
nahor, avsak jeho amplituda (rozdiel medzi minimalnou a maximélnou vyskou) sa
zvacsuje. NavySe je tu tendenica k vzniku tzv. hrotov (miest, kte funkcia h(zx,t)
nie je diferencovatelna) a kolmych stien, ¢o ma v nasledujtcich ¢asovych iteraciach
za nasledok zlyhanie numerickej schémy (k zlyhaniu doslo v 20. iteréacii). Uvedeny
jav by mohol signalizovat vznik komplikovanejsich Struktir (dendritov) v neskorgich
¢asovych okamihoch vyvoja fazového rozhrania. Tento vyvoj vSak nemozno simulovat
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Obrazok 5.2: Izodiary koncentra¢ného pola zobrazené pre Casové iteracie n = 2, n = 5,
n = 14 an = 18 (v smere zlava doprava, zhora nadol) pre pripad pociato¢nej poruchy
rozhrania.

prostrednictvom nami odvodenej konec¢no-diferenc¢nej schémy.

Vyvoj v pripade podiato¢nej poruchy teplotného pola V tomto pripade
sme opat aplikovali periodickt poruchu, tentokrat na teplotné pole, pricom fazové
rozhranie a koncentra¢né pole zostali neporusené. Tvar poruSeného teplotného pola
v pociatocnej iteracii vyzeral nasledovne

0(x,(,tg) = 0(C) + 0.001 sin(47z),

t.j. porucha bola konstantn&d v smere (. Na Obrazku 5.4 sui zobrazené izociary
teplotného pola pre niekolko vybranych ¢asovych iteracii. KedZe prislu§né numeric-
ké vypocty boli ¢asovo naro¢né, podarilo sa nam zrealizovat len prvych 46 iteracii;
k zlyhaniu numerickej schémy pritom nedoslo. Podobne ako v predchadzajicom
pripade, aj tu sa ukazuju podobné problémy s priebehom izo¢iar v kvapalnej faze.
Na Obréazku 5.5 st zobrazené izo¢iary koncentracného pola a na Obréazku 5.6 je
porovnanie poloh rozhrania v iteracii n = 2 a v iteracii n = 49. Vidime, Ze rozhranie
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Obrazok 5.3: Pociato¢ny tvar fazového rozhrania (vlavo) a tvar rozhrania v ¢asovej iteracii
n = 19 pre pripad pociatoc¢nej poruchy rozhrania.

propaguje smerom nahor, pricom sa zvySuje amplitiida medzi najniz$im a najvySsim
bodom.
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Obrazok 5.4: Izodiary teplotného pola zobrazené pre ¢asové iteracien =1, n =13, n = 31
an =49 (v smere zlava doprava, zhora nadol) pre pripad podiato¢nej poruchy teplotného
pola.
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Obrazok 5.5: Izodiary koncentra¢ného pola zobrazené pre Casové iteracie n = 2, n = 13,
n = 31 an = 49 (v smere zlava doprava, zhora nadol) pre pripad pociato¢nej poruchy
teplotného pola.
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z z
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Obrazok 5.6: Podiato¢ny tvar fazového rozhrania (vlavo) a tvar rozhrania v ¢asovej iteracii
n = 49 pre pripad podiato¢nej poruchy teplotného pola.



Zaver

Podarilo sa nam odvodit linearnu implicitni schému na rieSenie dvojrozmerného
problému difazneho tuhnutia binarneho systému. KedZze ide o problém v poloneko-
necnej oblasti, pri praktickom vypoc¢te bolo potrebné obmedzit sa na kone¢nu oblast
— v smere osi 2 sme predpokladali periodicky priebeh, v smere osi ¢ bolo potrebné
aproximovat hodnotu rieSenia pre ,,velké“ hodnoty ¢ limitnou hodnotou v nekonecne
a tym sa zbavit problému s polonekonecnostou v tomto smere. Uvedenéd skuto¢nost
moze byt jednym z dovodov, pre¢o numerické simulacie nedavaja vysledky v aplnom
silade s o¢akavanim. DalSie mozné vylepSenie by mohlo spocivat v odvodeni im-
plicitnej schémy vyuzivajucej nasledovnu diskretizaciu rovnice pre pohyb fazového
rozhrania

()2 = () o B a0, — 407%0) + 078, — 4078 ).

Uvedeny pristup bol pouzity v praci Emms (1993). Prakticka aplikacia takejto schémy
vSak bude vypoctovo naroc¢nejsia.

23



Literatura

|1] CRANK, J. 1984 Free and Moving Boundary Problems, Oxford University Press.

|2] Dupis, J. J., Davis S. H. 1971 Energy stability of the buoyancy boundary layer.
J. Fluid Mech. 47, 381-403.

[3] Emms, P. W. 1993 Compositional Convection and Freckle Formation in the
Solidification of Binary Alloys (dissertation thesis). St. Peter’s College, Oxford.

[4] GuBa, P. 2000 Nelinedrna konvekcia v rotujicej dendritickej zone (dizertaénd
prica). Fakulta matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave.

[5] GuBA, P. 2001 On the finite-amplitude steady convection in rotating mushy
layer. J. Fluid Mech. 437, 337-365.

[6] GuBA, P. & BoDA, J. 1998 The effect of uniform rotation on convective insta-
bility of a mushy layer during binary alloys solidification. Studia Geoph. et Geod.
42, 289-296.

[7] GuBA, P. & WORSTER, M. G. 2006a Nonlinear oscillatory convection in mushy
layer. J. Fluid Mech. 553, 419-443.

[8] GuBA, P. & WORSTER, M. G. 2006b Free convection in laterally solidifying
mushy region. J. Fluid Mech. 558, 69-78.

|9] GUBA, P. & WORSTER, M. G. 2010 Interactions between steady and oscillatory
convection in mushy layers. J. Fluid Mech. 645, 411-434.

|10] Howmsy, G. M. 1973 Global stability of time-dependent flows: impulsively heated
or cooled fluid layers. J. Fluid Mech. 60, 129-139.

|11] HuppEeRT, H. E. 1990 The fluid mechanics of solidification. J. Fluid Mech. 212,
209-240.

|12] JosePH, D. D. 1965 On the stability of the Boussinesq equations. Arch. Rational
Mech. Anal. 20, 59-71.

|13] JosePH, D. D. 1966 On the stability of the Boussinesq equations by the method
of energy. Arch. Rational Mech. Anal. 22, 163-184.

[14] JosepH, D. D. 19764 Stability of Fluid Motions I, Springer—Verlag,.

o4



LITERATURA 55

[15]
[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22|

JOsepH, D. D. 19760 Stability of Fluid Motions 11, Springer—Verlag.

JosepH, D. D. & SHIR C. C. 1966 Subcritical convective instability (Part 1.
Fluid layers) J. Fluid Mech. 26, 753-768.

SERRIN, J. 1959 On the stability of viscous fluid motions. Arch. Rational Mech.
Anal. 3, 1-13.

SIMKANIN, J., HEIDA, P., SAXONBERGOVA-JANKOVICOVA, D. 2010 Convection
in rotating non-uniformly stratified spherical fluid shells in dependence on Ekman
and Prandtl numbers. Physics of the Earth and Planetary Interiors 178, 39-47.

éIMKANIN, J., HEJDA, P., 2009 Control volume method for hydromagnetic dy-
namos in rotating spherical shells: Testing the code against the numerical dy-
namo benchmark. Studia Geoph. et Geod. 53, 99-110.

WORSTER, M. G. 1986 Solidification of an alloy from a cooled boundary. J.
Fluid Mech. 167, 481-501.

WORSTER, M. G. 1991 Natural convection in a mushy layer. J. Fluid Mech.
224, 335-359.

WORSTER, M. G. 2000 Solidification of Fluids. In Perspectives in Fluid Dyna-
mics (ed. G. K. Batchelor & H. K. Moffat & M. G. Woster), 393-446, Cambridge
University Press.



Appendix A

A.1 Integralne identity

Nech V je jednoducho suvisla, ohrani¢ena oblast s hladkou hranicou S. Nech n
je vektor vonkaj$ej normaly k & a nech 6, n, u a v st dostato¢ne hladké funkcie.
Potom plati

an 00
= ;dS — [ =—=ndV, Al

/V@axi dv ﬁ&nn ds /Vaxindv (A.la)
/u-VﬁdV:j[Gu-ﬁdS—/HV-udV, (A.1b)
v S v
/v-V2udV:7{v-Vu-'ﬁdS—/Vu:VvdV, (A.lc)
1% S %

/nv29dvzj[nve-ﬁdS—/Va-Vndv, (A.1d)

1% S 1%
/eve.udvzf@Qu-ﬁdS—/QQV-udV (A.le)
% S v

Identita (A.la) sa nazyva Greenova formula pre viacrozmernu integraciu per partes.

A.2 Reynoldsova transportna veta

Reynoldsova transportna veta sa zaobera ¢asovou zmenou (derivaciou) integralu
skalarnej resp. vektorovej funkcie po konecnej oblasti deformovanej vplyvom toku.
Nech G = G(z,t) je hladka funkcia (pre naSe potreby uvazujeme skalarnu funkciu)
definované v ¢asovo zavislej oblasti V(¢) a nech u predstavuje rychlost toku. Potom
pre casovi derivaciu integralu (samotny integral je funkciou ¢asu t) funkcie G po
oblasti V(t) plati

d
—/ dez/ (a—G+(u-V)G+GV-u> av. (A.2)

Ak navyse uvazujeme nestla¢itelny tok, t.j. V -u = 0, spliiajuci podmieku u = 0 na
S, tak potom z identity

/(u-V)GdV:/VG-udV:O
v v

o6
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dostavame nasledovny Specidlny pripad Reynoldsovej transportnej vety

d oG

— GdV:/ —dV. A3

A.3 Zakladné lemy varia¢ného poctu

Lema A.3.1. Nech f € C(V) je funkcia s vlastnostou

/szde:O

pre vsetky funkcie v € C%(V) také, ze p = 0 na S. Potom f =0 vo V.

Lema A.3.2. Nech f € CY(V) je vektorové pole s viastnostou

/vf-ndV:O

pre vietky vektorové polia m € C3(V) také, 2¢ V-n =0wv0V an-n =0 na S.
Potom existuje funkcia p takd, Ze

f=-Vp.

A.4 Transformacia na pevnu oblast

Definujme transformaciu vertikdlnej priestorovej premenne;]

z

2 CE D

a oznacme

9(5[7, <7 t) = 0(37, z, t)|z:h(:1:,t)(:
00 0 00 0

0%0 0? 0%0 0
<@>C = @H(SE;CJ); <8x8(>< = ae(%C,t)-

Potom platia nasledovné vztahy medzi parcialnymi derivaciami podla novych a povod-
nych premennych:

00 96 00 100
9 _ 99 o _ 100 Ad
"ot T @ nac (A-4a)

020 0 [0 920 520 1 6%

_ 9[99, _ o0 _ 1070 Ad

22~ ac <82h> 52" T 52 mac (A.4)
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<ae> 90 900h

or). " or "oz 0n
R N (A Y L L
o h8§ Oox o Oox h oz o¢’ '
().~ (). (5)
0x0C ¢ ox ¢ 0z
—<820 +@@>h+@%
0xdz  0z° 0x 0z Ox
020 10%00h 1000h
= h4 -+ -
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00 21(329> _ia_h(@_@> (AAd)
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Appendix B

B.1 Zdrojové kédy v jazyku Matlab

B.1.1 Numerické rieSenie dvojrozmerného problému diftizne-
ho tuhnutia binidrneho systému

RANKIRKARKARKARIARILRILKILRKIRKIRTARKARILRIRTARKARE LTI RTLRT L
4 DEFINOVANIE CASOVO PRIESTOROVEJ SIETE:
NNKARKARKARKARKARKARKARIARILTILEARTARKARKLTIRTARKARLRTALNTLD
N=100;

M=700; AM>N

S=100;

delta_zeta=1/N;

Q=3;

delta_t=0.0001;

REKKRRRKNEKEITRNIKEILREIEKEI TR EIEIRREEEEILREEEEILLRLTTT
A FYZIKALNE PARAMETRE VYSTUPUJUCE V MODELI:
REKRRRKNEKEITREIKIILREEKEITRKEIEIRREEEEITREEEEILLRLTTT

global rho_s ;

global ks k1 ksl;

global L;

global kappa_s kappa_l kappa_hat D;
global gamma_l gamma_s;

global bbeta;

global X;

global lambda;

ks=5.3%10"(-3);
k1=1.3%10"(-3);
ksl=ks/kl;
rho_s=0.916;

kappa_s = 0.0121;

kappa_l = 0.0013;
kappa_hat=kappa_s/kappa_l;
D=0.001;

29
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gamma_l1=D/kappa_1l;
gamma_s=D/kappa_s;
bbeta=gamma_s/gamma_1;
L=80.0;

theta_B=-0.4;
C0=0.1;
Delta_T=8.6;

K=(rho_sx*L*kappa_1l)/(Delta_Tx*kl);

KKARIRIRKLKATARITITITILELETLRATATATITITIRIRATILERELERELRL AL
/1 EXPLICITNE RIESENIE PRE JEDNOROZMERNY ZAKLADNY STAV:

/1 theta_bar (j,n), C_bar(j,n), h_bar(i,n)
KEXNINKEERILLIRITAREETLTLETLTLRLET LT LELLTTITLRRLTLLTLLL AT

t0=0.1;
lambda=GetLambda (theta_B ,Delta_T) ;

Zhodnoty priestorovej a casovej premennej
for n=1:(Q+1)
t(n,1)=t0 + (n-1)*delta_t;
end
for i=1:(S+1)
x(i,1)=(i-1)*delta_zeta;
end
for j=1:(M+1)
zeta(j,1)=(j-1)*delta_zeta;
end

for j=1:(M+1)
theta_bar (1,j)

end

for i=2:(S+1)
theta_bar (i,:)

end

Theta_Bar (zeta(j,1) ,theta_B);

theta_bar (1,:);

for j=1:(M+1-N)
C_bar(1,j) = C_Bar(zeta(j+N,1),C0);
end
for i=2:(S+1)
C_bar(i,:) = C_bar(1l,:);
end

fbezrozmerna pozicia rozhrania v case t0 - zakladny stav
h_bar(:,1) = ones(S+1,1)*2*xlambda*(gamma_1x*t(1,1))"(1/2);

Abezrozmerna pozicia Tozhranta v case t0 - poruseny stav
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h_perturb(:,1) = h_bar(:,1) + 0.001*sin (4*xpi*x);

BEXKBRKKEKIILRRRETIIILEREEIEITLREEEIETLRRREEELLRREEELLLRLTTT
VA VYPOCET theta(i,j,n), C(i,75,n), h_(%,n)
BEXARRKKEKIALRRRETIIILEREEEIEITREETIEILRBREEELLRREEELLLRLTTE

mul delta_t/delta_zeta;
mu2 = delta_t/(delta_zeta"2);
mu3 = delta_t/(delta_zeta~3);

theta(:,:,1) = theta_bar;

ALZt ,X]=meshgrid (zeta,z);

Atheta(:,:,1) = theta_bar + 0.001*sin (4*pi*X)
C(:,:,1) = C_bar;

h(:,1) =h_bar(:,1); Zh_perturdb(:,1); % h_bar(:,1)

Apovodna premenna Z
for i=1:(S+1)

z(i,:,1) = zeta(:,1)*h(i,1);
end

4 matice vystupujuce pri vypocte koncentracneho pola C
D_interfacel = sparse(3*gamma_l*mulx*diag(ones(S,1)));
D_interface2 = sparse(-4*xgamma_l*mul*diag(ones(S,1)));
D_interface3 sparse (gamma_l*mul*diag(ones(S,1)));

for i=1:S
pom = h(i,n)"2 + (mul/K)=*
( ksl*( theta(i,N-1,n) - 4xtheta(i,N,n) )
+ theta(i,N+3,n) - 4*xtheta(i,N+2,n) );
h(i,n+1)=sqrt (pom);
end

h(S+1,n+1) = h(1l,n+1); [Jperiodicky priebeh fazoveho
Arozhrania

for i=1:(S+1)
z(i,:,n+1) = zeta(:,1)’*h(i,n+1);
end
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AkonStrukcia blokovo trojdiagondlmnej matice 4
D_diag(1l) = ( 1 + 2xkappa_hat#*mu2 )*h(1,n+1)"2
+ 2*xkappa_hat*mu2*( (( h(2,n+1) - h(S,n+1) )~2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5xkappa_hat*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
D_diag(2:(S-1)) = ( 1 + 2xkappa_hat*mu2 )=*
h(2:(S-1) ,n+1) .72
+ 2xkappa_hat*mu2x*
(CC h(3:8,n+1) - h(1:(S-2),n+1))."2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- O.b5*%kappa_hat*mu3dx*
(h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2);
D_diag(S) = ( 1 + 2xkappa_hat*mu2 )*h(S,n+1)"2
+ 2xkappa_hat*mu2x*
( (C h(1,n+1) - h(S-1,n+1) )~2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- 0.5xkappa_hat*mu3*( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_lower (1:(S-2)) = - kappa_hat*mu2*h(2:(S-1) ,n+1)."2
+ 0.25*kappa_hat *mu3x*
( h(3:5,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1).°2 );
D_lower(S-1) = - kappa_hat*mu2*h(S,n+1)"2
+ 0.25%kappa_hat*mu3*
( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_upper (1) = - kappa_hat*mu2+*h(1,n+1)"2
+ 0.2b%kappa_hat*mu3*
( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
D_upper(2:(S-1)) = - kappa_hat*mu2*h(2:(S-1) ,n+1) ."2
+ 0.25*kappa_hat *mu3x*
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2) ,n+1)."2 );

DD = sparse (diag(D_lower,-1))
+ sparse (diag(D_diag ,0) + diag(D_lower ,1));

DD(1,S) = - kappa_hat#*mu2+*h(1,n+1)"2
+ 0.25*xkappa_hat*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
DD(S,1) = - kappa_hat#*mu2*h(S,n+1) "2

+ 0.2b*xkappa_hat*mu3*( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );
for j=3:N
L_diag(1) = 0.25%(j-1)*( h(1,n+1)~2 - h(1,n)"2 )
- kappa_hat*mu2*( ((h(2,n+1)-h(S,n+1))"~2) ...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b5*kappa_hat*mu3*
( h(2,n+1)"~2 - h(S,n+1)"2 )
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- O.b5*%kappa_hat*mu3x*. ..
( h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2%h(1,n+1)+h(S,n+1)) ...
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
L_diag(2:(S-1)) = 0.25%(j-1)=*
( h(2:(S-1),n+1) .72 - h(2:(S-1),n)."2 )...
- kappa_hat xmu2x*
( ((h(3:8,n+1)-h(1:(S-2),n+1))."2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25*kappa_hat *mu3x*. ..
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."°2 )
- O.b5*xkappa_hat*mu3x*. ..
( h(2:(S-1) ,n+1) .x*
(h(3:S,n+1) -2*h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1)) ...
+ h(3:3,n+1)-h(1:(S-2),n+1) );
L_diag(S) = 0.25*%(j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- kappa_hat*mu2*( ((h(l,n+1)-h(S-1,n+1))"2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25xkappa_hat *mu3x*
( h(1,n+1)~2 - h(S-1,n+1)"2 )
- O0.b5xkappa_hat*mu3x*. ..
( h(S,n+1)*(h(1,n+1) -2*h(S,n+1)+h(S-1,n+1)) ...
+ h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

L_upper (1) = - 0.25xkappa_hat*mu3#*
(h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2);

L_upper(2:(S-1)) = - 0.2b*kappa_hat*mu3#*

(h(3:5,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."°2);
LL(:,:,j) = diag(L_diag,0) + diag(L_upper ,1);
LL(S,1,j) = - 0.2b%kappa_hat*mu3#*

(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);

end

for j=2:(N-1)
U_diag(l) = - 0.25%(j-1)*( h(i,n+1)"2 - h(il,n)"2 )
- kappa_hat*mu2x*. ..
( ((h(2,n+1)-n(S,n+1))"~2)/(4*delta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b*xkappa_hat*mu3*( h(2,n+1)~2 - h(S,n+1)"~2 )
+ O.b5*kappa_hat*mu3x*. ..
( h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2%h(1,n+1)+h(S,n+1))
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
U_diag(2:(S-1)) = - 0.25x(j-1)%*
( h(2:(8-1),n+1).~2 - h(2:(S-1),n).~2 )
- kappa_hat*mu2*( ((h(3:S,n+1)-h(1:(S-2),n+1)).72) ...
/(4*delta_zeta~2) + 1)
+ 0.25*kappa_hat *mu3x*. ..
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(8-2),n+1).~2 )
+ O0.bxkappa_hat *mu3x*
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( h(2:(S-1) ,n+1) .*...
(h(3:S,n+1) -2%h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1)) ...
+ h(3:8,n+1)-h(1:(S-2) ,n+1) );
U_diag(S) = - 0.25%(j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- kappa_hat*mu2x*
( ((h(1,n+1)-h(S-1,n+1))"2)
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b5*kappa_hat*mu3x*...
( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 )
O.b5xkappa_hat *xmu3=*...

+

~

+

h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

U_lower (1:(S-2))= - 0.25xkappa_hat*mu3*(h(3:S,n+1) .72
- h(1:(8S-2),n+1).72);
U_lower (S-1) = - 0.25xkappa_hat*mu3x*
(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);

UU(:,:,j) = diag(U_lower ,-1) + diag(U_diag,0);
UU(1,S,j) = - 0.25xkappa_hat*mu3*
(h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2);
end

A=sparse ([DD,UU(:,:,2) ,sparse(zeros(S,(N-1)*S-2*xS))1]1);
pom=sparse ([LL(:,:,3),DD,UUC(:,:,3), .
sparse (zeros (S, (N-1)*S-3%5))1) ;

A=[A;pom];
for j=4:(N-2)
pom=sparse ([zeros(S5,(j-3)*S) ,LL(:,:,3),DD,UU(:,:,3),...
sparse (zeros (S, (N-1)*S-j*S))]);
A=[A;pom];
end

pom=sparse ([sparse (zeros (S, (N-1)*S-3%S)),
LL(:,:,N-1),DD,UU(:,:,N-1)1);

A=[A;pom];

pom=sparse ([sparse (zeros(S,(N-1)*S-2%S)),LL(:,:,N),DD]);

A=TA;pom];

AkonStrukcia pravej strany b
b(1,1) = h(1,n+1) “2*xtheta(1,2,n)...
+ ( - 0.256%x( h(1,n+1)"2 - h(1,n)"2)...
+ kappa_hat*mu2*x( (h(2,n+1) - h(S,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
+ 0.5xkappa_hat*mu3x*
(h(1,n+1)*(h(2,n+1) - 2xh(1l,n+1) + h(S,n+1)) ...
+ h(2,n+1) - h(S,n+1)) )*theta_B;
for i=2:(S8-1)
b(i,1) = h(i,n+1)"2*theta(i,2,n)...

h(S,n+1)*(h(1,n+1) -2*h(S,n+1)+h(S-1,n+1)) ...
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+ ( - 0.25%( h(i,n+1)"2 - h(i,n)"2)...
+ kappa_hat*mu2*( (h(i+1,n+1) - h(i-1,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
+ O.5*%kappa_hat*mu3x*...
(h(i,n+1)*(h(i+1,n+1) - 2*xh(i,n+1) + h(i-1,n+1))...
+ h(i+1,n+1) - h(i-1,n+1)))*theta_B;
end
b(S,1) = h(S,n+1) "2xtheta(S,2,n)...
+ ( - 0.25%( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2)...
+ kappa_hat*mu2x*. ..
( (b(1,n+1) - h(S-1,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
+ O0.b5*kappa_hat*mu3dx*...
(h(S,n+1)*( h(l1,n+1) - 2*h(S,n+1) + h(S-1,n+1) )...
+ h(1,n+1) - h(S-1,n+1)) )*theta_B;
for j=3:N
for i=1:8
b((j-2)*S + i,1) = h(i,n+1) " 2*theta(i,j,n);
end
end

sol=(A\Db) ?;
theta(:,1,n+1) = theta_B*ones(S+1,1);
J/teplota mna ochladenej hranici
for j=2:N
for i=1:8
theta(i,j,n+1) = sol((j-2)*S + i);
end
end
theta(S+1,2:N,n+1) = theta(1,2:N,n+1);
Aperiodicky priebeh teploty v z-smere
clear A;
clear b;

4 VYPOCET theta(j+1,:) V LIQUID (zeta>1, i=N+2,...,H)

D_diag(1l) = ( 1 + 2*mu2 )xh(1l,n+1)"2
+ 2%mu2*( (( h(2,n+1) - h(S,n+1) )~2)
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- 0.5%mu3*( h(2,n+1)"~2 - h(S,n+1)"2 );
D_diag(2:(S-1)) = ( 1 + 2*mu2 )*h(2:(S-1),n+1)."2 ...
+ 2%mu2*( (( h(3:S,n+1) - h(1:(S-2),n+1) ).~2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )...
- 0.5%¥mu3*( h(3:S,n+1) .2 - h(1:(S-2),n+1).°2 );
D_diag(S) = ( 1 + 2*mu2 )*h(S,n+1)"2
+ 2+¥mu2*( ((C h(1,n+1) - h(S-1,n+1) )~2)
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/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- 0.5*mu3*( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_lower (1:(S-2)) = - mu2*h(2:(S-1) ,n+1) ."2
+ 0.25*mu3*( h(3:8S,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2 );
D_lower(S-1) = - mu2+*h(S,n+1)"2

+ 0.25%*mu3d3*( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_upper (1) = - mu2*h(1,n+1)"2
+ 0.25«¥mu3*( h(2,n+1)"~2 - h(S,n+1)"2 );
D_upper(2:(S-1)) = - mu2*h(2:(S-1),n+1)."2

+ 0.25*mu3*( h(3:8S,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2 );

DD = sparse(diag(D_lower ,-1)) + sparse(diag(D_diag,O0)
+ diag(D_lower ,1));

DD(1,S) = - mu2*xh(1l,n+1)"2
+ 0.25%¥mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
DD(S,1) = - mu2*h(S,n+1) "2

+ 0.25%*mu3*( h(i,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

for j=(N+3):M
L_diag(1) = 0.25%(j-1)*( h(1,n+1)~2 - h(1,n)~2 )
- mu2*x( ((h(2,n+1)-h(S,n+1))"2)
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25%mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 )
- 0.25*mu3x*
( h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2%h(1,n+1)+h(S,n+1))
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
L_diag(2:(S-1)) = 0.25%(j-1)x
( h(2:(S-1),n+1)."2 - h(2:(S-1),n)."2 )...
- mu2*x( ((h(3:8,n+1)-h(1:(S-2),n+1))."2)
/(4*xdelta_zeta~2) + 1)...
+ 0.25%mu3*(h(3:S,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2)
- 0.5%mu3d*
( h(2:(S-1) ,n+1) .*...
(h(3:8,n+1) -2*h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1))
+ h(3:83,n+1)-h(1:(S-2),n+1) );
L_diag(S) = 0.25%x(j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- mu2*( ((h(1,n+1)-h(S-1,n+1))"2)
/(4+xdelta_zeta~2) + 1)...
+ 0.25%¥mu3*( h(i,n+1)~2 - h(S-1,n+1)"2 )
- 0.5*mu3x*
(h(S,n+1)*(h(1,n+1) -2%«h(S,n+1)+h(S-1,n+1))
+ h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

L_upper (1) = - 0.25*xmu3*(h(2,n+1)~2 - h(S,n+1)"2);
L_upper(2:(S-1)) = - 0.25*mu3x
(h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2);
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LL(:,:,j) = diag(L_diag,0) + diag(L_upper,1);
LL(S,1,j) = - 0.25*mu3*(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);
end

for j=(N+2):(M-1)
U_diag(1l) = - 0.25%x(j-1)*( h(1,n+1)"2 - h(1,n)"2 )
- mu2*( ((h(2,n+1)-h(S,n+1))"~2)
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 )
+ 0.5%muld*
( h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2*h(1,n+1)+h(S,n+1)) ...
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
U_diag(2:(8-1)) = - 0.25x(j-1)*...
(h(2:(S-1),n+1) .72 - h(2:(S-1),n)."2)...
- mu2*x( ((h(3:5,n+1)-h(1:(S-2),n+1)).72)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25%mu3*
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."°2 )
+ 0.5*mu3*
( h(2:(S-1),n+1) .x. ..
(h(3:8,n+1) -2*h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1))
+ h(3:8,n+1)-h(1:(S-2),n+1) );
- 0.25%x(j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- mu2*( ((h(1,n+1)-h(S-1,n+1))"~2)
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.25%mu3*( h(1,n+1)~2 - h(S-1,n+1)"2 )
+ 0.b5*mu3*
( h(S,n+1)*(h(Ll,n+1) -2%h(S,n+1)+h(S-1,n+1))
+ h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

U_diag(S)

U_lower (1:(S-2)) = - 0.25*%xmu3%*
(h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."2);
U_lower(S-1) = - 0.25*mu3*

(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);

Uu(:,:,j) = diag(U_lower ,-1) + diag(U_diag,0);
UU(1,S,3) = - 0.25*xmu3*(h(2,n+1)"~2 - h(S,n+1)"~2);
end

A=sparse ([DD,UU(:,:,N+2),
sparse (zeros (S, (M-N-1)*S-2xS5))]);
pom=sparse ([LL(:,:,N+3),DD,UU(:,:,N+3),
sparse (zeros (S, (M-N-1)*S-3*S))]);
A=TA;pom];
for j=4:(M-N-2)
pom=sparse ([zeros(S,(j-3)*S) ,LL(:,:,N+j),DD,
uu(:,:,N+j), zeros(S,(M-N-1)*S-j*S)]);



B.1. ZDROJOVE KODY V JAZYKU MATLAB 68

A=[A;pom];
end
pom=sparse ([sparse (zeros(S,(M-N-1)*S-3%S)),
LL(:,:,M-1),DD,UUC(:,:,M-1)1);
A=[A;pom];
pom=sparse ([sparse (zeros(S,(M-N-1)*S-2%*S)) ,LL(:,:,M),DD]);
A=[A;pom];

AkonsStrukcia pravej strany b
for j=(N+2):(M-1)
for i=1:S
b((j-N-2)*S + i,1) = h(i,n+1)"2*xtheta(i,j,n);
end
end
b((M-N-2)%S + 1,1) = h(1,n+1)"2xtheta(1l,M,n)...
+ 0.25%(M-1)*( h(l,n+1)"2 - h(1l,n)"2)...
+ mu2*( (h(2,n+1) - h(S,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
- 0.5*%mu3=*
(h(1,n+1)*(h(2,n+1) - 2*xh(1,n+1) + h(S,n+1))
+ h(2,n+1) - h(S,n+1));
for i=2:(S-1)
b((M-N-2)*S + i,1) = h(i,n+1)"2*theta(i,M,n)...
+ 0.25%x(M-1)*( h(i,n+1)~2 - h(i,n)"2)...
+ mu2*( (h(i+1,n+1) - h(i-1,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5%¥mu3*(h(i,n+1)*
(h(i+1,n+1) - 2xh(i,n+1) + h(i-1,n+1))
+ h(i+1,n+1) - h(i-1,n+1));
end
b((M-N-2)*S + S,1) = h(S,n+1)"2*theta(S,M,n) ...
+ 0.25%x(M-1)*( h(S,n+1)~2 - h(S,n)"2)...
+ mu2*( (h(1,n+1) - h(S-1,n+1))~2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5%mu3=x*...
(h(S,n+1)*(h(1,n+1) - 2*xh(S,n+1) + h(S-1,n+1))...
+ h(1,n+1) - h(S-1,n+1));

sol=(A\Db) ?;
theta(:,N+1,n+1) = zeros(S+1,1); Ateplota na fazovom

Jrozhrani
for j=(N+2):M
for i=1:S
theta(i,j,n+1) = s0l((j-N-2)*S + 1i);
end
end
theta(:,M+1,n+1) = ones(S+1,1); Ateplota v zeta=infty

theta(S+1,(N+2):M,n+1) = theta(l,(N+2):M,n+1);
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Aperiodicky priebeh teploty v z-smere
clear A;
clear b;

AkonStrukcia blokovo trojdiagondlnej matice 4

D_diag(1l) = ( 1 + 2*xgamma_l*mu2 )*h(1l,n+1)"2
+ 2xgamma_l*mu2*( (( h(2,n+1) - h(S,n+1) )~2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- 0.5%gamma_l*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
D_diag(2:(S-1)) = ( 1 + 2xgamma_l*mu2 )
*h(2:(S-1) ,n+1) .72
+ 2*xgamma_lx*mu2*
( (C h(3:8,n+1) - h(1:(S-2),n+1) )."2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1 )
- O0.5*%gamma_l*mu3x*
( h(3:S,n+1)."2 - h(1:(S-2),n+1)."2 );
D_diag(S) = ( 1 + 2+gamma_l*mu2 )+*h(S,n+1) "2
+ 2xgamma_l*mu2*( (( h(l,n+1) - h(S-1,n+1) )~2)...
/(4xdelta_zeta"2) + 1 )
- 0.5xgamma_l#*mu3*( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_lower (1:(S-2)) = - gamma_l#*mu2+*h(2:(S-1),n+1)."2
+ 0.2b*gamma_1*mu3*
( h(3:S,n+1).72 - h(1:(S-2),n+1)."2 );
D_lower (S-1) = - gamma_l#*mu2*h(S,n+1)"2
+ 0.26*xgamma_l*mu3*( h(1,n+1)~2 - h(S-1,n+1)"2 );

D_upper (1) = - gamma_l*mu2*h(1l,n+1)"2
+ 0.25xgamma_l*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1) "2 );
D_upper(2:(S-1)) = - gamma_l*mu2*h(2:(S-1),n+1)."2

+ 0.25*gamma_l+*mu3x*
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1) .72 );

DD = sparse(diag(D_lower ,-1)) + sparse(diag(D_diag,0)
+ diag(D_lower ,1));

DD(1,S) = - gamma_l#*mu2*h(1,n+1)"2
+ 0.25xgamma_l*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 );
DD(S,1) = - gamma_l#*mu2*h(S,n+1)"2

+ 0.26*xgamma_l*mu3*( h(1,n+1)~2 - h(S-1,n+1)"2 );
for j=2:(M-N)
L_diag(1) = 0.25%(N+j-1)*( h(1,n+1)"2 - h(1,n)"2 )
- gamma_l#*mu2*( ((h(2,n+1)-h(S,n+1))"2)
/(4*xdelta_zeta~2) + 1)
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+ 0.25xgamma_l*mu3*( h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2 )
- O0.5*gamma_1*mu3d#*
( h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2*xh(1,n+1)+h(S,n+1))
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
L_diag(2:(S-1)) = 0.25*%(N+j-1)x
(h(2:(S-1),n+1) .72 - h(2:(S-1),n)."2)...
- gamma_l*mu2*
(((h(3:8,n+1)-h(1:(S-2),n+1))."2) ...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b5*gamma_l*mu3x*
(h(3:5,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1).72)...
- 0.5*%gamma_l*mu3*(h(2:(S-1),n+1) .*...
(h(3:S,n+1) -2%h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1))
+ h(3:5,n+1)-h(1:(S-2),n+1) );
L_diag(8) = 0.25%(N+j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- gamma_l*mu2*( ((h(l,n+1)-h(S-1,n+1))"2) ...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b*gamma_l*mu3*
( h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)~2 )
- 0.5xgamma_l#*mu3*( h(S,n+1)*...
(h(1,n+1) -2*xh(S,n+1)+h(S-1,n+1))
+ h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

L_upper (1) = - 0.25*gamma_1l*mu3#*
(h(2,n+1) "2 - h(S,n+1)"2);
L_upper(2:(S-1)) = - 0.25b*xgamma_l*mu3*...

(h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1)."°2);

LL(:,:,j) = diag(L_diag,0) + diag(L_upper ,1);
LL(S,1,j) = - 0.25xgamma_l*mu3*(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);
end

for j=2:(M-N-1)
U_diag(1l) = - 0.25%x(N+j-1)*( h(1,n+1)"2 - h(l,n)"~2 )
- gamma_l*mu2x*
(((h(2,n+1)-h(S,n+1))~2)/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
+ 0.25xgamma_l*mu3*( h(2,n+1)"~2 - h(S,n+1)"2 )
+ 0.5*%gamma_l*mu3x*
(h(1,n+1)*(h(2,n+1) -2%h(1,n+1)+h(S,n+1))
+ h(2,n+1)-h(S,n+1) );
U_diag(2:(8-1)) = - 0.25x(N+j-1)...
*(h(2:(S-1) ,n+1) .72 - h(2:(S-1),n)."2)
- gamma_lx*mu2*( ((h(3:5,n+1)-h(1:(S-2),n+1)).~2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b*xgamma_l*mu3*...
( h(3:8,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1) .72 )
+ 0.5*xgamma_l*mu3x*
( h(2:(S-1) ,n+1) .*...
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(h(3:8,n+1) -2*h(2:(S-1) ,n+1)+h(1:(S-2) ,n+1))
+ h(3:S,n+1)-h(1:(S-2),n+1) );
U_diag(S) = - 0.25%(N+j-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"2 )
- gamma_l*mu2*( ((h(1l,n+1)-h(S-1,n+1))"2)...
/(4xdelta_zeta~2) + 1)
+ 0.2b*gamma_l*mu3*( h(l,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2 )

+ 0.5xgamma_l*mu3*( h(S,n+1)x*...
(h(1,n+1) -2*xh(S,n+1)+h(S-1,n+1))
+ h(1,n+1)-h(S-1,n+1) );

U_lower (1:(S-2)) = - 0.25%gamma_l*mu3x*...
(h(3:5,n+1) .72 - h(1:(S-2),n+1) ."2);
U_lower (S-1) = - 0.25xgamma_l*mu3x*

(h(1,n+1)"2 - h(S-1,n+1)"2);

UU(:,:,j) = diag(U_lower ,-1) + diag(U_diag,0);

UU(1,5,j) = - 0.26*xgamma_l*mu3*(h(2,n+1)"2 - h(S,n+1)"2);
end
4 pocet S-rozmernych blokov v rtadku = M-I

A=sparse ([D_interfacel ,D_interface2,D_interface3,...
sparse (zeros (S, (M-N-3)*3))1);

pom=sparse ([LL(:,:,2),DD,UU(:,:,2),sparse(zeros(S,(M-N-3)*S))
1)

A=TA;pom];

for j=3:(M-N-2)
pom=sparse ([zeros(S,(j-2)*S) ,LL(:,:,3),DD,U0U0C:,:,3),...

sparse (zeros (S, (M-N-1-j)*S))1);

A=[A;pom];

end

pom=sparse ([sparse (zeros(S,(M-N-3)%*S8)),LL(:,:,M-N-1),DD,

UU(:,:,M=-N-1)1);
A=TA;pom];

pom=sparse ([sparse (zeros (S, (M-N-2)*S)) ,LL(:,:,M-N),DD]);
A=[A;pom];

AkonStrukcia pravej strany b
b(1:8,1) = C(1:8,1,n) .*x(h(1:S,n+1) .2 - h(1:S,n)."2);
for j=2:(M-N-1)
b((j-1)*S + [1:S1,1) = C(1:8,j,n).*h(1:S,n+1)."2;
end
b((M-N-1)*S + 1,1) = C(1,M-N,n)*h(1,n+1) "2
+ (0.25%¥(M-1)*( h(1,n+1)"2 - h(1,n)"~2)...
+ gamma_lx*mu2*( (h(2,n+1) - h(S,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5xgamma_l*mu3*x(h(1l,n+1)*...
(h(2,n+1) - 2*h(1,n+1) + h(S,n+1))
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+ h(2,n+1) - h(S,n+1)))*CO;
for i=2:(S-1)
b((M-N-1)*S + i,1) = C(i,M-N,n)#*h(i,n+1)"2
+ (0.25%x(M-1)*( h(i,n+1)"2 - h(i,n)"~2)...
+ gamma_l*mu2*( (h(i+l,n+1) - h(i-1,n+1))"2
/(4+xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5*gamma_lx*mu3*(h(i,n+1)x*...
(h(i+1,n+1) - 2%h(i,n+1) + h(i-1,n+1))
+ h(i+1,n+1) - h(i-1,n+1)))*CO;
end
b((M-N-1)*S + S,1) = C(S,M-N,n)*h(S,n+1) "2
+ (0.25%¥(M-1)*( h(S,n+1)"2 - h(S,n)"~2)...
+ gamma_l*mu2*( (h(1,n+1) - h(S-1,n+1))"2
/(4xdelta_zeta~2) + 1)...
- 0.5xgamma_l*mu3*(h(S,n+1)*...
(h(1,n+1) - 2*%h(S,n+1) + h(S-1,n+1))
+ h(1,n+1) - h(S-1,n+1)))*CO;

sol=(A\Db) ?;
for j=1:(M-N)
for i=1:S
C(i,j,n+1)
end
end
C(:,M+1-N,n+1)

sol((j-1)*S + 1)

CO*xones(S+1,1);
Jkoncentracia pre zeta=infty
C(s+1,1:(M-N),n+1) = C(1,1:(M-N),n+1);
Aperiodicky priebeh teploty v z-smere
clear A;
clear b;

end

B.1.2 Explicitné rieSenie pre jednorozmerny zikladny stav (pod-
programy vyuZzité pri rieSeni dvojrozmerného problé-
mu)

Teplota 0
function pom=Theta_Bar (zeta,theta_B)
global gamma_s gamma_l lambda ;

if zetac<=1

pom = theta_B - theta_B*erf(sqrt(gamma_s)*lambdax*zeta)
/erf(sqrt (gamma_s)*lambda);
else
pom = 1 - ( 1-erf(sqrt(gamma_1l)*lambdaxzeta) )

/( 1-erf(sqrt (gamma_1)*lambda) );
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end

Koncentracia C

function pom=C_SelfSim_NonD(zeta,bCO)
global lambda;

Ch = C_h(CO,lambda);

if zetaxi

pom=0;
else

pom = CO + (Ch-CO)*( 1-erf(lambda*zeta) )/( 1-erf(lambda)
end

function pom=C_h(CO,lambda)

global gamma_1;

pom=C0/( 1 - gamma_l*R(lambda) );
end

function r=R(x)
r = sqrt(pi)*x*exp(x~2)*(1-erf(x));
end

end

Vypocet parametra A\
function lambda=GetLambda (theta_B,delta_T)

x0=0.2;
lambda=fzero (@lambda_fun,x0);

function 1_fun = lambda_fun(lambda)
global ksl bbeta gamma_s gamma_l K;
1_fun = K + ksl*theta_Bx*bbeta/P(sqrt(gamma_s)*lambda)
+ 1/R(sqrt (gamma_1)*lambda);
end

function p=P(x)
p = sqrt(pi)*x*xexp(x~2)*xerf(x);
end

function r=R(x)
r = sqrt(pi)*x*exp(x~2)*(1-erf(x));

end

end



