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Abstrakt

LUKASIKOVA, Zuzana: Heterogenita agentov a dynamika vimennych kurzov
[diplomové préca]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky, Skolitel:
Prof. RNDr. Pavol Brunovsky, DrSc. Bratislava: FMFI UK, 2010, str. 41.

Diplomovej praca sa zaoberda modelmi fluktuacii vymennych kurzov. Za-
merali sme sa na modely s obmedzene racionalnymi heterogénnymi agentami.
Diskutované st tri modely s diskrétnym casom. Naviac analyzujeme spojita
verziu jedného z modelov. V pripade nestability je dokazana existencia limit-
ného cyklu, demonstrovana aj pocitacovou simuléciou.

KIacové slovéa: chartisti, fundamentalisti, limitnd mnozina, obmedzené raci-
onalita



Abstract

LUKASIKOVA, Zuzana: Heterogeneity of agents and dynamics of exchange
rates [diploma thesis|. Comenius University Bratislava. Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of applied Mathematics and Statis-
tics, Diploma advisor: Prof. RNDr. Pavol Brunovsky, DrSc. Bratislava: FMFI
UK, 2010, p. 41.

The thesis deals with models of fluctuations of exchange rates. We focus
on models assuming boundedly rational heterogeneous agents. Three discrete
time models are discussed. In addition, a continuous time version of one of
the models is analysed. Existence of the limit cycle in the case of instability
is proved and demonstrated by computer simulation.

Keywords: chartists, fundamentalists, limit set, bounded rationality
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Uvod

Téato praca nadvizuje na niekolko ¢lankov a diplomovych prac z minulych
rokov.

Erdélyi [10] v diplomovej praci analyzuje model kratkodobych fluktudcii
vymennych kurzov. Tento model vychadza z predstavy, ze fluktuacie st spo-
sobené trhovymi mechanizmami kolisania ponuky a dopytu po menach. Pred-
poklad rovnomerne rozptylenych akcii agentov v Case vedie na diferencialnu
rovnicu s oneskorenim. Pre nu je v spominanej praci dokdzané, ze pri urcitej
prahovej hodnote parametrov straca rovnovazny vymenny kurz stabilitu. Pri
prekroceni tejto prahovej hodnoty vznikaju v simulaciach periodické fluktu-
acie. Vysledky st publikované v ¢lanku Brunovsky, Erdélyi, Walther[6], kde
je navyse dokézana existencia periodickej trajektorie v pripade prekrocenia
prahovej hodnoty.

Bodovd [2] vo svojej diplomovej préaci vySetruje analogicky model, ale za
predpokladu, ze st akcie agentov synchronizované v case, teda agenti konaju
sucasne. Toto vedie na dvojrozmerny nelinearny diferencny systém. Vysledky
a stabilita st analogické vysledkom z predchadzajiceho modelu so spojitym
¢asom. Simulacie tu navySe naznacuju, ze pri prekro¢ni prahovej hodnoty
vznikaju periodické a skoro periodické oscilacie na invariantnej kruznici. Ne-
podarilo sa ale dokézat existenciu periodickej trajektorie.

Dalsou pracou je nepublikovany ¢lanok Brunovsky, Erdélyi, Walther [5),
ktory je ,ekonomickou® verziou predchadzajicich prac. Matematické aspekty
diskrétneho modelu sa dalej skiimaju v diplomovej praci Szolgayovd [18] a
vztah modelu so spojitym a diskrétnym ¢asom v diplomovej praci Bokes [3].

Casom sa ukézalo, Ze sa podobné modely vyskytli ddvnejsie a Ze ich mozno
zahrntit do triedy modelov s heterogénnymi agentami (heterogeneous agents
models). Tak ako v spominanych pracach aj v dalsich ndjdeme rozdelenie
agentov do dvoch tried - chartistov a fundamentalistov. Cielom tejto prace
je pozriet sa na niektoré z tychto modelov blizSie, porovnat ich, pripadne
analyzovat.

V prvej Casti préace je zadefinovany pojem obmedzenej racionality (bounded
rationality), prva zmienka o modeloch heterogénnych agentov a ich rozdelenie
do dvoch skupin. V dalSej Casti je porovnanie modelov s diskrétnym c¢asom a
v poslednej kapitole je dokaz existencie periodickej trajektorie na jednom zo
spojitych modelov.



1 Modely heterogénnych agentov (HAM)

Modelovanie v ekonomike a financiach preslo rokmi mnohymi zmenami. Eko-
némovia aj matematici sa pokusali réznymi sposobmi odhadnit budice spra-
vanie cien aktiv, ako napriklad akcii, ¢i vymennych kurzov.

V tejto praci sa budeme venovat modelom heterogénnych agentov, ktorych
popularita v poslednych rokoch stale stupa [15]. Stcasna literattira uz pontka
niekolko takychto modelov podporenych aj vysledkami numerickych simulécii.
Heterogénny agent nie je striktne racionalny. Meni svoje spravanie v zavislosti
od situacie, ktora v danom momente nastala. Model obmedzene racionalneho
(behavioralneho) agenta je redlnejsi a viac opisuje obycajného cloveka. Ludia
nemaji moznost byt racionélni, kedZe st ich vedomosti a schopnosti obme-
dzené a nemaji prostriedky na ziskanie spravnych informécii (Herbert Si-
mon), v neistote a pod tlakom nekonaji rozumne (Kahneman and Tversky).
A hlavne je velmi zlozité uré¢it premenné, ktoré by nam dali spravne informécie
o trhu a obchodnici by ich tieZ uznali za relevantné (Keynes). D4 sa povedat,
Ze agenti s racionalni s ur¢itymi obmedzeniami. Termin obmedzenej raciona-
lity nie je v ekondémii presne definovany. Napriek tomu je dolezité spomentf,
ze bol pouzity v mnohych pripadoch a to hlavne vtedy, ked sa zaoberame
netplnymi alebo dokonca zlymi modelmi [17].

Obmedzen4 racionalita podla [16]: Agenti vytvéarajuci rozhodnutia st Gmy-
selne raciondlni, prispésobivi a orientovani na ciel. [udské vedomosti a emo-
cionélnost ale ¢asto vedu k omylom, ¢asto pri dolezitych rozhodnutiach. Ob-
medzenia st dvoch typov: proceduralne, ¢ize obmedzenia v tom, ako robime
rozhodnutia a podstatné, ktoré maju vplyv priamo na volbu.

K popularite HAM a obmedzenej racionality prispeli hlavne nasledujtce
pozorovania:

1. Keby boli vsetci agenti racionalni a vedeli by to o sebe, na trhu by
neexistoval ziadny obchod. Ak by totiz niektory z nich dostal privatnu
informéciu, nemoze z nej tazit. Ak by neurobil ni¢, vedeli by, Ze je tato
informacia dobra a nepredavali by ani oni a naopak.

2. Ceny aktiv s vicSou volatilitou su vyssie.

3. Silné predpoklady racionality st len tazko splnitelné. Je nerealne, aby
agent poznal presvedcenia ostanych, mal neobmedzené vypoctové moz-
nosti a dokonaltl informéciu o prostredi. Je prirodzenejsie, ked obme-
dzene racionalny agent zalozi svoje predpoklady na pozorovatelnej pre-
mennej a prisposobi predpovede dostupnym meraniam.
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4. Pri HAM s obmedzenou racionalitou treba dobre urcit predpoklady,
podla ktorych si agent vyberie ti najlep$iu z mnozstva stratégii na trhu.

5. Dokonale raciondlny agent zapadé so svojimi ocakavaniami do ,,jedno-
duchého sveta®, ktory mozno odhadovat linedrnymi modelmi. Ale takyto
agent nemoze mat dokonaly prehlad v ,zloZitom svete“ s nepravidelnym
pohybom cien a nelinedrnymi modelmi.

6. Jedinci sa vo vypatych situaciach nespravaja racionalne.

7. V praxi sa vyuZiva vela obchodnych stratégii a predpovedi. V kréatko-
dobom horizonte agenti uplatnuju rozhodovacie pravidla chartistov, v
dlhodobom horizonte pravidla fundamentalistov. Treba ale dévat pozor
na bod zvratu, kedy by mal agent zmenit svoje spravanie.

8. Postupny rozvoj vypocétovych moznosti prispieva aj k dalSiemu rozvoju
numerickych simula¢nych analyz HAM s obmedzenou racionalitou.

Vdaka tymto tivahdm st HAM stéle viac vyuzivané a skiimané. V tejto
praci sa budeme venovat hlavne bodu ¢. 7, ¢ize modelom s heterogénnymi
agentami rozdelenymi na fundamentalistov a chartistov.



2 Fundamentalisti a chartisti

V mnohych HAM rozdelujeme agentov na chartistov a fundamentalistov, ako
bolo spomenuté v predchadzajtcej kapitole. Chartisti zakladaji svoje ocaka-
vania o budtcej cene aktiva na uz pozorovanych historickych datach. Snazia
sa odhadniat nejaky trend na zdklade vyvoja cien v kratkej minulosti. Funda-
mentalisti sa rozhoduji na zaklade fundamentalnych ekonomickych faktorov,
ako su prijem, miera nezamestnanosti, ¢i makroekonomicky rast. Svoje ocaka-
vania zakladaju na dlhodobom ekvilibriu, ku ktorému mé cena vzdy tendenciu
sa vratit. Investuju, ak je cena dlhodobo pod tymto ekvilibriom, lebo prepo-
kladaju rast ceny aktiva a predavaji v opac¢nom pripade.

2.1 Zeemanov model

Asi prvou zmienkou je Zeemanov model [15]. Tento HAM sluzi pre akciovy
trh so Spekulativnymi aktivami, ako si akcie alebo meny. Model je aplikaciou
tedrie katastrdf a jeho cielom je poskytniaf opis docasného medvedieho (bear)
a byc¢ieho (bull) akciového trhu. Investori bycieho trhu st optimisti, ocaka-
vaju narast ceny a investori medvedieho trhu st pesimisti. Model samozrejme
zahina fundametalistov a chartistov. Fundamentalisti sa riadia ekvilibriom,
nakupuju ked je cena pod nim a predavaju v opa¢nom pripade. Chartisti sa
drzia trendu, to znamené, ze kupuju ak cena rastie a naopak.

Oznacime si mieru zmeny indexu akciového trhu alebo vymenného kurzu
J, kde J = 0 znamena staticky trh, J > 0 znamena by¢i trh a J < 0 medvedi.
C je podiel peniazi chartistov na trhu a F' je prebytok dopytu fundamentalistov
po cennych papieroch. J je stavova premennd, rychlo reaguje na C a F', ktoré
su riadiace premenné a menia sa len pomaly. Zo siedmych hypotéz sformoval
Zeeman model, ktorého graf je na obrazku ¢. 1.

Z tedrie katastréf [1] vieme, ze takato plocha je urdend rovnicou
y = o3 + w179 v priestore so stradnicami (zy,Ts,y). V naom pripade teda
x1 — J, x9 — (C' — Cy) ay — F. Z tohoto dostavame, Ze povrch S vyhovuje
vztahu

J3— J(C—Cy)— F =0.

Této plocha predstavuje mnozinu ekvilibrii systému. Priemet S ndm v (C, F)-
rovine ohranicuje oblast. Ak je (C, F') mimo nej, je jednovrstvové a ma stabilny
rovnovazny stav. Ak je vo vnutri, S je trojvrstvové, pricom stredna vrstva je
nestabilna a krajné dve su stabilné.
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Obr. 1: Zeemanov model - vplyv chartistov a fundamentalistov na by¢i a
medvedi trh [15]

Prepinanie medzi by¢im a medvedim trhom je odvodené zo spravania char-
tistov a fundamentalistov. Ked mame systém na byc¢om trhu, na hornej vrstve
S, podiel chartistov rastie, lebo nasleduju trend a nakupuji. V ur¢itom bode
nastane moment, ked za¢ni fundamentalisti predévat, lebo pomaly ocakavaju
pokles cien a dopyt F' klesa. Systém sa dostane do bodu B a po prudkom
poklese cien na trhu sa posiva az na dolnt vrstvu S. To uz sme ale na med-
vedom trhu, fundamentalisti za¢n nakupovat, pretoZe sa cena nachadza pod
ekvilibriom a predpokladaju opatovny rast. Podiel chartistov sa naopak zmen-
Suje, lebo trendom je pokles. Takto sa dostane systém opit na byéi trh a cely
cyklus zacina odznova (na obrazku je cyklus oznaceny Sipkami).



3 Modely s diskrétnym c¢asom

3.1 Model vymennych kurzov Frankela a Froota (FF)

J. A. Frankel a K. A. Froot maju teoriu, ze fluktuacie vymennych kurzov st
sposobené aj spravanim a o¢akdvaniami investorov na trhu [15]. V osemdesia-
tych rokoch totiz skumali pohyb dolara a zistili, Ze niektoré vykyvy sa nedaja
vysvetlit klasickymi premennymi. Dvadsatpercentny skok nad ekvilibrium v
priebehu deviatich masiacov a tplny obrat v dalSom mesiaci nevie raciondlna
tedria vysvetlit.

Na obrézku ¢. 2 si mdézeme tento vyvoj vSimnuf. V rokoch 1984 a 1985
stipla hodnota dolara na svoje maximum a v priebehu rokov 1985 a 1986
nastal rapidny pokles. Na obrazku vidime vymenny kurz dolara porovna-
vany s menovym indexom krajin G-10. Tento index predstavuje vazeny prie-
mer zahraniénych vymennych kurzov dolara oproti mendm krajin G-10 (Bel-
gicko, Kanada, Franctzsko, Nemecko, Taliansko, Japonsko, Holandsko, Svéd-
sko, Svajé¢iarsko a Anglicko). Narast hodnoty dolara sa neda vysvetlit, ak trok
klesa a vSetky pozorovatelné faktory sa pohybuji opaénym smerom, ako by
sa dalo v tomto pripade predpokladat.

Frankel a Froot teda predpokladaji, ze st1 pohyby kurzov ovplyviiované aj
ocakavaniami na trhu. Pre ich vyskum pouzivaju tri zdroje dat: ocakavania
bankarov, finanénych $pecialistov a obchodnikov s menami. Casovy horizont
tychto ocakavani je od jedného tyzdna po 12 mesiacov. Kratkodobé ocakavania
sa totiz od dlhodobych dost lisia. Odhadujt tri rozne Standardné modely a to
pre extrapolacné, regresivne a adaptivne ocakéavania.

V modeli extrapolacnych ocakavani je ocakavany kurz (expected spot rate)
dany vztahom

Sie1 = (1 —g)se + gsi—1,

kde s; je logaritmus st¢asného okamzitého kurzu (current spot rate), (1 — g)
je jeho véha a g je vdha oneskoreného kurzu (lagged spot rate). Vztah sa da
tiez vyjadrif nasledovne:

Asy | = —gAsy,

kde Asf, ; je ocakdvand zmena logaritmu vymenného kurzu a As; je posledna
uskutoc¢nena zmena.

V kratkodobom casovom horizonte, to znamené mesiac a menej, vyka-
zuje g hodnoty z intervalu < —0, 13; —0, 05 >. Signifikantné zaporné hodnoty
su charakteristické pre takzvané destabilizacné ocakavania. Agenti si na za-
klade aktualneho odhadu vytvoria nové oc¢akavania o budiicej hodnote kurzu.
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Obr. 2: Vyvoj dolara oproti menam krajin G10, zdroj dat: Board of Governors
of the Federal Reserve System
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V tomto pripade budu predpokladat rovnaky trend rastu alebo poklesu ako
v predchédzajicom odhade. V dlhodobom horizonte (6-12 mesiacov) st vy-
sledky opac¢né. Hodnoty g st kladné, z intervalu < 0,07;0, 38 >, charakteris-
tické pre stabilizacné ocakavania. V tomto pripade sa predpoklada, ze nastane
obrat trendu ocakavani.

Model regresivnych ocakavani pouziva vahy skutoc¢ného zlogaritmovaného
kurzu a logaritmu dlhodobého ekvilibria $;:

5§+1 = (1 —v)s; + 3,

alebo v ocakavanych prirastkoch:
Asy | = (5 — 5¢).

V tomto modeli predpokladaji autori rovnaké ¢asové horizonty ako v pred-
chadzajucom. Negativne hodnoty v z intervalu < —0,08;0,03 > v kratkodo-
bom horizonte st charakteristické pre destabilizacné ocakavania. Investori oca-
kavaju vzdalovanie vymenného kurzu od dlhodobého ekvilibria. V opac¢nom
pripade dostavame signifikantné kladné hodnoty z intervalu < 0,06;0,17 >,
ktoré predpovedaju slabilizacné ocakavania, teda vymenny kurz sa bude pri-
blizovat k ekvilibriu.

Obdobné vysledky dava aj model adaptivnych ocakavani.
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Frankel a Froot dosli k zaveru, ze agenti pouzivaju na svoje predpovede va-
Zeny priemer medzi spravanim sa chartistov a fundamentalistov, pricom tieto
véhy zavisia od vzdialenosti ¢asu, ktory chctt odhadnif. Dlhodoby horizont so
stabiliza¢nymi ocakavaniami totiz spajame s fundamentalistami a kratkodoby
s destabiliza¢nymi o¢akévaniami priradujeme chartistom.

Vsetko spominané motivovalo tychto dvoch ekonémov k odvodeniu modelu
vymennych kurzov s heterogénnymi agentami. Tento model pozostéva z troch
tried agentov. Prvi s fundamentalisti, ktorych ocakavania by fungovali, keby
boli na trhu iba oni, ¢ize by sa vSetci riadili rovnakymi pravidlami vzhladom
k danému ekvilibriu. Dalsi st chartisti, ktori maji informacie iba o minul§ch
vymennych kurzoch a svoje o¢akavania formujua jednoduchymi odhadmi z ¢a-
sovych radov. No a posledni agenti st portfélio manazéri. Tato trieda agentov
spaja predpovede fundamentalistov a chartistov a pouziva ich vazeny priemer,
pricom tieto vahy s ¢asom aktualizuje. Agenti menia vahy na zaklade toho, ¢i
st v danom case presnejSie odhady fundamentalistov alebo chartistov.

Kazda trieda kona racionalne, v stilade so svojim presvedc¢enim, ale pritom
s urcitymi obmedzeniami. Model sa lisi od modelov s homogénnymi agentami
hlavne tym, Ze ho agenti poznaju cely a rozhoduju sa ciastkovo, teda iba
na zaklade informécii dostupnych v ich triede. Ich odhady preto nie st také
presné.

Zakladom je vSeobecny model vymennych kurzov

s = cAsy + 2, ¢ >0, (3.1)

kde s, je logaritmus okamzitého vymenného kurzu, As}}; je zmena ocakdvana
portfélio manazérmi a z; st fundamenty trhu. Ako bolo spomenuté, portfélio
manazéri pouzivaju vazeny priemer z ocakavani fundamentalistov a chartistov.
Toto vieme zapisat ako stcet jednotlivych zmien vynasobenych prislusnymi
vahami:

AsT = wAs] 4 (1 —w)AsS,, 0<w, < 1. (3.2)
Fundamentalisti odhadujt zmenu kurzu nasledovne:
AS{_H =0(5 — s), (3.3)

kde § je fundamentalny vymenny kurz a v je rychlost prisposobenia sa situécii
na trhu.

Odhad zmeny kurzu chartistov si Frankel a Froot zjednodusili. Ich predpo-
kladom bolo, ze chartisti ocakavaju, ze sa vymenny kurz sprava ako ,ndhodna
prechadzka“ (random walk) a teda

As,, = 0. (3.4)
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Ocakéavania portfélio manazérov dané vztahom (3.2) potom vyzeraju nasle-
dovne:
As]t ) = ww(5 — s). (3.5)

Zmena vahy wy, ktora pri rozhodovani portfélio manazérov patri ocakavaniam
fundamentalistov, je dana ako

Au}t = 5(@,5_1 - u)t_l), 0 S (S S 1, (36)
kde @;_; dostaneme zo vztahu
ASt = @t_lv(g - St—1)~ (37)

W;_1 predstavuje aposteridrne vypocitani vahu, ktord by presne predpovedala
sticasni zmenu okamzitého kurzu.

Zo vztahov (3.6) a (3.7) vieme odvodif vahu, ktora prikladaja portfélio
manazéri odhadu fundamentalistov

D= (2 ), (33)

v(§ — s4-1)

kde koeficient § meria rychlost prisposobenia sa aktudlnemu stavu na trhu.
Portfélio manazéri teda predpokladaji, ze vaha dand ocakavaniami funda-
mentalistov je ta, ktord by mohla daf najlepsi odhad.

3.2 Model Bodova, Brunovsky, Erdélyi, Walther (BEW)

Dalej by som sa chcela venovat modelu, ktory bol spracovany v diplomovej
préaci Bodovd [2] a v nepublikovanom ¢lanku Brunovsky, Erdélyi a Walther [5]
a v publikovanom [6]. Je to model vymennych kurzov, ktory taktiez vyuziva
delenie agentov na chartistov a fundamentalistov. Ako v predchadzajicom
modeli, chartisti sa riadia minulym trendom, cize kupuju ak cena rastie, lebo
ocakéavaju dalsi rast a naopak a fundamentalisti sa riadia velkostou odchylky
od ekvilibria, kupuji ked je cena nizko pod ekvilibriom a predavaju v opacnom
pripade. V tomto modeli predpokladame, Ze agenti mozu menit svoje spravanie
na zéklade stavu na trhu a spravaju sa podla dvoch oc¢akévacich mechanizmov.

Tento model teraz v skratke odvodim. Nech je S = S; vymenny kurz
ako funkcia casu a S* je ekvilibrium tohoto vymenného kurzu odvodené z
makroekonomickych zakladov. Toto ekvilibrium je konstantné v ¢ase. Potom
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mozeme predpokladat, Ze sa agenti rozhoduju na zéklade relativnej odchylky
od ekvilibria, danej vztahom

S -5
S
Chartisti vyuzivaju k predpovediam pohyby kurzu v tesnej minulosti, ¢o
je reprezentované hodnotou (x; — z;_1). Predpokladajt, Ze rast kurzu bude
pokracovat rastom a pokles dalsim klesanim, pricom rast kurzu spdsobi narast
dopytu po zahrani¢nej mene a nasledny rast jej ceny. Predpokladame, ze efekt
tohoto mechanizmu je linearny a vyjadreny hodnotou

Tr =

A(l’t - l’t_l), A > 0.

Model moéZzeme pripadne rozsirit, ked nahradime konstantu A funkciou
A(zy). Vdaka tejto zmene budt agenti v modeli prisposobovat svoje o¢akava-
nia hodnote x;. Tato funkcia je dana predpisom

A(ze) = A(M — |z|)", (3.9)

kde A >0, M >0 a (z)* = max{x,0}. To znamen4, Ze ¢im je vii¢sia hodnota
|z;| , tym menej agentov robi rozhodnutia na zaklade rastu (pripadne poklesu)
ceny vymenného kurzu.

Naopak fundamentalisti odhaduji budicu cenu kurzu pomocou mometal-
nej pozicie vymenného kurzu k jeho ekvilibriu, ¢o reprezentuje z;. Cim vicsia
je odchylka momentalneho kurzu od ekvilibria, tym je vécsia pravdepodob-
nost, ze sa vrati spit k rovnovaznej hodnote. V tomto pripade agenti pri
naraste kurzu predavaji ttimerne odchylke od rovnovéaznej hodnoty, co vyvo-
lava zvysSenie ponuky a pokles ceny. Predpokladame, Ze tento mechanizmus je
opisany ako —Bz;, B > 0. Este ale treba pocitat s tym, Ze agenti nie st trvalo
klasifikovani do skupin, ale menia svoje rozhodovanie na zaklade velkosti od-
chylky od ekvilibria. Cim vic¢Sia bude, tym viac agentov sa bude spravat ako
fundamentalisti, pretoze si bude viac agentov uvedomovat odchylku od rov-
novazneho kurzu. Na zéklade tejto zavislosti dostavame B = B(z) = B|z| a
teda cely mechanizmus vieme napisat ako

_th|xt|7 B > 0.

KedZe uz méame odvodené vztahy pre jednotlivé mechanizmy a predpo-
kladdme, Ze sa agenti rozhoduji v rovnakom c¢ase, vieme ako bude vyzeraf
konec¢ny model:

Tip1 = @ + Az — 1) — Bry|zy, (3.10)
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kde A > 0 a B > 0 predstavuju citlivost obchodnika na dva ocakavacie me-
chanizmy. Prvy ¢len v tomto modeli pripada chartistom a druhy fundamenta-
listom. Ked do modelu doplnime ¢initel (3.9) bude vyzerat nasledovne

Top1 = 2 + Ay — 24-1) (M — |575t|)Jr — Byl

kde A, B a M st kladné konstanty.

Rozsireny model pozostava z informécie o odchylke z; a z vazeného prie-
meru dvoch uz spominanych oc¢akavacich mechanizmov s vdhami M — |z;| a
|z;|. Ak méme teda na trhu M agentov, |x;| predstavuje pocet agentov, ktori
sa spravaju ,obozretne“ a (M — |z;]) je poCet agentov, ktori chct profito-
vat zo zmeny kurzu. V pripade |x;| > M by vSetci ¢akali na zmenu trendu
(fundamentalisti) a chartisticky ¢len by uplne zmizol.

V modeli st vSak potrebné iba dva parametre, takze po substiticii x; :=
Mz;, a = MA ab= MB dostavame:

xt-l—l = Tt + a,(l‘t — xt—l)(l — |'Tt|)+ — b$t|$t|. (311)
Ak by sme este upravili fundamentalisticky ¢len na
Tir1 = Ty + a(:t:t — :L’t,l)(l — ‘xt‘)+ — b:(:t min{|xt|, 1}, (312)

mohli by sme ¢initele (1 — |z4|)™ a min{|z;|, 1} povaZovat za véhy.

Model (3.11) mé jediny pevny bod v pociatku stradnicovej osi, ¢o je v
praci [2] odvodené a dokézané. Tento bod predstavuje ekvilibrium odvodené z
ekonomickych zakladov. Stabilny je pre a < 1 a nestabilny pre a > 1. Nume-
rickymi simulaciami dostavame oscilacie vymennych kurzov, ktoré v pripade
stability konverguju k ekvilibriu, teda k nule. Modifikacia (3.12) d4ava rovnaké
vysledky, pretoze dynamika systému je zaujimava a vysSetruje sa iba v oblasti
|z < 1.

3.2.1 Porovnanie modelov FF a BEW

Je zaujimavé v8imnut si tieto dva modely, ktoré sme rozoberali. Vidime tu
vela podobnosti a to hlavne v predpokladoch. Zakladny vztah (3.2) z modelu
Frankela a Froota vyzera nasledovne

Asiy = thS{+1 + (1 — wy)Asiy g,

pricom druhy model vieme tiez vyjadrit tymto sposobom, pomocou oc¢akavani
portfélio manazérov. Su tu samozrejme nejaké rozdiely, ktoré musime trochu
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upravit. V prvom rade si treba spomentt, Ze zatial ¢o v modeli FF pracujeme
s prirodzenymi logaritmami vymennych kurzov, v modeli BEW pracujeme s
odchylkami. Toto vieme zmenit niekolkymi tpravami:

_S=5

T = 9

S*

dalej nahradime x velmi presnym odhadom a upravime:
r=1In(l+2z)=1In(5/5") =s—s",

kde s je logaritmus vymenného kurzu S a s* je jeho zlogaritmované ekvilib-
rium.

Z predpokladov o spravani sa jednotlivych agentov v modeli BEW vyplyva,
ze oCakéavania chartistov vieme napisat takto (pouzijeme oznacenie z modelu
FF):

Asy | = Asy,

kde As; = s; — s;_1. Tito agenti sa rozhoduju na zéklade posledného vyvoja
kurzu. Naopak ocakavania fundamentalistov si vieme vyjadrit v tvare

Asl | = —a(s, — 7).

Ich predstava o zmene ceny spociva v tom, Ze sa bude odchylka od rovnovaz-
neho stavu zmensovat. Pojde teda opacnym smerom ako doteraz, ¢o predsta-
vuje zaporné znamienko a bude vynasobena nejakou konstantou o. Nemozeme
si nev§imnut, Ze Frankel a Froot maji o spravani sa fundamentalistov tplne
rovnaké predpoklady. Vidime to zo vztahu (3.3).

Na zéklade tychto odvodeni si napiseme, ako by vyzerali ocakavania port-
félio manazérov za predpokladu (3.2) v modeli BEW:

As?}rl = (1 - Wt)(st - St—l) - wta(st — 8*)- (3.13)
Kedze x; = s; — s*, mdZeme prepisat rovnicu (3.13) do tvaru
ri — ot = (1= we) (@ — 21) — wray. (3.14)

Dalej vieme, 7e skutoény vymenny kurz je ovplyviiovany ocakivaniami
portfélio manazérov a ich spravanim sa podla toho na trhu. Odchylka sku-
to¢ného kurzu sa bude vyvijat podla poslednych predpovedi manazérov, ¢o
napiseme takto:

T — xp = Al — ay), (3.15)
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kde A je konstanta. Z rovnic (3.14) a (3.15) dostavame
Tpr1 — = Al — wy) (2 — 14-1) — Awgaxy. (3.16)
Nésledne sa pozrieme na modifikovant rovnicu modelu BEW (3.12):
Top1 = 2+ a(wy — 241)(1 — |2)) ™ — bay min{ |z, 1}.

Teraz vieme jednoducho vyratat, aké vahy prislichaji tomuto modelu. Vahu
chartistickych ocakavani vyratame z rovnosti A(1 — w;) = a(1 — |z4|), z ¢oho

dostavame
a(l — |z|)"

A

a vaha fundamentalistickych oc¢akdvani z rovnosti Aw, = bmin{|zy|, 1} je

(1 —w) =

bmin{ |z;|, 1
e

Ako vidime zo vztahov uvedenych vyssie, aj ked su ¢initele v modifikovanom
BEW modeli z intervalu < 0,1 > a mohli by spliiaf predpoklady na vahy,
v pritomnosti konstant to nemusi nastat. Mozeme ale povedaf, Ze v pripade
vhodne zvolenych konstant, napriklad a = % a b= &, budi nase véhy spliiat
rovnaké predpoklady ako v modeli ekonémov Frankela a Froota. Nase vahy st
zévislé od odchylky od rovnovdzneho viymenného kurzu |x;|. Cim je odchylka
vicsia, tym je aj vaha w; vicsia. Savisi to s predpokladom modelu, ze agenti
nie s trvalo klasifikovani a mozu svoje spravania menit v zavislosti od stavu

.....

spravajucich sa podla fundamentalistickych pravidiel.

3.3 Model Chiarella, Dieci, Gardini (CDG)

Dalsi model, ktorj chcem vo svojej praci spomentt, publikovali vo svojom
¢lanku Chiarella, Diecia Gardini [7]. Vo svojom modeli tiez rozdeluju agentov
na fundamentalistov, ktori zakladaji svoje obchodovanie na odhade funda-
mentalnej hodnoty aktiva a chartistov, ktori sa rozhoduji na zaklade analyz
minulého cenového trendu. Vynimkou tohoto modelu je hlavne to, ze je od-
vodeny pre ceny vsetkych typov aktiv. Tu sa vSak neskor pri porovnavani
budeme opiit venovat iba jednému typu a to vymennym kurzom.

Oznacime si P, logaritmus ceny aktiva v case t. Na oznacenie fundamenta-
listov a chartistov budeme pouzivat index i € {f, c}. V kazdej ¢asovej peridde



3 MODELY S DISKRETNYM CASOM 20

agent investuje cast svojho bohatstva do rizikového aktiva a ¢ast do bezpec-
ného. Celkové bohatstvo agenta i oznacime €;; a Z;; je Cast, ktort sa tento
agent rozhodne investovat do rizikového aktiva. Majetok agenta v ¢ase (t+ 1)
je potom dany

Qi1 =i+ Q1= Z)ge + Qi Zi (P — P,

kde g; je prijem z bezrizikového aktiva (napriklad dlhopisu) a (P — P)
je prijem z rizikového aktiva. Agenti odhaduju stredni hodnotu a varianciu
svojho majetku nasledovne:

Ei(Q1) = Qs +Qe(1 = Zit)ge + Qi Zit By o ( Py — Pr), (3.17)

Via( Q1) = 2208 Vie(Py — B). (3.18)
Predpokladame, ze kazda skupina agentov méa exponencialnu funkciu uzitoc-

nosti U(Q) = —e~*? a vietci agenti maximalizujt svoj zisk, teda

Ei t[_e_aigi,t-H]

)

kde «; je koeficient averzie k riziku daného agenta. Podla [7] mé ;1 nor-
malne rozdelenie a problém moZzeme ekvivalentne zapisat v tvare

1
max {Ei,t(Qi,tJrl) - iai‘/i,t(Qi,tJrl)} .

Zit
Riesenie tohoto optimaliza¢ného problému je

Ei,t(Pt—i—l - Pt) — 0t
Oéz'Vz‘,t(PtH - Pt) ’

Cz',t = Zz',th',t =

kde (;; je dopyt agenta i po rizikovom aktive. Spominané dve skupiny agentov
sa ale trochu lisia v spdsobe, akym pocitaju strednii hodnotu a varianciu
zmeny ceny.

Fundamentalisti predpokladaji, Ze maji rozumny odhad rovnovaznej ceny
rizikového aktiva. Dalej tiez predpokladajii, Ze sa cena aktiv riadi ,mean re-
version“ procesom, teda ze vysoké a nizke ceny st len docasné a da sa z
nich vyratat priemer, ku ktorému sa buda nésledne vracat. Tieto ocakavané
odchylky sti imerné rozdielu skutoc¢nej zlogaritmovanej ceny aktiva a jej zlo-
garitmovanej rovnovaznej hodnoty, teda

Ef,t(PtH - Pt) — 0t = U(Wt - Pt)7
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kde 7 je rychlost navratu k priemeru a W; je logaritmus rovnovaznej hodnoty.
Tiez predpokladaji, ze variancia zmeny ceny je konstantnéa

Vie(Py1 — P) = vy.
Dopyt fundamentalistov po rizikovom aktive je potom
Dy =a(W, — B), (3.19)

pricom a = n\asvs > 0 je vdha fundametalistického dopytu. Ak je logarit-
mus ceny aktiva P; pod (nad) o¢akdvanou fundamentalnou hodnotou W, tak
fundamentalisti toto aktivum nakupuji (predavaji), pretoze si myslia, Ze je
podhodnotené (nadhodnotené) a v budicnosti bude jeho cena stupat (klesat).

Chartisti naopak nechcti vynakladat Ziadne prostriedky, ktoré st potrebné
na ziskanie odhadu fundamentalnej hodnoty, preto zakladaji svoje odhady
strednej hodnoty a variancie zmeny ceny na volne dostupnych minulych da-
tach. Ked oznacime 1);,, oCakdvania chartistov v ¢ase t o zmene logaritmu
ceny v priebehu nasledujtcej periody, potom

Ypp1 = Et(Pt—H - Pt) = Et(Pt+1) - P

Dalej autori upravia tento vztah pomocou extrapolécie poslednych cien a do-
stavame schému

Vi1 = Yy + (P — Proa — ), (3.20)

kde 0 < ¢ < 1 je rychlost, s akou vedia odhadnuf trend podla najnovsich
zmien. Dopyt chartistov je potom dany vztfahom

Yip1 — Gt
Cop = ———.
aCUC

Na rozdiel od fundamentalistov, chartisti menia odhad v.., ¢o je ich variancia,
podla velkosti [t 1 — ¢|. Cim je tato hodnota viicsia, tym viicsiu volatilitu
ocakavaju, narasta ich odhad v. a zmensuje sa sklon ich dopytovej funkcie.
Vseobecne potom moze byt dopyt chartistov charakterizovany nasledovne:

Dy = h(@/)tﬂ - gt)> (3-21)

kde funkcia A(.) mé vlastnosti:

(i) h'(z) > 0 (Vx),

(i) h(0) = 0,

(73) Ja* také, ze h'(z) < 0 (> 0) pre vSetky = > z* (< x*),
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(1v) limg, 100 A () = 0.
Autori si vo svojej préci zvolili funkciu h(z) = v arctan z. Treba ale pozname-
nat, ze na funkcii, alebo jej pripadnej zmene nezélezi. Zalezi iba na vlastnos-
tiach tejto funkcie, ktoré boli vymenované vyssie.

Celkovy ocakavany dopyt D; po aktive v Case t, ked berieme konStantné
gr = g a W, =W, je sictom dopytu chartistov a fundamentalistov a je dany
vztahom

Dt = Dc,t -+ Dfﬂg = G(W — Pt) + h(wt+1 — g), (322)

kde Dy =a(W — P;) a Dy = h(¢11 — 9).
prava cien na trhu prebieha pomocou tvorcu trhu (market maker), kto-

rého funkciou je vyrovnanie dopytu s ponukou. Previs dopytu méa byt na konci
kazdého obchodovacieho dna nulovy. Ak je rozdiel dopytu a ponuky v case ¢
kladny (zdporny), tvorca trhu predava (kupuje) dané aktivum, ¢im ¢isti trh
a zvySuje (znizuje) cenu tohoto aktiva do dalsieho ¢asového obdobia (t + 1).
Kazdy den na trhu teda vyzera nasledovne:
(i) na zaciatku dila oznami tvorca trhu cenu aktiva P, (zlogaritmovani) pre
dany den
(ii) obchodnici na trhu nésledne formuji dopyt po tomto aktive na zaklade
vztahu (3.22)
(iii) tvorca trhu pozorne sleduje tento dopyt, podla ktorého si vyberie dlha
alebo kratku poziciu My, aby platilo D; + M; = 0
(iv) tvorca trhu v dalSom obdobi ozndmi novy logaritmus ceny P, ktory
je vypocitany podla predchadzajiceho dia, ako stard cena plus nejaka Cast
dopytu z predchadzajiceho diia, teda Py = P, + 3,Dy, (8, > 0).
Nasledne sa cely tento proces opakuje.

Na zaciatku diia (¢ 4+ 1) vznikne nasledujuci systém, dany tvorcom trhu a
chartistami:

{ Pt+1 = Pt + ﬁp[a(W - Pt) + h(¢t+1 - g)]? (3 23)
Viva = (1 = )Yia + cBpla(W — B) + h(¥r1 — g)]- .

Cielom autorov je na¢rtnit globalnu analyzu systému (3.23), kde by vedeli
odhadnit oscilacie premennych aj v nestabilom stave.

Casovy vyvoj ceny a ocakévani chartistov méame teda dany dvojrozmernym
nelinearnym diferenénym systémom Q) : (¢, P) — (¢, P’)

. Q/J' — (1 — 0)7,0 + Cﬂp[a(W — P) + h(@b . g>]
@ { P’ = P+ Byla(W — P) + h(y) — g)], (3.24)

kde symbol ’ oznac¢uje posun v Case.
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Obr. 3: Stabilita modelu CDG [7] pre 3,k'(0) < 1 (vlavo) a G,k'(0) > 1
(vpravo)

B=26 g=1 y=0.5 (B, k'(0)=0.65) B,=2.6 g=1 y=25 (B k'(0)=3.25)

Tento systém maé jeding pevny bod (v, P) = (0, W + 1/ah(—g)). V ekvi-
libriu je teda dopyt fundamentalistov —h(—g) (> 0) a chartistov A(—g) (< 0).
Toto znamend, ze fundamentalisti st ¢isti kupci, pokial je cena pod odha-
dom dlhodobého priemeru a chartisti st ¢isto predavajici. Nie je to ale iplné
ekvilibrium tohoto systému. Model je totiz iba ¢iastkovy, neberie do tvahy
celd dynamiku trhu, napriklad dynamiku alternativneho aktiva, ¢o by viedlo
na trojrozmerny systém. Zavedieme logaritmus odchylky ceny p = P — P a
dostaneme systém 7' : (¢, p) — (¢',p') dany vztahom

V=1 =)W+ cBylap — k()]
T { P’ =p = Bplap = k(@)]; (3.25)

kde k(¢) = h(¢) — g) — h(—g) a tento systém ma jediny pevny bod O = (0, 0).
V modeli CDG sa daju odvodit nasledovné podmienky pre stabilitu pev-

ného bodu:
{ afy(2 —c) < 2(2—c¢) + 2¢B,K'(0),
aBy(1 =€) > cl3(0) — 1]
Na obrazku ¢. 3 vidime region stability pevného bodu pre 0 < ¢ <1 aa > 0.

Tmavosiva plocha ukazuje regién stability a bledosiva regién neinvertibility,
ktory je pre nas nepodstatny.
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3.3.1 Porovnanie modelov CDG a BEW

Teraz sa pozrieme na modely CDG a BEW. Budeme si v§imat tvorbu ocaka-
vani a dopytov tychto dvoch modelov. Samozrejme musime vziat do tGvahy to,
7e model CDG je spracovany vSeobecne pre vSetky aktiva, zatial ¢o my sme
zvedavi iba na ich ¢ast, vymenné kurzy. Akciam ¢i dlhopisom sa v tejto praci
venovat nebudeme. Z tohoto déovodu sa nebudeme dalej zaoberat bezrizikovym
aktivom. Predpokladdme teda, ze g; = 0 a z toho dostdvame aj k() = h(v).

Dopyt fundamentalistov je dany v modeli CDG vzfahom (3.19). Vidime, 7Ze
je zavisly od rozdielu ceny a jej rovnovéaznej hodnoty. Toto sa velmi podobé aj
uvahe z modelu BEW, kde je dopyt fundamentalistov dany priamo odchylkou
ceny od ekvilibria p; = P, — W (prevzali sme znacenie z modelu CDG).

CDG: Dy = a(W, — P,) = —ap,

BEW . Df,t = _bpt|pt|

U chartistov je to trochu zlozitejsie. Ich dopyt v modeli CDG mame dany
vztahom (3.21), pri¢om ocakévania 1,1 st dané rovnicou (3.20) a g; v naSom
pripade kladieme rovné nule. Ocakavania chartistov v modeli BEW pritom
vieme vyjadrit ako ;1 = p; — p;_1. Pri lepSom pohlade na rovnice o¢akavani
a po ich malej iprave vidime, Ze st pre ¢ = 1 Uplne identické.

BEW : 91 = pr — pea

CDG: Yyp1 =+ (P — Piq) — ey = pr — pr.

Taktiez by sa mohli rovnat aj dopyty chartistov, pokial by sme zvolili funkciu
h(111) = aby1. Tato funkciu pripadne mozeme rozsirit o cinitel (1—(1441))7,
ktory modifikoval model BEW. Pre nas pripad je tento modifikovany model
BEW vhodnejsi, kvéli tomu, ze aj v modeli CDG je dopyt chartistov neline-
arny.

Pre obidva modely dokonca plati aj predpis

Pey1 = Pt + A(Dey + Dyy).
Pre porovnanie teda dostavame nasledovné rovnice:

BEW pri predpokladoch ¢; =0 ac=1:

Df,t = _b|pt|pt
Dc,t = a@btﬂ(l - |¢t+1|)jL
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Yir1 = Pt — Pi-1

CDG:

Df,t = —bp,

Dc,t - h(wt—i—l)
Yy =P +aDyy

Mozeme teda povedat, ze model BEW méa menej sofistikovanych agentov.
Chartistami ocakavand cena je priamo imerna poklesu alebo narastu ceny v
predchédzajicom ¢asovom obdobi, zatial ¢o agenti v modeli CDG porovnavaju
skuto¢ny a ocakavany narast alebo pokles ceny v minulej periéde. Fundamen-
talisti v modeli CDG poznaji presni rovnovaznu hodnotu kurzu. V modeli
BEW maju iba urcitt predstavu o tejto hodnote.

3.4 Zhrnutie k diskrétnym modelom

Vsetky modely oscilacii vymennjch kurzov vychadzaju zo stboru chartistic-
kého a fundamentalistického spravania sa agentov. Ti mozu, ale nemusia byt
v modeli trvalo klasifikovani a tym dostavame dva typy agentov.

Prvy typ agenta je staly, nemeni svoje spravanie, ale meni sa intenzita jeho
aktivity (model FF). Druhy typ agenta je nestaly, méZe menit svoje spravanie
na zaklade situacie, ktora je na trhu a tym sa neustale meni pocet chartistov
a fundamentalistov (modely BEW a CDG). Matematicky sa obidva pripady
modeluji pomocou nezapornych vah, az na to, ze pri prvom type agentov je
sucet vah 1 a v druhom pripade to platit nemusi. Toto obmedzenie sa vSak dé
pripadne odstranit pouzitim parametra celkovej aktivity.

Matematicky Specifikovat model znamené definovat dynamiku tvorby vah
a intenzity spravania agentov. Taktiez treba definovat vplyv vah na ponuku,
pripadne dopyt po mene a samozrejme aj na samotnu cenu vymenného kurzu.

Néarast ceny od jej rovnovaznej hodnoty je vo vsetkych modeloch lineadrne
zéavisla od previsu dopytu nad ponukou a pokles je naopak linearne zavisly od
previsu ponuky nad dopytom. Pre kazdy typ agenta, jeho oc¢akavania, vahy a
spravanie sa odvodzuje rovnica dopytu, resp. ponuky. Zakladna schéma tvorby
tychto modelov teda vyzera takto:

o¢akavania — vahy — dopyt/ponuka — cena.

Interpretacia tejto schémy je nasledovna: na zaklade ocakavani agentov si
odvodime vahy, pomocou ktorych vieme vytvorit rovnice dopytu alebo ponuky.
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Podla tychto rovnic sa agenti spravaji a tym ovplyviiuji cenu vymenného
kurzu na trhu.

Najpodstatnejsie rozdiely medzi modelmi st v tvorbe ocakavani agentov,
predovsetkym chartistov.



4 Modely so spojitym ¢asom

Zakladnym predpokladom modelov so spojitym casom je to, ze st rozhod-
nutia agentov rozptylené v case. Velkou vyhodou tychto modelov je, Ze sa z
matematického hladiska lepSie analyzuju a spractvaju.

Model BEW sa drzi predpokladu, Ze sa agenti rozhoduju kedykolvek v
case a ich rozhodnutia si v ¢ase rovnomerne rozdelené. VySetrovanie spojitej
verzie tohoto modelu [6], [10] predchédzalo vySetrovaniu diskrétnej verzie [2]
a jej nevyhodou je, ze v spojitom case vedie k diferencialnej rovnici s one-
skorenim. Na rozdiel od neho dostavame z modelu CDG systém obycajnych
diferencialnych rovnic. Pre porovnanie nas v nasledujicej podkapitole bude
zaujimat kvalitativna analyza tohoto modelu.

4.1 Model CDG

Systém diferen¢nych rovnic (3.25) si vieme prepisat na systém obyc¢ajnych
diferencialnych rovnic:

Y = —cp — cBylap — v arctan ] (4.1)
p = —Plap — yarctan ],
ked (¢ — ) — U a (p) — p) — p a parametre vyzeraji pre pripomenutie
nasledovne: 0 <c¢ <1, 3,>0,a>0a~vy€cR.

Pre zjednodusenie si ozna¢ime A = 3,a a B = 3,y. V nasom pripade este
polozime ¢ = 1. V predchadzajicej kapitole pri diskrétnom case sme totiz
zistili, Ze pri takejto hodnote parametra ¢ je model velmi podobny modelu
BEW. Zaujima néas preto, ako sa v tomto pripade sprava systém v spojitom
case. Model po tychto upravach teda vyzera takto:

Y = —) — Ap + Barctany
p = —Ap+ Barctan.

Systém ma jediny pevny bod: ¥ = 0, p = 0. Pomocou determinantu matice
parcidlnych derivécii v pevnom bode [0, 0] dostdvame vlastné ¢isla

B-1-A+,/(1-B+A)?-4A
5 .

V zavislosti od velkosti parametrov mozu byt vlastné vektory redlne aj
imaginarne s réznymi znamienkami ich redlnych casti. Rozoberieme jednotlivé
moznosti rovnice (4.2):

Ao =

(4.2)
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Obr. 4: Stabilny uzol
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Obr. 5: Nestabilny uzol
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Obr. 6: Centrum
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1. Stabilny uzol

Tento pripad nastane za podmienok
(1-B+A?>4A A (B-A)<1.

Na obrazku ¢. 4 vidime priklad stabilného uzla s koeficientami (3, =
v = —4 a a = 2, zvolenymi podla danych podmienok.

N[

2. Nestabilny uzol
Nestabilny uzol nastane v pripade
(1-B+A?>4A A (B—A)>1.

Zvolit moézeme koeficienty napriklad 5, = 1, v = 5 a a = 1, obrézok ¢.
D.

3. Sedlo

Moznost sedla v pevnom bode pre nas systém nenastane nikdy. Tento
pripad by nastal vtedy, keby mali vlastné ¢isla opacné znamienka. Tam
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Obr. 7: Stabilny fokus
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Obr. 8: Nestabilny fokus
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by ale z ¢itatela rovnice (4.1) muselo platit

|IB—1—-Al<+/(1— B+ A)?—4A.

Ked si pre zjednodusenie ozna¢ime (B —1— A) = C, vidime, Ze je tento

pripad nemozny:
|C| < VC? — 4A.
4. Centrum
Tato moznost dostavame, ked

(1-B+A?<4A AN (B—-A) =1,

¢o je na obrazku ¢. 6, 5, = 1, v = 2 aa = 1. V tomto pripade ale
nevieme tplne rohodnut, ¢ pripad centra nastane. Centrum dostéavame
pri linearnych systémoch a ten nas je nelinearny.

5. Stabilny fokus
Stabilny fokus ndm vyjde za podmienok

(1-B+A)?*<4A AN (B—-A) <1

Prikladom je obrazok ¢. 7, ktory je kresleny s koeficientami 3, =
y=2aa=1.

1
29

6. Nestabilny fokus

Za podmienok
(1-B+A?*<4A A (B—A)>1

vidime na obrazku ¢. 8 priklad nestabilného fokusu, pri koeficientoch
ﬁp:i,7:8aa:2.

Na posledny pripad sa ale pozrieme blizsie. Pouzitim Poincaré-Bendixsonove;j
vety v pripade nestabilného fokusu dokazeme existenciu limitného cyklu, ku
ktorému smeruju vsetky trajektorie tohoto systému. Pre pouzitie tejto vety
potrebujeme zadefinovat pojem limitnej mnozZiny.

Limitnd mnozina [14]:
Oznacme v(¢°, p°) trajektoriu bodu (1°,p°). Bod y nazjvame w-limitnym
bodom trajektorie v(¢°,p°), ak existuje postupnost t;, kde j — +oo takd, Ze
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Obr. 9: Mnozina () oznacena zltou farbou
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Obr. 10: Dékaz limitného cyklu
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p(tj7p0)
sa nazyva w-limitnd mnoZina tejto trajektorie a oznacuje sa w(°, p°).

) — y. MnoZina vietkyjch w-limitngch bodov trajektdrie v(¢°, p?)

Poincaré-Bendixsonova veta [14]:

Nech @ je (pozitivne) invariantnd mnozina systému (4.1) takd, Ze plati
(U1, 010) € Q = (Vi,p1) € Q, YVt > tg a Q md konecny pocet staciondrnych
bodov. Ak je kladnd cast trajektdrie y(1°, p°), ktord vojde do Q ohranicend,
potom je jedno z nasledujicich tvrdent pravdiveé:

e w-limitnd mnoZina je jeden bod a tento bod je zdroven staciondrnym
bodom.

o w(Y0, p°) trajektorie v(1°, p°) je neprdzdna mnoZina a v Q sa nenachd-
dzaju Ziadne stactondrne body.

o w(Y° p°) pozostdva zo staciondrnych bodov.

Pre pouzitie tejto vety potrebujeme najst invariantni mnozinu ). K tomu
pouZijeme Lemu [13]:

Ak je linedrny systém asymptoticky stabilng, potom ezistuje pozitivne de-
finitna kvadratickd forma, ktorej derivdcia je negativne definitna.

KedZe je pevny bod nestabilny fokus, transforméciou ¢t — —t sa tento
bod zmeni na stabilny fokus. Vlastnost z Lemy zostédva lokalne zachované
aj pre nelinearny systém. Pre systém (4.1) teda existuje pozitivne definitna
kvadraticka forma V', ktorej derivécia pozdlz trajektorii je pozitivne definitna,
teda plati

d
%(wtupt)TV(wtupt) > C(WtP + |pt‘2)-

Geometricky to znamend, Ze existuje také c, ze elipsa

E = (%Dt,pt)TV(@/)t,Pt) =cC

je pretinana vSetkymi trajektériami smerom zvntitra von.

Mnozinu () definujeme ako oblast zvonka ohrani¢ent priamkami ¢ = +4
a p = £4, z ktorej je vyrezané vnitro elipsy E (obrazok ¢. 9).

Dokézali sme, ze trajektérie nemdzu opustit mnozinu @ cez elipsu E. Mu-
sime eSte overit, ¢i trajetdrie neopustia mnozinu () cez jej vonkajs$iu hranicu.
Pomozeme si pri tom obrazkom ¢. 10. Vidime na nom obidve izokliny a body,
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v ktorych pretinaji mnozinu (). Vonkajsia hranica tejto mnoziny pozostava z
useciek AB, BC, CD a DA. Musime teda preverit 4 pripady, pricom najskor
overime vnutorné body tychto tseciek:

e AB:
Plati p > —21 4 4 arctan(y)) a z toho vidime, Ze ¥ < 0 a teda na tej
strane obdlznika trajektérie do mnoziny Q vstupuji.

e BC:
Plati p > 4 arctan(¢)), z toho p < 0 a teda trajektdrie aj na tejto strane
vstupuju do Q.

e CD:
Plati p < —2¢ +4 arctan(y)), ¢ > 0 a trajektérie opiaf vstupuji do nami
definovanej mnoziny.

e DA:
Zistujeme to isté, teda p < 4arctan(v), p > 0, trajektérie vstupuji.

Zostava nam dokazaf, Ze trajektoria nmemdze opustit mnozinu ) v nie-
ktorom z vrcholov. Tento dokaz vykoname pre bod A, pre ostatné body je
analogicky.

V bode A plati ) = 0 a p > 0. Nech (U4, P1o) = A. Pre t > to plati p > —4.
Ak by platilo ¢, > 4, muselo by existovat ¢, > 0 pre nejaké 0 < s < t, ¢o je
nemozné, pretoze (s, ps) je nad izoklinou, nad ktorou je ¥ < 0.

Tymto sme dokazali, ze trajektorie nikdy neopustia mnozinu (). A pretoze
tato mnozina neobsahuje pevny bod, podla Poincaré-Bendixonovej vety plati
druhé tvrdenie, ze w-limitnou mnozinou je periodicka trajektéria. Numericka
simuldcia (obrazky ¢. 11 a 12) naznacuje, Ze periodicka trajektoria je jedina
a je w-limitnou mnozinou vsetkych trajektérii s vynimkou pevného bodu. Na
obrazku ¢. 9 vidime tieto trajektdrie priamo v mnozine Q).

Ak porovname spojiti verziu modelu CDG s modelom BEW spracova-
nym v [6], dostaneme podobné zavery. Narast vahy chartistov (v modeli CDG
reprezentované parametrom B) vedie k nestabilite rovnovahy. Ak je systém
nestabilny, dochadza k periodickym oscilaciam.



Zaver

Cielom tejto prace bolo porovnat a blizsie spoznat modely fluktuécii vymen-
nych kurzov vychadzajice z modelov heterogénnych agentov. Rozobrali sme
tu tri modely tohoto typu a hladali sme stuvislosti medzi nimi. Zistili sme,
ze kazdy z modelov vychadza z urcitych predpokladov a oc¢akavani, ktoré ho
charakterizuji. Agenti totiz mozu byt trvalo klasifikovani do tried, alebo s
¢asom menia svoje spravanie, ich o¢akévania mozu mat linedrny aj nelinearny
tvar, niektori agenti st sofistikovanejsi a prispésobivejsi ako druhi. Kazdy mo-
del je nie¢im vynimocny, ¢o sme samozrejme zhrnuli aj v predchadzajtcich
kapitolach.

V modeli FF st dané ocakavania portfélio manazérov ako vazeny priemer
ocakavani chartistov a fundamentalistov. Vahy jednotlivych tried davaju v
sucte 1. Agenti v tomto modeli s trvalo klasifikovani a nemenia svoje sprava-
nie. Model BEW je vynimod¢ny prave tym, Ze v iom agenti mozu menit svoje
spravanie a ocCakavania v zavislosti od situdcie na trhu, ¢ize od momental-
nej odchylky vymenného kurzu od rovnovaznej hodnoty. Najsofistikovanejsich
agentov ma model CDG, kde si agenti tvoria svoje oCakavania nielen na za-
klade odchylky od ekvilibria, ale bert do tvahy aj svoje minulé ocakévania.

Model CDG v spojitom case vedie na dvojrozmerny systém obyc¢ajnych
diferencialnych rovnic. V poslednej kapitole je jeho kvalitativna analyza a do6-
kaz existencie periodickej trajektérie v pripade nestabilného fokusu pomocou
Poincaré-Bendixsonovej vety. Tento dokaz je podporeny aj numerickou simu-
laciou.
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Prilohy

A. zdrojovy kod obrazku ¢. 9 v programe Matlab

clear

cle

n=500;

h=0.1;

pll)=4:

psi(l1=-1:

for i=Z2:n+l
psi(i)=psi(i-1)+h*(-psi(i-1)-0.5%p(i-1)+2%canh(psi(i-111):
pliil=p(i-1)+h*{-0.5%p{i-1)+2%canh(psi(i-111):

end

p2(1)=0.01:

psid (1)=-0.01;

for i=2:n+l
psii (1)=psi2 (i-1)+h* (-psi2 (i-1)-0.5%p2 (i-1)+2*%tanh (psi2 (i-1))):
p2 (i)=pZ (i-1)+h* (-0.5%pZ (i-1)+2*%tanh (psiZ (i-1))):

end

l=-4:0.001:4;
plot(l, 4,'k"1:
hold on:

plot(l, -4,'k'}):
plotg (=31 VK
plot(4,1,'k'):

[#1, =%2] = meshgrid(-5:0.5:5, —-6:0.5:6):
#x1ldot =-x1-0.5*x242%tanh (1]
#x2dot=-0.5%*x24+2*canh(x1):

gquiver (x1, =2, xldot, =2dot, 'k']

plot(psi,p, 'r']
plot (psi2,p2, 'r']

= e L

plot(x, -Z*x+d4%tcanhix), 'b'}
ks=5:0.1:5;

plot(k, 4*tanhik), 'b')



B. zdrojovy kéd obrazku ¢. 11 v programe Matlab

clear

cle

n=1000;

h=0.1;

pily=3:

psi(l)=-2;:

for i=Z:n+l
pSi(i)=psi(i-1)+h*(-ps5i(i-1)-0.5%p(i-1)+2*canh(psi(i-1)))1;
pli)=p(i-1)+h* (-0.5%p (i-1)+2 *tanh{p=i(i-11)):

end

[#1, x2] = weshgrid(-2.5:0.25:2.5, -3:0.25:3):
®1ldot =-x1-0.5%*x24+2%tanh(x1);
®e2dot=-0.5%x2+2 canh(x1);

plotipsi,p, 'c'}

hold on;

®=-2.5:0.1:2.5;

plotix, —2%x+4*tanhi(x), 'b')
k=-1:0.1:1;

plot ik, 4*tanhik), 'b'}

gquiver (x1, xZ, =xldot, xzZdot, 'k')

C. zdrojovy kdéd obrazku ¢. 12 v programe Matlab

clear
cle
n=1000;
h=0.1;

p(l)=0.01;

psiil)=-0.01;

for i=Z:n+1
pSifij=psi{i-1)+h* (-psi{i-1)-0.5%p (i-1)+2%tanh (psi(i-1]));
piil=p(i-1)+h*(-0.5%p(i-1)+Z*canh(psi(i-1)));

end

[x1, x2] = mweshgrid(-2.5:0.25:2.5, -3:0.25:3);
xldot =-x1-0.5%x24+2%tanh(x1);
x2dot=-0.5%x24+2 *canh (x1)

plotipsi,p, '’

hold on;

¥=-2.5:0.1:2.5;

plotix, -&*x+4*tanhix), 'b')
k=-1:0.1:1;

plotik, 4*tanhik), 'kb')

gquiwver (x1, =2, xldot, xZdot, 'k')



