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Abstrakt

SEDLAK, Milan: Metédy vntitorného bodu v linedrnom programovani /Diplomova préca,
2010/

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra
aplikovanej matematiky a statistiky.

Veduci prace: Doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.

Hlavnou témou diplomovej prace je optimalne riesenie tilohy linearneho programovania s
najmensou Euklidovskou normou. Diplomova praca je teoreticky zamerand a pozostava z
dvoch kapitol.

V prvej casti autor predstavuje optimélne riesenie tlohy LP s najmensou Euklidov-
skou normou. Popisuje Specialne riesenie ulohy LP, ktoré je najblizsie k zadanému bodu
(GLTN-rieSenie), a niektoré jeho vlastnosti. Podava prehlad algoritmov pre hladanie ta-
kéhoto riesenia.

Druha kapitola je venovana regularizovanej centralnej trajektorii. Tato trajektoria je mo-
difikaciou centralnej trajektorie znamej z metéd vnutorného bodu. Na rozdiel od nej vSak
existuje pre kazda tlohu LP a konverguje k GLTN-rieseniu tlohy LP. Autor popisuje
a dokazuje zakladné vlastnosti regularizovanej centralnej trajektorie: existenciu a jedno-

znac¢nost, konvergenciu a analytickost.
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linedrne programovanie, optiméalne rieSenie s najmensou normou, regularizované centralna
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Abstract

SEDLAK, Milan: Interior Point Methods in Linear Programming /Master thesis, 2010/
Comenius University, Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, De-

partment of Applied Mathematics and Statistics.
Advisor: Doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc.

The main topic of the Master thesis is the least 2-norm solution of linear program. The
Master thesis is theoretically oriented and consists of two chapters.

In the first part the author introduces the least 2-norm solution of linear program. He
describes special solution of linear program, which is closest to the given point (GLTN-
solution), and some of the properties of this solution. He gives an overview of the methods
for seeking the GLTN-solution.

The second chapter is devoted to the regularized central path. This trajectory is a modifi-
cation of the central path, known from the interior-point methods. Unlike the central path,
the regularized central path exists for each linear program and it converges to the GLTN-
solution of the linear program. The author describes and prooves the basic properties of

the regularized central path: existence and uniqueness, convergence and analyticity.
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linear programming, least 2-norm solution, regularized central path
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Kapitola 1
Uvod

Linedrne programovanie (LP) je v optimalizicii dobre zndmou oblastou. Je to optimali-
zacny nastroj, ktorého tlohou je minimalizécia (pripadne maximalizacia) linedrnej ucelo-
vej funkcie pri linedrnych ohraniceniach. Jeho teoreticky aj prakticky vyznam je enormny.
Ten prakticky spociva v mnozstve aplikacii v najrozmanitejSich oblastiach. Teoreticky
vyznam spociva v tom, ze myslienky a postupy, ktoré sa aplikuja v LP, je ¢asto mozné
zovSeobecnit a pouzif aj na zlozitejSie optimalizacné tlohy. Vdaka tomu LP istym sposo-
bom dlazdi cestu k pokrokom v zlozitejsich oblastiach optimalizacie.

Ulohy LP vieme riesif uz od r. 1947, kedy bola G. B. Dantzigom navrhnuté tzv. simplexové
metéda. To bol prvy velky milnik v LP. Druhym bol r. 1984, kedy N. Karmarkar prisiel
s algoritmom, ktory je dnes povazovany za zaciatok éry tzv. metdd vnutorného bodu v
LP. Dodnes sa pri rieseni tloh LP najcastejsie pouzivaju prave tieto dve triedy metod.
Ak ma tloha LP len jedno optiméalne riesenie, potom samozrejme kazda metéda najde
prave toto rieSenie. Moze sa vSak stat, Ze tiloha LP m4 viacero rieSeni. V takom pri-
pade sa jednotlivé metddy lisia typom rieSenia, ktoré najdu. Simplexova metéda (a jej
pribuzné met6dy) néjdu ako optimdlne rieSenie krajny bod mnoziny pripustnych rieSeni.
Naopak, metédy vnutorného bodu najdu ako riesenie taky bod, ktory je ,.¢o najdalej*

od hranic mnoziny pripustnych rieeni (tzv. analyticky stred mnoziny). Tento poznatok
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moze ovplyvnif vyber metddy na rieSenie konkrétnej tlohy: v niektorych pripadoch totiz
charakter tlohy predurcuje isty typ optiméalneho riesenia ako vyhodnejsi.

Hlavnym objektom zaujmu v tejto praci je Specialny typ riesenia tulohy LP - optimalne
rieSenie s najmensou normou. Praca ma teoretické zameranie a pozostava z dvoch casti
(Kapitoly 2 a 3). V tej prvej sa venujeme zdkladnym pojmom a prehladu niektorych dote-
rajsich vysledkov v tejto oblasti. V druhej kapitole rozoberame jednu z novsich metéd pre
hladanie optiméalneho rieSenia tlohy LP s najmensou normou. Ide o metédu, ktora funguje
na podobnom principe, ako metédy vnutorného bodu v LP. Pri vypocte sleduje ist1 tra-
jektériu, ktord nas povedie k hladanému rieSeniu. Nasim cielom je analyzovat vlastnosti
tejto trajektorie, ktoré su délezité pri konstrukcii algoritmov na hladanie optimélneho
rieSenia ulohy LP s najmensou normou. Podavame podrobny popis vlastnosti trajekto-
rie spolu s prislusnymi dékazmi. Pri analyze vychddzame z ¢lanku [15], kde je popisana
trajektdria pre tlohy LP. Jednotlivé vlastnosti trajektorie vSak nie st priamo dokazované
- autori len odkazuju na dokazy vlastnosti trajektorie pre tlohy linearnej komplemen-
tarity. Druhy ¢lanok z ktorého erpame je [6], kde st vlastnosti trajektérie rozoberané

podrobnejsie, avSak pre tlohy semidefinitného programovania.



Kapitola 2

Optimalne rieSenia s najmensou

norrimou

Cielom tejto kapitoly je uviest ¢itatela do problematiky optimélneho riesenia tlohy LP s
najmensou normou. Kapitola mé nasledujicu struktiru: v prvej casti definujeme tlohu
LP a uvaddzame vybrané zékladné vysledky z tedrie LP. V druhej casti definujeme opti-
malne rieSenie tlohy LP s najmensou normou a dalej sa venujeme zakladnym informéciam
o nom. Zaveretna cast kapitoly podava prehlad a stru¢ny popis niektorych metéd, ktoré

dokazu najst takéto rieSenie.

V praci je pouzité Standardné oznacenie pre literatiru o metddach vnitorného bodu.
Vektory uvazujeme ako stipcové. Tu je zoznam niektorych pouzitych symbolov:
R™  priestor realnych n-rozmernych vektorov

R’ priestor nezapornych n-rozmernych vektorov

|z|| Euklidovska norma vektora z, tiez ||z||o
e vektor jednotiek (rozmer je uréeny kontextom), e = (1,1, ....,1)T
1 diagonalna matica s jednotkami na diagondle, I = diag(e)

xs  Hadamardov saéin vektorov, (zs); = x;s;
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Pre vektor z definujeme:
X matica s vektorom x na diagonéle, X = diag(z)
et (@) =24

X2 X ?=diag(z?)

2.1 TUloha lineArneho programovania

Ulohou linedrneho programovania rozumieme hladanie viazaného extrému linearnej fun-
kcie pri ohrani¢eniach v tvare linearnych rovnic a nerovnic. Existuje niekolko rdznych
formulécii (tvarov) tejto ulohy, ktoré sa navzajom lisia:

-typom ohraniceni: len rovnosti, len nerovnosti, zmiesané ohranicenia

-viazanostou premennych: nezdporné premenné, volné premenné, zmiesané.

Pre nézornost uvedme vseobecny tvar tlohy LP. Ako je zauzivané v literatire, m predsta-
vuje pocet ohraniceni tlohy a n pocet premennych. Definujme mnozinu indexov vsetkych
premennych J = {1,2,...,n} a jej podmnozinu Jyy C J, ktora zahfiia indexy nezapor-

nych premennych. Potom vSeobecnym tvarom tlohy LP nazyvame tlohu

min ¢’z
Apr = bg
Az < by
r; =2 0, j€Jyn,

kde ¢,z € R", by € R™, by € R™™ Ap € R™*" A; € Rm=m)X" 4 m oznaduje
pocet rovnosti spomedzi ohraniceni.

Vseobecny tvar ulohy LP predstavuje schému, z ktorej mozeme odvodit jednotlivé Spe-
cidlne tvary. Tieto tvary tlohy LP st navzajom ekvivalentné: tlohu v jednom tvare vieme

previest na ekvivalentni tlohu v inom tvare. Preto sa mozeme bez ujmy na vSeobecnosti
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zaoberat len jednym konkrétnym tvarom tlohy.
Budeme pouzivat tzv. rovnicovy tvar tlohy LP (ktory je typicky preferovany pri metédach
vnatorného bodu) :

(P) min{c’z : Az = b, x > 0}, (2.1)

pricom A € R™" x,s,c € R", y,b € R™. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokla-
daft, ze plati m < n a matica A mé plnt hodnost, t.j. h(A) = m.
Ulohu (P) budeme nazyvat primarnou tlohou. Preusporiadanim tidajov v primarnej tlohe

dostaneme int tlohu LP, ktora sa nazyva dudlnou tlohou k tlohe (P):
(D) max{b’y : ATy +s=rcs>0}. (2.2)

Ulohy (P), (D) spolu tizko stvisia. Vzfahmi medzi nimi sa zaobera teéria duality. Mno-

zinou pripustnych rieSeni tlohy (P) nazyvame mnoZinu
P={zxeR": Az =b,x >0}
a mnozinou optimalnych rieSeni mnozinu
P ={z"e€P:cla* <z Vz e P}
Analogicky pre tlohu (D) definujeme
D={(y,s) ER™"xR": ATy +s5=rcs>0},

D' ={(y",s") € D:b"y* >b'y Y(y,s) € D}.

O moznych vysledkoch, ktoré mozeme dostat rieSenim tlohy LP, hovori tzv. zakladna veta

linedrneho programovania:

Veta 1 (Zakladna veta LP, [9]) Pre lubovolni ulohu LP nastdva prave jedna z tjchto

troch mozZnosti:

1. Nepripustnost: mnoZina pripustnych riesent je prizdna
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2. Neohranicenost: ucelovd funkcia je na mnoZine pripustnich rieseni v smere optima-

lizdcie neohranicend
3. Optimalita: iloha md optimadlne riesenie.

V nasledujticom texte sa budeme takmer vylucne zaoberat llohami, pre ktoré plati tretia
moznost z predchadzajucej vety. Takéto tlohy nazyvame rieSitelnymi. Z tedrie duality
v LP vieme, Ze riesitelnost primarnej a dudlnej tlohy st uzko spité: tlohy (P), (D)
bud st obe riesitelné (maju optimélne rieSenia), alebo ani jedna z nich nemé optimalne
rieSenie. Nutnou a postacujicou podmienkou pre riesitelnost uloh (P), (D) je existencia
pripustného riesenia pre obe tulohy. Predpoklad riesitelnosti tloh (P), (D) preto mozeme
formulovat dvoma ekvivalentnymi sposobmi:
- tlohy (P), (D) su riesitelné
- obe tlohy (P), (D) maju pripustné rieSenia.
Metody vnutorného bodu vyuzivaju charakterizaciu optimalneho riesenia, ktora prevadza
ulohu LP na riesenie nelinearneho systému rovnic. Ukazuje sa, Ze riesenim tohto systému
dostaneme stucasne optimalne riesenie pre primarnu aj pre dualnu tlohu. Uvedenta cha-
rakterizaciu mozno odvodit z dudlnych vztahov medzi tlohami (P), (D). Inym spésobom
odvodenia je vyvodif tento systém ako Specidlny pripad KKT (Karush-Kuhn-Tucker)
podmienok optimality. Pre tilohu LP st totiz KKT podmienky nutnymi aj postacujucimi
podmienkami optimality.
Veta 2 (KKT podmienky optimality, [14]) Vektor z* € R" je optimdlnym riesenim
dlohy (P) a vektor (y*, s*) € R™XxR" je optimdlnym riesenim tulohy (D) vtedy a len vtedy,
ked vektor (x*,y*, s*) je riesenim nasledugiceho systému:

ATy + 5 —c=0,

Ar* —b =0,



KAPITOLA 2. OPTIMALNE RIESENIA S NAJMENSOU NORMOU 10

Vztah xfs; = 0, i = 1,2,...,n, sa nazyva podmienkou komplementarity. Zadefinujeme

komplementaritu a ostri komplementaritu dvojice vektorov:

Definicia 1 Vektory a,b € R"™ sa nazyvaji komplementdrne, ak plati ab = 0.
Vektory a,b € R"™ sa nazyvaju ostrokomplementdrne, ak si komplementdrne a navyse

plati: a + 0 > 0.

Primarno-dudlne optimélne rieSenie (x*,y*, s*) nazveme ostrokomplementarnym, ak pri-
mérne optimdlne rieSenie z* a zlozka s* prislusného duélneho optimélneho riesenia (y*, s*)

st ostrokomplementarne vektory.

2.2 O rieseni ulohy LP s najmensou normou

Bude néas zaujimat mozny pocet rieseni tlohy LP. RozliSujeme tri zékladné pripady, ktoré
mozu nastat:

- 0 optiméalnych rieSeni: neohranicenost alebo nepripustnost tlohy. Ide o pripady, ktoré
definuja 1. a 2. bod Vety 1

- 1 optimélne riesenie

- viac optimalnych rieseni.

7 tedrie LP je zname, Ze mnozina optimalnych rieseni tlohy LP je stenou mnoziny pri-
pustnych rieseni. Ak je optimalne riesenie len jedno, ide o stenu najmensieho rozmeru -
jeden bod. Pretoze stena mnoziny pripustnych rieseni je konvexnad mnozina, s kazdymi
dvoma bodmi musi obsahovat celt tise¢ku, ktord tieto body spédja. Z toho vyplyva, ze ak
mé uloha LP aspon 2 optimélne rieSenia, tak ich musi mat nekonecne vela.

Prave pripad viacerych optimalnych rieseni je zaujimavy. Totiz, ak je rieSenie ulohy LP
len jedno, potom kazda (korektnd) metéda musi néjst prave toto rieSenie. Ak je vSak opti-
malnych rieseni nekonecne vela, potom je zaujimavé vediet, aké riesenie ndjde konkrétna

metoda.
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Nasu pozornost teraz upriamime na Specialne rieSenie tlohy LP. Spomedzi vSetkych opti-
malnych rieSeni chceme vybrat také, ktoré bude mat najmensiu Euklidovska normu. Skra-
tene ho budeme oznacovat ako LTN-rieSenie tlohy LP (oznacenie je z anglického nézvu
,Least Two-Norm solution“). Hladanie takéhoto rieSenia uz nie je tlohou LP, pretoze

optimalizujeme nelinedrnu ucelova funkciu.

Definicia 2 (LTN-rieSenie tlohy LP) Nech z* je optimdlne riesenie dlohy (P). LTN-

riesenim ulohy (P) nazgvame optimdlne rieSenie nasledugicej ulohy:
min{||z| : Az = b, 'z = "2,z > 0}.

Analogicky, nech (y*, s*) je optimalne riesenie ulohy (D). LTN-riesenim dlohy (D) nazy-

vame optimdalne riesenie ulohy:
min{||y| : ATy +s=cbly=0b"y" s >0}

7 geometrického pohladu ide o také rieSenie, ktoré je spomedzi vSetkych optimélnych
rieSeni najblizsie k pociatku suradnicového systému. Prirodzenym zovseobecnenim tohto
pojmu je potom také optimalne rieSenie, ktoré je najblizSie k Tubovolnému zadanému
bodu. Budeme pren pouzivat oznacenie GLTN-rieSenie (,Generalized Least Two-Norm

solution®).

Definicia 3 (GLTN-rieSenie tlohy LP) Nech z* je optimdlne rieSenie ulohy (P) a
nech a € R™ je lubovolny zadany vektor. GLTN-riesenim tlohy (P) nazyvame optimdlne

riesenie nasledujicej ulohy:
min{||z — a|| : Av = b, "z = cT2*, 2 > 0}.

Analogicky, nech (y*,s*) je optimdlne rieSenie ulohy (D). Pre lubovolny zadany vektor

q € R™ definujeme GLTN-riesenie ulohy (D) ako optimdlne riesenie ulohy:

min{|ly —q|| : ATy +s=c,b'y=0b"y* s >0}
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Nasledujtca lema nam ukaze, ze GLTN-riesenie primarnej aj dualnej tilohy je jednoznacne

urcéené:

Lema 1 Nech (P), (D) su riesitelné ulohy LP a nech a € R™, ¢ € R™ si lubovolné
vektory . Potom
(a) dloha min{||z — a|| : x € P*} md prdve jedno optimdlne riesenie.

(b) uloha min{||y — q|| : (y,s) € D*} md prave jedno optimdlne riesenie.

Dokaz: (a) VSimnime si, ze tloha min{||x — a|| : © € P*} je ekvivalentna s tlohou
min{>""_ (z;—a;)? : * € P*}. Uéelova funkcia > (2; —a;)? je rydzokonvexna. Vezmime

Tubovolny bod z* € P* a definujme
P ={x P :|x—a| <|x*—a|}.

Lahko overime, Ze mnozina P, je uzavretd (pretoZe obsahuje vSetky svoje limitné body),
neprazdna (z* € P,+), ohrani¢end a konvexnd. Z toho vyplyva, Zze P, je kompaktna.
Spojita funkeia Y " (x; — a;)* nadobuda na kompaktnej mnozine P, svoje minimum. Z

rydzokonvexnosti funkcie Y7 | (z; — a;)?

a z konvexnosti mnoziny P, zasa vyplyva, ze
toto minimum je jednozna¢né. Z definicie mnoziny P,« (obsahuje tie body x z P*, pre
ktoré je vyraz ||z — a|| ,maly*) vidime, Ze jednozna¢né minimum funkcie > 1"  (x; — a;)?
na P, je zaroveil jednozna¢nym minimom funkcie " | (z; — a;)* na mnozine P*.

(b) Uloha min{||y —q|| : (y,s) € D*} je ekvivalentnd s ilohou min{>"""  (v;i—q;)%: (y, ) €
D*}. Ucelova funkcia > (y; — ¢;)? je opit rydzokonvexnéa. Mnozina D* je konvexna, ¢o
nam umoznuje skonstruovat mnozinu Dy = {(y, s) € D* : |ly—q|| < ||y*—¢||} s rovnakymi
vlastnostami, ako mala mnoZina P,.. Dalsia argumenticia a postup dokazu je rovnaky
ako v Casti (a). O

Pozndmka: Dokaz sa vztahuje aj na jednoznacnost LTN-riesenia, ktoré je $pecidlnym pri-

padom GLTN-riesenia (pre a =0, resp. ¢ =0).
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Kréatke vysvetlenie, ktorym chceme zabranif pripadnému zméteniu zo striedania poj-
mov LTN-rieSenie a GLTN-riesenie: v tretej kapitole budeme definicie a vysledky for-
mulovat pre GLTN-rieSenie (s tym, Ze tieto samozrejme platia aj pre LTN-rieSenie ako
Specidlny pripad). Len v pripade potreby zdéraznime niektoré formulécie osobitne aj pre
LTN-riesenie. Vo zvysku tejto kapitoly sa vSak formulacie pre LTN-rieSenie, resp. pre
GLTN-riesenie striedajt. Viaceré clanky k tejto problematike sa totiz zaoberaja len LTN-
rieSenim. Preto sme v tychto Castiach textu ponechali formulacie tak, ako boli v original-

nych ¢lankoch - t.j. pre LTN-rieSenie. Na tieto pasaze ¢itatela upozornime priamo v texte.

GLTN-riesenie ulohy LP méze byt krajnym bodom mnoziny optimdalnych rieSeni, rov-
nako ako vnutornym bodom tejto mnoziny. Z toho je zrejmé, ze ani simplexova metdda,
ani klasické metédy vnutorného bodu vo vSeobecnosti nendjdu GLTN-riesenie. Preto je
potrebné vyvijat metddy Specidlne pre tlohu na hladanie GLTN-rieSenia. V dalSej ¢asti

kapitoly sa v kratkosti pozrieme na niektoré z tychto algoritmov.

2.3 Prehlad metdéd

V tomto prehlade vychddzame z prehladu v ¢lanku [15], ktory sme doplnili o niektoré
novsie vysledky. Upozorniujeme, Ze prehlad nie je vycerpavajici a nemusi zahnat vsetky v
stucasnosti zname metddy a pristupy pre hladanie LTN-rieSenia. Metédy v tomto prehlade
budt formulované v tvare, v akom boli formulované v povodnych ¢lankoch, z ktorych
Cerpame (to znamend pre LTN-rieSenie. Vynimkou je poslednd metéda z podkapitoly o

konvexnej reformulécii, ktord bude uvedena v tvare pre GLTN-rieSenie).

2.3.1 Tikhonovova regularizacna metoda

Ide o najstarSiu zndmu metddu pre hladanie LTN-rieSenia Glohy LP. Je zalozené na Tik-

honovovej regularizacii zle podmienenych tloh ([12]). Zékladnou myslienkou je riesif na-
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sledujucu perturbovanu tlohu:
min{c’z + p||z||* : Az = b,z > 0}, (2.4)

kde parameter p > 0.

Ozna¢me x(p) := rieSenie tlohy (2.4) pre kazdé u > 0. Autori v [12] ukdzali, Ze ak
u — 0, potom z(u) konverguje k LTN-rieSeniu tlohy (P). Tento poznatok umoziuje
hladat LTN-rieSenie postupnym rieSenim tloh (2.4) pre klesajice p. Kedze ale v kazdom
kroku potrebujeme riesit tlohu kvadratického programovania, takyto postup je ¢asovo
dost narocny.

Neskér bolo dokazané, Ze na ziskanie presného LTN-rieSenia tlohy (P) staci vyriesit jedind
ulohu kvadratického programovania. Presnejsie: existuje taka hodnota ji > 0, Ze pre vSetky
p € (0,) je uz prislusné z(u) (rieSenie tlohy (2.4)) presnym LTN-riesenim ulohy (P).
Tento objav sa pripisuje autorom Mangasarian a Meyer ([8]). Aj tento pristup mé vSak
jeden problém - hodnotu i nevieme urcit. Preto ked vezmeme nejaké 1 > 0 a vyrieSime
tlohu (2.4), je problém zistif, ¢i p bolo dostatoéne malé nato, aby sme ziskali presné
LTN-rieSenie tlohy (P).

Existuja teda dva zakladné pristupy zalozené na Tikhonovovej regularizacii:

1. Riesit postupnost tloh (2.4) pre zvolenu klesajicu postupnost py, — 0. Pritom jed-
notlivé tlohy (2.4) nie je potrebné riesit presne, postac¢uju rieSenia s istou toleranciou

v presnosti.

2. Urcif kritérium, podla ktorého sa da rozhodnit, ¢i aktualna hodnota parametra p je
dostato¢ne malé nato, aby sme vyrieSenim tlohy (2.4) dostali presné LTN-rieSenie

ulohy (P).

Oboma pristupmi sa zaoberalo viacero autorov. My sa im vSak podrobnejSie venovat

nebudeme.
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2.3.2 Konvexna reformulacia

Tato skupina zahfiia pristupy, pri ktorych sa tloha na hladanie LTN-rieSenia tlohy LP
transformuje na ekvivalentnii lohu konvexného programovania bez ohraniceni. Transfor-
mované tlohy sa potom daji riesif prostriedkami volnej optimalizicie. Priekopnikom v
tejto oblasti bol Mangasarian ([7]). V stcasnosti je zndmych viacero konvexnych reformu-

lacii, ktoré st zalozené na réznych myslienkach. Rozoberieme dve novsie:

C. Kanzow, H. Qi a L. Qi ([5]) Zakladnym prvkom reformulacie je vysledok autorov
Smith a Wolkowicz ([11]):

Veta 3 Vektor x* je LTN-rieSenim tlohy (2.1) vtedy a len vtedy, ked existuje ¢islo R > 0

take, Ze pre kazdé r > R ma nelinedrny systém
T _
A[A )\T—rch—b

o, ’
rieSenie \x a plati:

¥ = [AT)\T - rc]+

kde v, oznacuje vektor so zlozkami (v, ); = max{v;,0}.

Veta 3 hovori, Ze ked zvolime r a dopoc¢itame k nemu \,, vieme vypocitat aj LTN-rieSenie.
Uvedend charakterizacia LTN-rieSenia vSak zavisi od parametra r. Ten musi byt dosta-
to¢ne velky, aby sme zo systému z Vety 3 skutocne dostali LTN-rieSenie tlohy (P).

Motivovani Vetou 3, autori v ¢lanku [5] zavadzaji funkciu
Lorgar 2 _ T
f()\r):§|| [A )\r—rc]+|| —-b' A\,

ktora (rovnako ako \,) zavisi od parametra r. Tato funkcia ma délezité vlastnosti: je

konvexné a spojite diferencovatelnd s gradientom

Vi) = A[ATN, —rc]y — 0.
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Ked polozime Vf(A,) = 0, vidime, Ze stacionarny bod funkcie f(),) je rieSenim neline-
arneho systému z Vety 3. Ak navySe parameter r je dostato¢ne velky, potom z Vety 3
vyplyva, Ze vektor z* := [AT\, — r] . je LTN-rieSenim tlohy (P) prave vtedy, ked A, je
stacionarny bod funkcie f. Kedze funkcia f je konvexné, kazdy jej stacionarny bod je jej
minimom. Preto z* je LT N-rieSenie tlohy (P) prave vtedy, ked A, je minimom funkcie f.

Dostavame tak konvexnu reformuléciu povodnej tlohy na hladanie LTN-rieSenia:
min{f(\,) : \, € R.} (2.5)

Reformulovand tloha mé pekné vlastnosti: je bez ohraniceni a ticelova funkcia je spojite
diferencovatelna. To ndm umoziiuje pouzit na jej rieSenie prostriedky volnej optimalizacie.
Treba este zdoraznit prinos takejto reformulécie. Totiz, LTN-rieSenie sme mohli dostaf aj
rovno zo systému, ktory je uvedeny vo Vete 3. Ten vSak nebol taky ,hladky®, ako je tce-
lové funkcia v reformulovanej tlohe (2.5). Preto sa reformulovana tloha vo vSeobecnosti
riesi fahSie ako uvedeny nelinedrny systém. Autori v ¢lanku [5] podavaju aj algoritmus
(zalozeny na Newtonovej metéde), ktory dokéaze tlohu (2.5) efektivne riesit.

Hoci z doterajsieho popisu vyzera metdda velmi nadejne, radost nam kazi hlavny problém:
podobne ako pri Tikhonovovej regulariza¢nej metéde, aj tu rieSenie zavisi od volby para-
metra, ktorého hodnotu vopred nepozname. Nevieme overit, ¢i parameter r je dostato¢ne
velky (tak ako vyzaduje predpoklad Vety 3). Autori ([5]) nechavaji otazku urcovania pa-

rametra r nezodpovedand.

A. I. Golikov, Yu. G. Evtushenko a N. Mollaverdi ([2])

Dalsia metéda, ktora prevadza hladanie LTN-rieSenia tilohy LP na hladanie volného ex-
trému konvexnej funkcie. Na rozdiel od predchadzajicich spominanych metéd, autori v
¢lanku ([2]) uvadzaju vysledky a formuluji metédu pre GLTN-rieSenie. Ich pristup je
zaloZeny na pouziti istej pomocnej funkcie, ktora je odvodena od Lagrangeovej funkcie k

tlohe na hladanie GLTN-rieSenia.
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Nech je zadan4 riesitelna dloha (P). Zavedme oznacenie:

f+ = min .
zeP

Autori uvazuju tlohu na hladanie GLTN-rieSenia tlohy (P) v nasledujicom tvare:

1
m%)n §||x —al?, P ={zcR":Av=b,c"x = f,,x >0}, (2.6)
rzeP*

kde a € R" je Tubovolny zadany vektor.

Lagrangeova funkcia k tlohe (2.6) ma tvar:
1
E(ZE,p, ﬁ? CL) = i”x - CL||2 +pT(b - AI) + B(CT‘T - f*)7 (27)

kde p € R™ a (8 € R st Lagrangeove multiplikatory. Z KKT podmienok optimality pre
tlohu (2.6) vieme vyjadrit
z=(a+ ATp— Bc),. (2.8)

V dalsom kroku autori skonstruovali dudlnu tlohu k dlohe (2.6), ktora m4 tvar:

in £ : 2.9
Inax max miy (z,p, B, a) (2.9)

Po dosadeni vyrazu (2.8), ktory je rieSenim vnutornej minimalizacnej tlohy v (2.9), sa

dostavame k funkcii
~ 1 1
L(p,B,a) =b"p— §|I(a + ATp— Be).|]* — Bf. + §||&||2- (2.10)

Maximalizaciou funkcie ﬁ(p, 3, a) podla premennych p, 5 dostaneme optimélne hodnoty
Lagrangeovych multiplikdtorov (ktoré st zaroven optimalnymi rieSeniami dudlnej tlohy
k tlohe (2.6)). Z nich uz potom nie je problém dopo¢itat optimélne riesenie tlohy (2.6) z
vyrazu (2.8).

Funkcia £(p, 3, a) viak obsahuje &slo f, - optiméalnu hodnotu téelovej funkcie tlohy (P).
Tato hodnotu na zaciatku vypoctu nepozname. Autori preto navrhuji nahradit funkciu

L(p, B, a) nasledujicou funkciou

§(p, 5,a) = p — 3 la+ ATp — ). | (2.11)
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Namiesto maximalizacie funkcie £(p, 3, a) budeme teda maximalizovat funkciu S (p, B, a).
Dostavame sa k tlohe

max S(p, 3, a). (2.12)

peER™
Vsimnime si, ze v transformovanej tlohe (2.12) povazujeme [ za pevna konStantu a
maximalizujeme uZ len podla premennej p.
Autori ukézali, Ze za istych predpokladov je tloha (2.12) ekvivalentnd s maximalizaciou
funkcie E(p, B,a) a dovedie nas k GLTN-rieSeniu tlohy LP. Jednym z tychto predpokla-
dov je ohranicenie na hodnotu parametra (3. T4 nesmie klesnif pod ist(i konStantu (5*.
Hodnota tejto konStanty zavisi od ndjdeného optiméalneho rieSenia, ¢o opit predstavuje
isty problém, kedZe tto hodnotu a priori nepozname.
Druhym obmedzujicim predpokladom ekvivalencie tloh (2.9) a (2.12) je podmienka na
submaticu matice A, ktora prislicha k ndjdenému optimalnemu rieSeniu (submatica po-
zostéva z tych stlpcov matice A, ktoré zodpovedajt nenulov§m zlozkdm najdeného opti-
malneho riesenia). Tato submatica musi mat plni hodnost m. Len za takéhoto predpo-
kladu sa d4 odvodif formulka pre 5*. Formalne st podmienky ekvivalencie tloh zhrnuté

v nasledujicej vete:

Veta 4 ([2], Theorem 1) Nech mnoZina optimdlnych rieSeni dlohy (P) je neprdzdna.
Nech matica A;, pozostdvajica z tyjch stipcov matice A ktoré zodpovedaji nenulovym zloz-
kam wvektora T*, md hodnost m. Potom pre lubovolné ¢islo 3 > [3*, projekcia T* bodu

a € R™ na mnoZinu optimdlnych rieSent dlohy (P) je dand vztahom
# = (a+ ATp() — fe)s.
kde p(B) je rieSenim optimalizacnej ulohy (2.12).

Vsimnime si, Zze nutnou podmienkou pre splnenie predpokladu o hodnosti submatice A,
je, aby najdené optimalne riesenie malo viac nenulovych prvkov, ako je pocet ohranic¢eni

m.
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Metdéda, ktorti autori navrhuji, je primarne urcéend na vypocet Tubovolného optiméalneho
rieSenia (GLTN-rieSenie ndm nezarucuje, vzhladom na silné predpoklady Vety 4). Ide o

nasledujuci itera¢ny proces:
1
pit € arg max{b'p — J(w + ATp — fe)+|*}, (2.13)

Tpr = (Tx + ATpk+1 — )y, (2.14)

kde za Startovaci bod xy mozeme zvolit Tubovolny vektor.

Na hladanie volného extrému v dlohe (2.13) pouzivaju autori zovSeobecnenit Newtonovu
metddu, ktord je struéne popisand v ¢lanku [2]. Uvedeny iteraény proces je dobre defino-
vany. Jeho vysledkom je vZdy presné rieSenie ulohy (P), ale tieZ presné rieSenie duélnej

ulohy (D).

Veta 5 ([2], Theorem 3) Nech mnoZina optimdlnych rieSeni ulohy (P) je neprdzdna.
Potom pre lubovolné B > 0 a lubovolny Startovaci bod x, iteracny proces (2.13), (2.14)
konverguje k bodu x* - optimdlnemu rieseniu dlohy (P) - v konecnom pocte krokov w.

Navyse, vztahom y* = Z% je uréené optimdlne riesenie dudlnej ulohy (D).

Autori odporucaju pouzivat metédu pre riesenie tloh s velkym poc¢tom premennych (ra-
dovo az v miliénoch) a stredny pocet ohraniceni (radovo v tisickach). Najzlozitejsim kro-
kom vypoctu je totiz rieSenie tlohy na volny extrém (2.13). Rozmer tejto tlohy je dany
poctom ohranic¢eni m, preto ¢asova naroc¢nost jednotlivych iterécii s rasticim m stipa.

Ako sme spominali, nadjdenie GLTN-riesenia uvedenou iteracnou metédou nemame vo
vSeobecnosti zaistené. V numerickych testoch, ktoré prevadzali autori, bola nastavena
konstantna hodnota 3 = 1. Vo vsetkych testovanych tlohach sa ukazala ako dostatocna -
to znamena, ze po najdeni rieSenia a dopocitani hodnoty (* platilo § > (*. Samozrejme,
nemame teoretickt zaruku ze by sme GLTN-rieSenie nasli v lubovolnom pripade. Rovnako
ako pri predchadzajicich spominanych metédach je tu problém odhadnutia nezndmeho
parametra (8 musi byt dostato¢ne velké). Po skonceni vypoctu vsak asponi vieme lahko

overit, ¢i ndjdené optimélne riesenie tlohy (P) je aj GLTN-rieSenim.



Kapitola 3

Regularizovana centralna trajektoria

V tejto kapitole sa budeme zaoberat jednou z (relativne) novsich metéd pre hladanie
GLTN-rieSenia ulohy LP. Bola predstavend v r. 2002 v ¢lanku [15] a ide o prvii me-
tédu svojho druhu. Nevyuziva ziadny z pristupov, ktoré sme spominali v predchadzajuce;j
kapitole, t.j. nepotrebuje riesit pomocné tlohy kvadratického programovania ani tlohy
volnej optimalizacie konvexnej funkcie. Vdaka tomu nie st potrebné ziadne obmedzujtce
predpoklady o povodnej tlohe. Dokonca sa nepotrebujeme ani vysporiadat s pripadnou
neexistenciou vnutorného bodu tlohy (¢o je nevyhnutné pri beznom pouziti metéd vni-
torného bodu v LP).

Metoda je zalozena na podobnom principe ako metédy vnutorného bodu v LP. Pri vy-
pocte sleduje ista trajektoriu, ktora je vsak odlisna od klasickej centralnej trajektorie,
znamej z LP. Tato nova trajektoriu nazyvame regularizovanou centralnou trajektoriou.
Na rozdiel od klasickej, regularizovana centralna trajektoria vzdy existuje a lisi sa od nej
aj v niektorych dalsich vlastnostiach. NajdélezitejSou z tychto vlastnosti je konvergencia
regularizovanej centralnej trajektorie k GLTN-rieseniu tlohy LP.

Kapitola ma nasledujicu strukttru: najskor stru¢ne pripomenieme odvodenie klasickej
centralnej trajektorie a niektoré jej vlastnosti. Potom sa budeme zaoberat odvodenim

regularizovanej centralnej trajektdrie a formuléciou systému rovnic, ktorymi je urc¢ena. V

20
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tretej Casti kapitoly rozoberame jednotlivé vlastnosti regularizovanej centralnej trajektorie

- existenciu, konvergenciu a analytické vlastnosti.

3.1 Klasicka centralna trajektoria

Nadalej uvazujeme primarnu aj dudlnu tlohu v rovnicovom tvare (tlohy (P), (D) z Ka-

pitoly 2). K ulohe (P) definujme mnozinu
P'={zeR": Ax = b,z > 0}.

Tato mnozinu nazyvame mnoZinou vnutornych bodov tlohy (P) a jej prvky vnitornymi

bodmi tlohy (P). Analogicky definujeme mnozinu vnatornych bodov tlohy (D):
D’ ={(y,8) ER" xR": Aly +s=r¢,5s >0}
Pre parameter p > 0 definujeme tzv. logaritmicka bariérova tlohu:
min{c’z — ,uzn:lnmi : Az = b,z > 0}. (3.1)
i=1
Centralna trajektoria pozostava z rieseni logaritmickych bariérovych tloh pre jednotlivé

hodnoty parametra p > 0. Centralnu trajektériu mozno odvodit len za zakladného pred-

pokladu:

Predpoklad 1 Ezistuje vnitorny bod pre primdrnu aj pre dudlnu ilohu, t.j. P° # 0,
DO £ 0.

Za tohto predpokladu, pre kazdé ;i > 0 existuje prave jedno riesenie bariérovej ulohy (3.1)
([13], resp. [3]). Ulohu (3.1) vieme riesit pouzitim Lagrangeovej metédy. Bod minima tejto
ulohy je stacionarnym bodom Lagrangeovej funkcie
L, (z,y)=c"z— ,uZlnxi —yT(Az —b),
i=1

kde y € R™ je vektor Lagrangeovych multiplikatorov.



KAPITOLA 3. REGULARIZOVANA CENTRALNA TRAJEKTORIA 22

Stacionarny bod Lagrangeovej funkcie najdeme tak, Ze polozime parcialne derivacie fun-

kcie £,(z,y) rovné nule.

L, (z,y) T -1 _
e =c —Aly—px =0, 52)
OLulw,y) _ —Az+b=0 |
oy '

Ak polozime s = pux~!, tak spolu s predchadzajticimi rovnicami (3.2) po uprave dosta-

neme:

ATy +s—c=0,

Arxr —b=0,
(3.3)
xs = pe,
(x,s) > 0.

Systém (3.3) sa nazyva p-centrujici systém. Za Predpokladu 1 mame zarudent existenciu

a jednoznacnost rieSenia p-centrujiceho systému pre fubovolné p > 0 ([13], resp. [3]).

Veta 6 ([13], Corollary 17.3) Nech mnoZiny vnitorngch bodov primdrnej aj dudlnej

ulohy su meprdazdne. Potom pre lubovolné > 0 existuje prdve jedno rieSenie systému

(3.3).

Existencia a jednozna¢nost rieSenia p-centrujiceho systému umoziiuji pozerat sa na cen-
tralnu trajektériu ako na funkciu p — (x(p), y(w), s(p)).

Centralna trajektoéria bola podrobne analyzovana a boli ukdzané mnohé jej zaujimavé
vlastnosti. Jednou z kltucovych je jej konvergencia k optimalnemu rieseniu tloh (P), (D).
Navyse sa ukazuje, Ze centralna trajektoria konverguje k vyznac¢nému optimalnemu riese-
niu - k tzv. analytickému stredu mnoziny pripustnych rieseni. Vseobecnu definiciu analy-
tického stredu mnoziny mozno najst napr. v [10]. My ju uvedieme v $pecidlnom tvare pre

mnozinu P*:
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Definicia 4 (Analyticky stred mnoziny P*) Nech (P) je riesitelnd uloha LP a nech

existuje vnitorny bod dudlnej ulohy (D). Definujme mnoZinu indexov
B=oc(P)={i: 3z € P :x; >0}

Analytickym stredom mnoZiny optimalnych riesent ilohy (P) nazgvame optimdlne riesenie
tlohy

max {};13 7| Ar = b} )
Volne povedané, analyticky stred mnoziny optimalnych rieSeni je taky bod, ktory je ,,¢o
najdalej“ od hranic tejto mnoziny. Vieme ho definovat len pre ohrani¢ené mnoziny (de-
tailne popisané v [10]). Preto v Definicii 4 vystupuje predpoklad existencie vnttorného
bodu duélnej tlohy - implikuje totiz ohrani¢enost mnoziny P*. Ak analyticky stred pre
dan(t mnozinu vieme definovat, potom je jednoznac¢ny - to znamené, Ze mnoZzina moze
mat najviac jeden analyticky stred.
Centralna trajektdria existuje len za predpokladu existencie vntatornych bodov oboch tloh
(P), (D). Tento predpoklad implikuje ohrani¢enost mnozin P* aj D* a teda aj existenciu
(jednoznac¢ného) analytického stredu pre obe mnoziny P*, D*.
Ako sme uz spominali, centralna trajektoria konverguje k analytickému stredu mnoziny

optimalnych rieseni ulohy LP:

Veta 7 ([10], [3]) Ak primdrna aj dudlna dloha magi vnitorny bod, potom x () konver-
guje k analytickému stredu mnoZiny optimdlnych riesSeni primdrnej dlohy a (y(n), s(p))

konverguje k optimdlnemu rieSeniu dudlnej ilohy (pre p — 0).

Dalsou délezitou vlastnostou centralnej trajektérie je jej analytickost. Analytickost fun-
kcie je zaujimava z viacerych dovodov. PredovSetkym, analytickd funkcia je nekonec¢ne
diferencovatelna (t.j. existuju pre nu derivacie vSetkych radov). NavySe, ak je funkcia

analytickd v nejakom bode ji, potom jej rozvoj do Taylorovho radu bude konvergovat k
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skuto¢nej hodnote funkcie (na okoli bodu ). Prave tato vlastnost ma velky vyznam pri
analyze rychlosti konvergencie algoritmov, ktoré st zalozené na sledovani trajektorie.
Analytickost centralnej trajektdrie pre p > 0 sa dokazuje pouzitim vety o implicitnej

funkcii. Naroc¢nejsi je dokaz analytickosti v limitnom bode pre = 0 (napr. v [4]):

Veta 8 Centrdalna trajektoria (definovand systémom (3.3)) je analytickou funkciou pre-

mennej . na mnozine € (0,00).

Centralna trajektoria je osvedéeny prostriedok, ktory umoznuje efektivne hladat opti-
malne rieSenie Ulohy LP. Je vSak zrejmé, Ze nie je vhodna pre hladanie GLTN-rieSenia
tlohy LP. Jednoducho by sa dalo ukazaf, ze GLTN-rieSenie tllohy LP mozZe byt aj kraj-
nym bodom mnoziny optimélnych rieSeni - v takom pripade uz nemdze byt analytickym
stredom (ak predpokladdme, Ze tloha ma viacero optimalnych rieseni). Ukézeme vSak,
ze jednoducha modifikdcia Lagrangeovej funkcie k bariérovej ulohe (3.1) povedie k novej
trajektorii, pomocou ktorej je mozné hfadat GLTN-riesenie. Tzv. regularizovand centralna
trajektoria navyse existuje pre Tubovolni dvojicu priméarnej a dualnej tlohy - na rozdiel
od klasickej centralnej trajektorie, ktora vyzaduje existenciu vnutornych bodov primarnej

aj dualnej ulohy.

3.2 Odvodenie regularizovanej centralnej trajektorie

Pri odvodeni klasickej centralnej trajektdrie sme hladali stacionarny bod Lagrangeovej

funkcie

L,(z,y)=clz— ,uZlnx,» — oy (Az —b).
i=1

Regularizacia spociva v pridani regulariza¢ného c¢lena k tejto funkcii. Dostavame tak mo-

difikovani Lagrangeovu funkciu:

i 1
duo(w,y) = "o —p Yy Imwi —y"(Ar =) + S0(|o — a3 = Iy - qlld).
=1
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w>0,0>0.

Ako vidime, Lagrangeova funkcia bola rozsirend o dve zlozky: 30|z —al|3 a —36]|y — ¢||3.
Vyznam prvej z nich je intuitivne zrejmy. Je to penalizacny clen, ktory ,pokutuje” tie
rieSenia, ktoré su ,daleko“ od bodu a. Inak povedané, ,tlaci“ ndjdené stacionarne body
funkcie ¢, o(x, y) k takym rieSeniam, ktoré s v Euklidovskej norme najblizsie k zadanému
bodu a.

Zlozka —%QHy — ¢||3 je o ¢osi menej intuitivna - mozno by sme ju ¢akali skor s kladnym
znamienkom. Ukazuje sa vsak, Ze tato zlozka je nevyhnutna - méa rozhodujicu regulari-
zacnu funkciu. Zabezpecuje existenciu regularizovanej centralnej trajektorie a niektoré jej
dalsie vlastnosti (to bude lepsie vidno pri jednotlivych dokazoch v dalsom texte).

Véahu kladenti na regulariza¢ny ¢len menime pomocou parametra 6. Zakladna myslienka
je podobné ako pri klasickej centralnej trajektorii: ked parametre p a 6 zmensujeme sme-
rom k nule, ndjdené rieSenia (stacionarne body funkcie ¢, ¢(z,y)) budid coraz presnejsie
aproximovat skuto¢né optimalne rieSenia tloh (P), (D).

Parametre p a 6 sa modzu menit nezavisle od seba. My vSak prijmeme zjednodusenie
(podla vzoru ¢lanku [15]), ktoré ndm umozni zbavit sa jedného parametra: u a 0 zviazeme
vztahom 6 = p?) kde p € (0,1) je konstanta. Takato volba 6 zabezpeci teoretické vlast-
nosti trajektdrie, navyse sa ukazuje vyhodna pri konstrukeii algoritmov. Odteraz budeme

uvazovat Lagrangeovu funkciu s jednym parametrom:
. 1
Su(w,y) = "o —p Y Inw —y" (A —b) + s#" (e = allz = lly — all2),
i=1

pw>0,z>0yecR™

Regularizovana centralna trajektdria pozostava zo stacionarnych bodov funkcie ¢,(z,y)
pre jednotlivé hodnoty p > 0. Pre najdenie stacionarneho bodu, polozme prvé parcialne

derivacie rovné nule:
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—8(?“8(?@ =c —ATy—pr ' + pP(x — a) = 0,

a(b}i(x? y) D (34)

8—y: —Ax+b— Py —q) =0.

Ozna¢me s = px~!, potom po tpravich dostaneme:
ATy +s—c=pP(r —a),
Az —b=—p"(y —q),
(3.5)
rs = e,
(x,s) > 0.

Systém (3.5) definuje stacionarne body funkcie ¢,(x,y). Pre kazdé p > 0 oznacme

(x(p),y(p), s(p)) rieSenie systému (3.5). Funkciu p — (z(u),y(n), s(i)), resp. mnozinu

bodov {(z(u),y(1),s(u)) : u > 0} nazveme regularizovanou centralnou trajektdriou.

3.3 Vlastnosti regularizovanej centralnej trajektorie

Tak ako pri klasickej centralnej trajektorii, aj pri regularizovanej nas buda zaujimat nie-
ktoré jej vlastnosti. Tieto ndm umoznia konStruovat algoritmy, ktoré umoznuju najst
optimdlne riesenia tloh (P), (D) sledovanim trajektérie. Navyse ukdzeme, Ze regularizo-
vana centralna trajektoria nas povedie k $pecidlnym optimalnym rieSeniam tychto tloh
(k optimalnym rieSeniam, ktoré st v Euklidovskej norme najblizsie k vopred zvolenému

bodu). Jednotlivé vlastnosti budeme Studovat v takomto poradi:

1. Existencia a jednoznac¢nost: zikladna vlastnost, ktord ndm umozni Studovat

regularizovant centralnu trajektoriu ako funkciu.

2. Konvergencia: limitny bod regularizovanej centralnej trajektorie predstavuje Spe-

cialne optimélne riesenia uloh (P), (D) - GLTN-riesenia.
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3. Analytickost: umoziiuje odhadovat rychlost konvergencie pri sledovani regularizo-

vanej centralnej trajektorie.

Pri analyze uvedenych vlastnosti vychadzame z ¢lanku [6], kde st rovnaké vlastnosti rozo-

berané pre regularizovant centralnu trajektériu k ilohdm semidefinitného programovania.

3.3.1 Existencia

Regularizovana centralnu trajektériu sme definovali ako funkciu, ktorda kazdému p > 0
priradi stacionarny bod Lagrangeovej funkcie ¢,(z,y) (a teda rieSenie systému (3.5)).
Cielom tejto podkapitoly je ukézaft, Ze prislusné stacionarne body st jednoznac¢ne urcené
a regularizovana centralna trajektéria je tak dobre definovana.

Upozoriiujeme na jeden podstatny rozdiel medzi klasickou a regularizovanou centralnou
trajektoriou: zatialdo klasickd centralna trajektdria existuje len v pripade existencie vni-
torného bodu oboch tloh (P), (D), regularizovanéd centrélna trajektdria existuje aj v

pripade nesplnenia tohto predpokladu.

Veta 9 Pre kazdé p > 0 md funkcia ¢,(x,y) prave jeden staciondrny bod, t.j. systém

(8.5) md pre lubovolné > 0 prave jedno riesenie.

Dokaz: Definujme funkciu g(x) = sup,cgm ¢u(7,y). Kedze pre pevné x > 0 je ¢,(v,y)
konkavna kvadraticka funkcia premennej y, suprémum je jednoznac¢ne urcéené. V bode, v
ktorom sa nadobtuda, musi platif

_ (. y)

0 a9y

= —Az+b—p"(y —q).

Z toho dostavame vztah pre y:

_b—Ax
=

y(x) +4q. (3.6)
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Dosadenim (3.6) do funkcie g(z) dostaneme:
9(x) = du(w, y(x))

. b—Ax  \" 1, 1
:ch—uZInxiJr ( +q) (b—Aw)+§upZ(xi—ai)2—§up
i=1 i=1

Iup Iup

n

_ T , T T , )2
=cvz u?llnxmt p(b Az)' (b— Ax) +q (b— Ax) + QuPE (x; — a;)

=1

1 T
- 2up(b—Ax) (b — Ax)
_ T , B T T 15 2
c'x u;mxﬁ-—Qﬂp(b Ax)'(b— Az) +q" (b A:v)—|—2,u ;ZI(Q;Z a;)
(3.7)

Spocitajme teraz gradient a Hessian funkcie g(x) v Tubovolnom bode x > 0:

1

Vy(z)=c—pz™t — —pAT(b — Az) — ATq + P (x — a),
. (3.8)

Vig(a) = pX 72+ —ATA+ 1.

I

Vsimnime si blizsie Hessovu maticu V2g(z). Matice uX 2 a pPI st diagonalne matice s
kladnymi diagondlami, preto st obe kladne definitné. Pre Tubovolnii maticu A je matica
AT A kladne semidefinitna. Napokon, sticet kladne definitnej a kladne semidefinitnej ma-
tice dava kladne definitnt maticu. Z toho je zrejmé, ze V2g(x) je kladne definitné a preto

funkcia g(x) je rydzokonvexna.

Vezmime [ubovolny bod Z > 0 a definujme mnozinu P = {x > 0 : g(x) < g(z)}. Tato

mnozina ma nasledujice vlastnosti:
1. P je neprdzdna: pretoze T € P.

2. P je konvexnd: Tahko vidime, Ze pre lubovolné body z,y € P, cela tsecka xy leZi v

iU |

3. P je uzavretd: staci ukazaf, Ze P obsahuje vietky svoje hromadné body. Vezmime

Tubovolnt postupnost {x;}3°, C P taki, ze limy, .o 2 = 2. Z platnosti g(z;) < g(Z)

(b — Ax)

2

2
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pre Vk vyplyva g(z) < ¢(Z). Z platnosti z > 0 vyplyva po limitnom prechode ,len*
platnost z > 0. Predpokladajme v8ak, Ze x; = 0 pre nejaké i (i-ta zlozka bodu ).
Potom by platilo

g(x) = oo = lim g(zy). (3.9)
Zéroven vSak, pretoze {z}22, lezi v mnoZine P, postupnost {g(z;)}°, je zhora
ohranic¢end. Tym sa dostavame do sporu s vlastnostou (3.9). Predpoklad z; = 0 bol
nespravny, pre vSetky zlozky x musi platit z; > 0. Pre x - Tubovolny hromadny bod

mnoziny P teda plati: g(z) < ¢(Z) a sticasne x > 0, t.j. x € P.

4. P je ohranicend: Najskor si viimnime limitnt vlastnost funkcie g(z) pri rasticej
norme argumentu x. O limite pre ||z||; — oo budd rozhodovat ¢leny najvyssieho

stuptia: 1P > 7 (z; — a;)? a #(b — Az)T(b — Ax). Plati:

1 n
ol = 00 = Su Y (wi = a)* = oo,
=1

1

VY :
x 20

(b— Az)T(b— Az) > 0.

Z toho uz mozeme nahliadnut platnost vztahu:

lim g(x) = occ. (3.10)

[[]|2—o00

Vyraz (3.10) prepiSeme podla definicie nevlastnej limity funkcie:

lim g(x) =00 & VK € R dc € R Vaz;||z]ls > c:g(x) > K. (3.11)

[|z]|2—o0

Pre Tubovolné ¢islo k& € R definujme mnozinu P, = {z > 0 : g(z) < k}. O tejto

mnozine chceme ukézat, %e je ohranicena.

Sporom: predpokladajme, Ze by P, bola neohrani¢ena. To by znamenalo, Ze nech

vezmeme [ubovolné ¢islo v € R, vzdy bude k nemu existovat z., také, ze:

Ty € Py, |zl > 7. (3.12)
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Takze: mame dané ¢islo k& € R, ktoré urCuje mnozinu P;. Podla (3.11), k ndSmu

¢islu £ existuje taka konstanta ¢, € R, Ze pre vSetky x plati:
[zll2 > e = [lg(@)]l2 > . (3.13)

Povedané volnejsie, ak s normou ||z||s prekroc¢ime ist hranicu ¢, funkéné hodnota

g(x) ndm (v bode x) presiahne hranicu k.

Podla (3.12) mame zarucent existenciu bodu z., so zaujimavymi vlastnostami:
Ly, € Pka
ey ll2 > ck-

Lenze podla (3.13), z platnosti ||z, |2 > ¢ vyplyva ||g(z.,)||2 > k. To je spor s tym,
ze x., € Py. Predpoklad o neohrani¢enosti Py, bol nespravny - mnozina P, musi byt

ohranicena.

Napokon, podla definicie mnoziny P plati:

a g(Z) € R. MnozZina P je ohranicena.

Z vlastnosti 1.,3. a 4. vyplyva, Ze P je kompaktnd mnozina. Dobre znidmy vysledok z
matematickej analyzy (Weierstrassova veta) hovori, Ze spojitd funkcia na kompaktnej
mnozine nadobtida maximum aj minimum. Navyse, rydzokonvexna funkcia g(x) moze
na konvexnej mnozine P nadobtdat najviac jedno minimum. Teda g(z) nadobtda na P
prave jedno minimum.

A ked?e P C P = {z > 0}, pri¢om funkcia g(x) nadobtida svoje ,najmensie hodnoty*“
prave na mnozine P (sta¢i si v&imnaf definiciu P), tak g(x) nadobtida minimum na

mnozine P, a toto minimum je jednoznacné.
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Ozna¢me z* bod minima funkcie g(z) na P = {x > 0}. Musi ist o staciondrny bod funkcie

g(x), preto plati:

1

0=Vg(z*)=c—paz* " — ﬁAT(b — Az*) — Alq + pP(z* — a). (3.14)
Definujme bod
., b—Ax"
y* = I +q. (3.15)
Dosadenim (3.15) do (3.14) dostaneme:
¢ —pr* "t — ATy* 4 P (2* — a) = 0. (3.16)
Oznacme este bod
s = (3.17)

Spojenim vztahov (3.15), (3.16) a (3.17) s pouzitim jednoduchych uprav dostaneme:

ATy + 8% —c= pP(z* — a),
Az” —b=—p"(y* — q),

x's" = e,

(3.18)

(z*,s%) > 0.

Takze bod (z*, y*, s*) vyhovuje systému (3.5). Tym sme ukazali, Ze systém (3.5) ma aspon
jedno riesenie.
Ostava ukéazat jednoznacnost ndjdeného riesenia. Nech ma systém (3.5) Tubovolné dve

rieSenia, oznacme ich (x1,y1,s1) a (22, Ya, S2). Pre bod (z1,y1, s1) plati:

ATy + 81— c = pP(z1 — a), (3.19)
Azy = b= —p"(y1 — q), (3.20)

151 = pe. (3.21)
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Z (3.20), resp. (3.21) vyjadrime:

b— Ax
Y1 = Tl +q, (3.22)
s1 = p(zy) " (3.23)

Dosadenim (3.22), (3.23) do vztahu (3.19) dostavame:

b— Ax
AT (P ) ) o= o - 0

a po uprave

1
c—p(xy) ™t — EAT(b — Azy) — ATq + pP(zy —a) = 0.

To ale znamend, ze Vg(z1) = 0 (Tahko vidime napr. z (3.14)), a teda z; je stacionarnym
bodom funkcie g(x). Pripomenme, Ze (x1,y1,$1) je rieSenim systému (3.5) - preto plati
r1 > 0 a z; je tak z defini¢ného oboru funkcie g(z). Napokon, kedZe pre Vx je V2g(x) >~
0, z; musi byt lokdlnym minimom funkcie g(x). Uplne analogickym postupom by sme
ukazali, Ze aj bod z3 je lokdlnym minimom g(z).

Pretoze g(z) je rydzokonvexnd funkcia, nemdze nadobidat lokdlne minimé v dvoch roz-
nych bodoch. Z toho nevyhnutne vyplyva 1 = z2. Z vyjadreni (3.20), (3.21) (a analogic-

kych pre bod (x2, s, s2)) potom dostaneme rovnost (z1,y1, 1) = (22, Y2, S2)- O

3.3.2 Konvergencia

Jednou z klucovych vlastnosti centrélnej trajektdrie je jej konvergencia k optimalnemu
rieSeniu ulohy LP. Konvergencia klasickej centralnej trajektérie je dobre znamym vy-
sledkom teodrie metéd vnutorného bodu. Bolo ukazané, ze tato trajektoria konverguje k
Specidlnemu bodu - k analytickému stredu mnoziny pripustnych rieseni. Presnu definiciu
analytického stredu mnoziny P* sme uviedli v ¢asti 3.1. Zjednodusene, analyticky stred je
taky bod danej mnoziny, ktory je ,najviac vzdialeny“ od hranic tejto mnoziny. Mnozina

pripustnych rieseni mé prave jeden analyticky stred.
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Ukazuje sa, ze aj regularizovana centralna trajektéria konverguje k istému vyznacnému
bodu mnoziny optimalnych rieseni ulohy LP. Je to taky bod mnoziny P*, ktory je spo-
medzi vSetkych optimalnych rieSeni najblizsie (v Euklidovskej norme) k zadanému bodu
(GLTN-riesenie). K takémuto rieSeniu konverguje priméarna aj duélna regularizovand cen-
tralna trajektoria.

Este raz pripomenme, ze existenciu regularizovanej centralnej trajektorie sme dokazali
pre akikolvek dvojicu uloh (P), (D). Pri konvergencii to uz mozné nebude - potrebujeme
predpoklad riesitelnosti uloh (P), (D). Uvedieme ho preto hned na tvod s tym, Ze sa
vztahuje na vSetky vety a lemy v tejto podkapitole:

Predpoklad 2 Ezistuje optimdlne riesenie pre primdrnu aj pre dudlnu ulohu, t.j. P* #

0, D" # 0.

Aby nedoslo k nedorozumeniu, upresnime ¢o budeme rozumiet pod primarno-dudlnym
GLTN-riesenim uloh (P), (D):

x* := GLTN-rieSenie ulohy (P) (prislachajtice k bodu a),

y* := GLTN-rieSenie ulohy (D) (prislachajice k bodu ¢),

s* := duélny doplnok prislachajici k y*, t.j. (v*,s*) € D. Primérno-dudlnym GLTN-
rieSenim potom rozumieme bod (z*, y*, s*).

Zakladnym stavebnym prvkom ddkazu existencie limitného bodu regularizovanej central-
nej trajektorie je (podobne ako pri klasickej centrélnej trajektdrii) ohrani¢enost mnoziny
bodov {(z(u),y(n),s(p)) : 0 < u < ii}. K odvodeniu ohranicenosti potrebujeme nasledu-
juci technicky vysledok:

Lema 2 Pre lubovolny bod (x(p),y(p),s(n)) na regularizovanej centrdlnej trajektorii a

pre lubovolné primdrno-dudlne optimdlne riesenie (z*,y*, s*) plati:

(1) = all (ly () = all =y = all) + llz(1) — all (l2(p) — all = [l2" = all) < "7

Dékaz: Budeme odhadovat vyraz (s(u) — s*)7 (x(u) — z*). Najskor ndjdeme horny odhad:

(s(u) = s (@(p) — %) = () "w(p) — (s") 2 (p) — s(p) " + () 2"
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Bod (z*,s*) je optimalnym riesenim tloh (P), (D), preto dudlna medzera (s*)7z* = 0.
Pre dudlnu medzeru pozdl# regularizovanej centralnej trajektérie plati s(u)Ta(u) = npu.
Napokon, vyrazy (s*)Tz(u) a s(u)”z* st nezdporné (kedze (), s(u), z*, s* > 0). Vdaka
tomu dostavame odhad:

(s(p) = s")" (x(n) — ") < np. (3.24)

Dolny odhad dostaneme nasledovne:

= —(Az(p) = ") (y(w) — y*) + 1 (2 (n) = a)" (x(p) — 2*) (3.25)
= —(Az(p) = 0)" (y(p) — y*) + pP(x(p) — a)" (x(p) — ¥)
= 1P (y() = )" (y(p) —y*) + 1" (x(p) — a)" (x(p) — %)
= 1P (y() — )" (y(p) —a+a—y") + p(x(p) — )" (x(n) —a+a—a)
= 1P (y() — )" () — @) — 1" () — )" (y* — )
+ P (x(p) — a) (2(n) — a) — pP(z(p) — a)* (¢ — a).

Teraz rozpiSeme vysledny vyraz v (3.25). Prvia a tretiu zlozku vieme vyjadrit (s vyuzitim

definicie skaldrneho st¢inu) takto:

1P (y(p) — )" () — q) = 1 ly(u) — gl

(3.26)
() — a)" (x(p) — a) = @ [Jo(p) — al®
Na druht a $tvrta zlozku vyuzijeme Cauchy-Schwarz-Bunyakovského nerovnost:
W (y() =)' (v —a) < i ly(u) =gl lly* — gl
(3.27)

() — a)' (2" — a) < p” [|lo(p) = all ||l — all
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Ked dosadime (3.26), (3.27) do posledného vztahu v (3.25), dostaneme hladany dolny
odhad:

(s(n) = )" (a(p) —2%) >

1 (ly() = all* = ly(w) = all ly* = all) + 1P (lx(p) = all® = lz(p) — all lz* — al]).
(3.28)

Nakoniec porovname odhady (3.24) a (3.28):

Py () = all® = lly() = all Iy = all + (1) — all* = l|2(u) — al l="* — all) < np
(ly() = all* = lly(w) = all ly* = all) + (l=(w) = all® = llz(u) — all 2" = al|) < np'™

ly(i) = all (ly(w) = all = ly* = all) + [lz() = all (lz(p) = all = [|2* = all) < np'?,
(3.29)

¢im je dokaz dokonceny. U

Ak chceme dokazat konvergenciu, potrebujeme v prvom rade ukézat existenciu nejakého
limitného bodu regularizovanej centralnej trajektorie. T ndm zaruci nasledujtica lema o

ohranicenosti a jej dosledok.

Lema 3 Pre lubovolné ¢islo p > 0, mnozina {(x(n), y(p),s(p)) : 0 < u < i} je ohrani-

cend.
Dokaz: Podla dokazaného vztahu z Lemy 2, pre p € (0, i) plati takyto odhad:

(1) = all (ly() = all = lly™ = all) + l2(w) = all (l2(w) = all = [|2" = all) < np' 7. (3.30)

Dokéazeme najskor ohrani¢enost mnoziny {||y(u) — ¢|| : © € (0, ) }. Sporom: keby tato
mnoZina bola neohrani¢end, musela by existovat postupnost {ux}32, C (0,f) taka, Ze

ly(pr) — ql] — oo pre k — oo. Kedze vyraz ||y(p) — ql (ly(w) — all = [ly* — ql|) je

konvexnou kvadratickou funkciou premennej ||y(1) — ¢||, platilo by:

1y (ux) = all (ly () = all = lly™ = all) — oo (pre k — o). (3.31)
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Vyraz ||x(pn) — al| (||lz(p) — al|| — ||z* — al|) je konvexnou kvadratickou funkciou premen-
nej ||z(p) — al|, preto musi nadobtidat koneéné minimum (na svojom definiénom obore).
Ozna¢me M := min{||z(u) —a|| (||x(p) — al| — ||=* —al|) : ||z(1) —a|| > 0}. Z (3.30) potom
dostaneme:

() = all (ly () — all = lly™ = qll) < npp ™" = M. (3.32)

Podla (3.31) vSak lava strana v (3.32) pre k — oo neobmedzene rastie, ¢o je spor. Preto
mnozina {|ly(u) —q|| : p € (0,f) ||} musi byt ohrani¢ena. Analogicky by sme ukazali aj
ohranic¢enost mnoziny {||z(u) —al| : p € (0, ) |}

Z ohrani¢enosti mnoziny {|ly(n) —¢q|| : 0 < pu < @} vyplyva ||y(n) — ¢|| < r (pre nejaké

kladné r). Potom mozeme s vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti ohranicit aj ||y(u)]|:

()l = 1y (w) —a) +all < 1(y(e) = qll + llqll,

ly(ll <7+ lqll-

(3.33)

To znamend, ze {||y(n)|| : 0 < p < [} je ohrani¢end. Analogicky by sme ukazali aj
ohrani¢enost mnoziny {||z(x)| : 0 < p < fi}. Napokon, ohrani¢enost mnoziny {||s(u)]| :

0 < p < i} vyplyva zo vztahu pre s zo systému (3.5):
s(u) = pP(x(n) —a) — ATy(u) +c
a z ohranicenosti ||z(u) — a)|| a [Jy(p)]- O
Dosledok 1 Regularizovand centrdlna trajektoria md aspon jeden limitny bod pre p — 0.

Dékaz: Vezmime Tubovolnt klesajicu postupnost {uy}52, taka, ze up — 0 pre k — oc.
Podla Lemy 3 je potom postupnost {(x(u), y(pr), s(tr)) o2, ohrani¢ena. Kazda ohrani-
¢ené postupnost obsahuje konvergentnii podpostupnost. Limita tejto podpostupnosti je

zaroven limitnym bodom regularizovanej centralnej trajektorie pre p — 0. 0

Existenciu limitného bodu mame teda zarucenti. Teraz si vSimnime dblezit(l vlastnost

limitnych bodov:
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Lema 4 KazZdy limitny bod reqularizovanej centrdlnej trajektorie je primdrno-dudlnym

optimdlnym riesenim loh (P), (D).

Dokaz: Staci si vSimnut, ako sa sprava systém (3.5) pre u — 0. Po limitnom prechode
dostaneme, ze limitny bod vyhovuje systému (2.3).

Tento systém predstavuje dobre zname tzv. KKT-podmienky pre tlohy (P), (D). Ako
sme spominali, tieto podmienky st nutnymi aj postacujicimi podmienkami optimality
pre ulohu LP. KedZe limitny bod regularizovanej centralnej trajektorie tieto podmienky

spliia, je primarno-dudlnym optimalnym riesenim pre tlohy (P), (D). O

V nasledujtcej vete ukazeme hlavny vysledok tejto podkapitoly:

Veta 10 Ak (z,7,3) je limitngm bodom reqularizovanej centrdlnej trajektdrie, potom T

je GLTN-riesenim dulohy (P) a y je GLTN-riesenim tlohy (D).

Dokaz: Uz sme ukazali, ze limitny bod trajektorie je optimalnym primarno-dualnym riese-
nim. Staci teda ukazat, Ze ide o GLTN-rieSenie. Ozna¢me primarno-dudlne GLTN-rieSenie
k aloham (P), (D) ako (z*,y*, s*). Klu¢ovym pre nas bude vztah ukdzany v Leme 2. Li-

mitnym prechodom pre p — 0 z tohto vztahu dostaneme:

15 = all (g = all = ly" = gqll) + |7 = all (|7 = al| = [l = a]}) <0. (3.34)

Vsimnime si, Ze nerovnost (3.34) je splnend vtedy a len vtedy, ked budu platit rovnosti:

17— all (17 —qll = lly" —all) =0, (3.35)
1z = all (7 — al = l2* — al]) = 0. (3.36)
Dokéazeme prva rovnost. Mézu nastat dva pripady:

1. ||7 — q|| = 0: z toho hned dostédvame, Ze 3 = ¢. Ziadny iny bod nemoéze byt blizsie k
bodu g ako samotny bod q. Preto trividlne plati y = y*.
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2. ||[g—q|| > 0: vtedy jedind moznost ako splnif vzfah (3.35) je polozit |g—q|| = ||v*—q]|.
Podla Lemy 1 je GLTN-rieSenie tilohy LP jednoznacné. Preto:

ly—dqll =1y —al=y=y"

Takze § je GLTN-rieSenim tlohy (D). Zo vztahu (3.36) je mozné tiplne analogicky ukézat,
ze T je GLTN-riesenim tlohy (P). O

Napokon si vS§imnime, Ze jednozna¢nost GLTN-rieSenia tilohy LP spolu s existenciou limit-
ného bodu regularizovanej centralnej trajektérie (Dosledok 1) a prave dokdzanou Vetou

10 zarucuju konvergenciu regularizovanej centralnej trajektorie.

Désledok 2 Regularizovand centrdlna trajektoria (x(p),y(p), s(p)) konverguje (t.j. mad
prdve jeden limitny bod) pre p — 0.

3.3.3 Analytické vlastnosti

V tejto Casti ukdzeme, 7Ze regularizovand centralna trajektoria je analytickou funkciou
premennej fi.
Analytickost regularizovanej centralnej trajektorie dokédzeme len pre p > 0. Ddkaz vyché-

dza z vety o implicitnej funkcii, presnejsie z analytickej verzie tejto vety:

Veta 11 ([1]) Nech F(f, 1) : R" x R — R™ a nech F(fo, o) = 0. Dalej, nech F(f, )
je analytickd funkcia na U x I okoli bodu (fo, o). Nech Jacobyho matica ‘3—1;(]‘"0,/10) je
requldrna. Potom ezistuje také okolie O(p) C I bodu gy a takd analytickd funkcia f(u) :

O(po) — U, Ze f(po) = fo a pre kaZdé p € O(uo) plati F(f(1), 1) = 0.
Takto vyzera tvrdenie, ktoré zhfnia analytickost regularizovanej centralnej trajektorie:

Veta 12 Regularizovand centrdlna trajektoria je analytickou funkciou na p € (0, 00).
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Dokaz: Skisme aplikovat Vetu 11 na regularizovani centralnu trajektériu. Funkciu F

dostaneme tak, Ze prepiSeme systém (3.5):

ATy +s—c— pP(x — a)
F(x(p), y(p), s(p), p) = Az — b+ pP(y — q) (3.37)

xS — e

V zmysle oznacenia z Vety 11 mdme f = (z,y,s). VSimnime si, ze F' : R x R —
R*Hm(z s € R", y € R™).

Zvolme teraz lubovolné g > 0. Z Vety 9 vyplyva, Ze existuje prave jedno rieSenie systému

(3.5), oznacme ho fo = (x(0), y(ko), s(t0)). V tomto bode zjavne plati F'(x (o), y(ko), s(tho), po) =
0. Dalsi predpoklad Vety 11 - analytickost funkcie F'(f, 1) na nejakom okoli bodu (fo, o)

- je splneny. F'(f, ) je totiz analytickou funkciou vSetkych svojich premennych x,y, s, u

(Tahko vidime z (3.37)).

Ostava overit posledny predpoklad Vety 11: regularitu Jakobidnu ‘3—? v bode (fo, o)-
Derivéciou F' podla premennych x,y, s dostaneme:
Pl AT T
oF
S P 3.38
oy | A0 (339
S 0 X

Regularitu ubovolnej matice M mozeme popisat takto: M je regularna vtedy a len vtedy,

ked pre Tubovolny vektor h (prislusného rozmeru) plati:
Mh=0 = h=0, (3.39)

t.j. homogénny systém rovnic urceny maticou M ma jediné riesenie, ktorym je 0-vektor.

Oznacme h := (Ax, Ay, As)T. Nagim cielom bude vySetrif rieSenia systému
—purl AT T Ax
A pPI 0 Ay | =0.
S 0 X As
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Po rozpisani rovnic dostaneme

—uPAr +ATAy +As =0,
AAx  +pPAy =0, (3.40)
SAx +XAs =0.

Teraz vyjadrime Ay z druhého vztahu v (3.40):
1
Ay = —EAAL (3.41)

a z tretieho vztahu v (3.40) zasa As:
As = —-X"'SAx. (3.42)
Dosadenim vyjadreni (3.41) a (3.42) do prvého vztahu v (3.40) méme:
L -1
(—pPI — —ATA-X S)Azx = 0. (3.43)
0

Ozna¢me P := —pPl — u—lpATA — X 18 a v&imnime si matice, ktorych sticet vytvara P:
Matica —uPI je diagonalna, pricom vsetky jej diagonalne prvky sa zaporné. Z toho vy-
plyva, Ze je zaporne definitné.

Z tedrie definitnosti matic je zndme, %e pre Iubovolnii maticu C' je matica CTC kladne
semidefinitné. Preto A7 A je kladne definitn4 matica. Pren4dsobenim zépornou konstantou
dostaneme zaporni semidefinitnost matice —u—lpATA.

Napokon, X ! a S st diagonalne matice s kladnymi diagonalami. Ich stcin je tiez diago-
nalna matica s kladnou diagonélou (a teda kladne definitnd matica). Preto matica —X 15
je zaporne definitna.

Sucet dvoch zaporne definitnych matic je zaporne definitnd matica. Stucet zaporne defi-
nitnej a zaporne semidefinitnej matice je takisto zaporne definitnd matica. Matica P je
tvorena stictom dvoch zaporne definitnych a jednej zaporne semidefinitnej matice , preto
je zaporne definitné. Zo zapornej definitnosti zas vyplyva, Ze je regularna.

Vratme sa k vztahu (3.43), podla ktorého plati PAxz = 0. Z tohto tvrdenia a z regularity
matice P vyplyva Az = 0. Z (3.41) a (3.42) jasne vidime, ze aj Ay = 0 a As = 0. Tym
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sme ukazali, Ze systém (3.40) mé jediné riesenie: vektor (Ax, Ay, As) = 0. Podla (3.39)
to znamenad, ze Jakobidn % v bode (fo, pto) je regulérny.

Overili sme teda vSetky predpoklady z Vety 11. Vdaka tomu mdame zarudent existen-
ciu analytickej funkcie f(u) na nejakom okoli O(pp) bodu pg. Vieme tiez, ze tato analy-
ticka funkcia sa v bode pg zhoduje s regularizovanou centralnou trajektoriou, pretoze bod
fo = (x(uo),y(o), s(io) sme definovali ako rieSenie systému (3.5).

Potrebujeme este ukazat, ze analytickéd funkcia f(u) sa zhoduje s regularizovanou central-
nou trajektériou na celom okoli O(ug). V prvom rade musime obmedzit okolie bodu

na také okolie I; (pozri predpoklady Vety 11), aby platilo
Yuely:pu>0.

Z Vety 11 vieme, ze na okoli O(ug) C Iy plati F(f(u),n) = 0. Po prepisani z toho
dostéavame platnost prvych troch vztahov systému (3.5). Nato aby sme zaru¢ili aj posledny
vztah zo systému (3.5) - nezdpornost premennych x, s - potrebujeme presnejsie definovat
okolie U bodu fy z predpokladov Vety 11.

Pre bod (1), y(1o), s(10) (ako riesenie systému (3.5)) platilo

x(po) > 0, s(po) > 0.

Existuje teda také okolie Uy bodu (z(uo), y(to), s(o)), v ktorom bude splnené
Y(z,y,s) €Uy :x>0,5>0.

Vo Vete 11 teda zvolime U; ako okolie bodu fy. To nam zarudi, ze najdena analyticka
funkcia f bude vracat hodnoty z a s kladné. Vdaka tomu body f(u) = (x(u),y(r), s(i))
budt vyhovovat vetkym vztahom zo systému (3.5), ¢o znamené Ze funkcia f nie je ni¢
iné ako nasa regularizovana centralna trajektoria.

Analytickost regularizovanej centrélnej trajektorie sme tak ukézali v nejakom okoli zvo-

leného bodu py > 0. Aplikdciou uvedeného dokazu na vsSetky body py > 0 dostavame
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hladany vysledok. O

ESte par slov k analytickosti regularizovanej centralnej trajektorie v limitnom bode p = 0.
V ¢lanku [6] o regularizovanej centralnej trajektorii k ilohdm semidefinitného programo-
vania je dokazovana aj analytickost v bode p = 0. Tento dokaz je vSak spraveny za silného
predpokladu: najdené GLTN-rieSenie musi byt ostrokomplementarne.

7 tedrie LP je dobre zname, ze ak tloha LP ma optimélne riesenie, potom existuje aj
ostrokomplementarne optimalne riesenie. Z tedrie metdd vniatorného bodu je zasa zname,
ze limitnym bodom klasickej centralnej trajektérie je vzdy ostrokomplementarne opti-
malne rieSenie ([3], [10]). Na tomto poznatku je zalozeny aj dokaz analytickosti klasicke;
centralnej trajektorie v limitnom bode p = 0 ([4]).

GLTN-rieSenie tlohy LP vSak mozZe byt aj krajnym bodom mnozZiny pripustnych rieSeni.
V takom pripade uz nemoze byt ostrokomplementarnym optimalnym rieSenim. Preto do-
kaz analytickosti regularizovanej centralnej trajektérie v bode p = 0 z ¢lanku [6] nie je
vSeobecny. Z nam dostupnych ¢lankov sa ndm nepodarilo najst ani jeden, v ktorom by
bol uvedeny tplny dokaz analytickosti regularizovanej centralnej trajektorie v limitnom
bode.

Zdoéraznime, ze pri odhade rychlosti lokalnej konvergencie algoritmov na sledovanie cen-

tralnej trajektdrie sa vyuziva prave jej analytickost v limitnom bode p = 0.
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Z.aver

V préci sme sa zaoberali Specidlnym typom optimalneho riesenia tlohy LP - optimalnym
rieSenim, ktoré je najblizsie k zadanému bodu.

V prvej ¢asti prace bolo nasim cielom motivovat ¢itatela a oboznamit ho s problematikou.
Poskytnuty prehlad metéd mé za ciel ilustrovat stcasny stav v tejto oblasti. Ako si mo-
zeme vSimnut, ani jedna z predstavenych metdd nie je ,,dokonald® - neumoziuje rutinne
riesit lohy na hladanie GLTN-rieSenia. Vi¢Sinou nardzame na problém odhadovania vo-
pred neznameho parametra.

Regularizovana centralna trajektoria, ktorti predstavujeme v druhej casti prace, ma po-
tencial odstranit tento problém. Je to pomerne nova myslienka a preto nie je este detailne
rozpracovand. Snazili sme sa ¢itatelovi popisat zdkladné vlastnosti trajektérie tak, aby
ich mohol nielen prijat, ale tiez uvidiet, z ¢oho vyplyvaju. Viaceré myslienky dokazov
sme prevzali z ¢lanku [6] pre Glohy semidefinitného programovania. Podavame ich vSak
pre ulohy LP, navySe ucelenejsie a podrobnejsie. Cielom je, aby ¢itatel nemusel stracat
¢as s ,laskanim“ dokazov, aby mohol rychlejsie napredovat. NavySe je takto myslienka re-
gularizovanej centralnej trajektorie lepsSie dostupna tym citatelom, ktori nemaji zaklady
semidefinitného programovania.

Ohladom regularizovanej centralnej trajektdrie ostava vela otvorenych otdzok. Predovset-

43
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kym, stéle nie je zrejmé, ¢i trajektdria je analytickd v limitnom bode p = 0. S tym potom
suvisi otdzka konstrukcie efektivneho algoritmu na hladanie GLTN-rieSenia, zaloZeného
na sledovani trajektérie. Takisto nie je jasné, v akom najkratSom c¢ase dokézeme néajst
GLTN-riesenie.

Pre viaceré tlohy z oblasti ekonomickej a finan¢nej matematiky méze mat GLTN-rieSenie
zaujimavi interpretaciu. Len samotnt zakladni myslienku (GLTN-rieSenie je spomedzi
optimalnych rieseni najblizsie k zadanému bodu) mozno aplikovat v situéciach, ked opti-
malizujeme uz zabehnuty systém. V takom pripade byva casto vyhodné, ak sa nové opti-
malne rieSenie ¢o najmenej lisi od predchadzajiaceho - napriklad z dévodu dodatoc¢nych
transakénych nékladov. Ak by sme chceli transakéné naklady modelovat presne, casto
dostaneme ovela zlozitejSiu tlohu. Mozeme ich vSak zohladnif aspon tym, Ze namiesto
rieSenia obycajnej tlohy LP hladdme GLTN-rieSenie.

Aplikdcidam GLTN-rieSenia sme sa v praci nevenovali. Myslime si vSak, Ze moze byt uzi-
to¢né v réznych tlohach a ze si zaslizi pozornost. Naga praca si kladie za ciel pomdct

pripadnym zaujemcom o Studium v tejto oblasti.
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