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Abstrakt

V diplomovej praci sa zaoberame stochastickymi tulohami
optimalneho riadenia. V struc¢nosti priblizujeme teériu, kto-
rej stcastou je aj rovnica dynamického programovania. Uva-
dzame jej algoritmus a moznosti jej vyuzitia pri rieSeni sto-
chastickych tloh optimélneho riadenia. V troch kapitolach
sa venujeme tloham z oblasti ekonémie a financii. Postupne
rieSime spravovanie hotovosti v bankomate, maximalizova-
nie zisku obchodnika, az v poslednej kapitole, tlohu o ha-
zardnom hracovi. Kazda z tloh sme sformulovali a spisali
motivaciu k jej zostaveniu. Néasledne uvadzame vysledky rie-
Senia v programe Matlab. Na zaver prace pripajame prilohu,

kde je mozné najst prislusné kody programov.

KIaéové slova

Diskrétne optimalne riadenie, stochastické tulohy, rovnica
dynamického programovania, spravovanie hotovosti v ban-

komate



Abstract

Diploma thesis deals with the stochastic optimal control
problems. Shortly, approaching the theory, which includes
the equation of dynamic programming. Here’s the algorithm
and the possibility of its use in solving the stochastic opti-
mal control problems. In three chapters we discuss problems
of economics and finance. In sequence we solve cash mana-
gement in ATMs, maximize the profit of the seller, until the
last chapter on the role of gambler. Each of these problems
we have formulated and described motivation for the com-
pilation. Subsequently, we present results of solution in the
program Matlab. Finally, align ourselves work attachment,

where you can find corresponding program codes.
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Discrete optimal control, stochastic problems, dynamic

programming equation, cash management in ATM
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Uvod

V diplomovej praci stru¢ne priblizime teériu optimélneho riadenia, konkrétne stochas-
tické dynamické programovanie. Zaoberame sa diskrétnymi stochastickymi tlohami.
Cielom bolo najst, pripadne zostavit problémy z oblasti ekonémie a financii, sformulo-
vat ich ako tlohy optimalneho riadenia a ukézat, ako mozno tieto ulohy riesit pomocou
rovnice dynamického programovania (RDP). Spominame zaroven algoritmus pre RDP,
pre nézornejsie predstavenie RDP ako vhodného nastroja na rieSenie takychto tuloh.
Sformulované tlohy sme naprogramovali, posluzil nd&m matematicky softvér Matlab.
Pri préaci sme vyuzili odbornt literatiru a materialy, pomocou nam bol aj Help, ktory

je sucastou samotného Matlabu.

Postupne sme sa zaoberali troma tlohami, ktoré su spracované v 2. az 4. kapitole.
Taziskom diplomovej prace je druha kapitola, kde sa venujeme spravovaniu hotovosti v
bankomate. Ingpiraciou nam bol ¢lanok [I], v ktorom sa hlbsie zaoberaju touto proble-
matikou. Nami sformulovana tloha je zaujimavéa nestandardnymi ohrani¢eniami, kedy
v nich vystupuje aj ndhodna premennéa. Venujeme sa autonémnej aj neautonémnej ver-
zii, na zaver kapitoly uvadzame pripad, kedy neuspokojeny dopyt po vyberoch vedie
k strate pre banku. Obsahom dalsej kapitoly je tloha o maximalizovani zisku obchod-
nika. V tejto kapitole uz nevyzadujeme uspokojeny dopyt, ako je tomu v zékladnej
formulacii dlohy o bankomate, pricom tato skuto¢nost nevedie k strate. V posledne;j
kapitole sa venujeme modifikdcidm tlohy o hazardnom hréacovi. Postupne sme riesili
pripady, kedy je stavka celo¢iselné, pre dve rozne ucelové funkcie a kedy mame moz-

nost vsadit pomerovu cast kapitalu. Na tomto mieste sme vyuzili diskretizaciu stavovej,



respektive riadiacej premennej. Koneénym cielom rieSenia tychto tloh je urcenie opti-
malnej spatnej vazby. Pri rieSeni tloh sme v praci volili jednoduché vstupy. Vysledky

sme komentovali, interpretovali, ponukli aj grafické rieSenie.

Ulohy, ktoré st obsahom préce, st jednoduchymi modelmi situacii, s ktorymi sa
mozeme stretnut v praxi. Cielom teda nebolo riesit konkrétny problém aj numericky,
skor iba poskytnut predstavu o moznostiach rieSenia v zmysle tedrie stochastického
optimalneho riadenia. V préaci sa vyskytuje pomerne velké mnoZstvo obrazkov a ta-
buliek, maju sluzit najmé k lepSiemu porozumeniu rieSeni a k vyvodeniu zakladnych

vztahov, myslienok pre dantu tlohu.



Kapitola 1

Teoreticky tvod

Na zaciatok uvedieme zakladné pojmy, s ktorymi operujeme v diplomovej praci. Za-
roven struc¢ne priblizime problematiku stochastického optiméalneho riadenia. Hlavnym
voditkom pre spisanie tedrie nam bola literattra [2]. Zaoberame sa diskrétnymi tlo-
hami optiméalneho riadenia s pevnym c¢asom. PodrobnejSie spracovand teériu mozno
najst okrem knihy [2] aj v literatare 3] - [6].

V druhej podkapitole spravime zakladny popis algoritmu pre rovnicu dynamic-
kého programovania a programov vytvorenych v Matlabe. Prislusné kody uvadzame
v prilohe. Informacie umoziujice zvladnut elementéarnu ako aj pokrocilejsiu pracu v

Matlabe mozno najst napriklad v [7] - [15].

1.1 Stochastické tlohy optimalneho riadenia

Predpokladajme, Ze méame systém, ktorého spravanie budeme riadit v priebehu T" etap.
Stav systému na zaciatku i-tej etapy, ¢ = 0,...,T — 1, je opisany stavovou premennou
x;. Spravanie systému riadime pomocou riadiacej premennej u; € U;, ktord je vstu-
pom do systému. V nasom pripade posobia na systém aj nadhodné vonkajsie vplyvy,
ktorych hodnoty vopred presne nepozname. Z toho plynie nazov, stochastické tulohy.

Tieto vplyvy zachytava ndhodn& premennd z € Z;. Mnoziny U; a Z; si mnozinami



povolenych hodnot pre spomenuté premenné.

Hodnotami x;, u; a realizaciami ndhodnej premennej z; je jednozna¢ne urcené hod-
nota x;1 = f(x;,u;, 2;), kde f; je dana funkcia. Vynos v i-tej etape je uréeny hodnotou
2w, u;, 2;), kde f? je dana funkcia. Predpokladajme, Ze na pociatku je hodnota stavo-
vej premennej xy rovna zadanej hodnote a. Pracujeme bez realnych ohraniceni (z; € X;)
na stavovi premennd, rovnako predpokladame, Ze aj koncovy stav xr je vzdy volny.
To znamené, ze pre kazdé x; € X;, u; € Uy a z € Z; je i1 = f(ag, ui, 2i) € Xy

Ulohou je uréit v kazdej etape hodnotu riadiacej premennej u; tak, aby boli spl-
nené vsetky podmienky a aby ocakévany stcet vynosov za vsetky etapy bol maximélny.
Poznamenajme, 7e na to, aby sme vedeli poc¢itat strednit hodnotu a riesit tak ulohu,

potrebujeme poznat pravdepodobnostné rozdelenie premennej z;.

Standardna stochasticka tloha optimalneho riadenia:

maximalizovat FE

iff(xi,ui,zi)] (1.1)

pri podmienkach x4 = fi(vs, uiy2), i=0,...,T—1, (1.2)
Ty = a, (1.3)
wel, i=0,...T—1, (1.4)
€ Z, i=0,...,T—1. (1.5)

Maximum hladdme vzhladom na premenné u; a x;, avSak stavova premenna je urcéené
premennou u; a realizaciou ndhodnej premenne;j z;, ako rieSenie a . Riadenim
budeme nazyvat postupnost U = {ug,...,ur_1} spliajicu u; € U; pre kazdé i =
0,...,7T — 1. Ozna¢me X; mnozinu vSetkych moznych realizécii hodnét odozvy v Case
i

Potrebné je este urcit, akym spésobom budeme volit riadenie. Rozumné je volit
ho ako postupnost spéatnych vézieb, v kazdej etape u; = v;(x;), kde v; je funkcia pri-

rad ujica kazdej hodnote stavu hodnotu optimélneho riadenia. Néazov spétna véizba



je odovodneny tym, ze funkcia v; urcuje, ako musi vstup reagovat na jeho okamzity
stav, aby ho udrzal v optimélnom rezime. Takéto riadenie sa v teérii stochastického
dynamického programovania nazyva stratégia V = {vg,...,vr_1}. V naSom pripade je
kazda stratégia pripustna, kedZe nemame ohranic¢enia na riadiacu premennt.
Oznac¢me si postupnost realizacii ndhodnych premennych Z = {zp,...,201}. V
tomto pripade je Z vlastne viacrozmernd ndhodna premenna. Je zrejmé, ze pre danu
stratégiu V a danu realizdciu nahodnej premennej Z je jednoznacne urcend hodnota

ucelovej funkcie

T-1
J(V7Z) = Zfio(wiuv’i(xi)uzi)y (16)
i=0
kde  xiq = filzg,vi(x),2), i=0,...,T—1, (1.7)
Ty = a. (1.8)
Optimalnu stratégiu definujeme ako taki pripustni stratégiu, ktora maximalizuje stredni
hodnotu J(V, Z) v triede v8etkych pripustnych stratégii. Ozna¢me S triedu pripust-

nych stratégii, potom

max E [J(V, Z)]. (1.9)

ves

1.1.1 Rovnica dynamického programovania

Rovnica dynamického programovania je vhodny néstroj na rieSenie aj stochastickych

tloh optimalneho riadenia.

Ozna¢me pre kazdé j € {0,....T -1} ax € X; : Z; = {2,...,2r1},V;, =

{v;,...,vr_1} a tiez
T-1
T, Vi, 25) = Y s vilw), z0), (1.10)
kde 33'11 = filxy,vi(x;), ) i=4,...,T—1, (1.11)
T =1 (1.12)
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Potom pod tlohou D;(z) budeme rozumiet tlohu
maximalizovat E[J;(z,V;, Z;)]. (1.13)

V tejto chvili je uzitoéné sformulovat nasledovné dva predpoklady, ktoré dalej

vyuzivame. Predpoklad [I.I] potrebujeme, aby sme mohli definovat hodnotova funkciu.

Predpoklad 1.1. 2] Pre kazdé j € [0,T — 1] existuje stratégia V; optimdlna pre kaZdi

tilohu Dj(x), kde v € X;. To znamend, existuje ]}j také, Ze
max Bjr—y [J;(2, V), Zj)] = Ejr- [Jj(% ]}J'?Zj)] (1.14)
pre kaZdé v € X;.

Predpoklad 1.2. [2]/ MnoZiny Z; si koneéné alebo aspori spocitatelné, teda Z; je dis-

krétnou viacrozmernou ndahodnou premennou.

Definicia 1.1. [Z/Hodnotovd funkcia.
Pre kazdé j € [0,T — 1] definujeme V; : X; — R predpisom

V(@) = max Ejr [J;(2,V;, Z5)] (1.15)

J

Funkciu V; nazveme hodnotovou funkciou pre systém iloh D; = {D;(z) : x € X;} a

postupnost funkcit V.= {Vy,...,Vr_1} hodnotovou funkciou pre systém iloh D.

Veta 1.1. [2[Rovnica dynamického programovania.

Nech iloha spliia predpoklady a .

(i) Ak V = {0, ..., 0r_1} je optimdlna stratégia a V = {Vy,...,Vr_1} hodnotovd
funkcia, potom funkcie V;, 0;, 5 =0,...,T—1 spliagi pre kazdé j =0,..., T —1

a x rovnicu dynamického programovania:

Vi(z) = mex E; [f7 (@, u, 25) + Viga (fi (2, u, 25))] (1.16)
= B [f)(x,05(x), z) + Visa (fi(x,05(2), 2))] , (1.17)
Vr(z) = 0,pre kaZdé x (1.18)

11



(ii) Naopak, ak pre kazdé j = 0,...,T — 1 a x funkcie v; a V; spliaji a
potom V- = {Vy, ..., Vpr_1} je hodnotovd funkcia a V= {00,...,00_1} je

optimdlna stratégia.

Poznamenajme, Ze pre optimalne tilohy v nestandardnom tvare sa rovnica dynamic-
kého programovania mierne zmeni. V praci sa zaoberdme aj tlohami, kedy je ucelova
funkcia v Mayerovom tvard'], to znamena iba funkcia koncového stavu. Oznaéme ju ¢,
teda J(V, Z) = E[¢(x)]. Ak mame na riadiacu premennt d'alsie ohrani¢enia, zmeni sa

aj mnozina pripustnych hodnoét riadeni, ozna¢me ju I'(x). Potom

Vi(z) = n%agc)E[Vijj(x,u, z))], 7=0,...,T—1, (1.19)
uel j(x
Vr(z) = o(zr). (1.20)

Rovnica dynamického programovania pontka isty rekurzivny vztah na riesenie tiloh
optiméalneho riadenia, ako je to mozné vidiet v (1.16]). Koneénym cielom riesenia tlohy

optimélneho riadenia je urc¢enie optimalnej spatnej vazby.

1.2 Algoritmus

Na tomto mieste uvedieme a popiSeme vSeobecny algoritmus rovnice dynamického prog-
ramovania pre stochastické tlohy optimalneho riadenia. Zaroven sa stru¢ne obozné-
mime so zékladnymi principmi naSich programov a s oznac¢enim premennych, ktoré v

nich vystupuju.

Uz vyssie sme pracovali s pojmom stredna hodnota, v tejto casti bude uzito¢nym si
ju zadefinovat. Strednti hodnotu niekedy nazyvame aj o¢akavanou hodnotou ndhodne;j

premennej. Pripomenme, Ze sa zaoberame diskrétnymi tlohami.

IStandardné dloha optimalneho riadenia ma Lagrangeov tvar ucelovej funkcie.

12



Definicia 1.2. Strednd hodnota E(Y') diskrétnej nahodnej premennej Y, sa rovnd suctu

stcinov hodndt tejto premennej a pravdepodobnosti ich realizdcie:
E(Y)=> yPY =y). (1.21)
i=1

Prejdime k spoloénym oznaceniam pre premenné a parametre v programoch:
T - oznacuje pocet etap, dlzku obdobia alebo poéet kol hry,
x - stavova premenna,
u - riadiaca premenna,
z - ndhodna premenna vystupujica v systéme, v nasom pripade objekt, kde z.h st
mozné hodnoty a z.p pravdepodobnosti realizacie tychto hodnot,
f - hodnota stavovej rovnice,
f0 - hodnota ucelovej funkcie,
V' - matica hodnot hodnotovej funkcie,
v - matica hodndt optimélnej spéatnej vazby,
xmin, rmax - minimalna, (max.) hodnota, ktort moze dosiahnut stavova premenna,

umin, umax - maximélna hodnota riadiacej premenne;j.

Poznamenajme, Ze hoci matica V' méa rozmery (T'+ 1) x (zmazx + 1) a matica
v rozmery (1) x (xmax + 1), uchovavaju informécie pre vsetky t = 0,...,7 a z =

0,...,2mazx, resp. t=0,...., T —1lax=0,...,zmax.

Vseobecny algoritmus pre rovnicu dynamického programovania.

dané vstupné parametre:

T, xmax, xmin, umax, z.h, z.p,

nie je nutné matice vytvorit takymto spdsobom, ale ozrejmime si ich rozmery

V=zeros (T+1,xmax+1); v=zeros(T,xmax+1);

V(:,:)=-inf; v pripade hladania maximdlnej hodnoty

13



V(:,:)=inf; v pripade hladania minimdlnej hodnoty

V(T+1,:)=0; volny koniec, pripadne funkcia koncového stavu

for i=T:(-1):1
for x=0:xmax
for u=0:umax
f = f(x,u,z.h); % stavova rovnica
fO0 = f0(x,u,z.h); % ulelova funkcia

if do uvahy prichadzaji pripadné ohranicenia na stavovi premennd

hTadam maximum / minimum, vtedy "<"
if (£f0 + V(i+1,f+1))*z.p’ > V(i,x+1)
V(i,x+1) = (£f0 + V(i+1,f+1))*z.p’;

v(i,x+1) u;

end

end
end
end

end

% optimalna hodnota

opt_hodnota=V(1,x0+1)

Ako vidime, pri hladani rieSenia za¢iname od casu T a postupujeme smerom k
¢asu 0. Vyuzijeme skuto¢nost, ze pozname hodnoty Vy(x). Postupne pre kazda mozni
hodnotu stavovej premennej x a riadiacej premennej u pocitame stavovi rovnicu f a
ucelova funkciu f0. Poznamenajme, ze f a pripadne aj f0 su riadkové vektory, kde
zlozkami st hodnoty vypocitané pre jednotlivé realizacie z.h nadhodnej premennej z.

f)alej sme pri samotnej RDP. Vynésobenim vektorom pravdepodobnosti z.p dostavame

14



podla definicie strednt hodnotu. T porovname s uz existujicim zaznamom v
matici, vysledky sa s¢itaju atd. Vzdy si ulozime do matice v aj hodnotu prislusne;
optimalnej spéatnej vazby. Nakoniec dostavame hladant ocakavant optiméalnu hodnotu

optimélnu spatnu viazbu pre vSetky mozné pripady.

Poznamenajme, ze programy su pre kazda tlohu zostavené vseobecne a je mozné
jednoducho menit vstupné parametre. Co sa tyka pravdepodobnostného rozdelenia na-
hodnych premennych, v tlohdch uvazujeme najmé rovnomerné rozdelenie. Postacuje
uviest interval hodnot, pravdepodobnosti sa dopocitaji automaticky. V niektorych
pripadoch sme pracovali aj s priblizne diskretizovanym normélnym rozdelenim. Vy-
uzili sme vstavani funkciu v Matlabe normpdf. Jej vstupmi st vektor hodnot, stredna
hodnota p a standardna odchylka o. Nasledne este zabezpecime, aby sicet pravdepo-

dobnosti bol rovny 1.
z.h=[]; z.p=normpdf(z.h,,); z.p=z.p/sum(z.p)*1;

Normal probability density function (normpdf)
Y = normpdf(X,mu,sigma)

1 —(z—p)?

Yy = f(m\u,cr) = 0\/%67 (1‘22)

Na vykreslovanie obrazkov pouzivame vytvorené funkcie (miestami modifikované,
hlavne, ¢o sa tyka mierky pre osi, pripadne rozsahu). Ich zdrojovy kod v Matlabe
najdeme v prilohe [F] a[G]

V poslednej tlohe v diplomovej préci sa stretneme s diskretizaciou stavovej, resp.

riadiacej premenne;j.
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Kapitola 2

Spravovanie hotovosti v bankomate

Spravovanie hotovosti je jednou z hlavnych tloh banky. V tejto Casti naSej prace sa
budeme zaoberat tlohou spravovania penazi v bankomatoch. InSpiraciou pre zostavenie
tlohy bol ¢lanok [1. Zostavili sme zjednoduseny model situacie, naprogramovali tlohu

a komentovali vysledky.

PribliZzme si najskor situaciu. V tomto pripade musia banky drzat v bankomate
ur¢ity objem penazi. Tento obnos hotovosti zavisi od budiiceho dopytu, ktory nie je
presne znamy - je ndhodny. Jeho hodnoty a pravdepodobnostné rozdelenie sa vSak da
priblizne uréit z vypozorovanych historickych dat. Samotny objem dopytu je samoz-
rejme Specificky pre jednotlivé bankomaty. Zavisi napriklad od polohy daného banko-
matu. S najvic¢sou pravdepodobnostou sa meni aj v zavislosti na jednotlivych diioch v
roku. Ak je dopyt vacsi ako mnozstvo penazi v bankomate (vznikd neuspokojeny do-
pyt), mdze byt banka sankciovana. V lepSom pripade iba straca dobré meno a déveru
zdkaznika. Naopak v pripade drzania vyrazne viac¢Sieho objemu penazi bude banka opét
stracat. Dovodom je cena stratenej prilezitosti. Vyhodnejsie by bolo pre fiu prostriedky
investovat, pripadne umiestnit prebyto¢ni hotovost na medzibankovom trhu - prina-
Sali by jej prijem z trokov. Spomenuté skuto¢nosti predstavuji pre banku isté naklady.

NavysSe s dovozom a doplhanim penazi do bankomatov su taktiez spojené ur¢ité na-

16



klady. V ¢lanku [I] sa uvadzaju dva pristupy, ktoré sa v praxi vyuzivaji. Prvym je,
ze banky platia vyznac¢ny fixny poplatok za doplnenie bankomatu, ktory nezavisi od
objemu penazi (napr. 50 €), a extra poplatky (tie st mensie) za objem penazi (napr.
0,59 € za kazdych 10 000 €). V druhom pripade platia nizsi fixny poplatok (napr. 20
€) a vyssie poplatky za ur¢ity obnos penazi (napr. 30 € za kazdych 10 000 €). Do
bankomatu sa vkladaju peniaze v balikoch o urcitej sume. Jeden taky balik ma napr.
hodnotu 10 000 €. Banka sa rozhoduje, kolko balikov ma doplnit v dany ¢as. V praci
nebudeme uvazovat rozne nominalne hodnoty bankoviek, zaoberat sa budeme iba sa-

motnym objemom hotovosti.

Cielom kazdej banky je rozhodnit, aké mnozZstvo penazi je optimalne drzat v ban-
komate. Teda kolko, a v ktory deni je potrebné peniaze doplnit tak, aby bol podla

moznosti pokryty dopyt a celkové priemerné resp. ocakavané naklady boli minimélne.

2.1 Autonémna verzia tlohy

V naSej préci sa zaoberame stochastickymi tilohami. Tu dopredu nepoznéame dopyt po
peniazoch, presny objem vyberov z bankomatu. Pozname vSak jeho pravdepodobnostné
rozdelenie. To znamena, rozsah hodnoét a pravdepodobnosti ich realizacie. Vybery nas
zaujimaju pre jednotlivé dni za pldnovacie obdobie. Na zaciatok predpokladajme, Ze
vetky dni st povahovo rovnaké. Z hladiska objemu vyberov teda nerozliSujeme napr.
medzi pracovnym dnom a vikendom. Rovnako ostatné vstupné parametre st v case
konstantné. Stavovou premennou je objem penazi v bankomate, ktory sa meni v zé-
vislosti na doplhaniach a vyberoch. Riadenim je podet balikov pefiazi, ktoré nechame
vlozit do bankomatu. Doplnit méZzeme az po kapacitu bankomatu a vzdy len po ce-
lIych balikoch. Samotné doplnenie prebehne vzdy na zaciatku dna, este pred prvymi
vybermi. Riadenie v kazdej etape budeme volit ako optiméalnu spatni viazbu na stav
hotovosti v bankomate.

Vzhl'adom na to, Ze systém je vystaveny nahodnym vplyvom, pracujeme s tlohami
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s volnym koncom. Nezaujima nés, kol'ko ostane penazi uloZenych v bankomate po sle-

dovanom obdobi.

Ozna¢me
T obdobie (predstavuje pocet dni, mesiacov, ... ),
x; objem penazi v bankomate na zaciatku i-teho dna,
u; pocet balikov, ktoré do bankomatu doplnime na zaciatku i-teho dna,
% dopyt po vyberoch, peniazoch v i-ty den, nahodna premenna,
v hodnota jedného balika penazi, v > 0,
D miniméalny objem penazi, ktory musime mat - napr. dané zékonom, D > 0,
H maximéalny objem penazi, ktory mézeme mat - technické moznosti, H > 0,
c strata na jednotku prebytoc¢ne drzanej hotovosti v bankomate na den, ¢ > 0,
k fixny poplatok za naplnenie bankomatu, k& > 0,
k., poplatok za kazdy vlozeny balik, hodnoty v jednotiek, k, > 0,
a pociato¢né naplnenie bankomatu, a > 0.

Jednotlivé hodnoty mozeme napriklad uvazovat v tisicoch eur.

2.1.1 Formulacia dlohy

Teraz sformulujeme priklad ako tlohu optiméalneho riadenia:

T—1
min FE Z cx; + ksgn(u;) + kyou;
i=0
pri podm. Tiv1 =T; +ou; — 2z, 1=0,...,7—1,
Ty = a,

ri+ou; —z; > D,
r; +ou; < H,

u; € No.
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Vsimnime si, Ze tloha (2.1)-(2.6) nie je v Standardnom tvare kvoli zmieSanym
ohrani¢eniam na stavovi a riadiacu premennii. V ohrani¢eni navyse vystupuje aj
nahodna premenné z. Podmienkou, aby sme vedeli riesit takuto tlohu je, Ze z nado-
buda iba hodnoty z ohrani¢enej mnoziny. Potom moézeme ohranicenie preformulovat
ako z; + vu; — max{z} > D. Spomenuté zmieSané ohranicenia a zabezpe-
¢uju, aby bol uspokojeny dopyt a zaroven nebola prekrocena kapacita bankomatu pri

dopliiani.

Pripomenme, ze stavova aj riadiaca premenna nadobudaji celo¢iselné hodnoty.

Podobne dopyt je vyjadreny v celych ¢islach.

2.1.2 Priklad s konkrétnymi hodnotami

Vyssie sme sformulovali vSeobecne zadant tilohu. V tejto Casti zvolime konkrétne vstupné
parametre tak, aby sme tlohu vedeli aj analyticky vyriesit. Hodnoty by sme mohli
uvazovat v tisicoch, my vSsak budeme pre jednoduchost pracovat v jednotkach eur.
Uvazujme nasledovné hodnoty. Majme kratke obdobie T' = 3 a rovnomerne rozdeleny
dopyt z na intervale [1, 3], v ¢ase nemenny. Zaciname s prazdnym bankomatom, teda
a = 0, dopliianie prebicha v ’balikoch’ hodnoty v = 1 €, obmedzenia na objem pehazi
v bankomate si D = 0 a H = 10. Nepripastame teda neuspokojeny dopyt, no vyberat
je mozné az na dno a horna kapacita bankomatu je 10 €. Jednotlivé naklady zvolme,
c=0,03, k=0,2a k, =0,05. Inymi slovami, kazdé prebytocné 1 € ulozené cez noc v
bankomate prinasa stratu 0,03 €, za doplnenie ako ¢innost zaplatime 0,2 € a za kazdé
jedno vlozené 1 € navyse manipula¢ny poplatok 0,05 €. Riadeniami st poc¢ty "balikov’

u € {0,...,10} (musia byt zaroven splnené ohrani¢enia na stav).

Poznamenajme eSte, Ze zvolené hodnoty neodrazaju presne realitu. Najmé para-
meter ¢ je vysoky v pomere k ostatnym vstupom. V tomto pripade vsak ide hlavne o

demonstraciu rieSenia a v néaslednej analyze o zachytenie zakladnych vztahov.
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Sformulovana tloha s konkrétnymi vstupmi:

2

min - E > " 0,03z; + 0, 2sgn(u;) + 0, 05u; (2.7)
pri podm. xiﬂl::o T +u; —z, 1=0,1,2, (2.8)
xo =0, (2.9)
T +u; > 3, (2.10)
z; +u; < 10, (2.11)
u; € Ny, (2.12)
kde
1 s pravdepodobnostou %,
zi=1q 2 s pravdepodobnostou 3, (2.13)
3 s pravdepodobnostou %

Pozname maximéalnu hodnotu, ktori moéze nadobtiidat premenna z, preto uvadzame

uz preformulované ohranicenie (12.10)).

2.1.3 RieSenie pomocou rovnice dynamického programovania

Teraz ilustrujeme vypocet pomocou rovnice dynamického programovania, definovanej
. Pripomenme, ze dopyt je v kazdej etape rovnako rozdeleny, preto pre ndhodnu
premennu z nebudeme pisat dolny index. Nezabudajme na to, ze v kazdom okamihu
musime uspokojit dopyt a zaroveil pri dopliiani na zaciatku diia nesmieme prekro¢it
kapacitu bankomatu. Pripustnymi hodnotami riadenia st teda v kazdom ¢ase I'(z) =
{u € No|z +u < 10,2 + v > 3}. Budeme optimalizovat vzhladom na tieto riadenia.

Pocitame stredni hodnotu.

Vs(z) = 0
Ve) = min B (73 u2) + Va( e, 2)] =
= mri(n)((), 03z + 0, 2sgn(u) + 0, 05u)
uel (x
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Priebeh rieSenia nas zvadza zvolit v tomto kroku @ = 0 pre V. Nesmieme vSak zabud-
nit na podmienku (2.10)), ktora zabezpecuje, aby bol dopyt vzdy uspokojeny. Spravme
teda diskusiu vzhladom na x. Optimalne riadenie alebo lepsie optimalna spéatné vizba

v zévislosti na stave x bude nasledovna:

3, prex =0,
2, prex=1,
va(x) =
1, prexz =2,
\ 0, prexz>3
a hodnotova funkcia potom
0,35, prex=0,
0,33, prex=1,
Va(z) = <
0,31, prexz =2,
\ 0,03z, prexz > 3.
Pokracujeme pre t = 1:
Vi(z) = min E[0,03z + 0,2sgn(u) + 0,05u + Va(z +u — 2)].

u€l'(x)

Podobne, ako v predchadzajicom pripade, aj teraz spravime diskusiu pre stavy x <
2. Pre x > 3 je opat optimalna spatna vézba rovna nule. Situécia je teraz mierne
zlozitejsia, pocitajme.

x=0:

V1(0) = min E[0,2sgn(u) + 0,05u 4+ Va(u — 2)]

u€el'(z)

1 1 1
w o= 3: 0,240,154 V53~ 1)+ 5Va(3~2) + V5(3  3) = 0,68,

u = 4: 0,2+0,20+%Vz(?))Jr%VQ(Q)JF%VQ(l) — 0,643,
w = 5 o,2+o,25+%\@(4)%\@(3)%%(2) 0,623,
u = 6: 0,2+0,30+%1/2(5)+%V2(4)+%V2(3) =0,62,
w o= 7 0,2+0,35+%1/2(6)+%V2(5)+%V2(4) _o.7.
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Vi(l) = min E[0,034 0,2sgn(u)+ 0,05u + Vo(1l +u — 2)]

u€l'(z)

1 1 1
w o= 2: 0,0340,240,14 =V5(2) + =V4(1) + =V4(0) = 0,66,

3 3 3
w = 3: 0,38+%V2(3)+%Vg(2)+%%(1) — 0,623,
W o= 4. 043+ %%(4) + %%(3) + %%(2) — 0,603,
W = b 0,48+%v2(5>+§vg<4)+%v2<3) 0,60, —
w = 6: o,53+%%(6>+%w(5)+%v2<4) 0,68,
T =2:
Vi(2) = min E[0,06+ 0,2sgn(u) + 0,05u + Vo(2 + u — 2)]

u€l(x)

1

1 1
w o= 1: 0,06+ 0,2+ 0,05+ =Vi(2) + =Va(1) + =V5(0) = 0, 64,

1
w = 2: 0,36+ =V4(3)

3

1
+5Va(2) + S Va

3

3
1

3

3 3
(1) = 0,603,

1 1 1
wo= 3: 0,41+ ZVa(4) + =Va(3) + =15(2) = 0,583,

3

3

3

1 1 1
u = 4: 0,46+ =Va(5) + zV2(4) + - V2(3) = 0,58, —

3

1 1 1
u o= 5: 0,51+ =V4(6) + =Va(5) + Vs

3

3

3

3

3

(4) = 0, 66.

Optiméalna spatna vézba na jednotlivé stavy x vyzera nasledovne:

vi(x) =

;

S = Ot O

pre x = 0,
pre x =1,
pre x = 2,
pre x > 3.
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Zaroven jednoducho dopoc¢itame hodnotovi funkciu:

( 0,620, pre x = 0,

0, 600, pre x =1,

0, 580, pre r = 2,

Vi(x) = ¢ 0,420, pre x = 3,
0, 363, pre x =4,

0,323, pre x = 9,

0,06z — 6, pre x > 6.

Nakoniec pre t = 0:

Vo(z) = min) E[0,03z + 0, 2sgn(u) + 0,05u + Vi(z +u — 2)].

uel(x
Zopakovali by sme analogicky vysSie spomenuté vypocty, az by sme dospeli ku konec-

nému rieSeniu. Optimalna spatna vézba:

;

6, prex =0,

5, prex =1,
vo(z) =

4, pre x =2,

0, prexz > 3.

Hodnotova funkcia:

0,869, prex =0,
0,849, prez =1,
0,829, pre x =2,
0,690, pre x =3,
0,653, prez =4,
Vo(z) = {4 0,604, prez =5,
0,549, pre z =6,
0,539, prex =7,
0,568, pre x =38,
0,630, prex =29,
0,720, prex=09.
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Analogicky je mozné riesit tlohu aj pre dopyt s inym pravdepodobnostnym rozdele-
nim. Vyhoda rovnomerného rozdelenia na tomto mieste spo¢iva najmé v jednoduchosti

pocitania.

V nasom pripade sme zacali s prazdnym bankomatom, t.j. o = 0. Celkové mini-
malne ocakavané néklady na prevadzku nasho bankomatu za obdobie T' = 3 dni pri

uréenom dopyte dostavame ako V;(0), ¢o predstavuje 0,869 €.

2.1.4 RieSenie v programe Matlab

Na tomto mieste uvedieme vysledky rieSenia vyssie zadanej ulohy v programe Matlab.
Oznacenie premennych ostava, iba v je v programe nahradené zapisom value, hlavne
kvoli lepsej orientacii. Parameter a nespominame, priamo vyuzivame parameter z.
Samotné z je v tomto pripade vlastne 3-rozmerny vektor, pricom kazda jeho zlozka sa
realizuje s pravdepodobnostou 1/3. Tieto hodnoty vyjadruju z.h, resp. z.p. Parameter
umaz zvolime rovny hodnote xmax. Vseobecne je vSak rozumné ho volit v programe
ako umazr = fiz(xmax/value). St tak pokryté vSetky moznosti, pre vysku doplnene;j

hotovosti. Zdrojovy kod uvadzame v prilohe [A]

Pripomenme, Ze cely program je spraveny vSeobecne a je mozné jednoducho menit
vstupné parametre. Pre rovnomerné rozdelenie postacuje uviest interval hodnot, prav-

depodobnosti sa dopocitaji.

Nakoniec teda priblizime a popiSeme vystupy z nasho programu. Tabulka ([2.1))
uvadza hodnoty optiméalnej spatnej vazby pre stav x v ¢ase t. Hoci sme vysSie uvazo-
vali T' = 3, vysledky teraz prezentujeme pre dlhsie obdobie, T' = 7, aby bolo mozné

vypozorovat niektoré dalsie skutocnosti.

Vysledky vidime aj na obrazku ({2.1)) a na obrazku (2.2). Reprezentuju dva pohlady.

V prvom pripade krivky predstavujia hladiny stavov, v druhom hladiny vézieb. Hoci je
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Tabulka 2.1: Hodnoty v(¢,z) optimalnej spitnej vézby, konstantne rozdeleny dopyt,
dlzka obdobia T =7

t\x|0 1 2 3 45 6 7 8 9 10
0|6 54 0000000 0
116 54 0000000 0
2/6 540000000 0
3/6 540000000 0
4/6 54 000000 0 0
5/6 540000000 0
6/3 2 1.0 000000 0

spatné vazba definovana iba po ¢as T — 1, obrazok ([2.2]) zachytava jej priebeh ku koncu
obdobia v pripade mensich ¢asovych jednotiek. Zaroven na tomto obrazku vidime aj
vazby pre necelociselné stavy, tie sa v8ak v Case ¢t = 6 realizuju pre celé x. Nedajme sa

pomylit necelo¢iselnymi hodnotami.

Casovy priebeh optimalne] spatnej wazhy

10 T

optimalna spatna vazha (vkx|)
(o]

34567 89 10 T
] 1 2 3 4
ohdohie (t)

mH
o

Obr. 2.1: éasovy priebeh optimalnej spitnej vizby, dizka obdobia T =7

Pozrime sa blizsie, ¢o nam hovoria vysledky. Ako je vidiet, pre x > 3 nepotrebu-
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obdohie (t)

Obr. 2.2: Hladiny optimalnej spitnej viizby, dizka obdobia 7' = 7

jeme dopliiat, pretoze maximalny dopyt je rovny 3. Optimalne spitné viizby sa v Case
nemenia (kedZe sa nemenia ani parametre), rozdiel je az ku koncu obdobia. Vtedy do-
pliiame len tol'ko, aby sme s istotou uspokojili dopyt. Nevytvarame si zasobu na dalsi
den, uz ju nevyuzijeme. Predtym sa nam oplatilo naraz doplnit vzdy viac, vzhladom
na fixné néklady spojené s doplnenim.

V pripade autonémnej tlohy by situacia vyzerala rovnako aj pre dlhSie casové obdobie.

Tabulka (2.2)) zobrazuje hodnoty hodnotovej funkcie pre vsetky pripady casu ¢
a stavu x. Posledny riadok je nulovy z toho dévodu, Ze akykolvek objem pehazi v
bankomate na konci sledovaného obdobia uz nema pre nas ziadnu hodnotu. Naklady
narastaji s dlzkou obdobia a so znizujtucim sa stavom. Zaujimavé je si viak vSimnut,
ze od istej vysky stavu v kazdom c¢ase naklady narastaji s rasticim z. Je to spdsobené
stratou, ktord generuje drzanie prebytocnej hotovosti viac dni. Kumulativna strata v
tychto pripadoch je vyssia, ako neskorsie doplnenie predmetnej hotovosti. Pozname-
najme, ze rieSenie nasho prikladu, kedy T' = 3, teraz zodpoveda situacii t = 4, x = 0,

resp. V(5,1).
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Tabulka 2.2:

Hodnotova funkcia, konstantne rozdeleny dopyt, dlzka obdobia T =7

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0| 1,942
1] 1,678
1,407
1,149
0,869
0,62
0,35
0

~N O Ot s W N

1,922
1,658
1,387
1,129
0,849
0,6
0,33
0

1,902
1,638
1,367
1,109
0,829
0,58
0,31
0

1,748
1,477
1,219
0,939
0,69
0,42
0,09
0

1,711
1,445
1,179
0,909
0,653
0,363
0,12
0

1,67
1,405
1,136
0,874
0,604
0,323
0,15
0

1,622
1,358
1,087
0,829
0,549
0,3
0,18
0

1,613
1,344
1,081
0,812
0,539
0,36
0,21
0

1,609
1,341
1,079
0,804
0,568
0,42
0,24
0

1,618
1,352
1,085
0,822
0,63
0,48
0,27
0

1,646
1,382
1,113
0,879
0,72
0,54
0,3

0

2.1.5 Analyza citlivosti

Podrobme nés priklad analyze citlivosti na vybrané vstupné parametre. Pre T' = 7.

Pociato¢né naplnenie

Obrazok (12.3) zobrazuje vysku minimélnych ocakavanych nakladov na prevadzku ban-

komatu v zavislosti na jeho poc¢iato¢nom naplneni. Ako vidime, pre zy > 8 sa prejavuje

efekt spomenuty vyssie - strata spojena s drzanim prebyto¢nej hotovosti prevysi cenu

jej pripadného doplnenia. Pre vySSie hodnoty parametra ¢ by sa to prejavilo uz od

nizsich hodnot pociatoéného stavu xy.
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ofakévané naklady (eur)

.
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poéiatogné naplnenie (<0}
Obr. 2.3: Miniméalne o¢akiavané naklady v zavislosti na poc¢iato¢nom naplneni g, dlzka

obdobia T'=7

Cena za drzanie prebytoc¢nej hotovosti

Uvedieme vysledky pre rozne hodnoty parametra c. VSimnime si, ako sa menia opti-
malne spatné vazby - obrazok . Tabulka ([2.3) zachytava iba nenulové vézby. Ak
je strata spojené s drzanim prebyto¢nej hotovosti nulové, dopliame vzdy maximéalne
pripustné mnozstvo. Az ku koncu obdobia menej. Postaci tolko, aby sme pokryli oc¢a-
kavany dopyt v ostavajicom case. USetrime tak na fixnych nakladoch na doplnenie.
S rasttcim ¢ sa doplhané mnozstvo znizuje, az od istej hranice budeme chciet tplne
minimalizovat prebyto¢ni hotovost - doplnime iba mnozstvo, ktoré s istotou uspokoji

dopyt pre kazdy den.

Rasttice ocakavané néklady s rasticim c.

c 0 0,025 0,05 0,075
Vo(0) | 1,213 1,855 2,279 2,6
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Tabulka 2.3: Hodnoty v(t, z) optimélnej spétnej vizby v zavislosti na ¢, T =7

c=0 ¢=0,025 ¢=0,05 c¢=0,075
t\x| 01 20 1 0 1 2|0 1 2
010 9 816 5 46 5 4|3 2 1
1110 9 8|7 6 5|6 5 4|13 2 1
2110 9 8|6 5 4({6 5 43 2 1
3110 9 8|7 6 5|6 5 413 2 1
41 8 7 6|6 5 5|6 5 4|3 2 1
5! 6 5 416 5 4|5 4 3|3 2 1
6| 3 2 1|3 2 1713 2 113 2 1
c=0 c =0.025
4
z 23
= 3_'l =
o 2
= S
—1D o X X : : .
1] 7 a 2 3 4 5 5]
obdoble () ohdaobie (1)
c=0.05 c =0.075
4
= 33
S 2 5
S2l4 ? ~ 7 526 1
- v ®
: 5 \ | Y
W it W
¥ 2]
0 —6; . : 1 03 3
1] 1 2 3 4 5 ] 7 a 1 2 3 4 5 g 7
obdabie (t) obdobie (1)

Obr. 2.4: Hodnoty optimalnej spéatnej vizby v zavislosti na volbe parametra ¢, ktory

predstavuje stratu v dosledku drzania prebytocnej hotovosti, dlzka obdobia T = 7
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Cena za doplnenie

Vysledky pre rozne hodnoty parametra k. VSimnime si, ako sa menia optimalne spatné
viizby - obréazok (2.5]). Tabulka zachytava nenulové viizby. Ak st fixné naklady na
doplnenie penazi nulové, doplnime vzdy iba miniméalne mnozstvo zarucujice uspoko-
jenie dopytu. Postupne, s rasticim k, stupaja aj doplitané mnozstva. Ked uz to nieco
stoji, oplati sa naraz vlozit viac penazi do bankomatu. AvSak iba po ur¢ita hranicu, aby
nebola cena stratenej prilezitosti privysoka. S bliziacim sa koncom obdobia dopliany
objem opat klesa. Nepotrebujeme sa zasobit, ked uz tento dodato¢ny obnos nevyuZi-

jeme.

Rasttice o¢akavané néklady s rastucim k.

k| 0 02 04 08
V(0) | 0,93 1,942 2479 3,331

Tabulka 2.4: Hodnoty v(t, z) optimélnej spétnej vizby v zavislosti na k, T'=7

k=0 k=002 k=0,04 k=008
t\'x|0 1 2|0 1 2/0 1 2|0 1 2
0/3 2 16 5 4/9 8 7|10 9 8
13 2 1/6 5 4|8 7 6|10 9 8
213 2 16 5 4/9 8 7|10 9 8
3/3 2 1(6 5 4/9 8 7|10 9 8
413 2 116 5 4|7 6 5| 8 7 6
5/3 2 116 5 46 5 4| 6 5 4
6(3 2 113 2 1|3 2 1|3 2 1
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Obr. 2.5: Hodnoty optimélnej spatnej viazby v zavislosti na volbe parametra k, ktory

uréuje fixné naklady na doplnenie bankomatu, dzka obdobia T =7

2.2 Neautonémna verzia lohy

Doteraz sme pracovali s autonémnou tlohou. To znamené, Ze parametre sa nemenili v
¢ase. Rovnako dopyt po peniazoch bol kazdy den rovnako rozdeleny. V praxi to vsak

nie je zvycajne pravdou. Pozrime sa na rozsirenie tulohy, ktorou sa zaoberame.

Predpokladajme, Ze cez vikend je dopyt vo vSeobecnosti vyssi. Na§ bankomat je na-
priklad umiestneny v nejakom nakupnom centre, kde je cez volné dni na konci tyzdna
vacsi pohyb zékaznikov. NavySe predpokladajme, Ze T'udia preferuji platit hotovostou
a preto vyzivaju moznost vyberat si peniaze z bankomatu.

Majme teda rovnomerne rozdeleny dopyt na intervale [1,3] pocas pracovnych dni

a na intervale [2,5] cez vikend. Poznamenajme, ze ako zaciatok tyzdiha uvazujeme
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pondelok. Nedela je potom 7.den. Zaroven celé naSe pozorovanie zaCina v pondelok,

tedat = 0 — po rano, t = 1 — ut rano, atd. Doplitanie prebieha vzdy na za¢iatku dia.

Ako je potrebné upravit nas kod v Matlabe? Hned na zaciatok prvého for cyklu
vlozime nasledovné podmienky, ktoré budi rozlisovat rozdelenie dopytu pre jednotlivé

dni. Cely kod je obsahom prilohy [Al

switch mod(i,7)
case 1

z.h=[1:3];

N

.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
case 2

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
case 3

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
case 4

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
case b

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
case 6

z.h=[2:5]; z.p=1/length(z.h)*ones(1l,length(z.h));
case 0

z.h=[2:5]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
otherwise

error (’This is impossible’)

end

Pripomenme, Ze z.h predstavuje jednotlivé hodnoty, ktoré moze nadobudat naSa na-
hodné premenna z a z.p zase pravdepodobnost ich realizécie. Opét sme pracovali iba
s rovnomernym rozdelenim, tito skuto¢nost je vSak mozné jednoducho menit. Navyse

je tymto pristupom mozné menit aj dalsie parametre, s ¢im aj dalej budeme pracovat,
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no prislusny kéd uz nebudeme explicitne spominat.

Zvyseny dopyt cez vikend sa zakonite prejavi vo vyssich hodnotach optimélne;
spéatnej vazby v tychto diioch. VSimnime si, Ze uz den pred vikendom dochédza k vys-
Siemu doplianiu hotovosti. Numerické vysledky najdeme v tabulke - porovnajme
S . Rovnako ich zobrazuju obrazky a . 7 tabulky vyCitame narast
hodnot oproti ([2.2).

Tabulka 2.5: Hodnoty v(t, z) optimalnej spatnej vizby, rozne rozdeleny dopyt, T=7

t\x|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0|6 5 4 0 0 0 0 0 0 0 O
116 5 4 0 0 00O 0 0 O
2|6 5 4 0 0 0 0O 0 0 0 O
3|6 5 4 0 0 0 0 0 0 0 O
418 7 6 0 0 0 0 OO O O
5/5 4 3 2 1 0 0 0 0 O O
65 4 3 2 1 0 0 0 0 0 O

Tabul'ka 2.6: Hodnotova funkcia, roézne rozdeleny dopyt, T=7

t\x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

02232 2212 2,192 2045 2,004 1,961 1912 1,907 1,904 1,91 1,937
1]1,975 1,955 1,935 1,762 1,735 1,7 1,655 1,636 1,629 1,645 1,688
1,692 1,672 1,652 1,52 1478 1427 1372 1,368 1,384 1411 144
145 143 141 1,233 1,180 1,154 1,13 1,148 1,147 1,124 1,125
1,163 1,143 1,123 0,94 095 0,96 0,903 0,857 0,803 0,814 0,817
087 085 083 081 0,79 057 058 054 0513 0,498 0,495
045 043 041 039 037 015 018 021 024 027 03

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

N O Ot e W N
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Obr. 2.6: Casovy priebeh optiméalnej spéatnej vazby, rozne rozdeleny dopyt T' =7
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Obr. 2.7: Hladiny optimalnej spétnej vézby, rozne rozdeleny dopyt T' =7

Podobné tvahy nas veda k zamysleniu, ako by sa menilo rieSenie pri zmene dalsich
parametrov. Napriklad mézeme predpokladat, Ze v nedelu buda samotné fixné naklady
na naplnenie vyrazne vyssie. Stuvisi to napriklad so zvysSenymi nakladmi na mzdy pre

pracovnikov zabezpecujucich doplhanie.

Nasledovné obrazky ukazuju vysledky pre rézne pripady nekonstantnych fixnych
nékladov za doplnenie bankomatu. VSetky obrazky st pre obdobie T' = 14 dni, aby bolo
mozné zmeny lepsie pozorovat. Obrazok je vysledok pre konstantné fixné néklady.

Dajme tomu, Ze kazdu stredu by bolo dopliianie zadarmo, zmenu zachytéva obrazok
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2.9 Nakoniec, ako sme uz vyssie spomenuli, je tu pripad drahsej nedele. Obrazok
zobrazuje optimélne spatné vazby, ak predpokladame, ze kazdy 7.den zaplatime za

doplnenie styrikrat viac (k = 0,8).

Hladiny optimalne] spatnej vazby
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i
T
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a
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o 1 2 3 4 85 B 7 8 8 10 1 12 13 14
obdohie ()

Obr. 2.8: Hladiny optimalnej spitnej vazby, T' = 14
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Obr. 2.9: Hladiny optimaélnej spétnej vizby, T' = 14, kazd stredu je doplhanie zadarmo
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Obr. 2.10: Hladiny optimalnej spatnej viazby, v nedel'u je doplnenie 4x drahsie, teda 0,8

2.3 Verzia tlohy s pokutou

V tejto ¢asti nasu ulohu o spravovani hotovosti v bankomate rozsirime o dal$iu avahu.
Doteraz sme striktne odmietali neuspokojeny dopyt. Dalo by sa povedat, Ze sme boli
ochotni zabezpecit pripadna pozadovant hotovost za kazdi cenu. Tu vSak budeme uva-
zovat aj moznost, ze dopyt po vyberoch z bankomatu presiahne jeho naplnenost. Aj
tato skutocnost povedie k urcitej strate. V koneénom dosledku vsak moéze byt nizsia
ako naklady na doplnenie alebo drzanie tejto dodatoc¢nej hotovosti. Mohli by sme sa na
situaciu pozriet aj tak, ze prave naklady na mimoriadne doplnenie budi tou "stratou".
Avsak tvahy tymto smerom maji zmysel iba vtedy, ak by tieto naklady boli nizsie ako
standardné. Potom by vSak uz nebol celkom na mieste vyraz mimoriadne, kde priro-

dzene predpokladame, Ze oznacuje vyssie naklady.

Budeme uvazovat 3 rozne pristupy, ako definovat stratu v pripade neuspokojeného
dopytu. Konstantnu pokutu v pripade vzniku deficitu, dalej v zavislosti na vyske defi-
citu az napokon exponencialnu.

Zmena teda nastane vo formulécii ucelovej funkcie, v ktorej sa objavi funkcia straty

(2, us, 2, D, S), kde S je parameter S > 0. Ostatné oznacenie plati ako v Casti 2.1}
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2.3.1 Formulacia dlohy

Teraz mozeme sformulovat nasledovni tlohu optimalneho riadenia, so stratou:

-1
min F Z cx; + ksgn(u;) + kyou; + s(x;, ug, 25, D, S) (2.14)
i=0
pri podm.  x;41 = max{z; +vu; — 2;,0}, i=0,..., T —1, (2.15)
Ty = a, (2.16)
i +ou; < H, (2.17)
u; € Np. (2.18)
Stratu s(z;, u;, z;, D, S) moézeme uvazovat ako jednu z troch moznosti
S| min{(x; + vu; — z;) — D, 0}, (2.19)
Ssen(| min{(z; + vu; — z;) — D,0}]), (2.20)
S|min{(aci+vui—zi)—D,0}\’ (221)

v poslednom pripade vyzadujeme S > 1.

Zapis stavovej rovnice [2.15] zarucuje nezaporny zostatok hotovosti v bankomate.

2.3.2 RieSenie v programe Matlab

Vychadzame z kodu [A] kde sme implementovali vyssie popisané zmeny. Preformulovali
sme teda stavovi rovnicu, ako aj ucelovu funkciu. Uvadzame vSetky tri typy, hoci
grafické vysledky spomenieme iba pre jeden pripad straty. Rozmer matice V hodnotovej
funkcie aj matice v hodnot optimalnej spatnej vazby sme zvysili o maximéalnu hodnotu
realizacie nahodného dopytu, ¢o vyuZijeme pri hladani rieSenia. Vysledné rieSenie vSak
prezentujeme iba pre hodnoty stavov z > 0.

Hodnoty vstupnych parametrov ostéavaji rovnaké z Casti [2.1.2] parameter straty
zvolime S = 0,5 eur. To znamena, ze v pripade neuspokojeného dopytu sa nase na-
klady na prevadzku bankomatu navysuju o tito sumu. Za kazdy jeden pripad deficitu.

Budeme uvazovat funkciu straty v tvare (2.19)). Sumu S teda zaplatime bez ohladu na
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vysku neuspokojeného dopytu. Zdrojovy kod uvadzame v prilohe [B]

Dopyt budeme uvazovat "priblizne normalne"rozdeleny na intervale [0, 10], so stred-
nou hodnotou p = 5 a standardnou odchylkou o = 2. Rozdelenie, ktoré je v niektorych
pripadoch dobrou diskretizaciou normélneho rozdelenia, sme vysvetlili v prvej kapitole,
v Casti[1.2] Podotykame, Ze pravdepodobnosti st uréené iba pre celé ¢éisla zo spomina-

ného rozsahu.

Na obréazku mame moznost vidiet hodnoty optimalnej spétnej vézby pre
rozne hodnoty parametra straty S. VSimnime si, Zze ak by neuspokojenie dopytu so
sebou nenieslo ziadne negativa, najvyhodnejsie bude pre miia ni¢ nedopliat. Moje
naklady by boli rovné nule. S rasticou vyskou pripadnej straty sa vzdy viac snazim

zabezpecCit dostatocnu hotovost pre potencidlne vybery.
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Obr. 2.11: Hodnoty optimalnej spatnej vazby v zavislosti na volbe parametra S, pripad
konstantnej vysky pokuty v pripade vzniku deficitu, dlzka obdobia T' = 7, "priblizne

normalne"rozdelenie
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Kapitola 3

Maximalizovanie zisku obchodnika

V tejto kapitole sa pozrieme na dal$iu tlohu. Sformulujeme ju, naprogramujeme a na-

sledne vyriesime, pricom vysledky budeme aj kratko komentovat.

Majme predajnu alebo maloobchodného predajcu, ktory predéva isty typ vyrobku.
Tento vyrobok nakupuje od velkoobchodného predajcu, pripadne priamo od vyrobcu.
Dopyt po jeho vyrobku je ndhodny, avsak zname je jeho pravdepodobnostné rozdelenie.
Kazdy den prichadzaju do predajne zékaznici, ktori nechcti odchédzat sklamani. Inymi
slovami, nas predavac¢ sa snazi mat pre zakaznika Zziadany tovar. Na druhej strane, nie
je ochotny uspokojit tento dopyt za kazda cenu. Predpokladajme, Ze v takom pripade
neplyni pre predajcu Ziadne negativa (napriklad strata dobrého imidzu). Jeho ulohou
teda bude na zaciatku kazdého dna skontrolovat stav zasob na predajni a objednat
potrebné mnozstvo vyrobkov. Kapacita jeho skladu je obmedzena, preto aj vyska sa-
motnych objednavok bude limitovana. Predpokladajme, Ze vyrobky kupuje za ndkupni
cenu a predava za vyssiu, predajna cenu. Vyrobca navyse posiela vyrobky v preprav-
kach, ktoré maju tiez svoju kapacitu. Okrem nakupnej ceny bude teda obchodnik platit
aj za pocet prepraviek, ktoré mu pridu. Dalsie néklady ma aj so skladovanim nepreda-
nych vyrobkov. Ako asi kazdy dobry predajca, aj ten nas bude chciet maximalizovat

svoj oc¢akavany zisk. Dosiahne to vhodnou stratégiou, resp. objednavkami.
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3.1 Formulacia tlohy

Uvazujme pripad, kedy sa jednotlivé parametre nebudu v ¢ase menit. Tiez pravdepo-
dobnostné rozdelenie dopytu bude rovnaké po celé obdobie. Stavova premenné bude
vyjadrovat pocet vyrobkov na predajni, hodnotami riadenia bude pocet objednanych
vyrobkov od vyrobcu. Ten ur¢i aj pocet potrebnych prepraviek. Predpokladajme, ze
samotné dodanie trva velmi kratko. To znamené, Ze vSetko prebehne kazdé rano este
skor, ako vstipi do predajne prvy zakaznik. Dalej predpokladéame, Ze tovar nestarne a
ani nijako inak nestraca na hodnote. Vyrobky sa predavaji za svoju stanovenu cenu
bez ohladu na to, ako dlho ich drzim u seba na predajni (v sklade). Stavova a aj ria-
diaca premenna ma prirodzene celociselny charakter.

Vzhladom na to, Ze systém je vystaveny ndhodnym vplyvom, pracujeme s tlohami
s volnym koncom. Nezaujima néas, kolko ostane na predajni vyrobkov po skonceni sle-

dovaného obdobia.

Oznac¢me

T — obdobie (dni),

xr; — mnozstvo vyrobkov v sklade (predajni) na zaciatku i-teho dna,

u; — mnozstvo vyrobkov, ktoré objednam a je mi dodané na zaciatku i-teho dna,
z; — dopyt po vyrobku v i-ty den, ndhodnéa premenné,

p — predajna cena vyrobku, p > 0,

n — mnakupné cena vyrobku, 0 < n < p,

d — mnéklady na jednu prepravku, d > 0,

D — kapacita jednej prepravky, D > 0,

s — naklady na skladovanu jednotku vyrobku, s > 0,
K — kapacita skladu, K > 0,

a — pociatocné zasoby, a > 0.
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Pripomenme, ze stavova aj riadiaca premennéd nadobudaji celoc¢iselné hodnoty.

Podobne dopyt je vyjadreny v celych ¢éislach.

Dostavame nasledovni tlohu optimalneho riadenia:

max B %pmin{xi + ug, 2z} —nu — dfu; /D] — sz (3.1)

pri podm. xi+1Z::0 max{z; + v; — 2,0}, i=0,...,T—1, (3.2)
o = a, (3.3)

i +u; < K, (3.4)

u; € Np. (3.5)

Poznamenajme, Ze vyraz [u;/D] v ucelovej funkeii zna¢i "horna cela ¢ast". Urcuje
nam, kol'ko prepraviek je potrebné pouzit na objednané mnoZstvo vyrobkov. Zaroven
to znamenad, ze néklady na prepravku nie st zavislé na jej naplneni. Nezalezi teda na
tom, ¢i je naplnend D vyrobkami alebo je v nej prevazany iba jeden. V oboch pripadoch
to pre nas predstavuje naklady d na kazdt z nich.

Vsimnime si, ako je sformulovana stavova rovnica (3.2)). Funkcia max{} nam zaru-
¢uje nezapornost zasob, ale nevylu¢uje moznost neuspokojeného dopytu, ¢o je v stulade
s nasim zadanim tulohy. Podmienka nam hovori, Ze moézem objednat iba tolko
vyrobkov, aby spolu s vyrobkami, ktoré uzZ mam na predajni neprekracovali moznosti

nésho skladu.

Iny zapis

Ucelovu funkciu a stavovi rovnicu by sme mohli napisat aj nasledovnym spésobom:

£ ) pz; — d[u; /D] — sx;, ak x; +u; > 2, (3.6)
Liy Usy 24) 1= :
p(x; +u;) — d[u; /D] — sx;, ak x; +u; < 2
a
Ti+u; — 2, ak xp+up >z,
[ (@i, u4, ) = (3.7)
0, ak T +u; < z;.
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3.1.1 Priklad s konkrétnymi hodnotami

V tejto casti sa budeme zaoberat prikladom s konkrétnymi vstupmi. Majme obdobie
T = 7 dni, pre ktoré budeme volit alebo planovat objednavky vyrobkov. Dopyt bude
"priblizne norméalne"rozdeleny na intervale [0, 10], so strednou hodnotou p =5 a Stan-
dardnou odchylkou o = 2. Vymyslené rozdelenie sme vysvetlili v prvej kapitole, v ¢asti
1.2l Podotykame, ze pravdepodobnosti si urc¢ené iba pre celé ¢isla zo spominaného
rozsahu. Predpokladajme, Ze nakupujeme za cenu n = 1,5 eur a predavame za p = 2,5
eur za kazdy vyrobok. Uvazujme prepravky s kapacitou D = 5 vyrobkov a nékladmi
d = 0,5 eur na jednu. Skladovacie néklady nech st s = 0,2 eur. Najviac moézeme mat
na predajni (v pridruzenom sklade) K = 10 vyrobkov a na za¢iatku nemame k dispozi-
cii ziadne zasoby, t.j. a = 0. Hodnotami riadenia budu také objednané pocty, aby bola
splnené podmienka (3.4]).

Pripomenme, Ze uvedené vstupy maja iba priblizne redlnu vypovednt hodnotu. Sa
vymyslené za ucelom rieSenia tlohy a ozrejmenia niektorych suvislosti a vztahov, na
ktoré nemaju vplyv. Ulohu na tomto mieste nebudeme riesit analyticky. Priklad také-
hoto rieSenia si moze Citatel pozriet v ¢asti[2.1.3] Sustredime sa iba na komentovanie

vystupov z nasho programu.

Sformulované tloha:

6
max B Y 25min{x; +u;, 5} — 1,50 — 0,5[w;/5] — 0,22, (3.8)

u

pri podm. :L'Z-HZ::() max{z; +u; — 2,0}, i=0,...,6, (3.9)
xo =0, (3.10)
z; +u; < 10, (3.11)
u; € Np. (3.12)
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3.1.2 RieSenie v programe Matlab

Pozrime sa, ako vyzera rieSenie naprogramovanej zadanej tlohy. Oznacenie parametrov
ostéva rovnaké, iba namiesto a budeme pracovat priamo s xy. Pre urcéenie pravdepodob-
nosti priblizne diskretizovaného normalneho rozdelenia si pomdzeme prikazom normpdf
v Matlabe. Jeho vstupmi st vektor hodnoét, stredna hodnota p a Standardna odchylka
0. Nasledne este zabezpecime, aby stcet pravdepodobnosti bol rovny 1. Viac je mozné

sa docitat v casti[l.2] v teoretickom tvode. Zdrojovy kod najdeme v prilohe [C|

Na obréazku (3.1)) mézeme vidiet pravdepodobnosti z.p pre z.h € {0,1,2,...,10}

realizacie hodnot nahodnej premennej z.

sumiz. pj= 1
025 T T T

=}
o = o
- 5 b

pravdepodobnosti realizacie (z.p)

=]
=
5

1} 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
hodnoty dopytu (z.h)

Obr. 3.1: Priblizne diskretizované normélne rozdelenie, interval [0,10], u =5a o =2

Hodnoty optimélnej spatnej véizby vidime v tabulke . Vsimnime si, Ze nie
sme pripraveni uspokojit mozny dopyt (moéze byt az 10 v kazdom case). Pre nas je
optimélne mat k dispozicii vacsinou 8 kusov tovaru. To znamené, ze ocakavany zisk je
nizsi, ako néklady na zabezpecenie tychto dodatocnych vyrobkov. Stvisi to s nizkou
pravdepodobnostou pre hodnoty dopytu 9 a 10 (podobne 0 a 1). VSimnime si, Ze pri
hodnotach stavu 1 a 2 sa prejavi kapacita prepravky, ktora v naSom pripade pojme
5 vyrobkov. Neoplati sa mi na¢inat dalsiu, kvoli jednému, resp. dvom vyrobkom. Pri
troch uz ano, ¢o je vidiet z hodnot pre stav & = 0. Vzhladom na nemenné parametre, sa

ani hodnoty optimélnej spatnej vazby zo zaciatku nemenia. Ku koncu sa prejavi fakt,
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ze sa mi neoplati budovat zasoby a preto klesé pocet objednanych vyrobkov. Rovnako

to mozeme pozorovat aj z obrazku (3.2)) a (3.3]).

Tabulka 3.1: Hodnoty v(t, z) optiméalnej spatnej vazby, obdobie T=7

t\x|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0/8 5 5 5 4 3 0 0 0 0 O
118 55 5 4 3 0 0 0 0 O
28 5 5 5 4 3 0 0 0 0 O
3/8 5 5 5 4 3 0 0 0 0 O
418 5 5 5 4 3 0 0 0 0 O
5/!5 5 5 4 3 0 0 0 0 O O
6/ 4 3 0 0 0 0 0 0 O O

Hodnoty hodnotovej funkcie zobrazuje tabulka . V' predposlednom riadku,
pre vySSie hodnoty stavovej premennej je vidiet, Ze hodnoty zacinaju klesat. Je to
sposobené tym, Ze je mala pravdepodobnost, Ze sa mi podari predat tolko vyrobkov.
Ocakavany zisk zac¢ina byt mensi ako naklady spojené s ich skladovanim. Pre vyssiu

hodnotu parametra s by to bolo vyraznejsie, aj pre iné casy.

Tabulka 3.2: Hodnotova funkcia, obdobie T=7

t\x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N O Ot e W N

0] 25,18

21,37
17,56
13,75
9,942
6,179
2,579

0

26,79
22,98
19,17
15,37
11,57
7,79
3,879
0

28,26
24,45
20,64
16,84
13,03
9,199
5,179

0

29,58
25,77
21,96
18,15
14,34
10,5
6,535
0

30,88
27,07
23,26
19,45
15,64
11,8
8,279
0

32,18
28,37
24,56
20,75
16,94
13,18
9,579

0

33,79
29,98
26,17
22,37
18,57
14,79
10,38

0

35,26
31,45
27,64
23,84
20,03
16,2
10,74
0

36,58
32,77
28,96
25,15
21,34
17,44
10,79

0

37,81
34,01
30,2
26,39
22,57
18,51
10,68
0

39,02
35,21
31,41
27,6
23,77
19,37
10,5
0
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Casawy priebeh optimalnej spatnej vazhy
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— 8 o o o 0
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i 1 2 3 4 5 B
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Obr. 3.2 éasovy priebeh optimalnej spétnej viazby pre jednotlivé stavy x, T =7

Hladiny optimalne] spatne) wazhy
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Obr. 3.3: Hladiny optimélnej spéatnej vazby, T =7

3.1.3 Analyza citlivosti

V tejto casti budeme skiimat rieSenie tlohy pre rézne hodnoty vybranych parametrov.
Uvedieme iba grafické rieSenie a vplyv na ocakavany zisk. Vychadzame z vyssie sformu-
lovanej tlohy a zadanych vstupov. Aby sa prejavili efekty, na ktoré chceme poukézat,
uvazujeme v niektorych pripadoch zmenené vstupy, ¢o spominame v texte. Viaceré

obrazky zobrazuju aj hodnoty véazby pre necelo¢iselné stavy, ale tym sa nedajme mylit.
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Pociatoc¢né zasoby

Na zaciatok sa pozrime, ako vyzera maximélny ocakavany zisk v zavislosti na pociatoc-
nych zasobach. Predpokladajme, Ze naklady na skladovanie sti v tomto pripade vyssie,
s = 0,95 eur. Na obrazku (3.4) si moézeme vsimnit, ze pre xo > 7 zacina zisk klesat. Je
to sposobené tym, ze naklady na skladovanie prebytocnych vyrobkov prevysia ndklady
na ich objednanie a kiipu v ¢ase potreby. Cim by boli naklady na skladovanie s vyssie,
tym skor by sa tento efekt prejavil. Pre zaujimavost, obrazok nam zobrazuje si-
tuaciu, kedy by sme za poc¢iatoéné zasoby platili. To znamena, kazdy vyrobok by nés

stal jeho nakupnu cenu n, ¢o odpocitame od oc¢akavaného zisku.
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ofakavany zisk (eur)
r Y 1y
bt [ " e o [ %]
m N w8 owm K
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=
n

pociatocné zasoby (x0)

Obr. 3.4: Maximalny oc¢akavany zisk v zavislosti na zg, T' =7

ofakawany zisk - naklady na x0 (eur)

T N FRN S S N N

] 1 2 3 4 5 3 7 8 9 10
pociatoéné zasoby (x0)

Obr. 3.5: Max. ocakavany zisk v zavislosti na xy, odpocitani nakupna cena xg, T =7
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Kapacita prepravky

V tomto pripade budeme predpokladat, Ze za skladovanie neplatime, to znamena s = 0.

Na obrézku (3.6) mame moznost vidiet, ako sa menia hodnoty optimélnej spétnej vézby

s hodnotami kapacity prepravky. Vyhodnejsia je pre nas prirodzene prepravka s vyssou

kapacitou, kedy ich na objednané mnozstvo potrebujeme menej. Prinasa to mensie né-

klady, ¢o zachytava aj tabulka nizgie. VSimnime si, Ze ak objednavame, vzdy na plny

sklad. Je to v dosledku nulovych nakladov na skladovanie.

Rasttci ocakavany zisk s rastiicim parametrom D.

D 1 5 7 10
V(0) | 15,94 29,03 29,67 30,1
D=1 D=5
10 T T T T T T 10 T
e I
g B2 1 g B 1
E 7 3 1 E 7 E :3:2 T
i T} E j—
£ ol 4 I e
S 416 . = .
g 3 ) 1 g 3 1
s se | BiP—— ANY
i) 1 -~ 4 i) 1 :9 Al 4
PP N
T \\ 4 "0 10 , , Z R
] 1 2 3 4 5 G 7 ] 1 2 3 4 5 G 7
obdohie (t) obdohie (t)
D=7 D=10
10 10
<3 I '
g 7 1 1 £ 7 1
i) 32 5
= E c 4 7 = E :4:5:15352 7
o] 4 o d
S o415 ] S 41 o6 ﬁ |
g 37 . . g 37 ; ]
= 2 K,‘ﬁ“ 1 = 2 g m 1
2 N ?\W- 21 g - \N
0 . | . i 0 : —1N— LS
] 1 2 3 4 5 5 7 ] 1 2 3 4 5 5 7
obdohie (t) obdohie (t)

Obr. 3.6: Hodnoty optimalnej spiatnej vazby v zéavislosti na volbe parametra D, ktory

predstavuje kapacitu jednej prepravky, dizka obdobia T =7
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Cena za prepravku

Teraz sa budeme zaoberat vplyvom ceny d za jednu prepravku na hodnoty optiméalne;

spatnej vazby. Vysledky pre zvolené hodnoty d zobrazuje obrazok 1} Cim je pre-

pravka drahsia, tym viac ju budem chciet vyuzit.

Klesajuci ocakavany zisk s rasticim parametrom d.

stavava premenna (x)

O = r) W MO~ 000

stavava premenna (x)

—
)

—
)

O = M)W MmOy = 00w

d 0 0,25 0,5 1
V(0)]29,6 27,3 2518 21,75
d=0 d=0.25
. . . . 10 . . . .
4 g 9 4
] el ]
1 . 26 .
2 . T —) .
3 . 24 3 \e .
4 e 1 = 3t 4 1
5 ¥ ] 205 ,\ 1
5 " ph 2 1 g 74 \ i
: 7 T B g 0 T T —7 - e E
2 3 4 a 53 7 0 1 2 3 4 4 53 7
obdobie (t) obdobie (t)
d=0.5 d=1
10
4 .-}—(a =] 4
] fc—U’ a3 ]
i = i
] o g ]
= =
E3- 1 [ - ]
1 ] Sy =3 - ]
g =5 j T g I i
vﬁ\ 1 % 2 r\ 1
4 ﬁ “] 4
a7 b T W 0 . T ]
2 3 4 5 53 7 0 1 2 3 4 5 53 7
obdobhie (t) obdohie (t)

Obr. 3.7: Hodnoty optimalnej spitnej vazby v zéavislosti na volbe parametra d, ktory

hovori o cene za jednu prepravku, dlzka obdobia T' =7

Cena za skladovanie

Nakoniec sa pozrieme na hodnoty optimalnej spatnej vazby pre roznu vysku nékladov

na skladovanie vyrobkov. S ich narastom kles4 objednavané mnozstvo, ¢o je v sulade
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s prirodzenou tvahou. Situaciu zachytéva obrazok (3.8). Vsimnime si, Ze pokym na

zaciatku plnim sklad az po jeho kapacitu (K = 10), v poslednom pripade sa mi oplati

mat pripravenych k predaju najviac 5 vyrobkov.

Klesajuci ocakavany zisk s rastiicim parametrom s.

stavava premenna (x)

L = 2 B w xR A

stavova premenna (%)

[ .1 n Bt R m U

—
)

—
o

S 0 0,2 0,4 0,8
V(0) | 29,03 25,18 23,57 21,35
s=0 s=0.2
10
. = 9
w
4 g 2
— — 1 1
=, =2 ] E 5l 1
\ ] S el =
i e ] ) d
0 ] A
A ] > 3ls ~ k ]
T S i ?% =, |
— 9 ] @ o q
?\\255 ) \ 0 :H?_,_?: . \\\
0 1 3 4 5 g 7 0 1 2 3 4 5 g 7
obdobie (t) obdobie (t)
s=04 s=08
10
] — 9 ]
] % g )
4 g ? 4
4 i} 6 4
. ] § s ]
2 \ 4 E 4 1 i
3 1 > 3 2 1
4 7y =0l 3 5o
5 @ \\ w1l AN
. RERRE 0 g : —h——
0 1 3 4 ] B 7 0 1 2 3 4 ] B 7
obdobie (t) obdobie (t)

Obr. 3.8: Hodnoty optimalnej spétnej viazby v zavislosti na volbe parametra s, ktory

predstavuje naklady na skladovanie jedného vyrobku, dlzka obdobia T = 7
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Kapitola 4

Uloha o hazardnom hracovi

V poslednej kapitole sa pozrieme na tri modifikacie tlohy o hazardnom hracovi. Za-
dania ¢erpame z knihy [2]. Poznamenajme, Ze v tychto ulohéch bude T' na rozdiel od

predchadzajucich kapitol predstavovat pocet kol alebo samotnych stavok.

4.1 Stavkami st Zetony

Najprv sa budeme zaoberat pripadom, kedy stavkami budia zetony. N&s hrac sa icastni
hry s nasledovnymi pravidlami. Na zaciatku méa k dispozicii urcity pocet zZetéonov. Hra
prebieha v niekolkych kolach, pricom v kazdom z nich sa rozhoduje, kolko Zeténov
vsadi. Moze z nich vsadit Tubovolny pocet, pricom s pravdepodobnostou P rovnaky
pocet ziska alebo s pravdepodobnostou (1 — P) strati vSetko, ¢o vsadil. Pre vyhru
v celej hre je potrebné, aby mal hra¢ na konci vopred urceny pocet Zetéonov. Vtedy
obdrzi finanéni odmenu. Snahou hraca bude ziskat tito odmenu. Dalo by sa povedat,
ze sa bude snazit maximalizovat ocakavany pocet zZetonov na konci hry, no len po ista

hranicu. Touto hranicou je uz spomenuty pocet zZetéonov postacujici na vyhru.
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Oznacéme

T — pocet kol hry,

xr; — pocet zetonov na zaciatku i-tej hry,

u; — pocet zeténov, ktoré v i-tej hre vsadime,

z; — vyhra, resp. prehra v i-tom kole, ndhodna premenna,

C — pocet zetonov potrebnych na konci hry na vitazstvo, C' > 0,

p — peiiazna odmena pre hraca, ak na konci splita podmienky na vyhru v hre, p > 0,

h — funkcia vyhry, podmienka na vyhru celej hry,

a — pocet zetonov k dispozicii na zaciatku hry, a > 0.

4.1.1 Formulacia tlohy

Teraz mozeme sformulovat stochasticki tlohu optimalneho riadenia:

max E[ph(zr — C)] (4.1)
pri podm. x4 =x; + zu;, i=0,..., T —1, (4.2)
Ty = a, (4.3)
0<wu; <ay, (4.4)
u; € N, (4.5)
kde

h(x) 1, akz >0, (4.6)

0, ak z <0.

Této tloha sa lisi od standardnej typom ucelovej funkcie (4.1]) a zmieSanymi ohra-
ni¢eniami (4.4)) na stavovi a riadiacu premennt. Ucelové funkcia je Mayerovho tvaru,
to znamend, funkcia iba koncového stavu. Ohranicenie (4.4]) zarucuje, ze nemézeme

vsadit viac Zeténov, ako mame prave k dispozicii.
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Tieto zmeny sposobia, Ze rovnica dynamického programovania mé pre tuto tlohu tvar

Vi(x) = max E[Vj(x+2zu)], j=0,...,T—1,

0<u<z

Vr(z) = ph(zx—C).

4.1.2 Priklad s konkrétnymi hodnotami

(4.7)
(4.8)

Vyriesime vyssie sformulovant tlohu. Budeme hrat T' = 3 kol4, za¢iname s 3 Zeténmi a

pravdepodobnost vyhry v kazdom kole je 2/3 (resp. prehry 1/3). Na vyhru v celej hre

nam postacuje mat C' = 5 Zeténov. Zaujima nas, kolko Zeténov je optiméalne vsadit v

jednotlivych kolach. Poznamenajme, Ze riadiaca aj stavova premenna maju celociselny

charakter.

Potom tuloha vyzera nasledovne:

max  E[h(zz —5)]

u

pri podm. Tiv1 =x; + ziuy,  1=0,1,2,
Ty = 3,
0<wu, <,
u; € N,
kde
() = 1, akx >0,
0, akx <0
a

2

1 s pravdepodobnostou %,

Z; =
—1 s pravdepodobnostou %

4.1.3 RieSenie v programe Matlab

(4.14)

(4.15)

Ulohu sme naprogramovali, na tomto mieste uvadzame vysledky riesenia. Uloha je zau-

jimava tym, Ze v niektorych kolach existuje viacero optimalnych rieseni. Nas program
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zachytéava vSetky moznosti do objektu vsetky(, ).riesenia, pre kazdé kolo a mozny stav.
Matica v optimalnych spéatnych vézieb bude zahinat vzdy najmensie z rieseni. Ak by
bol napriklad za kazdy vsadeny Zetén manipulaény poplatok, bola by jedinym rieSenim
prave tato matica. VSimnime si, ze nam stac¢i uvazovat rmax = C, pretoze akonahle
dosiahneme tento pocet Zetonov, uz nebudeme mat dévod dalej stavkovat. Zdrojovy

kod néjdeme v prilohe D]

Tabulka (4.1)) zobrazuje spominané najnizsie z hodnot optimalnej spétnej vézby.

Tento vysledok mame moznost vidiet aj na obrazku (4.1]).

Tabulka 4.1: Hodnoty v(t, z) optimélnej spétnej vizby, T' = 3 kola

t\x|0 1 2 3 4 5
0j0 1 2 1 0 0
10 0101 0
210 0 0 2 1 0

Tabulka (4.2)) zobrazuje hodnoty hodnotovej funkcie. Prvy riadok nam v tomto
pripade (p = 1) predstavuje pravdepodobnost vyhry v samotnej hre, pre rozny pocet

zetonov, ktoré mame na zaciatku hry k dispozicii. Rovnako to vidime na obrazku (4.2)).

Tabulka 4.2: Hodnotovéa funkcia, T' = 3 kola

t\x | 0 1 2 3 45
00 0296 0,593 0,741 0,889 1
10 0 0444 0,667 0,889 1
2|0 0 0 0,667 0,667 1
310 0 0 0 0 1

Pocet vSetkych rieseni nadjdeme v tabulke (4.3]), obsahom tabulky (4.4]) st potom

vSetky tieto rieSenia. Ako vidime, existuje mnoho optimalnych stratégii.
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Casovy priebeh optimalnych spainych vazieb Hladiny optimalnej spétnej véazby

=
in

w
W
w I
7

A

O

7

optimalna spatna wazba (w(x
stavovd premenné (x
L=
[ou}

=
in

o
=1
o

[N]

[=]

o
8]
o
]
w
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Obr. 4.1: éasovy priebeh a hladiny optimélnej spitnej vizby, T' = 3 kola

Tabulka 4.3: Pocet rieseni - hodnot v(¢, x) optimalnych spétnych vézieb, T = 3 kola

t\x[0 1 2 3 4 5

01 1 1 1 2 1
111 2 2 3 1 1
211 2 3 2 4 1

Tabulka 4.4: Vsetky rieSenia - hodnoty optimélnej spatnej véazby, T = 3 kola

t\x [0 1 2 3 4 )
010 1 2 1 0; 1 0
110 0;1 ;2 0,23 1 0
210 0;1 0;1;2 2;3 1;2;3;4 0

4.2 Stavkami su celé eura

Tentokrat budd predmetom stavok peniaze. Predpokladajme, Ze hra¢ bude hrat s
eurami a stavit moze iba celé eurd. Nas hrac¢ sa ucastni hry, kde na zaciatku dostane
k dispozicii isty obnos penazi. Hra prebieha v niekolkych kolach, pricom v kazdom z

nich sa rozhoduje, kolko eur vsadi. Nemoze stavit viac, ako méa, pricom s pravdepo-
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Obr. 4.2: Oc¢akavana vyhra vzhladom na pociatocny pocet Zetonov xg, T = 3 kol4

dobnostou P rovnaki sumu ziska alebo s pravdepodobnostou (1 — P) strati vsetko, ¢o

stavil. Snahou hraca bude maximalizovat o¢akavany pocet eur na konci hry.

Oznacéme

Uy

Zi

pocet kol hry,

pocet eur na zaciatku i-tej hry,

pocet eur, ktoré v i-tej hre vsadime,

vyhra, resp. prehra v i-tom kole, ndhodna premenna,

eurd k dispozicii na zaciatku hry, a > 0.

4.2.1 Formulacia tlohy

Ide vlastne o podobniui tlohu, ako v predchadzajucej ¢asti. Zmena nastane v tcelovej

funkcii, teraz nemame dalsie podmienky na hru. Riadiaca aj stavova premenna maja

opat celoc¢iselny charakter.
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Dostavame teda tlohu

max  Efzr]

(4.16)
pri podm.  x;1 =z;+zu;, 1=0,...,7T—1, (4.17)
o = a, (4.18)
0<wu <, ( )
u; € N. (4.20)

Rovnica dynamického programovania mé pre tito tlohu tvar

Vi(x) = nax ElVia(x+zu)], j=0,...,T—1, (4.21)
Vr(z) = . (4.22)

4.2.2 RieSenie v programe Matlab

Rovnako, ako v predchédzajtcej verzii tlohy o hazardnom hracovi, aj teraz zvolime
T = 3 kola a pravdepodobnost vyhry v kazdom kole dant vztahom [1.15] Na zaciatku
hry vSak budeme zacinat s xy = 1 eurom. V zdrojovom kéde, uvedenom v prilohe D]
zmenime spominani uceloviu funkciu koncového stavu a taktiez parameter xmax. Aby
sme pokryli vietky moZné hodnoty stavovej premennej, zvolime ho zmax = 2720. Viac

v tejto hre za dany pocet kol nemozeme dosiahnut.

Tabulka (4.5)) zobrazuje najnizsie z hodndt optimélnej spétnej vazby. Tento vysle-
dok méme moznost vidiet aj na obrazku (4.3]).

Tabulka (4.6) zobrazuje hodnoty hodnotovej funkcie. Prvy riadok nam predstavuje
oc¢akavany zisk na konci hry, pri zadanom pocte eur. Podobne je to vlastne v kazdom
¢ase. Udaj v tabulke uvadza, aky je moj ocakavany zisk s danym poc¢tom eur do konca
hry.

Pocet vietkych rieSeni najdeme v tabulke , obsahom tabulky st potom

vSetky tieto rieSenia. Ako vidime, existuje viac optimalnych stratégii.
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Tabulka 4.5: Hodnoty v(t, z) optimélnej spétnej vizby, T' = 3 kola

t\x|0 1 2 3 4 5 6 7 8
0/01 01 2 1 0 1 0
110 1 2101 2 10
2/0 1 2 3 43 2 1 0

Tabulka 4.6: Hodnotova funkcia, 7' = 3 kola

t\x [0 1 2 3 4 5 6 7 8
0]0 2370 3,556 4,741 5,926 6,519 7,111 7,704 8
110 1,778 3,556 4,444 5,333 6,222 7,111 7,556 8
210 1,333 2,667 4,000 5,333 6,000 6,667 7,333 8
310 1 2 3 4 ) 6 7 8

Tabulka 4.7: Pocet rieseni - hodnot v(t¢, x) optimalnych spétnych vézieb, T' = 3 kola

t\x[0 1 2 3 45 6 7 8
0[1 13 2 1 2 2 1 1
11 1 1 2 43 111
2111 1111 1 1

Tabulka 4.8: VSetky riesenia - hodnoty optimélnej spatnej vizby, T = 3 kola

t\x [0 1 2 3 4 5 6 7 8
0/j0 1 0;1;,2 1;3 2 ;3 0;2 1 0
110 1 2 ;2 0;1;3;,4 1;2;3 2 1 0
210 1 2 3 4 3 2 1 0
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Hladiny optimalnej spétnej vazby
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Obr. 4.3: Hladiny optimalnej spitnej viizby, dlzka obdobia T' = 3

4.3 Stavkami st eura

Nakoniec uvedieme tretiu verziu tilohy o hazardnom hrécovi. Stavkami st opét peniaze.
Predpokladajme, ze hra¢ bude hrat s eurami, no stavit nemusi nutne iba celé eura. Nas
hra¢ sa tcastni hry s nasledovnymi pravidlami. Na zaciatku dostane k dispozicii objem
penazi. Hra prebieha v niekol'kych kolach, pricom v kazdom z nich sa rozhoduje, aku
¢ast eur, ktoré ma, vsadi. Moze stavit [ubovolny obnos, pricom s pravdepodobnostou
P rovnaku sumu ziska alebo s pravdepodobnostou (1 — P) strati vSetko, ¢o stavil. Sna-

hou hra¢a bude maximalizovat o¢akavany pocet eur na konci hry.

Oznacéme

T — pocet kol hry,

x; — pocet eur na zaciatku i-tej hry,

u; — pomerné Cast kapitalu, ktora v i-tej hre hra¢ vsadi,
z; — vyhra, resp. prehra v i-tom kole, ndhodné premenné,
a — eurd k dispozicii na zaciatku hry, a > 0.
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4.3.1 Formulacia tlohy

Poznamenajme, 7Ze v tejto tlohe mé stavova ako aj riadiaca premenné kontinualny

charakter. Preto budeme pri jej rieSeni volit ich diskretizaciu.

Teraz modzeme sformulovat nasledovnti tlohu optiméalneho riadenia:

max  Elxg]
pri podm. Tiv1 = T; + zu;xy, 1=0,..., T —1,

Ty = a,

U; € [O, 1]

Rovnica dynamického programovania mé pre tito tlohu tvar

Vi(z) = m[%%E[VjH(:r—kzjux)], j=0,...,T -1,
ue|0,
Vi(z) = =

4.3.2 Priklad s konkrétnymi hodnotami

Majme hru, ktort budeme hrat T' = 2 kola, na zaciatku dostaneme k dispozicii xg = 1

euro. Volime preto taky nizky pocet kol, aby boli prezentované vysledky lahsie ¢ita-

telné. V kazdom kole mézeme vyhrat s pravdepodobnostou 3/4 (prehrat s pravdep.

1/4). Nasim ciefom bude v kazdom kole stavit taka cast eur, ¢o mame, aby bola oca-

kédvané suma na konci hry maximélna.

Dostavame teda tlohu:

max Bz,

pri podm. Tir1 = T; + zu;xy, 1=0,1,
o = 1,
Uy < [07 1]7

kde
3
47
1
1

1 s pravdepodobnostou

—1 s pravdepodobnostou

29

(4.33)



4.3.3 RieSenie v programe Matlab

Ako uz sme vysSie spomenuli, stavovi premenné x a aj riadiaca premenna v mé kon-
tinuélny charakter. Budeme preto volit stupen ich diskretizacie. Posluzi nam na to
parameter IV, resp. M. Aby sme mohli jednoduchsie pracovat s vysledkami, vytvorili
sme premenné, ktoré budu obsahovat vysledky iba pre celoc¢iselné stavy. Oznacili sme

ich na zaciatku pismenom "C". Zdrojovy kod programu uvadzame v prilohe [E]

Hladiny optimélnej spatnej vizby pre N = 100 a M = 5 mozeme vidiet na obrazku
(4.4). Ziskavame teda navod, ako stavkovat v jednotlivych kolach pri danom pocte eur,

aby sme sa na konci dopracovali k maximéalnemu oc¢akidvanému zisku.

Hladiny optimalnej spatnej vazby

stavawva premenna (x)
3]
5> \/%
P\
=
=
N
042
=
J’“ﬁ

' by [
b o o P
/Q" ) ) E i
1 = 1 s .
0.8 0.8 //
0.6 0.6
0.4 ok 07
=02 0z
D -
1
0 1 2

Obr. 4.4: Hladiny optimalnej spétnej vizby, T' = 2 kola

Tabulka (4.9) zobrazuje hodnoty hodnotovej funkcie pre celo¢iselné stavy z. V
nasom pripade, kedy zac¢iname s jednym eurom a pri zadanej pravdepodobnosti, je nas
maximélny o¢akavany zisk rovny 2,25 eur. Z obrazka (4.4) vyc¢itame, Ze na zaciatku je

optimélne vsadit vSetko.



Tabulka 4.9: Hodnotova funkcia, 7' = 2 kola

Vtx) |0 1 2 3 4
010 225 3 348 4
10 150 3 330 4
210 1 2 3 4

Pre zaujimavost uvadzame, ako sa bude menit ocakévana vyhra v zavislosti na
pocdiatocnom kapitale, pre zvolené rozne stupne diskretizacie M riadiacej premenne;j
u a pevny stupen diskretizacie N = 100 pre stavovi premennu x. Zvoleny pocet kol
hry je v tomto pripade T" = 4 kola. Vysledok zobrazuje obrazok . Vidiet postupné

zhladenie rieSenia.

N=100,M=1 N=100,M=5

olakavana wyhra (eur)
o
ocakavana wyhra (eur)

u] 2 4 B 8 10 12 14 16 1] 2 4 6 8 10 12 14 16
pocet eur na zaciatku (x0) pocet eur na zaciatku (x0)

N=100,M=10 N=100, M =100

olakavana vyhra (eur)
o

ocakavana wyhra (eur)
fun}

a 2 4 3 g 0 12 14 16 i 2 4 3 ] moo12 14 16
pocet eur na zaciatku (x0) pocet eur na zaciatku (x0)

Obr. 4.5: Ocakavana vyhra v zavislosti na x0, stupni diskretizicie M riadiacej premen-

nej u, T' = 4 kola
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Zaver

V diplomovej praci sme v stru¢nosti spracovali tedriu stochastického optimélneho ria-
denia. Predstavili sme rovnicu dynamického programovania, pricom sme uviedli aj vSe-
obecny algoritmus na rieSenie tiloh pomocou nej. Snazili sme sa priblizit problematiku

¢itatelovi a zaroven vzbudit u neho hlbsi zaujem o tuto oblast.

V troch kapitolach sme sa venovali zostavenym tloham. Prvou a zaroven tstrednou
tlohou tejto diplomovej prace bola tloha o spravovani hotovosti v bankomate. Inspi-
rovali sme sa ¢lankom [I]. Zostavili sme model, popisali ho a pre jednoducho zadané
vstupy sme tlohu aj analyticky vyriesili. Nasledne sme ju naprogramovali a komento-
vali vystupy nésho programu. Venovali sme sa autondémnej, ako i neautonémnej verzii,
kedy sa v Case niektoré parametre menili. Nakoniec sme uviedli rozsirenie tejto tilohy.
Oproti prvotnej formulacii sme teraz uvazovali moznost neuspokojenia dopytu, s ¢im
bola spojena strata, ktora sa objavila v téelovej funkcii. Uloha pontika este bohaté
moznosti pre dalsie rozsirenia a tuvahy.

Podobne sme pristupili k dalsim dvom tlohédm, maximalizovaniu zisku obchodnika
a tlohe o hazardnom hracovi. Spisali sme motivaciu k ich zostaveniu, sformulovali ich
a nasledne aj naprogramovali. Dosiahnuté vysledky a rieSenia sme komentovali.

Programy st zostavené vseobecne, je jednoduché menit vstupné parametre. Zauji-
mavym by mohlo byt viacej sa zaoberat rozdelenim nahodnej premennej, porovnavat

vysledky pre rozne rozdelenia. To v8ak nebolo népliou tejto prace.
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Prinos prace vidime v poukézani na vyuzitie rovnice dynamického programovania,
pontknutie uréitého navodu ako s fiou pracovat. Stucastou préice su aj samotné kody
programov v Matlabe, ktoré pripajame v prilohe. M6zu rovnako slizit zdujemcom ako

motivacia pre dalie studium, ak by sa chceli vydat tymto smerom.
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Kapitola

Priloha

Zdrojové kody programov v Matlabe.

A Bankomat

% T - casove obdobie (dni)

% ¢ - naklady na 1 Euro ulozene cez noc v bankomate

% k - fixny poplatok za 1 naplnenie

% kv - poplatok za vlozenie balika penazi v hodnote ’value’ eur
% value - hodnota balika penazi na doplnanie

% x0 - pociatocny stav

% z - dopyt po vyberoch, peniazoch, nahodna premenna

yA z.h - hodnoty

b z.p - pravdepodobnosti

T=7; ¢c=0.03; k=0.2; kv=0.05; value=1; x0=0;

% rovnomerne rozdelenie na intervale [1,3]

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));

% z.h=[]; z.p=normpdf(z.h,,); z.p=z.p/sum(z.p)*1; % "normalne" mu=, sigma=

xmax=10; % technicka horna hranica objemu penazi v bankomate
xmin=0; % napr. zakonom stanovena dolna hranica objemu penazi v bankomate
umin=0; umax=fix(xmax/value); % pripustne hodnoty riadenia, naplnenie bankomatu

% vytvorim matice

% V - hodnotova funkcia, v - optimalna spatna vazba
V=zeros (T+1,xmax+1); v=zeros(T,xmax+1);

V(:,:)=inf; V(T+1,:)=0;

for i=T:(-1):1



yA switch mod(i,7)

pA case 1

pA z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1l,length(z.h));
yA case 2

% z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
pA case 3

pA z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
pA case 4

% z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
yA case 5

% z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
pA case 6

pA z.h=[2:5]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
yA case 0

% z.h=[2:5]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));
% otherwise

yA error (’This is impossible’)

% end

for x=0:xmax
for u=0:umax
f = x + value*xu - z.h; % stavova rovnica
fO = c*x + k*sign(u) + kv*valuexu; 9 ucelova funkcia
if (f>=xmin) & (x+value*u<=xmax)
if (£0 + V(i+1,f+1))*z.p’> < V(i,x+1) % hladam minimum
V(i,x+1) = (f0 + V(i+1,f+1))*z.p’;
v(i,x+1) = u;
end
end
end
end
end

% vycislena optimalna hodnota
opt_hodnota=V(1,x0+1)

% vykreslenie

% casovy priebeh optimalnej spatnej vazby
Priebeh0SV(T,xmax,v,1,1,T)

% hladiny optimalnej vazby
KresliHladiny(T,xmax,v,1)
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B Bankomat, verzia s pokutou

% T - casove obdobie (dni)

% ¢ - naklady na 1 euro ulozene cez noc v bankomate

% k - fixny poplatok za 1 naplnenie

% kv - poplatok za vlozenie balika penazi v hodnote ’value’ eur
% value - hodnota balika penazi na doplnanie

% x0 - pociatocny stav

% S - strata suvisiaca s neuspokojenym dopytom

% z - dopyt po vyberoch, peniazoch, nahodna premenna

pA z.h - hodnoty

b z.p - pravdepodobnosti

T=7; c=0.03; k=0.2; kv=0.05; value=1; x0=0; S=0.5; pp=0;

% rovnomerne rozdelenie na intervale [1, 3]

z.h=[1:3]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h));

% z.h=[]; z.p=normpdf(z.h,,); z.p=z.p/sum(z.p)*1; % "normalne" mu=, sigma=

xmax=5; ’ technicka horna hranica objemu penazi v bankomate
xmin=0; % napr. zakonom stanovena dolna hranica objemu penazi v bankomate
umin=0; umax=fix(xmax/value); % pripustne hodnoty riadenia, naplnenie bankomatu

% vytvorim matice

% V - hodnotova funkcia, v - optimalna spatna vazba
V=zeros(T+1,xmax+l+max(z.h)); v=zeros(T,xmax+1+max(z.h));
V(:,:)=inf; V(T+1,:)=0;

for i=T:(-1):1
for x=-max(z.h):1:xmax
for u=0:umax
f = max(x,0) + value*u - z.h; % stavova rovnica
pA ucelova funkcia s roznymi typmi sankcii
f0 = c*max(x,0)+k*sign(u)+kvkvaluexu + Sxabs(sign(min(max(x,0)+value*u-z.h-D,0)));
% £0 = c*xmax(x,0)+k*sign(u)+kv*value*u + S*abs(min(max(x,0)+value*u-z.h-D,0));
% £0 = c*max(x,0)+k*sign(u)+kv*value*u + S. abs(min(max(x,0)+value*u-z.h-D,0));
if (x+value*u)<=xmax
if (£0 + V(i+1l,f+1+max(z.h)))*z.p’> < V(i,x+1+max(z.h)) % hladam minimum
V(i,x+1+max(z.h)) = (f0 + V(i+1,f+1+max(z.h)))*z.p’;
v(i,x+1+max(z.h)) = u;
end
end
end
end

il



end

% vycislena optimalna hodnota
opt_hodnota=V(1,x0+1+max(z.h));

C Obchod

b
b
h
h
b
b
b

h
h

~ OaBDw A
I

- casove obdobie (dni)

- predajna cena vyrobku

- nakupna cena vyrobku
naklady za jednu prepravku
- kapacita jednej prepravky
- kapacita skladu

x0 - pociatocne zasoby
% z - dopyt po vyrobku, nahodna premenna

z.h
zZ.p

- hodnoty
- pravdepodobnosti

T=7; p=2.5; n=1.5; D=b; d=0.5; s=0.2; x0=0;
% z.h=[1:10]; z.p=1/length(z.h)*ones(1,length(z.h)); % rovnomerne
z.h=[0:10]; z.p=normpdf(z.h,5,2); z.p=z.p/sum(z.p)*1; 7 "normalne" mu=5, sigma=2

xmin=0; xmax=10; % kapacita skladu
umin=0; umax=xmax; 7% pripustne hodnoty riadenia, pocet objednanych vyrobkov

% vytvorim matice

% V - hodnotova funkcia, v - optimalna spatna vazba
V=zeros (T+1,xmax+1); v=zeros(T,xmax+1);
V(:,:)=-inf; V(T+1,:)=0;

for i=T:(-1):1

for x=0:

for

end
end

Xmax
u=0:umax
f = max(x+u-z.h, xmin);
fO = p*min(x+u, z.h) - n*u - d*ceil(u/D) - s*x;
if (x+u<=xmax)
if (f0 + V(i+1,f+1))*z.p’> > V(i,x+1)
V(i,x+1) (fO + V(i+1,f+1))*z.p’;
v(i,x+1) = u;
end

end

v

% stavova rovnica
% ucelova funkcia

% hladam maximum



end

% vycislena optimalna hodnota
opt_hodnota=V(1,x0+1)

D Hazardny hrac, verzia 1

T

T - pocet kol hry, casove obdobie
P

C

u

penazna odmena za vyhru

yA kolko potrebujem mat na konci zetonov, aby som vyhral

% riadenie, kolko stavim, najviac x

% x0 - pociatocny kapital

% z - oznacuje vyhru/prehru a ich pravdepodobnosti, nahodna premenna
yA z.h - hodnoty

b z.p - pravdepodobnosti

T=3; p=1; C=5; z.h=[1,-1]; z.p=[2/3,1/3]; x0=3;
xmax=C; % celkom mi staci pocitat po tuto hranicu
% xmax=2"Tx*x0; % celkom mi staci pocitat po tuto hranicu

% vytvorim matice
% V - hodnotova funkcia, v - optimalna spatna vazba
V=zeros (T+1,xmax+1); v=zeros(T,xmax+1);
V(:,:)=-inf;
for x=0:xmax
V(T+1,x+1)=p*sign(max(x-(C-1),0));
% V(T+1,x+1)=x;
end

for i=T:(-1):1
for x=0:xmax
vsetky(i,x+1) .riesenia=[]; Y’ zaznamenava vsetky hodnoty 0OSV

for u=0:x
£0=0; % ucelova rovnica
f = min(max(x + z.h#*u,0), xmax); % stavova rovnica

if (fO+V(i+1,f+1))*z.p’ >= V(i,x+1)
if (£f0+V(i+1,f+1))*z.p’ > V(i,x+1) % hladam maximum
V(i,x+1) (f0+V(i+1,f+1))*z.p’;
v(i,x+1) = u;
vsetky(i,x+1) .riesenia=u; d=1;
else

vsetky(i,x+1) .riesenia=[vsetky(i,x+1) .riesenia ul]; d=d+1;

end



end
end
pr(i,x+1)=d; % matica, udava pocet rieseni
end
end

pr

% pre zadany cas(I) a stav(J) urci vsetky hodnoty optimalnej spatnej vazby
I=2; J=4,
vsetky(I+1,J+1) .riesenia

% vycislena optimalna hodnota
opt_hodnota=V(1,x0+1)

E Hazardny hrac, verzia 2

%» T - pocet kol hry, casove obdobie

% u - riadenie, aku cast kapitalu stavim

% x0 - pociatocny kapital

% z - oznacuje vyhru/prehru a ich pravdepodobnosti, nahodna premenna
pA z.h - hodnoty

yA z.p - pravdepodobnosti

% N - nami volena jemnost diskretizacie pre stav x -> 1/N

%» M - nami volena jemnost diskretizacie pre riadenie u -> 1/M

% d - premenna, v ktorej zaznamenavam pocet rieseni

% premenne zacinajuce pismenom "C" uvadzaju vysledky pre celociselne
% pripady stavov

T=3; z.h=[1,-1]; z.p=[3/4,1/4]; x0=1; N=10; M=5; d=0;

xmax=2"T*x0; % max objem kapitalu pocas hry, viac za T kol nedosiahnem
xmaxn=xmax*N ;

umin=0; umax=1;

% vytvorim matice
V=zeros (T+1,xmaxn+1) ; v=zeros(T,xmaxn+1);

V(:,:)=-inf;
for x=0:xmaxn
% V(T+1,x+1)=sqrt(x/N);

V(T+1,x+1)=x/N;
end

for i=T:(-1):1
for x=0:xmaxn

vi



vsetky(i,x+1) .riesenia=[]; Y’ zaznamenava vsetky hodnoty 0OSV
for u=0:(1/M):1

f0 = 0; % ucelova rovnica
f = x+ukx*xz.h; % stavova rovnica
if f<=xmaxn

f = round(f);

if (£0+V(i+l,f+1))*z.p’ >= V(i,x+1)

if (£0+V(i+1,f+1))*z.p’> > V(i,x+1) % hladam maximum
V(i,x+1) (f0+V(i+1,f+1))*z.p’;
v(i,x+1) = u;

vsetky(i,x+1) .riesenia=u; d=1;

else
vsetky(i,x+1) .riesenia=[vsetky(i,x+1) .riesenia ul; d=d+1;
end
end
end
end
pr(i,x+1)=d; % matica, udava pocet rieseni
end
end
pr;

% vycislena optimalna hodnota
opt_hodnota=V(1,x0*N+1)
% udaje pre celociselne stavy
Cv=[]; Ccv=[]; Cpr=I[];
for x=0:xmaxn
if mod(x,N)==0
Cv=[Cv v(:,x+1)];
Cv=[Ccv V(:,x+1)];
Cpr=[Cpr pr(:,x+1)];
for i=1:T
Cvsetky(i,x/N+1) .riesenia=vsetky(i,x+1).riesenia;
end
end
end
% pre zadany cas(I) a stav(J) urci hodnoty optimalnej spatnej vazby
% I=1; J=1;
% vsetky(I+1,J+1) .riesenia;
% Cvsetky(I+1,J+1).riesenia;

% vykreslenie optimalnej spatnej vazby
KresliHladiny(T,xmax,Cv,1)
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% ocakavana vyhra vzhladom na x0

figure

plot(0:1/N:xmax,V(1,:),’LineWidth’,1.5)
xlabel(’poCet eur na zaliatku (x0)’,’FontSize’,12)
ylabel (’oCakavand vyhra (eur)’,’FontSize’,12)

% grid

F  Vykresleniel

function Priebeh0SV(T,xmax,v,f,p,d)
% casovy priebeh optimalnych spatnych vazieb pre jednotlive stavy
if f==
% ak je parameter f==1, spravi novy obrazok
figure;
end
nulove=[];
% plot(0:T-1,v,’LineWidth’,1)
% parameter d oznacuje, kolko poslednych dni obdobia vykresli
plot(T-d:T-1,v(T-d+1:T,:), ’LineWidth’,1)
for j=T-d+1:1:T-1
for i=0:xmax
yA parameter p mi povie, ako ’husto’ ktore pozicie vypise text s
pA prislusnou hodnotou stavu
if v(j+1,i+1)7=0 & mod(j,p)==0
h=text(j,v(j+1,i+1) ,num2str(i));
set (h, ’FontSize’,9, ’BackgroundColor’,[1 1 1])

end
if v(j+1,i+1)==0 & j==
nulove=[nulove ’ ’ num2str(i) ’ °’];
end
end

end

text (p-0.05,0,nulove, ’FontSize’,9, ’BackgroundColor’,[1 1 1])
set(gca, ’XTick’, 0:1:T-1); set(gca,’XTickLabel’,[0:1:T-1]);
xlabel (’obdobie (t)’,’FontSize’,11)

ylabel (’optimdlna spatnad védzba (v}x|)’,’FontSize’,11)
title(’Casovy priebeh optimalnych spatnjch vizieb’,’FontSize’,12)
% grid

axis([T-d T-1 -0.1 xmax])

viil



G Vykreslenie2

function KresliHladiny(T,xmax,v,f)

% vykresli hladiny optimalnych vazieb pre kazdy stav a cas

% az po cas T, hoci v tom uz nie su optimalne spatne vazby definovane
v=[v; zeros(l,xmax+1)];

if f==

% ak je parameter f==1, spravi novy obrazok
figure;

end

[C,h]l=contour(v’, 1:max(max(v)), ’LineWidth’,1);

h = clabel(C,h);

set (h, ’FontSize’, 10, ’BackgroundColor’,[1 1 1],’EdgeColor’,[1 1 1])
set(gca, ’XTick’, 1:1:T+1); set(gca,’XTickLabel’,[0:1:T]);
set(gca, ’YTick’, 0:1:xmax+1); set(gca,’YTickLabel’,[-1:1:xmax]);
xlabel (’obdobie (t)’,’FontSize’,11)

ylabel (’stavova premennd (x)’,’FontSize’,11)

title(’Hladiny optimdlnych spatnych védzieb’,’FontSize’,12)

% grid

axis([1 T+1 0.9 xmax+1])
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