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Úlohy optimálneho riadenia
s ekonomickou motiváciou
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Abstrakt

STRELKA, Michal: Úlohy optimálneho riadenia s ekonomickou motiváciou.

[Diplomová práca]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matema-

tiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky. Ve-

dúca diplomovej práce: doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc. Bratislava: FMFI

UK, 2010. 59 s.

Diplomová práca si kladie za ciel’ zozbierat’ resp. vymysliet’ úlohy zo spojitej

teórie optimálneho riadenia s ekonomickou resp. finančnou interpretáciou. Je

teda akousi zbierkou úloh k predmetu: Optimálne riadenie 2, v ktorej možno

nájst’ komplikovaneǰsie modely spolu s riešeniami.

Kl’́učové slová: Pontrjaginov prinćıp maxima
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Abstract

STRELKA, Michal: Models from optimal control theory with economic mo-

tivation. [Master thesis]. Comenius University, Bratislava. Faculty of Ma-

thematics, Physics and Informatics; Department of Applied Mathematics

and Statistics. Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc. Bratislava:

FMFI UK, 2009. 59 p.

The goal of this master thesis is to collect or think up models from con-

tinuous optimal control theory with economic or financial interpretation. It

is the models collection to subject: Optimálne riadenie 2, in which there are

more complicated models with thier solutions.

Keywords: Pontrjagin principle of maximum
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2.1.3 Riešenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.2.2 Formulácia podmienok PPM . . . . . . . . . . . . . . . 38
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4.1.2 Formulácia podmienok PPM . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Úvod

Teória optimálneho riadenia je ako povinný predmet súčast’ou magisterského

študijného programu Ekonomická a finančná matematika. Počas jeho výučby

sa oboznamujeme so základmi teórie, ktoré sú potom ilustrované na niekol’-

kých pŕıkladoch. Diplomová práca obsahuje zložiteǰsie úlohy z optimálneho

riadenia a ponúka ich riešenie pomocou tzv. Pontrjaginovho prinćıpu maxima

(PPM), ktorý formuluje nutné podmienky optimality.

Nasleduje niekol’ko slov o štruktúre práce. Práca je rozdelená do šiestich

čast́ı, pričom prvá je úvodom do diplomovej práce. Nasledujúce štyri kapitoly

obsahujú jednotlivé úlohy optimálneho riadenia spolu s riešeniami. Poslednú

čast’ tvoŕı záver, v ktorom stručne zhrnieme výsledky práce, zhodnot́ıme plne-

nie zadaného ciel’u.

Do prvej kapitoly sú zaradené modely, ktorých spoločným znakom je, že

v účelovej funkcii vystupuje funkcia koncového stavu. Prvý pŕıklad je úlohou

v Mayerovom tvare, zatial’ čo druhá úloha má Bolzový tvar účelovej funkcie.

Druhá kapitola obsahuje úlohy, ktorých špecifikom je pŕıtomnost’ diskont-

ného faktora v účelovej funkcii. Táto neautonómnost’ sa potom prenáša aj do

podmienok PPM a vhodnou substitúciou je možné ju odstránit’. Druhá úloha

tejto kapitoly je ešte špecifická v tom, že riadenie má singulárny charakter.
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Tretia a štvrtá kapitola obsahujú po jednom pŕıklade. V tretej kapitole

máme úlohu s ohraničeńım typu nerovnosti na koncový stav a vo štvrtej

kapitole máme dvojrozmernú úlohu optimálneho riadenia.
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Kapitola 1

Úlohy v Bolzovom tvare

Do Kapitoly 1 sú zaradené dve úlohy optimálneho riadenia, ktorých spo-

ločným znakom je, že v účelovej funkcii vystupuje funkcia koncového stavu.

V prvom modeli - Problém hotovostnej bilancie sa jedná o úlohu v Mayerovom

tvare, pretože účelová funkcia je definovaná iba ako funkcia koncového stavu.

Druhý model - Obchodovanie s komoditami je úlohou, ktorú klasifikujeme

ako úlohu v Bolzovom tvare, pretože účelová funkcia je súčtom integrálu a

funkcie koncového stavu.

1.1 Problém hotovostnej bilancie

Model a jeho riešenie vychádza z (Sethi and Thompson, 2000). Z hl’adiska

klasifikácie úloh optimálneho riadenia sa jedná o neautonómnu úlohu s pev-

ným časom. Úloha je bez ohraničenia na koncový stav, teda ide o úlohu

s vol’ným koncom, ohraničenú na riadenie.

max x1(T ) + x2(T ) (1.1)
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ẋ1(t) = r1(t)x1(t)− d(t) + u(t)− α|u(t)|, x1(0) = x01 (1.2)

ẋ2(t) = r2(t)x2(t)− u(t), x2(0) = x02 (1.3)

−U2 ≤ u(t) ≤ U1 (1.4)

T časový horizont (daná konštanta)

x1(t) stav hotovosti v eurách v čase t (stavová premenná)

x2(t) stav cenných papierov v eurách v čase t (stavová premenná)

u(t) rýchlost’ predaja cenných papierov v eurách

(riadiaca premenná)

d(t) okamžitá zmena dopytu po hotovosti, môže nadobúdat’ kladné aj

záporné hodnoty (daná funkcia)

r1(t) úroková miera pre hotovost’ držanú na účte (daná spojitá funkcia)

r2(t) úroková miera pre cenné papiere (daná spojitá funkcia)

α obchodńıkova odmena za sprostredkovaný predaj alebo kúpu

cenných papierov 0 < α < 1 (daná konštanta)

x01, x
0
2 počiatočné stavy (dané konštanty)

U1, U2 dané konštanty

Špecifikom tejto úlohy je, že obsahuje absolútnu hodnotu z riadenia. Počas

riešenia tejto úlohy uvid́ıme, ako možno takúto úlohu previest’ na úlohu bez

absolútnej hodnoty ale s dvoma riadiacimi premennými.

1.1.1 Interpretácia

Predstavme si firmu, ktorá na daný časový horizont pozná svoj dopyt po

peňažnej hotovosti. Na uspokojenie tohto dopytu, firma muśı držat’ istú čast’

hotovosti na firemnom účte, za nepotrebnú hotovost’ môže nakúpit’ cenné
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papiere. Môže nastat’ taká vec, ked’ vedenie firmy nesprávne odhadne situáciu

a ponechá si pŕılǐs vel’a hotovosti na účte. Firma tým pádom stráca na zisku

(cena stratenej pŕıležitosti), ked’že za hotovost’ mohla nakúpit’ cenné papiere,

ktoré by jej priniesli vyššie výnosy. Na druhej strane, ak je finančná hotovost’

firmy pŕılǐs malá, muśı na pokrytie dopytu predat’ svoje cenné papiere, a tým

pádom zaplatit’ poplatok za sprostredkovanie predaja. Úlohou optimálneho

riadenia je teda nájst’ kompromis medzi hotovostnou bilanciou a množstvom

cenných papierov, ktoré firma vlastńı, a to tak, aby maximalizovala vel’kost’

svojich akt́ıv na konci časového obdobia.

1.1.2 Formulácia podmienok PPM

Podmienky PPM pre túto úlohu formulujeme na základe (Halická, 2009),

konkrétne z časti 4.6.

(PM)

ψ1(r1x1 − d+ u− α|u|) + ψ2(r2x2 − u)→ max
u∈[−U2,U1]

(1.5)

(AR)

ψ̇1(t) = −ψ1(t)r1(t) (1.6)

ψ̇2(t) = −ψ2(t)r2(t) (1.7)

(PT)

ψ1(T ) = ψ0 (1.8)

ψ2(T ) = ψ0 (1.9)
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1.1.3 Riešenie

Ked’že daná úloha optimálneho riadenia je úlohou na maximum, ψ0 ≥ 0. Ak

by ψ0 = 0 potom z podmienky transverzality sa ψ1(T ) = ψ2(T ) = 0, a ked’že

plat́ı podmienka (ψ0, ψ1(t), ψ2(t)) 6= (0, 0, 0) pre všetky t ∈ [0, T ], potom aby

daný vzt’ah platil aj pre t = T , nesmie byt’ ψ0 = 0 ⇒ ψ0 = 1. Podmienku

transverzality tak môžme preṕısat’ nasledovne:

(PT)

ψ1(T ) = 1 (1.10)

ψ2(T ) = 1 (1.11)

Riešeńım adjungovanej rovnice s využit́ım podmienky transverzality dostá-

vame:

ψ1(t) = e
∫ T
t r1(τ)dτ (1.12)

ψ2(t) = e
∫ T
t r2(τ)dτ (1.13)

Interpretácia adjungovaných premenných je v tomto pŕıpade celkom zrejmá.

ψ1(t) vyjadruje budúcu hodnotu (hodnotu v čase T ) jedného eura držaného

na bankovom účte v čase od t do T . ψ2(t) vyjadruje budúcu hodnotu jedného

eura investovaného do cenných papierov v čase od t do T .

Prejdeme teraz k odvodeniu stratégie, ktorú by malo vedenie firmy stanovit’,

aby maximalizovalo zisk, t.j. nájdeme také riadenie u, ktoré maximalizuje

(1.5). Ked’že v podmienke maxima vystupuje absolútna hodnota, nahrad́ıme

riadiacu premennú u rozdielom dvoch nezáporných premenných, ktoré záro-

veň sṕlňajú kvadratické ohraničenie (1.15):

u = u1 − u2, u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 (1.14)
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u1u2 = 0, (1.15)

t.j. aspoň jedna z premenných u1, u2 je nulová. Pre riadenie u teda plat́ı

u = u1, ak u1 je kladné a u = −u2, ak u2 je kladné. S využit́ım vzt’ahov

(1.14) a (1.15) môžme pre |u| odvodit’ nasledovný predpis:

|u| = u1 + u2 (1.16)

Nahradili sme tak nelineárnu funkciu |u| lineárnou funkciou s kvadratickým

ohraničeńım. Dosad́ıme teraz odvodené vzt’ahy pre u a |u| do ekvivalentnej

podmienky maxima vychádzajúcej z podmienky maxima (1.5), ktorá vyzerá

nasledovne:

ψ1(u− α|u|)− ψ2u→ max
u∈[−U2,U1]

(1.17)

Výraz na pravej strane (1.17) má tvar:

ψ1(u1 − u2 − α(u1 + u2))− ψ2(u1 − u2), (1.18)

Ak tento výraz označ́ıme W, potom po úprave máme

W = u1[(1− α)ψ1 − ψ2]− u2[(1 + α)ψ1 − ψ2]. (1.19)

Maximalizovat’ (1.5) vzhl’adom na u ∈ [−U2, U1] je ekvivalentné s tým, že

maximalizujeme W vzhl’adom na u1 ∈ [0, U1], u2 ∈ [0, U2] a u1u2 = 0.

Riešenie podmienky maxima tak nadobúda takýto tvar:

u∗(t) = u∗1(t)− u∗2(t), (1.20)

kde

u∗1(t) =


0, ak (1− α)ψ1(t)− ψ2(t) < 0

U1, ak (1− α)ψ1(t)− ψ2(t) > 0

neurčené, ak (1− α)ψ1(t)− ψ2(t) = 0

(1.21)
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u∗2(t) =


0, ak − (1 + α)ψ1 + ψ2 < 0

U2, ak − (1 + α)ψ1 + ψ2 > 0

neurčené, ak − (1 + α)ψ1 + ψ2 = 0

(1.22)

Všimnime si, že takto určené riadenie sṕlňa (1.15). Naozaj, ak

(1− α)ψ1(t) ≥ ψ2(t),

potom aj

(1 + α)ψ1(t) > ψ2(t),

pretože zo vzt’ahu (1.12) vyplýva, že ψ1(t) > 0. To znamená, že ak u1(t) > 0,

potom u2(t) = 0. Obdobne, ak

(1 + α)ψ1(t) ≤ ψ2(t),

potom aj

(1− α)ψ1(t) < ψ2(t),

t.j. ak u2(t) > 0, potom u1(t) = 0.

Ked’že funkcie ψ1(t) a ψ2(t) sú určené vzt’ahmi (1.12) a (1.13), možno ich

vypoč́ıtat’ akonáhle sú známe funkcie r1(t) a r2(t). Pomocou funkcíı ψ1(t) a

ψ2(t) potom urč́ıme u∗1(t) a u∗2(t) až na výnimočné pŕıpady, kedy
ψ2(t)

ψ1(t)
≡ 1− α

resp.
ψ2(t)

ψ1(t)
≡ 1 + α na nejakých podintervaloch [0, T ].

Pretože u1(t) reprezentuje rýchlost’ predaja cenných papierov v eurách, vzt’ah

(1.21) dáva vedeniu firmy nasledovnú informáciu: predávat’ maximálnou rých-

lost’ou cenné papiere v pŕıpade, že budúca hodnota jedného eura mı́nus

obchodńıkova odmena za sprostredkovaný predaj (resp. budúca hodnota z

(1 − α) eura) je väčšia ako budúca hodnota jedného eura investovaného do
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cenných papierov a nepredávat’ v opačnom pŕıpade. V pŕıpade, že budúca

hodnota jedného eura pońıžená o obchodńıkovu maržu za sprostredkovanie

predaja je rovnaká ako budúca hodnota jedného eura investovaného do cen-

ných papierov, vedenie firmy je indiferentné v rozhodovańı. Obdobne u2(t)

reprezentuje rýchlost’ kupovania cenných papierov v eurách, a preto rozho-

dovacia stratégia je nasledovná: kupovat’ maximálnou rýchlost’ou cenné pa-

piere v pŕıpade, že budúca hodnota jedného eura plus obchodńıkova odmena

za sprostredkovanú kúpu je menšia ako budúca hodnota jedného eura in-

vestovaného do cenných papierov a nekupovat’ v opačnom pŕıpade.

1.1.4 Pŕıklad

Nájdeme teraz optimálnu stratégiu predaja a nákupu cenných papierov s ta-

kýmito hodnotami vstupných parametrov: x01 = 2, x02 = 2, U1 = U2 = 5, T =

1, α = 0, 01, r1(t) =
1

2
r2(t) =

1

3
. Pre zjednodušenie budeme predpokladat’,

že d(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1] Dostávame takúto úlohu optimálneho riadenia:

max x1(T ) + x2(T ) (1.23)

ẋ1(t) =
1

2
x1(t) + u(t)− 0, 01|u(t)| (1.24)

ẋ2(t) =
1

3
x2(t)− u(t) (1.25)

x1(0) = 2 (1.26)

x2(0) = 2 (1.27)

−5 ≤ u(t) ≤ 5 (1.28)

11



Formulácia podmienok PPM

(PM)

ψ1(
1

2
x1 + u− 0, 01|u|) + ψ2(

1

3
x2 − u)→ max

u∈[−5,5]
(1.29)

(AR)

ψ̇1(t) = −1

2
ψ1(t) (1.30)

ψ̇2(t) = −1

3
ψ2(t) (1.31)

(PT)

ψ1(1) = 1 (1.32)

ψ2(1) = 1 (1.33)

Riešeńım adjungovanej rovnice a podmienky transverzality je:

ψ1(t) = e
1
2
(1−t) (1.34)

ψ2(t) = e
1
3
(1−t) (1.35)

Optimálne riadenie na základe predchádzajúcich výpočtov bude vyzerat’ takto:

u∗1(t) =

 0, ak (1− 0, 01)e
1
2
(1−t) − e 1

3
(1−t) < 0

5, ak (1− 0, 01)e
1
2
(1−t) − e 1

3
(1−t) > 0

(1.36)

u∗2(t) =

 0, ak − (1 + 0, 01)e
1
2
(1−t) + e

1
3
(1−t) < 0

5, ak − (1 + 0, 01)e
1
2
(1−t) + e

1
3
(1−t) > 0

(1.37)

Po úprave dostávame:

u∗1(t) =

 0, ak t > 0, 9397

5, ak t < 0, 9397
(1.38)
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u∗2(t) =

 0, ak t < 1, 0597

5, ak t > 1, 0597
(1.39)

(Obr. 1.1) zachytáva, ako sa má firma správat’ (či nakupovat’, predavát’ cenné

papiere alebo ostat’ paśıvnou), pričom tieto rozhodnutia vykonáva na základe

podielu budúcich hodnôt cenných papierov a hotovosti.

Obr. 1.1: Optimálna stratégia vyjadrená v priestore (t,
ψ2

ψ1

)
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1.2 Obchodovanie s komoditami

Model Obchodovania s komoditami ako úloha optimálneho riadenia je sfor-

mulovaný v učebnom texte (Halická, 2009), ale len ako úloha v Mayerovom

tvare, t.j. v účelovej funkcii vystupuje len funkcia koncového stavu. Z dôvodov

uvedených v d’aľsom texte sme tvar účelovej funkcie preformulovali pridańım

integrálu. Rovnako ako v predchádzajúcej úlohe sa jedná o neautonómnu

úlohu s pevným časom. Úloha je bez ohraničenia na koncový stav, teda ide

o úlohu s vol’ným koncom, ohraničenú na riadenie.

max

∫ T

0

−u2(t)dt+ x1(T ) + p(T )x2(T ) (1.40)

ẋ1(t) = p(t)u(t)− sx2(t) (1.41)

ẋ2(t) = −u(t) (1.42)

x1(0) = a1 > 0 (1.43)

x2(0) = a2 > 0 (1.44)

u(t) ∈ [−1, 1] (1.45)

T časový horizont (daná konštanta)

x1(t) množstvo hotovosti v eurách v čase t (stavová premenná)

x2(t) množstvo komodity v čase t (stavová premenná)

p(t) cena komodity v čase t (daná funkcia)

u(t) rýchlost’ predávania, záporné hodnoty predstavujú nakupovanie

(riadiaca premenná)

s cena v eurách za skladovanie jednotky danej komodity za jednotku

času (daná konštanta, s > 0)

a1 počiatočný stav hotovosti (daná konštanta, a1 > 0)
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a2 počiatočné množstvo komod́ıt (daná konštanta, a2 > 0)

1.2.1 Interpretácia

Ako už bolo v úvode spomı́nané, model Obchodovanie s komoditami už bol

v istom tvare sformulovaný v (Halická, 2009). Hlavná myšlienka spoč́ıvala

v tom, že obchodńıci nakupujú a znova predávajú komodity s ciel’om źıskat’

profit. Aktivita obchodńıkov (nakupovanie, predaj komod́ıt resp. pasivita)

záviśı od ich schopnosti robit’ presnú predpoved’ budúcich cien komod́ıt. Pod-

statou modelu bolo maximalizovat’ akt́ıva v koncovom čase, teda ked’ t = T ,

pričom akt́ıva v čase T pozostávajú z hotovosti, ktorou v čase T disponujeme

a hodnotou komod́ıt, ktoré v čase T vlastńıme, t.j. snaž́ıme sa maximalizovat’

x1(T ) + p(T )x2(T ). Ako bolo ukázané v (Halická, 2009), pri takomto tvare

účelovej funkcie vychádza za istých predpokladov optimálne akékol’vek riade-

nie. Predaj a nákup komod́ıt by teda nebol nijak obmedzený. Preto sme sa

rozhodli pôvodný model upravit’ a zahrnút’ do modelu aj akési transakčné

náklady, ktoré nám pri obchodovańı vznikajú. Zmena oproti pôvodnej úlohe

je teda v tvare účelovej funkcie a spoč́ıva v tom, že náš zisk bude počas ob-

dobia predávania a nakupovania pońıžený o spomı́nané transakčné náklady.

Zač́ıname v čase t = 0, kedy vlastńıme komodity o množstve a2 a máme

k dispoźıcii hotovost’ vo výške a1.

1.2.2 Formulácia podmienok PPM

Podmienky PPM pre túto úlohu formulujeme na základe (Halická, 2009),

konkrétne z časti 4.6.
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(PM)

ψ0(−u2) + ψ1(pu− sx2)− ψ2u→ max
u∈[−1,1]

(1.46)

(AR)

ψ̇1(t) = 0 (1.47)

ψ̇2(t) = sψ1(t) (1.48)

(PT)

ψ1(T ) = ψ0 (1.49)

ψ2(T ) = p(T )ψ0 (1.50)

1.2.3 Riešenie

Zist́ıme najskôr, aké môže byt’ ψ0. Ked’že sa jedná o úlohu na maximum,

zrejme ψ0 ≥ 0. Ak predpokladáme, že ψ0 = 0, potom by bolo podl’a pod-

mienky transverzality aj ψ1(T ) = 0 a ψ2(T ) = 0, čo je spor s tým, že

(ψ0, ψ1, ψ2) 6= (0, 0, 0) a teda ψ0 = 1. Podmienka maxima (1.46) je ekvi-

valentná s podmienkou:

−u2 + u(ψ1p− ψ2)→ max
u∈[−1,1]

, (1.51)

kde hl’adáme maximum konkávnej funkcie na uzavretom intervale [−1, 1].

Riešeńım (1.51) je

u =


−1 , ak

ψ1p− ψ2

2
< −1

1 , ak
ψ1p− ψ2

2
> 1

ψ1p− ψ2

2
, ak

ψ1p− ψ2

2
∈ [−1, 1].

(1.52)
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Podmienku transverzality môžeme po položeńı ψ0 = 1 preṕısat’ nasledovne:

(PT)

ψ1(T ) = 1 (1.53)

ψ2(T ) = p(T ) (1.54)

Všeobecným riešeńım adjungovanej rovnice pre ψ1 je

ψ1(t) = A, (1.55)

kde A je konštanta. Využit́ım podmienky transverzality (1.53) dostávame

ψ1(t) ≡ 1 (1.56)

Všeobecným riešeńım adjungovanej rovnice (1.48) pre ψ2, po využit́ı in-

formácie z rovnice (1.56) dostávame

ψ2(t) = st+B, (1.57)

kde B je konštanta. Z podmienky transverzality (1.54) pre ψ2 vieme určit’,

čomu je rovná konštanta B, a teda dostávame pre ψ2(t) nasledovný predpis

ψ2(t) = p(T ) + s(t− T ). (1.58)

Po dosadeńı adjungovanej funkcie do (1.52) dostaneme pre riadenie u(t) tieto

možnosti:

u(t) =


−1 , ak

p(t)− p(T )− s(t− T )

2
< −1

1 , ak
p(t)− p(T )− s(t− T )

2
> 1

p(t)− p(T )− s(t− T )

2
, ak

p(t)− p(T )− s(t− T )

2
∈ [−1, 1]

(1.59)
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a teda pokial’ poznáme priebeh cenovej funkcie p(t), vieme určit’ riadenie.

Nech je napŕıklad cenová funkcia daná nasledovným predpisom:

p(t) =


p0 − p1t , ak t ∈

[
0,
T

2

]
p0 + p1(t− T ) , ak t ∈

[
T

2
, T

]
,

(1.60)

kde p0, p1 > 0. To znamená, že na prvej polovici uvažovaného obdobia najprv

cena klesá rýchlost’ou p1 a na druhej polovici rastie tou istou rýchlost’ou,

v dôsledku čoho p(0) = p(T ).

Obr. 1.2: Cenová funkcia

Definujme teraz pomocnú funkciu v(t) nasledovne:

v(t) :=
p(t)− p(T )− s(t− T )

2
. (1.61)

Je to spojitá funkcia, ktorá vstupuje do vzt’ahov (1.59). V závislosti od toho,

aké hodnoty bude nadobúdat’, vieme určit’ hodnotu riadenia. Funkcia v(t)

pre priebeh cenovej funkcie poṕısanej rovnicou (1.60) nadobúda takýto tvar:

v(t) =


sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
0,
T

2

]
t(p1 − s)− T (p1 − s)

2
, ak t ∈

[
T

2
, T

]
,

(1.62)
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pričom v(0) =
sT

2
, v(T ) = 0. To znamená, že spojitá funkcia v(t) v čase t = 0

nadobúda kladné hodnoty (lebo s > 0) a v čase t = T je rovná nule. Na in-

tervale

[
0,
T

2

]
funkcia v(t) klesá s časom t. Na intervale

[
T

2
, T

]
záviśı jej

správanie od znamienka výrazu p1− s. Budeme teda rozlǐsovat’ tri možnosti,

a to ked’ p1 < s, p1 > s, p1 = s.

Pŕıpad p1 < s :

Pri takejto vol’be parametrov p1 a s bude funkcia v(t) klesat’ s časom aj

na intervale

[
T

2
, T

]
a ked’že v(T ) = 0, tak v(t) > 0 na celom intervale [0, T ].

To znamená, že riadenie bude takisto vždy väčšie ako nula, a teda komodity

sa budú iba predávat’. Vel’kost’ riadenia resp. rýchlost’ predávania komod́ıt je

v tomto pŕıpade ešte ovplyvnená tým, či hodnota funkcie v(t) je v čase t = 0

väčšia alebo menšia ako 1.

a) Ak v(0) =
sT

2
≤ 1, potom funkcia v(t) ∈ [0, 1] a jej priebeh ilustruje

(Obr. 1.3).

Obr. 1.3:
sT

2
≤ 1, p1 < s
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Riadenie bude potom dané týmto predpisom:

u(t) =


sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
0,
T

2

]
t(p1 − s)− T (p1 − s)

2
, ak t ∈

[
T

2
, T

]
.

(1.63)

b) Ak v(0) =
sT

2
> 1, potom existuje také t1 ∈ [0, T ], že v(t1) = 1

• Ak t1 ∈
[
0,
T

2

]
, tak

sT − t1(p1 + s)

2
= 1 a teda t1 =

sT − 2

p1 + s
.

Obr. 1.4:
sT

2
> 1, p1 < s, t1 ∈

[
0,
T

2

]
Pre riadenie potom dostávame:

u(t) =


1 , ak t ∈ [0, t1]

sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
t1,

T

2

]
t(p1 − s)− T (p1 − s)

2
, ak t ∈

[
T

2
, T

]
.

(1.64)

• Ak t1 ∈
[
T

2
, T

]
, tak funkcia v(t) muśı byt’ v čase

T

2
väčšia ako 1 (vid’
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Obr. 1.5:
sT

2
> 1, p1 < s, t1 ∈

[
T

2
, T

]

Obr. 1.5), t.j.

v

(
T

2

)
=
sT − T

2
(p1 + s)

2
> 1.

Z toho dostávame, že

T (s− p1) > 4,

čo pri vol’be parametrov p1, s, T > 0 môže nastat’, ked’že uvažujeme

situáciu ked’ p1 < s. Riadenie vyzerá potom nasledovne:

u(t) =

 1 , ak t ∈ [0, t1]

t(p1 − s)− T (p1 − s)
2

, ak t ∈ [t1, T ]
(1.65)

pričom t1 =
2

p1 − s
+ T .

Pŕıpad p1 > s :

V tomto pŕıpade v(t) klesá na intervale

[
0,
T

2

]
a na intervale

[
T

2
, T

]
rastie do nuly. Opät’ rozĺı̌sime pŕıpapdy, ked’ v(0) ≤ 1 a v(0) > 1.
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a) Ak v(0) =
sT

2
≤ 1, potom môžu nastat’ dve možnosti:

• Bud’ celá funkcia v(t) bude ležat’ v intervale [−1, 1] ako ilustruje (Obr.

1.6)

Obr. 1.6:
sT

2
≤ 1, p1 > s, T (s− p1) ≥ −4

Vtedy je riadenie nasledovné:

u(t) =


sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
0,
T

2

]
t(p1 − s)− T (p1 − s)

2
, ak t ∈

[
T

2
, T

]
,

(1.66)

zároveň muśı pre v(t) platit’, že jej hodnota v čase
T

2
je väčšia nanajvýš

rovná mı́nus jednej:

v

(
T

2

)
=
sT − T

2
(p1 + s)

2
≥ −1.

Z toho dostávame, že

T (s− p1) ≥ −4.
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• Ďaľsiu situáciu popisuje (Obr. 1.7).

Obr. 1.7:
sT

2
≤ 1, p1 > s, T (s− p1) < −4

Riadenie má potom takýto tvar:

u(t) =


sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈ [0, t1]

−1 , ak t ∈ [t1, t2]

t(p1 − s)− T (p1 − s)
2

, ak t ∈ [t2, T ],

(1.67)

pričom t1 =
sT + 2

p1 + s
, t2 =

−2

p1 − s
+ T.

b) Ak v(0) =
sT

2
> 1, potom opät’ na základe hodnoty výrazu T (s− p1)

môžu nastat’ dve situácie:

• Ak je hodnota funkcie v

(
T

2

)
< −1, potom má v(t) takýto priebeh:
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Obr. 1.8:
sT

2
> 1, p1 > s, T (s− p1) < −4

a pre riadenie plat́ı:

u(t) =



1 , ak t ∈ [0, t1]

sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈ [t1, t2]

−1 , ak t ∈ [t2, t3]

t(p1 − s)− T (p1 − s)
2

, ak t ∈ [t3, T ],

(1.68)

pričom t1 =
sT − 2

p1 + s
, t2 =

sT + 2

p1 + s
, t3 =

−2

p1 − s
+ T.

• V pŕıpade platnosti opačnej podmienky, a teda v

(
T

2

)
≥ −1 je op-

timálne riadenie nasledovné:

u(t) =


1 , ak t ∈ [0, t1]

sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
t1,

T

2

]
t(p1 − s)− T (p1 − s)

2
, ak t ∈

[
T

2
, T

] (1.69)
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Obr. 1.9:
sT

2
> 1, p1 > s, T (s− p1) ≥ −4

Pŕıpad p1 = s :

Pri takejto vol’be parametrov p1 a s sa pôvodná pomocná funkcia v(t)

zmeńı, a to nasledovným spôsobom:

v(t) =


sT − 2st

2
, ak t ∈

[
0,
T

2

]
0 , ak t ∈

[
T

2
, T

]
.

(1.70)

To znamená, že na intervale

[
0,
T

2

]
bude v(t) s časom klesat’ a na intervale[

T

2
, T

]
bude jej hodnota nulová. V závislosti od hodnoty výrazu

sT

2
môžeme

teda opät’ rozĺı̌sit’ dve situácie:

a) Ak v(0) =
sT

2
≤ 1, potom je riadenie dané takto:

u(t) =


sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
0,
T

2

]
0 , ak t ∈

[
T

2
, T

]
.

(1.71)
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b) V pŕıpade, že v(0) =
sT

2
> 1 sa riadenie zmeńı:

u(t) =


1 , ak t ∈ [0, t1]

sT − t(p1 + s)

2
, ak t ∈

[
t1,

T

2

]
0 , ak t ∈

[
T

2
, T

]
,

(1.72)

kde t1 =
sT − 2

p1 + s
. Graficky je priebeh riadeńı znázornený na (Obr. 1.10),

pričom čierna čiara predstavuje pŕıpad a) a modrá pŕıpad b).

Obr. 1.10: p1 = s
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Kapitola 2

Úlohy s diskontným faktorom

V Kapitole 2 sa budeme zaoberat’ dvoma modelmi, ktoré v teórii optimál-

neho riadenia klasifikujeme ako diskontované úlohy s pevným časom. V o-

bidvoch pŕıpadoch ide o neautonómnu úlohu, kde neautonómnost’ spôsobuje

iba diskontný faktor v účelovej funkcii.

2.1 Systém efekt́ıvneho využitia zásob a produkcie

Model Systém efekt́ıvneho využitia zásob a produkcie a jeho riešenie vychádza

z (Sethi and Thompson, 2000). Úloha je bez ohraničenia na koncový stav,

teda ide o úlohu s vol’ným koncom, ohraničenú na riadenie.

min

∫ T

0

e−ρt
[
h

2
(x(t)− x̂)2 +

c

2
(u(t)− û)2

]
dt (2.1)

ẋ(t) = u(t)− s(t) (2.2)

x(0) = x0 (2.3)

u(t) ≥ 0 (2.4)
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T časový horizont (daná konštanta)

x(t) stav zásob v čase t (stavová premenná)

u(t) rýchlost’ produkcie v čase t (riadiaca premenná)

s(t) rýchlost’ predaja v čase t (daná funkcia)

x̂ ciel’ový stav zásob; poistná zásoba, ktorú chce mat’ firma k dispoźıcii

(jej hodnota môže byt’ źıskaná ako mesačný priemer predaných

tovarov) (daná kladná konštanta)

û ciel’ová úroveň produkcie; znamená najefekt́ıvneǰsiu rýchlost’ produkcie

(daná kladná konštanta)

e−ρt diskontný faktor, kde ρ ≥ 0 je diskontná úroková miera

h koeficient nákladov spojených s držańım zásob (daná konštanta h > 0)

c koeficient nákladov na produkciu (daná konštanta c ≥ 0)

x0 počiatočný stav zásob (daná konštanta x0 ≥ 0)

2.1.1 Interpretácia

Mnoho výrobných podnikov použ́ıva systém efekt́ıvneho využ́ıvania zásob a

produkcie, aby dokázali pružne reagovat’ na pŕıpadnú zmenu dopytu svojich

zákazńıkov po ich produkte. Tento systém pozostáva z výrobného závodu

a skladu, kde sa produkty vyrobené spoločnost’ou uložia a čakajú na svoj

predaj. Podniku však v súvislosti s takouto výrobou na sklad vznikajú ná-

klady. Či už sú to náklady na fyzické uskladnenie produktov (teda plate-

nie prenajatých priestorov) alebo sa jedná o náklady stratenej pŕıležitosti,

ktoré mohla firma namiesto vyrobenia produktu investovat’ do cenných pa-

pierov. Daný systém má aj svoje výhody. Firma je okamžite schopná pokryt’

požiadavky odberatel’a, v pŕıpade malého dopytu si tak vytvára istú re-
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zervu, ktorú potom môže využit’ v pŕıpade náhleho zvýšenia dopytu. In-

terpretácia účelovej funkcie spoč́ıva v tom, že sa snaž́ıme udržat’ stav zásob

najbližšie ako je to možné k ciel’ovému stavu x̂ a to isté plat́ı o produkcii,

t.j, snaž́ıme sa o to, aby výroba bola čo najefekt́ıvneǰsia. Kvadratický zápis
h

2
(x(t)− x̂)2 +

c

2
(u(t)− û)2 vyjadruje pokutu za to, ked’ x a u nie sú dosta-

točne bĺızko svojim ciel’ovým hodnotám a túto pokutu sa snaž́ıme minimali-

zovat’.

2.1.2 Formulácia podmienok PPM

Pri formulácii podmienok PPM sme využili skutočnost’, že minimalizovat’

nejakú funkciu je ekvivalentné s tým, že maximalizujeme mı́nusovú hodnotu

danej funkcie. A teda naša účelová funkcia bude vyzerat’ nasledovne:

max

∫ T

0

−e−ρt
[
h

2
(x(t)− x̂)2 +

c

2
(u(t)− û)2

]
dt (2.5)

Podmienky PPM formulujeme podl’a 4.3.1. (Halická, 2009) nasledovne:

(PM)

−e−ρt
[
h

2
(x− x̂)2 +

c

2
(u− û)2

]
ψ0 + (u− s)ψ → max

u≥0
(2.6)

(AR)

ψ̇(t) = e−ρth(x− x̂)ψ0 (2.7)

(PT)

ψ(T ) = 0 (2.8)

Vid́ıme, že neautonómnost’ úlohy sa preniesla aj do podmienok PPM, čo

možno odstránit’ prenásobeńım vzt’ahov výrazom eρt a zavedeńım substitúcie:

ψ̃ = eρtψ ⇒ ˙̃ψ = ρeρtψ + eρtψ̇, a z pôvodných podmienok dostávame:
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( ˜PM)

−
[
h

2
(x− x̂)2 +

c

2
(u− û)2

]
ψ0 + (u− s)ψ̃ → max

u≥0
(2.9)

(ÃR)

˙̃ψ(t) = ρψ̃ + h(x− x̂)ψ0 (2.10)

(P̃ T )

ψ̃(T ) = 0 (2.11)

Na základe Vety 4 (Halická, 2009) budeme v d’aľsom texte vychádzat’ z pod-

mienok PPM, kde už je neautonómnost’ odstránená, pričom pre jednoduchost’

všetky ψ̃ resp. ˙̃ψ nahrad́ıme ψ resp. ψ̇.

2.1.3 Riešenie

Úlohu máme teraz preformulovanú tak, že účelovú funkciu maximalizujeme,

a teda ψ0 ≥ 0. Podl’a podmienky transverzality je ψ(T ) = 0, a pretože

(ψ0, ψ(t)) 6= 0, tak z toho vyplýva, že ψ0 6= 0. Vo všetkých rovniciach, v

ktorých vystupuje ψ0 preto dosadzujeme ψ0 = 1. Riešeńım podmienky ma-

xima, bez ohraničenia na u, dostávame pre u takýto predpis:

u = û+
ψ

c
, (2.12)

a ked’že pri formulácii úlohy sme uvádzali, že u je nezáporné, optimálne

riadenie je v tvare:

u∗ = max

{
û+

ψ

c
, 0

}
. (2.13)

Najskôr budeme predpokladat’, že û je dostatočne vel’ké, a teda vzt’ah

(2.12) nám vždy dáva nezápornú úroveň produkcie. Dosad́ıme teraz (2.12)
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do (2.2). Dostaneme:

ẋ = û+
ψ

c
− s (2.14)

V d’aľśıch výpočtoch budeme vychádzat’ zo vzt’ahu (2.14) a adjungovanej

rovnice (2.10). Deriváciou (2.14) podl’a času dostaneme:

ẍ =
ψ̇

c
− ṡ = ρ

(
ψ

c

)
+

(
h

c

)
(x− x̂)− ṡ

= ρ(ẋ− û+ s) +

(
h

c

)
(x− x̂)− ṡ

(2.15)

Prepisom dostávame:

ẍ− ρẋ− α2x = −α2x̂− ṡ− ρ(û− s), (2.16)

kde konštanta α je daná ako

α =

√
h

c
. (2.17)

Riešime teda diferenciálnu rovnicu (2.16), pre ktorú pomocná (homogénna)

rovnica vyzerá nasledovne:

λ2 − ρλ− α2 = 0 (2.18)

a λ1, λ2 sú jej reálne korene:

λ1 =
ρ−

√
ρ2 + 4α2

2
, λ2 =

ρ+
√
ρ2 + 4α2

2
(2.19)

pričom λ1 < 0, λ2 > 0. Všeobecné riešenie (2.16) je potom:

x(t) = a1e
λ1t + a2e

λ2t +Q(t), (2.20)

pričom Q(t) je partikulárne riešenie z (2.16) a a1, a2 sú konštanty, ktoré

dopoč́ıtame jednak zo začiatočnej podmienky pre x(0) a jednak z koncovej
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podmienky pre ψ(T ). Na to budeme ešte potrebovat’ odvodit’ predpis pre

adjungovanú premennú, a to dosiahneme tak, že (2.20) dosad́ıme do (2.14),

pričom dostávame:

ψ(t) = c(λ1a1e
λ1t + λ2a2e

λ2t + Q̇+ s− û). (2.21)

Teraz prejdeme k samotnému dopoč́ıtaniu konštánt a1, a2:

x(0) = x0 = a1 + a2 +Q(0) (2.22)

ψ(T ) = 0 = c(λ1a1e
λ1T + λ2a2e

λ2T + Q̇(T ) + s(T )− û). (2.23)

Označ́ıme

b1 = x0 −Q(0) ⇒ a1 = b1 − a2, (2.24)

b2 = û− Q̇(T )− s(T ) ⇒ b2 = λ1(b1 − a2)eλ1T + λ2a2e
λ2T , (2.25)

Teraz už nie je t’ažké dorátat’, že:

a1 =
b2e

λ1T − b1λ2e(λ1+λ2)T

λ1e2λ1T − λ2e(λ1+λ2)T
(2.26)

a2 =
b1λ1e

2λ1T − b2eλ1T

λ1e2λ1T − λ2e(λ1+λ2)T
. (2.27)

Ked’ teraz využijeme, že λ1 < 0, λ2 > 0, potom pre T dostatočne vel’ké sú

eλ1T a e2λ1T zanedbatel’né hodnoty a preto:

a1 ≈ b1 (2.28)

a2 ≈
b2
λ2
e−λ2T . (2.29)

Teraz už môžme hodnoty a1, a2 dosadit’ do stavovej, riadiacej aj adjungovanej

premennej:

x∗(t) = b1e
λ1t +

b2
λ2
eλ2(t−T ) +Q(t),

u∗(t) = λ1b1e
λ1t + b2e

λ2(t−T ) + Q̇(t) + s(t),

ψ∗(t) = c(λ1b1e
λ1t + b2e

λ2(t−T ) + Q̇(t) + s(t)− û),

(2.30)
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č́ım sme dostali približné riešenie úlohy. Vychádzali sme pritom z predpo-

kladu, že úroveň produkcie je nezáporná počas celého obdobia.

Pozrieme sa teraz, ako riešenie úlohy ovplyvńı skutočnost’, že produkčné

ohraničenie je v tvare u ≥ 0 (doteraz sme za optimálne rozhodovacie kritérium

uvažovali vzt’ah (2.12), teraz budeme vychádzat’ z (2.13)). Pre zjednodušenie

tejto analýzy budeme predpokladat’, že s je kladná konštanta, z čoho vyplýva,

že aj Q je konštanta, T = ∞ a ρ > 0. Ďalej predpokladáme, že na túto

úlohu možno použit’ limitnú verziu podmienky transverzality. Vd’aka týmto

predpokladom, riadenie, tak ako je uvedené v (2.30), meńı svoj tvar, a to

nasledovne:

u(t) = λ1b1e
λ1t + s = λ1(x0 −Q)eλ1t + s (2.31)

pretože Q̇ = 0 a b2e
λ2(t−T ) je pre T → ∞ bĺızke nule. Ak je x0 ≤ Q, potom

dostávame opät’ nezápornost’ produkcie (λ1 < 0). Zápornost’ riadenia môže

byt’ teda spôsobená vtedy, ak x0 > Q. Vid́ıme, že vtedy u(t) rastie s časom a

u(0) = λ1(x0 −Q) + s. (2.32)

To znamená, že u(0) je záporné ak x0 − Q >
−s
λ1

, čo nie je možné a podl’a

(2.13) je u∗(0) = 0. Danú situáciu ilustruje (Obr. 2.1). t̂ je čas, v ktorom

û+
ψ(t̂)

c
= 0. Po dosadeńı t̂ do (2.31) dostávame:

u(t̂) = λ1b1e
λ1 t̂ + s = 0, (2.33)

a teda

b1e
λ1 t̂ = − s

λ1
. (2.34)

Pre x(t̂) tak dostávame (dosadeńım do (2.30)):

x(t̂) = b1e
λ1 t̂ +Q = − s

λ1
+Q (2.35)
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Obr. 2.1: Optimálna úroveň produkcie a zásob

Pre t < t̂ teda dostávame:

ẋ(t) = −s ⇒ x(t) = x0 − st (2.36)

ψ̇(t) = ρψ(t) + h(x(t)− x̂), ψ(t̂) = −cû (2.37)

Pre t > t̂ platia vzt’ahy dané (2.30), pričom t nahrad́ıme (t − t̂) a b1 =

x(t̂)−Q = − s

λ1
Dopoč́ıtame ešte čas t̂, v ktorom dochádza k zmene optimálneho riadenia

(0→ û+
ψ

c
):

x0 − st̂ = Q− s

λ1
⇒ t̂ =

x0 −Q
s

+
1

λ1
(2.38)

2.1.4 Pŕıklad

Vyriešime teraz daný model s konkrétnymi parametrami: û = 20, x̂ =

10, x0 = 10, T = 8, ρ = 0, h = c = 1 ⇒ α = 1, λ1 = −1, λ2 = 1

a funkcia predaja nech má takýto priebeh:

s(t) = t(t− 4)(t− 8) + 30 = t3 − 12t2 + 32t+ 30. (2.39)
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Riešenie:

Vypoč́ıtame najskôr predpis pre Q. Dosadeńım zadaných parametrov do

(2.16) dostávame:

ẍ− x = −3t2 + 24t− 42 (2.40)

Partikulárne riešenie nehomogénnej rovnice hl’adáme v tvare:

Q(t) = c1t
2 + c2t+ c3, (2.41)

pričom jeho prvá a druhá derivácia vyzerajú nasledovne:

Q̇(t) = 2c1t+ c2 (2.42)

Q̈(t) = 2c1. (2.43)

Dosadeńım do diferenciálnej rovnice:

ẍ− x = 2c1 − (c1t
2 + c2t+ c3) = −3t2 + 24t− 42 (2.44)

c1 = 3, c2 = −24, c3 = 48 (2.45)

Hl’adaným partikulárnym riešeńım rovnice (2.40) je teda:

Q(t) = 3t2 − 24t+ 48 a Q̇(t) = 6t− 24. (2.46)

Ďalej potrebujeme poznat’ hodnotu parametrov b1, b2. Dosadeńım do (2.24)

a (2.25) dostávame:

b1 = x0 −Q(0) = 10− 48 = −38

b2 = û− Q̇(8)− s(8) = 20− 24− 30 = −34

Výsledok je potom nasledovný (dosadeńım do (2.30)):

x(t) = −38e−t − 34et−8 +Q(t) (2.47)
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u(t) = 38e−t − 34et−8 + Q̇(t) + s(t) (2.48)

Približný priebeh s(t), x(t) a u(t) je na (Obr. 2.2). Ako vidiet’ z obrázkov,

u(t) vypoč́ıtané na základe (2.12) je stále kladné, a teda u(t) = u∗(t) sṕlňa

(2.13) a je riešeńım PPM.

Obr. 2.2: Približný priebeh funkcíı s(t), u(t), x(t)
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2.2 Nerlove - Arrow reklamný model

Tento model je modifikáciou tzv. Nerlove - Arrow reklamného modelu a

vychádza z (Sethi and Thompson, 2000). Modifikácia spoč́ıva zmene ohrani-

čenia riadiacej premennej, kde sme zaviedli horné ohraničenie na riadenie.

Takisto pôvodná úloha bola úlohou s vol’ným časom. Úloha je bez ohraničenia

na koncový stav, teda ide o úlohu s vol’ným koncom, ohraničenú na riade-

nie. Táto úloha je od predchádzajúcej špecifická tým, že sa jedná o úlohu na

singulárne riadenie.

max

∫ T

0

e−ρt[π(x(t))− u(t)]dt (2.49)

ẋ(t) = u(t)− δx(t) (2.50)

x(0) = x0 (2.51)

0 ≤ u(t) ≤ U (2.52)

T časový horizont (daná konštanta)

x(t) určuje, ako dobre je produkt známy na trhu

(zásoba goodwill-u = dobrého mena) (stavová premenná)

u(t) náklady vynaložené na budovanie goodwill-u, merané v eurách

za jadnotku času (riadiaca premenná)

δ miera zabúdania (daná konštanta)

e−ρt diskontný faktor, kde ρ > 0 je diskontná úroková miera

U daná kladná konštanta

π funkcia zisku (daná funkcia)

O funkcii π predpokladáme: π ∈ C2, π(0) = 0, π′(x) > 0, π′′(x) < 0,

limx→0π
′(x) =∞, limx→∞π

′(x) = 0.
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2.2.1 Interpretácia

Nerlove - Arrow reklamný model vychádza z predpokladu, že firma inves-

tujúca čast’ svojich zdrojov do reklamy si týmto zvyšuje súčasný a budúci

predaj svojich produktov a s tým súvisiaci súčasný a budúci čistý zisk. In-

vest́ıciu do reklamy chápe ako invest́ıciu do akéhosi reklamného kapitálu,

zvyčajne nazývaného goodwill - dobré meno spoločnosti. Zmena goodwill-

u môže byt’ spôsobená tým, že firma priláka svojou reklamou, službami

nových zákazńıkov alebo naopak vplyvom konkurenčných bojov strat́ı čast’

svojich zákazńıkov, ktoŕı prechádzajú k iným spoločnostiam. Zároveň zmena

goodwill-u môže byt’ zapŕıčinená zmenou preferencíı spotrebitel’ov, č́ım sa

zmeńı ich dopyt po produktoch firmy. V danom modeli je našim ciel’om určit’,

akou mierou je potrebné v čase t prispievat’ na propagáciu produktu (určit’

u(t)), aby náš zisk z jeho predaja bol maximálny. To, ako dobre je produkt

spropagovaný, ako dobre ho l’udia poznajú, vyjadruje stavová premenná x(t).

V d’aľsom texte ju budeme interpretovat’ ako zásobu goodwill-u. Cena jed-

nej jednotky goodwill-u je jedno euro, čiže jedno euro investované do reklamy

zvýši zásobu goodwill-u o jednotku. Predpokladáme d’alej, že na trhu funguje

istá miera zabúdania, ktorá má negat́ıvny vplyv na zásobu goodwill-u.

2.2.2 Formulácia podmienok PPM

Podmienky PPM formulujeme rovnako ako v predchádzajúcom pŕıklade podl’a

4.3.1. (Halická, 2009) nasledovne:

(PM)

e−ρt(π(x)− u)ψ0 + (u− δx)ψ → max
0≤u≤U

(2.53)
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(AR)

ψ̇(t) = −e−ρt∂(π(x)− u)

∂x
ψ0 −

∂(u− δx)

∂x
ψ (2.54)

(PT)

ψ(T ) = 0 (2.55)

Opät’ zavedeńım substitúcie dostávame ekvivalentné podmienky PPM:

( ˜PM)

(π(x)− u)ψ0 + (u− δx)ψ̃ → max
0≤u≤U

(2.56)

(ÃR)

˙̃ψ(t) = ρψ̃ + eρt
(
−e−ρt∂(π(x)− u)

∂x
ψ0 −

∂(u− δx)

∂x
ψ

)

= (ρ+ δ)ψ̃ − ∂(π(x))

∂x
ψ0

(2.57)

(P̃ T )

ψ̃(T ) = 0 (2.58)

Na základe Vety 4 (Halická, 2009) budeme v d’aľsom texte vychádzat’ z pod-

mienok PPM, kde už je neautonómnost’ odstránená, pričom pre jednoduchost’

všetky ψ̃ resp. ˙̃ψ nahrad́ıme ψ resp. ψ̇.

2.2.3 Riešenie

Ked’že daná úloha optimálneho riadenia je úlohou na maximum, ψ0 ≥ 0.

Z podmienky transverzality (2.58) sa ψ(T ) = 0, a ked’že plat́ı podmienka

(ψ0, ψ(t)) 6= (0, 0) pre všetky t ∈ [0, T ], potom aby daný vzt’ah platil aj pre

t = T , muśı byt’ ψ0 = 1. Dosad́ıme teraz ψ0 do všetkých podmienok PPM
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a postupne zač́ıname riešit’ danú úlohu. Ked’že v podmienke maxima ma-

ximalizujeme vzhl’adom na u, môžme túto podmienku ekvivalentne preṕısat’

nasledovne:

u(ψ − 1)→ max
0≤u≤U

. (2.59)

Maximalizačná funkcia je lineána v u, a preto nastávajú tieto možnosti

riešenia:

u =


U , ak ψ > 1

0 , ak ψ < 1

neurčené , ak ψ = 1

(2.60)

Vid́ıme, že ψ sṕlňa pomerne zložitú diferenciálnu rovnicu. Nevieme preto

povedat’, či ψ(t) = 1 nastane iba v konečnom počte bodov, a preto pripust́ıme

možnost’, že ψ(t) = 1 na nejakom intervale. Nech je teda ψ(t) = 1 pre všetky

t ∈ I a teda ψ̇(t) = 0 pre všetky t ∈ I. Pre adjungovanú rovnicu (2.57) teda

plat́ı:

ψ̇ = (ρ+ δ)− ∂(π(x))

∂x
= 0, (2.61)

a teda
∂(π(x(t)))

∂x
= (ρ+ δ) pre všetky t ∈ I (2.62)

Z vlastnost́ı funkcie π vyplýva, že existuje práve jeden bod xs, pre ktorý

plat́ı:
∂(π(xs))

∂x
= (ρ+ δ). (2.63)

Pre x(t) teda plat́ı:

x(t) = xs pre každé t ∈ I, (2.64)

z toho vyplýva, že ẋ = 0, a teda:

˙̂x = u∗ − δxs = 0 pre každé t ∈ I. (2.65)
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Z predchádzajúcej rovnice vyjadŕıme u∗(t)

u∗(t) = us = δxs pre každé t ∈ I, (2.66)

a teda pre riadenie dostávame:

u∗ =


U , ak ψ > 1

0 , ak ψ < 1

δxs , ak ψ = 1

(2.67)

Ked’že ψ(T ) = 0, muśı existovat’ t1 < T , pre ktoré ψ(t) < 1 pre všetky

t ∈ [t1, T ] a teda u∗(t) = 0 na [t1, T ]. Ďaľsia analýza časového priebehu

optimálneho riadenia a jeho odozvy je pomerne náročná, a preto ju tu neu-

vádzame. Predpokladáme, že podobne ako v (Brunovský, 1980) sa dá ukázat’,

že môžu nastat’ nasledovné možnosti. Ktorá z nich nastáva pre danú úlohu,

to záviśı hlavne od T (ak je T dost’ vel’ké, tak nastáva aj singulárny úsek, t.j.

pŕıpady (2.70) resp. (2.71)).

1. Pŕıpad: ak t1 = 0, potom u∗(t) = 0 pre všetky t ∈ [0, T ]. Odozva je

potom v tvare:

x∗(t) = x0e
−δt (2.68)

a jej časový priebeh je znázornený na (Obr. 2.3).

Obr. 2.3
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2. Pŕıpad: ak t1 > 0 potom nastávajú tri možnosti:

u∗ =

 1 , ak t ∈ [0, t1)

0 , ak t ∈ [t1, T ]
(2.69)

Časový priebeh optimálnej odozvy na riadenie dané vzt’ahom (2.69) je na

(Obr. 2.4).

Obr. 2.4

u∗ =


1 , ak t ∈ [0, t2)

us , ak t ∈ [t2, t1)

0 , ak t ∈ [t1, T ]

(2.70)

Časový priebeh optimálnej odozvy na riadenie dané vzt’ahom (2.70) je na

(Obr. 2.5).

Obr. 2.5
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u∗ =


0 , ak t ∈ [0, t2)

us , ak t ∈ [t2, t
1)

0 , ak t ∈ [t1, T ]

(2.71)

Časový priebeh optimálnej odozvy na riadenie dané vzt’ahom (2.71) je na

(Obr. 2.6).

Obr. 2.6

43



Kapitola 3

Úloha s ohraničeńım typu nerovnosti na

koncový stav

3.1 Spotreba verzus invest́ıcie

Model a jeho riešenie vychádza z (Seierstad and Sydsaeter, 1986). Z hl’adiska

klasifikácie úloh optimálneho riadenia sa jedná o autonómnu úlohu s pevným

časom. Koncový stav je ohraničený, ohraničenie je v tvare nerovnosti, úloha

obsahuje ohraničenia na riadenie.

max

∫ T

0

U(1− u(t))dt (3.1)

ẋ(t) = u(t) (3.2)

x(0) = x0 (3.3)

x(T ) ≥ xT (3.4)

u(t) ∈ [0, 1] (3.5)
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O hodnotách x0, xT a T predpokladáme, že

x0 < xT < x0 + T (3.6)

a funkcii užitočnosti U predpokladáme, že je C2 spojitá v jednej premennej

s vlastnost’ami: U ′ > 0 a U ′′ < 0, definovaná na [0,∞), limc→0U
′(c) = ∞,

limc→∞U
′(c) = 0.

T časový horizont (daná konštanta)

x(t) úroveň infraštruktúry v čase t (stavová premenná)

u(t) predstavuje čast’ z pŕıspevku, ktorý sa použije ako invest́ıcia

do rozvoja infraštruktúry v čase t (riadiaca premenná)

U funkcia užitočnosti (daná funkcia)

x0, xT dané kladné konštanty

3.1.1 Interpretácia

Členský štát Európskej únie, povedzme SR, dostáva konštantný pŕıspevok

z fondov EÚ vo výške jednej peňažnej jednotky, na zabezpečenie udržatel’ného

rastu ekonomiky, zvýšenie životnej úrovne obyvatel’stva a zamestnanosti,

zńıženie regionálnych rozdielov. Budeme teraz predpokladat’, že invest́ıciami

do projektov týkajúcich sa zlepšenia úrovne infraštruktúry sa podpoŕı rozvoj

a rast už spomı́naných ekonomických ukazovatel’ov. Hodnota 1 − u(t) pred-

stavuje takú čast’ z pŕıspevku, ktorá je určená na spotrebu. Plánované obdo-

bie je interval [0, T ] a predpoklad x(T ) ≥ xT znamená, že krajina muśı do-

siahnut’ na konci obdobia poberania pŕıspevkov aspoň úroveň infraštruktúry

rovnú xT . Úlohou optimálneho riadenia je teda nájst’ také rozvrhnutie in-

vest́ıcíı, ktoré maximalizuje celkovú užitočnost’ zo spotreby.
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3.1.2 Formulácia podmienok PPM

Podmienky PPM formulujeme na základe paragrafu 4.2.2. z (Halická, 2009)

a tiež vychádzame z paragrafu 4.8.1. z (Halická, 2009).

(PM)

H = ψ0U(1− u) + ψu→ max
u∈[0,1]

(3.7)

(AR)

ψ̇(t) = 0 (3.8)

(PT)

∃λ ∈ R, λ ≥ 0 : λ(x(T )− xT ) = 0, ψ(T ) = λ (3.9)

3.1.3 Riešenie

Najskôr uprav́ıme podmienku transverzality. Pretože plat́ı rovnost’ ψ(T ) = λ,

môžme pomocnú premennú λ odstránit’ a dostávame podmienku:

ψ(T ) ≥ 0, ψ(T )(x(T )− xT ) = 0. (3.10)

Ak je teda x(T ) > xT , potom ψ(T ) = 0, a ak ψ(T ) > 0, potom x(T ) = xT .

Riešeńım adjungovanej rovnice a podmienky transverzality dostávame pre

adjungovanú premennú nasledovný predpis:

ψ(t) ≡ λ ≥ 0. (3.11)

Ked’že daná úloha optimálneho riadenia je úlohou na maximum, ψ0 ≥ 0.

Predpokladajme, že ψ0 = 0. Potom z (3.11) a z podmienky (ψ0, ψ(t)) 6= (0, 0)

dostávame, že λ > 0. Potom z podmienky maxima (3.7) dostávame, že u = 1

pre všetky t. Riešenie (3.2) a (3.3) má pre u ≡ 1 takýto tvar:

x(t) = t+ x0 (3.12)
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Pre koncový stav teda plat́ı:

x(T ) = T + x0 = xT (3.13)

a teda nie je splnená podmienka, že xT < T +x0. Z toho vyplýva, že riadenie

u(t) ≡ 1 nie je pŕıpustné pre danú úlohu. Predpoklad ψ0 = 0 teda nedáva

žiadne pŕıpustné riadenie.

Nech teraz ψ0 = 1. Zameriame sa teraz na podmienku maxima. Vid́ıme, že

H ′u = −U ′(1− u) + λ (3.14)

H ′′uu = U ′′(1− u) ≤ 0, (3.15)

a teda Hamiltonova funkcia je konkávna v u, maximum sa teda nadobúda

v rámci intervalu (0, 1) alebo v jeho okrajových bodoch. Všetky tri pŕıpady

nastatia sú znázornené na (Obr. 3.1).

Obr. 3.1

Rozoberieme teraz všetky tri možnosti:

• optimálnym riadeńım je u∗(t) = 0 (nastala by teda možnost’, ktorú

znázorňuje prvý podobrázok (Obr. 3.1)), potom na základe podmienky

maxima pre u = 0 nemôže byt’ H ′u = −U ′(1) + λ > 0, a teda −U ′(1) +

λ ≤ 0
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• optimálnym riadeńım je hodnota z intervalu (0, 1) (nastala by teda

možnost’, ktorú znázorňuje druhý podobrázok (Obr. 3.1)), potom H ′u =

0 a teda U ′(1− u∗(t)) = λ

• optimálnym riadeńım je u∗(t) = 1 (nastala by teda možnost’, ktorú

znázorňuje tret́ı podobrázok (Obr. 3.1)), potom H ′u ≥ 0 pre u = 1, a

teda −U ′(0) + λ ≥ 0

u∗(t) =


0 ak λ ≤ U ′(1)

∈ (0, 1) ak U ′(1− u∗(t)) = λ

1 ak U ′(0) ≤ λ

(3.16)

Hamiltonova funkcia H = U(1 − u) + λu je teda rýdzokonkávna a má na

[0, 1] jediné maximum ū, ktoré nie je závislé od t. Z tohto dôvodu u∗(t) = ū

pre ū ∈ [0, 1]. Možnost’ ū = 0 nemôže nastat’, pretože riadenie u(t) ≡ 0 nie

je pŕıpustné pre úlohu (3.1) - (3.5) pri predpoklade (3.6). Naozaj, odozvou

na u(t) ≡ 0 je x(t) ≡ x0 a teda x(T ) = x0 < xT . Z toho vyplýva, že nie je

splnená podmienka (3.5). Preto ū > 0. Možnost’ ψ(t) = λ = 0 nemôže nastat’

pre (3.16), a preto ψ(t) = λ > 0 a teda z podmienky transverzality (3.10)

plat́ı:

x∗(T ) = xT (3.17)

Možnost’ ū = 1 sme už vylúčili pri analyzovańı pŕıpadu ψ0 = 1, preto ū ∈

(0, 1) a optimálna hodnota stavovej premennej sa teda bude riadit’ takýmto

predpisom: x∗(t) = tū+x0 a v koncovom čase, kedy t = T bude jej hodnota:

x∗(T ) = T ū+ x0. Pretože však muśı platit’ (3.17), dostávame pre optimálne

48



riadenie nasledujúci predpis:

u∗(t) = ū =
xT − x0

T
, (3.18)

a pre stavovú premennú:

x∗(t) = x0 +
xT − x0

T
t. (3.19)

Pomocou podmienky maxima sme našli jediného kandidáta na optimálne

riešenie danej úlohy. Optimálna dvojica (x∗(t), u∗(t)) spolu s adjungovanou

funkciou:

ψ(t) = c = U ′
(

1− xT − x0
T

)
(3.20)

sṕlňajú nutné podmienky optimality. Dá sa ukázat’, že sṕlňajú aj postačujúce,

a teda je to optimálna dvojica.
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Kapitola 4

Dvojrozmerná úloha

4.1 Dvojsektorový model

Model a jeho riešenie vychádza z (Seierstad and Sydsaeter, 1986). Je to úloha,

ktorú z hl’adiska klasifikácie úloh optimálneho riadenia zarad’ujeme k au-

tonómnym úlohám s pevným časom. Je bez ohraničenia na koncový stav,

teda ide o úlohu s vol’ným koncom, a ked’že riadenie patŕı do zadaného in-

tervalu, úloha je ohraničená na riadenie.

max

∫ T

0

x2(t)dt (4.1)

ẋ1(t) = au(t)x1(t), x1(0) = x01, x1(T ) - vol’né (4.2)

ẋ2(t) = a(1− u(t))x1(t), x2(0) = x02, x2(T ) - vol’né (4.3)

u(t) ∈ [0, 1] (4.4)
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T časový horizont (daná konštanta)

x1(t) produkcia sektoru č́ıslo 1 v čase t (stavová premenná)

x2(t) produkcia sektoru č́ıslo 2 v čase t (stavová premenná)

u(t) predstavuje čast’ invest́ıcie, ktorá je v čase t pridelená do sektoru

č́ıslo 1 (vel’kost’ invest́ıcie nech je a) (riadiaca premenná)

a, x01, x
0
2 dané kladné konštanty

4.1.1 Interpretácia

Predstavme si ekonomiku, ktorá pozostáva z dvoch sektorov. Nech sektor

č́ıslo 1 produkuje investičný tovar a sektor č́ıslo 2 spotrebný tovar. Vid́ıme,

že dané sektory sú vzájomne prepojené, a to cez vzt’ah (4.3), t.j. vel’kost’

vyprodukovaného spotrebného tovaru je závislá od toho, aká je vel’kost’ pro-

dukcie sektoru č́ıslo 1. Produkciu oboch sektorov môžeme zvýšit’ invest́ıciami

do ich rozvoja, pričom vel’kost’ invest́ıcie je a peňažných jednotiek za jed-

notku času, investovaných v čase t do oboch sektorov naraz, t.j. pokial’ do

sektoru č́ıslo 1 investujeme
a

3
peňažných jednotiek, potom do sektoru č́ıslo

2 investujeme
2a

3
peňažných jednotiek. Úlohou optimálneho riadenia bude

maximalizovat’ za dané časové obdobie produkciu spotrebného tovaru.

4.1.2 Formulácia podmienok PPM

Podmienky PPM budeme formulovat’ na základe paragarfu 4.2.2. z (Halická,

2009).
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(PM)

ψ0x2 + ψ1aux1 + ψ2a(1− u)x1 → max
u∈[0,1]

(4.5)

(AR)

ψ̇1(t) = −ψ1(t)au(t)− ψ2(t)a(1− u(t)) (4.6)

ψ̇2(t) = −ψ0 (4.7)

(PT)

ψ1(T ) = 0 (4.8)

ψ2(T ) = 0 (4.9)

(podmienka transverzality pre obe adjungované premenné je rovná nule,

pretože stavové premenné sú pre koncový čas definované ako vol’né)

4.1.3 Riešenie

Ked’že daná úloha optimálneho riadenia je úlohou na maximum, ψ0 ≥ 0.

Z podmienky transverzality sa ψ1(T ) = ψ2(T ) = 0, a ked’že plat́ı podmienka

(ψ0, ψ1(t), ψ2(t)) 6= (0, 0, 0) pre všetky t ∈ [0, T ], potom aby daný vzt’ah platil

aj pre t = T , muśı byt’ ψ0 = 1.

Dosad́ıme teraz ψ0 = 1 do (4.7) a pre danú diferenciálnu rovnicu s pod-

mienkou (4.9) dostávame:

ψ2(t) = T − t. (4.10)

Podmienka maxima (4.5) je ekvivalentná s podmienkou:

a(ψ1 − ψ2)x1u→ max
u∈[0,1]

. (4.11)
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Hl’adáme teda maximum lineárnej funkcie na [0, 1], pričom hodnota riadenia

bude závisiet’ od znamienka jednotlivých činitel’ov. Zo zadania máme:

a > 0.

Ďalej, pretože

x1(0) = x01 > 0 a ẋ1(t) = au(t)x1(t) ≥ 0 pre každé t,

tak zrejme

x1(t) > 0 pre každé t.

Podmienka maxima (4.11) nám teda pre optimálne riadenie u∗(t) dáva nasle-

dujúcu podmienku:

u∗(t) =


1, ak ψ1(t) > ψ2(t)

0, ak ψ1(t) < ψ2(t)

neurčené, ak ψ1(t) = ψ2(t)

(4.12)

Budeme vidiet’, že pŕıpad, ked’ ψ1(t) = ψ2(t) nastáva najviac v dvoch časových

okamihoch, a teda pŕıpad, ked’ je u∗(t) neurčené, nemuśıme uvažovat’. Z pred-

chádzajúcich vzt’ahov (4.6) a podmienky transverzality vyplýva, že ψ̇1(T ) =

0. Pretože ψ̇2(t) = −1 a zároveň plat́ı ψ1(T ) = ψ2(T ) = 0, muśı byt’

ψ1(t) < ψ2(t) a toto plat́ı na nejakom intervale vl’avo od T . Nech t∗ je

najväčšia hodnota spomedzi t, pre ktorú ψ1(t) ≥ ψ2(t) = T − t (t∗ môže

byt’ aj 0). Potom podl’a (4.12) u∗(t) = 0 na intervale (t∗, T ). Adjungovaná

rovnica pre ψ1 potom vyzerá nasledovne:

ψ̇1(t) = −aψ2(t) = −a(T − t) t ∈ [t∗, T ]. (4.13)
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Po zintegrovańı dostávame:

ψ1(t) =
1

2
a(T − t)2 +B, (4.14)

kde B je konštanta, ktorú dopoč́ıtame z podmienky transverzality ψ1(T ) = 0.

Zrejme B = 0 a

ψ1(t) =
1

2
a(T − t)2 t ∈ [t∗, T ] (4.15)

Na základe defińıcie o t∗ plat́ı:

ψ1(t
∗) = ψ2(t

∗), t∗ > 0. (4.16)

Obr. 4.1

Dosad́ıme teraz vzt’ahy (4.10) a (4.15) do rovnice (4.16):

1

2
a(T − t∗)2 = T − t∗, (4.17)

a pre t∗ dostávame:

t∗ = T − 2

a
. (4.18)
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1. Pŕıpad: T ≤ 2

a
. Vtedy u∗ = 0 a teda x∗1(t) ≡ x01 a x∗2(t) = ax01t+ x02.

2. Pŕıpad: T >
2

a
a teda t∗ > 0. Zauj́ıma nás, aké je správanie adjun-

govanej premennej ψ1(t) na intervale [0, t∗]. Z (4.12) a (4.6) vyplýva:

ψ̇1(t) =

 −aψ1(t), ak ψ1(t) > ψ2(t)

−aψ2(t), ak ψ1(t) ≤ ψ2(t)
(4.19)

Ak ψ1(t) > ψ2(t), potom −ψ1(t) < −ψ2(t), v dôsledku čoho aj −aψ1(t) <

−aψ2(t), ked’že a > 0. Na základe tejto úvahy, bez ohl’adu na to, aký je vzt’ah

medzi ψ1(t) a ψ2(t) vieme ψ̇1 ohraničit’ zhora:

ψ̇1(t) ≤ −aψ2(t) = a(t− T ). (4.20)

Pre t < t∗, ψ̇1(t) ≤ a(t − T ) < a(t∗ − T ) = −2. Pretože ψ̇2(t) = −1 pre

všetky t a ψ1(t
∗) = ψ2(t

∗), potom ψ1(t) > ψ2(t) pre t < t∗ a teda u∗(t) = 1

pre t ∈ [0, t∗].

u∗(t) =


1, ak t ∈

[
0, T − 2

a

]
0, ak t ∈

(
T − 2

a
, T

] (4.21)

Z (4.6) vyplýva, že

ψ̇1(t) = −aψ1(t) pre t ∈
[
0, T − 2

a

]
(4.22)

Po zintegrovańı dostávame:

ψ1(t) = Ce−at, (4.23)
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kde C je konštanta, ktorú dopoč́ıtame využit́ım rovnice ψ1(t
∗) = ψ2(t

∗).

Ce−at
∗

= T − t∗ ⇒ C =
2

a
eaT−2 (4.24)

Riešeńım adjungovanej rovnice pre ψ1 na intervale [0, t∗] je:

ψ1(t) =
2

a
e−a(t−T+

2
a
) pre t ∈

[
0, T − 2

a

]
(4.25)

Dopoč́ıtame teraz odozvu pre riadenie dané (4.21). Pre každé t ∈
[
0, T − 2

a

]
je u∗(t) = 1 a teda

ẋ1(t) = ax1(t)⇒ x1(t) = c1e
at, (4.26)

pričom konštantu c1 dorátame zo začiatočnej podmienky x1(0) = c1 = x01.

Výsledná rovnica pre x1(t) vyzerá nasledovne:

x1(t) = x01e
at, t ∈

[
0, T − 2

a

]
(4.27)

Pre x2(t) na tomto intervale plat́ı:

ẋ2(t) = 0 ⇒ x2(t) = c2, (4.28)

pričom konštantu c2 dorátame opät’ zo začiatočnej podmienky. Dostaneme:

x2(t) = x02, t ∈
[
0, T − 2

a

]
(4.29)

Pre každé t ∈
[
T − 2

a
, T

]
je u∗(t) = 0 a teda

ẋ1(t) = 0⇒ x1(t) = c3, (4.30)

pričom konštantu c3 dorátame zo vzt’ahu (4.27), pre čas t = T − 2

a
.

x1

(
T − 2

a

)
= x01e

aT−2 = c3.
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Výsledná rovnica pre x1(t) na danom intervale vyzerá nasledovne:

x1(t) = x01e
aT−2, t ∈

[
T − 2

a
, T

]
(4.31)

Pre x2(t) na tomto intervale plat́ı:

ẋ2(t) = ax1(t) = ax01e
aT−2 ⇒ x2(t) = ax01e

aT−2t+ c4, (4.32)

pričom konštantu c4 dorátame s využit́ım podmienky (4.29), pre čas t =

T − 2

a
.

x2

(
T − 2

a

)
= ax01e

aT−2
(
T − 2

a

)
+ c4 = x02.

Pre x2(t) tak dostávame:

x2(t) = ax01e
aT−2t+ x02 − ax01eaT−2

(
T − 2

a

)
t ∈
[
T − 2

a
, T

]
(4.33)

Celkovo teda

x∗1(t) =


x01e

at, ak t ∈
[
0, T − 2

a

]
x01e

aT−2, ak t ∈
[
T − 2

a
, T

] (4.34)

x∗2(t) =


x02, ak t ∈

[
0, T − 2

a

]
ax01e

aT−2t+ x02 − ax01eaT−2
(
T − 2

a

)
, ak t ∈

[
T − 2

a
, T

]
(4.35)

Dostali sme aj v pŕıpade T ≤ 2

a
aj T >

2

a
jediného kandidáta na optimálne

riešenie.
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Záver

Ciel’om diplomovej práce bolo zozbierat’ resp. vymysliet’ úlohy zo spojitej

teórie optimálneho riadenia s ekonomickou resp. finančnou interpretáciou a

riešit’ ich pomocou PPM. Práca obsahuje štyri úlohy prevzaté z uvedených

zdrojov, pričom súčast’ou niektorých z nich sú aj konkrétne preriešené pŕı-

klady, a dve modifikované úlohy.
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