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Abstrakt

STRELKA, Michal: Ulohy optimélneho riadenia s ekonomickou motivaciou.
[Diplomové pracal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matema-
tiky, fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a statistiky. Ve-
duca diplomovej prace: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc. Bratislava: FMFI
UK, 2010. 59 s.

Diplomové préaca si kladie za ciel zozbierat resp. vymysliet tlohy zo spojitej
teorie optimalneho riadenia s ekonomickou resp. finanénou interpretaciou. Je
teda akousi zbierkou tloh k predmetu: Optimalne riadenie 2, v ktorej mozno

najst komplikovanejsie modely spolu s rieseniami.

) 2 v 7 ’ . . . ’ .
Klicové slova: Pontrjaginov princip maxima



Abstract

STRELKA, Michal: Models from optimal control theory with economic mo-
tivation. [Master thesis|. Comenius University, Bratislava. Faculty of Ma-
thematics, Physics and Informatics; Department of Applied Mathematics
and Statistics. Supervisor: doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc. Bratislava:
FMFI UK, 2009. 59 p.

The goal of this master thesis is to collect or think up models from con-
tinuous optimal control theory with economic or financial interpretation. It
is the models collection to subject: Optimalne riadenie 2, in which there are

more complicated models with thier solutions.

Keywords: Pontrjagin principle of maximum

vi



Obsah

1 U’lohy v Bolzovom tvare 5
1.1 Problém hotovostnej bilancie . . . . . . . ... ... ... ... 5t
1.1.1 Interpretacia. . . . . . . . . . . ... ... .. 6

1.1.2  Formuldcia podmienok PPM . . . . . . ... ... ... 7

1.1.3 RieSenie . . . . . . . . ... .. 8

1.14 Priklad . . . . . 000 11

1.2 Obchodovanie s komoditami . . . . . ... ... ... ..... 14
1.2.1 Interpretacia. . . . . . . . . . ... .. ... ... 15

1.2.2  Formulacia podmienok PPM . . . . . . . ... ... .. 15

1.2.3 RieSenie . . . . . . .. ... 16

2 [’Jlohy s diskontnym faktorom 27
2.1 Systém efektivneho vyuzitia zasob a produkcie . . . . . . . .. 27
2.1.1 Interpretacia. . . . . . . .. .. ... .. ... ... .. 28

2.1.2  Formulacia podmienok PPM . . . . . . . ... ... .. 29

2.1.3 RieSenie . . . . . . .. L 30

214 Priklad. . . .. .. 34

2.2 Nerlove - Arrow reklamny model . . . . . .. ... ... ... 37



2.2.1 Imterpretacia. . . . . . . . ... 38

2.2.2  Formulacia podmienok PPM . . . . . . ... ... ... 38

223 RieSenie . . . . . ..o 39

3 Uloha s ohrani¢enim typu nerovnosti na koncovy stav 44
3.1 Spotreba verzus investicie . . . . ... .. ... ... ... .. 44
3.1.1 Imterpretéacia. . . . . . . . . ... ... 45

3.1.2 Formulacia podmienok PPM . . . . . . ... ... ... 46

3.1.3 RieSenie . . . . . . . ... 46

4 Dvojrozmerna uloha 50
4.1 Dvojsektorovy model . . . . . . ... 50
4.1.1 Interpretacia. . . . . . . . . ... .. 51

4.1.2 Formulécia podmienok PPM . . . . . .. .. ... ... 51

4.1.3 RieSenie . . . . . . ... 52
Literatira 59



Uvod

Teéria optiméalneho riadenia je ako povinny predmet sticastou magisterského
Studijného programu Ekonomickd a finanéna matematika. Pocas jeho vyucby
sa oboznamujeme so zdkladmi tedrie, ktoré st potom ilustrované na niekol-
kych prikladoch. Diplomova praca obsahuje zlozitejsie tlohy z optimalneho
riadenia a pontka ich rieSenie pomocou tzv. Pontrjaginovho principu maxima
(PPM), ktory formuluje nutné podmienky optimality.

Nasleduje niekolko slov o struktire priace. Praca je rozdelens do Siestich
casti, pricom prva je ivodom do diplomovej prace. Nasledujtice styri kapitoly
obsahuju jednotlivé 1lohy optiméalneho riadenia spolu s rieSeniami. Poslednt
cast tvori zdver, v ktorom struéne zhrnieme vysledky prace, zhodnotime plne-
nie zadaného cielu.

Do prvej kapitoly st zaradené modely, ktorych spoloénym znakom je, ze
v ucelovej funkcii vystupuje funkcia koncového stavu. Prvy priklad je tlohou
v Mayerovom tvare, zatial ¢o druhd tloha m4 Bolzovy tvar ucelovej funkcie.

Druh4 kapitola obsahuje 1lohy, ktorych §pecifikom je pritomnost diskont-
ného faktora v ticelovej funkcii. Tato neautonémnost sa potom prendsa aj do
podmienok PPM a vhodnou substiticiou je mozné ju odstranit. Druh4 tiloha

tejto kapitoly je este Specifickd v tom, Ze riadenie méa singuldrny charakter.



Tretia a stvrta kapitola obsahuji po jednom priklade. V tretej kapitole
mame ulohu s ohrani¢enim typu nerovnosti na koncovy stav a vo Stvrtej

kapitole mame dvojrozmernt tlohu optiméalneho riadenia.



Kapitola 1

Ulohy v Bolzovom tvare

Do Kapitoly 1 st zaradené dve ulohy optimalneho riadenia, ktorych spo-
loénym znakom je, ze v tucelovej funkcii vystupuje funkcia koncového stavu.
V prvom modeli - Problém hotovostnej bilancie sa jedna o ilohu v Mayerovom
tvare, pretoze ucelova funkcia je definovand iba ako funkcia koncového stavu.
Druhy model - Obchodovanie s komoditami je ulohou, ktoru klasifikujeme
ako ulohu v Bolzovom tvare, pretoze ucelova funkcia je su¢tom integralu a

funkcie koncového stavu.

1.1 Problém hotovostnej bilancie

Model a jeho riegenie vychadza z (Sethi and Thompson, 2000). Z hladiska
klasifikdcie tiloh optimalneho riadenia sa jedna o neautonémnu tlohu s pev-
nym casom. Uloha je bez ohranicenia na koncovy stav, teda ide o ulohu

s volnym koncom, ohrani¢ent na riadenie.

max  x1(T) + x2(T) (1.1)
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7“1(75)
Tg(t)
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1 (t) = ri(t)zy(t) — d(t) +u(t) — alu(t)|, z.(0) =9 (1.2)
io(t) = ro(t)za(t) — u(t), x2(0) = 3 (1.3)
_U2 S U(t) S U1 (14)

¢asovy horizont (dand konstanta)

stav hotovosti v eurdch v case t (stavova premennd)

stav cennych papierov v eurdch v ¢ase t (stavovd premennd)
rychlost predaja cennych papierov v eurdch

(riadiaca premennd)

okamZit4 zmena dopytu po hotovosti, moze nadobiidat kladné aj
zéaporné hodnoty (dand funkcia)

tirokovd miera pre hotovost drzani na ucte (dand spojitd funkcia)
urokova miera pre cenné papiere (dana spojita funkcia)
obchodnikova odmena za sprostredkovany predaj alebo kipu
cennych papierov 0 < a < 1 (dand konstanta)

pociatoéné stavy (dané konstanty)

dané konstanty

Specifikom tejto dlohy je, ze obsahuje absolitnu hodnotu z riadenia. Pocas

riesenia tejto tlohy uvidime, ako moZno takito tilohu previest na tlohu bez

absoltutnej hodnoty ale s dvoma riadiacimi premennymi.

1.1.1

Interpretdcia

Predstavme si firmu, ktord na dany ¢asovy horizont pozna svoj dopyt po

penaznej hotovosti. Na uspokojenie tohto dopytu, firma musi drzat istd ¢ast

hotovosti na firemnom técte, za nepotrebntt hotovost moze nakipit cenné



papiere. Moze nastat taka vec, ked vedenie firmy nespréavne odhadne situéciu
a ponech4 si prili§ vela hotovosti na ti¢te. Firma tym paddom strdca na zisku
(cena stratenej prilezitosti), ked ze za hotovost mohla nakipit cenné papiere,
ktoré by jej priniesli vyssie vynosy. Na druhej strane, ak je finanénd hotovost
firmy prilis mald, musi na pokrytie dopytu predat svoje cenné papiere, a tym
padom zaplatit poplatok za sprostredkovanie predaja. Ulohou optimalneho
riadenia je teda najst kompromis medzi hotovostnou bilanciou a mnoZstvom
cennych papierov, ktoré firma vlastni, a to tak, aby maximalizovala velkost

svojich aktiv na konci ¢asového obdobia.

1.1.2 Formuldcia podmienok PPM

Podmienky PPM pre tiito tlohu formulujeme na zdklade (Halickd, 2009),

konkrétne z casti 4.6.

(PM)
U (rixy — d + u — alul) + Yo (rexe — u) — ue?}gf,m} (1.5)

(AR)
di(t) = = () (t) (1.6)
Ua(t) = —ha(t)ra(1) (L.7)

(PT)
i(T) = tho (1.8)
2(T) = o (1.9)



1.1.3 Riedenie

KedZe dan4 tiloha optimalneho riadenia je tilohou na maximum, 1y > 0. Ak
by 1o = 0 potom z podmienky transverzality sa 11 (T) = 1»(T) = 0, a ked ze
plati podmienka (1)g, 1y (1), ¥2(t)) # (0,0,0) pre vsetky t € [0,T], potom aby
dany vztah platil aj pre t = T, nesmie byt ¥y = 0 = 1y = 1. Podmienku
transverzality tak moZzme prepisat nasledovne:
iy

W (T) =1 (1.10)

PYao(T) =1 (1.11)

Riesenim adjungovanej rovnice s vyuzitim podmienky transverzality dosta-

vame:

W (1) = eld 0 (1.12)
y(t) = el 72 (1.13)

Interpretacia adjungovanych premennych je v tomto pripade celkom zrejmé.
1 (t) vyjadruje budicu hodnotu (hodnotu v ¢ase T') jedného eura drzaného
na bankovom tcte v ¢ase od t do T'. 1»(t) vyjadruje budicu hodnotu jedného
eura investovaného do cennych papierov v ¢ase od t do T.

Prejdeme teraz k odvodeniu stratégie, ktorti by malo vedenie firmy stanovit,
aby maximalizovalo zisk, t.j. ndjdeme také riadenie wu, ktoré maximalizuje
(1.5). Ked'Ze v podmienke maxima vystupuje absoliitna hodnota, nahradime
riadiacu premenni u rozdielom dvoch nezapornych premennych, ktoré zaro-

ven spfﬁajﬁ kvadratické ohranicenie (1.15):

u=1u; —us, U >0,u3>0 (1.14)



uug = 0, (1.15)

t.j. aspon jedna z premennych u;, us je nulova. Pre riadenie u teda plati
u = up, ak u; je kladné a v = —us, ak us je kladné. S vyuzitim vztahov

(1.14) a (1.15) mozme pre |u| odvodit nasledovny predpis:
lu| = uy + us (1.16)

Nahradili sme tak nelinedrnu funkciu |u| linedrnou funkciou s kvadratickym
ohrani¢enim. Dosadime teraz odvodené vztahy pre u a |u| do ekvivalentnej
podmienky maxima vychadzajicej z podmienky maxima (1.5), ktord vyzera
nasledovne:

u— alu|) — You —  mazx 1.17
U ( Juf) — 1 . (1.17)

Vyraz na pravej strane (1.17) mé tvar:

(g — ug — aug + ug)) — a(uy — ug), (1.18)

Ak tento vyraz oznac¢ime W, potom po uprave mame

W =wui[(1 — @)y — o] — u[(1 + )by — 1s. (1.19)

Maximalizovat (1.5) vzhladom na u € [—~Us,, U] je ekvivalentné s tym, ze
maximalizujeme W vzhladom na u; € [0,U1],us € [0,Us] a ujuy = 0.

Riesenie podmienky maxima tak nadobuda takyto tvar:

u(t) = ui(t) — uy(), (1.20)
kde
0, ak (1 —a)ii(t) —4a(t) <0
ui(t) =< Uy, ak (1 — )ty (t) — ¥a(t) > 0 (1.21)
neurcene, ak (1 — a)y(t) —a(t) =0

9



0, ak—(1+oz)1/11+¢2<0
uy(t) =< Us, ak — (1+a)ty + s >0 (1.22)
neurceneé, ak — (1+a)y +1p =0
)

Vsimnime si, ze takto urcené riadenie spfﬁa (1.15). Naozaj, ak

(1 —a)u(t) > 9alt),

potom aj
(1 + a)hi(t) > a(?),

pretoze zo vztahu (1.12) vyplyva, ze 1 (t) > 0. To znamena, ze ak u;(t) > 0,
potom uy(t) = 0. Obdobne, ak

(14 @)t (t) < (),

potom aj
(1 =) (t) < ¢a(),

t.j. ak ua(t) > 0, potom w4 (t) = 0.
Kedze funkcie 1;(t) a 19(t) si uréené vztahmi (1.12) a (1.13), mozno ich
vypocitat akondhle st zndme funkcie r1(t) a r5(t). Pomocou funkeif ¢4 (t) a

Va(t)

@/)1(15)El_a

1o (t) potom urcime ui(t) a uj(t) az na vynimoc¢né pripady, kedy

Va(t)
P (t)

Pretoze uy(t) reprezentuje rychlost predaja cennych papierov v eurdch, vztah

resp. = 1 + « na nejakych podintervaloch [0, T7].

(1.21) déva vedeniu firmy nasledovnt informéciu: preddvat maximalnou rych-
lostou cenné papiere v pripade, Ze budiica hodnota jedného eura minus
obchodnikova odmena za sprostredkovany predaj (resp. budica hodnota z

(1 — ) eura) je vdcsia ako budica hodnota jedného eura investovaného do

10



cennych papierov a nepreddvat v opacnom pripade. V pripade, Ze budtica
hodnota jedného eura ponizend o obchodnikovu marzu za sprostredkovanie
predaja je rovnaka ako budica hodnota jedného eura investovaného do cen-
nych papierov, vedenie firmy je indiferentné v rozhodovani. Obdobne wuy(t)
reprezentuje rychlost kupovania cennych papierov v eurdch, a preto rozho-
dovacia stratégia je nasledovna: kupovat maximélnou rychlostou cenné pa-
piere v pripade, ze budica hodnota jedného eura plus obchodnikova odmena
za sprostredkovant kiupu je mensia ako budica hodnota jedného eura in-

7 7 . J ~ z
vestovaného do cennych papierov a nekupovat v opac¢nom pripade.

1.1.4 Priklad

Néjdeme teraz optimélnu stratégiu predaja a nakupu cennych papierov s ta-
kymito hodnotami vstupnych parametrov: 2{ =2, 29 =2, U, =U, =5, T =

1 1 )
1L, a=0,01, r(t) = = ma(t) = 3 Pre zjednodusenie budeme predpokladat,

2
ze d(t) = 0,Vt € [0,1] Dostdvame takito tulohu optimalneho riadenia:

maz  21(T) + 2o(T) (1.23)
i (1) = %xl(t) +ut) — 0,01]u(t)| (1.24)
(1) = a(t) — u(t) (1.25)

21(0) = 2 (1.26)

2(0) = 2 (1.27)

5<u(t) <5 (1.28)

11



Formulacia podmienok PPM

(PM)
¢1(%x1+u—0,01|u|) +¢2(%1‘2 —u) = maz (1.29)

(AR)
dilt) = () (1.30)
alt) = —5¢2(0 (131)

(PT)
(1) =1 (1.32)
Y1) =1 (1.33)

Riesenim adjungovanej rovnice a podmienky transverzality je:
Y (t) = e2" (1.34)
Us(t) = es (1.35)
Optimélne riadenie na zéklade predchadzajicich vypoctov bude vyzerat takto:

SO (1-0,01)ex(0 — 5070 < 0 (1.36)
u = .
1 9, ak (1 -0, 01)65(14) 310 5

TP S Rt 01)e2 + 5010 < 0 (1.37)
u = .
2 5, ak —(140,01)e30-0 4 e5(1-0 >

Po dprave dostavame:

0, akt>0,9397
wit) = (1.38)
5 akt<0,9307

12



0, akt<1,0597
wi(t) = (1.39)
9, ak t > 1,0597

(Obr. 1.1) zachytéva, ako sa m4 firma spravat (¢i nakupovat, predavat cenné
papiere alebo ostat pasivnou), pricom tieto rozhodnutia vykonava na zaklade
podielu budicich hodnot cennych papierov a hotovosti.

N
W/

0,99

0,8465

predaj pasivita

e
U

Obr. 1.1: Optimdlna stratégia vyjadrend v priestore (¢,

)
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1.2 Obchodovanie s komoditami

Model Obchodovania s komoditami ako uloha optimélneho riadenia je sfor-
mulovany v u¢ebnom texte (Halickd, 2009), ale len ako uloha v Mayerovom
tvare, t.j. v ucelovej funkcii vystupuje len funkcia koncového stavu. Z dovodov
uvedenych v dalsom texte sme tvar ticelovej funkcie preformulovali pridanim
integralu. Rovnako ako v predchadzajicej tlohe sa jedna o neautonémnu
tilohu s pevnym ¢asom. Uloha je bez ohraniGenia na koncovy stav, teda ide

o tlohu s volnym koncom, ohrani¢ent na riadenie.

max /0 ' —u?(t)dt + 21 (T) + p(T)xo(T) (1.40)
i1 (t) = p(t)u(t) — szo(t) (1.41)

i (t) = —u(t) (1.42)

21(0) = a; > 0 (1.43)

25(0) = ag > 0 (1.44)

u(t) € [~1,1] (1.45)

T c¢asovy horizont (dand konstanta)

x1(t) mnozstvo hotovosti v eurdch v ¢ase t (stavova premennd)
x9(t) mnozstvo komodity v ¢ase t (stavova premennd)
p(t) cena komodity v ¢ase t (dand funkcia)
u(t) rychlost preddvania, zdporné hodnoty predstavuji nakupovanie

(riadiaca premennd)
s cena v eurach za skladovanie jednotky danej komodity za jednotku
¢asu (dand konstanta, s > 0)

a; pociatoény stav hotovosti (dand konstanta, a; > 0)

14



ay pociatoéné mnozstvo komodit (dand konstanta, as > 0)

1.2.1 Interpretacia

Ako uz bolo v ivode spominané, model Obchodovanie s komoditami uz bol
v istom tvare sformulovany v (Halickd, 2009). Hlavnd myslienka spocivala
v tom, Ze obchodnici nakupuji a znova preddvaji komodity s cielom ziskat
profit. Aktivita obchodnikov (nakupovanie, predaj komodit resp. pasivita)
zavisi od ich schopnosti robit presni predpoved budicich cien komodit. Pod-
statou modelu bolo maximalizovat aktiva v koncovom ¢ase, teda ked ¢t = T,
pricom aktiva v ¢ase T' pozostavaju z hotovosti, ktorou v case T' disponujeme
a hodnotou komodit, ktoré v ¢ase T vlastnime, t.j. snazime sa maximalizovat
x1(T) + p(T)x2(T). Ako bolo ukdzané v (Halickd, 2009), pri takomto tvare
ticelovej funkcie vychddza za istych predpokladov optimélne akékolvek riade-
nie. Predaj a ndakup komodit by teda nebol nijak obmedzeny. Preto sme sa
rozhodli povodny model upravit a zahrnit do modelu aj akési transakéné
néaklady, ktoré nam pri obchodovani vznikaji. Zmena oproti povodnej tlohe
je teda v tvare tcelovej funkcie a spociva v tom, ze nas zisk bude pocas ob-
dobia predavania a nakupovania ponizeny o spominané transakcéné naklady.
Zaciname v case t = 0, kedy vlastnime komodity o mnozstve a,; a mame

k dispozicii hotovost vo vyske a;.

1.2.2 Formulacia podmienok PPM

Podmienky PPM pre tuto ilohu formulujeme na zaklade (Halicka, 2009),

konkrétne z casti 4.6.

15



(PT)

1.2.3 Riedenie

o(—u?) + 1 (pu — s22) — thou — maz

Pa(t) = s (?)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

Zistime najskor, aké moze byt 1. KedZe sa jednd o ilohu na maximum,

zrejme 1Py > 0. Ak predpokladdme, Ze 1)y = 0, potom by bolo podla pod-

mienky transverzality aj ¥1(T) = 0 a ¥o(T) = 0, Co je spor s tym, ze
(v, ¥1,12) # (0,0,0) a teda ¢y = 1. Podmienka maxima (1.46) je ekvi-

valentna s podmienkou:

—u? + u(Y1p — 1) = mazx
ue[—1,1]

(1.51)

kde hladdme maximum konkévnej funkcie na uzavretom intervale [—1,1].

Riesenim (1.51) je

1 ak L=
u = 1 7akw>l
V1p — Yo ak V1p — s e -1,1].

2 )

16
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Podmienku transverzality mozeme po polozeni ¥y = 1 prepisat nasledovne:
(PT)

»i(T) =1 (1.53)
o(T) = p(T) (1.54)

Vseobecnym rieSenim adjungovanej rovnice pre ¥ je
U (t) = A, (1.55)

kde A je konstanta. Vyuzitim podmienky transverzality (1.53) dostédvame

Pi(t) =1

(1.56)

Vseobecnym rieSenim adjungovanej rovnice (1.48) pre 1y, po vyuziti in-

formécie z rovnice (1.56) dostavame

Po(t) = st + B, (1.57)

kde B je konstanta. Z podmienky transverzality (1.54) pre 1), vieme uréit,

¢omu je rovna konstanta B, a teda dostdvame pre 15(t) nasledovny predpis

a(t) = p(T) + s(t =1T). (1.58)

Po dosadeni adjungovanej funkcie do (1.52) dostaneme pre riadenie u(t) tieto
moznosti:

» L PO (D) =5t =T)
) S PO =P s =T)
’ 2
p(t) —p<T>2 —s(t=T) \ p(t) p<T>2— C=T) 1y ]
(1.59)
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a teda pokial pozndme priebeh cenovej funkcie p(t), vieme urcit riadenie.

Nech je napriklad cenova funkcia dand nasledovnym predpisom:

T
Po — p1t ,akte 0,5

p(t) = N (1.60)
po+p1(t—T) ,akte §7T s
kde pg, p1 > 0. To znamena, ze na prvej polovici uvazovaného obdobia najprv

cena klesa rychlostou p; a na druhej polovici rastie tou istou rychlostou,

v dosledku ¢oho p(0) = p(T).

/
p(t)
p(0) =p(T) .
, f S
0 T/2 T t
Obr. 1.2: Cenova funkcia
Definujme teraz pomocnu funkciu v(t) nasledovne:
t)—p(T)—s(t—-T
oft) = PO =2 )2 (=T). (1.61)

Je to spojitd funkcia, ktord vstupuje do vztahov (1.59). V zavislosti od toho,
aké hodnoty bude nadobudat, vieme urcit hodnotu riadenia. Funkcia v(t)

pre priebeh cenovej funkcie popisanej rovnicou (1.60) nadobuda takyto tvar:

L= Hpit5) akte |0, L
2 ' "2
t) = 1.62
W=t -9 -Tmi=s) [T, (162
2 ) 27 )

18



T
pricom v(0) = 87, v(T') = 0. To znamena, Ze spojita funkcia v(t) v case t = 0

nadobiida kladné hodnoty (lebo s > 0) a v ¢ase t = T' je rovna nule. Na in-
T T

tervale [0, 5] funkcia v(t) klesd s casom t¢. Na intervale §’T] zavisi jej

spravanie od znamienka vyrazu p; — s. Budeme teda rozlisovat tri moZnosti,

ato ked p; < s,p; > s,p1 = .

Pripad p; < s:

Pri takejto volbe parametrov p; a s bude funkcia v(t) klesat s casom aj
na intervale g, T] a kedze v(T) = 0, tak v(t) > 0 na celom intervale [0, T7.
To znamena, ze riadenie bude takisto vzdy viacsie ako nula, a teda komodity
sa budt iba predavat. Velkost riadenia resp. rychlost preddvania komodit je
v tomto pripade este ovplyvnend tym, ¢i hodnota funkcie v(t) je v ¢ase t = 0
vécsia alebo mensia ako 1.

a) Ak v(0) = % < 1, potom funkcia v(t) € [0,1] a jej priebeh ilustruje
(Obr. 1.3).

/
v(t)
1 +

sT/2

N\

0 T2 T t

T
Obr. 1.3: % <1,p <s
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Riadenie bude potom dané tymto predpisom:

u(t) =

T
b) Ak v(0) = % > 1, potom existuje také t* € [0,T], ze v(t') =1

o Akt € [0,%]7tak

N
v(t)

sT/2

ST —t(p1 + )

2

tipr —s) —T(p1 — s)

2

sT — t*(py + 5)
2

Y

ak t €

T
~ T,
2

T
kt 0, —
, & & '

T _
—1atedat! =2 )
p1+ s

Pre riadenie potom dostavame:

u(t) =

(

\

tl T2

1
sT —t(p1 + )

2

t(pr —s) —T(p1 — )

2

T T
Obr. 1.4: % >1,p<s,tle [0, 5}

,ak t € [0,t!]

cakt € |t

)

ak t €

T
2

I

T
2
T

(1.63)

(1.64)

T bl T . -7
o Ak t! e [E’T}’ tak funkcia v(t) musi byt v case 5 vacsia ako 1 (vid
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/
v(t)

sT/2

0 T2 T t

T T
Obr. 1.5: % >1,p <s,tle [E,T]

Obr. 1.5), t.j.

Z toho dostavame, ze

T(S — pl) > 4,

¢o pri volbe parametrov p;,s,T > 0 moze nastat, kedZe uvazujeme

situaciu ked p; < s. Riadenie vyzerd potom nasledovne:

1 ,ak t € [0, ']
u(t) = t(p1 _ 8) _ T(p1 _ S) kit e [tl T] (165)
2 Y )
. 2
pricom t' = +T.
pP1—S

Pripad p, > s:
, , . T . T
V tomto pripade v(t) klesd na intervale |0, 5| @ na intervale E’T

rastie do nuly. Opét rozlisime pripapdy, ked v(0) < 1 a v(0) > 1.
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sT : .
a) Ak v(0) = - < 1, potom mozu nastat dve moznosti:

e Bud celd funkcia v(t) bude lezat v intervale [—1, 1] ako ilustruje (Obr.

1.6)

y
v(t)

1. ___________________________

0 T2 T

AV

T
Obr. 1.6: % <L,p1>sT(s—p)>—4

Vtedy je riadenie nasledovné:

ST =t +9) akte 0L
2 ’ "2
t) = 1.66
SR TR L RPN e I
2 b 27 )

s U A .
zéroven musi pre v(t) platit, Ze jej hodnota v case 3 je vacsia nanajvys

rovna minus jednej:

Z toho dostavame, ze

22



e Dalsiu situdciu popisuje (Obr. 1.7).

N
v(t)

1..

sT/2 \

N
1
T
Obr. 1.7: % <Lp>sT(s—p)<—4
Riadenie ma potom takyto tvar:
T—t
i (2p1+5) cak t e [0,t]
u(t) =49 -1 ,ak t € [t!, 2] (1.67)
t(pr —s)—T(p1 —
(pl S) ; (pl S) 7 ak t € [tQ,T],
T+2 -2
pricom t! = st o = +T.
p1+ s p1— S

T
b) Ak v(0) = % > 1, potom opét na zdklade hodnoty vyrazu T'(s — p)

mozu nastat dve situdcie:

T
e Ak je hodnota funkcie v <§> < —1, potom mé v(t) takyto priebeh:
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AN
v(t)

sT/2

T
Obr. 1.8: % >1p >sT(s—p) < —4

a pre riadenie plati:

;

(g

(1.68)

) > —1 je op-

(1.69)

1 ,ak t € [0,t]
T—t
ST =t + ) Lak t e [t 17
u(t) = 2
-1 ,ak t € [12, 7]
t(pr —s)—T(p1 —
(pr=5) = Tp1 = 5) cak t € [t3,T7,
0 2
T—2 T+ 2 -2
pricom 1 = > I T T
p1+s p1+s p1—S
. : . . T
e V pripade platnosti opacnej podmienky, a teda v (5
timélne riadenie nasledovné:
(
1 ,ak t € [0,t]
sT —t(p1 + ) . T
u(t) = 5 ,ak t € t’§
t(pr —s)—T(p1 — T
(p1 — ) . (p1—s) akie DT
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AN
v(t)

sT/2

=\ 4

T
Obr. 1.9: % >1pr>sT(s—p)>—4

Pripad p; = s:
Pri takejto volbe parametrov p; a s sa povodnd pomocnd funkcia v(t)

zmeni, a to nasledovnym sposobom:

T — 2st T
% ,akte O,E

u(t) = - (1.70)
0 cakte |57

T , .
To znamen4, ze na intervale [O, E} bude v(t) s ¢asom klesat a na intervale

T sT
[5, T} bude jej hodnota nulova. V zavislosti od hodnoty vyrazu - mozeme
teda opit rozlisit dve situdcie:

T
a) Ak v(0) = % < 1, potom je riadenie dané takto:

T—t T
Tt ey

u(t) = . (1.71)
0 ,aktE E,T .
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T
b) V pripade, ze v(0) = % > 1 sa riadenie zmeni:

1 ,ak t € [0,t!]
ST —t(p1 + s) . T
u(t) = 5 yakt € (1, o (1.72)
T
0 Jakte | =, T,
\ 2

sT — 2

Pt+s
pricom ¢ierna Ciara predstavuje pripad a) a modra pripad b).

kde t! = . Graficky je priebeh riadeni znézorneny na (Obr. 1.10),

/
v(t)

sT/2
1 i E—

sT/2

A\ %4

! T2 T t

Obr. 1.10: p; = s
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Kapitola 2

Ulohy s diskontnym faktorom

V Kapitole 2 sa budeme zaoberat dvoma modelmi, ktoré v teérii optimdl-
neho riadenia klasifikujeme ako diskontované tlohy s pevnym ¢asom. V o-
bidvoch pripadoch ide o neautonémnu 1lohu, kde neautonémnost sposobuje

iba diskontny faktor v ucelovej funkcii.

2.1 Systém efektivneho vyuZitia zasob a produkcie

Model Systém efektivneho vyuzitia zasob a produkcie a jeho riesenie vychadza
z (Sethi and Thompson, 2000). Uloha je bez ohranicenia na koncovy stav,

teda ide o tlohu s volnym koncom, ohrani¢ent na riadenie.

min /0 et {ﬁ(m(t) — @)+ S(u(t) — )] dt (2.1)



>

h
c

Zo

2.1.1

¢asovy horizont (dand konstanta)
stav zasob v case t (stavova premenna)

rychlost produkcie v ¢ase ¢ (riadiaca premennd)

rychlost predaja v case t (dand funkcia)

cielovy stav zdsob; poistnd zdsoba, ktort chce mat firma k dispozicii
(jej hodnota moze byt ziskand ako mesaény priemer predanych
tovarov) (dand kladna konstanta)

cielova droven produkcie; znamend najefektivnejsiu rychlost produkcie
(dané kladna konstanta)

diskontny faktor, kde p > 0 je diskontna trokova miera

koeficient ndkladov spojenych s drzanim zasob (dand konstanta h > 0)
koeficient nédkladov na produkciu (dand konstanta ¢ > 0)

pociatotny stav zasob (dand konstanta xg > 0)

Interpretacia

Mnoho vyrobnych podnikov pouziva systém efektivneho vyuzivania zasob a

produkcie, aby dokézali pruzne reagovat na pripadni zmenu dopytu svojich

zékaznikov po ich produkte. Tento systém pozostava z vyrobného zavodu

a skladu, kde sa produkty vyrobené spolo¢nostou ulozia a ¢akaji na svoj

predaj. Podniku vsak v suvislosti s takouto vyrobou na sklad vznikaji na-

klady. Ci uz s to néklady na fyzické uskladnenie produktov (teda plate-

nie prenajatych priestorov) alebo sa jednd o néklady stratenej prilezitosti,

ktoré mohla firma namiesto vyrobenia produktu investovat do cennych pa-

pierov. Dany systém m4 aj svoje vyhody. Firma je okamZite schopnd pokryt

poziadavky odberatela, v pripade malého dopytu si tak vytvara istd re-
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zervu, ktord potom moéze vyuzit v pripade nahleho zvysenia dopytu. In-
terpretéacia icelovej funkcie spoc¢iva v tom, Ze sa snazime udrzat stav zésob
najblizsie ako je to mozné k cielovému stavu & a to isté plati o produkeii,
t.j, snazime sa o to, aby vyroba bola ¢o najefektivnejsia. Kvadraticky zapis
g(x(t) — 22+ g(u(t) — 4)* vyjadruje pokutu za to, ked 2 a u nie si dosta-

tocne blizko svojim cielovym hodnotdm a tito pokutu sa snazime minimali-

ZOVat7 .

2.1.2 Formulacia podmienok PPM

Pri formuldcii podmienok PPM sme vyuzili skuto¢nost, Ze minimalizovat
nejaku funkciu je ekvivalentné s tym, ze maximalizujeme minusovi hodnotu

danej funkcie. A teda nasa ticelova funkcia bude vyzerat nasledovne:

3

Q

S
c\
S

|

ml
3
| — |
| =
8
—~
=

|

>
e
+
N O

(u(t) — a)Q} dt (2.5)

Podmienky PPM formulujeme podla 4.3.1. (Halickd, 2009) nasledovne:
(PM)

—e Pt [g(;,; — 1)+ g(u - 11)2] o+ (u—s)¢ — mazx (2.6)

(AR)
$(t) = e h(z — By 27

(PT)
(1) =0 (28)

Vidime, Ze neautonémnost tlohy sa preniesla aj do podmienok PPM, ¢o
~ ’ o ’ ’ ) /. ’ oy /.
mozno odstranit prendsobenim vztahov vyrazom e a zavedenim substitticie:

) = el = b = peflep + ePl1), a z povodnych podmienok dostdvame:
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~ 3= S P ot @) ey (29

(AR)
(t) = pd + hiz — 2o (2.10)

(PT)
Y(T) =0 (2.11)

Na zdklade Vety 4 (Halickd, 2009) budeme v d'alsom texte vychédzat z pod-
mienok PPM, kde uZ je neautonémnost odstranend, pri¢om pre jednoduchost

vsetky 1/; resp. ?ﬁ nahradime v resp. w

2.1.3 Riesenie

Ulohu méme teraz preformulovant tak, ze icelovi funkciu maximalizujeme,
a teda 19 > 0. Podla podmienky transverzality je ¢(T) = 0, a pretoze
(1o,(t)) # 0, tak z toho vyplyva, ze 1)y # 0. Vo vsetkych rovniciach, v
ktorych vystupuje ¥y preto dosadzujeme 1)y = 1. RieSenim podmienky ma-

xima, bez ohranicenia na u, dostavame pre u takyto predpis:

wei+t? (2.12)
C

a ked'Ze pri formulécii ilohy sme uvadzali, Ze u je nezédporné, optimdlne
riadenie je v tvare:
u* = max {fb—i-%,()}. (2.13)
c
Najskor budeme predpokladat, Ze @ je dostatocéne velké, a teda vztah

(2.12) ndm vzdy déva nezdpornd droven produkcie. Dosadime teraz (2.12)
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do (2.2). Dostaneme:

i+l (2.14)
C

V dalsich vypoctoch budeme vychddzat zo vzfahu (2.14) a adjungovanej

rovnice (2.10). Derivéciou (2.14) podla ¢asu dostaneme:
] h
515:?—5' —p<%> + (—) (x—2)—5
¢ € ¢ h (2.15)
=p(d—u+s)+ - (x—2)—35
Prepisom dostavame:
i —pt — o’y = —a’i — §— p(i — s), (2.16)

kde konstanta « je dana ako

a= (2.17)

S

o
Riesime teda diferencidlnu rovnicu (2.16), pre ktord pomocna (homogénna)

rovnica vyzera nasledovne:
M —ph—a?=0 (2.18)

a A1, Ao su jej redlne korene:

— 2 142 2 1402
p= AoV TRy = PV (2.19)

pricom \; < 0, Ay > 0. VSeobecné riesenie (2.16) je potom:
z(t) = areM + axe’ + Q(1), (2.20)

pricom Q(t) je partikuldrne rieSenie z (2.16) a aj,as su konstanty, ktoré

dopocitame jednak zo zaciatoénej podmienky pre z(0) a jednak z koncovej
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podmienky pre (7). Na to budeme este potrebovat odvodit predpis pre
adjungovanui premennt, a to dosiahneme tak, ze (2.20) dosadime do (2.14),

pricom dostavame:
W(t) = c(Mare™! + Agage™ + Q + s — ). (2.21)

Teraz prejdeme k samotnému dopocitaniu konstant aq, as:

JZ(O) =g =ai+ a + Q(O) (222)

W(T) =0 = c(AareM” + Mare™” + Q(T) + s(T) — ). (2.23)
Oznacime

b1 =X — Q(O) = a] = bl — A9, (224)

b2 =u— Q(T) — S(T) = b2 = )\1 (bl — ag)eAlT + )\QGQG)QT, (225)

Teraz uZ nie je tazké doratat, Ze:
b2€)\1T — bl)\ge(/\l—HQ)T
- AT — )\ e(Ait+r)T

b /\ 20T b MT
a = 5 AL e (2.27)
1€ 14 — >\2€( 1+ 2)

ay (2.26)

Ked teraz vyuZijeme, Ze A\; < 0, Ay > 0, potom pre T' dostatocne velké si

eMT a e2MT zanedbatelné hodnoty a preto:
a; ~ b1 (228)
b
ay ~ —e 2T (2.29)
A2

Teraz uz mozme hodnoty a;, as dosadit do stavovej, riadiacej aj adjungovanej

premenne;j:
2 (t) = b + %GW_T) +Q(t),
(1) = AbieM + oD L Q(t) + s(t), (2.30)

u
V() = e(AbieMt + boe®2 D) L Q(t) + s(t) — 1),
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¢im sme dostali priblizné rieSenie tlohy. Vychadzali sme pritom z predpo-
kladu, ze uroven produkcie je nezaporna pocas celého obdobia.

Pozrieme sa teraz, ako riesenie tilohy ovplyvni skutocnost, Ze produkéné
ohranicenie je v tvare u > 0 (doteraz sme za optimalne rozhodovacie kritérium
uvazovali vztah (2.12), teraz budeme vychddzat z (2.13)). Pre zjednodusenie
tejto analyzy budeme predpokladat, Ze s je kladnd konstanta, z oho vyplyva,
7e aj @ je konstanta, T = oo a p > 0. Dalej predpokladdme, ze na tito
tlohu mozno pouzit limitnd verziu podmienky transverzality. Vd'aka tymto
predpokladom, riadenie, tak ako je uvedené v (2.30), meni svoj tvar, a to
nasledovne:

u(t) = MbieM + s = Ay (zg — Q)eM + s (2.31)

pretoze Q = 0 a bye(=D) je pre T — oo blizke nule. Ak je 2o < @, potom
dostdvame opét nezdpornost produkcie (A; < 0). Zépornost riadenia moze

byt teda sposobend vtedy, ak zy > Q. Vidime, Ze vtedy u(t) rastie s casom a
u(0) = Ai(zo — Q) + s. (2.32)

To znamend, ze u(0) je zaporné ak zo — Q > ;—S, ¢o nie je mozné a podla
1
(2.13) je u*(0) = 0. Dant situdciu ilustruje (Obr. 2.1). ¢ je cas, v ktorom

-+ @ = 0. Po dosadeni # do (2.31) dostdvame:
u(f) = MbreMt 4+ 5 =0, (2.33)
a teda
breht = —Ail. (2.34)

Pre x() tak dostdvame (dosadenim do (2.30)):

2(f) = bieMi + Q = —Ai +Q (2.35)
1
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N
. 7
0 t t
Obr. 2.1: Optimalna turoven produkcie a zasob
Pre t < t teda dostdvame:
B(t)=—s = x(t) =x9— st (2.36)
D(t) = p(t) + h(z(t) = 2), () = —ci (2.37)
Pre t > ¢ platia vzfahy dané (2.30), pricom ¢ nahradime (t — %) a b, =
. s
H-Q=-=—
Dopocitame este ¢as t, v ktorom dochadza k zmene optimalneho riadenia
(0—a+ E)
c
~ ~ Ty — Q 1
To— st =@ " . + N (2.38)
2.1.4 Priklad
Vyriesime teraz dany model s konkrétnymi parametrami: u = 20, z =

10, 2o =10, T =8, p=0, h=c=1 = a=1, \y = -1, Ay =1

a funkcia predaja nech ma takyto priebeh:
s(t) = t(t — 4)(t — 8) + 30 = > — 12> + 32t + 30. (2.39)
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Riesenie:
Vypocitame najskor predpis pre ). Dosadenim zadanych parametrov do
(2.16) dostavame:

i —x =3t + 24t — 42 (2.40)

Partikuldrne rieSenie nehomogénnej rovnice hladéame v tvare:
Q(t) = c1t? + cot + cs, (2.41)
pricom jeho prva a druha derivacia vyzeraju nasledovne:
Q(t) = 2¢1t + ¢ (2.42)
Q(t) = 2¢1. (2.43)
Dosadenim do diferencidlnej rovnice:
i —x=2c; — (c1t? + ot +c3) = =3t + 24t — 42 (2.44)
g =3, cg=—24, cg=148 (2.45)
Hladanym partikuldrnym riesenim rovnice (2.40) je teda:
Q(t) =3t —24t +48 a Q(t) = 6t — 24. (2.46)

Dalej potrebujeme poznat hodnotu parametrov by, by. Dosadenim do (2.24)

a (2.25) dostavame:
by = 20 — Q(0) = 10 — 48 = —38
by =1 — Q(8) — 5(8) =20 — 24 — 30 = —34
Vysledok je potom nasledovny (dosadenim do (2.30)):
z(t) = —38e" — 34e' 7 + Q(1) (2.47)
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u(t) = 38e~t — 34e' % + Q(t) + s(t) (2.48)

Priblizny priebeh s(t), z(t) a u(t) je na (Obr. 2.2). Ako vidiet z obréazkov,
u(t) vypocitané na zéklade (2.12) je stéle kladné, a teda u(t) = u*(t) spliia
(2.13) a je riesenim PPM.

s(0. 300, u(t)

501
401
304 s(t)
207 u()
10 1 X
0 T

Obr. 2.2: Priblizny priebeh funkeii s(t), u(t), z(t)
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2.2 Nerlove - Arrow reklamny model

Tento model je modifikdciou tzv. Nerlove - Arrow reklamného modelu a
vychadza z (Sethi and Thompson, 2000). Modifikacia spo¢iva zmene ohrani-
¢enia riadiacej premennej, kde sme zaviedli horné ohranicenie na riadenie.
Takisto povodna tloha bola tilohou s volnym ¢asom. Uloha je bez ohranicenia
na koncovy stav, teda ide o tilohu s volnym koncom, ohrani¢eni na riade-
nie. Tato tloha je od predchadzajicej Specifickd tym, ze sa jedna o tlohu na

singularne riadenie.

maz /0 e (a(t)) — ult)|dt (2.49)
() = u(t) — dx(t) (2.50)

2(0) = o (2.51)
0<ult)<U (2.52)

T c¢asovy horizont (dand konstanta)
x(t) urcuje, ako dobre je produkt zndmy na trhu
(zdsoba goodwill-u = dobrého mena) (stavové premennd)
u(t) naklady vynalozené na budovanie goodwill-u, merané v eurdch
za jadnotku ¢asu (riadiaca premenna)
d miera zabidania (dand konstanta)
e *t  diskontny faktor, kde p > 0 je diskontnd tirokovd miera
U dana kladna konstanta
7 funkcia zisku (dand funkcia)
O funkcii 7 predpokladdme: = € C% 7(0) = 0, 7'(z) > 0, 7"(z) < 0,

limg_om'(x) = 00, limy_eom (x) = 0.
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2.2.1 Interpretacia

Nerlove - Arrow reklamny model vychadza z predpokladu, ze firma inves-
tujtica cast svojich zdrojov do reklamy si tymto zvysuje stcasny a budici
predaj svojich produktov a s tym suvisiaci sicasny a budtci ¢isty zisk. In-
vesticiu do reklamy chape ako investiciu do akéhosi reklamného kapitalu,
zvycajne nazyvaného goodwill - dobré meno spolo¢nosti. Zmena goodwill-
u moze byt sposobend tym, Ze firma prildka svojou reklamou, sluzbami
novych zékaznikov alebo naopak vplyvom konkurenénych bojov strati cast
svojich zakaznikov, ktori prechadzaji k inym spolo¢nostiam. Zaroven zmena
goodwill-u moéze byt zapri¢inend zmenou preferencii spotrebitelov, ém sa
zmen{ ich dopyt po produktoch firmy. V danom modeli je nagim cielom uréit,
akou mierou je potrebné v ¢ase ¢ prispievat na propagdciu produktu (urcit
u(t)), aby nés zisk z jeho predaja bol maximélny. To, ako dobre je produkt
spropagovany, ako dobre ho Tudia poznaju, vyjadruje stavovd premennd z(t).
V d'alsom texte ju budeme interpretovat ako zdsobu goodwill-u. Cena jed-
nej jednotky goodwill-u je jedno euro, ¢ize jedno euro investované do reklamy
zvysi zésobu goodwill-u o jednotku. Predpokladdme d'alej, Ze na trhu funguje

ista miera zabudania, ktorda ma negativny vplyv na zasobu goodwill-u.

2.2.2 Formulédcia podmienok PPM

Podmienky PPM formulujeme rovnako ako v predchadzajiicom priklade podla
4.3.1. (Halickd, 2009) nasledovne:
(PM)

e " (m(z) — u)o + (u — dz) — mazx (2.53)

0<u<U
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(AR)

i =~ 220, P20, (254)
(PT)
ST =0 (2.55)

Opit zavedenim substitiicie dostdvame ekvivalentné podmienky PPM:

(PM)

(m(z) — u)tho + (u — 6x)) — maz (2.56)
(AR)
e i e R )
(2.57)
= (p+0)d - a(gf))wo
(PT)
W(T) =0 (2.58)

Na zdklade Vety 4 (Halickd, 2009) budeme v d'alsom texte vychadzat z pod-
mienok PPM, kde uZ je neautonémnost odstranend, pri¢om pre jednoduchost

vSetky ¢ resp. 1) nahradime 1 resp. .

2.2.3 Riesenie

KedZe dand tloha optimalneho riadenia je 1lohou na maximum, 1y > 0.
7 podmienky transverzality (2.58) sa (T) = 0, a kedZe plati podmienka
(Yo, (t)) # (0,0) pre vietky ¢ € [0,T], potom aby dany vzfah platil aj pre
t = T, musi byt ¢y = 1. Dosadime teraz 1y do vSetkych podmienok PPM
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a postupne zaciname riesit dani dlohu. KedZe v podmienke maxima ma-
ximalizujeme vzhladom na u, moZzme tito podmienku ekvivalentne prepisat
nasledovne:

u(yp — 1) —» max . (2.59)

0<u<U
Maximaliza¢nad funkcia je linedna v wu, a preto nastavaji tieto moznosti
riesenia:
U ,ak ¢ > 1
u=4 0 ,ak ¥ <1 (2.60)
neurcené ,ak ¢ =1
Vidime, ze v spiﬁa pomerne zlozitu diferencidlnu rovnicu. Nevieme preto
povedat, ¢i ¢(t) = 1 nastane iba v koneénom pocte bodov, a preto pripustime
moznost, ze ¥ (t) = 1 na nejakom intervale. Nech je teda ¢ (t) = 1 pre vsetky

t € I a teda 9(t) = 0 pre vietky ¢ € I. Pre adjungovani rovnicu (2.57) teda

plati:
¢2(0+5)—w=0a (2.61)
a teda
Om@®) _ (4 6 pre vietky ¢ € I (2.62)

ox

7, vlastnosti funkcie 7 vyplyva, ze existuje prave jeden bod z,, pre ktory

plati:
I(m(z,))
= ). 2.63
&) — (o 10) (2.63)
Pre z(t) teda plati:
x(t) = x5 pre kazdé t € I, (2.64)
z toho vyplyva, ze © = 0, a teda:
T =u"— oz, =0pre kazdé t € I. (2.65)
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Z predchadzajicej rovnice vyjadrime u*(t)
u*(t) = us = 0xs pre kazdé t € I, (2.66)

a teda pre riadenie dostavame:

U Lak¢>1
=L 0 Lake<l1 (2.67)
oxs ,aky =1

Kedze ¢(T) = 0, musi existovat ¢t < T, pre ktoré (t) < 1 pre vsetky
t € [t', 7] a teda u*(t) = 0 na [t',T]. Dalsia analyza casového priebehu
optimalneho riadenia a jeho odozvy je pomerne naro¢né, a preto ju tu neu-
vadzame. Predpokladdme, Ze podobne ako v (Brunovsky, 1980) sa d4 ukdzat,
7e mozu nastat nasledovné moznosti. Ktora z nich nastédva pre dant tlohu,
to zavisi hlavne od T' (ak je T dost velké, tak nastdva aj singuldrny usek, t.j.
pripady (2.70) resp. (2.71)).

1. Pripad: ak t' = 0, potom u*(t) = 0 pre vsetky ¢ € [0,T]. Odozva je
potom v tvare:

z*(t) = xoe” (2.68)
a jej casovy priebeh je znazorneny na (Obr. 2.3).

X

Obr. 2.3
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2. Pripad: ak t; > 0 potom nastavaju tri moznosti:

1 ,aktel0,t
ut = 0,4 (2.69)
0 ,akte[th T
Casovy priebeh optimélnej odozvy na riadenie dané vzfahom (2.69) je na

(Obr. 2.4).

Obr. 2.4

1 ,aktel0,t?)
u" =< wu, ,akte[t?th) (2.70)
0 ,aktel[t!,T]
Casovy priebeh optimalnej odozvy na riadenie dané vzfahom (2.70) je na

(Obr. 2.5).
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0 ,aktel0,t?)
u =< wu, ,akt € [t th) (2.71)
0 ,aktelth,T]
Casovy priebeh optimélnej odozvy na riadenie dané vzfahom (2.71) je na

(Obr. 2.6).
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Kapitola 3

Uloha s ohrani¢enim typu nerovnosti na

koncovy stav

3.1 Spotreba verzus investicie

Model a jeho riesenie vychédza z (Seierstad and Sydsaeter, 1986). Z hladiska
klasifikécie tiloh optimélneho riadenia sa jedna o autonémnu tlohu s pevnym
casom. Koncovy stav je ohrani¢eny, ohranic¢enie je v tvare nerovnosti, iloha

obsahuje ohranicenia na riadenie.

max /T U(1 —wu(t))dt (3.1)
(t) = u(t) (3.2)
z(0) = xg (3.3)
Jf(T) Z IrT (34>
u(t) € [0,1] (3.5)



O hodnotéach xg, xr a T predpokladame, ze
To < xp < X9+ T (36)

a funkcii uzitoénosti U predpokladdme, Ze je C? spojitd v jednej premennej
s vlastnostami: U’ > 0 a U” < 0, definovand na [0, 00), lim.,oU'(c) = oo,

lime_ooU'(c) = 0.

T ¢asovy horizont (dand konstanta)
x(t) uroven infrastruktiry v ¢ase t (stavova premennd)
u(t) predstavuje cast z prispevku, ktory sa pouzije ako investicia
do rozvoja infrastruktiry v case t (riadiaca premennd)
U funkcia uzito¢nosti (dand funkcia)

xg, r7 dané kladné konstanty

3.1.1 Interpretacia

Clensky stat Eurépskej tnie, povedzme SR, dostdva konstantny prispevok
z fondov EU vo vyske jednej peniaznej jednotky, na zabezpecéenie udrzatelného
rastu ekonomiky, zvySenie Zivotnej urovne obyvatelstva a zamestnanosti,
znizenie regiondlnych rozdielov. Budeme teraz predpokladat, Ze investiciami
do projektov tykajucich sa zlepsenia tirovne infrastruktiry sa podpori rozvoj
a rast uz spomfnanych ekonomickych ukazovatelov. Hodnota 1 — u(t) pred-
stavuje taku cast z prispevku, ktord je uréend na spotrebu. Pldnované obdo-
bie je interval [0, 7] a predpoklad x(7T') > xy znamend, Ze krajina musi do-
siahnuf na konci obdobia poberania prispevkov aspon troven infrastruktiry
rovnt z7. Ulohou optimdlneho riadenia je teda ndjst také rozvrhnutie in-

vesticif, ktoré maximalizuje celkovi uzitoénost zo spotreby.
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3.1.2 Formuldcia podmienok PPM

Podmienky PPM formulujeme na zdklade paragrafu 4.2.2. z (Halickd, 2009)
a tiez vychadzame z paragrafu 4.8.1. z (Halicka, 2009).

(PM)
H = oU (1~ ) +bu— maz (3.7)

(AR)
(1) =0 (3.8)

(PT)
INER, A>0: MNa(T) —x7) =0, $(T) = \ (3.9)

3.1.3 Riesenie

Najskor upravime podmienku transverzality. Pretoze plati rovnost ¢(T) = A,

mozme pomocni premennt A odstranit a dostdvame podmienku:
B(T) > 0, O(T)(@(T) — a7) = 0. (3.10)

Ak je teda z(T') > a7, potom ¢(T) = 0, a ak ¢(T") > 0, potom x(T) = zr.
Riesenim adjungovanej rovnice a podmienky transverzality dostdvame pre

adjungovanu premenni nasledovny predpis:
Y(t) =X >0. (3.11)

KedZe dand tloha optimalneho riadenia je 1lohou na maximum, 1y > 0.
Predpokladajme, ze 1y = 0. Potom z (3.11) a z podmienky (1), 1(t)) # (0, 0)
dostédvame, ze A > 0. Potom z podmienky maxima (3.7) dostavame, ze u = 1

pre vetky ¢. Riesenie (3.2) a (3.3) mé pre u = 1 takyto tvar:
x(t) =t + (3.12)
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Pre koncovy stav teda plati:
2(T)=T+xg=2zr (3.13)

a teda nie je splnend podmienka, ze xr < T+ xq. Z toho vyplyva, Ze riadenie
u(t) = 1 nie je pripustné pre dand ulohu. Predpoklad ¢y = 0 teda nedava
ziadne pripustné riadenie.

Nech teraz 1)y = 1. Zameriame sa teraz na podmienku maxima. Vidime, ze

H = -U(1-u)+ A (3.14)
H' =U"(1-u) <0, (3.15)

a teda Hamiltonova funkcia je konkdvna v u, maximum sa teda nadobuda
v ramci intervalu (0, 1) alebo v jeho okrajovych bodoch. Vsetky tri pripady
nastatia su znazornené na (Obr. 3.1).

H H H

1
1
1
1
a

e

1 u

Obr. 3.1

Rozoberieme teraz vsetky tri moznosti:

e optimédlnym riadenim je u*(¢) = 0 (nastala by teda moznost, ktort
znéazornuje prvy podobrazok (Obr. 3.1)), potom na zdklade podmienky
maxima pre v = 0 nemoze byt H! = —U'(1) + X > 0, a teda —U’(1) +
A<0
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e optimalnym riadenim je hodnota z intervalu (0,1) (nastala by teda
moznost, ktort znézoriuje druhy podobréazok (Obr. 3.1)), potom H! =

0 ateda U'(1 —u*(t)) = A

e optimédlnym riadenim je u*(¢) = 1 (nastala by teda moznost, ktort
znézornuje treti podobrézok (Obr. 3.1)), potom H, > 0 pre u = 1, a
teda —U'(0) + A >0

0 ak A < U'(1)
u'(t) =q €(0,1) ak U'(1 —u*(t)) =\ (3.16)
1 ak U’(0) < A

Hamiltonova funkcia H = U(1 — u) + Au je teda rydzokonkdvna a ma na
0,1] jediné maximum u, ktoré nie je zavislé od t. Z tohto dovodu u*(t) = u
pre u € [0,1]. Moznost 4 = 0 nemoze nastat, pretoze riadenie u(t) = 0 nie
je pripustné pre tlohu (3.1) - (3.5) pri predpoklade (3.6). Naozaj, odozvou
na u(t) = 0 je x(t) = xop a teda z(T") = 2o < xp. Z toho vyplyva, ze nie je
splnend podmienka (3.5). Preto @ > 0. Moznost ¥ (t) = A = 0 nemoze nastat
pre (3.16), a preto ¥(t) = A > 0 a teda z podmienky transverzality (3.10)
plati:

z(T) = ar (3.17)
Moznost 4 = 1 sme uz vyltéili pri analyzovani pripadu vy = 1, preto @ €
(0,1) a optimdlna hodnota stavovej premennej sa teda bude riadit takymto
predpisom: z*(t) = tu + x¢ a v koncovom ¢ase, kedy ¢t = T bude jej hodnota:

*(T) = T + xo. Pretoze viak musi platit (3.17), dostdvame pre optiméalne
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riadenie nasledujici predpis:

w(t) =a= L0 (3.18)

a pre stavovu premennu:

2*(t) = zo + @t. (3.19)

Pomocou podmienky maxima sme nasli jediného kandidata na optimalne
riesenie danej ulohy. Optimdlna dvojica (z*(t),u*(t)) spolu s adjungovanou
funkciou:

() =c=U (1 - w> (3.20)

spiﬁajli nutné podmienky optimality. D4 sa ukdzat, ze spiﬁajﬁ aj postacujuce,

a teda je to optimélna dvojica.
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Kapitola 4

Dvojrozmerna uloha

4.1 Dvojsektorovy model

Model a jeho riesenie vychédza z (Seierstad and Sydsaeter, 1986). Je to tloha,
ktorti z hladiska klasifikdcie tloh optimalneho riadenia zaradujeme k au-
tonémnym tulohdm s pevnym ¢asom. Je bez ohranic¢enia na koncovy stav,
teda ide o tlohu s volnym koncom, a kedZe riadenie patri do zadaného in-

tervalu, tiloha je ohranicena na riadenie.
T
max/ xo(t)dt (4.1)
0
i1(t) = au(t)zi(t), x1(0) =29,  (T) - volné (4.2)

io(t) = a(l —u(t))wi(t), x2(0) =29, 2o(T) - volné (4.3)

u(t) € [0,1] (4.4)
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T ¢asovy horizont (dand konstanta)

x1(t) produkcia sektoru ¢islo 1 v ¢ase ¢ (stavova premennd)

)
x9(t) produkcia sektoru ¢islo 2 v ¢ase ¢ (stavova premennd)

u(t) predstavuje cast investicie, ktora je v ¢ase t pridelend do sektoru
¢islo 1 (velkost investicie nech je a) (riadiaca premennd)

a,z, 29 dané kladné konstanty

4.1.1 Interpreticia

Predstavme si ekonomiku, ktora pozostava z dvoch sektorov. Nech sektor
¢islo 1 produkuje investicny tovar a sektor ¢islo 2 spotrebny tovar. Vidime,
7e dané sektory st vzdjomne prepojené, a to cez vzfah (4.3), t.j. velkost
vyprodukovaného spotrebného tovaru je zavisld od toho, aké je velkost pro-
dukcie sektoru ¢islo 1. Produkciu oboch sektorov mozeme zvysit investiciami
do ich rozvoja, pricom velkost investicie je a penaznych jednotiek za jed-
notku ¢asu, investovanych v ¢ase t do oboch sektorov naraz, t.j. pokial do

a
sektoru ¢islo 1 investujeme 3 penaznych jednotiek, potom do sektoru ¢islo

a .
2 investujeme 3 penaznych jednotiek. Ulohou optimdlneho riadenia bude

maximalizovat za dané ¢asové obdobie produkciu spotrebného tovaru.

4.1.2 Formulacia podmienok PPM

Podmienky PPM budeme formulovat na zaklade paragarfu 4.2.2. z (Halicka,
2009).
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Yoms + raus +vza(l — uay — maz (4.5)

(AR)
di(t) = —vn(t)au(t) — ba(t)a(l — u(t)) (4.6)
Pa(t) = —tho (4.7)

(PT)
i (T) =0 (4.8)
Ua(T) =0 (4.9)

(podmienka transverzality pre obe adjungované premenné je rovnd nule,

pretoze stavové premenné su pre koncovy ¢as definované ako volné)

4.1.3 Riesenie

Ked'ze dana tloha optimalneho riadenia je tilohou na maximum, 1 > 0.
Z podmienky transverzality sa 1;(T) = ¢»(T) = 0, a ked'Ze plat{ podmienka
(vo, 1 (), 1o(t)) # (0,0,0) pre vsetky ¢ € [0, T], potom aby dany vztah platil
aj pre t = T, musi byt 1y = 1.

Dosadime teraz )9 = 1 do (4.7) a pre danu diferencidlnu rovnicu s pod-

mienkou (4.9) dostdvame:

Po(t) =T —t. (4.10)

Podmienka maxima (4.5) je ekvivalentna s podmienkou:

a(r — o)1 — max . (4.11)
u€el(0,1]
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Hladdme teda maximum linedrnej funkcie na [0, 1], pricom hodnota riadenia

bude zdvisiet od znamienka jednotlivych ¢initelov. Zo zadania mame:
a > 0.
Dalej, pretoze
21(0) = 29 > 0 a @1 (t) = au(t)z,(t) > 0 pre kazdé t,

tak zrejme

x1(t) > 0 pre kazdé t.

Podmienka maxima (4.11) nam teda pre optimélne riadenie u*(¢) dava nasle-

dujicu podmienku:

1, ak wl(t) 2<t)
u*(t) =1 0, ak 1 (t) 5 (1) (4.12)
neurcéené,  ak ¥ (t) = ¥(t)

>
<

Budeme vidiet, ze pripad, ked 1y (t) = 1)5(t) nastdva najviac v dvoch ¢asovych
okamihoch, a teda pripad, ked je u*(t) neurcené, nemusime uvazovat. Z pred-
chadzajicich vztahov (4.6) a podmienky transverzality vyplyva, ze ¢ (T) =
0. Pretoze 15(t) = —1 a zédroven plati 1, (T) = 1bo(T) = 0, musi byt
P1(t) < 1bo(t) a toto plati na nejakom intervale vlavo od T. Nech t* je
najvacsia hodnota spomedzi ¢, pre ktord () > o(t) = T — t (t* moze
byt aj 0). Potom podla (4.12) u*(¢) = 0 na intervale (¢t*,7). Adjungovand

rovnica pre 11 potom vyzera nasledovne:

Ui (t) = —arhy(t) = —a(T —t) t e [t 7). (4.13)
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Po zintegrovani dostavame:
1
(t) = 5T - t)* + B, (4.14)

kde B je konstanta, ktori dopoc¢itame z podmienky transverzality ¢ (T') = 0.
Zrejme B =0 a

U (t) = %a(T —t)? tethT) (4.15)

Na zaklade definicie o t* plati:

Pr(t7) = o(t*), t*>0. (4.16)

wl’ 2N

(O =4a(T- 0’

. N
' 7
0 t* T t
Obr. 4.1
Dosadime teraz vztahy (4.10) a (4.15) do rovnice (4.16):
1 *\ 2 *
§a(T—t ) =T —1t", (4.17)
a pre t* dostavame:
2
t'=T— —. 4.18
: (1.18)



2
1. Pripad: T < =. Vtedy u* = 0 a teda x}(t) = 29 a z5(t) = a2t + 3.
a

2
2. Pripad: T" > — a teda t* > 0. Zaujima nés, aké je spravanie adjun-
a

govanej premennej 1 (t) na intervale [0,¢*]. Z (4.12) a (4.6) vyplyva:

. —(11/}1 (t), ak wl(t> > lpg(t)
Pi(t) = (4.19)

—as(t),  ak Yy(t) < ()
Ak 1y (t) > o(t), potom —i)(t) < —bo(t), v dosledku ¢oho aj —aw (t) <
—as(t), kedze a > 0. Na zdklade tejto uvahy, bez ohladu na to, aky je vztah

medzi ¥y (t) a 1hy(t) vieme 1)y ohranicif zhora:
di(t) < —ahy(t) = a(t — T). (4.20)

Pre t < t*, ¥y (t) < a(t — T) < a(t* —T) = —2. Pretoze vs(t) = —1 pre
vSetky t a ¥ (t*) = o(t*), potom 11 (t) > 1o(t) pre t < t* a teda u*(t) = 1
pre t € [0,t*].

1, akte[O,T—g]

a

w(t) = ) (4.21)
0, aktE(T——,T}
a
Z (4.6) vyplyva, ze
. 2
U (t) = —ahy(t) pret € [0, T — E} (4.22)
Po zintegrovani dostavame:
Yi(t) = Ce™ ™, (4.23)
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kde C' je konstanta, ktori dopocitame vyuzitim rovnice 11 (t*) = 1o (t*).

* 2
Ce™ =T —t" = C == (4.24)
a

Riesenim adjungovanej rovnice pre 1; na intervale [0, t*] je:

2 2 2
Py (t) = = e THD) pret e {O, T — —} (4.25)

a a

2
Dopocitame teraz odozvu pre riadenie dané (4.21). Pre kazdé ¢ € {O, T — —}
a
je u*(t) =1 a teda
l’l(t) = a$1<t) = Il(t) = cleat, (426)
pricom konstantu ¢; dordtame zo zaciatotnej podmienky x1(0) = ¢; = 9.

Vysledna rovnica pre x(t) vyzera nasledovne:

2
r1(t) = 29, te {O, T — —} (4.27)
a
Pre z5(t) na tomto intervale plati:

l'g(t) =0 = 33'2<t) = Cg, (428)

pricom konstantu ¢, dordtame opit zo zaciatocnej podmienky. Dostaneme:

) =10 te [o, T ﬂ (4.29)
Pre kazdé t € [T - 2, T] je u*(t) =0 a teda
1(t) = 0= x1(t) = c3, (4.30)
pricom konstantu ¢z dordtame zo vztahu (4.27), pre cas t = T — 2.

2 _
T (T — 2 ) =2l T = .
a

o6



Vysledné rovnica pre z;(t) na danom intervale vyzera nasledovne:

2
z1(t) = 2le T2 te [T - - T} (4.31)
a
Pre z5(t) na tomto intervale plati:
To(t) = azy(t) = axle™ 2 = y(t) = azle™ 7t + ¢y, (4.32)

pricom konstantu ¢, dordtame s vyuzitim podmienky (4.29), pre cas t =

2
2 2
To (T - —) = azfe T2 (T - —) + ¢y = 9.
a a

T—-.
Pre z5(t) tak dostdvame:

2 2
19(t) = axle™ %t + 28 — axle™ 2 (T — —) te [T - =, T} (4.33)
a a
Celkovo teda
0 at 2
xije®, akt e [0,T — —
j(t) = ¢ (4.34)

2
e 2, akte |T——=,T
a

2
9, ak t € |0,T — —
*(N a
rall) = 0,aT—2 0 0,aT—2 2 2
arie™ ~°t + xy — axrje” T—a , ak t € T_E’T
(4.35)

2 2
Dostali sme aj v pripade T' < — aj T' > — jediného kandidata na optimélne
a a

riesenie.
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/aver

Cielom diplomovej prace bolo zozbierat resp. vymysliet tlohy zo spojitej
tedrie optimalneho riadenia s ekonomickou resp. finanénou interpretaciou a
riesit ich pomocou PPM. Praca obsahuje §tyri tlohy prevzaté z uvedenych
zdrojov, pricom stcastou niektorych z nich si aj konkrétne preriesené pri-

klady, a dve modifikované tlohy.
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