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Abstrakt

Existencia rieSenia CGE modelu bola dokdzand len pre jednoduchy model
(v diplomovej prici Livii Smatralovej [4]). Cielom tejto diplomovej price bolo rozsirit
jednoduchy model o d’alSie faktory a dokdzat’ existenciu rieSenia pre takto rozsireny model.
Pomocou ¢lanku, ktory napisali Arrow a Debreu, sa ndm podarilo dokazat’ existenciu rieSenia

pre model rozSireny o sektor vlady a investicii, o dane a o zahranicie.

Kricové slova: Arrow-Debreuova tedria, CGE modely, rieSiteInost rovnic CGE

modelov, ohrani¢enost’, existencia rovnovahy, rozSireny model

Abstract

The existence of CGE model solutions has been demonstrated only for a simple model
(in thesis of Livia Smatralové [4]). The purpose of this thesis was to extend the simple model
by other factors and prove the existence of solutions for such an extended model. Using the
article by Arrow and Debreu, we have proved the existence of solution for the model

extended by the government and investment sectors as well as taxes and import-export.

Key words: Arrow-Debreu’s theory, CGE models, CGE models equations solvability,

Definitude, Existence of equilibrium, Extended model.
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Overenie predpokladov



Uvod

Modely vSeobecnej vypocitatelnej rovnovahy (CGE - Computable General
Equlibrium) sa v poslednych dvoch desatroCiach stali Siroko pouzivanym ndstrojom na
progndzovanie efektov rozlicnych zdsahov do ekonomiky. Preto je prekvapujuce, Ze len mald
pozornost’ je venovand v literatire fundamentdlnej otdzke existencie rieSeni nelinedrnej
sustavy rovnic, davajicich rovnovazny stav ekonomiky.

Existen¢né dokazy su dobre rozpracované pre klasické ulohy vSeobecnej rovnovahy.
Opieraju sa o dokaz existencie Nashovej rovnovédhy v hre, ktord ekonomiku reprezentuje.
V tejto hre su hra€mi vyrobné odvetvia, ako aj spotrebitelia, doplneni o ,,trhového hraca®.
Jeho optimélna stratégia zabezpecuje rovnovahu dopytu a ponuky po statkoch.

Existen¢ny dokaz pre klasické tlohy vSeobecnej rovnovéahy predpokladd kompaktnost’
mnoZin stratégii hrd¢ov. Vzhl'adom na predpoklad konStantnych vynosov z rozsahu vsak tento
predpoklad v pripade CGE modelov splneny nie je. Preto klicovou zloZkou existenéného
dokazu je dokaz ohrani¢enosti mnoziny, v ktorej sa rovnovdha mdze dokéazat’.

Dokazu existencie rieSenia rovnic CGE modelov je venovand diplomova praca [4].
PretoZze CGE modely st velmi rozmanité, dokaz je urobeny pre zdkladny zjednoduseny
model, ktory je jadrom prakticky vSetkych modelov.

Ciel'om tejto diplomovej prace je rozsirit dokaz zo [4] na SirSiu triedu modelov. Ide

o modely zohl'adnujice spotrebu vlady, investicie, dane, ako i export a import.



1 CGE modely

CGE (Computable General Equlibrium) modely st triedou makroekonomickych
modelov, ktoré pouZzivaji redlne dita na odhadovanie, ako bude ekonomika reagovat’ na
zmenu exogénnych faktorov. Pozostdvaju zo systému nelinedrnych rovnic. St zaloZené na
mikroekonomickych predpokladoch o spravani sa jednotlivych ekonomickych subjektov na
trhu (domécnosti, firmy, S$tat, zahraniie), pricom musia byt splnené podmienky
mikroekonomickej rovnovéhy.

CGE modely zc¢asového hladiska rozdelujeme na statické a dynamické.
V dynamickych CGE modeloch sa skima odozva ekonomiky na zmenu exogénnych faktorov
v roznych casovych obdobiach. V statickych modeloch tito casovi zlozku nemédme
a predpokladdme, Ze ekonomika prechddza zo starého rovnovdzneho bodu do nového
okamZite. V tejto prici sa budeme zaoberat’ iba statickymi modelmi.

Vyhoda pouzivania CGE modelov je v ich nendrocCnosti na rozsah déit. Na ich
Zakladom tychto modelov je matica spolocenskych uctov - SAM (Social Accounting Matrix).
SAM je $tvorcovd matica, v ktorej sa suéty zodpovedajiicich riadkov a stipcov rovnaju.
Zobrazuje vSetky toky tovarov, sluzieb a penazi v ekonomike. SAM matica pre jednoduchy

model vyzerd takto:

Produk¢éné
Praca Kapital Domacnosti
sektory

Komodity p;Xij p;H;
Praca wi;

Kapital TK;

Domécnosti w Z L r Z K;

J J




2 Arrow-Debreuova teoria

Francizsky ekoném 19. storo¢ia Léon Walras ako prvy formuloval teériu rovnovihy
ekonomického systému ako rieSenie systému rovnic predstavujicich dopyt po tovaroch
spotrebiteI'mi a ponuku tovarov vyrobcami, za podmienky rovnosti ponuky a dopytu na
kazdom trhu. Predpokladalo sa, ze kazdy spotrebitel kond tak, aby maximalizoval svoju
uzitocnost’ a kazdy vyrobca kond tak, aby maximalizoval svoj zisk. Dokonald konkurencia
panuje v tom zmysle, Ze Ziaden vyrobca ani spotrebitel’ nemdZe urovat’ cenu tovarov podla
vlastnej vol'by. Walras vSak neposkytol Ziaden exaktny dokaz, Ze tento systém rovnic, ako ho
formuloval, ma rieSenie.

Az vdruhej polovici 20. storofia podali americki nositelia Nobelovej ceny za
ekonémiu Kenneth Arrow a Gerard Debreu dokaz existencie rovnovdhy pre modely
vSeobecnej rovnovahy (GE). Vo svojej praci [1] uviedli tvrdenie o existencii rovhovaZzneho
bodu, ktoré budeme pouzivat’ pri dokazovani existencie rieSenia pre CGE modely. Ale eSte

pred uvedenim tohto tvrdenia si definujme zdkladné pojmy.

Definicia (abstraktnd ekonomika): Nech Uy, ... U, sii podmnoZiny R, nech U = U; X
XU, anech f:U—> R(i=1,..,v). Ozacme U =U; X .XU_; X U1 X ..XU,.
Nech A,(@)) je multifunkcia definovand v kaZdom bode @, € U, tak, Ze A,/a,) € U,. Potom

postupnost [Uy, ..., Uy, f1, ..., fy, A1(@1), ..., A, (@,)] nazyvame abstraktnd ekonomika.

Abstraktnii ekonomiku mozeme chdapat’ ako hru v hracov, kde i-ty hra¢ s vyplatnou
funkciou f, (1=1,...,v) voli svoju stratégiu z mnoziny A,(a,) nezavisle od ostatnych hracov.
Ale kazdy hra¢ svojou vol'bou ovplyviiuje vyplatu ostatnych hracov.

Po definicii abstraktnej ekonomiky si eSte uvedieme definiciu rovnovdZzneho bodu.
Formadlnu definiciu, ktord zaviedol Nash, rozsirili Arrow a Debreu vo svojom ¢lanku [1] na

abstraktnu ekonomiku.

Definicia (rovnovdiny bod): a* nazyvame rovnovdinym bodom ekonomiky
[Us, ., Uy, f1, s f1, A1 (@1), -, Ay(@)], ak a; € Al(@)) a f,(@;, a7) = maxgeq@apfi@ar a)

pre kazdé 1=1,...,v.



Ked’ sme si definovali pojmy abstraktnd ekonomika a rovnovazny bod, mdze uviest

tvrdenie o existencii rovnovazneho bodu.

Lema 2.1 (o existencii rovnovdZneho bodu): Nech U, je kompaktnd a konvexnd
mnoZina (pre kazdé 1=1,...,v), f,(a,, a,) je spojitd funkcia na U a je kvdzikonkdvna v a, pre
kazdé a, (1=1,...,v). Nech A,(@,) je spojitd multifunkcia, ktord je konvexnd a neprdzdna pre
kazdé 1=1,...,v. Potom abstrakind ekonomika [Uy, ..., U,, f1, ..., f,, A1(@y), ..., A, (@,)] md

rovnovdzny bod.

Definicia spojitosti multifunkcie bude Specifikovana d’ale;j.
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3 Zostavenie CGE modelu

Zékladnou castou skoro vsetkych CGE modelov je jednoduchy model, pre ktory

dokazovala Livia Smétralova vo svojej préci [4] existenciu rieSenia.

V tejto kapitole opiSeme jednoduchy model, ale rovnice uvedieme aZ pre novy model,

ktorym rozSirujeme tento jednoduchy model o vladny sektor a investicie.

3.1 Jednoduchy CGE model

Jednoduchy CGE model mdézeme opisatt pomocou rovnic, ktoré vychadzaji

z nasledujucich predpokladov:

uzavretd ekonomika — na trhu sa vyskytuji iba firmy a domécnosti danej krajiny
a Ziadne vyrobky sa nevyvazaju do zahranicia

raciondlne spravajuce sa firmy adomdcnosti — to znamend, Ze kazd4d firma
maximalizuje svoj zisk adomécnosti maximalizujd svoju uZitoénost. Dalej
predpokladdme jednu reprezentativhu domécnost’. Produkénd funkciu volime podla
miery elasticity. Ak je elasticita rovnd 1 (vstupy si dokonalo zamenitelI'né) volime

Cobb-Douglasovu produk¢énd funkciu:

Y = l_lXiaiL‘SLK‘SK
i

kdeZiai+6L +5K == 1
Ak je elasticita rovnd 0 (vstupy st dokonalo nezamenitelné) volime Leontiffovu

produként funkciu:
Y = min {ﬁ i ﬁ}
a;’ 6, 6k
kde Y;a; + 6, + 6 = 1.

Inak volime CES produk¢nd funkciu:
1

P
Yi = 2 ajinFZ + 6LiLFi) + 5KiKip
j
kde }; a; + 8, + 6k = 1 a jej elasticita je rovna ﬁ.
dokonald konkurencia — Ziaden subjekt na trhu nemdze priamo ovplyvnit’ ceny svojim

spravanim
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e kazda firma vyrdba iba jednu komoditu — na jej vyrobu vyuZiva pracu produkovanu
domécnost’ami, kapitdl vlastneny doméacnostami a d’alSie komodity

e konStantné vynosy z rozsahu — produk¢nd funkcia, ktord opisuje produkciu, ako aj
funkcia uzito¢nosti domacnosti maji konsStantné vynosy z rozsahu

¢ rovnovdha na trhu — rovnovdha musi platit’ na vSetkych trhoch, t.j. na trhu statkov, na
trhu prace a na kapitdlovom trhu. Zaroven z nenulovej produkcie, z nulového zisku
a z konStantnych vynosov z rozsahu vyplyva penaznd rovnovéha.

e vsetky vyrobné faktory su vyuzité — z ¢oho vyplyva, Ze nezamestnanost’ je nulova
3.2 Model rozsireny o sektor vlady a investicii

V tomto modeli zahrnieme do spotrebného sektora domdcnosti, ku ktorym navySe
pribudni vldda ainvesticie. Sektor vlady a sektor investicii sa modeluji ako dalsi
spotrebitelia. Podobne ako domécnosti maximalizuji svoje funkcie uZito¢nosti. UZitkovd
funkcia méd pre reprezentativnu domécnost apre vladu tvar Cobb-Douglasovej funkcie.
Prijem spotrebného sektora sa nim zmeni, pretoZze kapitdl je rozdeleny medzi domdacnost’ami
avladou podla fixného koeficientu a®, resp. (1 — a). NavySe eSte pribudni primy
investicii, ktoré su tvorené domacnost’ami a vladou, a to takym spdsobom, Ze fixnu Cast’ ﬁH z
prijmu domécnosti spotrebuivaji, zvysnd Cast’ z prijmu ide na dspory. Vlada tiez deli svoj
prijem na spotrebu a tspory, ale podl'a vlastného fixného koeficientu €.

Uspory domdcnosti a vlady tvoria prijem investicii. Investicie tieZ vytvaraji dopyt po
statkoch, na ktory spotrebuvaju vsetok svoj prijem. Budeme ich modelovat’ ako nového hraca

na trhu, ktorého funkcia uzito¢nosti ma tvar Leontieffovej funkcie.
3.2.1 Rovnice modelu

Produkcia:

Y}. = f}(lel e ’anl L]l I<])
Dopyt firiem:

L; = L;(¥;, w,7,p)

I(j = Kj(Yj;W;r'p)

Xij = Xy (Y, w7, p)
Dopyt domécnosti:

12



H; = H;(TH,p)
Dopyt vlady:

Gj = G;(TG,p)
Dopyt investicii:

[; = Ij(MI:p)
Rovnica nulového zisku:

p;Y; = wlj + 7K; + X;piXij
Rovnovéha na trhoch:

Y= XXy, + Hi+ G+

TL= 73,1

TK = X, K
Prijmy domacnosti:

MY = Y ,wLl + a" ¥ 7K;
Prijmy vlady:

M¢ =1 —-a")Y;rK;
Prijmy sektora investicii:

M'=(1-pH)MHE + (1 — BE)ME
Rozpoctové ohranicenia:

TH = piMH

TG = B°MC

3.2.2 Premenné v modeli

Endogénne premenné:

Y; — produkcia v sektore j

L; — dopyt po préci v sektore j

K; — dopyt po kapitéli v sektore j

Xi; — dopyt po komodite j v sektore i

H; — dopyt po komodite j v sektore domécnosti
G; — dopyt po komodite j v sektore vlady

[; — dopyt po komodite j v sektore investicii

TH — celkové spotreba domécnosti

13



TG — celkova spotreba vlady
p; — cena komodity j

w — cena prace

r — cena kapitdlu

M* — prijem domdcnosti,
M¢ — prijem vlady,

M — prijem investicii

Exogénne premenné:

TL — celkova ponuka price

TK — celkova ponuka kapitdlu

afl — &ast’ celkovych z4sob kapitélu, ktoré sd vlastnené domacnostami

1 — af — &ast’ celkovych z4sob kapitdlu, ktoré st vlastnené vladou

B — sklon domécnosti k spotrebe (East prijmov, ktord je uréend na spotrebu)

B¢ — sklon vlady k spotrebe (¢ast’ prijmov, ktor4 je uréend na spotrebu)

14



4 Existencia riesenia

Existenciu rovnovahy budeme dokazovat’ pomocou Arrow-Debreuovej tedrie, tak isto
ako aj Livia Smatralovd vo svojej prici [4]. Preto mdZeme vyuZit niektoré jej spdsoby
dokazovania a zdvery. Dokaz uviedla Smatralovd pre jednoduchy model opisany v Gasti 3.1.

Pozrieme sa, Ci sa da tento dokaz pouZit’ aj na model rozSireny o vladny sektor a investicie.

4.1 CGE model ako abstraktna ekonomika

V tejto casti preformulujeme ndS model s vlddou a investiciami tak, aby mal tvar
abstraktnej ekonomiky. Potom budeme moct pouzit’ lemu 1.1 (o existencii rovnovazneho

bodu). Nasa abstraktna ekonomika ma teda tvar:

E=[HGLY, ..V P,uy(H),uc(G),u;(1),{¥1,D), e, (¥, D), Vp;
AH(:)_/l; ---:yn; ﬁ))AG(yli ---;}_’n; ﬁ))AI(yli ---:yn; ﬁ)) Yli LR Yni P]

Mnoziny H,G,1,Y,...,Y,, P predstavuji hra¢ov na trhu, H,G,I st spotrebitelia,
Y, ..., Y, si vyrobcovia a P je trhovy hra¢. Hridi volia stratégiu z prislichajicich mnoZin
uy (H), ug(G), u;(1),{y1,D), .-, (¥, P), Vp, priCom musia byt’ splnené ohranicenia na spotrebu
Ay Ve, s Vs D), Ac (Vs oo YV ), A1 T4y oo, s D), Ya, o, Y, P . Podme  si podrobnejsie

predstavit’ tdto hru:

e [ predstavuje mnoZinu spotrebnych koSov pre domicnost, ktord je definovani

nasledovne:

H=R*={H=(H,,..,H)|H,=0Vi=1,..,n} @.1)

e ( predstavuje mnoZinu spotrebnych kosov vlady, ktord je definovand nasledovne:

G=R"={G=(Gy,..,G)|G;=0Vi=1,..,n} 4.2)

e | predstavuje mnoZinu spotrebnych kosov investicif, ktord je definovan4 nasledovne:

I=R*={I=(,,..,I)|;>0Vi=1,..n} 4.3)

15



Y; predstavuje produkéntd mnoZinu j-teho odvetvia (Vj = 1, ...,n), ktord je definovand
nasledovne:
V=0 = (=Xup oo =Xjm1p Y = Xjj = Xjsa jy oo = Xnjy =Ly, = K| 44
< (Ko Xap LK)

kde f; je produk¢nd funkcia j-teho odvetvia.

P predstavuje mnoZinu cenovych stratégii ,trhového hraca“, ktory urluje ceny
s cielom dosiahnut’ rovnovéhu ponuky a dopytu. Definujeme ju ako:
P={p=0@,,ppuw,n)|p;=0Vi=1,..,n,w=0,7=>0,

4.5)
Zipi+W+7” = 1}

uy: H - R predstavuje funkciu uZitoénosti domacnosti
ug: G - R predstavuje funkciu uZitoénosti vlady
u;: I - R predstavuje funkciu uZitoénosti sektora investicii

(¥;,P) je funkcia zisku j-teho odvetvia, (y;,p):Y; x P > R, definujeme ju ako

skaldrny sucin vektorov y;, p:
53 = py% = ) iy —wly = 7K; (4.6)
i
Zisk j-teho odvetvia je tvoreny rozdielom medzi prijmami a vydavkami j-teho
odvetvia. Prijmy ziskava j-te odvetvie z predanych tovarov, ktoré vyrobili, t.j. p;¥;,
a vydavky maji na statky potrebné na vyrobu (Z ipiXi j), a tieZ potrebuju pracu

a kapital, ktoré ziskavaju od domécnosti (WLj a rK])

v predstavuje uZitotnost trhu, v5: H X G X I X ¥; X ... x ¥, X P - Ra plat:
vs(H, G, 1,1, . Y, D) =

t J

“.7)
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o Ay(¥4, ...,V P) je multifunkcia vyjadrujica ohrani¢enie pre spotrebu domdcnosti.
Spotreba je preto ohranicend, lebo prijem domdacnosti deliaci sa na spotrebu a dspory
je limitovany prijmom z préace a prijmom z kapitdlu, ktoré domdacnosti vlastnia. Preto

plati:

Ay =<H € H|(p,H) < pH 2ij +ocH Zrl(j (4.8)

J J
o A;(31, -, Yo, p) je multifunkcia vyjadrujica ohraniCenie spotreby vlady. Ked'Ze
prijem je limitovany prijmom z kapitalu, ktory vlada vlastni, a navySe sa eSte deli na

spotrebu a Uspory, tak aj samotnd spotreba je limitovand a plati:

A; =16 €Glp,6) < pS(1 —«H)erj 4.9)
Jj

o A;(¥1, -, Yu, P) je multifunkcia vyjadrujica ohrani¢enie prijmu investicii, ked’ze cely
prijem ide na spotrebu a prijem je limitovany usporami domdcnosti a vlady. Preto

plati:

J

A =11elip s A= Y why o Y vk |+ (1= O - Y 7Kyt (4.10)
J J

e Pre vyrobny sektor a trhového hra¢a nemame Ziadne ohranicenie.
4.2 Rovnovaha

Na to, aby sme mohli pouzit’ lemu 2.1 (o existencii rovnovdZneho bodu) musime
overit’, i su splnené vSetky jej predpoklady.

Nanestastie mnoZiny H, G,I,Y, ..., Y, nie st kompaktné, preto ich musime nahradit
novymi mnoZinami, a to takym sposobom, Ze pdvodné mnoZiny umiestnime do kociek. TakZe
naSe nové mnoZziny maju tvar:

H=Hn{H e RY|H| < c},

G=Gn{GeRG| <c},

I=In{IeRY|I| <c},

Y, =Y, n{y e R"?|||Y|| < ¢} vji=1,..,n,
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kde ¢ € R je kladna konStanta.
Takto ndm vznikne modifikovand ekonomika, pre ktord budeme dokazovat’ existenciu

rieSenia. Modifikovana ekonomika ma tvar:

E=[HGLYy, .. Y P,u(l),u(G),u(D),(71,D), ..., Fn D), Vp;

AH(yli ---'yn; ﬁ))AG(yli ---;yn; ﬁ))AI(yli ---:yn; ﬁ)) 71' LLLD] Yni P],
kde Ay = Ay n{||H|| < ¢}, 4; = A n{|IGI| < ¢}, A, = A n {|lI|| < ¢}
4.2.1 Rovnovaha v modifikovanej ekonomike

Teraz vyslovime tvrdenie, podla ktorého takdto modifikovand ekonomika mad

rovnovazny bod.

Veta 4.1 (o existencii rovnovdzneho bodu): Modifikovanii ekonomika:
E = [Hr Gr ir ?11 ey ?nr P, u(H)r u(G), u(I)l ()711 ﬁ)l ey ()N’n: ﬁ): vf);

AH(yll ""yn’ ﬁ)l AG(yll ""yn’ ﬁ)’ Al(yll ""yn’ ﬁ)’ 71’ "ty ?Tl’ p]

md rovnovdzny bod.

Dokaz: Overime, Ze takito modifikovani ekonomika spiia predpoklady z Arrow-

Debreuovej lemy 2.1 o existencii rovnovazneho bodu.

Ohrani¢enost mnozin H, G, I, Yi, ..., Y,, P

Ohrani¢enost mnozin H, G, I, }71, ..., Y, je zrejma z ich definicie.

Ohrani¢enost mnoZiny P je zrejmd z definicie simplexu.

Uzavretost mnozin 4, G,1,Y;, ..., Y, P

Uzavretost mnozin H, G, 1,Y;, ..., Y, je zrejma z ich definicie.

Uzavretost’ mnoZziny P je zrejma z definicie simplexu.
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Konvexnost mnoZin H, G, I, }71, v, Yo, P

Ak st konvexné mnoZiny H,G,I,Y,..,Y, , potom aj modifikované mnoZiny
H,G,1,7Y,..,Y, si konvexné, pretoze sme ich vytvorili ako prienik konvexnych mnozin.

Preto ndm staci overit’ konvexnost’ povodnych mnoZin.

Konvexnost mnozin H,G,I vyplyva zich definicie, tj. H=R%?, G = R%, | = R}
pricom vieme, Ze mnoZina RY} je konvexna.

Teraz overime konvexnost mnoZinY; Vj = 1, ...,n. Zoberme si l'ubovolné dva body

yl,y% € }_’] Vieme, Ze plati: le < fj(Xllj, ...,X,L-,Ll-

1 2 2 2 2
i, Ki'), resp. Y7 < fi(X3, .., X5, LS

2
7 K7
Nech y 'ubovol'né ¢islo také, Zze y € (0,1). Potom za predpokladu, Ze produk¢na funkcia ma

konstantné vynosy z rozsahu, plati:
YV < (VXL oYX YL YK ) = Y (XL 0 X L K, (4.11)

A-Y? < f;(A-VxZ,...A-YX2, A —-YL, (1 - Y)K?) (4.12)
= -Vf(XY, . X2, L2 K?).

S¢itanim tychto dvoch nerovnosti (4.11) a (4.12)dostaneme:
Y+ (- Y <vf(XL o X LKD) + (A= (X, o, X2 L KP), (4.13)
z &oho vyplyva, Ze Yy} + (1 — y)¥y7 € ¥; ateda mnoZina ¥; je konvexnd pre kazdé j=1....,n.

Konvexnost’ mnoZiny P je jasn4 z definicie simplexu.'
Spojitost’ funkeif uy (H), ug (G), w, (1), (¥, D), vp

V tomto modeli funkcie uzito¢nosti domdcnosti uy(H) avlidy u;(G) majd tvar
Cobb-Douglasovej funkcie, aza tzitkovd funkciu investicii u;(I) vezmeme Leontieffovu
funkciu. Obidve tieto funkcie su spojité.

Funkcia zisku j-teho produkéného odvetvia (J;,p) je skaldrny sicin avieme, Ze
skaldrny sucin je spojita funkcia.

Spojitost’ funkcie uZitoCnosti trhu v vyplyva z toho, Ze je definovand ako skalarny

sucin.

! pozri [4], str. 30
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Kviézikonkavnost uy (H), us (G), u;(I), (¥, P), vp

Definicia (kvdzikonkdvnost’): Majme funkciu f:RN - R. Funkciu f nazyvame
kvdzikonkdvnou, ak pre lubovolné a',a? € RN také, ze f(a') < f(a?) apre lubovolné
A € (0,1) plati:

f(a' + (1 - Da*) = f(ah).

Vieme, Ze kazda konkdvna funkcia je aj kvazikonkdvna. A ked’Ze Cobb-Douglasova
a Leontieffova funkcia, st konkévne, tak z toho vyplyva, ze dZitkové funkcie uy(H), us (G)
a u; (I) st kvazikonkdvne.

Funkcia zisku j-teho produkéného odvetvia (¥;,p) je v podstate definovand ako
skalarny sucin. A z definicie skaldarneho suc¢inu vyplyva, Ze je to linedrna funkcia. Kazda
linedrna funkcia je konkdvna, a preto aj kvazikonkavna.

Kvazikonkdvnost funkcie uZitoCnosti trhu v, taktieZ vyplyva ztoho, ako je

definovan4.’

Spojitost’ multifunkcii A, A;, 4,

Multifunkcia je spojitd, ak je hemispojita zdola a sicasne hemispojitd zhora.

Definicia (hemispojitost’ zdola): Nech je I':X — Y multifunkcia takd, Ze pre
lubovolny bod x° € X je mnoZina I' (x°) neprdzdna. Ak pre kazdé y° € I'(x°) a pre kazdii
postupnost {x*} € X, ktord konverguje k x° pre k — o, existuje postupnost {y*} € Y takd, Ze
y* = 9% pre k —» o a y* € I'(x*), potom multifunkcia I' sa nazyva hemispojitd zdola v bode

x° € X prek — .7

Definicia (hemispojitost’ zhora): Nech je I':X — Y multifunkcia takd, Ze pre
Iubovolny bod x° € X mnoZina I'(x°) je neprdzdna. Multifunkcia I' sa nazyva hemispojitd
zhora v bode x° € X ak pre kaZdii postupnost {x*} € X konvergujiicu k x° pre k — oo,

lubovolnd postupnost {y*} € I'(x*) konverguje k y° € I'(x®).*

2 pozri [4], str. 31
3 pozri [4], str. 32
4 pozri [4], str. 32

20



Podobne ako v préci [4], kde je urobeny dokaz spojitosti multifunkcie Ay, dokdZeme
aj my spojitost multifunkcie, nie viak len pre tito konkrétnu multifunkcie A, ale nas dokaz

rozsirime na vSeobecnu multifunkciu.

Tvrdenie 4.1 (o spojitosti multifunkcie): Majme vsSeobecnii multifunkciu, ktord je
dand vztahom:
A={xl{p,x) < fw,r):x 2 0,|lx|| <c, f — spojita}.

Takdto multifunkcia A je spojitd.

Dokaz: Najskor overime, Ze multifunkcia A je hemispojita zdola.

Multifunkcia A je neprdzdna, pretoZe jej patri nulovy bod x°. Teraz chceme dokézat,
7e pre Pubovolny bod x, spifiajici podmienku (p° x°) < f° apre Pubovolnd postupnost’
{(p*, x*)} konvergujiicu k°(p° x°) pre k — oo existuje takd postupnost {x*} konvergujica
k°H pre k — oo, 7e bude splnend podmienka (p*, x*) < f¥.

Rozoberieme to v dvoch krokoch. V prvom kroku nech bod x° spifia podmienku
(p° x°) < £° a v druhom kroku, nech spiiia podmienku (p°, x°) = £°.

1. Nech x° je T'ubovolny bod spliiiajici podmienku (p° x°) < f°, nech {(p*,x*)} je
T'ubovolna postupnost’ konvergujica k°(p?®, x°) pre k — oo a nech postupnost’ {x*} je
konstantnd, t.j. x*¥ = x°. Po dosadeni x° za x* dostavame (p*,x°), ¢o je linedrna
funkcia od p*, ateda je spojita. Z toho vyplyva, ze konverguje k bodu (p°, x°). pre
k — oo. Preto vieme, Ze existuje takd konStanta N > 1, Ze pre kazdé k > N bude
splnend podmienka (p*, x°) < f¥, takze x* € A.

2. Nech x° je T'ubovolny bod spiiiajici podmienku (p°, x°) = f° a nech {(p*,x*)} je
Tubovolnd postupnost’ konvergujica k°(p°, x°) pre k — 0. Potom postupnost’ {x*}

skons$truujeme nasledovne:

xk = q*x°,
kde
D i
ERTTFOS
0
Kedze f* aj (p¥, x°) st spojité funkcie, tak plati, Ze pre k —» oo g* - (pfxo) =

Z toho vyplyva, 7e (p¥,x°) P (»°,x°). Preto vieme, Ze existuje takd konStanta
—00
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0
N >1, 7e pre kazdé k > N bude splnend podmienka (p*, (p(]: x0>x°) < fk, takze

xk € A.

Teraz overime, Zze multifunkcia A je hemispojita zhora.

Multifunkcia A je neprdzdna, pretoZe jej patri nulovy bod x°. Teraz chceme dokazat,
7e pre Tubovolnd postupnost {(p*,x*)} konvergujicu k bodu (p° x°) pre k —» o apre
Tubovolni postupnost’ {x*}, takd, ze x* € A, a pre k — o0 {x*} = x°, bod x° € A. Vieme, Ze
plati (p¥, x*) < f*. Zo spojitosti skaldrneho stéinu vyplyva, Ze pre k — oo plati nerovnost
(p% x°% < f°, ateda x° € A.

Tym sme ukézali, Ze multifunkcia A je hemispojitd aj zdola aj zhora v 'ubovol'nom

bode (p?, x2), a teda je spojitd v kazdom bode mnoZiny. A tym sme dok4zali naSe tvrdenie.

Teraz ndm staci ukdzat’, Ze funkcie TH, TG a M; st spojité. Z ich definicii vidno, Ze st

to linedarne funkcie a teda su spojité.
Neprazdnost’ a konvexnost multifunkcii Ay, A;, 4;
Mnoziny Ay, Ag, A, st neprazdne, pretoZe im patri nulovy bod (H = (0, ...,0) € 4y,
G =(0,..,00 € 4;,1 =(0,...,0) € 4)).
Z definicie mnozin Ay, Az, A; je zrejmé, Ze si konvexné, pretoZe ide o uzavreté

mnohosteny.5

Ukaézali sme, Ze pre modifikovani ekonomiku E platia vietky predpoklady abstraktnej

lemy, teda ekonomika £ ma rovnovaZzny bod v zmysle Arrow-Debreuove;j tedrie.
4.2.2 Rovnovaha v povodnej ekonomike

Nasim cielom je teraz ukdzat, Ze rovnovdha, ktord sme nasli v ekonomike E je aj

rovnovahou v nasej povodnej ekonomike E.

5 pozri [4], str. 34
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Veta 4.3: Existuje konstanta c € R takd, Ze rovnoviha ekonomiky E je rovnovdhou

ekonomiky E.

Dokaz: Najskor overime ohrani¢enost’ produkénych mnoZin nezavisle od konstanty c,

a potom overime, ¢i modifikovand ekonomika spliia podmienky rovnovahy.

Ozna¢me: Y =V, X ..x Y, a
_ Hli'"’an _ﬁHLJ _BHaHK
S =1 GGy 0, —Bc(1 — ap)K
I, = Iy, =(1 = By)L,—(apfc + 1 — ayfy — Be)K
Definujme zobrazenie Z: § X Y — R™*2 vztahom:
3
26,9 =) S5- ) 5 (4.14)
i=1 7

preSESay= ..., ¥,) EY.

([1:---;[11) € [_,
0<L<TLO<K<TK

(Hy,...,H,) € H,(Gy,...,G,) € G,}

~

Definujme mnoziny S, Y;, ..., ¥, vztahmi:
S =ms{(S,MNZ(S,7) <0},
Y, = m{(S,MIZ(S,y) < 0},

kde g a ; st prirodzené projekcie mnoZiny S X Y.
Ohrani¢enost mnozin H, G, 1,Yy, ..., Y,

V prici [4] je dOkaz urobeny pre Cobb-Douglasovu funkciu azmieSani Cobb-
Douglasovu a Leontieffovu funkciu. Tento dokaz je mozné pouZzit' aj pre rozSireny model
bezo zmeny. S cielom rozsirit moZnost’ vyberu na iné typy produkcnych funkcii urobime
dokaz pre CES funkciu.

Ak mnoZiny Hj;, G;, 1;,Y;, X;1, L;, K; spifiaji podmienku rovnovéhy (4.14) potom vieme,

j’

ze plati: Z(S,7) = Xi_1 Sij — X ¥; < 0. Z tejto nerovnosti vyplyva, Ze:

Hi+G+L+YX;-Y, <0, (4.15)
L<TL (4.16)
K <TK. (4.17)

Nerovnost’ (4.15) mdzeme upravit’ na tvar:
YiXij<Yi—H -G —-L <Y, (4.18)
lebo H;, G;, I; st kladné.
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Takze mdZeme napisat’, ze:
ZXU SYL Vi = 1, e, n (419)
j

Z toho vyplyva, Ze staci dokézat’ ohraniCenost’ Y; Vj = 1, ..., n.

Z nerovnosti (4.19), (4.16) a (4.17) dostdvame vztahy:

Xl'j = fi]'Yi,Zfij < l,fl’j = OVi,j = 1, e, n, (420)
j
Ly = mﬁ,Zm =1n=20vi=1..,n 4.21)
i
K; = uiW,Zui =Lp20vi=1,..,n (4.22)
i

CES produk¢na funkcia m4 tvar:
1
o
Y; = z ;i X + 8,17 + 8K (4.23)
J
Po dosadeni rovnosti (4.20), (4.21) a (4.22) do produk¢nej funkcie (4.23) dostaneme:

1
Y, < fi= Z a &Y + 6yn{TL] + Sgup{TK, |P Vi=1,..,n (4.24)
j
Po tprave dostdvame vztah:
p pyP _
Yi < Z a;; ]lY] + 01' vi=1,..,n, (425)
j
kde 01' = 5L1775)ﬁ€ + 5Ki‘lllpﬁip < o0,
Predchéddzajuci vzt'ah (4.25) zapiSeme do maticového tvaru:

(I — AT)AP < 6, (4.26)
kde AT = {aijff].},/l =(Yy, ..., a b= (0 ..,0)".

Vzhl'adom na to, Ze al-jfi'} >0a); aijfi'} <Xja;; =1—6,; — 0k <1 je matica

(I — A7) reguldrna, to znamen4, Ze ma inverznd maticu (I — AT)™1, ktord ma kladné prvky.
Preto moZeme vztah (4.26) upravit’ a dostaneme: AP < (I — AT)710. A teda plati, Ze:

Yl-p < 2 aji ﬁ Qi Vi=1, ., n, (427)

J

kde {a;¢5} = (1 — A1),
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Z toho vyplyva, Ze:

1
0<Y, <(¥;a;éh6,)r Vi=1,..,n (4.28)

Teda vystup i-teho odvetvia Y;, ktory pouziva CES produk¢ni funkciu je ohrani¢eny
pre 'ubovolné i =1, ..., n.

Z toho, e mnoziny ¥; spifiaji ohranidenie, ktoré je nezavislé od ¢ vyplyva, Ze aj
mnoziny H,G, T si ohrani¢ené nezavislé od ¢ anavyse ztoho vyplyva, Ze v rovnovihe pre
dostatoéne velké c plati, 7e Ay = Ay, tedaaj Ag = Ag, A; = A,.

Teraz ukaZeme, Ze pre rovnovazny bod (H*,G*, I*,¥;, ..., V,,p*) ekonomiky E platia

rovnovazne rovnice CGE modelu z tretej kapitoly.

Z definicie rovnovazneho bodu vyplyva:
e pre rovnovazny vektor spotreby domdacnosti H* € Ay (¥5, ..., J5, p*) plati:

uy(H") = max uy (H) (4.29)

%

HEA (3, .. TnD
e pre rovnovazny vektor spotreby vlady G* € A; (75, ..., ¥, p*) plati:

ug(G*) = max )uG(G) (4.30)

~% =%

GeAg(F],.. T D
e pre rovnovazny vektor spotreby investicii I* € A;(¥}, ..., J;, P*) plati:

w,(I*) = max *)u,(l) (4.31)

~% =

1€A[(F5,... 57,

e pre rovnovazny produkény vektor j-teho odvetvia (j=1,...,n) §* € 17] plati:
(¥,,0") = J{/l;lé?lgij@jlp ) (4.32)
e pre rovnovazny vektor cien p* € P plati:

vp(H*, G% 1 1, B ) = Wax v (Y, G, 1%, 31, o S, D7) (4.33)

Z definicie (4.5) vyplyva, Ze vektor cien p* je nezdporny. Pre Cobb-Douglasovu
funkciu uZitocnosti spotrebitelov plati, ze ak p;/ = 0 (pre ubovolné i =1,...,n + 2), tak
rastie podmieneny dopyt po statkoch i neobmedzene. To znamend, Ze ceny v rovnovdhe
musia byt kladné, t.j. p* > 0.

Z rovnic (4.31), (4.32), (4.33), z definicii multifunkcii a z toho, Ze uZitkové funkcie su

rastice vyplyva, Ze:
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(p*, H*) = BH | w* z L; + atir Z K/ (4.34)
- .
(p*,G*> — '86(1 — aH)r*sz* (435)
j

(" 1"y = (1 — BH) Zij +ocHZrK]- +(1- 8901 —«H)erj (4.36)
Jj J Jj

Scitanim rovnic (4.34), (4.35) a (4.36) dostaneme:
J j

KedZze ceny tovarov su kladné, ziskova funkcia j-teho odvetvia rastie s rasticou
hodnotou vystupu Y;. Z definicie ziskovej funkcie a z rovnice (4.32) potom vyplyva:
= fi(X3j o Xy L, K5 ). (4.38)
Ako je uvedené v prici [4], z konStantnych vynosov z rozsahu v rovnovédhe vyplyva
nulovy zisk pre vSetky vyrobné odvetvia. Lebo keby bol zisk rozny od 0, z konStantnych
vynosov z rozsahu vyplyva, Ze ak zvySime mnoZstvo vstupov, zvySi sa ndm vystup a tym sa
zvacsi zisk produkéného odvetvia, €o je v spore s tym, Ze sme v rovnovahe. Preto musi platit’
penaznd rovnovéha na trhu, t.j. plati:
(¥;,p") =0. (4.39)
Pre uzito¢nost’ trhu v rovnovaznom bode plati:

Vp(H*, G 1", 5, e T ) =

=ZPE<ZX5+H{‘+GZ‘+I{‘—lfi*>+w*<zL;—ﬁ>+r*<sz*_W>=0 (4.40)

Rovnovazny uzitok trhu mdzeme napisat’ aj pomocou vektora Z* nasledovne:

Uﬁ(H*, G*p 1*15;;' ""yﬁ'ﬁ*) =

Zp{‘(ZXi*j+H{“+G{‘+I{‘—Yi*>+w*<ZLj—ﬁ>+r*<ZKj*—W>=
i Jj j j
[zplcx >+W Sy Y|+

j

= —<ZJ_’J*:5*>+(ZSU'p )y =4Z2".p")

[ 4.41)
ZpL(H*+G +1)—wTL —r'TK
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Teraz ukdzeme, Ze v rovnovahe nemoze byt Z* > 0, t.j. nemdze platit’, Ze Z; > 0 pre kazdé

= £ ), vektor p’ je rozny od

"n+1’ 7 n+1

i=1,...,n+2.Ozna(“:meﬁ’=(i e —1-—c

n+1’ " a1’
vektora rovnovaznych cien p*, kde € € (0,1) je 'ubovolnd konStanta a 1 — € je &-ta zlozka

vektora p’ . Predpokladajme, Ze Zy >0 pre nejaké § € (1,..,n+2) Podla definicie

rovnovazneho bodu musi platit’:

Z nerovnice (4.42) pre € = 0 dostdvame:
0=(Z"p") =2(Z"p") = Z, (4.43)
¢o je v spore s tym, Ze Zé‘ > 0. Z toho vyplyva, ze Z; < 0 pre kazdé i=1,....n+2, t,j.:

ZXL-*]-+H{“+G{“+I{“—YL-*SO Vi=1,..,n,
J

Z L;—TL<O, (4.44)

Z nulového uzitku trhového hra¢a az toho, Ze vektor cien p* je kladny, tak
v rovnovahe musia platit’ rovnosti:

Zx;;+y;+a;+1;—n*=o Vi=1,..,m,
J

z Li—TL =0, (4.45)

Tym sme dokézali, Ze v rovnovahe platia vSetky prislusné rovnovazne rovnice CGE
modelu. Z toho, ze Y;, H,G, I spiﬁajﬁ ohranicenie, ktoré je nezavislé od c, az toho, Ze pre
dostato¢ne velké c plati: Ay = Ay, Ag = A;, A; = A;, tak rovnoviha nenastdva iba na
ohrani¢enych mnozinich, ale aj na povodnych. A teda rovnovdha plati v povodnom CGE

modeli.
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5 Rozsirenie modelu o dane

Doteraz sme predpokladali, Ze vlida ma iba prijem z kapitdlu, ktory vlastni. Teraz
budeme uvazovat, Ze k tomu este pribudne prijem z vybranych dani. Dane vSak zjednodusime
a budeme predpokladat,, Ze vldda vyberd rovnu dafi T € (0,1), ato takd, Ze zdafiuje prijem
domadcnosti a prijem produkéného sektora.

TakZe pre prijem domécnosti plati, Ze zo svojho pdvodného prijmu zaplatia dan T.
Velkost prijmu po zaplateni dani je rovna: M7 = (1 —1) (¥;wL; + a® ¥;7K;). Z tohto
prijmu ide ¢ast’ B na spotrebu a zvySok (1 — ) na investicie.

Prijmy vlady su teraz zloZené z kapitalu, ktory vlastni, a z dani, ktoré vyberie od
domdcnosti aod firiem. Teda prijem vlady je: M¢ = (1-a™)¥; 7K +t(T,;wL; +
a3 rK;) + 1 ¥ p;Y;. Cast B¢ z tohto prijmu ide na spotrebu a &ast’ (1 — %) na investicie.

Preto pre prijem investicii plati: M! = (1 — )M + (1 — BE)ME |, ¢o modZeme
upravit’ na tvar:

M'=[(1- (A —1) + (1 - BOTI(T WLy + a” 5;7K) + (1— (L — a™) 3, 7K; +
(1 -89 tZ;psY;
Navyse sa eSte zmeni aj prijem produkcného sektora, ked’ze aj produkény sektor musi

zo svojho povodného prijmu zaplatit’ dan 7.
5.1 Rovnice modelu

Rovnice modelu rozsireného o dane sa zmenia, a to takym sposobom, Ze sa zmenia

prijmy jednotlivych subjektov v ekonomike. Nové rovnice maju teda tvar:

Produkcia:

Y = fi(Xajs s Xy Ly, K)
Dopyt firiem:

L = Li(¥;,w,7.p)

K; = K;(%, w,7,p)

Xij = XY, w,m.p)
Dopyt domécnosti:
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Dopyt vlady:

Gj = G;(TG,p)
Dopyt investicii:

[; = Ij(MI:p)
Rovnica nulového zisku:

pjY; = wlj + rK; + XipiX;
Rovnovéha na trhoch:

Y= XXy, + Hi+ G+

TL= 3,1,

TK = 3, K
Prijmy domacnosti:

M= (1-1)(ZwL+ a” 3;7K))
Prijmy vlady:

M = (1—a®) ¥;rK; +1(Z;wly + o 5K + 3,(p;¥))
Prijmy investicii:

=[1-A -+ A -BD)TI(Z;wL; + a ¥, 7K;) +
+(1-BOA-aMXrK + A - ) T Ei(psY)

Rozpoctové ohranicenia:

TH = piMH

G = BEMS

5.2 Premenné v modeli

5.2.1. Endogénne premenné

Y; — produkcia v sektore j

L; — dopyt po préci v sektore j

K; — dopyt po kapitdli v sektore j

X;; — dopyt po komodite j v sektore i

H; — dopyt po komodite j v sektore rozsirit’ domacnosti
G; — dopyt po komodite j v sektore vlady

[; — dopyt po komodite j v sektore investicii
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TH — celkova spotreba domdacnosti
TG — celkové spotreba vlady

p; — cena komodity j

w — cena prace

r — cena kapitdlu

M* — prijem domdcnosti,

M¢ — prijem vlady,

M — prijem investicii
5.2.2. Exogénne premenné

TL — celkova ponuka préice

TK — celkova ponuka kapitalu

T — dan z prijmu

all — ¢ast celkovych zdsob kapitdlu, ktoré si vlastnené domacnost’ami

1 — af — &ast’ celkovych z4sob kapitdlu, ktoré st vlastnené vladou

S — sklon domécnosti k spotrebe (East’ prijmov, ktord je uréend na spotrebu)

f¢ — sklon vl4dy k spotrebe (¢ast’ prijmov, ktora je uréend na spotrebu)
5.3 CGE model ako abstraktna ekonomika

V tomto modeli budeme pouZivat’ ohrani¢ené modifikované mnoZiny.
Oproti modelu v kapitole 3 sa ndm zmeni funkcia zisku vyrobného odvetvia
a multifunkcie Ay, A;, 4;. Preto ich musime predefinovat’:
* (¥;,p) je funkcia zisku j-teho odvetvia, (§;,p):Y; x P > R, definujeme ju ako

skaldrny sucin vektorov y;, p, zniZzeny o dafi:

(yj'ﬁ> = (P]Y] —ZpiXij—WL]-—rKj) 1-1 (5.1)

e multifunkcia Ay (¥4, ..., ¥, P), ktord uréuje ohraniGenie pre spotrebu domdcnosti je

dana vzt'ahom:
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Ay ={H e H|(pH) < B -1) ZwLJ- +octt Zﬂ(j (5.2)
j .

j
e multifunkcia A; (¥4, ..., ¥,,, ), ktord uréuje ohrani¢enie pre spotrebu vlady je dana
vzt'ahom:

A; ={G € G|{p,G) < B°MC} (5.3)

e multifunkcia 4; (¥4, ..., ¥, P), ktord urCuje ohranicenie pre spotrebu investicii je dand

vzt’ahom:

A ={Iellp,]) <M} (5.4)
5.4  Overenie predpokladov
V asti 4.3 sme dokazali, 7e¢ ak ekonomika spita predpoklady dané lemou 2.1
(o existencii rovnovazneho bodu), tak potom existuje rovnovdha v danej ekonomike. Preto
nam staci overit’ tieto predpoklady.
Z predpokladov, ktoré maju platit, budeme overovat’ len spojitost’ a kvdzikonkdvnost’
funkcif (y;,p) Vj = 1,...,n aspojitost’ multifunkcii Ay, Ag, A;, pretoze zvys$né predpoklady
by sme dokazovali identicky ako v kapitole 4.

Spojitost’ funkcif (¥;, p)

Funkcia zisku j-teho produk¢ného odvetvia (¥;,p) je skaldrny sicin vyndsobeny

konstantou (1 — 7) a vieme, Ze skaldrny si¢in vyndsobeny konstantou je spojita funkcia.
Kvizikonkdvnost’ funkcif (¥}, p)

Z definicie funkcif (§/;, p) vidno, Ze ide o linedrne funkcie. Vieme, Ze kazdd linedrna

funkcia je konkavna, a preto je aj kvazikonkavna.
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Spojitost multifunkcii Ay, A, 4;

Z tvrdenia 4.1 (o spojitosti multifunkcie) vyplyva, Ze na dokazanie spojitosti
multifunkcii ndm staci dokdzat’ spojitost’ funkcii TH, TG a M I' "7 ich definicie vidno, Ze su to
line4rne funkcie, a teda st spojité. A preto aj multifunkcie Ay, A;, A; st spojité.

Teraz ukdzeme, Ze pre rovnovdzny bod (H*,G*,I*,¥;, ..., ¥, p"*) ekonomiky E platia

rovnovazne rovnice CGE modelu.

Tak isto vo Stvrtej kapitole plati pre rovnovazny bod:
e pre rovnovazny vektor spotreby domdacnosti H* € Ay (¥5, ..., J5, p*) plati:

uy(H*) = max_ uy(H) (5.5)

~% =

HEAH(F],..Tn,P")
e pre rovnovazny vektor spotreby vlady G* € A;(§;, ..., ¥, p*) plati:

ug(G*) = max_ ug(G) (5.6)

~% =

GEAG(IL,In,D")
e pre rovnovazny vektor spotreby investicii I* € A;(¥;, ..., §, P*) plati:

w,(I*) = max w; (1) 5.7

<% =k

1€A(F1,.9n,P")
e pre rovnovazny produkény vektor j-teho odvetvia (j=1,...,n) §* € 17] plati:
(¥;,0") = glg%@,-,p ) (5.8)
e pre rovnovazny vektor cien p* € P plati:

vp(H*, G% 1 1, B P7) = WX v (Y, G, 1%, 31, o S, D7) (5.9)

Z definicie (4.5) vyplyva, Ze vektor cien p* je nezdporny. Pre Cobb-Douglasovu
funkciu uZitocnosti spotrebitelov plati, ze ak p;/ = 0 (pre ubovolné i =1,...,n + 2), tak
rastie podmieneny dopyt po statkoch i neobmedzene. To znamend, Ze ceny v rovnovdhe
musia byt kladné, t.j. p* > 0.

Z rovnice (5.5), z definicie multifunkcie a z toho, Ze uzitkové funkcie su rastice

vyplyva, Ze v multifunkcii musi platit’ rovnost, t.j:

(" H?) = Bi(1 =) | w* z L +atlr Z K (5.10)
7 7

32



Tak isto aj pre ostatnych spotrebitel'ov musi platit’ rovnost, t.j.:
(p*,G*) = B°M® (5.11)
(p*, 1"y = M! (5.12)
KedZe ceny tovarov su kladné, ziskovd funkcia j-teho odvetvia rastie s rasticou
hodnotou vystupu Y;. Z definicie ziskovej funkcie a z rovnice (5.8) potom vyplyva:
Y = fi(X5j e X LK), (5.13)
Ako sme uviedli v kapitole 4, z konStantnych vynosov z rozsahu v rovnovédhe vyplyva
nulovy zisk pre vSetky vyrobné odvetvia, t.j. plati:
(¥;,p") = 0. (5.14)
Pre uzito¢nost’ trhu v rovnovaznom bode plati:

Vp(H", G\ 1", 31, e F B =

=ZPE<ZX5+H{‘+GZ‘+I{‘—lfi*>+w*<zL;—ﬁ>+r*<sz*_W>=0 (5.15)

2

Tak ako v kapitole 4 mdéZeme rovnovazny dzitok trhu mdzeme napisat’ aj pomocou
vektora Z* nasledovne:

vs(H*, G*, I, 5}, 0, 5 B*) = (Z", ") (5.16)

Ako sme predtym ukazali, vrovnovdhe plati, ze Z* <0, tj. Z; <0 pre kazdé

i=1,..,n+ 2. Znulového uzitku trhového hrica a z toho, Ze vektor cien p* je kladny, tak

v rovnovahe musia platit’ rovnosti:

I
l—\
s

ZXL-*]-+H{‘+G{‘+I{‘—YL-*=0 Vi
j

Y -TL=0, (5.17)

Tym sme dokézali, Ze v rovnovahe platia vSetky prislusné rovnovazne rovnice CGE
modelu. Z toho, ze Y;,H,G, I spiﬁajﬁ ohranicenie, ktoré je nezavislé od c, a z toho, Ze pre
dostatoéne velké c¢ plati: Ay = Ay, A; = Ag, A; = A;, tak rovnoviha nenastdva iba na
ohrani¢enych mnoZinich, ale aj na povodnych. A teda rovnovédha plati v povodnom CGE

modeli.
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6 Model rozsireny o zahranicie

Doteraz sme pocitali s modelmi s uzavretou ekonomikou. Teraz otvorime ekonomiku
svetovému trhu. Pre zjednoduSenie skonStruujeme tento model bez sektora vlddy a investicif,
ale tie sa daju bez problémov doplnit’.

TakZe v tomto modeli na strane vyrobcov figurujui firmy a na strane spotrebitel'ov je
reprezentativna domécnost’. Vyrobcova delia svoju vyrobu na domécu spotrebu a na export.
Domaécnosti vyuzivaji na konzum okrem domdcich vyrobkov aj vyrobky dovezené zo
zahraniCia. A taktieZ aj vyrobné odvetvia moZu spotrebovédvat’ ako aj domdce tovary, tak aj
zahrani¢né.

ZahraniCie sa dd modelovat’ r6znymi sposobmi. NajznamejSim je asi Armingtonov
pristup (vid’. [3]). My sme sa inSpirovali pracou Willenbockela ([5]).

Predpokladdame, Ze domdcnosti rozliSuji doméce a zahrani¢né tovary. Ale predpoklada
sa, Ze substiticia medzi zahraniénymi a domdcimi je elastickejSia ako substiticia medzi inymi
tovarmi. To sa vyjadruje tym, Ze za funkciu uZito¢nosti sa voli vnorend funkcia. Funkcia CES
je vnorend do Cobb-Douglasovej funkcie:

&i
u(H) = n[5ini + (1= 8)M; ).

l

Prijem domécnosti plynie z vykonanej prace a z kapitdlu. V tomto modeli kapital je
plne vlastneny domdacnost’ami. Vsetok prijem domacnosti ide na spotrebu.

Hlavnym rozdielom oproti jednoduchému modelu je fakt, Ze na trhu nemusi platit’
celkova rovnovdha medzi ponukou a dopytom, pretoZe velkost' exportu nemusi byt rovna

vel'kosti importu. Ale musi platit’ ¢iasto¢nd rovnovdha medzi domécou ponukou a doméacim

Y, = Z Xij + D;
j
Rovnovahy na trhu prace a na kapitdlovom trhu musia platit’ aj v tomto modeli:

j
K= > K
j

Podstatou tohto modelu je, Ze ceny exportnych vyrobkov nie st stanovené podl’a cien

dopytom, t.j.:

na svetovom trhu, ale export sa realizuje za doméce ceny. Keby bol dopyt zahrani¢ia po

domécich tovaroch dokonale elasticky, znamenalo by to, Ze ak si domdce ceny niZSie ako
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svetové, tak by sa predalo vietko, a naopak, ak by ceny boli vyssie nepredalo by sa ni¢. Cim
je cena vysSia, tym sa v zahranic¢i predd menej komodit, a teda objem exportu je klesajicou
funkciou ceny:

E; = Yjp;lj;
kde —c0o < 1; < 0.

Oproti Willenbockelovi ale zanedbavame vymenny kurz, pretoZze najvacsim
obchodnym partnerom pre Slovensko je Eurdpska unia, ktorej spolo¢nou menou je euro.
Objem exportu teda zavisi iba od ceny.

Import sa realizuje za svetové ceny, ktoré su v naSom modeli fixné. Potom pre

vyrobné odvetvia dostdvame rovnicu nulového zisku:

piV; = Z piXij + Z q;Zij + wl; +7K;
j j

6.1 Rovnice modelu

Produkcia:
V=% + 5
Y = fi(Xqj, oo Xnjs Zajs oo Znjs LK)
By = y;p)
Dopyt firiem:
L = L;(V,w,7,p,q)
K; = K;(V;,w,7,p,q)
Xij = Xi;(V;,w,7,p,q)
Zij = Zy(V;,w,7,p,q)
Dopyt domécnosti:
H; = H;(M",p)
Rovnica nulového zisku:
piVi = XjpiXij + X;q;Zi; + wl; +7K;
Rovnovaha na trhoch:
Y= XXy + D
TL=Y;L;
TK = X, K
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Prijmy domadcnosti:

6.2 Premenné v modeli

6.2.1 Endogénne premenné:

V; — produkcia v sektore j

Y; — produkcia v sektore j idica na domécu spotrebu
E; — produkcia v sektore j idtica na export

L; — dopyt po préci v sektore j

K; — dopyt po kapitdli v sektore j

Xi; — dopyt po domécej komodite i v sektore j

Z;j — dopyt po zahrani¢nej komodite i v sektore j
H; — celkovy dopyt domdcnosti po komodite j

Dj — dopyt domdcnosti po domacej komodite j
M; — dopyt domécnosti po zahrani¢nej komodite j
p; — cena doméca komodity j

q; — cena zahrani¢na komodity j

W — cena prace

r — cena kapitdlu

M* — prijem domdcnosti

6.2.2 Exogénne premenné:

TL — celkova ponuka préice

TK — celkova ponuka kapitalu

36



6.3 Model ako abstraktna ekonomika

E =[H,Vy, ..., Vo, P,u(H), (D1, D), ..., (T, D), Vs A (Re, oo, By, 0, W, ), Vs, o, Vi, P

H predstavuje mnoZinu spotrebnych koSov pre domdacnost, ktord spotrebovéva

doméce aj zahrani¢né tovary a je definovana nasledovne:
H=R%={H=(Hy,.. H)|H; = (D;,M;),H; = 0,Vi =1, ...,n} (6.1)
V; predstavuje produkénd mnoZinu j-teho odvetvia (Vj = 1,...,n), ktord na vyrobu
spotrebovdva domdce aj zahrani¢né tovary aprdcu akapitdl od domacnosti.

Definovana je nasledovne:
Vi = {0 = (X1 = Zujy o, =Xjo1j = Zjm1p) Vi = Xjy = Zjj,
~Xis1,j = Zis1jr wr—Xnj — Znj —Lj, —K;)| (6.2)
Vi < fi(Xajs oo Xnjs Zajs oo Znjs Ly, Ki) + 95(1)}

kde f; je produk¢nd funkcia j-teho odvetvia a g; je funkcia exportu, ktord je klesajica

v zavislosti od ceny.

P predstavuje mnoZinu cenovych stratégii ,trhového hraca“, ktory urduje ceny
s cielom dosiahnut’ rovnovéhu ponuky a dopytu. Definujeme ju ako:
P={p=0@, ,ppuw,n)|p;=0Vi=1,..,n,w=0,7=>0, ©3)
Zipi+W+T=1}. .
u: H - R predstavuje funkciu uZito¢nosti domécnosti, v tomto pripade je definovana
nasledovne:
Si Si ﬁ
u(H) = 1_[[5101-‘ + (1= )M s (6.4)

l

kde ;& =1a0<s; <1, D; - je dopyt domdcnosti po domdcich tovaroch a M; - je

dopyt po zahrani¢nych tovaroch.

(7;, P) je funkcia zisku j-teho odvetvia, (7}, p): V; X P = R, definujeme ju nasledovne:

(0;,p) = p;V; — ZipiXij — XiqiZij — wlj — 7K (6.5)
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kde X; - si domdce tovary spotrebované vyrobcami a Z; - st zahrani¢né tovary

spotrebované vyrobcami.

e v predstavuje uZitoénost’ trhu, v;: D X ¥; X .. X ¥, x P = R a plati:
V5(D, Y1, - Y, D) =

o L (6.6)

L J J

o Ay(hy,..,hy,p,q,w,r) je multifunkcia vyjadrujica ohranienie pre prijem
domadcnosti, ktory je tvoreny z ceny za vykonanu pracu a zo zisku z kapitdlu. Preto

plati:

Ay = HEH|(p,D)+(q,M)SWZLj+rZKj 6.7)
j J

6.4 Overenie predpokladov

Ked’7e mnoziny H,Y;, ..., Y, nie st ohrani¢ené, nahradime ich rovnako ako v kapitole
4 modifikovanymi mnozinami:H = HNn{H € R*|||[H|| < c}, ¥; =¥, n{Y € R**?|||Y|| < ¢}
Vj =1,..,n, kde c € R je kladna konStanta.

Overme predpoklady pre takto modifikovani ekonomiku E:

E=1[H7V, ..,V P,u(H),(¥y,D), ..., (U, B), ; Au(Ry, .., s 0, @, w,7), V3, ., Vi, P,

Ohranicenost’ a uzavretost mnozin H,V,, ..., V,,, P

Ohranicenost’ a uzavretost mnozin H,Vy, ..., V,, je zrejma z ich definicie.

Ohrani¢enost’ a uzavretost mnoZziny P je zrejma z definicie simplexu.
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Konvexnost mnozin H,V,, ..., V,,, P

Konvexnost P je zrejmd z definicie simplexu.

Konvexnost mnoZiny H je tieZ zrejma z jej definicie ako sme uviedli v kapitole 4.
Modifikovani mnoZinu H sme vytvorili ako prienik konvexnych mnoZin, preto aj mnoZzina H
je konvexna.

Teraz overime konvexnost mnozin V; Vj = 1, ...,n. Zoberme si I'ubovolné dva body
Zij s Zap LK) + 95(p))

sz) + g;(p;). Nech y je l'ubovolné &islo také, Ze

=1 =2 V4 . ~ =1 =2 z. 1 1 1
v, 7% € V. Vieme, Ze pre U, v* plati: V; Sfj(le, coor X

12

resp. V? < f; (X3, ., X535 23}, o 25,12,

Jj’ J

Yy € (0,1). Potom za predpokladu, Ze produkénd funkcia ma konstantné vynosy z rozsahu,

plati:

YWt < fi(vXL e VX0 Y2 o Y205 YL YK ) + g5 (vp)) =
=vf;(Xij 0 Xnj 280 o Z3j L1, K ) + v (p)) (6.8)
=Y (Xajs s Xnjp Zajs s Zns L3, KT ) + 95 (p))])

1=V < (A -NXE, . A =VX3, A =NZE .., A= VZ3),
(1 -V A -VK?) +g;[(1-v)p)]) = (6.9)
= -V(XF) - X2 28, 22, L3, KP) + g5(p))]

Scitanim tychto dvoch nerovnosti (6.8) a (6.9)dostaneme:
VWit + (L =V? < v[fi(X1) o Xnp Z1js 0 Znp L K + 5(0))]

z &oho vyplyva, ze YU} + (1 —y)¥} € V; a teda mnoZina V; je konvexné pre kazdé j=1,...,n.

(6.10)

Spojitost’ funkcii u(H), {7, p), v;
V tomto modeli funkcia uZito¢nosti domacnosti u(H) ma tvar vnorenej funkcie, ktora

sa sklada z Cobb-Douglasovej funkcie a CES funkcie. Obidve tieto funkcie su spojité, preto aj

uzitkova funkcia je spojita.
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Funkcia zisku j-teho produkéného odvetvia (¥, p) je podobne ako v kapitole 4
definovand ako skalarny stcin a vieme, Ze skaldrny sucin je spojitd funkcia.
Spojitost’ funkcie v, uZitoCnosti trhu, vyplyva z toho, Ze je definovana ako skaldrny

sucin.

Kvézikonkavnost' u(H), (17]-, D), vp

Vieme, Ze kazda konkdvna funkcia je aj kvdzikonkdvna. Vnorend funkcia uzito¢nosti
je konkdvna a preto aj kvazikonkdvna.

Funkcia zisku j-teho produkéného odvetvia (¥, p) je definovand ako skaldrny sicin. A
z definicie skaldrneho sucinu vyplyva, Ze je to linearna funkcia. Kazda linedrna funkcia je
konkdvna, a preto aj kvazikonkdvna.

Kvazikonkédvnost’ funkcie uZitoCnosti trhu v; takisto ako vo Stvrtej kapitole vyplyva

z toho, ako je definovana.

Spojitost multifunkcie A

Podl’a tvrdenia 4.1 je (o spojitosti multifunkcie) multifunkcia A spojitd, lebo funkcia

MY =w¥,L; + rY;K; je spojita.

Neprazdnost’ a konvexnost’ multifunkcie A

Mnozina Ay je neprazdna, pretoZe jej patri nulovy bod (H = (0, ...,0) € Ap).

Z definicie mnoZiny Ay je zrejmé, Ze je konvexnd, pretoZe ide o uzavrety mnohosten.

Ukézali sme, Ze pre modifikovani ekonomiku E platia vietky predpoklady abstraktnej
lemy, teda ekonomika £ m4 rovnovézny bod.
Teraz ukdZeme, Ze rovnovaha v ekonomike E je tiez rovnovéahou v ekonomike E.
Oznaéme: V =V, X ..xV, a
S={MD;+M,,..,D, +M,,—L,—K)|(Hy,..,H,) € H,0< L <TL,0 < K <TK}.
Pripomenime si, ako je definovany vektor ;:
0 = (=X1j = Zajo s =Xjo1j = Zjm1,p Vi = Xjj = Zjs—=Xjsnj = Zjsajo o —Xnj = Znjp —Lj —K;)
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Definujme zobrazenie Z: S X V — R™*2 yztahom:

2(S,7) =5—Zﬁj
Jj

preSESav = (9y,..,7,) EV.
Definujme mnoziny S, V;, ..., V, vztahmi:
S =nm{(S,v)|Z(S,v) < 0},
V: = m;i{(S,9)|Z(S,7) < 0},

kde g a t; st prirodzené projekcie mnoZiny S X V.

Ohrani¢enost mnozin H,V;, ..., 1,

Ohranicenost’ H je zrejma z definicie S.

~

(6.11)

Teraz dokdZme ohrani¢enost mnoZzin Vi, ...,V,, dokdZzeme pre Cobb-Douglasovu

produk¢énu funkciu.

Vieme, Ze plati: Z(S,7) = S — }.;7; < 0. Z tejto nerovnosti vyplyva, Ze:

Hi+ XX +X2Zi;—V; <0,
L<TL
K <TK.
Nerovnost’ (6.11) mo6Zeme upravit’ na tvar:

Zinj +ZjZij < Vl' _Hi < Vi’

lebo pre vSetky H; plati, Ze su kladné. TakZe mdzZeme napisat’, Ze:

ZXij+ZZijSVi Vi=1,...,n
j j

Z toho vyplyva, Ze staci dokazat’ ohranienost' V; Vj = 1, ..., n.

Z nerovnosti (6.16) dostdvame vztahy:

Xij = fijVi,E EU < 1,61'1' = OVl,] = 1, W, n,
J

Zij = Zl]Vl'EZU < 1,{1‘]‘ = OVl,] = 1, R (B
J

41

(6.12)
(6.13)
(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)



Z. nerovnosti (6.13) a (6.14) dostavame vzt'ahy:

Ly = Thﬁ'zfli =1m=20vi=1..,n (6.19)
i

K; = .uiﬁ'zfui =1Ly =20Vvi=1,..,n (6.20)
i

Cobb-Douglasova produk¢na funkcia mé tvar:

v =] [ (2w (621)
Po dosadeni vzt'ahov (6.17) - (6.20) do produkénej funkcie (6.21) dostdvame:
v = | G Gv)™] D) (wTR)™ 622)
Po zlogaritmovani dostadvame:
Inv; = Z(aij +by;)InV; +96, (6.23)

kde 8 = Yi(a;;In&;; + b;;Ing;;) + 6, In(n;TL) + 8k In(y;TK).
Vztah (6.19) méZeme napisat’ do maticového tvaru:
(I-4ANA <0,
kde AT ={a;; + b;;},A=(nVy,...InV;)T a0 = (6y,..,0,)7.
KedZe a;; + b;; < 1 Vi,j, tak matica (I — A”) m4 inverznd maticu, pre ktord plati:

(I — A")™! = {a;;}. Preto mdZeme napisat:

an]' SZO{U 9] ‘v’] = 1,...,71,

2

Z toho vyplyva, Ze:
o<V < ei%ijf yi=1, .. n.

Teda vystup j-teho odvetvia V; je ohrani¢eny pre 'ubovolné j = 1, ..., n, nezdvisle od ¢

Vi
Z toho vyplyva, Ze aj mnoziny H, G, si ohrani¢ené nezdvislé od c. A ked’Ze v rovnovéhe
plati, Ze pre dostato¢ne velké c: Ay = Ay, tak v ekonomike E existuje rovnovéha, ktord je

zhodn s rovnovahou v ekonomike E.

Este ukdZeme, 7e pre rovnovazny bod (H*,7;,.., 75, p*) ekonomiky E platia

rovnovazne rovnice CGE modelu.
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Z definicie rovnovazneho bodu vyplyva:
e pre rovnovazny vektor spotreby domdacnosti H* € Ay (¥5, ..., §, p*) plati:

H*) = H
) = B ey () (6.24)

e pre rovnovazny produkény vektor j-teho odvetvia (j=1,...,n) U* € 17] plati:
(v7,p") = gg%%ﬁ*) (6.25)
e pre rovnovazny vektor cien p* € P plati:

vﬁ(H*, U5, e, U, D) = %lgg(vﬁ(H*,ﬁik, vy Uy, D) (6.26)

Z definicie (6.3) vyplyva, Ze vektor cien p* je nezdporny. Pre Cobb-Douglasovu
funkciu uzito¢nosti spotrebitelov plati, Ze ak p; = 0 (pre 'ubovolné i =1,...,n + 2), tak
rastie podmieneny dopyt po statkoch i neobmedzene. To znamend, Ze ceny v rovnovdhe
musia byt kladné, t.j. p* > 0.

Z rovnice (6.24), z definicie multifunkcie a z toho, Ze uzitkova funkcia je rastica

vyplyva, Ze:
(", D) +{q", M) =w" E Ly +1° E K (6.27)
J J

KedZze ceny tovarov su kladné, ziskova funkcia j-teho odvetvia rastie s rasticou

hodnotou vystupu V;. Z definicie ziskovej funkcie a z rovnice (6.25) potom vyplyva:

Vi = Fi(Xij s Xijy Z3js o Zips LK) + 7, (07) 7. (6.28)

Ako sme vo Stvrtej kapitole uviedli, z konStantnych vynosov z rozsahu vyplyva nulovy

zisk pre vSetky vyrobné odvetvia a teda penazna rovnovéha na trhu, t.j. plati:

(77, p*) = 0. (6.29)

Pre uzito¢nost’ trhu v rovnovaznom bode plati:

vs(H*, B, ..., 5, ) =

=Zp;<2x;;+D;—Y;>+w*<ZL;—ﬁ>+r*<21<;—ﬁ>=o
i Jj j j

Z nulového uzitku trhového hra¢a az toho, Ze vektor cien p* je kladny, tak

(6.30)

v rovnovahe musia platit’ rovnosti:
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Y XgHDi =¥ =0 vi=1..n,
i
ZLJ' —TL =0 6.31)
J

Z&*—ﬁzo.
j

Tym sme dokazali, Ze v rovnovahe platia vSetky prisluSné rovnovazne rovnice CGE

modelu. Z toho, Ze V;, splitaji ohraniCenie, ktor€ je nezavisl€ od ¢, a z toho, Ze pre dostatoCne

vel'ké c plati: Ay = Ay, tak rovnovdha nenastdva iba na ohrani¢enych mnoZinach, ale aj na

povodnych. A teda rovnovéha plati v pdvodnom CGE modeli.
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Zaver

Riesitel'nost’ rovnic CGE modelov sa ndm podarilo rozsirit' z jednoduchého modelu
z prace [4] aj na d’alSie CGE modely. Najskor sme do jednoduché modelu pridali sektor vlady
a sektor investicif, ktori vystupovali ako novi spotrebitelia na trhu. Dalej sme doplnili
jednoduchy model o dane, ale pre zjednodusSenie sme pouZzivali iba jednu rovnu dan, a to dan
z prijmu. Na zaver sme rozsirili model o zahranicie.

Dokaz existencie rieSenia sme robili podla Arrow-Debreuovej tedrie. Hlavnym
problémom bolo, Ze produkéné mnoZiny neboli ohranic¢ené. Museli sme pouZit’ modifikované
produkéné mnoziny. Ale nakoniec sme dokézali, Ze rovnovazny bod modifikovanej
ekonomiky je aj rovnovdZnym bodom v pévodnej ekonomike.

Navyse sme dokdzali rieSiteInost’ rovnic CGE modelov, aj ked’ za produként funkciu

vezmeme nielen Cobb-Douglasovu, ale aj Leontieffovu alebo CES funkciu.
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