UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

METODA KVAZI-MAXIMALNEJ
VIEROHODNOSTI V ZOVSEOBECNENYCH

REGRESNYCH MODELOCH

Diplomova praca

BRATISLAVA 2010

Be. Jakub Wimmer



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

METODA KVAZI-MAXIMALNEJ
VIEROHODNOSTI
\%
ZOVSEOBECNENYCH REGRESNYCH

MODELOCH

Diplomova praca

Ekonomické a finanén& matematika
9.1.9 Aplikovana matematika

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

Vedici prace: Doc. RNDr. Viktor Witkovsky, CSec.

BRATISLAVA 2010

Be. Jakub Wimmer



Pod’ akovanie

Touto cestou sa chcem podakovat Doc. RNDr. Viktorovi Witkovskému, CSc.
za odborné vedenie diplomovej prace, cenné pripomienky, ako aj za Cas straveny pri

konzultaciach.



Cestné prehlasenie

Prehlasujem, Ze som pracu vypracoval samostatne s pouzitim uvedenej literattry.

V Bratislave 23. aprila 2010

podpis Studenta



Abstrakt

Praca pojednava o metode kvéizi-maximélnej vierohodnosti, ktora vychadza z tedrie
zovSobecnenych regresnych modelov. Tieto nachadzaji uplatnenie aj v mnohych
oblastiach ekonémie a poistovnictva, predovSetkym v nezivotnom poisteni. Vyhoda
oproti Standardnej metéde maximalnej vierohodnosti je, Ze pri odhadovani neznamych
parametrov nie je nutné poznat rozdelenie pravdepodobnosti pozorovanych nahod-
nych premennych (merani). Potrebna je len znalost vztahu medzi strednou hodnotou
a varianciou merani. V takomto pripade moézeme pouzit metédu kvéazi-maximélnej
vierohodnosti na odhad neznamych parametrov. Praca opisuje niektoré zakladné
vlastnosti odhadu ziskaného metodou kvéazi-maximélnej vierohodnosti a na simulo-

vanych datach vysetruje jeho spravanie sa s rastiicim po¢tom merani.

idové slova: exponencidlna trieda rozdeleni, zovSobecnené linedrne model
K1 , ,

kvazi-vierohodn4 funkcia.



Abstract

The topic of the diploma thesis is the quasi-maximum likelihood method of estima-
tion. This method is based on generalized linear models, which are used in many
areas of economics and insurance, especially in non-life insurance. An advantage of
this method in comparison with the usual maximum likelihood method is no necessity
of exact knowing the distribution of the observed random variables (measurements).
For using the quasi-maximum likelihood method for estimation it is necessary only
to know the relation between the mean and the dispersion of the measurement. In
the thesis are described some properties of the quasi-maximum likelihood estimator

and examined is its behavior with increasing number of measurement.

Keywords: exponential class of distribution, generalized linear models,

quasi-likelihood function.
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Kapitola 1

Uvod

S vyuzitim modelov a metod regresnej analyzy pri vyhodnocovani idajov sa nezried-
ka stretavame aj v roznych oblastiach ekonémie. Napr. (pozri [5]) pri dopravnych
projektoch, kde sa pomocou nich modeluji a analyzuja priebezné néklady uvedeného
projektu. Rozsirenejsie uplatnenie vsak maja v oblasti nezivotného (ale aj zivotného)
poistenia, kde sa takymto sposobom moze modelovat (pozri [1]) napr. zavislost mo-

toristickych poistnych udalosti od veku vodic¢a ¢ modelu auta.

Pri odhadovani neznamych regresnych parametrov regresnych modelov met6dou
maximalnej vierohodnosti je potrebna konkrétna znalost rozdelenia vystupnej (po-
zorovanej) nahodnej premennej. V praxi sa vSak mnohokrat stretavame s pripadmi,
v ktorych rozdelenie vystupnej ndhodnej premennej nepozname, respektive st zname
len uréité zédkladné charakteristiky daného rozdelenia. Uplna znalost rozdelenia je
skor vynimocna. Metdda kvazi-maximalnej vierohodnosti pre odhadovanie neznéame-
ho regresného parametra, ktora je hlavnym obsahom tejto préce, zoslabuje pred-
poklady pozadované v metdde maximalnej vierohodnosti na odhadovanie neznameho
regresného parametra ohladne rozdelenia vystupnej nahodnej premennej, konkrétne
nevyzaduje presna znalost rozdelenia vystupnej nahodnej premennej. Jediny pred-
poklad pre odhad nezndmych parametrov je nezéavislost jednotlivych pozorovani a to,
ze variancia vystupnej ndhodnej premennej je znamou funkciou jej strednej hodnoty.
Toto je dovod, preco ma metdda kvazi-maximélnej vierohodnosti velky vyznam pri

odhadovani nezndmych parametrov.



Cielom predlozenej diplomovej préce je $tadium zovseobecnenych linearnych (re-
gresnych) modelov s moZnostami vyuzitia metédy kvazi-maximélnej vierohodnosti
pri odhadovani neznamych parametrov modelu. Na zaklade simula¢nej sttdie budua
preskiimané zakladné Statistické vlastnosti tychto odhadov pre malé rozsahy vek-
tora pozorovani. Na overenie vhodnosti a presnosti danej metédy bol ako sucast
diplomovej prace vytvoreny program v programovacom jazyku MATLAB, slaziaci k

danému ucelu.

V druhej kapitole, v ¢asti 2.1 charakterizujeme exponencialnu triedu rozdeleni.
Tato trieda tvori zaklad zovSseobecnenych linearnych modelov, opisanych v ¢asti|2.3]
Ich dolezitou sucastou je aj spajajica funkcia definovana v casti[2.2

V tretej kapitole, v ¢asti 3.1} sa venujeme metdéde maximalnej vierohodnosti za
predpokladu, Ze st nam zname vSetky informéacie o danom rozdeleni. V casti sa

zaoberame odvodenim odhadovacich rovnic pre celt exponencialnu triedu.

V stvrtej kapitole, v casti je definovana funkcia kvézi-vierohodnosti a jej
vlastnosti. Sucastou tejto kapitoly, v ¢asti [£.2] je urcenie odhadovacich rovnic pre
kvézi-maximélne vierohodny odhad neznamych parametrov modelu, ako aj opisanie
asymptotickych vlastnosti kvazi-maximalne vierohodného odhadu a testovanie hy-

potéz zaloZenych na tychto vlastnostiach v ¢astiach a[d.4]

V piatej kapitole, v ¢asti[5.1], sa venujeme numerickym metédam k ziskaniu kvazi-
maximalne vierohodného odhadu regresného parametra a to Newtonovmu-Raphso-
novmu algoritmu a jeho modifikicii pomocou Fisherovje informac¢nej matice v Casti

0.2l

V siestej kapitole st v simula¢nej studii porovnané zakladné Statistické vlastnosti
kvézi-maximéalne vierohodného odhadu a adekvatnost jeho pouzitia pre rozne velkosti

poctu pozorovani.



Kapitola 2

Ziovsobecnené linearne modely

2.1 Exponencialna trieda rozdeleni

Zovseobecnené linearne modely vychadzaji z exponencialnej triedy rozdeleni. Téato
trieda rozdeleni je charakterizované Specialnym tvarom distribu¢nej funkcie. Hustota

pravdepodobnostného rozdelenia, ktoré patri do tejto triedy, sa da zapisat v tvare

¥0—b(6)

fly;0,0) = o e W), (2.1)

kde 6 je parameter polohy, a(¢) je parameter skily a c(y, ¢) je tzv. normalizaény
faktor, funkcéne nezavisly od parametra 6 a sluziaci nato, aby integral hustoty bol
rovny 1.

Zdruzent hustotu n nezavislych rovnako rozdelenych (patriacich do exponencialne;j
triedy) pozorovani Y1, Ys, ..., Y, mozeme potom zapisat, ako

n

Fn - uni0,0) = [ fwi: 0, 9). (2.2)

i=1
V pripade diskrétneho rozdelenia zodpoveda hustote pravdepodobnostna funkcia a

([2.1) je v tvare

Y 0—b(0)

—b
f(yka 97 ¢) =e @ e_C(yk7¢)7 k= ]-7 27 et (23)

Do exponencialnej triedy rozdeleni patri aj Poissonove rozdelenie. Pre ukézku

prepiSeme jeho pravdepodobnostnu funkciu do tvaru (2.3). Pravdepodobnostna funk-



cia Poissonového rozdelenia mé tvar

eﬂﬂyk

: (2.4)

kde yp, = (k—1),k=1,2,... .

Stredné hodnota nahodnej veliciny Y, ktora ma Poissonovo rozdelenie ([2.4)) je rovna

E(Y) = p € (0,00) (2.5)
a jej variancia
var(Y) = p. (2.6)
Kratkymi dpravami dostaneme
Flyp; o) = Ve —me=In () (2.7)

In —
Yk il") #6_ lnF(yk-i-l)

, (2.8)

=€

pricom I'(y) je gamma funkcia.

Poissonovo rozdelenie teda patri do triedy exponencialnych rozdeleni s parametrami

0 =1Inp (2.9)
b(0) = (2.10)
a(¢) =1 (2.11)
c(yr: ¢) = InT(yy + 1). (2.12)

Dalsie rozdelenie patriace do tejto triedy je Bernoulliho rozdelenie s pravdepodob-

nostnou funkciou

Flyes 1) = p# (1 — p)' =%, (2.13)
kde yp, = (k—1), k=1,2.
Stredné hodnota nahodnej veli¢iny Y s Bernoulliho rozdelenim pravdepodobnosti je

rovné

E(Y)=pe (0,1) (2.14)

a variancia

var(Y) = u(1 —pu) € (0,1). (2.15)



Opét, jednoduchymi tpravami dostdvame pravdepodobnostnii funkciu Bernoulliho

rozdelenia v tvare (2.3))

flyes ) = e e i, (2.16)
kde
0 —In—t—
— 1
b(0) = —In (1 — p),
a(¢) =1,
c(yr, ¢) = 0. (2.17)

Do exponencialnej triedy rozdeleni patria taktiez aj iné, ¢asto pouzivané rozdele-
nia, ako st napriklad:

1. binomické rozdelenie s pravdepodobnostnou funkciou

n _
fly;n,p) = (y)py(l—p)” v y=0,1,2,...,n, pe(0,1), (2.18)

so strednou hodnotou

E(Y)=mnp (2.19)
a varianciou
var(Y) = np(1 — p); (2.20)
2. gamma rozdelenie s hustotou
flyik,0) =y o y, k>0 (2.21)
) b (bkF(k;> b ) b ) M
so strednou hodnotou
EY)=ko (2.22)
a varianciou
var(Y) = k¢ (2.23)

3. inverzné Gaussove rozdelenie s hustotou

A 3 “Ay—p)?
flys s A) = (27@3) e 2%y, A>0, (2.24)



so strednou hodnotou

a varianciou

4. geometrické rozdelenie s pravdepodobnostnou funkciou

fly;p) =1 —p)p, y=0,1,2,..., pe(0,1),

so strednou hodnotou

a varianciou

5. negativne binomické rozdelenie s pravdepodobnostnou funkciou

s = ("I )@ v=012e s 0pe ),
so strednou hodnotou
vazrlfp
a varianciou
p
var(Y) = 7‘(1 mpry

6. normélne rozdelenie s hustotou

L % yeRueR >0
(& 20 s , 0
oV 2w Y H

fly;p,0%) =

so strednou hodnotou

a varianciou

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



2.2 Spajajuca funkcia

Velmi dolezita sucast zovSeobecnenych linearnych modelov je aj spajajuca funkcia
(v anglickej literature oznacovana, ako link function) g(-), ktora je vo v8eobecnos-
ti nejakou vhodnou diferencovatelnou a invertovatelnou funkciou strednej hodnoty

nahodnej veli¢iny Y, pricom plati

g(EY)) =g(p) =n. (2.36)

Téato funkcia zabezpecuje zahrnutie informécie z tzv. kovariatov (vysvetlujicich pre-
mennych) do modelu a je vyjadrend, ako linedrna kombinécia tychto kovariatov a

neznameho vektora parametrov modelu 3 v tvare

n=xp. (2.37)
Tux = (21, 22,...,x,) je znamy vektor kovariatov. V pripade n pozorovani (merani),
teda nahodnych veli¢in Y7, Y5, ..., Y, dostdvame n rozmerny vektor

9(E(Y1))
9(E(Y2))

n=(N,"M ) = , = X, (2.38)
9(E(Yz))

kde znama n x p matica X je tzv. matica planu a x;’ = (@1, T;2, . . ., Tip) je -ty riadok

matice X.

Kazdé zo spomenutych rozdeleni ma tzv. kanonicku spajajucu funkciu. Této
opisuje "priamy" vztah medzi n a strednou hodnotou p. Kanonicka spajajtca funkcia
sa da jednoducho odvodit pri prepise hustoty jednotlivych rozdeleni do vSeobecného

tvaru v exponencialnej triede rozdeleni. Jej tvar je potom nasledovny

0=g(p)=n (2.39)

Vidime, Ze napr. pri Bernoulliho rozdeleni je

il
I—p

0 =1In (2.40)
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a teda kanonicky tvar spajajucej funkcie je v tomto pripade

il
IL—p

I (2.41)

Tato funkcia sa nazyva aj logitova (logit function) spajajuca funkcia. V pripade

Poissonovho rozdelenia je tvar kanonickej spajajucej funkcie (tzv. log link) nasledovny
g(p) =Inp=n. (2.42)

Spajajuca funkcia je teda nejakou jednoduchou funkciou strednej hodnoty. V

dalsej analyze vSak zvicsa budeme vyuzivat inverziu spajajucej funkcie v tvare

p=g"n). (2.43)

2.3 Zovseobecnené linearne modely - GLM

Zovseobecnené linearne modely, v anglickej literatiire nazyvané generalized linear
models (GLM), prvy krat predstavené Nelderom a Wedderburnom v roku 1972 v
¢lanku [I0]. Boli zavedené s cielom zjednotit rozne regresné modely do jednotného
celku. V skutoc¢nosti predstavuji zovSeobecnenie klasickych linearnych modelov, v
ktorych sa parametre odhaduji metdédou maximalnej vierohodnosti, teda ak pred-
pokladame, Ze vektor nameranych hodnot y = (y1,¥2,...,ys) je realiziacia ndhod-
ného vektora merani (pozorovani) Y = (Y7,Y5,...,Y,)", ktorého jednotlivé zlozky
st navzajom nezavislé, norméalne rozdelené so strednou hodnotou E(Y) = p =
(1, phoy - - - fn)" a konstantnou disperziou o2 Dalej sa predpoklada, ze vektor stred-

nych hodnot p sa da vyjadrit ako linearna kombinacia mensieho po¢tu neznamych

parametrov 3y, B2,...,3,, kde p <n, a sice
= Xp,
kde X je zndma (n x p)-rozmernéd matica a 8 = (51, (2, . .., 8p)". Prave upustenie od

predpokladu normality vystupnej premennej Y spolu so skuto¢nostou, Ze linearna
kombinacia parametrov 3y, 3, ..., 3, nemusi byt rovna strednej hodnote p, ale len

nejakej znamej funkcii tejto strednej hodnoty, konkrétne
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x;ﬂ:g(,ui), i=1,2,...,n

kde X, je i-ty riadok matice X, charakterizuje roziirenie klasickych linearnych modelov
na celi triedu zovSeobecnenych linearnych modelov. ZovSeobecnené linedrne modely

st potom urcené nasledujicimi vlastnostami:

1. jednotlivé pozorovania vy, ys, . . . , Y, S realizaciami navzajom nezéavislych nahod-
nych premennych Yi,Ys,...,Y,, kde kazdé Y;, i = 1,2, ..., n, pochadza z expo-

nencialnej triedy rozdeleni definovanej v casti [2.1

2. vztah medzi linearnou kombinaciou parametrov i, 3s, ..., 3, a strednou hod-
notou E(Y;), i =1,2,...,n je ur€eny znamou spéjajucou funkciou definovanou

v casti[2.2]

Takéto zjednotenie mnohych linearnych modelov pod jeden celok nam nasledne
umoznuje vytvorit spolo¢ny postup pri analyze tudajov pochadzajucich z réznych
rozdeleni spliajicich vyssie uvedené predpoklady. Tento postup méa mnohé vyhody
najma pri tvorbe algoritmov na odhadovanie neznamej hodnoty parametrov

B, B2, ..., By, ale taktiez pri Statistickom odvodzovani zéverov pre takto ziskané

odhady.



Kapitola 3

Odhad parametrov GLM pomocou

funkcie vierohodnosti

3.1 FIML odhadovacie rovnice pre zovseobecnené

lineArne modely

Na tvod uvedieme priklad odhadu neznameho parametra v pripade, ze méame tplnt
informaciu o vystupnej premennej. Tento pristup sa nazyva aj FIML (full information
maximum likelihood). V takomto pripade ma metéda maximélnej vierohodnosti

nasledujtce kroky:

1. zvolit rozdelenie vijstupnej premennej - meranej (pozorovanej) ndhodnej veliciny

Y;

2. napisat zdruZené rozdelenie pre mnoZinu navzdjom nezdvislych nahodnijch velicin

)/17)/27"'7Yn7.
3. urcit funkciu vierohodnosti;

4. parametrizovat funkciu vierohodnosti v zmysle linedrnej kombindcie kovaridtov

X a s nimi zdruZenymi koeficientmi nezndmeho parametra 3;

12
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5. urcit rozsah restrikcii pre koeficienty nezndmeho parametra 3 v strednej hodnote

a variancii pre zvolené rozdelenie;
6. napisat odhadovacie rovnice pre ziskanie odhadov neznamych parametrov.

Bohuzial, odhadovacie rovnice si vo vacSine pripadov tazko analyticky rieitelné, a
preto sa k ziskaniu realizidcie odhadov neznamych parametrov pouzivaju roézne nu-
merické metody (napr. Newtonova-Raphsonova, alebo tzv. Fischerova-skorovacia

(Fischer scoring)).

Pre vystupnt premennt, ktora spliia Bernoulliho rozdelenie vyzeraju uvedené
kroky nasledovne

1. zvolit rozdelenie vistupnej premennej -

Y ma Bernoulliho rozdelenie, ak nadobtuda hodnoty y; = 0 a y, = 1 s pravdepodob-
nostami

P{Y =y} =P{Y =0}=p
P{Y =y} =P{Y =1}=1—-p. (3.1)

Y ma teda pravdepodobnostni funkciu

flysp) =p"(1=p)'™, w=k-1k=12, (3.2)
kde p € (0,1) a
EY)=p=p
var(Y) = p(1 — p). (3.3)

2. napisat zdruZené rozdelenie pre mnoZinu navzdjom nezavislijch merant, pozorovant,

teda ndhodnyjch velicin Y1,Ys, ..., Y, -

majme Y1,Ys,...,Y,, kde Y; ma Bernoulliho rozdelenie pravdepodobnosti s parame-

trom p;, ktoré su nezéavislé. Zdruzena pravdepodobnostna funkcia je

n
Py

iln In(1—p;
f(ylay27‘"7yn;p17p27"'7pn):Hey (l_pi)+ ( p). (34)
i=1
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kde p; € (0,1) i=1,2,...n.

3. wurcit funkciu vierohodnosti -

funkcia vierohodnosti je zdruZena pravdepodobnostna funkcia (3.4), pricom
Y1, Y2, - - -, Y POvazujeme za dané Cisla a parametre (v tomto pripade pi,ps, ..., pn)

za nezname veli¢iny

n

ln (L2 In(1—p;
L(p17p27"'7pn;y17y27"'ayn>:Hey (17Pi)+ « p)' (35)

i=1
V tomto pripade mézeme jednoducho nahradit p; = p; a dostavame

n

iin(£4 n(1—p;
L(HJLPQ;'~->,Uvn;y1>y2a~--7yn) _ Heyzl (1*“¢)+l (1 #). (36)

i=1

V praktickych vypocétoch sa vsak castejsie vyuziva logaritmus funkcie vierohodnosti

dany

n

i=1 v

4. parametrizovat funkciu vierohodnosti v zmysle linedrnej kombindcie kovaridtov X

a s nimi zdruzenych koeficientov nezndmeho parametra 3 -

ako sme spomenuli v ¢asti[2.2] kanonicka spajajuca funkcia pre Bernoulliho rozdelenie
je
1
=In .
9(1) -

Pre zjednodusenie vypoctov a pre ukadzku odvodenia odhadovacich rovnic pomocou

inej, ako kanonickej spajajucej funkcie zavedieme tzv. identicka spajajucu funkciu
tvaru

9(p) = p- (3.8)

Vo vSobecnosti plati

g(ﬂz):nzzxiﬂ7 221,2,7717 (39)
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kde
Ti1
L2
Xi = . (3.10)
Lip
je znamy i-ty riadok matice X a
ﬁ: (61762)"'75})), (311)

je neznamy vektor parametrov modelu. Po zavedeni kovariatov a neznameho vektora

parametrov do modelu dostavame

n

i=1
5. urcit rozsah restrikcit pre koeficienty B v strednej hodnote a variancii pre zvolené

rozdelenie -

pre spajajucu funkciu (3.9) vSak nesmieme zabudnit na dalsiu podmienku, kladent

na odhadovany parameter 3, a to, ze
x,3 € (0,1) i=1,2,...,n. (3.13)

6. napisat rovnice pre ziskanie odhadov nezndmych parametrov -

derivéciou [ podla jednotlivych G, k = 1,2, ..., p aich poloZenim rovnym 0. RieSenim
tychto rovnic je realizacia maximalne vierohodného odhadu parametra 3, ak rieSenie

padne do parametrického priestoru urcéeného v (3.13]). Pocitajme

oo
o1 OB

+ yaln(xo1f1 + T22fs . .. + x9p0p) + (1 — y2)In(l — 29101 — x220a ... — X9y 0,)+

y1ln(901151 + 21905 ... +$1p5p) + (1 - yl)ln(l — 110 — 21202 ... — $1p5p)+

+ ynln(Tn1 B1 + Tn2fa . . -+ TppBy) + (1 —yn)In(l — 21 By — Tp2fa . .. — Tppfy) (3.14)
L1

X1'5

—Z11
+(1- yl)m+

:yl
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T2 —T21
1— e
+y2><2’6 + ( y2)1—xl’6+
Tn1 —Tn1
n——t+ (1 = yp) ——— 3.15
T T wTT 3 (3.15)

- Yi -y
> (55T w0s) ™ 10
Rovnako potom

ol = i 1=y
_Z<y__ y)%:o j=1,2,...,p. (3.17)
=1

B pi 1= g

Rovnice ([3.17)) st odhadovacie rovnice pre parameter 3 v Bernoulliho rozdeleni. Tak-

7

to ziskany odhad (ak patri do patri¢ného parametrického priestoru) sa nazyva maxi-

mélne vierohodny odhad (FIML metoda).

3.2 LIML odhadovacie rovnice pre zovSeobecnené

linearne modely

Ako sme spominali, FIML metéda predpoklada tuplni znalost rozdelenia vystupnej
premennej, ktora vsak, v mnohych pripadoch, neméme k dispozicii. Preto je vhodné
uvazovat metdédu maximalnej vierohodnosti s obmedzenou informéciou o vystupnej
premennej. Tato metéda nepredpoklada znalost tplnej informacie o rozdeleni obser-
vovanej nahodnej veli¢iny Y, teda jej hustoty, respektive pravdepodobnostnej funkcie.
V literatire (napr. [3]) je oznacovana ako limited information maximum likelihood
(LIML) a predpoklada len, Ze rozdelenie pravdepodobnosti pozorovanej nahodnej

veli¢iny Y patri do exponencialnej triedy rozdeleni.

Exponencialna trieda rozdeleni mé uz spominant hustotu tvaru

y6—b(6)

f(y7 97 (ZS) =€ a(e) e*C(yﬂb),

pricom (pozri napr. [3], [2], resp. [6])

EY)=""=pu (3.18)
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a
2b(6
var(Y) = 880(2 )a(¢) (3.19)
Pre lepsiu prehl'adnost zavadzame
9%0(0
O) _ v, (3.20)

06?

kde V(1) je znama funkcia. Variancia nahodnej premennej Y je teda znamou funkciou
jej strednej hodnoty p a parametra skaly a(¢), ktory povazujeme za konStantny,

pricom moze byt aj neznamy.

Zdruzena hustota pre n nezavislych pozorovani Y1, Y, ..., Y, vyzerd nasledovne
- i9:=0(05) _ (..
f(ylvaJ"‘7yn;017927"‘70n7¢) - Hey a(¢) (yz’¢), (321)
i=1

a funkcia vierohodnosti je

n ¥i0i=b(0;1) _ ...
L(91’927'"70na¢;y1ay27"'7yn) :He a(@) (yﬂ(ﬁ)- (322)
i=1
Je to funkcia 6,,6,,...,0, a ¢ pri znamych realizaciach yi,vs,...,y, nadhodnych

velicin Y7, Yo, ..., Y.

Zavedenie linearnej kombinécia kovariatov a neznameho vektora parametrov x;'3,
i =(1,2,...,n) do tohto modelu tak, ako v predoslej casti by zna¢ne komplikovalo

dalgie vypocty, a preto ich zavedieme neskor, priamo do odhadovacich rovnic.

Logaritmus funkcie vierohodnosti méa teraz tvar

— [y — b(0;

l(gly e?a s 79717 Qb, Yy .- 7yn) = Z [W() + C(yia gb) . (323)
i=1
Oznacme
— = 3.24
9~ a0 320
Vyuzitim (3.18]), teda toho ze b'(6;) = p; dostavame

o _yi—ti (3.25)

00; a(o)
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Po zavedeni linearnej kombinacie kovariatov a prislusného vektora neznamych para-

metrov 3 do modelu ziskame odhadovacie rovnice nasledovne

ol
eh

kde pouzitim "retazového pravidla" pre derivovanie dostavame

- —1,2,....p. 5

=0 r=12,...,p, (3.26)

Nahradenim
ol Yi —
— 3.28
00; a(gf)) ’ ( )
00; 00; 69?
a0 T 0)  2h(0N
Ol #i) 0%b(0;)
1 1
= = = ) (3.29)
92b(0; .
Tt V)
on; .
5, = Ty (3.30)
dostéavame

N =~ Yi— ((M) .
SN Yo (O —1.2,....p. 3.31
9p; ; a(@)V (i) \om; ) " / (331

Vseobecné LIML odahodvacie rovnice pre exponencialnu triedu rozdeleni teda vy-
zeraju nasledovne

Ol x~ i~ M (%

06; = a(9)V (i) 877i> v J p (3.32)

Ziskali sme v8eobecné odhadovacie rovnice pre celt exponencidlnu triedu
rozdeleni na odhad B neznameho parametra 3. Stredné hodnota p je parametrizo-
vana pomocou 1 = x'(. Dalsou podmienkou je znalost variancie odhadu, ktora je
znamou funkciou strednej hodnoty. V nej sa objavuje aj parameter a(¢), ktory nie
je priamo potrebny na analyzu, a teda ho moézeme povazovat za doplnkovy (v GLM
literature sa niekedy nazyva aj ako disperzia). Autori v [7] navrhuji odhadovat tento

parameter pomocou momentovej metody, ako

a(d) = — Z(y"_’%i)z, (3.33)




19

kde n je pocet pozorovani, p je dimenzia neznameho vektora parametrov 3 a [i; =
g7 (1) = x|B.

Okrem tejto variancie zovSeobecnené linedrne modely (GLM) charakterizuje uz
spominané spajajuca funkcia. Zvolenim spravnej spajajucej funkcie, t.j. takej, ktora
zabezpe¢i spravne obmedzenia na strednt hodnotu a varianciu, nam hladanie op-
timalneho rieSenia (spravny odhad parametra 3) ,podla [4], nebude robit Ziadne
vacsie numerické problémy. VolIba inej, nie vhodnej spajajicej funkcie, ktora priamo
nezabezpeci spravne ohranicenia na strednit hodnotu a varianciu, nam do urcitej
miery skomplikuje odhadovanie neznameho parametra (3. NaSe rieSenie moze v
takomto pripade pochadzat z oblasti, kde je variancia zaporna, respektive nedefi-
novand. Ak si napr. zvolime Poissonov model, kde E(y) = Var(y) = p st kladné a

zavedieme identicka spéajajicu funkciu

xiB=mn =g() =p  i=12...,n, (3.34)

nebudeme mat zabezpefené spravne ohranicenia (pretoze xi3 € (—o0,00), i =
1,2...,n). AvSak zavedenie dalsieho ohrani¢enia (v tomto pripade x{3 > 0, i =

1,2...,n) nam zabezpedi spravnost najdeného rieSenia.



Kapitola 4

Odhad parametrov metédou

kvazi-maximalnej vierohodnosti

4.1 Funkcia kvazi-vierohodnosti

Kym v metéode FIML sa predpokladé konkrétna znalost rozdelenia, v metéde LIML
je len predpoklad toho, ze pozorovania pochadzaju z exponencidlnej triedy rozdeleni.
Toto st vo vSeobecnosti silné predpoklady, pricom este aj nasa domnienka o rozdeleni
vystupnej premennej moze byt ¢astokrat mylna. Preto autori [11] vo svojich avahach
upistaju od znalosti rozdelenia vystupnej premennej a na zaklade postupov uve-
denych v predoslych sekciach definuju tzv. funkciu kvazi-vierohodnosti (v anglicke;

literature oznacovana ako quasi-likelihood function). Jedinymi podmienkami si

e predpoklad vzidjomnej nezavislosti jednotlivych pozorovani

e varianca je znamou funkciou strednej hodnoty (az na konstantu).

Toto st jednoznacne slabsie predpoklady, ako pri predoslych odvodzovaniach odhado-

vacich rovnic.

Majme teda nezavislé pozorovania Y7, Ys, ..., Y, s prislusnymi strednymi hodnota-

mi p;, @ = 1,2,...,n, azndmou variancnou funkciou V(u;), kde var(Y;) = a(¢)V (1;).

20



21

Dalej predpokladajme, ze

g(ftn)

kde ¢(-) je znama spajajuca funkcia. Potom, pre kazdé pozorovanie definujeme

funkciu kvéazi-vierohodnosti Q;(y;, p1;) vztahom (pozri [10])

a@i(yia Mz’) Yi — M

= , (4.2)
O V(ui)a(o)
respektive (pozri [3])
Qo) = [ B + £ (143)
Zdruzena funkcia kvazi-vierohodnosti pre n nezavislych pozorovani Yi,Ys,...,Y,, je
potom dana vztahom
Q - Ql(}/b/“Ll) + Q2<}/27 :U’Q) Tt Qn(Yna ,U"n) - ZQZ (44)

i=1
Zavedenim kovariatov a prislusného vektora neznamych parametrov 3 do modelu
ziskame funkciu kvéazi-vierohodnosti pre parameter 3, ktorej derivacia podla (3 je

pre kazdé pozorovanie ¢ = 1,2, ...,n dana vztahom

aQ-: Yyi — i Opi
B~ V(pi)a(¢) OBy

a teda derivacia zdruzenej funkcie kvazi-vierohodnosti pre n nezavislych pozorovani

k=1,2,....p (4.5)

Y1,Ys, ..., Y, podla parametra (3 je

0 - Yi — i O
e i = k=1,2,...,p. 4.
95 2= T 2 Vo, TR (46)

)

Teraz je zrejmé, ze ak predpokladame, ze hustota, resp. pravdepodobnostna funk-

cia pozorovanej vystupnej premennej patri do exponencialnej triedy rozdeleni, tak

(4.6) prechadza na (3.31)).
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4.1.1 Vlastnosti funkcie kvazi-vierohodnosti

Nech Q; = Q;(yi, i) je danéa v (4.2)), resp. (4.3). Predpokladajme, Ze u; je vyjadrena

ako funkcia parametrov 3y, s, . . ., 3,. Potom @); ma nasledujuce vlastnosti (vid [11])
0Q;

' E =0 4.7

() (52) o (@.7)

¢o vyplyva priamo z definicie funkcie kvazi-maximélnej vierohodnosti;

0Q;

1 E =0 4.8

(Z/L) ( 8/63 ) Y ( )

¢o dostavame vyuzitim "retazového pravidla" pre derivovanie

0Q; - (8@') ((M) — 0
aﬁs B 6#1 aﬂs o

i) B (858 aﬁt) - (aﬁsaﬁt) ~wovimogon &Y

pretoze plati

P> <3Qi 3Qi) B (an')Q Op; Op _ B { (y — wi)? } Opi O
0B, 0B, Opi ) 0B 0, (a(@)V (w:))?] 0Bs OB

1 Opi Opi

a(@)V (1) 085 05

(5595) = los Lt o
E<8ﬁs86t =155 Valo)V () 05,

e () e

a tiez

a(¢) 9B \ V(1) 9B (1) 985 OB,
_ 1 O Op
= AV () 00, 05, 410

z ¢oho Tahko dostéavame (4.9));

w (g ) = @5) = T (41D

lebo (4.11)) je iba $pecidlnym pripadom (4.9)).

Poznamenajme, ze vSetky spominané vlastnosti funkcie kvézi-vierohodnosti st
zhodné s vlastnostami funkcie vierohodnosti v pripade znameho rozdelenia vystupnej

premenne;j.
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4.2 Kvazi-maximalne vierohodny odhad

Odhadovacie rovnice na ziskanie odhadu 3 neznameho regresného parametra 3 meto-
dou kvazi-maximalnej vierohodnosti dostaneme rovnakym postupom, ako pri meto-

dach LIML a FIML, a teda zo zdruZenej funkcie kvézi-vierohodnosti (4.6)) pre n

nezavislych pozorovani Y, Ys,...,Y,, a to
0 i Q =0 k=12 (4.12)
8/8k — (] _ - - ? PR ?p7 *

¢o je ekvivalentné s vyrazom
Z Mz O
V aﬁk

Opét, rovnako ako v kapitole , odhadovacie rovnice (4.13) st v mnohych pri-

=0 k=12,...,p. (4.13)

padoch analyticky tazko spocitatelné, a preto sa k ich rieSeniu vyuzivaju numerické
metody, z ktorych dve (najéastejSie pouzivané) su popisané v kapitole .

Odhad a(gg) mozeme dosiahnut rovnakym spoésobom ako pri metdéde FIML, re-
spektive LIML pomocou vzorca .

4.3 Asymptoticka nevychylenost a asymptoticka nor-

malita kvazi-maximalne vierohodného odhadu

Pre odhady regresného parametra 3 ziskaného pomocou funkcie kvazi-maximalnej
vierohodnosti platia rovnaké asymptotické vlastnosti ako v pripade odhadov ziskanych
metédou maximalnej vierohodnosti. St to asymptotickd nevychylenost a asymp-

totickd normalita (pozri [9], alebo [6]). Teda

B~ NI[B,(XWX)], (4.14)

kde

_ 1 O ? _ i
)= et (o) Wy =0 70 4D



24

Da sa ukazat (pozri []), ze (s,t)-ty prvok asymptotickej kovarian¢nej matice kvazi-

maximalne vierohodného odhadu parametra 3 je rovny

o et [ (9Q Q] ?Q \1'' _
Uar(ﬁ)s,t—(XWX)stl_{E (8@8_@)} _{_E (3@3@:)} B

= a(¢) [Z ( 8m>i e Zt] . (4.16)

i=1

Tato matica je zrejme funkciou parametra ¢, ktory je vo vacsine praktickych tloh
neznamy. NavySe v pripade, ak spajajica funkcia g(-) nie je identicka, je tato kova-
rian¢na matica aj funkciou neznameho vektora parametrov 3. Preto je ¢asto potrebné
odhadovat i tato kovarianéni maticu. V kapitole o] si uvedené niektoré standardne

pouzivané odhady kovarian¢nej matice (4.16)).

4.4 Testovanie hypotéz

Na zaklade spomenutych asymptotickych vlastnostiach kvazi-maximalne vierohod-
ného odhadu (4.14) moézeme teraz testovat hypotézy ohladne regresného parametra
B, konkrétne hypotézy o linearnej kombinacii K'8, kde K je znama p x k matica
plnej hodnosti. K tomu nam slazi tzv. test waldovského typu (pozri napr. [§]), v

ktorom na testovanie hypotézy
Hy : K'3 = m, kde m je zndmy k-rozmerny vektor
mozeme pouzit testovaciu Statistiku v tvare
Wald = (K'8 — m)'(K'(X'WX)"'K)(K'8 — m). (4.17)

Tato statistika mé za platnosti nulovej hypotézy chi kvadrét rozdelenie s k& stupnami

volnosti. Testovanu hypotézu H, potom zamietame na hladine vyznamnosti «, ak
Wald > xi(1 — ), (4.18)
kde x2(1 — ) je (1 — «) kvantil chi kvadrat rozdelenia s k stuptiami volnosti.

Zial’, ako bolo poznamenané uz v predchadzajucej kapitole, kovarianénéd matica
(X'WX)~! je casto neznama a preto sa vo vztahu (4.17) nahradza jej odhadom.

Vhodnostou pouzitia takejto aproximacie sa zaobera kapitola [6]



Kapitola 5

Algoritmy na vypocet
kvazi-maximalne vierohodného

odhadu

5.1 Newtonova-Raphsonova metéda

Jedna z najuzivanejsich metod na ziskanie odhadu parametra 3 je Newtonova-
Raphsonova metoda. Tato metdda najdenia nulovych bodov danej funkcie je zalozena
na rozvinuti funkcie do Taylorovho radu. V naSom pripade rozvijame funkciu kvazi-

maximalnej vierohodnosti. V d'alSom postupe budeme uvazovat p-rozmerny vektor

_9Q _ aQ ‘%? A
a (p X p)-rozmerni maticu
0? 0?
Qﬁﬁ' aﬂ%” {Qﬁﬁ }z] a5; gﬁ] (5'2)
NaSim cielom je rieSenie rovnice
Qp(B) =0, (5:3)

¢o st odhadovacie rovnice (4.13) pre odhad parametra 8. Rozvinutim ((5.3)) do Tay-

lorovho radu okolo (vhodnej) startovacej hodnoty 3(*) dostavame

0=0Qs(B) +(B—-BNQps(BY) +.... (5.4)

25
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Zanedbanim ¢lenov druhého a vyssich radov Taylorovho radu dostaneme rovnost
0~ Qs(B) + (8- B")Qps(B). (5.5)
Riesenim || pre dant startovaciu hodnotu 3 dostavame
(0) CN. ©
B~B" —{Qss(B”)}  Qa(B). (5.6)

V r-tej iteracii ziskame odhad vektora parametrov 3 (teda B = B(T)) Newtonovou-

Raphsonovou metoédou, a sice

B = 870 — {Qap(B )} Qa8 Y) =

B0 =0+ {38} Qe(8Y), (5.7)
S je dané vztahom
62
(S}, = _Wgﬁt, (5.8)

pricom @ je definované v (4.4)).

Odhadom kovariantnej matice takto ziskaného odhadu 3 je podla [3]

—_——

wr(B)={s(3)} . 59)

v ktorom a(¢) odhadujeme pomocou vztahu (3.33)).

Upravujme este dalej

9*Q _ii (i) {yi—/u (8“’&)3:‘ } _
800 1 a(¢) \ 95, Vi) \Oni )"

—g—ZjV(/vw)—(yi—m)ag—gf)am yi — i O (6;%)] L

V()2 O, V() 96 \ o,

s Vi(p)? 08 Oni V(i) 0B \ 9B o

Y vt () -
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o (3) 25— v (5 f| e o0

Najtazsim krokom v (5.7)) je podla [4] vypocet matice druhych derivacii (5.2)).

Tato matica sa nazyva hessian. Na vypocet odhadov ,B v8ak mozeme pouzit aj ina
metodu, pricom v nej nepouzijeme priamo hessian, ale tzv. Fischerovu skérovaciu
maticu . V literature sa tato metéda nazyva aj IRLS (Iteratively Reweighted
Least Squares). Hoci za urcitych (dost vSeobecnych) podmienok su tieto dva al-
goritmy na rekuretny odhad parametra ekvivalentné, aj tak sa moézu medzi tymito
odhadmi objavit malé nezrovnalosti, sposobené rozdielmi v Startovacej hodnote a

rozdielnou mierou konvergencie. Obe metddy sa vSak asymptoticky rovnaju (pozri

4)-

5.2 IRLS metoda

Majme Newtonov-Raphsonov algoritmus na rekuretny vypocet kvazi-maximélne viero-

hodného odhadu parametra 3

oQ

B = g1 4 [S(gr—)} Pr Gk

(5.11)

pozri (5.7). Ind metoda na vypocet tohto odhadu je tzv. Fischerova skorovacia
metoda, v ktorej sa ¢len S(BU~Y) nahradi jeho strednou hodnotou E (S(8"~Y)).

Dostévame

/B(T) ﬁ(T 1)+{E( IB(T 1) )}7 aﬁ((if?—l)

Vyuzitim vztahu var(Y;) = E {(Y; — p;)*} = V(1;)a(¢) dostavame (pozri(4.16]))

B (9P [0Q0QN
{F},,={E(S)},,=—F (aﬁsaﬁt) =k <8ﬁsaﬂt> N

Z Vo005 25 \ow), Vg O

Odhadom kovarian¢nej matice odhadu 3 je podla [3]

(5.12)

var(B) = {F(ﬁ)}l, (5.14)
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ktorej (s,t)-ty prvok je definovany v (5.13) a a(¢) odhadujeme pomocou vztahu
B.33).



Kapitola 6

Simulac¢na studia

V tejto casti prace sa zameriavame na charakterizaciu zakladnych Statistickych vla-
stnosti kvazi-vierohodného odhadu neznameho vektora parametrov 8 vzhladom na
zvySujuci sa rozsah poc¢tu pozorovani. Konkrétne st na zéklade simulovanych hodnét
spoc¢itané empirické hladiny vyznamnosti testu popisaného v casti pricom kova-
rianén maticu odhadu 3 povazujeme za neznamu a vo vztahu je nahradena

skutocna kovariannd matica odhadu 3 jej odhadom (5.14)).

6.1 Generovanie idajov

Predpokladajme, Ze
Wi = exiﬁ, (6.1)

kdei = (1,2,...n), x; je znamy vektor kovariatov a 3 je neznamy vektor parametrov.
Nech
Y:* ~ Po(p;), i=1(1,2,...n), (6.2)

st navzajom nezavislé. Polozme

Y, =Y, (6.3)

kde c je nejaka, vopred urc¢ena konstanta. V takomto pripade rozdelenie Y; nepatri

medzi Standardné zname rozdelenia, avSak vieme, ze
E(Y;) = cpi (6.4)

29
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var(Y;) = Fvar(Y;") = (u;). (6.5)

Tymto st splnené podmienky uvedené v casti a to, ze jednotlivé pozorovania si
navzajom nezavislé a varianca kazdého pozorovania je znamou funkciou jeho strednej
hodnoty (az na konstantu). Odhad neznameho vektora parametrov 3 z realizacii y;
nahodnych premennych Y; méZzeme v tomto pripade ziskat metdédou kvéazi-maximélne;j

vierohodnosti.

Program ne generovanie takychto tudajov, skonstruovany v programovacom jazyku

MATLAB je uvedeny v prilohe.

6.2 Empirické hladiny vyznamnosti

V programovacom jazyku MATLAB bol vytvoreny aj program k ziskaniu odhadu
vektora parametrov 3 pomocou IRLS metédy popisanej v Casti Tento program
je uvedeny v prilohe. Jeho vystupom je okrem uz spominaného kvazi-maximalne
vierohodného odhadu 3 aj odhad kovariancénej matice B definovany vztahom (5.14).
Nasledne boli pre rozne pocéty pozorovani n spocitané na zaklade 10000 opakovani

(metodou Monte Carlo simulécii) empirické hladiny vyznamnosti testu hypotézy
Hy :K'B8=K'3,,
pomocou testovacej Statistiky

-1

Waldx = (K'B - K'B,) (K'(X'WX) K)™(K'8 — K'8,). (6.6)

—~— —1 - —1
kde (X’'WX) = {F(ﬁ)} definované vztahom (5.14f). Tu sme podla casti

predpokladali, Ze za platnosti hypotézy méa Wald i chi kvadrat rozdelenie s £ stupna-
mi volnosti a teda testovani hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti a ak
Waldr > x3(1 — «). Ziskané vysledky st uvedené v nasledujucom texte. Test

sme realizovali tak, ze za B, sme polozili "spavnu" hodnotu parametra 3.
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6.3 Vysledky simulac¢nej studie

Priklad 1.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (1,2,...,n). Pre znamu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (1,2)’ tak, aby po; = exiﬁO, i =(1,2,...n). Dalej sme podla pre
konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zéklade takto ziskanej realizacie y
sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne
testovali hypotézu H, z casti na hladine vyznamnosti o = 0, 05 v pripade roznych

tvarov matice K. UvaZovali sme

o (00) (o) (o) e (11) e (1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy Hy z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=>5 0,1764 0,1344 0,1350 0,1347 0,1336
n = 10 0,0958 0,0759 0,0781 0,0792 0,0781
n = 20 0,0762 0,0635 0,0665 0,0657 0,0673
n = 50 0,0615 0,0536 0,0526 0,0518 0,0524

n = 100 0,0553 0,0518 0,0520 0,0511 0,0521
n = 1000 0,0468 0,0471 0,0470 0,0471 0,0461

Tabulka 6.1: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti o = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 1.
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Priklad 2.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (0,1;0,2;...;0,1n)’. Pre znamu strednt hodnotu p, sme na zaklade (6.1))
urc¢ili maticu X pre 8, = (1,2)" tak, aby ug = ex;ﬁO, i = (1,2,...n). Dalej sme
podla pre konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zaklade takto ziskanej
realizacie y sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov
B a nasledne testovali hypotézu H, z casti na hladine vyznamnosti a = 0,05 v

pripade réznych tvarov matice K. Uvazovali sme

(0] e (o) (0] ke (1) e (1),

V tabulke [6.2] st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z

z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=2> 0,2086 0,0768 0,0763 0,0728 0,1286
n = 10 0,1120 0,0919 10,0939 0,0905 0,0748
n = 20 0,0780 10,0654 0,0652 0,0649 0,0617
n = 50 0,0595 0,0514 0,0569 0,0589 0,0562
n = 100 0,0571 0,0545 0,0567 0,0550 0,0532

n = 1000 0,0508 0,0484 0,0491 0,0501 0,0491

Tabulka 6.2: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti « = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 2.
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Priklad 3.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (2,4,...,2n). Pre znamu stredni hodnotu g, sme na zaklade urcili
maticu X pre 8, = (1,2) tak, aby ugy = ex;'BO, i = (1,2,...n). Dalej sme podla
(6.3) pre konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zaklade takto ziskanej
realizacie y sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov
B a nasledne testovali hypotézu H, z casti na hladine vyznamnosti a = 0,05 v

pripade réznych tvarov matice K. Uvazovali sme

(0] e (o) (0] ke (1) e (1),

V tabulke [6.3] st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z

z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=2> 0,1873 0,1396 0,1423 0,1395 0,1426
n = 10 0,1032 0,0857 0,0833 0,0889 0,0827
n = 20 0,0774 10,0698 0,0717 0,0661 0,0694
n = 50 0,0608 0,0544 0,0545 0,0565 0,0529
n = 100 0,0530 0,0519 0,0513 0,0519 0,0520

Tabulka 6.3: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti o« = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 3.
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Priklad 4.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (1,2,...,n)". Pre zndmu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (1,2) tak, aby ug; = ex;ﬁo, i=(1,2,...n). Dalej sme podla pre
konstantu ¢ = 20 urcili vektor pozorovani y. Na zaklade takto ziskanej realizicie y
sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne
testovali hypotézu H, z Casti na hladine vyznamnosti o = 0, 05 v pripade réznych

tvarov matice K. UvaZovali sme

o (00) e (o) (o) e (11) e (1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=2~a 0,1748 0,1294 0,1335 10,1339 0,1293
n = 10 0,1010 0,0818 0,0820 0,0816 0,0838
n = 20 0,0807 0,0664 0,0700 0,0683 0,0687
n = 50 0,0538 0,0511 0,0537 0,0530 0,0525

n = 100 0,0540 0,0558 0,0559 0,0536 0,0558

Tabulka 6.4: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti « = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 4.
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Priklad 5.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (1,2,...,n)". Pre zndmu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (1,2) tak, aby ug; = ex;ﬁo, i=(1,2,...n). Dalej sme podla pre
konstantu ¢ = 200 urcili vektor pozorovani y. Na zéklade takto ziskanej realizacie y
sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne
testovali hypotézu H, z Casti na hladine vyznamnosti o = 0, 05 v pripade réznych

tvarov matice K. UvaZovali sme

o (00) e (o) (o) e (11) e (1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=>5 0,1715 0,1305 0,1284 0,1303 0,1239
n = 10 0,1040 0,0767 0,0801 0,0854 0,0783
n = 20 0,0724 0,0656 0,0658 0,0668 0,0659
n = 50 0,0597 0,0544 0,0566 0,0515 0,0560

n = 100 0,0563 0,0542 0,0526 0,0543 0,0542

Tabulka 6.5: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti « = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 5.
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Priklad 6.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (1,2,...,n)". Pre zndmu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (0,01;0,002)" tak, aby u; = eX;'BO, i=(1,2,...n). Dalej sme podla
(6.3) pre konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zaklade takto ziskanej
realizacie y sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov
B a nasledne testovali hypotézu H, z casti na hladine vyznamnosti a = 0,05 v

pripade réznych tvarov matice K. Uvazovali sme

(0] e (o) (0] ke (1) e (1),

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=2> 0,1718 0,1199 0,1298 0,1196 0,1198
n = 10 0,1020 0,0816 0,0832 0,0816 0,0816
n = 20 0,0756 0,0597 0,0617 0,0598 0,0597
n = 50 0,0646 0,0570 0,0575 0,0568 0,0570
n = 100 0,0563 0,0529 0,0518 0,0529 0,0529

Tabulka 6.6: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti o« = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 6.
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Priklad 7.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter

o = (1,2,...,n)". Pre zndmu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (1,2) tak, aby ug; = ex;ﬁo, i=(1,2,...n). Dalej sme podla pre
konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zéklade takto ziskanej realizicie y
sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne
testovali hypotézu H, z cCasti na hladine vyznamnosti a = 0,1 v pripade réznych

tvarov matice K. UvaZovali sme

o (00) e (o) (o) e (11) e (1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n==5 0,2198 0,1850 0,1757 0,1860 0,1735
n = 10 0,1598 0,1318 0,1371 0,1390 0,1349
n = 20 0,1202 0,1165 0,1135 0,1158 0,1134
n = 50 0,1158 0,1083 0,1100 0,1129 0,1091

n = 100 0,1079 0,1039 0,1064 0,1019 0,1042

Tabulka 6.7: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti « = 0,1 pre hodnoty

zadané v Priklade 7.
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Priklad 8.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
o = (1,2,...,n)". Pre zndmu stredni hodnotu g, sme na zéklade urdili maticu
X pre B, = (1,2) tak, aby ug; = ex;ﬁo, i=(1,2,...n). Dalej sme podla pre
konstantu ¢ = 2 urcili vektor pozorovani y. Na zéklade takto ziskanej realizicie y
sme pomocou programu uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne
testovali hypotézu H, z Casti na hladine vyznamnosti o = 0, 01 v pripade réznych

tvarov matice K. UvaZovali sme

o (00) e (o) (o) e (11) e (1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=>5 0,1086 0,0736 0,0736 0,0725 0,0750
n = 10 0,0437 0,0319 0,0335 0,0286 0,0333
n = 20 0,0214 0,0177 0,0176 0,0180 0,0179
n = 50 0,0163 0,0144 0,0147 0,0136 0,0150

n = 100 0,0119 0,0118 0,0110 0,0120 0,0114

Tabulka 6.8: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti « = 0,01 pre hodnoty

zadané v Priklade 8.
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Priklad 9.

*

Podla (6.2) sme vygenerovali vektor pozorovani y* pre parameter
B, = (0,1;0,2;0,3) a dant maticu planu X, kde x; = (1, ﬁ, %0)’. Hodnota pu,
bola dopocitand na zaklade . Dalej sme podla pre konstantu ¢ = 2 uréili
vektor pozorovani y. Na zéklade takto ziskanej realizicie y sme pomocou programu
uvedeného v prilohe odhadli vektor parametrov B a nasledne testovali hypotézu H,
z Casti na hladine vyznamnosti a = 0,05 v pripade roéznych tvarov matice K.

Uvazovali sme

K4=(0 0 1), K5=(1 1 1)

V tabulke st uvedené empirické hladiny vyznamnosti testovanej hypotézy H, z
z 10000 opakovani.

matica K K1 K2 K3 K4 K5

pocet pozorovani

n=>5 0,2021 0,1298 0,1317 0,1395 0,1291
n = 10 0,0007 0,0690 0,0751 0,0760 0,0753
n = 20 0,0803 0,0632 0,0648 0,0640 0,0653
n = 50 0,0605 0,0576 0,0562 0,0535 0,0556
n = 100 0,0558 0,0518 0,0510 0,0510 0,0510

Tabulka 6.9: Empirické hladiny vyznamnosti pre test hypotézy H, o regresnom
parametri danej v s nominalnou hladinou vyznamnosti o = 0,05 pre hodnoty

zadané v Priklade 9.
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Na zaklade vysledkov simulacif uvedenych tabul'kach[6.1]-[6.9|moZeme konstatovat,
ze v uvazovanych pripadoch sa zo zvysujucim poc¢tom pozorovani n empirické hladina
vyznamosti blizi k svojej nominalnej hodnote «, pricom, uz pre n ~ 50 pozorovani

dosahuje predom stanovent nominéalnu hodnotu.



Kapitola 7

Zaver

V diplomovej préaci sme sa venovali metoéde kvazi-maximalnej vierohodnosti, ktora
vychadza zo zovSeobecnenych linedrnych (regresnych) modelov. Tieto modely st
uvedené v druhej kapitole. Su zaloZené na exponencialnej triede rozdeleni, ktoré je
tiez opisana v druhej kapitole.

Metoda kvazi-maximalnej vierohodnosti, ktort sme zadefinovali a jej vlastnosti
podrobnejsie opisali v stvrtej kapitole, ma velky vyznam pri odhadovani neznamych
regresnych parametrov. Jej najvac¢Ssou vyhodou je, Ze pri odhadovani neznadmych
parametrov, nie je nutné poznat konkrétne rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej
premennej (merani) Y. V §tvrtej kapitole sme tiez odvodili odhad ziskany metddou

kvézi-maximélnej vierohodnosti a ukézali jeho asymptotické vlastnoti.

V kapitole 5 prace sme uviedli dva algoritmy (Newtonov-Raphsonov a IRLS)
na rekurentny vypocet kvazi-maximélne vierohodného odhadu. IRLS algoritmus je
vyuzity pri tvorbe programu v programovacom jazyku MATLAB na vypocet kvéazi-

maximalne vierohodného odhadu ako aj na vypocet odhadu jeho kovarian¢nej matice.
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V 6 kapitole boli pomocou nami vytvoreného programu overené niektoré asym-
ptotické vlastnosti kvazi-maximélne vierohodného odhadu v pripade, Ze kovarianéna
matica odhadu nie je zndma a je potrebné ju tiez odhadnut. Na zaklade dosiahnutych
vysledkov sa da usudzovat, Zze za predpokladu platnosti uvazovaného modelu mozeme
v praktickych tlohach povazovat odhad vektora regresnych parametrov za postacujici

v pripade, ze mame k dispozicii asponn 50 hodnot meranej veli¢iny.
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Kapitola 8

Priloha

Generovanie udajov

% Zadanie skutolnej hodnoty regresného parametra
beta_skutocne = [1; 2];
% Ak je vektor_strednych_hodnot = 1, vygeneruje vektor strednych hodndt,
% vid niZSie. MoZe sa pouZit v pripade 2-rozmerného parametra beta_skutocne
vektor_strednych_hodnot = 0;
% Ak je matica_X = 1, vygeneruje maticu planu X, vid niZSie.
% MoZze sa pouzit v pripade TubovoIného rozmeru parametra beta_skutocne
matica_X = 1;
% Ak su obe predchaddzajice premenné rovné O, je nutné zadat bud maticu X
% alebo vektor strednych hodndt
% mi_skutocne = [1; 3; 2; 4; 2; 4];
h X =0;
pocet_pozorovani = 1000;
nasobok = 2;
n = pocet_pozorovani;
k = size(beta_skutocne, 1);
%Vytvorenie matice X, ak nie je zadana
if (matica_X == 1)
X = zeros(n, k);
X(:, 1) = 1;
for i =1 :n
for j =2 : k
X(i, j) = i~(j - 1)/100;
end
end
% inverzia link funkcie
mi_generovane = zeros(n, 1);
for i =1 :n
mi_generovane(i) = exp(X(i, :)*beta_skutocne);
end
end
% Vytvorenie strednjch hodndt a matice X pre 2-rozmerny regresny parameter
if (vektor_strednych_hodnot == 1)
mi_generovane = (1 : n)’;
X = zeros(n, k);
X(:, 1) =1;
for i =1 :n
X(i, 2) = (log(mi_generovane(i)) - X(i, 1)*beta_skutocne(1))/...
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(beta_skutocne(2));
end
end
mi_skutocne = (nasobok)*mi_generovane;
% Generovanie y-nov
y_Po = zeros(n, 1);
kontrola_y = 0O;
while (sum(kontrola_y) < k)
fori=1:n

y_Po(ij = poissrnd(mi_generovane(i));

end

kontrola_y = (y_Po "= 0);
end
y = nasobok*y_Po;

Odhad parametrov

% Zadanie vstupnjch tdajov
pocet_pozorovani = 1000;
nasobok = 2;
n = pocet_pozorovani;
k = size(beta_skutocne, 1);
Max_NO_Iteration = 1000;
No_of_iteration = 0;
L = eye(size(beta_skutocne, 1));
chi2_kvantil = chi2inv(0.95, rank(L));
% Poliato¢nd hodnota odhadhovaného parametra
beta = zeros(k, 1);
beta(l) = log(mean(y));
beta_old = beta + 1;
% Odhad parametrov - iteracna procedura
while((norm(beta-beta_old) > 1000*eps) && ...
No_of_iteration < Max_NO_Iteration)
No_of_iteration = No_of_iteration + 1;
beta_old = beta;
mi = zeros(n, 1);
fori=1:n

mi(i) = nasobokxexp(X(i, :)*beta);
end
derivacia = diag(mi);
V_mi = mi;

V_mi_inv = diag(1l./V_mi);
grad = ((y - mi)’*V_mi_inv*derivacia*X)’;
hes = X’*xderivacia*V_mi_inv*derivaciaxX;
hes_inverzia = inv(hes);
beta = beta_old + hes_inverziax*grad;

end

mi = zeros(n, 1);

fori=1:n

mi(i) = nasobokx*exp(X(i, :)*beta);
end
derivacia = diag(mi);
V_mi = mi;

V_mi_inv = diag(1l./V_mi);
grad = ((y - mi)’*V_mi_inv*derivacia*X)’;
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hes = X’*derivacia*V_mi_inv*derivaciax*X;
phi = 0;
fori =1 :n
phi = phi + (((y(1) - mi(i))~2)/V_mi(i));
end

phi = (1/(n - k))*phi;

Var_beta_odhad = phix*inv(hes);

% Wald test, ktorej vystupm je premennd test. Ak je jej hodnota

% rovna O, tak zamietame testovanu hypotézu

Wald = (beta - beta_skutocne)’*L’*inv(L*Var_beta_odhad*L’)x*Lx. ..
(beta - beta_skutocne);

test = (Wald <= chi2_kvantil);

Vypocet empirickych hladin vyznamnosti

Program je spojenim (a malym rozsirenim) predchédzajucich dvoch procedur.

beta_skutocne = [1; 2];
vektor_strednych_hodnot = 1;
matica_X = 0;
% mi_skutocne = [1; 3; 2; 4; 2; 4];
h X =0;
pocet_pozorovani = 100;
nasobok = 2;
n = pocet_pozorovani;
k = size(beta_skutocne, 1);
Max_NO_Iteration = 1000;
poc_opakovani_siml = 10000;
pocet_iteracii = zeros(poc_opakovani_siml, 1);
L = eye(size(beta_skutocne, 1));
chi2_kvantil = chi2inv(0.95, rank(L));
if (matica_X == 1)
X = zeros(n, k);
X(:, 1) =1;
fori=1:n
for j =2 :k
X, j) =i~(j - 1)/100;
end
end
mi_generovane = zeros(n, 1);
fori=1:n
mi_generovane(i) = exp(X(i, :)*beta_skutocne);
end
end
if (vektor_strednych_hodnot == 1)
mi_generovane = (1 : n)’;
X = zeros(n, k);
X(:, 1) =1;
fori=1:n
X(i, 2) = (log(mi_generovane(i)) - X(i, 1)*beta_skutocne(1))/...
(beta_skutocne(2));
end
end
mi_skutocne = (nasobok)*mi_generovane;
pocet_uspesnych = 0;
for poc_opakovani_sim = 1 : poc_opakovani_siml
% Generovanie y-nov
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y_Po
kont
whil

end
y':
% 0dhad
beta
beta
beta
No_o
% Odhad
whil

end
mi =
for

end

deri
V_mi
V_mi

= zeros(n, 1);
rola_y = 0;
e (sum(kontrola_y) < k)
for i=1:n
y_Po(i) = poissrnd(mi_generovane(i));
end
kontrola_y = (y_Po "= 0);

nasobokx*y_Po;

parametrov - vypoCet Startovacej hodnoty
= zeros(k, 1);

(1) = log(mean(y));

_old = beta + 1;

f_iteration = O;

parametrov - iteracnad procedura
e((norm(beta-beta_old) > 1000%*eps) && ...

No_of_iteration < Max_NO_Iteration)

No_of_iteration = No_of_iteration + 1;
beta_old = beta;

mi = zeros(n, 1);

fori=1:n

mi(i) = nasobok*exp(X(i, :)*beta);
end
derivacia = diag(mi);
V_mi = mi;

V_mi_inv = diag(1./V_mi);

grad = ((y - mi)’*V_mi_inv*derivacia*X)’;
hes = X’*derivacia*V_mi_inv*derivaciaxX;
hes_inverzia = inv(hes);

beta = beta_old + hes_inverziax*grad;

zeros(n, 1);
i=1:n
mi(i) = nasobokxexp(X(i, :)*beta);

vacia = diag(mi);
= mi;
_inv = diag(1./V_mi);

grad = ((y - mi)’*V_mi_inv*derivacia*X)’;

hes
phi
for

end
phi
Var_
poce
% Wald t

X’*derivacia*xV_mi_inv*derivaciax*X;

0;

=1 :n

hi = phi + (((y(1) - mi(i))~2)/V_mi(i));

e

o]

= (1/(n - k))*phi;

beta_odhad = phix*inv(hes);
t_iteracii(poc_opakovani_sim) = No_of_iteration;
est

if (No_of_iteration < Max_NO_Iteration && norm(beta) > 1000*eps)

pocet_uspesnych = pocet_uspesnych + 1;
phi_odhad(pocet_uspesnych) = phi;

Wald = (beta - beta_skutocne) ’*L’*inv(L*Var_beta_odhad*L’)*Lx. ..

(beta - beta_skutocne);
test (pocet_uspesnych) = (Wald <= chi2_kvantil);

end

end

empiricka_hladina_vyznamnosti = sum(test)/size(test, 2);
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