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Abstrakt

Práca sa zaoberá analýzou makroekonomického dynamického modelu � zov²eobec-
neného Tobinovho modelu. Ide o neoklasický rastový model s roz²írením o peniaze,
v ktorom bohatstvo môºe by´ reprezentované formou kapitálu alebo pe¬azí. Model je
ur£ený tromi parametrizovanými diferenciálnymi rovnicami, ktoré popisujú dynamiku
vývoja premenných kapitálu, pe¬azí a in�ácie. Analýza zah¯¬a h©adanie pevných bo-
dov, ich lokálnych stabilitných vlastností a h©adanie bodov lokálnych bifurkácií. V mo-
deli je pouºitá ²peci�cká forma produk£nej funkcie, tzv. Cobbova-Douglasova produk£-
ná funkcia, a ²peci�cká forma funkcie dopytu po peniazoch. V krátkodobom horizonte,
kedy je kapitál a ve©kos´ populácie kon²tantá, sa pôvodný trojrozmerný model reduku-
je na dvojrozmerný. Podstatná £as´ práce sa venuje práve tomuto limitnému prípadu,
pri£om je prevedený dôkaz, ºe za vhodných podmienok systém podlieha Andronovovej�
Hopfovej bifurkácii. Explicitným výpo£tom je ur£ený aj typ Andronovovej�Hopfovej
bifurkácie. �al²ím cenným výsledkom je asymptotická forma pre periódu oscila£ných
rie²ení, ktorá indikuje, ºe v kontexte krátkodobého modelu perióda oscilácií nezávisí
od rýchlosti, ktorou sa ©udia vedia prispôsobi´ o£akávaniam.

K©ú£ové slová: Tobinov model • makroekonomický model • dynamické systémy
• bifurka£ná analýza • Andronovova�Hopfova bifurkácia

Abstract

This thesis deals with the analysis of macroeconomic dynamical model � the genera-
lized Tobin model. It is a neoclassical growth model with the presence of paper currency,
in which wealth may be held in either of the two forms: money or capital good. The
model consists of three parametrized di�erential equations that describe the behavior
of variables capital, money and in�ation. The aim of the analysis is to �nd the critical
points and their local stability properties and local bifurcation points. In the model we
assume a speci�c Cobb�Douglas form of the production function and a speci�c form of
the demand function for money. In the short run, with capital and population �xed the
original three�dimensional model is reduced to two�dimensional model. A signi�cant
proportion of the thesis deals with this limit case furthermore; it is demonstrated that
under certain conditions the Andronov�Hopf bifurcation arises. An explicit computa-
tion type of Andronov�Hopf bifurcation is set. Another result is the asymptotical form
of the period of oscillation solutions, which shows that the period doesn't depend on the
speed of adjustment of expectations.

Keywords: Tobin model • mocroeconomic model • dynamical systems • bifurcation
analysis • Andronov�Hopf bifurcation
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Úvod

V posledných rokoch sa v ekonomickom modelovaní zvy²uje záujem o vyuºitie mo-
delov so spojitou variáciou £asu. Pri popisovaní správania sa ekonomických procesov
sa vyuºívajú parametrizovné systémy diferenciálnych rovníc. Napriek ich zloºitosti je
£asto moºné preskúma´ ²ktrukturálne a kvalitatívne vlastnosti daných ekonomických
modelov.

Pri analýze dynamického modelu ako prvé h©adáme ekvilibrium-pevný bod a zaobe-
ráme sa otázkou jeho stability. Vo©ne povedané, pevný bod povaºujeme za stabilný, ak
©ubovo©né rie²enie za£ínajúce v jeho blízkosti konverguje k pevnému bodu pre £as idúci
do nekone£na. Naopak, pevný bod je nestabilný, ak ©ubovo©né rie²enie za£ínajúce v jeho
blízkosti k nemu nekonverguje. Skúmanie stability je dôleºité pre pochopenie vlastností
dynamiky ekonomického systému a zistenie vplyvu parametrov na tieto vlastnosti.

�al²ím krokom v analýze dynamického modelu je skúmanie bifurkácií (vetvenia rie-
²ení). Pod bifurkáciou rozumieme kvalitatívnu zmenu systému pri prekro£ení ur£itej
kritickej hodnoty parametra. Bifurka£ná analýza poskytuje informácie, ako sa môºe
napríklad stabilný systém zmeni´ na nestabilný alebo chaotický pri spojitej zmene pa-
rametra systému.

Ak je dynamický model popísaný troj alebo viac-rozmerným systémom nelineárnych
diferenciálnych rovníc systém môºe vykazova´ tzv. chaotické správanie. Hoci je sys-
tém determinictický- bez náhodných faktorov, £asové rady (rie²enia) majú stochastický
charakter (výzor). V takom prípade je model ve©mi citlivý na zmenu po£iato£ných
podmienok (malá zmena na po£iatku vedie k ve©kým zmenám v neskor²om £ase) a ani
deterministickos´ modelu nám negarantuje schopnos´ predpovede správania sa rie²ení.

V diplomovej práci je analyzovaný zov²eobecnený Tobinov model - neoklasický rasto-
vý model s roz²írením o peniaze, v ktorom bohatstvo môºe by´ reprezentované vo forme
pe¬azí alebo kapitálu.

Pri odvodzovaní zov²eobecneného Tobinovho modelu (rovnice (3.1) (3.4)) sa pred-
pokladá, ºe na produk£nej strane je pouºitá neoklasická produk£ná funkcia

Y = F (K,N),

kde Y predstavuje reprezentatívny homogénny produkt, ktorý je produkovaný kapitá-
lom K a prácou N . Funkcia F je dvakrát diferencovate©ná, lineárne homogénna, má
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kladnú a klesajúcu marginálnu produktivitu oboch faktorov a faktory nie sú navzá-
jom substituovate©né. Ak ozna£íme y ≡ Y/N , k ≡ K/N , za predo²lých predpokladov
môºeme produk£nú funkciu transformova´ na tvar:

y = f(k),

pri£om: f(k) > 0, f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0, lim
k→0

f ′(k) =∞, lim
k→∞

f ′(k) = 0.

�alej sa v modeli predpokladá, ºe ©udia ²etria £as´ s £istého príjmu Y + (M/̇p),
kde M je nominálne mnoºstvo pe¬azí a p cenová úrove¬. Bodka nad premennou zna£í
£asovú deriváciu. Aktuálna akumulácia kapitálu sa rovná miere úspor spolo£nosti:

K̇ = s[Y + (M/̇p)]− (M/̇p), (1)

pri£om výraz s[Y + (M/̇p)] predstavuje privátne úspory a výraz s[Y + (M/̇p)]− (M/̇p)

úspory spolo£nosti. Vláda vytvára peniaze z rozpo£tového de�citu, a tak (M/̇p) vy-
jadruje £erpanie úspor vládou. Navy²e vláda kontroluje iba mieru zmeny nominálneho
mnoºstva pe¬azí Ṁ/M ≡ θ. Za predpokladu, ºe populácia (pracovná sila) rastie expo-
nenciálne, mierou n = Ṅ/N , dá sa rovnica (1) vyjadri´ v tvare per capita:

k̇ = sf(k)− (1− s)(θ − q)m− nk, (2)

kde m ≡ M
pN

je reálny objem pe¬azí per capita a q je o£akávaná miera in�ácie. Rovnica
(2) sa nazýva Tobinova fundamentálna rovnica.
Diferencovaním rovnice m ≡ M

pN
pod©a £asu dostávame:

ṁ = m(θ − ṗ/p− n). (3)

O£akávaná miera in�ácie q sa mení propor£ne s rozdielom medzi aktuálne realizovanou
mierou in�ácie ṗ/p a o£akávanou mierou in�ácie q:

q̇ = γ(ṗ/p− q). (4)

Ak je aktuálna miera in�ácie vy²²ia ako o£akávaná, o£akávaná miera in�ácie vzrastá a
naopak. Koe�cient γ-rýchlos´ prispôsobenia sa o£akávaniam sa nazýva aj koe�cientom
o£akávania. 1/γ vyjadruje £as potrebný na vyrovnaie rozdielu medzi aktuálnou a o£a-
kávanou mierou in�ácie. Pre γ → ∞ máme dokonalú schopnos´ predpovede, kedy sa
aktuálna miera in�ácie rovná o£akávanej ṗ/p = q.

�alej sa v modeli predpokladá, ºe zmena cien môºe by´ vyvolaná prebytkom dopytu
pe¬azí, alebo prebytkom ponuky pe¬azí na pe¬aºnom trhu. Zmenu cien môºe vyvola´
aj o£akávanie in�ácie. Mechanizmus zmeny cien popisuje nasledovná rovnica:

ṗ/p = ε[m− L(.)] + q, (5)

kde ε je rýchlos´ prispôsobenia sa cenovej úrovni. 1/ε vyjadruje £as potrebný na vyrov-
nanie rozdielu medzi ponukou a dopytom zásoby hotovosti. Pre okamºité vyrovnanie
rozdielu máme ε→∞. L(.) je funkciou dopytu po peniazoch.
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Dopyt po peniazoch môºe by´ vyvolaný za ú£elom transakcie a za ú£elom vlatne-
nia aktíva a je ²peci�kovaný nasledovne: L = L (f(k), f ′(k) + q). Argument f(k) je
zástupca pre dopyt po transakciách, argument f ′(k) + q predstavuje náklady vyplýva-
júce z vlastnenia pe¬azí. Dopyt po peniazoch je teda funkciou kapitálu per capita a
o£akávanej miere in�ácie: L = L(k, q). Sumárne je teda zov²eobecnený Tobinov model
popísaný diferenciálnymi rovnicami (2), (3), (4), (5):

k̇ = sf(k)− (1− s)(θ − q)m− nk,

ṁ = m(θ − ṗ/p− n),

q̇ = γ(ṗ/p− q),

ṗ/p = ε[m− L(k, q)] + q.

Po formálnej stránke je práca rozdelená do piatich kapitol. Prvá kapitola obsahu-
je preh©ad literatúry zaoberajúcou sa analýzou zov²eobecneného Tobinovho modelu.
V druhej kapitole sú uvedené ciele diplomovej práce. V tretej kapitole uvádzame stru£-
né zhrnutie základných výsledkov teórie dynamických systémov, ktoré sme aplikovali
pri analýze modelu. �tvrtá kapitola sa zaoberá analýzou krátkodobého (dvojrozmerné-
ho) modelu. Sú v nej uvedené parametrické zívislosti pevných bodov a ich stabilitné
vlastnosti. �alej je v nej uvedený centrálny výsledok tejto práce, konkrétne dôkaz
existencie Andronovovej�Hopfovej bifurkácie v modeli. Transformáciou modelu na ká-
nonický tvar a explicitným výpo£tom prvého Liapunovho exponentu je ur£ený typ
Andronovovej�Hopfovej bifurkácie. Piata kapitola sa venuje analýze úplného (trojroz-
merného) modelu. Sú v nej vypo£ítané pevné body a uvedené nutné a posta£ujúce
podmienky pre stabilný pevný bod pomocou Routhovho�Hurwitzovho kritéria. Tie-
to stabilitné podmienky porovnávame s výsledkami uvedených v £lánku Benhabib &
Miyao (1981).

9



Kapitola 1

Preh©ad literatúry

Tobin (1965) roz²íril základný model ekonomického rastu o peniaze a skúmal vplyv
miery monetárnej expanzie na kapitálovú intenzitu v ekonomike. �oskoro sa v²ak uká-
zalo, ºe model je nestabilný, a preto nevhodný pre aplikáciu do reálnej ekonomiky.
V roku 1971 Hadjimichalakis (1971a, 1971b) zov²eobecnil Tobinov model za ú£elom
odstránenia nestability. V £lánkoch Hadjimichalakis (1971a, 1971b), Hadjimichalakis
& Okuguchi (1978) autori odvádzajú posta£ujúce podmienky pre stabilitu ekvilibria, a
nutné a posta£ujúce podmienky pre stabilitu ekvilibria v krátkodobom modeli1. V tých-
to £lánkoch sa predpokladá aktuálna miera in�ácie v tvare q̂ = ε[m−L(k, q)], resp., ºe
dopyt po peniazoch je vyvolaný iba za ú£elom vlastnenia aktíva. V práci Benhabib &
Miyao (1981) autori odvodili posta£ujúcu podmienku pre lokálnu stabilitu ekvilibria zo-
v²eobecneného Tobinovho modelu. Navy²e ukázali, ºe za vhodných podmienok systém
podlieha Andronovovej�Hopfovej bifurkácií, a teda v systéme existujú pravidelné oscilá-
cie. Udri³te & Ciancio (2004) vo svojej práci ²tudovali vplyv Euklidovsko�Lagrangeovej
²truktúry stavového priestoru na dynamiku zov²eobecneného Tobinovho modelu, pri-
£om dokázali existenciu optimálnych ekonomických �uktuácií.

1V tomto modeli sa prepokladá, ºe kapitál k = k̄ je kon²tatný a miera rastu populácie n = 0. Pôvodný trojrozmerný

model sa vtedy redukuje na dvojrozmerný.
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Kapitola 2

Ciele diplomovej práce

Cie©om tejto práce je analýza dynamiky zov²eobecneného Tobinovho modelu v mo-
netárnej teórií. V predchádzajúcej práci Benhabib & Miyao (1981) bol ²tudovaný zo-
v²eobecnený Tobinov model pre relatívne ²irokú triedu produk£ných funkcií f a triedu
funkcií dopytu po peniazoch L. Na²a po£iato£ná snaha o zreprodukovanie týchto vý-
sledkov v²ak ukázala, ºe tieto výsledky nie sú konzistentné s Routhovým�Hurwitzovým
stabilitným polynomiálnym kritériom, a teda nesprávne. Z toho dôvodu sme sa rozhodli
pre analýzu zov²eobecneného Tobinovho modelu pre (i) konkrétnu triedu produk£ných
funkcií Cobb�Douglasovho typu (pozri rovnicu (3.5)) a (ii) triedu konkrétnych fukcií
dopytu po peniazoch (pozri rovnicu (3.6)). Analýza spo£íva v ur£ení parametrických
závislostí pevných bodov modelu, ur£ení ich lokálnej stability v závislosti od hodnoty
parametrov a h©adaní podmienok pre vznik lokálnych bifurkácií. Objektom analýzy je
úplný (trojrozmerný) Tobinov model a jeho krátkodobá (dvojrozmerná) limita.
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Kapitola 3

Formulácia problému

V práci je analyzovaný zov²eobecnený Tobinov model, ako ho formuloval Benhabib
& Miyao (1981):

k̇ = sf(k)− (1− s)(θ − q)m− nk, (3.1)

ṁ = m(θ − p̂− n), (3.2)

q̇ = γ(p̂− q), (3.3)

p̂ = ε[m− L(k, q)] + q, (3.4)

kde nasledujúce endogénne premenné vyjadrujú:

• k ∈ R+ - pomer kapitál�práca

• m ∈ R+ - objem reálnych pe¬azí per capita

• q ∈ R - o£akávaná miera in�ácie

• p̂ = ṗ/p ∈ R - aktuálna miera in�ácie

a parametre:

• s ∈ (0, 1) - sklon k úspore

• θ ∈ R - miera pe¬aºného roz²irovania

• n ∈ R - miera rastu populácie

• γ > 0 - rýchlos´ prispôsobenia sa o£akávaniam,

• ε > 0 - rýchlos´ prispôsobenia sa cenovej úrovni

Produk£ná funkcia f(k) má nasledujúce vlastnosti: f(k) > 0, f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0,
lim
k→0

f ′(k) =∞, lim
k→∞

f ′(k) = 0. V práci je pouºitá Cobbova�Douglasová funkcia

f(k) := kρ, (3.5)

kde ρ ∈ (0, 1).
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L je funkciou dopytu po peniazoch. L = L (f(k), f ′(k) + q) , resp. L = L(k, q), s
vlastnos´ami: Lk = ∂L

∂k
> 0 a Lq = ∂L

∂q
< 0.

V práci sa uvaºuje funkcia dopytu po peniazoch v tvare

L(k, q) := L0k
α(q + qD)−β, (3.6)

kde α, β ∈ (0, 1), α+β = 1, L0 = const > 0, qD > 0 dostato£ne ve©ké. Takto de�novaná
funkcia sp¨¬a predpoklady funkcie po peniazoch: Lk = αL0k

α−1(q+qD)−β = αL/k > 0,
Lq = −βL0k

α(q + qD)−β−1 = −βL/(q + qD) < 0. Parameter qD zaru£uje, ºe funkcia
L je de�novaná aj pre malé záporné hodnoty o£akávanej in�ácie q, teda pri o£akávaní
de�ácie. Parameter α vyjadruje zmenu rýchlosti nárastu dopytu po peniazoch L pri ná-
raste mnoºstva kapitálu k. β vyjadruje zmenu rýchlosti poklesu dopytu po peniazoch
L pri náraste in�ácie q.
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Kapitola 4

Metódy analýzy

V tejto kapitole uvádzame stru£né zhrnutie základných výsledkov teórie dynamic-
kých systémov, ktoré budeme aplikova´ pri analýze úplného Tobinovho modelu a jeho
krátkodobej limity. V tejto limite sa Tobinov model redukuje na planárny dynamický
systém. Uvádzame tu metódu linearizácie a Routh�Hurwitzove podmienky stability ek-
vilibria (Veta 4.1.2), ako aj klasi�káciu pevných bodoch v dvojrozmerných dynamických
systémoch. V podkapitole 5.3, 5.4 budeme analyzova´ periodické rie²enia krátkodobého
modelu, generované prostredníctvom tzv. Andronovovej�Hopfovej bifurkácie. Podmien-
ky pre existenciu a lineárnu stabilitu periodických rie²ení dvojrozmerného dynamického
systému sú zhrnuté vo vete 4.3.1.

4.1 Linearizácia a stabilita pevných bodov

Uvaºujme n�rozmerný systém oby£ajných diferenciálnych rovníc:

ẋ = f(x) : U ⊂ Rn → Rn. (4.1)

Bod x∗, pre ktorý platí f(x∗) = 0 nazývame pevným bodom, resp. kritickým bodom
alebo ekvilibriom. Taylorovým rozvojom funcie f okolo pevného bodu x∗ (uvaºujme
pre zjednodu²enie x∗ = 0) dostávame nasledovný systém:

ẋ = AAAx+ ϕ(x),

kde

AAA ≡ Df(x∗) ≡ Df(x)|x=x∗ ≡


∂f1/∂x1 · · · ∂f1/∂xn

...
...

∂fn/∂x1 · · · ∂fn/∂xn

 ≡


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann


sa nazýva Jacobiho matica a pre ϕ(x) platí: lim

‖x‖→0

ϕ(x)

‖x‖
= 0.

Systém ẋ = AAAx sa nazýva linearizovaný systém, resp. linearizácia systému (4.1).
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Rie²enie x̄ dynamického systému nazývame stabilné, ak iné rie²enie ²tartujúce v jeho
blízkosti zostáva v jeho blízkosti aj pre nasledujúce £asy. Rie²enie je asymptoticky
stabilné, ak iné rie²enie za£ínajúce v jeho blízkosti k nemu konverguje pre £as idúci
do nekone£na. Formálnej²ie v nasledujúcej de�nícií.

De�nícia 1. Rie²enie x̄ dynamického systému (4.1) je stabilné (Liapunovsky stabilné),
ak pre dané ε > 0 existuje δ(ε) > 0 také, ºe pre ©ubovo©né iné rie²enie y(t) platí, ak
|x̄(0) − y(0)| < δ, potom |x̄(t) − y(t)| < ε ∀t > 0. Rie²enie sa nazýva asymptotic-
ky stabilné, ak je Liapunovsky stabilné a navy²e platí, ak |x̄(0) − y(0)| < δ, potom
lim
t→∞
|x̄(t)− y(t)| = 0. Rie²enie je nestabilné, ak nie je stabilné.

Nasledujúce vety, citované z knihy Zhang(2005), resp. Tu(1994), nám dávajú nutné
a posta£ujúce podmienky stability pevného bodu.

Veta 4.1.1. Ak majú v²etky vlastné hodnoty Jakobiho matice AAA zápornú reálnu £as´,

potom je ekvilibrium x∗ diferenciálnej rovnice ẋ = f(x) asymptoticky stabilné. Ak má

aspo¬ jedna vlastná hodnota matice AAA kladnú reálnu £as´, ekvilibrium je nestabilné.

Veta 4.1.2 (Roughtovo-Hurwitzovo kritérium). Uvaºujme charakteristickú rovnicu Ja-

kobiho matice:

λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + · · ·+ cn−1λ+ cn = 0,

kde c1, c2, · · · cn ∈ R. Nutnou a posta£ujúcou podmienkou pre kladnú reálnu £as´

v²etných vlastných £ísel λ je:

∆1 > 0, ∆2 > 0, · · · , ∆n > 0,

kde ∆1 = c1, ∆2 =

∣∣∣∣∣ c1 1

c3 c2

∣∣∣∣∣, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
c1 1 0

c3 c2 c1

c5 c4 c3

∣∣∣∣∣∣∣, · · · , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 1 · · · 0

c3 c2 · · · 0
...

...
. . .

...

c2n−1 c2n−2 · · · cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ci = 0 ∀i > n.

V prípade, ºe n = 2,

c1 = −(a11 + a22) = −tr(AAA),

c2 = (a11a22 − a12a21) = det(AAA).

Vlastné £ísla λmajú zápornú reálnu £as´ práve vtedy, ke¤ platia nasledovné podmienky:

c1 > 0, c2 > 0.

V prípade, ºe n = 3,

c1 = −(a11 + a22 + a33) = −tr(AAA),

c2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣ ,
c3 = −det(AAA).
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Vlastné £ísla λ majú zápornú reálnu £as´ a pevný bod x∗ je asymptoticky stabilný práve
vtedy, ke¤ platia nasledovné podmienky:

c1 > 0, c3 > 0, c1c2 − c3 > 0.

4.2 Klasi�kácia pevných bodov v planárnych systémoch

Uvaºujme dvojrozmerný nelineárny systém ẋ = f(x) : R2 → R2. Vlastné £ísla λ
Jacobiho matice AAA majú tvar:

λ1,2 =
1

2
(τ ±D1/2),

kde τ = tr(AAA), ∆ = det(AAA), D = τ 2 − 4∆. Pomocou parametrov τ , ∆, D dostávame
klasi�káciu pevných bodov linearizácie (pozri tabu©ku 4.1). Ak τ 6= 0 ∧ ∆ 6= 0 ∧

sedlo ∆ < 0 D > 0;
stabilný uzol τ < 0 ∆ > 0 D > 0

stabilná ²pirála τ < 0 ∆ > 0 D < 0

nestabilný uzol τ > 0 ∆ > 0 D > 0

nestabilná ²pirála τ > 0 ∆ > 0 D < 0

centrum τ = 0 ∆ > 0 D < 0

degenerovaný stabilný uzol τ < 0 ∆ > 0 D = 0

degenerovaný nestabilný uzol τ > 0 ∆ > 0 D = 0

neizolované pevné body ∆ = 0

Tabu©ka 4.1: Klasi�kácia pevných bodov linearizácie pre dvojrozmerný model

D 6= 0 hovoríme o tzv. nedegenerovaných prípadoch dynamických systémoch. Inak
o degenerovaných. V prípade, ºe linearizácia nelineárneho systému je nedegenerovaná,
potom fázový portrét na okolí pevného bodu je zachovaný aj v nelineárnom reºime.
Ak je linearizácia degenerovaná, potom linearizovaný fázový portrét nie je ²trukturálne
stabilný a na základe linearizácie nevieme rozhodnú´ o type pevného bodu (Jordan &
Smith (2007)).

4.3 Andronovova�Hopfova bifurkácia v planárnych systémoch

Andronovova�Hopfova bifurkácia vzniká, ke¤ pár komplexných vlastných £ísel pretne
imaginárnu os nenulovou rýchlos´ou. Uvaºujme dynamický systém závislý od parametra
µ:

ẋ = f(x, µ) : R3 → R2.

�alej uvaºujme, ºe existuje izolované ekvilibrium x∗ = x∗(µ) závislé od parametra µ.
Linearizovaný systém má Jakobiho maticu AAA(µ) = Dxf(x, µ) závislú od µ a vy£íslenú
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v pevnom bode x∗. Uvaºujme, ºe vlastné £ísla λ matice AAA sú diferencovate©né v µ a
komplexné :

λ(µ) = α(µ)± iβ(µ)

a pretínajú imaginárnu os v bode µ = µ0 nenulovou rýchlos´ou: α(µ0) = 0 6= dα(µ0)

dµ
a

β 6= 0. Potom v blízkosti bodu µ0 ekvilibrium bifurkuje do limitného cyklu.
Majme systém vyjadrený v Jordanovej normálovej forme:

ẋ = JJJ(µ)x,

kde JJJ(µ) ≡

(
α(µ) −β(µ)

β(µ) α(µ)

)
; JJJ(µ0) ≡

(
0 −β(µ0)

β(µ0) 0

)
. Pre doplnenie, ekvilibrium

je typu stabilná ²pirála pre α(µ1) < 0, typu nestabilná ²pirála pre α(µ2) > 0 a centrum
pre α(µ0) = 0, µ1 < µ0 < µ2.

V normálovej forme môºe by´ Andronovova�Hopfova bifurkácia vyjadrená v tvare:

ẋ = JJJ(µ0)x+ h(x), (4.2)

kde funkcia h(x) predstavuje £leny vy²²ieho rádu. Alebo môºme Andronovovu�Hopfovu
bifurkáciu vyjadri´ v plnom tvare:(

ẋ1

ẋ2

)
=

(
0 −β
β 0

)(
x1

x2

)
+ (x2

1 + x2
2)

(
a −b
b a

)(
x1

x2

)
+

(
k1(x1, x2)

k2(x1, x2)

)
, (4.3)

kde β =
√

detJJJ(µ0), a, b ∈ R sa týkajú £lenov tretieho rádu v Taylorovom rozvoji, fun-
kcie k1, k2 obsahujú £leny ²tvrtého a vy²²ích rádov. Rovnicu (4.3) môºeme v polárnych
súradniciach vyjadri´ nasledovne:

ṙ = α(µ)r + a(µ)r3 +O(r5), (4.4)

θ̇ = β(µ) + b(µ)r2 +O(r4), (4.5)

£o pri rozvinutí do Taylorovho rozvoja v okolí µ = µ0 (pre zjednodu²enie sa uvaºuje
µ0 = 0) dáva:

ṙ = α′(0)µr + a(0)r3 +O(µ2r, µr3, r5), (4.6)

θ̇ = β(0) + β′(0)µ+ b(0)r2 +O(µ2, µr2, r4), (4.7)

kde α′(0) ≡ dα
dµ
|µ0=0, β′(0) ≡ dβ

dµ
|µ0=0. Zanedbaním £lenov vy²²ieho rádu a zjednodu²e-

ním zápisu a(0) = a, β(0) = β, b(0) = b, β′(0) ≡ c, α′(0) ≡ d môºeme písa´:

ṙ = dµr + ar3, (4.8)

θ̇ = β + cµ+ br2. (4.9)

A tak pre periodické rie²enie systému rovníc (4.9)(4.9), pre−∞ < µd
a
< 0 a µ dostato£ne

malé dostávame:

[r(t), θ(t)] =

[(
−µd
a

)1/2

,

(
β +

(
c− bd

a

)
µ

)
t+ θ0

]
. (4.10)

17



Obrázok 4.1: Bifurka£ný diagram v priestore (µ, r, θ) pre prípad a > 0, d > 0.

Periodické orbita je stabilná (pri´ahuje k sebe krivky rie²ení zvonka aj zvnútra) pre
a < 0 a nestabilná (odpudzujúca krivky od seba) pre a > 0, nezávisle od toho, £i
vlastné £íslo pretne imaginárnu os z©ava doprava (α′(0) ≡ d > 0) alebo zprava do©ava
(d < 0). Môºu tak vzniknú´ nasledovné prípady.

• Ak a > 0, d > 0 (Obrázok 4.1), pevný bod je typu nestabilná ²pirála pre µ > 0 a
typu stabilná ²pirála pre µ < 0, pri£om vzniká nestabilný limitný cyklus pre µ < 0.
Ide o subkritický typ bifurkácie.

• Ak a > 0, d < 0 (Obrázok 4.2), pevný bod je typu nestabilná ²pirála pre µ < 0 a
typu stabilná ²pirála pre µ > 0 s nestabilným limitným cyklom pre µ > 0. Ide o
subkritický typ bifurkácie.

• Ak a < 0, d > 0 (Obrázok 4.3), v tomto prípade je pevný bod typu stabilná
²pirála pre µ < 0 a typu nestabilná ²pirála pre µ > 0, pri£om vzniká stabilný
limitný cyklus pre µ > 0. Ide o superkritický typ bifurkácie.

• Ak a < 0, d < 0 (Obrázok 4.4), v tomto prípade je pevný bod typu stabilná ²pirála
pre µ > 0 a typu nestabilná ²pirála pre µ < 0 so stabilným limitným cyklom pre
µ < 0. Ide o superkritický typ bifurkácie.

Symbol a sa nazýva aj prvým Liapunovým exponentom. Guckenheimer a Holmes
(Tu (1994)) odvodili explicitnú formulu na jeho výpo£et, s nasledovným tvarom:

a ≡ 1

16
(h1

xxx+h
1
xyy+h

2
xxy+h

2
yyy)+

1

16ω0

[
h1
xy(h

1
xx + h1

yy)− h2
xy(h

2
xx + h2

yy)− h1
xxh

2
xx + h1

yyh
2
yy

]
,

(4.11)
kde funkcia h pochádza z rovnice (4.2) a vyjadruje £leny vy²²ích rádov normálnej formy
Andronovovej�Hopfovej bifurkácie. Dolný index reprezentuje parciálnu deriváciu pod©a
príslu²nej nezávislej premennej, napr. h1

12 = ∂2h1

∂x1∂x2
.

Predo²lé úvahy môºeme zhrnú´ v nasledovnej vete (Tu (1994)).
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Obrázok 4.2: Bifurka£ný diagram v priestore (µ, r, θ) pre prípad a > 0, d < 0.

Obrázok 4.3: Bifurka£ný diagram v priestore (µ, r, θ) pre prípad a < 0, d > 0.

Obrázok 4.4: Bifurka£ný diagram v priestore (µ, r, θ) pre prípad a < 0, d < 0.
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Veta 4.3.1 (Veta o Andronovovej�Hopfovej bifurkácií). Nech systém ẋ = f(x, µ) :

R3 → R2 má pevný bod (x∗, µ0) = (0, 0) a Jakobiho matica AAA(µ) ≡ Dxf(x∗, µ0) má

rýdzo-imaginárne vlastné £ísla λ(µ0) = ±iβ(µ0) také, ºe α(µ0) = 0 6= β(µ0) a pár vlast-

ných £ísel pretína imaginárnu os nenulovou rýchlos´ou: d ≡ dα(µ0)/dµ 6= 0. Potom

1. µ = µ0 je bodom bifurkácie.

2. Pri prechode bodom bifurkácie existuje paraboloid s polomerom r =
√
−µd/a

umiestnený v po£iatku (x0, µ0) = (0, 0). Periodické orbity sú stabilné (pri´ahu-

júce) pre a < 0 a nestabilné (odpudzujúce) pre a > 0, nezávisle od toho, £i pár

rýdzo-imaginárnych vlastných £ísel pre´al imaginárnu os z©ava (d > 0), alebo zp-

rava (d < 0).
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Kapitola 5

Analýza zov²eobecneného Tobinovho

modelu: 2D redukcia pre krátkodobú

limitu

Za predpokladu, ºe kapitál je kon²tatný k = k̄ a ve©kos´ populácie je kon²tantná,
resp. miera rastu populácie n = 0, sa pôvodný trojrozmerný systém redukuje na dvoj-
rozmerný systém, ktorý budeme nazýva´ krátkodobým modelom. Krátkodobý model je
teda reprezentovaný rovnicami (3.2),(3.3) a rovnicou (3.4). Elimináciou p̂ z rovníc (3.2)
a (3.3) pomocou rovnice (3.4) máme

ṁ = m{θ − ε[m− L(k̄, q)]− q}, (5.1)

q̇ = γε[m− L(k̄, q)]. (5.2)

Fixovaný kapitál k̄ je v krátkodobom modeli parametrom.

5.1 Pevné body krátkodobého modelu

Pre pevný bod platí q̇ = 0, ṁ = 0 a teda:

q̇ = 0 ⇔ m = L(k̄, q)

ṁ = 0 ⇔ m = 0 ∨ (θ − ε[m− L(k̄, q)]− q) = 0

⇔ m = 0 ∨ θ − q = 0

Za predpokladu, ºe m ∈ R+ dostávame jeden netriviálny pevný bod dvojrozmerného
dynamického systému:

[m∗, q∗] = [L(k̄, θ), θ] = [L0k̄
α(θ + qD)−β, θ].

V ekvilibriu sa o£akávaná miera in�ácie rovná aktuálnej miere in�ácie (priamo z rovnice
(3.4)) a dosahuje hodnoty miery pe¬aºného roz²irovania. Objem pe¬azí per capita sa
v ekvilibriu vyrovná s dopytom po peniazoch.
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Ak ozna£íme xxx∗ = [m∗, q∗], potom xxx∗ = xxx∗(θ, k̄, α, β, L0, qD). Pozícia pevného bodu
je závislá od ve©kosti kapitálu, miery pe¬aºného roz²irovania a parametrov vyskytu-
júcich sa vo funkcií dopytu po peniazoch. Naopak, rýchlos´ prispôsobenia sa cenovej
úrovni (parameter ε), rýchlos´ prispôsobenia sa o£akávaniam (parameter γ) neovplyv-
¬ujú pozíciu pevného bodu v dvojrozmernom fázovom priestore (m, q).

5.2 Linearizácia na okolí pevného bodu, stabilita pevného bodu

Jakobiho matica dynamického systému má nasledovný tvar:

AAA(m, q) =

(
θ − 2εm+ εL(k̄, q)− q m[εLq(k̄, q)− 1]

γε −γεLq(k̄, q)

)
.

Vy£íslením matice v pevnom bode [m∗, q∗] dostávame:

AAA(m∗, q∗) =

(
−εL(k̄, θ) L(k̄, θ)[εLq(k̄, θ)− 1]

γε −γεLq(k̄, θ)

)
.

Kvôli preh©adnosti ¤alej ozna£íme L∗ ≡ L(k̄, θ), L∗q ≡ Lq(k̄, θ). Vypo£ítame si nasledu-
júce charakteristiky:

τ = tr(AAA) = −εL∗ − γεL∗q
= −ε[L∗ + γ(−β)L∗/(θ + qD)]

= −εL∗[1− γβ/(θ + qD)],

∆ = det(AAA) = εγL∗(γL∗q − γL∗q + 1)

= εγL∗,

D = τ 2 − 4∆ = ε2L∗2(1− γβ/(θ + qD))2 − 4εγL∗

= ε2L∗2

[(
1− γβ

θ + qD

)2

− 4γ

εL∗

]
.

∆ > 0 determinant Jakobiho matice je kladný, £o nám zaru£uje, ºe pevný bod
nemôºe by´ typu sedlo. Pre stopu τ < 0 pôjde o stabilný pevný bod, τ > 0 spôsobuje
nestabilitu. τ = 0 je degenerovaný prípad, v ktorom linearizácia nie je dostato£ná
na ur£enie typu a stability pevného bodu pôvodného nelineárneho systému. Analýzou
parametrickej závislosti τ zis´ujeme, ºe

τ < 0⇔ [1− γβ/(θ + qD)] > 0⇔ (θ + qD)/β > γ.

Ak ozna£íme kritickú hodnotu

γc = γc(θ, β, qD) ≡ (θ + qD)/β,
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potom pre 0 < γ < γc máme stabilný pevný bod, pre γ > γc nestabilný. Je vidie´, ºe
pri vy²²ích hodnotách parametrov β, γ resp. nízkych hodnotách parametrov θ, qD je
pevný bod nestabilný. Naopak pevný bod je stabilný pri niº²ích hodnotách parametrov
β, γ resp. pri vy²²ích hodnotách parametrov θ, qD. To, £i pôjde o stabilný (nastabilný)
uzol, alebo stabilnú (nastabilnú) ²pirálu rozhodne kladnos´ (zápornos´) diskriminantu
D. Analýzou parametrickej závislosti D zis´ujeme, ºe:

D = 0 ⇔

[(
1− γβ

θ + qD

)2

− 4γ

εL∗

]
= 0⇔ 1− 2γβ

θ + qD
+

γ2β2

(θ + qD)2
− 4γ

εL∗
= 0

⇔ β2

(θ + qD)2
γ2 −

(
2β

θ + qD
+

4

εL∗

)
γ + 1 = 0

⇔ γ+
c , γ

−
c =

(
2β

θ+qD
+ 4

εL∗

)
±
√(

2β
θ+qD

+ 4
εL∗

)2

− 4 β2

(θ+qD)2

2 β2

(θ+qD)2

⇔ γ+
c , γ

−
c =

θ + qD
β

+
2(θ + qD)2

β2εL∗
± (θ + qD)2

2β2

√
16

ε2L∗2

(
βεL∗

θ + qD
+ 1

)

⇔ γ+
c , γ

−
c =

θ + qD
β

+
2(θ + qD)2

β2εL∗

(
1±

√
βεL∗

θ + qD
+ 1

)

⇔ γ+
c , γ

−
c = γc +

2γ2
c

εL(k̄, θ)

1±

√
εL(k̄, θ)

γc
+ 1


Výraz εL(k̄, θ)/γc > 0, a teda

√
εL(k̄, θ)/γc + 1 > 1. �alej platí, ºe 0 < γ−c < γc a

γc < γ+
c .

Dostávame tak nasledovnú klasi�káciu pevných bodov pre linearizovaný systém a
pôvodný nelineárny systém (pozri Tabu©ku 5.1 a Obrázok 5.1).

Treba si uvedomi´, ºe pre v prípade okamºitého prispôsobenia sa cenovej úrovni,
teda pre ε→∞, γ+

c , γ
−
c → γc, môºu nasta´ iba dva nedegenerované prípady:

Linearizovaný systém Nelineárny systém
γ ∈ (0, γ−c ) stabilný uzol stabilný uzol
γ = γ−c stabilná hviezda
γ ∈ (γ−c , γc) stabilná ²pirála stabilná ²pirála
γ = γc centrum
γ ∈ (γc, γ

+
c ) nestabilná ²pirála nestabilná ²pirála

γ = γ+
c nestabilná hviezda

γ ∈ (γ+
c ,∞) nestabilný uzol nestabilný uzol

Tabu©ka 5.1: Klasi�kácia pevných bodov pre dvojrozmerný model

23



Obrázok 5.1: Simulácia trajektórií dvojrozmerného modelu s parametrami: k̄ = 1, θ = 1.5, α = 0.5,
β = 0.5, ε = 1, L0 = 1, qD = 1. Pre ²peci�ckú vo©bu parametra γ dostávame nasledovné typy pevných

bodov: (a) stabilný uzol pre γ = 0.05, (b) stabilná ²pirála pre γ = 4, (c) centrum (v lin. prípade) pre

γ = γc = 5, (d) nestabilná ²pirála pre γ = 10, (e) nestabilný uzol pre γ = 170.
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Obrázok 5.2: Stabilitný diagram linearizovného systému. Znázornenie typu pevného bodu v rovine

(γc, γ) pri hodnote parametrov k̄ = 1, α = 0.5, β = 0.5, L0 = 1, qD = 5 a parametra ε1 = 50 (a),

ε2 = 500 (b).

• stabilný uzol pre γ < γc

• nestabilný uzol pre γ > γc

Na Obrázku 5.2 krivky γ = γc, γ = γ+
c , γ = γ−c rozde©ujú rovinu (γc, γ) na ²tyri oblasti

s rôznymi typmi pevného bodu. Krivky sú vykreslené pri �xovanej hodnote paramet-
rov k̄, α, β, L0, qD, ε, pre dve rôzne hodnoty ε. Pre vy²²iu hodnotu ε (Obrázok 5.2b) je
vidie´ konvergencia kriviek γ = γ+

c , γ = γ−c k priamke γ = γc.

Na obrázku 5.3 môºme sledova´ £asový vývoj premenných m, q, p̄, L(k̄, q) pre takú
vo©bu parametrov, pri ktorých je pevný bod typu stabilná ²pirála. Ak za£íname z vý-
chodzieho bodu [m0, q0] o£akávaná in�ácia q, ako aj reálna in�ácia p̄ narastá, £o má za
následok vytes¬ovanie pe¬azí z ekonomiky - zniºuje sa dopyt po peniazoch L(k̄, q) a m
klesá. Ak sa mnoºstvo pe¬azí vyrovná s dopytom po peniazoch, rast o£akávanej in�ácie
sa zastaví. Nasleduje obdobie, kedy e²te vysoká in�ácia vytlá£a peniaze z obehu, av²ak
in�ácia klesá. Klesajúca in�ácia obnovuje v ekonomike záujem o drºanie hotovosti -
dopyt po peniazoch narastá. Pri zníºení in�ácie pod istú úrove¬ sa mnoºstvo pe¬azí
v ekonomike za£ne znova zvy²ova´. Zvy²uje sa, kým sa nevyrovná s dopytom po pe-
niazoch. Vtedy sa klesanie o£akávanej in�ácie zastaví. Nasleduje obdobie prosperity
ekonomiky, kedy peniaze na trhu prevy²ujú dopyt po peniazoch, £o zvy²uje in�a£né
tlaky. Zvy²ovanie in�ácie zniºuje záujem o drºanie hotovosti - dopyt po peniazoch kle-
sá. Ekonomika je na¤alej presýtená peniazmi, aº kým vysoká in�ácia neza£ne znova
vytesnova´ peniaze. V ekonomike sú teda prítomné oscilácie okolo rovnováºneho sta-
vu, pri£om amplitúda v²etkých spomínaných premenných m, L(k̄, q), q, p̄ je utlmovaná.
Oscila£ný charakter je zachovaný aj pri pevnom bode typu nestabilná ²pirála a centrum
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Obrázok 5.3: �asový priebeh premenných m, L(k̄, q), q, p̄ pre hodnoty parametrov: k̄ = 1, θ = 1.5,
α = 0.5, β = 0.5, ε = 1, L0 = 1, qD = 1, γ = 4 a po£iato£ný stav [m0, q0] = [0.9, 1.5].

Obrázok 5.4: �asový priebeh premenných m, L(k̄, q), q, p̄ pre hodnoty parametrov: k̄ = 1, θ = 1.5,
α = 0.5, β = 0.5, ε = 1, L0 = 1, qD = 1,γ = 0.05 a po£iato£ný stav [m0, q0] = [0.74, 1.7].

(v linearizovanom prípade), iba s tým rozdielom, ºe pri nestabilnej ²pirále amplitúdy
premenných narastajú s £asom.

Na obrázku 5.4 je vývoj premenných v £ase v prípade, ke¤ je pevný bod typu sta-
bilný uzol. Po prvotnom �²oku� spôsobenom nadmerným mnoºstvom pe¬azí a vysokou
in�áciou majú rie²enia tentenciu konvergova´ k pevnému bodu. V prípade nestabilného
uzla rie²enia divergujú od pevného bodu.

Pre γ ∈ {γ+
c , γ

−
c , γc} je linearizácia degenerovaná a fázový portrét na okolí pev-

ného bodu nie je vo v²eobecnosti ²trukturálne stabilný. V linearizovanom systéme
pri hodnote parametra γ = γc je pevný bod typu centrum. Vzniká preto otázka, £i
aj v nelineárnom reºime existujú uzavreté orbity. Odpove¤ môºe poskytnú´ Veta o
Andronovovej�Hopfovej bifurkácií (Veta 4.3.1), ktorej aplikáciu na dvojrozmerný mo-
del uvádzame v nasledovnej podkapitole.
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5.3 Dôkaz existencie limitného cyklu v krátkodobom modeli

Existenciu limitného cyklu dokáºeme tak, ºe ukáºeme, ºe pri kritickej hodnote pa-
rametra γ = γc pár komplexne zdruºených vlastných £ísel Jakobiho matice pretína
imaginárnu os nenulovou rýchlos´ou. Pri aplikácií Vety o Andronovovej�Hopfovej bi-
furkácii (Veta 4.3.1) je vhodné, aby bol uvaºovaný pevný bod dynamického systému
umiestnený v po£iatku súradnicovej sústavy. To dosiahneme posunutím m̃ = m−m∗,
q̃ = q−q∗, resp. m̃ = m−L(k̄, θ), q̃ = q−θ. Potom systém rovníc (5.1), (5.2) nadobúda
tvar:

˙̃m = [m̃+ L(k̄, θ)]{θ − ε[m̃+ L(k̄, θ)− L(k̄, q̃ + θ)]− q̃ − θ}, (5.3)
˙̃q = γε[m̃+ L(k̄, θ)− L(k̄, q̃ + θ)]. (5.4)

Kvôli preh©adnosti de�nujme L(q̃) ≡ L(k̄, q̃+θ) = L0k̄
α(q̃+θ+qD)−β, Lq̃ = ∂L

∂q̃
. Potom

dostávame nasledovný systém:

˙̃m = f 1(m̃, q̃) = [m̃+ L(0)]{−ε[m̃+ L(0)− L(q̃)]− q̃}, (5.5)
˙̃q = f 2(m̃, q̃) = εγ[m̃+ L(0)− L(q̃)]. (5.6)

Pevný bod je teda [m̃∗, q̃∗] = [0, 0]. Uvaºujme teraz, ºe v²etky parametre okrem pa-
rametra γ sú �xované. Potom môºme Jakobiho maticu systému rovníc (5.5), (5.6)
vy£íslenú v pevnom bode [m̃∗, q̃∗] vyjadri´ ako funkciu parametra γ:

AAA(γ) =

(
−εL(0) L(0)[εLq̃(0)− 1]

γε −γεLq̃(0)

)
.

Stopa matice τ = −εL(0)
(

1− γβ
θ+qD

)
= −εL(0)

(
1− γ

γc

)
a determinat ∆ = εγL(0).

Vlastné £ísla Jakobiho matice λ =
1

2
(τ ±

√
τ 2 − 4∆) môºme vyjadri´ v závislosti od

parametra γ nasledovne:

λ(γ) =
1

2

−εL(0)

(
1− γ

γc

)
± εL(0)

√(
1− γ

γc

)2

− 4γ

εL(0)

 .
Bifurkácia nastáva pri kritickej hodnote parametra γ = γc, kedy má Jakobiho matica
rýdzo imaginárne vlastné £ísla (Reλ = 0):

λ(γc) = ±iεL(0)

√
γc

εL(0)
= ±i

√
γcεL(0).

Navy²e vidíme, ºe
d

dγ
Reλ =

1

2

εL(0)

γc
> 0, (5.7)

takºe pár komplexne zdruºených vlastných £ísel pretína imaginármu os pri raste γ v
kritickej hodnote γ = γc nenulovou rýchlos´ou, a preto v malom okolí parametra γc
ekvilibrium bifurkuje do limitného cyklu.
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To, £i pôjde o superkritický, alebo subkritický prípad Andronovovej�Hopfovej bifur-
kácie, resp. £i limitný cyklus je stabilný alebo nestabilný, je determinované znamienkom
prvého Liapunovho koe�cientu dynamického systému blízko ekvilibria.

5.4 Transformácia krátkodobého modelu na kánonický tvar, ur-

£enie typu Andronovovej�Hopfovej bifurkácie

O type Andronovovej�Hopfovej bifurkácie rozhodujú £leny druhého a tretieho rádu
v Taylorovom rozvoji dynamického systému, vy£íslené v kritickej hodnote parametra
γ = γc. Av²ak Veta o Andronovovej�Hopfovej bifurkácií (Veta 4.3.1) predpokladá, ºe Ja-

kobiho matica dynamického systému je v Jordanovej kánonickej forme JJJ =

(
0 −ω
ω 0

)
.

To si vyºaduje úpravu matice AAA na Jordanov kánonický tvar, resp. nájdenie takej

matice PPP , pre ktorú platí: PPP−1AAA(γc)PPP =

(
0 −ω
ω 0

)
.

Pri kritickej hodnote parametra γ = γc má Jakobiho matica dynamického systému
nasledujúci tvar:

AAAγc ≡ AAA(γc) =

(
−εL(0) L(0)[εLq̃(0)− 1]

γcε −γcεLq̃(0)

)
=

(
−εL(0) L(0)[− εβ

θ+qD
L(0)− 1]

γcε
γcεβ
θ+qD
L(0)

)
=

=

(
−εL(0) −L(0)[ ε

γc
L(0) + 1]

γcε εL(0)

)
.

K vlastnému £íslu λ = −i
√
γcεL(0) môºme vypo£íta´ prislúchajúci vlastný vektor vvv.

Pre zjednodu²enie de�nujme a ≡ εL(0).

AAAγc − λIII =

(
−a+ i

√
γca −L(0)[ a

γc
+ 1]

γcε a+ i
√
γca

)
∼

(
−a+ i

√
γca −L(0)[ a

γc
+ 1]

0 0

)
∼

∼

(
−aγc + iγc

√
γca −L(0)[a+ γc]

0 0

)
.

Dostávame tak vlastný vektor

vvv =

(
L(0)[a+ γc]

−aγc + iγc
√
γca

)
=

(
L(0)[a+ γc]

−aγc

)
+ i

(
0

γc
√
γca

)

a maticu PPP =

(
L(0)[a+ γc] 0

−aγc γc
√
γca

)
, pri£om platí: PPP−1AAAγcPPP =

(
0 −√γca
√
γca 0

)
.

�alej si vypo£ítame inverznú maticu PPP−1:

PPP−1 =
1

det(PPP )

(
PPP 22 −PPP 21

−PPP 12 PPP 11

)T

=
1

L(0)[a+ γc]γc
√
γca

(
γc
√
γca 0

aγc L(0)[a+ γc]

)
=
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=


1

L(0)[a+ γc]
0

√
γca

γcL(0)[a+ γc]

√
γca

γ2
ca

 .

Ak rozvinieme funkcie f 1(m̃, q̃), f 2(m̃, q̃) do Taylorového radu, môºme dynamický
systém popísaný rovnicami (5.5), (5.6) vyjadri´ v blízkosti pevného bodu [m̃∗, q̃∗] = [0, 0]

nasledovne: (
˙̃m
˙̃q

)
= AAAγc

(
m̃

q̃

)
+

(
g1(m̃, q̃)

g2(m̃, q̃)

)
. (5.8)

Funkcie g1(m̃, q̃), g2(m̃, q̃) predstavú £leny druhého, tretieho a vy²²ieho rádu Tayloro-
vého rozvoja:

gl(m̃, q̃) =
1

2!

∑
0≤i,j≤2
i+j=2

∂2f l(m̃, q̃)

∂m̃i∂q̃j

∣∣∣∣
m̃=0
q̃=0

+
1

3!

∑
0≤i,j≤3
i+j=3

∂3f l(m̃, q̃)

∂m̃i∂q̃j

∣∣∣∣
m̃=0
q̃=0

+o(‖m̃, q̃‖4) , pre l = 1, 2.

(5.9)

Zave¤me teraz substitúciu

(
m̃

q̃

)
= PPP

(
x

y

)
. Rovnica (5.8) sa tak transformuje na tvar:

PPP

(
ẋ

ẏ

)
= AAAγcPPP

(
x

y

)
+

(
g1(x, y)

g2(x, y)

)
. (5.10)

Prenásobením rovnice inverznou maticou PPP−1 z©ava dostaneme:(
ẋ

ẏ

)
= PPP−1AAAγcPPP

(
x

y

)
+PPP−1

(
g1(x, y)

g2(x, y)

)
=

(
0 −√γca
√
γca 0

)(
x

y

)
+

(
h(x, y)

k(x, y)

)
,

(5.11)
Dynamický systém máme teda vyjadrený v normálnej forme. Prvý Liapunov exponent
vyrátame pod©a teórie (rovnica 4.11) nasledovne:

l1 =
1

16
(hxxx+hxyy+kxxy+kyyy)+

1

16ω0

[hxy(hxx + hyy)− kxy(kxx + kyy)− hxxkxx + hyykyy] ,

pri£om v na²om prípade ω0 =
√
γca. Preto je potrebné vypo£íta´ príslu²né parciálne

derivácie funkcií h, k, vy£íslené v bode [m̃∗, q̃∗] = [0, 0].

Ke¤ºe

(
h

k

)
= PPP−1

(
g1

g2

)
, vypo£ítajme najprv £leny druhého a tretieho rádu Ta-

ylorového rozvoja dynamického systému popísaného rovnicou (5.8). Uº pri výpo£te
Jakobiho matice sme vyuºili:

∂f 1

∂m̃
= −2εm̃+ 2εL(0) + εL(q̃)− q̃, ∂f 1

∂q̃
= [m̃− L(0)][εLq̃(q̃)− 1],

∂f 2

∂m̃
= εγ,

∂f 2

∂q̃
= −εγcLq̃(q̃).

�alej po£ítame:
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∂2f 1

∂m̃2
= −2ε,

∂2f 1

∂m̃∂q̃
=

∂2f 1

∂q̃∂m̃
= εLq̃(q̃)− 1,

∂2f 1

∂q̃2
= εLq̃q̃(q̃)[m̃+ L(0)],

∂2f 2

∂m̃2
= 0,

∂2f 2

∂m̃∂q̃
=

∂2f 2

∂q̃∂m̃
= 0,

∂2f 2

∂q̃2
= −εγcLq̃q̃(q̃).

Derivácie tretieho rádu:
∂3f 1

∂m̃3
= 0,

∂3f 1

∂m̃2∂q̃
=

∂3f 1

∂m̃∂q̃∂m̃
=

∂3f 1

∂q̃∂m̃2
= 0,

∂3f 1

∂m̃∂q̃2
=

∂3f 1

∂q̃∂m̃∂q̃
=

∂3f 1

∂q̃2∂m̃
= εLq̃q̃(q̃),

∂3f 1

∂q̃3
= εLq̃q̃q̃(q̃)[m̃+ L(0)],

∂3f 2

∂m̃3
= 0,

∂3f 2

∂m̃2∂q̃
=

∂3f 2

∂m̃∂q̃∂m̃
=

∂3f 2

∂q̃∂m̃2
= 0,

∂3f 1

∂m̃∂q̃2
=

∂3f 2

∂q̃∂m̃∂q̃
=

∂3f 2

∂q̃2∂m̃
= 0,

∂3f 2

∂q̃3
= −εγcLq̃q̃q̃(q̃).

A tak môºme funkcie g1(m̃, q̃), g2(m̃, q̃) z rovnice (5.9) pri zanedbaní ²tvrtého a vy²²ieho
rádu (vy£íslené v pevnom bode [m̃∗, q̃∗] = [0, 0]) vyjadri´ nasledovne:

g1(m̃, q̃) = −εm̃2+[εLq̃(0)−1]m̃q̃+
1

2
εLq̃q̃(0)L(0)q̃2+

1

6
3εLq̃q̃(0)m̃q̃2+

1

6
εLq̃q̃q̃(0)L(0)q̃3,

(5.12)

g2(m̃, q̃) = −1

2
εγcLq̃q̃(0)q̃2 − 1

6
εγcLq̃q̃q̃(0)q̃3. (5.13)

Platí: Lq̃(0) = −L(0)

γc
, Lq̃q̃(0) =

L2(0)

γ2
c

, Lq̃q̃q̃(0) = −L
3(0)

γ3
c

. Pre zjednodu²enie

budeme v nasledujúcom texte písa´ L namiesto L(0). Rovnice (5.12), (5.13) môºme
teda vyjadri´ v nasledujúcom tvare:

g1(m̃, q̃) = −εm̃2 − εL
γc
m̃q̃ − m̃q̃ +

1

2
ε
L3

γ2
c

q̃2 +
1

2
ε
L2

γ2
c

m̃q̃2 − 1

6
ε
L4

γ3
c

q̃3, (5.14)

g2(m̃, q̃) = −1

2
ε
L2

γc
q̃2 +

1

6
ε
L3

γ2
c

q̃3. (5.15)

Zavedieme teraz substitúciu:(
m̃

q̃

)
= PPP

(
x

y

)
=

(
L(a+ γc)x

−aγcx+ γc
√
γcay

)
=

(
cx

γc(−ax+
√
γcay)

)
,

kde a ≡ εL, c ≡ L(a+ γc). Rovnice (5.14), (5.15) sa zmenia na tvar:

g1(x, y) = −εc2x2 − cax(−ax+
√
γcay)− γccx(−ax+

√
γcay) +

+
1

2
aL2(−ax+

√
γcay)2 +

1

2
acLx(−ax+

√
γcay)2 − 1

6
aL3(−ax+

√
γcay)3,

g2(x, y) = −1

2
aLγc(−ax+

√
γcay)2 +

1

6
aL2γc(−ax+

√
γcay)3.
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A ke¤ºe platí

(
h

k

)
= PPP−1

(
g1

g2

)
, zo znalosti tvaru matice PPP−1 vyjadríme funkcie h,

k nasledovne:

h(x, y) =
1

L[a+ γc]
g1(x, y) =

1

c
g1(x, y),

k(x, y) =

√
γca

γcL[a+ γc]
g1(x, y) +

√
γca

γ2
ca

g2(x, y) =

√
γca

γc

(
1

c
g1(x, y) +

1

γca
g2(x, y)

)
.

Znalos´ presného tvaru funkcií h, k nám uº umoº¬uje priamo vypo£íta´ prvý Liapu-
nov exponent. Po£ítaním príslu²ných parciálnych derivácií (vy£íslených v pevnom bode
[m̃∗, q̃∗] = [0, 0]) vyskytujúcich sa v Liapunovom exponente postupne dostávame:

hxx = −2εc+ 2a2 + 2γca
2 +

1

c
a3L2 =

a3L2

c
,

hxy = −a√γca− γc
√
γca−

1

c
a2L2√γca = −√γca

(
a+ γc +

a2L2

c

)
,

hyy =
γca

2L2

c
,

kxx =

√
γca

γc

(
−2εc+ 2a2 + 2γca+

1

c
a3L2 − a2L

)
=

√
γca

γc
a2L

(
aL
c
− 1

)
= −

a2L2√γca
c

,

kxy =

√
γca

γc

(
−a√γca− γc

√
γca−

1

c
a2L2√γca+ aL√γca

)
= −a2 − γca+

γca
2L2

c
,

kyy =

√
γca

γc

(
1

c
γca

2L2 − γcaL
)

= −
γcaL2√γca

c
,

hxxx = 3a3L+
a4L3

c
,

hxyy = γca
2L+

γca
3L3

c
,

kxxy =

√
γca

γc

[
−2a2L√γca−

6a

6c
L3(a2√γca) +

6

6
aL2(a2√γca)

]
= −2a3L− a

4L3

c
+a3L2,

kyyy =

√
γca

γc

[
−1

c
γca

2L3√γca+
6

6a
γca

2L3√γca
]

= −γca
3L3

c
+ γca

2L2.

�alej po£ítame:

hxxx + hxyy + kxxy + kyyy = 3a3L+
a4L3

c
+ γca

2L+
γca

3L3

c
− 2a3L − a4L3

c
+ a3L2 −

− γca
3L3

c
+ γca

2L2 =

= a3L+ γca
2L+ a3L2 + γca

2L2 = a2L(a+ γc) + a2L2(a+ γc) =

= ca2(1 + L),
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1
√
γca

hxy(hxx + hyy) = −
√
γca√
γca

(
a+ γc +

a2L
c

)(
a3L2

c
+
γca

2L2

c

)
=

= −a2L
(
a+ γc +

a2L2

c

)
,

1
√
γca

kxy(kxx + kyy) =
1
√
γca

(
−a2 − γca+

γca
2L2

c

)(
−
a2L2√γca

c
−
γcaL2√γca

c

)
=

= −a2L
(
−a− γc +

γcaL2

c

)
,

1
√
γca

hxxkxx = −a
5L4

c2
,

1
√
γca

hyykyy = −γ
2
ca

3L4

c2
.

A teda prvý Liapunov exponent je rovný:

l1=
1

16
(hxxx + hxyy + kxxy + kyyy)+

+
1

16
√
γca

[hxy(hxx + hyy)− kxy(kxx + kyy)− hxxkxx + hyykyy] =

=
1

16
ca2(1 + L) +

1

16

[
−a3L − γca2L − a4L3

c
− a3L − γca2L+

γca
3L3

c
+
a5L4

c2
− γ2

ca
3L4

c2

]
=

=
1

16
ca2(1 + L)+

+
1

16

[
−2a3L − 2γca

2L − a5L4

c2
− γca

4L4

c2
+
γca

4L4

c2
+
γ2
ca

3L4

c2
+
a5L4

c2
− γ2

ca
3L4

c2

]
=

=
1

16
ca2(1 + L) +

1

16
[−2ca2] =

=
1

16
ca2(L − 1).

Ke¤ºe a = εL > 0, c = L(a + γc) > 0, kladnos´/ zápornos´ Liapunovho exponentu
závisí od znamienka výrazu L − 1 = L(k̄, θ) − 1. Teda závisí od toho, £i dopyt po pe-
niazoch v ekvilibriu je vä£²í, alebo men²í ako hodnota jedna, resp. £i objem pe¬azí v
ekvilibriu m∗ je vä£²í, alebo men²í ako jedna.

Z výrazu (5.7) vidíme, ºe pár zdruºených vlastných £ísel pretína imaginárnu os
pri raste γ v kritickej hodnote γ = γc kladnou rýchlos´ou. V prípade, ºe Liapunov
exponent je kladný, a teda L(k̄, θ) > 1, ekvilibrium je typu nestabilná ²pirála pre pa-
rameter γ > γc a typu stabilná ²pirála, pre γ < γc, pri£om vzniká nestabilný limitný
cyklus pre γ < γc. V tomto prípade ide o subkritický typ Andronovej�Hopfovej bifur-
kácie (pozri Obrázok 5.5).

V prípade, ºe Liapunov exponent je záporný, a teda L(k̄, θ) < 1, ekvilibrium je typu
stabilná ²pirála pre parameter γ < γc a typu nestabilná ²pirála, pre γ > γc, pri£om
vzniká stabilný limitný cyklus pre γ > γc. V tomto prípade ide o superkritický typ
Andronovovej�Hopfovej bifurkácie.

Uvaºujme teraz, ºe dopyt po peniazoch v ekvilibriu je rovný jednej:

L(k̄, θ) = L0k̄
α(θ + qD)−β = L0k̄

α(θ + qD)α−1 = 1.
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Obrázok 5.5: Subkritický prípad Andronovej�Hopfovej bifurkácie. Pre vo©bu parametrov k̄ = 1,
θ = 1.5, α = 0.4, β = 0.6, ε = 0.4, L0 = 1.67, qD = 0.5. Pre ²peci�ckú vo©bu parametra γ dostávame:

(a) nestabilná periodická orbita pre γ = 3 < γc. Modrá a zelená trajektória sa odvíja od nestabilnej

orbity. (b) nestabilná ²pirála pre γc = 3.33, (c) nestabilná ²pirála pre γ = 4 > γc.
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Obrázok 5.6: Graf závislosti kritickej hodnoty parametra α od parametra θ. Hodnoty parametrov

L0 = 1, qD = 1, k̄ = 2 sú �xované.

Pri£om sme vyuºili, ºe α+ β = 1. Z predo²lej rovnice teraz môºme vyjadri´ parameter
α ako funkciu závislú od ostatných parametrov L0, k̄, θ, qD nasledovne:

αc = αc(L0, k̄, θ, qD) =
ln(θ + qD)− lnL0

ln(θ + qD) + lnk̄
.

Takto vyjadrené kritické hodnoty parametra αc nám de�nujú krivku, na ktorej je dopyt
po peniazoch rovný jednej.

Na obrázku 5.6 je vyjadrená závislos´ αc od parametra θ, pri£om zvy²né parametre
L0, qD, k̄ sú �xované. Krivka αc je rastúca. Vy²²ie hodnoty α a niº²ie hodnoty paramet-
ra θ vytvárajú v modeli pri vhodnej hodnote γ subritický typ Andronovovej�Hopfovej
bifurkácie, resp. vzniká nestabilný limitný cyklus. Naopak, men²ie hodnoty α a vä£²ie
hodnoty θ dávajú moºnos´ pre vznik stabilného limitného cykla v modeli.

Obrázok 5.7 vyjadruje závislos´ αc od parametra k̄, pri£om zvy²né parametre L0,
qD, θ sú �xované. Krivka αc je klesajúca. Vy²²ie hodnoty k̄ spolu s vy²²ími hodnotami
parametra α nám v modeli pri vhodnej vo©be γ vytvárajú nestabilný limitný cyklus.
Naopak niº²ie hodnoty kapitálu s men²ou zmenou rýchlosti nárastu dopytu po peniazoch
L pri náraste mnoºstva kapitálu k (s niº²ími hodnotami α) nám stabilizujú model a
formuje sa stabilná limitná periodická orbita.
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Obrázok 5.7: Graf závislosti kritickej hodnoty parametra α od parametra k̄. Hodnoty parametrov

L0 = 2, qD = 1, θ = 3 sú �xované.

5.5 Perióda cyklického rie²enia

Krátkodobý model nadobúda v Jordanovej kánonickej forme nasledujúci tvar (pozri
rovnicu (5.11)):(

ẋ

ẏ

)
=

(
0 −

√
γcεL(k̄, θ)√

γcεL(k̄, θ) 0

)(
x

y

)
+

(
h(x, y)

k(x, y)

)
. (5.16)

Pri zanedbaní £lenov vy²²ích rádov moºno vyjadri´ rovnicu v linearizovanej forme na-
sledovne: (

ẋ

ẏ

)
=

(
0 −

√
γcεL(k̄, θ)√

γcεL(k̄, θ) 0

)(
x

y

)
. (5.17)

To nám umoº¬uje vyjadri´ explicitné rie²enia premenných x(t), y(t):(
x(t)

y(t)

)
= Re[(a+ ib)vvveαt(cos(bt) + isin(bt))],

kde λ = a+ ib je vlastné £íslo a vvv vlastný vektor Jordanovej matice. V na²om prípade
a = 0, b =

√
γcεL(k̄, θ). Explicitná forma periodických rie²ení sa teda dá vyjadri´ ako

lineárna kombinácia cos(βt), sin(βt), pri£om perióda T oscilácií má tvar:

T =
2π√

γcεL(k̄, θ)
=

2π√
θ + qD
β

εL0k̄
α(θ + qD)−β

=
2π
√

1− α√
εL0[k̄(θ + qD)]α

.

Perióda závisí nepriamoúmerne od rýchlosti prispôsobenia sa cenovej úrovni - parameter
ε. Zvä£²ovanie ε - zvý²enie prispôsobivosti na cenovú úrove¬ zniºuje dobu hospodárske-
ho cyklu. Podobný vplyv na d¨ºku hospodárskeho cyklu má kapitál k̄, miera pe¬aºného
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roz²irovania θ a zmena rýchlosti nárastu dopytu po peniazoch L pri náraste mnoºstva
kapitálu k (parameter α). Zvý²enie k̄, θ, α vedie k zrýchleniu oscilácií v ekonomike.
Rýchlos´ prispôsobenia sa o£akávaniam - parameter γ v²ak nemá vplyv na ve©kos´ pe-
riódy T . Teda perióda T je nezávislá od toho, ako rýchlo sa vedia ©udia prispôsobi´
o£akávaniu in�ácie.
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Kapitola 6

Analýza zov²eobecneného Tobinovho

modelu: úplný (3D) prípad

V tejto kapitole budeme analyzova´ model, ako bol de�novaný v Kapitole 3. Elimi-
náciou p̂ z rovníc (3.2) a (3.3) pomocou rovnice (3.4) máme:

k̇ = sf(k)− (1− s)(θ − q)m− nk, (6.1)

ṁ = m{θ − ε[m− L(k̄, q)]− q − n}, (6.2)

q̇ = γε[m− L(k̄, q)]. (6.3)

6.1 Pevné body modelu

Pre pevný bod platí k̇ = 0, ṁ = 0, q̇ = 0, a teda z rovníc (6.2), (6.3) priamo
vyplýva:

q∗ = θ − n,

m∗ = L(k∗, q∗) = L(k∗, θ − n).

V ekvilibriu sa o£akávaná miera in�ácie rovná aktuálnej miere in�ácie (z rovnice (3.4))
a dosahuje hodnoty miery pe¬aºného roz²irovania zníºeného o mieru rastu obyvate©-
stva. Kým v krátkodobom modeli sa o£akávaná miera in�ácie rovnala miere zmeny
nominálneho mnoºstva pe¬azí, v dlhodobom horizonte rast obyvate©stva potlá£a efekt
in�ácie spôsobenej roz²irovaním pe¬azí. Objem pe¬azí per capita sa v ekvilibriu vy-
rovná s dopytom po peniazoch.

�alej z rovnice (6.1) má plati´:

sf(k∗)− (1− s)(θ − q∗)m∗ − nk∗ = 0. (6.4)

Pri uvaºovaní konkrétnych funkcií f(k), L(k, q) dostávame algebraickú rovnicu s nezná-
mou k:

skρ − (1− s)nL0k
α(θ − n+ qD)−β − nk = 0.
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Predelíme rovnicu kapitálom k > 0 a mierou úspor s > 0:

kρ−1 =
n

s
(1− s)L0(θ − n+ qD)−βkα−1 +

n

s
.

Po transformácií x = kρ−1 môºme predo²lú rovnicu vyjadri´ v tvare:

x︸︷︷︸
f1(x)

= bxa + c︸ ︷︷ ︸
f2(x;a,b,c)

, (6.5)

kde a ≡ α− 1

ρ− 1
> 0, b ≡ n

s
(1− s)L0(θ−n+ qD)−β > 0 a c =

n

s
> 0. A teda pri h©adaní

pevného bodu k∗, resp. x∗ môºu nasta´ nasledovné situácie:

1. Pre a < 1 (α > ρ) dostávame jeden pevný bod x∗ pre ©ubovo©né b, c. Vo v²eobec-
nosti ho moºno nájs´ iba numericky (pozri Obrázok 6.1).

2. Pre a = 1 (α = ρ) sú dve moºnosti (pozri Obrázok 6.2):

(a) Pre b < 1 máme jeden pevný bod:

x∗ =
c

1− b
,

vyjadrený v pôvodnej premennej a parametroch:

k∗ =

 n

s

1− n

s
(1− s)L0(θ − n+ qD)−β


1
ρ−1

=

[
n(θ − n+ qD)β

s+ n(s− 1)L0

] 1
ρ−1

(6.6)

(b) b ≥ 1 neexistuje pevný bod.

3. Pre a > 1 (α < ρ) máme tri moºnosti (pozri Obrázok 6.3):

(a) c > ck, kedy priamka f1 leºí pod krivkou f2 a neexistuje pevný bod.

(b) c = ck, kedy sa priamka f1 dotýka s krivkou f2 v pevnom bode, pri£om platí
podmienka transverzality:

df1

dx
=
df2

dx
⇒ 1 = abxa−1 ⇒ x∗ = (ab)

1
1−a .

Kapitál v ekvilibriu má teda nasledovný tvar:

k∗ =

[
(α− 1)n(1− s)L0

(ρ− 1)s(θ − n+ qD)β

] 1
ρ−α

. (6.7)

Kritickú hodnotu ck pritom môºme tieº explicitne vyjadri´:

ck = x∗ − bx∗a = (ab)
1

1−a − b(ab)
a

1−a ,

a teda v tomto prípade platí podmienka:

n

s
=

[
(α− 1)n(1− s)L0

(ρ− 1)s(θ − n+ qD)β

] ρ−1
ρ−α

+
n(1− s)L0

s(θ − n+ qD)β

[
(α− 1)n(1− s)L0

(ρ− 1)s(θ − n+ qD)β

]α−1
ρ−α

.

(c) c < ck, priamka f1 pretína krivku f2 v dvoch pevných bodoch x∗1, x
∗
2, ktoré

moºno nájs´ numericky.
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Obrázok 6.1: Vzájomná pozícia grafov f1(x) = x, f2(x) = bxa + c, pri£om a < 1, b, c sú ©ubovo©né.

Obrázok 6.2: Vzájomná pozícia grafov f1(x) = x, f2(x) = bxa + c, pri£om a = 1, c je ©ubovo©né, (a)

b < 1, (b) b ≥ 1.

6.2 Linearizácia na okolí pevného bodu, stabilita pevného bodu

Jakobiho matica dynamického systému má nasledovný tvar:

AAA(k,m, q) =

 sfk(k)− n −[1− s][θ − q] [1− s]m
εmLk(k, q) θ − 2εm+ εL(k, q)− q − n m[εLq(k, q)− 1]

−γεLk(k, q) γε −γεLq(k, q)

 .

Kvôli preh©adnosti ¤alej ozna£íme f ∗ ≡ f(k∗), f ∗k ≡ fk(k
∗), L∗ ≡ L(k∗, θ − n),

L∗k ≡ Lk(k
∗, θ − n), L∗q ≡ Lq(k

∗, θ − n). Vy£íslením matice v pevnom bode [k∗,m∗, q∗]

dostávame:

AAA(k,m, q) =

sf
∗
k − n −[1− s]n [1− s]L∗

εL∗L∗k −εL∗ L∗[εL∗q − 1]

−γεL∗k γε −γεL∗q

 .
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Obrázok 6.3: Vzájomná pozícia grafov f1(x) = x, f2(x) = bxa + c, pri£om a > 1, b je ©ubovo©né, (a)

c > ck, (b) c = ck, (c) c < ck.

Vypo£ítame si nasledujúce charakteristiky:

c1 = −trAAA = −(sf ∗k − n− εL∗ − γεL∗q)

= −
(
sf ∗k − s

f ∗

k
+ (1− s)nL

∗

k
− εL∗ − γεL∗q

)
= s

f ∗

k
(1− ρ)− (1− s)nL

∗

k
+ εL∗ − γε βL∗

θ − n+ qD
,

pri£om sme vyuºili, ºe n =
f ∗

k
− (1− s)nL

∗

k
(z rovnice 6.4).

40



c2 =

∣∣∣∣∣sf ∗k − n −(1− s)n
εL∗L∗k −εL∗

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣−εL∗ L∗(εL∗q − 1)

γε −γεL∗q

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣sf ∗k − n (1− s)L∗

−γεL∗k −γεL∗q

∣∣∣∣∣
= − (sf ∗ − n)εL∗ + (1− s)nεL∗L∗k + εL∗γεL∗q − γεL∗(εL∗q − 1)−

− (sf ∗ − n)γεL∗q + (1− s)L∗γεL∗k
= − (sf ∗ − n)(εL∗ + γεL∗q) + (1− s)εL∗L∗k(n+ γ) + γεL∗

= −
(
sf ∗k − s

f ∗

k
+ (1− s)nL

∗

k

)
(εL∗ + γεL∗q)+

+ (1− s)εL∗L∗k(n+ γ) + γεL∗

= s
f ∗

k
(1− ρ)(εL∗ + γεL∗q) + (1− s)nεL

∗

k

(
n+ γ

n
L∗kk − L∗ − γL∗q

)
+ γεL∗

= s
f ∗

k
(1− ρ)εL∗

(
1− βγ

θ − n+ qD

)
+ (1− s)nεL

∗2

k

(
n+ γ

n
α− 1 +

βγ

θ − n+ qD

)
+ γεL∗,

c3 = −det(AAA) = − [(sf ∗k − n)εL∗γεL∗q + (1− s)nL∗(εL∗q − 1)γεL∗k + (1− s)L∗εL∗L∗kγε−

− (1− s)L∗εL∗γεL∗k − (sf ∗k − n)L∗(εL∗q − 1)γε− (1− s)nεL∗L∗kγεL∗q]

= − (1− s)nL∗(εL∗q − 1)γεL∗k + (1− s)nεL∗L∗kγεL∗q−

−
[
sf ∗k − s

f ∗

k
+ (1− s)nL

∗

k

]
L∗γε

= s

(
f ∗

k
− f ∗k

)
L∗γε+ (1− s)nγεL

∗

k
(L∗kk − L∗)

= s
f ∗

k
(1− ρ)L∗γε− (1− s)nγεL

∗2

k
(1− α).

Pod©a Routhovho�Hurwitzovho kritéria nutnou a posta£ujúcou podmienkou pre lo-
kálnu stabilitu linearizovaného systému je:

c1 > 0, c3 > 0, c1c2 − c3 > 0.

Teda, ekvilibrium [k∗,m∗, q∗] je stabilné, práve vtedy, ke¤ platia nasledovné podmienky:

s
f ∗

k∗
(1− ρ)− (1− s)nL

∗

k∗
+ εL∗ − γε βL∗

θ − n+ qD
> 0, (6.8)

sf ∗(1− ρ)− (1− s)nL∗(1− α) > 0, (6.9)[
s
f ∗

k∗
(1− ρ)− (1− s)nL

∗

k∗
+ εL∗ − γε βL∗

θ − n+ qD

]
.

.

[
sf ∗(1− ρ)

(
1− βγ

θ − n+ qD

)
+ (1− s)nL∗

(
n+ γ

n
α− 1 +

βγ

θ − n+ qD

)
+ γk∗

]
−

−[sf ∗(1− ρ)γ − (1− s)nγL∗(1− α)] > 0.

(6.10)
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Tieto výsledky moºno porovna´ s výsledkami práce Benhabib & Miyao (1981), kde
autori uvaºovali trojrozmerný Tobinov model pre relatívne ²irokú triedu funkcií f a L.
Autori pritom uvádzajú nasledovnú nutnú a posta£ujúcu podmienku stability pevného
bodu:

c1 > 0, c2 > 0, c1c2 − c3 > 0,

Poznamenajme, ºe tieto podmienky nie sú v súlade s Routhovým�Hurwitzovým
kritériom pre lokálnu stabilitu linearizovaného systému, a teda nesprávne.
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Záver

V práci sme analyzovali zov²eobecnený Tobinov model pre konkrétnu triedu pro-
duk£ných funkcií a konkrétnu triedu funkcií dopytu po peniazoch. Pre krátkodobý mo-
del sme na²li izolované pevné body. Identi�kovali sme podmienky, pri ktorých dochádza
k primárnej bifurkácií linearizovaných rie²ení . Pomocou ¤al²ích dvoch kritických pa-
rametrov γ−c , γ

+
c môºme klasi�kova´, £i je pevný bod typu stabilná/nestabilná ²pirála,

alebo stabilný/nestabilný uzol. �alej sme ukázali, ºe pri kritickej hodnote γ = γc

pár komplexne zdruºených vlastných £ísel pretína imaginárnu os pri raste γ nenulovou
rýchlos´ou, a teda na malom okolí parametra γc ekvilibrium bifurkuje do limitného cyk-
lu, resp. v dynamickom systéme dochádza ku Andronovovej�Hopfovej bifurkácii. Po
transformácií krátkodobého modelu na kánonický tvar a výpo£te prvého Liapunovho
exponentu sa nám podarilo ur£i´ typ Andronovovej�Hopfovej bifurkácie. Typ bifurkácie
závisí od toho, £i dopyt po peniazoch v ekvilibriu L(k̄, θ), resp. objem pe¬azí v ekvi-
libriu m∗, je vä£²í alebo men²í ako hodnota jedna. V prípade, ºe dopyt po peniazoch je
men²í, v modeli vzniká stabilný limitný cyklus (superkritický typ bifurkácie). Naopak,
ak hodnota dopytu po peniazoch v ekvilibriu je vä£²ia vzniká nestabilná limitná peri-
odická orbita (subkritický typ bifurkácie). �al²ím výsledkom je asymptotická forma pre
periódu oscila£ných rie²ení. Pre úplný trojrozmerný model sme odvodili vz´ahy medzi
parametrami, pri ktorých v modeli existuje jeden alebo dva izolované pevné body, resp.
ºiaden pevný bod. �alej sme odvodili nutné a posta£ujúce podmienky pre stabilitu
pevného bodu.
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