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Abstrakt

Praca sa zaobera analyzou makroekonomického dynamického modelu — zovseobec-
neného Tobinovho modelu. Ide o neoklasicky rastovy model s rozsirenim o peniaze,
v ktorom bohatstvo méze byt reprezentované formou kapitalu alebo penazi. Model je
urc¢eny tromi parametrizovanymi diferencidlnymi rovnicami, ktoré popisuju dynamiku
vyvoja premennych kapitalu, penazi a inflacie. Analyza zahiha hladanie pevnych bo-
dov, ich lokalnych stabilitnych vlastnosti a hladanie bodov lokalnych bifurkacii. V mo-
deli je pouzité Specifickd forma produkénej funkcie, tzv. Cobbova-Douglasova produké-
na funkcia, a Specificka forma funkcie dopytu po peniazoch. V kratkodobom horizonte,
kedy je kapital a velkost populacie kon§tanta, sa povodny trojrozmerny model reduku-
je na dvojrozmerny. Podstatna cast prace sa venuje prave tomuto limitnému pripadu,
pricom je prevedeny dokaz, ze za vhodnych podmienok systém podlieha Andronovovej—
Hopfovej bifurkicii. Explicitnym vypoc¢tom je urceny aj typ Andronovovej—Hopfovej
bifurkdcie. Dalsim cennym vysledkom je asymptoticka forma pre periédu oscila¢nych
rieSeni, ktora indikuje, zZe v kontexte kratkodobého modelu peridda oscilacii nezavisi
od rychlosti, ktorou sa I'udia vedia prisposobit ocakavaniam.

Krladové slova: Tobinov model o makroekonomicky model o dynamické systémy
e bifurkac¢né analyza e Andronovova—Hopfova bifurkacia

Abstract

This thesis deals with the analysis of macroeconomic dynamical model — the genera-
lized Tobin model. Tt is a neoclassical growth model with the presence of paper currency,
in which wealth may be held in either of the two forms: money or capital good. The
model consists of three parametrized differential equations that describe the behavior
of variables capital, money and inflation. The aim of the analysis is to find the critical
points and their local stability properties and local bifurcation points. In the model we
assume a specific Cobb—Douglas form of the production function and a specific form of
the demand function for money. In the short run, with capital and population fixed the
original three—dimensional model is reduced to two—dimensional model. A significant
proportion of the thesis deals with this limit case furthermore; it is demonstrated that
under certain conditions the Andronov-Hopf bifurcation arises. An explicit computa-
tion type of Andronov—Hopf bifurcation is set. Another result is the asymptotical form
of the period of oscillation solutions, which shows that the period doesn’t depend on the
speed of adjustment of expectations.

Keywords: Tobin model ¢ mocroeconomic model e dynamical systems e bifurcation
analysis e Andronov—Hopf bifurcation
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Uvod

V poslednych rokoch sa v ekonomickom modelovani zvySuje zaujem o vyuzitie mo-
delov so spojitou variaciou ¢asu. Pri popisovani spravania sa ekonomickych procesov
sa vyuzivaju parametrizovné systémy diferenciadlnych rovnic. Napriek ich zlozitosti je
¢asto mozné preskumat Sktrukturalne a kvalitativne vlastnosti danych ekonomickych
modelov.

Pri analyze dynamického modelu ako prvé hfadame ekvilibrium-pevny bod a zaobe-
rame sa otazkou jeho stability. Volne povedané, pevny bod povazujeme za stabilny, ak
Tubovol'né rieSenie zacinajice v jeho blizkosti konverguje k pevnému bodu pre ¢as idici
do nekonecna. Naopak, pevny bod je nestabilny, ak [ubovolné rieSenie zac¢inajice v jeho
blizkosti k nemu nekonverguje. Skiimanie stability je dolezité pre pochopenie vlastnosti
dynamiky ekonomického systému a zistenie vplyvu parametrov na tieto vlastnosti.

Dalsim krokom v analyze dynamického modelu je skiimanie bifurkacii (vetvenia rie-
Seni). Pod bifurkdciou rozumieme kvalitativnu zmenu systému pri prekroceni ur¢itej
kritickej hodnoty parametra. Bifurkac¢nd analyza poskytuje informéacie, ako sa moze
napriklad stabilny systém zmenit na nestabilny alebo chaoticky pri spojitej zmene pa-
rametra systému.

Ak je dynamicky model popisany troj alebo viac-rozmernym systémom nelinearnych
diferencidlnych rovnic systém moze vykazovat tzv. chaotické spravanie. Hoci je sys-
tém determinicticky- bez ndhodnych faktorov, ¢asové rady (rieSenia) maju stochasticky
charakter (vyzor). V takom pripade je model velmi citlivy na zmenu podiato¢nych
podmienok (mala zmena na pociatku vedie k velkym zmenam v neskorSom ¢ase) a ani
deterministickost modelu ndm negarantuje schopnost predpovede spravania sa rieseni.

V diplomovej praci je analyzovany zovSseobecneny Tobinov model - neoklasicky rasto-
vy model s rozsirenim o peniaze, v ktorom bohatstvo moze byt reprezentované vo forme
penazi alebo kapitalu.

Pri odvodzovani zov§eobecneného Tobinovho modelu (rovnice (3.1) (3.4)) sa pred-

poklada, ze na produké¢nej strane je pouzitd neoklasicka produkéna funkcia
Y =F(K,N),

kde Y predstavuje reprezentativny homogénny produkt, ktory je produkovany kapita-

lom K a pracou N. Funkcia F' je dvakrat diferencovatelnd, linedrne homogénna, ma
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kladni a klesajicu marginalnu produktivitu oboch faktorov a faktory nie st navza-
jom substituovatelné. Ak ozna¢ime y = Y/N, k = K/N, za predoslych predpokladov

mozeme produkéni funkciu transformovat na tvar:

y = f(k),
pricom: f(k) >0, f'(k) >0, f"(k) <0, ]lfin% (k) = oo, klim f'(k)=0.
Dalej sa v modeli predpokladé, 7e Iudia getria ¢ast s ¢istého prijmu Y + (M/p),
kde M je nominalne mnozstvo peiazi a p cenova troven. Bodka nad premennou znaci

¢asovi derivaciu. Aktuélna akumulacia kapitalu sa rovna miere tspor spolo¢nosti:
K =s[Y + (M/p)] — (M/p), (1)

priom vyraz s[Y + (M /p)] predstavuje privétne Gspory a vyraz s[Y + (M /p)] — (M /p)
uspory spoloc¢nosti. Vlada vytvara peniaze z rozpoctového deficitu, a tak (M/p) Vy-
jadruje Cerpanie uspor vladou. NavySe vlada kontroluje iba mieru zmeny nominalneho
mnozstva penazi ]\/[/]\/[ = 0. Za predpokladu, ze populécia (pracovna sila) rastie expo-

nencialne, mierou n = N/N, da sa rovnica (1) vyjadrit v tvare per capita:
k= sf(k) = (1—s)(0 — ¢ym — nk, (2)

kde m = 2L je realny objem pehazi per capita a ¢ je o¢akdvana miera inflacie. Rovnica
pN
(2) sa nazyva Tobinova fundamentéalna rovnica.

Diferencovanim rovnice m = 1% podla ¢asu dostavame:

1 =m(0 —p/p—n). (3)

Ocakévana miera inflacie ¢ sa meni proporcne s rozdielom medzi aktualne realizovanou

mierou inflacie p/p a otakdvanou mierou inflacie ¢:

¢=7®/p—q). (4)

Ak je aktualna miera inflicie vysSia ako oCakavana, o¢akavana miera inflacie vzrasta a
naopak. Koeficient y-rychlost prisposobenia sa o¢akavaniam sa nazyva aj koeficientom
oCakavania. 1/v vyjadruje ¢as potrebny na vyrovnaie rozdielu medzi aktuélnou a oca-
kédvanou mierou inflicie. Pre v — oo mame dokonala schopnost predpovede, kedy sa
aktualna miera inflacie rovna ocakavanej p/p = q.

f)alej sa v modeli predpoklada, Ze zmena cien moze byt vyvolana prebytkom dopytu
penazi, alebo prebytkom ponuky penazi na penaznom trhu. Zmenu cien moéze vyvolat

aj oc¢akavanie inflacie. Mechanizmus zmeny cien popisuje nasledovné rovnica:

p/p=¢elm— L(.)] +q, (5)

kde ¢ je rychlost prisposobenia sa cenovej urovni. 1/e vyjadruje ¢as potrebny na vyrov-
nanie rozdielu medzi ponukou a dopytom zasoby hotovosti. Pre okamzité vyrovnanie

rozdielu mame ¢ — oo. L(.) je funkciou dopytu po peniazoch.

8



Dopyt po peniazoch moze byt vyvolany za ucelom transakcie a za ucelom vlatne-
nia aktiva a je Specifikovany nasledovne: L = Z(f(k), f'(k) + q). Argument f(k) je
zéstupca pre dopyt po transakcidch, argument f'(k) + g predstavuje naklady vyplyva-
juce z vlastnenia penazi. Dopyt po peniazoch je teda funkciou kapitalu per capita a
oCakévanej miere inflacie: L = L(k,q). Sumarne je teda zovSeobecneny Tobinov model

popisany diferencidlnymi rovnicami (2), (3), (4), (5):

ko= sf(k)—(1—s)(0—qm—nk,
o= m(0—p/p—n),

¢ = v®/p—a),
p/p = em—L(k,q)] +q.

Po formélnej stranke je praca rozdelena do piatich kapitol. Prva kapitola obsahu-
je prehlad literatiry zaoberajicou sa analyzou zovSeobecneného Tobinovho modelu.
V druhej kapitole su uvedené ciele diplomovej prace. V tretej kapitole uvadzame struc-
né zhrnutie zakladnych vysledkov tedrie dynamickych systémov, ktoré sme aplikovali
pri analyze modelu. Stvrta kapitola sa zaobera analyzou kratkodobého (dvojrozmerné-
ho) modelu. Su v nej uvedené parametrické zivislosti pevnych bodov a ich stabilitné
vlastnosti. Dalej je v nej uvedeny centralny vysledok tejto prace, konkrétne dokaz
existencie Andronovovej-Hopfovej bifurkacie v modeli. Transformaciou modelu na ka-
nonicky tvar a explicitnym vypoctom prvého Liapunovho exponentu je urceny typ
Andronovovej-Hopfovej bifurkacie. Piata kapitola sa venuje analyze uplného (trojroz-
merného) modelu. Su v nej vypocitané pevné body a uvedené nutné a postacujice
podmienky pre stabilny pevny bod pomocou Routhovho—-Hurwitzovho kritéria. Tie-
to stabilitné podmienky porovnavame s vysledkami uvedenych v ¢lanku Benhabib &
Miyao (1981).



Kapitola 1
Prehl'ad literatiary

Tobin (1965) rozsiril zakladny model ekonomického rastu o peniaze a skimal vplyv
miery monetarnej expanzie na kapitalova intenzitu v ekonomike. Coskoro sa viak uka-
zalo, ze model je nestabilny, a preto nevhodny pre aplikiciu do realnej ekonomiky.
V roku 1971 Hadjimichalakis (1971a, 1971b) zovSeobecnil Tobinov model za t¢elom
odstranenia nestability. V ¢lankoch Hadjimichalakis (1971a, 1971b), Hadjimichalakis
& Okuguchi (1978) autori odvadzaju postacujiuce podmienky pre stabilitu ekvilibria, a
nutné a postacujtice podmienky pre stabilitu ekvilibria v kratkodobom modeli'. V tych-
to ¢lankoch sa predpoklada aktualna miera inflacie v tvare ¢ = e[m — L(k, q)], resp., Ze
dopyt po peniazoch je vyvolany iba za tcelom vlastnenia aktiva. V praci Benhabib &
Miyao (1981) autori odvodili posta¢ujicu podmienku pre lokalnu stabilitu ekvilibria zo-
vSeobecneného Tobinovho modelu. Navyse ukézali, Ze za vhodnych podmienok systém
podlieha Andronovovej—Hopfovej bifurkacii, a teda v systéme existuju pravidelné oscila-
cie. Udrigte & Ciancio (2004) vo svojej praci Studovali vplyv Euklidovsko-Lagrangeovej
struktiry stavového priestoru na dynamiku zovseobecneného Tobinovho modelu, pri-

¢om dokazali existenciu optimalnych ekonomickych fluktuacii.

1V tomto modeli sa prepoklads, ze kapital k = k je konStatny a miera rastu populacie n = 0. Pévodny trojrozmerny
model sa vtedy redukuje na dvojrozmerny.
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Kapitola 2
Ciele diplomovej prace

Cielom tejto prace je analyza dynamiky zovSeobecneného Tobinovho modelu v mo-
netarnej teorii. V predchadzajicej praci Benhabib & Miyao (1981) bol $tudovany zo-
vSeobecneny Tobinov model pre relativne Sirokid triedu produkénych funkcii f a triedu
funkcii dopytu po peniazoch L. Nasa poc¢iato¢na snaha o zreprodukovanie tychto vy-
sledkov vsak ukazala, Ze tieto vysledky nie st konzistentné s Routhovym-Hurwitzovym
stabilitnym polynomialnym kritériom, a teda nespravne. Z toho dévodu sme sa rozhodli
pre analyzu zovSeobecneného Tobinovho modelu pre (i) konkrétnu triedu produkénych
funkcii Cobb-Douglasovho typu (pozri rovnicu (3.5)) a (ii) triedu konkrétnych fukeii
dopytu po peniazoch (pozri rovnicu (3.6)). Analyza spodiva v urceni parametrickych
zavislosti pevnych bodov modelu, urc¢eni ich lokalnej stability v zavislosti od hodnoty
parametrov a hladani podmienok pre vznik lokdlnych bifurkacii. Objektom analyzy je

tplny (trojrozmerny) Tobinov model a jeho kratkodoba (dvojrozmerné) limita.
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Kapitola 3
Formulacia problému

V praci je analyzovany zovSeobecneny Tobinov model, ako ho formuloval Benhabib
& Miyao (1981):

k= sf(k)—(1—s)(0—q)m—nk, (3.1)
m = m(0—p—n), (3.2)
¢ = 7(p-4q), (3:3)
p = em—Lkg]+q, (34)

kde nasledujice endogénne premenné vyjadruji:
e k € RT - pomer kapital-praca
e m € R - objem realnych pehazi per capita
e ¢ € R - oCakdvana miera inflacie
e p=p/p € R - aktualna miera inflacie
a parametre:
e 5 € (0,1) - sklon k uspore
e () € R - miera penazného rozsirovania
e n € R - miera rastu populécie
e v > 0 - rychlost prispdsobenia sa o¢akavaniam,
e ¢ > ( - rychlost prispdsobenia sa cenovej trovni

Produk¢né funkcia f(k) ma nasledujuce vlastnosti: f(k) > 0, f'(k) > 0, f"(k) <0,

IICirr(l] f'(k) = oo, klim f'(k) = 0. V praci je pouzitd Cobbova-Douglasova funkcia
f(k) =k, (3:5)
kde p € (0,1).

12



L je funkciou dopytu po peniazoch. L = Z(f(k), f'(k) + q) , resp. L = L(k,q), s
vlastnostami: L = ‘g—i >0al,= ‘g—s < 0.

V préci sa uvazuje funkcia dopytu po peniazoch v tvare
L<k7 q) = LOka(q + QD)_6> (36)

kde a, € (0,1), a4+ = 1, Ly = const > 0, gp > 0 dostatocne velké. Takto definovana
funkcia splia predpoklady funkcie po peniazoch: Lj, = aLok® *(q+qp)™® = aL/k > 0,
Ly = —BLok“(q + qp) "' = —BL/(q + qp) < 0. Parameter qp zaruuje, Ze funkcia
L je definovana aj pre malé zdporné hodnoty ocakavanej inflacie g, teda pri oc¢akavani
deflacie. Parameter o vyjadruje zmenu rychlosti narastu dopytu po peniazoch L pri na-

raste mnozstva kapitalu k. ( vyjadruje zmenu rychlosti poklesu dopytu po peniazoch
L pri naraste inflacie q.

13



Kapitola 4
Metody analyzy

V tejto kapitole uvadzame struc¢né zhrnutie zakladnych vysledkov tedrie dynamic-
kych systémov, ktoré budeme aplikovat pri analyze iplného Tobinovho modelu a jeho
kratkodobej limity. V tejto limite sa Tobinov model redukuje na planarny dynamicky
systém. Uvadzame tu metodu linearizacie a Routh—Hurwitzove podmienky stability ek-
vilibria (Veta 4.1.2), ako aj klasifikaciu pevnych bodoch v dvojrozmernych dynamickych
systémoch. V podkapitole 5.3, 5.4 budeme analyzovat periodické rieSenia kratkodobého
modelu, generované prostrednictvom tzv. Andronovovej—Hopfovej bifurkicie. Podmien-
ky pre existenciu a linedrnu stabilitu periodickych rieseni dvojrozmerného dynamického

systému s zhrnuté vo vete 4.3.1.
4.1 Linearizacia a stabilita pevnych bodov
Uvazujme n-rozmerny systém obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:

t=f(z): U CR"— R"™ (4.1)

Bod z*, pre ktory plati f(z*) = 0 nazyvame pevnym bodom, resp. kritickym bodom
alebo ekvilibriom. Taylorovym rozvojom funcie f okolo pevného bodu z* (uvazujme

pre zjednodusenie z* = 0) dostavame nasledovny systém:

T =Azr+ ¢(z),
kde
8f1/8x1 8f1/a$n aix - Q1p
A=Df(z") = Df(x)|pmer = : : = : :
Ofn/0xy -+ Ofn/0zy, Ap1 -+ Qpp
, : : oonoplx)
sa nazyva Jacobiho matica a pre ¢(z) plati: ”hHmO Tl
T||— T

Systém & = Az sa nazyva linearizovany systém, resp. linearizacia systému (4.1).

14



RieSenie z dynamického systému nazyvame stabilné, ak iné rieSenie Startujice v jeho
blizkosti zostava v jeho blizkosti aj pre nasledujice casy. RieSenie je asymptoticky
stabilné, ak iné rieSenie zacinajice v jeho blizkosti k nemu konverguje pre c¢as iduci

do nekonecna. Formélnejsie v nasledujicej definicii.

Definicia 1. RieSenie  dynamického systému (4.1) je stabilné (Liapunovsky stabilné),
ak pre dané € > 0 existuje 6(¢) > 0 také, ze pre I'ubovolné iné rieSenie y(t) plati, ak
|Z(0) — y(0)] < 0, potom |z(t) — y(t)| < e Vt > 0. RieSenie sa nazyva asymptotic-
ky stabilné, ak je Liapunovsky stabilné a navyse plati, ak |z(0) — y(0)| < ¢, potom
flggo |z(t) — y(t)| = 0. RieSenie je nestabilné, ak nie je stabilné.

Nasledujtice vety, citované z knihy Zhang(2005), resp. Tu(1994), naim davaju nutné
a postacujice podmienky stability pevného bodu.

Veta 4.1.1. Ak majui vsetky vlastné hodnoty Jakobiho matice A zdporni redlnu éast,
potom je ekvilibrium x* diferencidlnej rovnice © = f(x) asymptoticky stabilné. Ak md
aspot jedna vlastnd hodnota matice A kladni redlnu céast, ekvilibrium je nestabilné.
Veta 4.1.2 (Roughtovo-Hurwitzovo kritérium). UvaZujme charakteristickd rovnicu Ja-
kobitho matice:

N e N AR e A e, = 0,

kde c¢1, co, -+ ¢, € R. Nutnou a postacujicou podmienkou pre kladni redlnu cast
vsetnijch vlastnijch cisel X je:

Ay >0, Ay >0, -+, A, >0,

¢ 1 o 0

C1 1 0
cp 1 C3 C2 0

kde Ay = ¢, Ay = Ao =1cg o ¢ |, Ap= . . ) N

c3 Co : : . :

Cy, C4 C3
Con—1 Cop—2 - Cp

c; =0Vi>n.
V pripade, ze n = 2,
1 = —(a11 + agn) = —tr(A),
¢y = (a11a20 — ajoas;) = det(A).
Vlastné ¢isla A maju zaporni realnu ¢ast prave vtedy, ked platia nasledovné podmienky:
c1 >0, co > 0.
V pripade, 7e n = 3,

C1 = —(CL11 + 929 -+ CL33) = —tI‘(A),

ailr aig 11 A13 Q22 A23

Co = + + 5
ag1 A2 a31 as3 32 A33

¢z = —det(A).
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Vlastné ¢isla A maja zdporna redlnu ¢ast a pevny bod z* je asymptoticky stabilny prave

vtedy, ked platia nasledovné podmienky:

Cl>0, c3 >0, cicog —c3 > 0.

4.2 Klasifikacia pevnych bodov v planarnych systémoch

Uvazujme dvojrozmerny nelinearny systém i = f(z) : R? — R2. Vlastné ¢isla

Jacobiho matice A maju tvar:
1
)\172 = 5(7’ + D1/2),

kde 7 = tr(A), A = det(A), D = 72 — 4A. Pomocou parametrov 7, A, D dostivame
klasifikdciu pevnych bodov linearizacie (pozri tabulku 4.1). Ak 7 # 0 A A # 0 A

sedlo A<0 D>0;
stabilny uzol T<0 A>0 D>0
stabilna Spirala 7T<0 A>0 D<O0
nestabilny uzol >0 A>0 D>0
nestabilna Spirala >0 A>0 D<O0
centrum =0 A>0 D<0
degenerovany stabilny uzol 7T<0 A>0 D=0
degenerovany nestabilny uzol | 7>0 A >0 D=0
neizolované pevné body A=0

Tabulka 4.1: Klasifikicia pevnych bodov linearizacie pre dvojrozmerny model

D # 0 hovorime o tzv. nedegenerovanych pripadoch dynamickych systémoch. Inak
o degenerovanych. V pripade, Ze linearizacia nelinearneho systému je nedegenerovana,
potom fazovy portrét na okoli pevného bodu je zachovany aj v nelinedrnom rezime.
Ak je linearizacia degenerované, potom linearizovany fazovy portrét nie je Strukturalne
stabilny a na zdklade linearizacie nevieme rozhodnit o type pevného bodu (Jordan &
Smith (2007)).

4.3 Andronovova—Hopfova bifurkicia v planarnych systémoch

Andronovova—Hopfova bifurkécia vzniké, ked par komplexnych vlastnych ¢isel pretne
imaginarnu os nenulovou rychlostou. Uvazujme dynamicky systém zavisly od parametra
Tk

i = f(z,pu) : R® — R
f)alej uvazujme, Ze existuje izolované ekvilibrium z* = x*(u) zavislé od parametra pu.

Linearizovany systém mé Jakobiho maticu A(u) = D, f(x, p) zavisla od p a vycislent
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v pevnom bode x*. Uvazujme, Ze vlastné ¢isla A\ matice A su diferencovatelné v u a

komplexné :

A(p) = a(p) £16(n)

d
a pretinaju imaginarnu os v bode p = o nenulovou rychlostou: a(ug) =0 # % a
1
£ # 0. Potom v blizkosti bodu p ekvilibrium bifurkuje do limitného cyklu.
Majme systém vyjadreny v Jordanovej normaéalovej forme:
& =J(u)z,
_ 0 _
kde J(pn) = o) =An) s I (o) = Blo) . Pre doplnenie, ekvilibrium
Blp)  alp) Blpo) 0

je typu stabilné $pirala pre a(u1) < 0, typu nestabilna Spirala pre a(us) > 0 a centrum
pre a(po) =0, p1 < pio < pa.
V normalovej forme méze byt Andronovova—Hopfova bifurkacia vyjadrena v tvare:

& = J(po)xr + h(x), (4.2)

kde funkcia h(z) predstavuje ¢leny vyssieho radu. Alebo mézme Andronovovu-Hopfovu

bifurkaciu vyjadrit v plnom tvare:

: 0 — b kY (21,
95'1 — ANES + (23 + 23) “ = + 2(x1 72) ; (4.3)
T G 0 T b a T k*(xy1, z2)
kde g = \/detJ (1), a,b € R sa tykaji ¢lenov treticho radu v Taylorovom rozvoji, fun-

kcie k', k? obsahuji ¢leny $tvrtého a vyssich rddov. Rovnicu (4.3) moZeme v polarnych

stradniciach vyjadrit nasledovne:

o= alp)r+a(p)r® +O@r°), (4.4)

0 = Bu)+b(u)r® +0(r"), (4.5)

¢o pri rozvinuti do Taylorovho rozvoja v okoli p = po (pre zjednodusenie sa uvazuje
po = 0) déava:

o= (0)ur+ a(0)r® + O(ur, ur®, r°), (4.6)

0 = B(0)+ 5 (0)u+b0)*+ O, pr®,r), (4.7)

kde o/(0) = 3Z|#0 —0, 7'(0)
nim zapisu a(0) = a, 5(0)

d—ﬂ\ —o. Zanedbanim clenov vyssieho radu a zjednoduse-
B, b(0) =b, 5'(0) = ¢, ¢’(0) = d mdzeme pisat:

o= dur +ar®, (4.8)
0 = B+cu+br? (4.9)

A tak pre periodické riesenie systému rovnic (4.9)(4.9), pre —oo < %d < 0 a p dostatocne

malé dostavame:

r(6), 0] = [(—ﬂl)/ (5 (c=2) ) 400

17

(4.10)




Obrézok 4.1: Bifurka¢ny diagram v priestore (u,r, ) pre pripad a > 0, d > 0.

Periodické orbita je stabilna (pritahuje k sebe krivky rieseni zvonka aj zvnitra) pre
a < 0 a nestabilnd (odpudzujaca krivky od seba) pre a > 0, nezavisle od toho, ¢i
vlastné ¢islo pretne imaginarnu os zlava doprava (o/(0) = d > 0) alebo zprava dolava

(d < 0). Mozu tak vzniknit nasledovné pripady.

e Ak a >0, d > 0 (Obrazok 4.1), pevny bod je typu nestabilna spirala pre u > 0 a
typu stabilna $pirala pre p < 0, pricom vznika nestabilny limitny cyklus pre p < 0.
Ide o subkriticky typ bifurkacie.

e Ak a >0, d < 0 (Obrazok 4.2), pevny bod je typu nestabilna $pirala pre u < 0 a
typu stabilna spirdla pre p > 0 s nestabilnym limitnym cyklom pre p > 0. Ide o
subkriticky typ bifurkacie.

e Ak a < 0, d > 0 (Obrazok 4.3), v tomto pripade je pevny bod typu stabilna
Spirala pre p < 0 a typu nestabilnd Spirdla pre p > 0, pricom vznik4 stabilny
limitny cyklus pre pu > 0. Ide o superkriticky typ bifurkacie.

e Ak a <0,d< 0 (Obrazok 4.4), v tomto pripade je pevny bod typu stabilna $pirala
pre 1 > 0 a typu nestabilnd Spirdla pre g < 0 so stabilnym limitnym cyklom pre
i < 0. Ide o superkriticky typ bifurkacie.

Symbol a sa nazyva aj prvym Liapunovym exponentom. (Guckenheimer a Holmes

(Tu (1994)) odvodili explicitnt formulu na jeho vypocet, s nasledovnym tvarom:

— 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 1 2 1 12
a= T(hmmz+hryy+hxmy+hyyy)+m [hwy(hmr + hyy) - hxy(hgmt + hyy) - hmrhzx + hyyhyy] )
(4.11)

kde funkcia h pochadza 7 rovnice (4.2) a vyjadruje ¢leny vyssich radov normélnej formy

Andronovovej—Hopfovej bifurkacie. Dolny index reprezentuje parcialnu derivaciu podla
%ht

Ox10x2 "

Predoglé tvahy mozeme zhrnit v nasledovnej vete (Tu (1994)).

prislusnej nezéavislej premennej, napr. hi, =
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Obrézok 4.2: Bifurka¢ny diagram v priestore (u,r,8) pre pripad a > 0, d < 0.

Obrézok 4.3: Bifurka¢ny diagram v priestore (u,r, ) pre pripad a < 0, d > 0.

Obrézok 4.4: Bifurka¢ny diagram v priestore (u,r, ) pre pripad a < 0, d < 0.
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Veta 4.3.1 (Veta o Andronovovej—Hopfovej bifurkacii). Nech systém & = f(x,p)
R?® — R? md pevng bod (x*,p0) = (0,0) a Jakobiho matica A(n) = D,f(x*, o) md
riydzo-imagindrne vlastné ¢isla M(po) = £if(uo) také, Ze a(po) = 0 # B(uo) a pdr viast-

nijch ¢isel pretina imagindrnu os nenulovou rychlostou: d = da(pg)/dp # 0. Potom
1. = pg je bodom bifurkdcie.

2. Pri prechode bodom bifurkdcie existuje paraboloid s polomerom r = \/Td/a
umiestneny v pociatku (o, po) = (0,0). Periodické orbity si stabilné (pritahu-
jice) pre a < 0 a nestabilné (odpudzujice) pre a > 0, nezdvisle od toho, ¢i pdr
rgdzo-imagindrnych vlastngch cisel pretal imagindrnu os zlava (d > 0), alebo zp-
rava (d < 0).
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Kapitola 5

Analyza zovSeobecneného Tobinovho
modelu: 2D redukcia pre kratkodobu

limitu

Za predpokladu, Ze kapital je konstatny k = k a velkost populécie je konstantna,
resp. miera rastu populacie n = 0, sa povodny trojrozmerny systém redukuje na dvoj-
rozmerny systém, ktory budeme nazyvat krdtkodobgm modelom. Kratkodoby model je
teda reprezentovany rovnicami (3.2),(3.3) a rovnicou (3.4). Eliminaciou p z rovnic (3.2)

a (3.3) pomocou rovnice (3.4) mame
m = m{ —elm— L(k,q)] — q}, (5.1)
¢ = velm— Lk, q))- (5.2)

Fixovany kapital k je v kratkodobom modeli parametrom.

5.1 Pevné body kratkodobého modelu

Pre pevny bod plati ¢ = 0, m = 0 a teda:
=0 < m=L(kq)
m=0 & m=0V(@—¢cm—Lk,q]—q) =0
< m=0VvVH—q=0

Za predpokladu, ze m € R* dostavame jeden netrividlny pevny bod dvojrozmerného

dynamického systému:

[m*, q*] = [L(I_f, 9), 9] = [LO%Q(Q + QD)_/B, 9]
V ekvilibriu sa o¢akavana miera inflacie rovna aktuélnej miere inflacie (priamo z rovnice

(3.4)) a dosahuje hodnoty miery pefiazného rozsirovania. Objem pehazi per capita sa

v ekvilibriu vyrovna s dopytom po peniazoch.
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Ak ozna¢ime x* = [m*, ¢*], potom x* = 2*(0,k, a, 3, Lo, qp). Pozicia pevného bodu
je zavisla od velkosti kapitdlu, miery penazného rozSirovania a parametrov vyskytu-
jucich sa vo funkcii dopytu po peniazoch. Naopak, rychlost prisposobenia sa cenovej
trovni (parameter €), rychlost prisposobenia sa oc¢akavaniam (parameter 7) neovplyv-

nuju poziciu pevného bodu v dvojrozmernom fazovom priestore (m, q).

5.2 Linearizacia na okoli pevného bodu, stabilita pevného bodu

Jakobiho matica dynamického systému ma nasledovny tvar:

A(m,q) = (9 —2em +eL(k,q) —q mleLy(k,q) — 1]> |

ve —veLqy(k, q)

Vy¢islenim matice v pevnom bode [m*, ¢*] dostavame:

A(m*.q) = —eL(k,0) L(E,H)[SLq(/%,Q)—l]
mea)= ve —~eL,(k,0) '

Kvoli prehladnosti dalej ozna¢ime L* = L(k, ), L; = Ly(k,0). Vypotitame si nasledu-

juace charakteristiky:

T = tr(A) = —eL"— 75[’;
= —[L* + (=)L /(0 + qp)]
= —eL*[1 —~B3/(0 + qp)],

A =det(A) = eyL*(yL;—~L;+1)
= evyl",

D=7*—4A = L*(1—~8/(0+qp))* — 4eyL*

2
4y
_ (o 28 .
c [( 0+ qp elL*

A > 0 determinant Jakobiho matice je kladny, ¢o nam zarucuje, Ze pevny bod

nemdze byt typu sedlo. Pre stopu 7 < 0 p6jde o stabilny pevny bod, 7 > 0 sposobuje
nestabilitu. 7 = 0 je degenerovany pripad, v ktorom linearizacia nie je dostatocna
na urcenie typu a stability pevného bodu pévodného nelinearneho systému. Analyzou

parametrickej zavislosti 7 zistujeme, 7e
T<0& [1=76/(0+qp)l >0 (0+4qp)/B > 1.
Ak oznac¢ime kritickti hodnotu

Ye = 7.(0, 8,qp) = (0 +qp)/ 5,
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potom pre 0 < v < 7. méme stabilny pevny bod, pre v > 7. nestabilny. Je vidiet, Ze
pri vyssich hodnotach parametrov (3, v resp. nizkych hodnotach parametrov 6, qp je
pevny bod nestabilny. Naopak pevny bod je stabilny pri nizSich hodnotach parametrov
B, 7y resp. pri vyssich hodnotach parametrov 0, gp. To, ¢i pojde o stabilny (nastabilny)
uzol, alebo stabilni (nastabilnt) $pirdlu rozhodne kladnost (zdpornost) diskriminantu

D. Analyzou parametrickej zavislosti D zistujeme, Ze:

2
V5 4oy
D=0 & 1— —
[( 0—|—qp> eL*

& ﬁ—22—< 2 4)7+1:

0+ qD)27 0+qp eL*
2
23 4 23 4 32
L (9+QD + €L*> + \/<9+QD T €L*> B 4(9+QD)2
<:> fyc 770 = 2 62
(0+qp)?
0 2(0 2 0 2 16 L*
o Aty = +QD+ (6 +qp) i( +qp) Be 1
ﬁ ﬁ2€L* 2ﬁ2 82L*2 9 + QD
_ 9+qD 2(9+qD)2 ﬁe’:‘L*
s yhy = + 1+ +1
Teo 5 Bl 6+ap
_ 272 eL(k,0)
e oyh Al =y e (12
Jeode =0T Lk, 6) Ye

Vyraz eL(k,0)/7. > 0, a teda \/eL(k,0)/y.+ 1 > 1. Dalej plati, ze 0 < 7. < 7. a
Ve <o -

Dostavame tak nasledovnu klasifikaciu pevnych bodov pre linearizovany systém a
povodny nelinearny systém (pozri Tabulku 5.1 a Obréazok 5.1).

Treba si uvedomit, Ze pre v pripade okamzitého prisposobenia sa cenovej trovni,

teda pre e — o0, v,7. — 7., modZu nastat iba dva nedegenerované pripady:

Linearizovany systém | Nelinearny systém
v € (0,7.) stabilny uzol stabilny uzol
v =", stabilnéd hviezda
v € (Vo) stabilna Spirala stabilné Spirala
Y =" centrum
v E (Ve ¥) nestabilné $pirala nestabilna §pirala
v=n7F nestabilna hviezda
v € (v, 00) nestabilny uzol nestabilny uzol

Tabulka 5.1: Klasifikdcia pevnych bodov pre dvojrozmerny model
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— > (trajekoria)

—————— (izokliny)

Obrazok 5.1: Simulécia trajektérii dvojrozmerného modelu s parametrami: k = 1, # = 1.5, o = 0.5,

B8=05e=1,Ly=1,qp = 1. Pre Specificki volbu parametra v dostdvame nasledovné typy pevnych
bodov: (a) stabilny uzol pre v = 0.05, (b) stabilna §pirala pre v =4, (c) centrum (v lin. pripade) pre

v =7, =5, (d) nestabilna 3pirala pre v = 10, (e) nestabilny uzol pre v = 170.
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B0 60

(a) (b)

S0+

nestabilnd hviezda
y=nf

o nestabilny uzol

nestabilny uzol

nestabilna hviezda
/ y=97

nestabilna Spirala
centrum
Y=

20

centrum

nestabilha Spirala Y=

stabilna épiréla stabilna hvigzda
‘ ) stabilny uzol ‘ Y=Y  stabilny, uzol ‘ |
g 10 12 14 16 o 2 4 B 8 10 12 14 16

Yo Ve

stabilna hviezda
Y=

Obrazok 5.2: Stabilitny diagram linearizovného systému. Znazornenie typu pevného bodu v rovine
(Ye,y) pri hodnote parametrov k = 1, a = 0.5, 3 = 0.5, Ly = 1, gp = 5 a parametra ¢; = 50 (a),
g2 = 500 (b).

e stabilny uzol pre v < 7,
e nestabilny uzol pre v > .

Na Obrazku 5.2 krivky v = 7., v = v, 7 = 7. rozdeluju rovinu (7., ) na $tyri oblasti
s roznymi typmi pevného bodu. Krivky sa vykreslené pri fixovanej hodnote paramet-
rov k, a, 3, Lo, qp, €, pre dve rozne hodnoty e. Pre vysSiu hodnotu ¢ (Obrazok 5.2b) je

vidiet konvergencia kriviek v = v, v = v, k priamke v = ..

Na obrazku 5.3 mozme sledovat ¢asovy vyvoj premennych m, g, p, L(k,q) pre taki
volbu parametrov, pri ktorych je pevny bod typu stabilné Spirdla. Ak zaciname z vy-
chodzieho bodu [myg, go] otakavana inflacia ¢, ako aj redlna inflacia p narasta, ¢o ma za
nasledok vytesiiovanie pehazi z ekonomiky - znizuje sa dopyt po peniazoch L(k,q) a m
klesa. Ak sa mnozstvo penazi vyrovna s dopytom po peniazoch, rast oc¢akavanej inflacie
sa zastavi. Nasleduje obdobie, kedy eSte vysoka inflacia vytlac¢a peniaze z obehu, avSak
inflacia klesa. Klesajuca inflicia obnovuje v ekonomike zaujem o drzanie hotovosti -
dopyt po peniazoch narasti. Pri zniZeni inflacie pod istil Groven sa mnozstvo penazi
v ekonomike zaCne znova zvySovat. ZvySuje sa, kym sa nevyrovna s dopytom po pe-
niazoch. Vtedy sa klesanie ocakavanej inflicie zastavi. Nasleduje obdobie prosperity
ekonomiky, kedy peniaze na trhu prevySuji dopyt po peniazoch, ¢o zvySuje infla¢né
tlaky. ZvySovanie inflacie znizuje zaujem o drzanie hotovosti - dopyt po peniazoch kle-
sa. Ekonomika je nadalej presytend peniazmi, az kym vysoka inflicia nezafne znova
vytesnovat peniaze. V ekonomike s teda pritomné oscilacie okolo rovnovazneho sta-
vu, pricom amplitida vietkych spominanych premennych m, L(k, q), g, p je utlmovana.

Oscila¢ny charakter je zachovany aj pri pevnom bode typu nestabilné $pirala a centrum
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Obrézok 5.3: Casovy priebeh premennych m, L(k,q), g, p pre hodnoty parametrov: k = 1, § = 1.5,
a=05,8=05e=1,Ly=1,¢p =1,y =4 apotiatotny stav [mg, go] = [0.9, 1.5].

075

Obrazok 5.4: Casovy priebeh premennych m, L(k,q), g, p pre hodnoty parametrov: k = 1, § = 1.5,
a=0506=05e=1,Ly=1, gp =1,y =0.05 a poiatocny stav [mg, go] = [0.74, 1.7].

(v linearizovanom pripade), iba s tym rozdielom, 7ze pri nestabilnej $pirdle amplitady
premennych narastaji s ¢asom.

Na obrazku 5.4 je vyvoj premennych v ¢ase v pripade, ked je pevny bod typu sta-
bilny uzol. Po prvotnom ,Soku” spésobenom nadmernym mnozstvom penazi a vysokou
inflaiciou maju rieSenia tentenciu konvergovat k pevnému bodu. V pripade nestabilného
uzla rieSenia diverguji od pevného bodu.

Pre v € {vF,7.,7.} je linearizacia degenerovana a fazovy portrét na okoli pev-
ného bodu nie je vo vSeobecnosti Strukturalne stabilny. V linearizovanom systéme
pri hodnote parametra v = 7. je pevny bod typu centrum. Vznikad preto otazka, ¢i
aj v nelinedrnom reZzime existuju uzavreté orbity. Odpoved moze poskytniatf Veta o
Andronovovej—Hopfovej bifurkacii (Veta 4.3.1), ktorej aplikiciu na dvojrozmerny mo-

del uvadzame v nasledovnej podkapitole.
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5.3 Dokaz existencie limitného cyklu v kratkodobom modeli

Existenciu limitného cyklu dokazeme tak, Ze ukdzeme, Ze pri kritickej hodnote pa-
rametra v = 7, par komplexne zdruzenych vlastnych ¢isel Jakobiho matice pretina
imaginadrnu os nenulovou rychlostou. Pri aplikacii Vety o Andronovovej—Hopfovej bi-
furkacii (Veta 4.3.1) je vhodné, aby bol uvazovany pevny bod dynamického systému
umiestneny v pociatku stradnicovej sistavy. To dosiahneme posunutim m = m — m*,
G=q—q*, vesp. m =m—L(k,0), § = ¢q—0. Potom systém rovnic (5.1), (5.2) nadobida

tvar:

m = [m+ L(k,0){0 — e[+ L(k,0) — L(k,G+0)] — G — 0}, (5.3)
q = ~elm+ L(k,0) — L(k,Gg+6)

dostdvame nasledovny systém:

mo= [, q) = [m+ LO0){—e[m + L(0) = L(@)] - ¢}, (5.5)
¢ = f(m,q) = eylm+ L0) - L(q)). (5.6)
Pevny bod je teda [m*,¢*] = [0,0]. Uvazujme teraz, 7e v8etky parametre okrem pa-

rametra vy st fixované. Potom mo6zme Jakobiho maticu systému rovnic (5.5), (5.6)
vy¢islent v pevnom bode [m*, ¢*] vyjadrit ako funkciu parametra ~:
—eL(0) L(0)[eL;(0) —1
ve —veL4(0)
Stopa matice 7 = —eL(0) (1 - %) = —cL(0) (1 - %) a determinat A = vL(0).

1
Vlastné ¢isla Jakobiho matice A = 5(7’ + V72 — 4A) mozme vyjadrit v zavislosti od

parametra v nasledovne:

A3) = 5 [~<£(0) (1 - ,yl) + €£<0>\/ (1 - %) } eé<70>

Bifurkéicia nastava pri kritickej hodnote parametra v = 7., kedy mé Jakobiho matica

rydzo imaginarne vlastné ¢isla (ReA = 0):

A(e) = %ie£(0) %m) = +iy/7.2L(0).

Navyse vidime, zZe
1
4 pey = Le£0)
dry 2 e

takze par komplexne zdruzenych vlastnych ¢isel pretina imagindrmu os pri raste v v

> 0, (5.7)

kritickej hodnote v = =, nenulovou rychlostou, a preto v malom okoli parametra -,

ekvilibrium bifurkuje do limitného cyklu.
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To, ¢ pojde o superkriticky, alebo subkriticky pripad Andronovovej—Hopfovej bifur-
kacie, resp. ¢i limitny cyklus je stabilny alebo nestabilny, je determinované znamienkom

prvého Liapunovho koeficientu dynamického systému blizko ekvilibria.

5.4 Transformacia kratkodobého modelu na kadnonicky tvar, ur-
¢enie typu Andronovovej—Hopfovej bifurkacie
O type Andronovovej—Hopfovej bifurkacie rozhoduju ¢leny druhého a tretieho radu

v Taylorovom rozvoji dynamického systému, vycislené v kritickej hodnote parametra

v = .. AvSak Veta o Andronovovej—Hopfovej bifurkacii (Veta 4.3.1) predpoklada, ze Ja-

0 —w
kobiho matica dynamického systému je v Jordanovej kdnonickej forme J = 0 >
w
To si vyzaduje dpravu matice A na Jordanov kédnonicky tvar, resp. néjdenie takej
0 —w
matice P, pre ktort plati: P~'A(y,)P = 0
w

Pri kritickej hodnote parametra v = 7, mé Jakobiho matica dynamického systému

nasledujuici tvar:

A = Ay = (—55(0) L(0)[££4(0) — 1]) _ (—eﬁ(o) L£(0)[~ 522 £(0) — 1])

Ve€ —7.eL£4(0) Ye€ %5(0)

(—eL(0) —LO)[EL(0)+ 1]
o\ e eL(0) '

K vlastnému ¢islu A = —i\/v.££(0) mézme vypoditat prislichajici vlastny vektor v.

Pre zjednodusenie definujme a = €£(0).

A g [erivaa —LO 1Y | (marivia —LO) 1]
Ve Ye€ a+j\/ﬁ 0 0

e tiveyia —L(0)[a+ 7]
0 0 ‘

Dostavame tak vlastny vektor

_ ( L£(0)[a + 7] ) _ (ﬁ(@)[aw) H.( 0 >
—a%e + 170\/@ —a%c 70\/@

£ 0 c 0 0 - c
a maticu P = (0)la + ] , pricom plati: P~'A, P = e ).
—a7e Ye/ Ve Vel 0

Dalej si vypoéitame inverzni maticu P~

pi_ 1 Py —Py ' _ 1 Yer/ Vel 0 _
T det(P)\-P1, Pn | LOa+rdvevAea \ av.  LO|a+])
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1

L(0)]a + ]
Vel Vel

1eL0)[a+7]  ~2a

Ak rozvinieme funkcie f1(m,q), f*(m,q) do Taylorového radu, mézme dynamicky

systém popisany rovnicami (5.5), (5.6) vyjadrit v blizkosti pevného bodu [m*, §*] = [0, 0]

<m> —A <m> + (gl(m’g)) . (5.8)
q "\ 9*(m, )

Funkcie ¢g'(m, ), g*(1h, §) predstavi ¢leny druhého, tretieho a vyssieho radu Tayloro-

nasledovne:

vého rozvoja:

1 9% fl(m, q)

L~ ~\ __ - )

g'(m,q) = o E —
0<7,7<2 SIS
i+j=2 i+j=3

+l| Z agfl<m7(j>

OMmioq +O(”m>(j|‘4) ,prel =1,2.

(5.9)

T?) =P (x) . Rovnica (5.8) sa tak transformuje na tvar:
q Y

P <x> — AP <x> + (91 x’y)> . (5.10)
y y 9*(z,y)

Prenésobenim rovnice inverznou maticou P~! zlava dostaneme:

(‘T) _plA P <x> L p! <gl(x,y)> _ ( 0 _\/W) (!E) n (h(x,y))
j A\ 9*(x,y) Va0 y k(z,y) )
(5.11)

Dynamicky systém mame teda vyjadreny v normalnej forme. Prvy Liapunov exponent

Zavedme teraz substitiiciu (

—~

vyratame podla teorie (rovnica 4.11) nasledovne:

1
(hazathayy+Keay+kyyy)+

l, = —
T

1
m [hwy(hm + hyy) - kxy<kwx + kyy) — hyykay + hyykyy] )
pricom v nasom pripade wy = /7.a. Preto je potrebné vypocitat prislusné parcidlne

derivacie funkcii h, k, vy¢islené v bode [m*, ¢*] = [0, 0].

h 1

Kedze (k) = p! <g2>7 vypocitajme najprv ¢leny druhého a tretieho radu Ta-
g

ylorového rozvoja dynamického systému popisaného rovnicou (5.8). Uz pri vypocte

Jakobiho matice sme vyuzili:

1 0 1
G = 26+ 26L(0) + LD - 0. = i - LO)[eLs(a) - 1L
of? of?
% = g7, 0_]; = —5%56@)-

Dalej pocitame:
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82f1 B anl B anl B 3 anl B o
o2~ % Bmdg A =Ll — L e = Lul@ln+ L)
TI it ~0 i Lo(d
om2 8m8q 8q8m ’ BrE = —7:L4(4)-
Derivacie tretieho radu:
3 £1 5 1 5o -
55 = op__Of__ of
om® \ o . oMo Omdgom 9o’
#f o B Fr
Omog? - 0GOmag - OG2Om = €£qq(q>> BYe 5ﬁqqq( 7)[m 4 L(0)],
3 (2 5 o 5 4
5 = of__OF__ 9F
Onm? 5m28q OmoGgom  9gom?
83]01 _ 63](‘2 B 63f2 0 (93f . £~~~(~)
oMo 9Gomog  0¢2om o etaald)-

A tak mozme funkcie g' (1, §), g*(m, §) z rovnice (5.9) pri zanedban{ §tvrtého a vyssieho

radu (vycislené v pevnom bode [m*, §*] = [0, 0]) vyjadrit nasledovne:

91, 6) = i+ £L4(0) = g+ 5eLig(0) L0 + 3 Lg O + gL 0)£0)G",

(5.12)
o 1 L1 i
9°(m, @) = =57%L3(0)8" — ze7Laaq(0)q" (5.13)
2 3
Plati: £§(0) = —@7 /:,q‘q(O) = 5,7—(20), quq(()) = —5,7/(30) Pre zjednoduéenie

c c [
budeme v nasledujicom texte pisat £ namiesto £(0). Rovnice (5.12), (5.13) mozme

teda vyjadrit v nasledujucom tvare:

L 1 L3 1 L2 1 L4
g'(m,q) = —em? —5£mq—mq+257—§q +§ Imq _6556‘73’ (5.14)
o 1 £2, 1 L3
(M, q) = -5 7q2+6 ¥q3 (5.15)

Zavedieme teraz substiticiu:

(m _p (:z:) _ < L(a+v.)x _ ( cx
q y —0YeT + Vor/ VoY Yel—az + \/eay) )

kde a = ¢L, ¢ = L(a + 7). Rovnice (5.14), (5.15) sa zmenia na tvar:

g'(x,y) = —ec®s? — cax(—ax + /Yeay) — Yecx(—ax + /Yeay) +
1 1 1
—|—§a£2(—a:c + eay)? + §ac£:1:(—ax + \Aeay)? — 6a£3(—ax + Veay)?,
1 1
g*(z,y) = —galye(—az+ \Feay)’ + calye(—az + Veay)’.
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h 1
A ked7e plati k) =P <g2>7 zo znalosti tvaru matice P~! vyjadrime funkcie h,
g

k nasledovne:

_ 1 1 1y
h(l’,y) - E[a—i—%]g (xay) - Cg (xay)v
_ Vel Vel Va1 1,
k(z,y) = —%.C[aJr%]g Yz, y) + “a G (z,y) = . (Cg (z,y) + ! (z,y) ).

Znalost presného tvaru funkcii h, £ ndm uZ umoziuje priamo vypocitat prvy Liapu-

nov exponent. Po¢itanim prislusnych parcialnych derivacii (vyéislenych v pevnom bode

[m*, ¢*] = [0,0]) vyskytujicich sa v Liapunovom exponente postupne dostavame:
1 a’L?
hew = —2ec + 2a% + 27.a% + a£2 ,
5 2£2
= T\ = Ve / Ve — —CL L V Ve = —1/7cl (CL Vet )7
2£2
hyy = 22

ﬁo

EY

)

8y () o

1
2ec + 2a* + 2v.a + —aPL? — 2£>
c Ve c

(.
/_C 1 . 2£2
kxy = ,;y (_a\/fVT — Ve Vca - Ea2£2\/77 a—+ aE\/”YT) = —(Z2 — Yea + 7 ac 5
Vvea (1 cal?\ /e
ky, = Jed ( Yea* L? —%aﬁ) = —u7
Y \c c
4£3
Dpwe = 3a3L +
c
Q E
By = 7ea?L + L2
Ve 6 acs
kx:ry - { 2a2£ \% Vel — ( vV ’}/ca) + Eaﬁz(a2\/ Vca>1 - _2a3£—a_+a3£27
Ye Cc
Ve 1 6 a2l
Kyyy = Vel [——%azﬁg\/@+ 6—%a2£3\/@} = _Jf + e L2
Ve c a C
Dalej pocitame:
4,3 a3 4,3
hase + hayy + Kaay + Kyyy = 36°L + —— + y.a?L + 22 2P0 — L a3 —
c
3£3
_ Jd A Yea’L? =
c
= @*L+7.a°L+ a*L? + 7.0’ L% = a*Lla+.) +d*LP(a+7,) =
= ca*(1+L),
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C

c
1 oLt

—hmzkxm = _a 5

Ve c?
1 Yv2a3 L

—hyykyy - - 5 -

Vel c
A teda prvy Liapunov exponent je rovny:

1
ll:_(hmz + hmyy + kmy + kyyy)+

16
1
+W [hry(hm + hyy) o kxy(km + k?ﬂ/) o himckfﬂw + hyykyy} =

1 1 22 2£2 : ; £2 -
b ) = (o M) (LN ual )

1, 1 a*l? vall?  aPLt  APaPL?
= —ca®(1+ L)+ — |—a*’L — y.a’L — —— — a®’L — 7.a°L + = — =<
160a(+ )—1—16{@ Vel . a Y Lt ——+— .
1
= 1—60a2(1 + L)+
1 5 N Lt vl yeatLt A2a3LY dPLY APalLt
—i—E[—Qaﬁ—Q%aE— R + = + 2 + 2 T =2 =
1 1
= ¥ca2(1 + L)+ 1—6[—20(12] =
= 1—60a2(£ —1).

Kedze a = L > 0, ¢ = L(a + 7.) > 0, kladnost/ zapornost Liapunovho exponentu
zavisi od znamienka vyrazu £ — 1 = L(k,0) — 1. Teda zavisi od toho, ¢ dopyt po pe-
niazoch v ekvilibriu je vac¢si, alebo mensi ako hodnota jedna, resp. ¢i objem penazi v
ekvilibriu m* je vacsi, alebo mensi ako jedna.

Z vyrazu (5.7) vidime, Ze par zdruZenych vlastnych &isel pretina imaginarnu os
pri raste v v kritickej hodnote v = 7, kladnou rychlostou. V pripade, ze Liapunov
exponent je kladny, a teda L(k,6) > 1, ekvilibrium je typu nestabilna $pirdla pre pa-
rameter v > 7, a typu stabilna Spirala, pre v < ., pricom vznika nestabilny limitny
cyklus pre v < 7.. V tomto pripade ide o subkriticky typ Andronovej-Hopfovej bifur-
kacie (pozri Obréazok 5.5).

V pripade, Ze Liapunov exponent je ziporny, a teda L(k,6) < 1, ekvilibrium je typu
stabilna Spirdla pre parameter v < 7. a typu nestabilna Spirala, pre v > 7., pricom
vznika stabilny limitny cyklus pre v > v.. V tomto pripade ide o superkriticky typ
Andronovovej—Hopfovej bifurkécie.

Uvazujme teraz, ze dopyt po peniazoch v ekvilibriu je rovny jednej:
L(k,0) = Lok™(0 + qp) ™" = Lok®(0 + qp)* ™' = 1.
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Obrazok 5.5: Subkriticky pripad Andronovej-Hopfovej bifurkicie. Pre volbu parametrov k& = 1,
=15 a=04,3=0.6,e =04, Ly =1.67, qp = 0.5. Pre §pecificki volbu parametra v dostavame:
(a) nestabilna periodické orbita pre v = 3 < .. Modré a zelend trajektoria sa odvija od nestabilnej

orbity. (b) nestabilné $piréla pre . = 3.33, (c) nestabilna Spirdla pre v =4 > ~..
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Obrazok 5.6: Graf zavislosti kritickej hodnoty parametra o od parametra 6. Hodnoty parametrov

Lo=1,qp =1, k =2 st fixované.

Pri¢om sme vyuzili, ze a + § = 1. Z predoslej rovnice teraz mozme vyjadrit parameter

a ako funkciu zavisla od ostatnych parametrov Lo, k, 0, ¢p nasledovne:

In(0 + qp) — InLy
In(6 + gp) + Ink

Qe = ac(L07 1217 97 QD) -

Takto vyjadrené kritické hodnoty parametra o, nidm definuju krivku, na ktorej je dopyt
po peniazoch rovny jedne;j.

Na obréazku 5.6 je vyjadrené zavislost a. od parametra 6, pricom zvy$né parametre
Lo, qp, k st fixované. Krivka a, je rasttica. Vyssie hodnoty « a niZsie hodnoty paramet-
ra 0 vytvaraji v modeli pri vhodnej hodnote v subriticky typ Andronovovej—Hopfovej
bifurkacie, resp. vznika nestabilny limitny cyklus. Naopak, mensie hodnoty « a vicsie
hodnoty 6 davaju moznost pre vznik stabilného limitného cykla v modeli.

Obrazok 5.7 vyjadruje zavislost o, od parametra k, pricom zvys$né parametre Lo,
gp, 0 st fixované. Krivka a. je klesajica. Vyssie hodnoty k spolu s vyssimi hodnotami
parametra o nam v modeli pri vhodnej volbe v vytvaraju nestabilny limitny cyklus.
Naopak nizsie hodnoty kapitalu s mensou zmenou rychlosti narastu dopytu po peniazoch
L pri naraste mnozstva kapitalu & (s niz8imi hodnotami «) ndm stabilizuju model a

formuje sa stabilna limitna periodickd orbita.
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Obrazok 5.7: Graf zavislosti kritickej hodnoty parametra o od parametra k. Hodnoty parametrov
Lo=2,qp =1, 0 =3 su fixované.

5.5 Perioda cyklického rieSenia

Kratkodoby model nadobtda v Jordanovej kanonickej forme nasledujici tvar (pozri
rovnicu (5.11)):

AN 0 —\/eeL(k,0)\ [z h(z,y)
(y) B ( vee L(k, 0) 0 ) (y) i (k(m,y)) ' (1)

Pri zanedbani ¢lenov vysSich rddov mozno vyjadrit rovnicu v linearizovanej forme na-

AN 0 —/7eL(k,0)\ [z
(O)-(trs “TN) o

To ndm umoziuje vyjadrit explicitné rieSenia premennych z(t), y(t):

sledovne:

(x(t)> = Re[(a +ibjoe (cos(bt) + isin(br))

y(t)
kde A = a + ib je vlastné ¢islo a v vlastny vektor Jordanovej matice. V naSom pripade
a=0,b=/vcL(k,0). Explicitna forma periodickych rieseni sa teda da vyjadrit ako
linedrna kombindacia cos(ft), sin((5t), pricom peridda T oscilacii ma tvar:
B 27 B 2m 271'\/ 11—«
N k0) [0+ . - Lolk(6

Perioda zavisi nepriamotimerne od rychlosti prispdsobenia sa cenovej tirovni - parameter
€. Zviacsovanie € - zvySenie prispdsobivosti na cenovi troven znizuje dobu hospodarske-

ho cyklu. Podobny vplyv na dizku hospodarskeho cyklu ma kapital k, miera pefiazného
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rozsirovania # a zmena rychlosti narastu dopytu po peniazoch L pri naraste mnozstva
kapitalu k (parameter o). ZvySenie k, 6, o vedie k zrychleniu oscilacii v ekonomike.
Rychlost prisposobenia sa o¢akdvaniam - parameter v v8ak nemé vplyv na velkost pe-
riody T'. Teda perioda T je nezavisla od toho, ako rychlo sa vedia Iudia prisposobit

oCakavaniu inflacie.
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Kapitola 6

Analyza zovSeobecneného Tobinovho

modelu: uplny (3D) pripad

V tejto kapitole budeme analyzovat model, ako bol definovany v Kapitole 3. Elimi-

néciou p z rovnic (3.2) a (3.3) pomocou rovnice (3.4) mame:

ko= sf(k)—(1—s)(0—q)m—nk, (6.1)
m = m{f —elm— L(k,q)] —q—n}, (6.2)
¢ = velm— Lk, q)). (6.3)

6.1 Pevné body modelu

Pre pevny bod plati k = 0, m = 0, ¢ = 0, a teda z rovnic (6.2), (6.3) priamo
vyplyva:
q* =0 — n,
m* = L(k*,q") = L(k*,0 — n).

V ekvilibriu sa o¢akdvana miera inflacie rovna aktuélnej miere inflacie (z rovnice (3.4))
a dosahuje hodnoty miery pehazného rozSirovania znizeného o mieru rastu obyvatel-
stva. Kym v kratkodobom modeli sa oakdvana miera inflaicie rovnala miere zmeny
nominalneho mnozstva peinazi, v dlhodobom horizonte rast obyvatelstva potlaca efekt
inflicie sposobenej rozsirovanim penazi. Objem penazi per capita sa v ekvilibriu vy-
rovna s dopytom po peniazoch.

Dalej z rovnice (6.1) ma platit:
sf(k*) — (1 —s)(0 — ¢ )m" —nk* = 0. (6.4)

Pri uvazovani konkrétnych funkcii f(k), L(k, q) dostavame algebraicki rovnicu s nezna-
mou k:
sk? — (1 — s)nLok®(0 —n + qp)? — nk = 0.
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Predelime rovnicu kapitalom k£ > 0 a mierou tspor s > 0:
k=21 = 8)Lo(0 — n+qp) Pt + L
s s

Po transformacii © = k”~! mozme predosld rovnicu vyjadrit v tvare:

~
fi(x) fa(z;a,b,c)

r = bx"+c, (6.5)
——

-1
kdea =2 ] >0,bEE(l—s)Lo(ﬁ—n+QD)75>Oac:ﬁ>0. A teda pri hladani
s s

pevného bodu k*, resp. x* mozu nastat nasledovné situacie:

1. Pre a < 1 (a > p) dostavame jeden pevny bod x* pre lubovolné b, c¢. Vo vieobec-

nosti ho mozno najst iba numericky (pozri Obrazok 6.1).
2. Pre a =1 (a = p) st dve moznosti (pozri Obrazok 6.2):

(a) Pre b < 1 mame jeden pevny bod:

. c
= —
1-0b
vyjadreny v povodnej premennej a parametroch:
n Til 3 1
e o_ L
R s _ {”( nt ) ] (6.6)
1——(1—=s)Lo(d —n+qp)™” s+n(s—1)Lo
s

(b) b > 1 neexistuje pevny bod.
3. Pre a > 1 (a < p) mame tri moznosti (pozri Obrazok 6.3):

(a) ¢ > ¢, kedy priamka f; lezi pod krivkou f, a neexistuje pevny bod.

(b) ¢ = ¢, kedy sa priamka f; dotyka s krivkou fy v pevnom bode, pricom plati
podmienka transverzality:

ah _ds

o a—1 * ﬁ
dx—dx:l—aba: = 2" = (ab)T-.

Kapitél v ekvilibriu mé teda nasledovny tvar:

. [ (o — )n(1 — ) Lo }
(p—1)s(0 —n+qp)” '
Kritick@t hodnotu ¢, pritom moézme tiez explicitne vyjadrit:

e = a” —ba™ = (ab)TF — b(ab) T,

(6.7)

a teda v tomto pripade plati podmienka:
n [ (a—Dn(l—s)L } n(1 — s)Lo [ (@ —Dn(l—s)Ly ]re
s |(p—1)s(0 —n+qp)? s@—n+qp)? |[(p—1)s(0 —n+qp)? '

(c) ¢ < ¢, priamka f; pretina krivku fy v dvoch pevnych bodoch z7, x3, ktoré

mozno najst numericky.

38



N’ fo ()

[=]

o

[N]

[

=

o

o

=

o

(]

=F
E‘Em_______

o

(8]

Obrézok 6.1: Vzajomné pozicia grafov fi(z) =z, fo(x) = bx® + ¢, prifom a < 1, b, ¢ s lubovolné.

I R OB e ®

2t fi(z) 2t

Fa) | fie)

Obrazok 6.2: Vzajomnd pozicia grafov fi(z) = z, fa(z) = bz® + ¢, pricom a = 1, ¢ je Tubovolné, (a)
b<1,(b)b>1.

6.2 Linearizacia na okoli pevného bodu, stabilita pevného bodu

Jakobiho matica dynamického systému méa nasledovny tvar:

sfr(k) —n —[1 = s][0 — 4] [1—sjm
A(k,m,q) = | emLi(k,q) 0—2em+eL(k,q) —q—n mleL,(k,q) — 1]
—veLg(k,q) e —veL,(k,q)

Kvoli prehladnosti dalej oznacime f* = f(k*), ff = fu(k*), L* = L(k*,0 — n),
Ly = Li(k*,0 —n), Ly = Ly(k*,0 —n). Vy¢islenim matice v pevnom bode [k*, m*, ¢*|
dostavame:
sfr—n —[1l—sn [1—s|L*
A(k,m,q) = | eL*L; —el*  L*[eL; —1]
—vel} ve —yely
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Obrazok 6.3: Vzajomna pozicia grafov fi(z) = z, fa(x) = ba® + ¢, priCom a > 1, b je lubovolneé, (a)

¢ > ¢y, (b) c=cy, (€) ¢ < c.

Vypocitame si nasledujtice charakteristiky:

= —trA=—(sfy —n—elL" —el;)

* L*
= — (sf,: - 3% +(1— s)n? —el* — 75LZ>
= S?(l p) (1 S)n? +elL ’Y&Tm,
f* L*

pricom sme vyuzili, ze n = — — (1 — s)n? (z rovnice 6.4).

k
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sfr—n —(1—=s)n| |—el* L*(cL;—1) sfr—n (1—s)L*

Co =
Tolern e [T e [Tl —en
= —(sf"=n)el” + (1 —s)nel"Lj +ecL*yeLl, — vel*(eL; — 1)—
— (sf* —n)yeL; + (1 — s)L*yeLy
= —(sf"=n)(eL" +ely) + (1 —s)eL"Li(n+7v) +~yel”
* L*
= - (sf;;k - s% +(1— s)n?) (eL” +~el;)+
+ (1 —s)eL*Ly(n+7) + yeL”
B 8?(1 =Pl +yely) + (1 - 5)"5? — Lk — L7 =Ly ) + el
I By L2 (n+~ By
s (L—p)e 0 —n+tan + (1= s)ne— p eI g e el
¢y = —det(A) = = [(sfi —n)eLyeLy + (1 = s)nL*(eLy — 1)yeLi + (1 — s)L"eL" Liye—

s)L*eL*vely — (sfy —n)L*(eLy; — 1)ye — (1 — s)neL*Livel,]

- (1=
- (1- nL*(eL* )yely + (1 — s)nel*LyyeL;—

[ka (1-— s)n%} L*ve

- (- fk) Le + (1 - shnaee Lk — L)
* L*2

= s pre - (1 - smet- - )

Podl'a Routhovho—Hurwitzovho kritéria nutnou a posta¢ujucou podmienkou pre lo-

kalnu stabilitu linearizovaného systému je:
c1 >0, c3>0, cpcg —c3 > 0.

Teda, ekvilibrium [k*, m*, ¢*] je stabilné, prave vtedy, ked platia nasledovné podmienky:

sff(1—p)— (1 —=s)nL*(1—a) >0, (6.9)
[sﬁ(l —p)—(1— s)nF +el" — ’yem] :

. By LNty By .
oo (=g ) - one (- g ) oo -

—[sf* (L =p)y = (L = s)nyL*(1 — a)] > 0.
(6.10)
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Tieto vysledky moZno porovnat s vysledkami prace Benhabib & Miyao (1981), kde
autori uvazovali trojrozmerny Tobinov model pre relativne Sirokd triedu funkcii f a L.
Autori pritom uvadzaji nasledovni nutni a postacujicu podmienku stability pevného
bodu:

c1 >0, c0>0, cieg —c3 >0,

Poznamenajme, Ze tieto podmienky nie su v silade s Routhovym-Hurwitzovym

kritériom pre lokalnu stabilitu linearizovaného systému, a teda nespravne.
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Zaver

V préci sme analyzovali zovseobecneny Tobinov model pre konkrétnu triedu pro-
duké¢nych funkcii a konkrétnu triedu funkcii dopytu po peniazoch. Pre kratkodoby mo-
del sme nasli izolované pevné body. Identifikovali sme podmienky, pri ktorych dochadza
k primérnej bifurkacii linearizovanych rieSeni . Pomocou dalsich dvoch kritickych pa-
rametrov 7y, , 7+ mozme klasifikovat, ¢i je pevny bod typu stabilnd/nestabilna Spirala,
alebo stabilny/nestabilny uzol. f)alej sme ukazali, Ze pri kritickej hodnote v = ~,
par komplexne zdruzenych vlastnych cisel pretina imaginarnu os pri raste v nenulovou
rychlostou, a teda na malom okoli parametra 7. ekvilibrium bifurkuje do limitného cyk-
lu, resp. v dynamickom systéme dochidza ku Andronovovej—Hopfovej bifurkicii. Po
transformécii kratkodobého modelu na kanonicky tvar a vypocte prvého Liapunovho
exponentu sa nam podarilo uré¢it typ Andronovovej—Hopfovej bifurkacie. Typ bifurkacie
zavisi od toho, ¢ dopyt po peniazoch v ekvilibriu L(k,6), resp. objem pefazi v ekvi-
libriu m*, je vacsi alebo mensi ako hodnota jedna. V pripade, Ze dopyt po peniazoch je
mensi, v modeli vznika stabilny limitny cyklus (superkriticky typ bifurkacie). Naopak,
ak hodnota dopytu po peniazoch v ekvilibriu je vicsia vznika nestabilna limitna peri-
odické orbita (subkriticky typ bifurkacie). Dalsim vysledkom je asymptotickd forma pre
periodu oscila¢nych rieSeni. Pre uplny trojrozmerny model sme odvodili vztahy medzi
parametrami, pri ktorych v modeli existuje jeden alebo dva izolované pevné body, resp.
ziaden pevny bod. Dalej sme odvodili nutné a postacujice podmienky pre stabilitu

pevného bodu.
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