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Abstrakt

Gyurianova, Maria: Ulohy optimamalneho riadenia s ohrani¢eniami na stavové pre-
menné. [Diplomova préacal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky; Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky. Vedica diplomove;j

prace: doc. RNDr. Margaréta Halickd, CSc. Bratislava: FMFI UK, 2011., 50s.

V diplomovej praci sa venujeme tiloham optiméalneho riadenia so zmiesanymi ohra-
ni¢eniami na riadiace a stavové premenné. V stru¢nosti uvadzame teoriu optimélneho
riadenia pre tlohy so zmieSanymi ohranic¢eniami. Objasnime stuvislost medzi dvoma
verziami podmienky maxima pre tilohu zo zmieSanymi ohrani¢eniami. Pouzitie teérie
ilustrujeme na troch tlohéch z oblasti ekonomie. Sa to rastovy model s existen¢nym

minimom, linedrny Ramseyho model a dvojrozmerny rastovy model.

KTacové slova: zmieSané ohraniecenia na riadiace a stavové premenné, Pontrjaginov

princip maxima



Abstract

Gyurianova, Maria: Problems of optimal control with mixed constraints. |[Master
thesis|. Comenius University, Bratislava. Faculty of Mathematics, Physics and Infor-
matics; Department of Applied Mathematics and Statistics. Supervisor: doc. RNDr.
Margaréta Halickd, CSc. Bratislava: FMFI UK, 2011., 50s.

Diploma thesis deals with optimal control problems with mixed constraints on con-
trol and state variables. Shortly, we introduce the optimal control theory for problems
with mixed constraints. We explain connection between two versions of maximum
principle for problems with mixed constraints. We illustrate the use of the theory on
three problems with economic motivation. These are model of economic growth with

subsistence, linear Ramsey model and two dimensional model of economic growth.

Key words: mixed constraints on control and state variables, Pontryagin’s maxi-

mum principle
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Uvod

Optiméalne riadenie je matematickd disciplina s aplikdciami v rozli¢énych oblastiach.
Optimélnemu riadeniu predchadzal varia¢ny pocet, ktory sa rozvijal od 17.storocia.
Za zakladatelov variatného poctu si povazovany Euler a Lagrange. Prvou ulohou
varia¢ného poc¢tu je problém brachistochrony, ktory bol sformulovany v roku 1696
J.Bernoullim. Cielom bolo néajst taka krivku spajajicu dva body A a B v rovine, po
ktorej sa pohyblivy bod M dostane z bodu A do bodu B len vplyvom gravita¢nej sily,
¢o najrychlejsie.

Optimélne riadenia sa zacalo rozvijat v polovici 20. storoc¢ia. Jeho vznik podnietila
najmé automatizacia a vesmirne lety. Za pociatok modernej teérie optiméalneho riade-
nia sa povazuje vydanie knihy The mathematical theory of optimal processes. Jednym
z jej autorov bol L.Pontrjagin. Toto dielo vyslo v roku 1958 v rustine a o Styri roky
neskor v angli¢tine. Jeho vyznam spociva v tom, ze tu bol dokdzany princip maxima
pre ulohy optimalneho riadenia. Dal$im vyznamnym vysledkom v oblasti optiméalneho
riadenia z tohto obdobia je Bellmanova rovnica dynamického programovania, ktora
slazi na rieSenie diskrétnych tloh optimalneho riadenia.

V sucasnosti sa optimalne riadenie vyuziva na rieSenie tloh z roznych oblasti vré-
tane ekondmie a financii. Jenou z mnohych aplikacii optiméalneho riadenia v ekonémii
je napriklad rieSenie Ramseyho modelu ekonomického rastu. V tejto tlohe sa jedna o
urcenie optimalneho ¢asové rozlozenia spotreby s prihliadnutim na obmedzenost eko-
nomickych zdrojov. Tento model sformuloval v roku 1928 ako tlohu varia¢ného poctu.
Ako tloha optiméalneho riadenia bol model sformulovany az v 60. rokoch 20. storocia.

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat lohami optimalneho riadenia, ktoré

obsahuju zmiesané ohranicenia na riadiace a stavové premenné. V prvej kapitole sa



najprv obozndmime so zakladnymi poznatkami s tedrie optimalneho riadenia. Povieme
si, ako vyzeré tloha optimalneho riadenia, aké st to zmieSané ohranic¢enia na riadiace
a stavové a tiez ako vyzeraju nutné a postacujice podmienky pre tilohu optiméalneho
riadenia zo zmieSanymi ohrani¢eniami na riadiace a stavové premenné. Uvedieme tu
dve verzie podmienky maxima a pokusime sa ukazat, Ze si ekvivalentné.

Teoriu z prvej kapitoly vyuzijeme v nasledujicich kapitolach pri rieseni konkrétnych
uloh optimalneho riadenia so zmieSanymi ohrani¢eniami. V druhej kapitole budeme
rieSit ulohu, ktora jednoduchy rastovy model s hranicou existenéného minima. V tretej
kapitole sa budeme venovat linearnej verzii Ramseyho modelu, t.j. Ramseyho modelu,
v ktorom produkénéd funkcia a funkcia spotreby st linedrne. V poslednej kapitole
budeme riesit dvojrozmernu tlohu. Bude to rastovy model rozsireny o moznost predaja

a nakupu dlhopisov.



Kapitola 1
ZmiesSané ohranicenia

V tejto kapitole sa oboznamime s teériou optimélneho riadenia pre tlohy zo zmieSany-
mi ohrani¢eniami na riadiace a stavové premenné. Tuto teériu preberieme z [1].
Oboznamime sa s tym, ¢o je tloha optiméalneho riadenia so zmieSanymi ohrani¢eniami
na riadiace a stavové premenné a ako vyzeraju podmienky Pontrjaginovho principu
maxima pre takito tlohu. Uvedieme tu dve verzie podmienky maxima pre takuato
tlohu, tak ako st uvedené v [1]. Prva z nich je pre tlohy, ktoré obsahuji zmiesané
ohranicenia bez ohladu na to, ¢i obsahuju aj ¢isté ohrani¢enia na riadiace premenné.
Druha je $pecidlne pre tlohy, ktoré obsahuju aj ¢isté ohranicenia na riadiace premenné.
Poznamenajme, 7e v [1] je konstatované, ze z prvej podmienky sa da druhé jednoducho
vyvodit, ale nie je to ukézané.

Najprv predstavime typ problémov, ktoré mozu byt formulované ako ulohy opti-
méalneho riadenia a povieme ako vyzerd tuloha optimalneho riadenia. Majme systém,
ktory sa vyvija v ¢ase. V kazdom ¢asovom okamihu ¢ je tento systém v nejakom stave,

ktory moze byt charakterizovany n-ticou realnych ¢isel

21(t), 2(t), . .. (), (1.1)

ktoré nazyvame stavové premenné. Stavové premenné mozeme tiez zapisat vektorovo
ako z(t) = (z1(t), z2(t), ... 2, (t))T, kde z € R™.

f)alej predpokladajme, Ze procesy prebiehajice v tomto systéme mozu byt do istej
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miery ovplyvnené tzv. riadiacimi premennymi

wn (), us(t), . . up (t). (1.2)

Zapisané vektorovo u(t) = (ui(t), ua(t), ... u.(t))?, kde u € R".

Procesy prebiehajice v systéme st dané diferencidlnymi rovnicami

o(t) = f(z(t), u(t),t), (1.3)
kde #(t) = (dxd—f“dd—f)> af=(fi,....f.)7. Od funkcie f: R" x R" x R — R"
pozadujeme, aby bola spojita a aby jej parcialne derivacie % existovali a boli spojité.

f)alej predpokladdme, 7e pozndme stav systému na zaciatku v case ty. Vieme
teda, 7e x(ty) = 2° kde z° je dany vektor z R". VolIbou konkrétnych hodnoét ria-
diacich premennych u v kazdom ¢ase ¢, t.j. volbou funkcie u(t) a ich dosadenim do
(1.3) dostaneme systém n diferenciadlnych rovnic s n neznadmimi z1(t), z2(t), ... x,(t)
a s danou pociato¢nou podmienkou. RieSenim tohoto systému dostaneme vektorovi
funkciu z(t), ktori nazgvame odozva na riadenie u(t).

Rozliéné volby riadenia u(t) nam daja rozlicné odozvy x(t). Nie kazdy vyvoj systé-
mu je rovnako zelateIny. Rozliény vyvoj systému dava rozli¢nu uZito¢nost. Kazdému

riadeniu u(t) a jeho odozve x(t) preto priradime ¢islo

J:/tlfo(x(t),u(t),t)dt, (1.4)

kde fy je dana funkcia, fp : R" x R" x R — R. Od funkcie fy pozadujeme, aby bola

spojita a aby jej parcidlne derivacie % existovali a boli spojité. Potom hladame také

riadenie u(t), pre ktoré je ¢islo J maximalne mozné. Cislo ¢; nemust byt vo vSeobecnosti
pevne dané, ale v tejto praci sa budeme zaoberat ulohami, kde ¢; je dané. Na hodnotu

systému v Case t; mozu byt dané podmieky typu rovnosti

z(t) = 2!, ' € R" dané (1.5)
alebo podmienky typu nerovnosti

z(t)) > 2!, 2' € R" dané. (1.6)
Ak na z(t;) nie si dané 7iadne podmienky, hovorime, 7e iloha mé volny koniec.
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Uloha optimalneho riadenia moze dalej obsahovat ¢isté ohrani¢enia na riadiace
premenné, ¢isté ohranic¢enia na stavové premenné a zmieSané ohranicenia na riadiace a
stavové premenné. V tejto praci sa budeme zaoberat tlohami, ktoré obsahuju zmiesané

ohranicenia na riadiace a stavové premenné, t.j. ohranicenia typu

hi(z(t),u(t),t) >0, pre k =1,2,...s, (1.7)
kde h = (hy, ..., hs) je spojita funkcia (z,u,t) a g};k a ghk existuju a su spojité funkcie

(x,u,t). Pripustame, ze tloha moze obsahovat aj ¢isté ohranicenia na riadiace pre-
menné, ale zahrnieme ich do ohraniceni (1.7).

Uvazujme teda nasledujicu tlohu optimalneho riadenia

max / Folw(t),u(), 1), (1.8)

kde t¢, t1 st dané. Stavova premenna x(t) sa riadi nasledujiicou diferencidlnou rovnicou

s poc¢iato¢nou podmienkou

(t) = flz(t),u(t),t), z(to) = 2", (1.9)
a koncové podmienky st
ri(t)) =l prei=1,...,1, (1.10)
zi(ty) >a} prei=Il+1,...,m, (1.11)
z;(t) volné prei=m+1,...,n, (1.12)

kde z} st dané. Dalej méme zmieSané ohranifenia na riadiace a stavové premenné
hi(z(t),u(t),t) >0, pre k =1,2,...,s. (1.13)

Funkcie fy, f a h a ich derivacie spliiajiu uz uvedené podmienky.

Funkciu 4(t) nazyvame optimalnym riadenim a #(t) jeho odozvou, ak spliaji pod-
mienky (1.8)-(1.13), ak 4(t) je po Castiach spojita funkcia a ak Z(t) je spojitd a po
¢astiach spojito diferencovatelna. Nasim cielom je sformulovat nutné podmieky opti-
mality v tvare Pontrjaginovho principu maxima.

Definujme Hamiltonovu funkciu pre takidto ulohu nasledovne

HW®, b,z u,t) = ¢° fo(a(t +szfl u(t), t), (1.14)
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a Lagrangeovu funkciu definujeme ako
L<¢07 % T, u, t) - ¢0f0($(t)7 U(t), t) + Z wzfz(x(tL U(t), t) + Z ,U/kh/k(x7 u, t) =
i=1 k=1

= H(", 0, u,t) + > pch(,u, ).
k=1

(1.15)

Predtym ako si povieme ako vyzeraju Pontrjaginove podmienky maxima (PPM)
pre takito tlohu musime definovat podmienky regularity. Tieto podmienky musi tiloha
obsahujtica zmie§ané ohrani¢enia spliat, aby sme mohli pouzit PPM.

Podmienka regularity (PR):

Definujeme najprv mnoziny I, a I,” v optimélnom riadenf 4(t) a jeho odozve #(t):

I7 ={k: hp(z(t),a(t),t) =0,k=1...,s}, (1.16)
L ={k:h(z@),a(t"),t)=0,k=1...,s}. (1.17)
Potom podmienky regularity maji nasledovny tvar:
Pre vSetky t € [to, t1] plati, Ze

e ak I, # (), tak hodnost matice {Ohg(Z(t),a(t™),t)/0u;}, k € I7,i = 1,...r je

rovna poc¢tu prvkov mnoziny I, ,

e ak I;” # (), tak hodnost matice {Oh,(2(¢),a(t"),t)/0u;}. k € I',i = 1,...7 je
t t

rovnd po¢tu prvkov mnoziny I;.
Uloha (1.8)-(1.13) je neautonémna tloha s pevnym ¢asom a zo zmieSanymi ohrani-

¢eniami na riadiace a stavové premenné. Pre takuato tlohu je v [1| uvedené nasledujica

veta, ktora uvadza podmienky Pontrjaginovho principu maxima.

Veta 1. Nech z(t),u(t) je optimdlne riesenie tlohy (1.8)-(1.13). Predpokladajme,

Ze podmienky regularity (PR) si splnené. Potom ezistuje konstanta v°, vektor funkcii

P(t) = (PH(), 2 (1), .., 0™ ()T a vektor multiplikdtorov pu(t) = (pa(t), pa(t), - . ., pus(t))",
kde 1(t) su spojité a po castiach spojito diferencovatelné a u(t) je po castiach spojitd a

pre vietky t € [to, t1] platia nasledujice podmienky:

(W%, (), ¥ (t), ..., " (1) # (0,0,....,0), (1.18)

13



Y° =0 alebo Y° =1, (1.19)

podmienka mazima

H(2(t), a(t), (1), 1) = H(L(t), u(t),v(t),t)

(1.20)
pre vsetky hy(Z(t),u,t) >0 pre k =1,...,s,
oL
8—uj:Oprej:1,...,r, (1.21)
kde a_@ je 2Ly bode (z(t),u(t),(t), u(t),t) (L definované v (1.15)),
Ou; Ou;
adjungovand rovnica X
i) = 2L prei =1 (1.22)
= 1=1,... .
83:2 pre ) 7n7
kde OL/dx; je OL/dx; v bode (&(t), u(t), ¥(t), u(t),t),
podmienka tranzverzality
Yi(ty) wolné prei=1,...,1,
Pi(ty) =0 prei=m+1,...,n,
podmienka pre multiplikdtor n
pE) >0 pF (O he(2(t), a(t),t) =0 prek =1,...,s. (1.24)

Pretoze tiloha (1.8)-(1.13) je neautonémna tuloha s pevnym ¢asom neexistuje pre
nu podmienka stacionarity. Keby sme mali tlohu autonémnu alebo tlohu s pevnym
c¢asom k podmiekam uvedenym vo Vete 1. by sa pridala eSte podmieka stacionarity,

ktora by mala jeden z nasledovnych tvarov:

1. neautonomna uloha s volnym ¢asom

L%, 9(T),2(T),4(T),T) = 0

2. autonémna tloha s pevnym ¢asom

L0 4(t), 2(t),a(t), t) = c, pre vietky ¢ € [0,T], ¢ je konStanta

3. autonomna tloha s volnym ¢asom

L0, 9(t), 2(t),a(t),t) = 0, pre vietky t € [0, T

14



Veta [1] moze byt pouZzité aj pri rieSeni uloh, ktoré okrem zmieSanych ohraniceni na
riadiace a stavové premenné obsahuju aj ¢isté ohranicenia na riadiace premenné. Tieto
ohranifenia ale musia byt zahrnuté do ohraniceni (1.13). V [1] je preto okrem Vety
1. uvedend aj nasledujica veta, pre tlohy obsahujice okrem zmieSanych ohraniceni aj

Cisté ohranicenia na riadiace premenné typu
hi(u,t) >0, prei=s+1,...,8 (1.25)

Veta 2. Uvazujme tdlohu (1.8)-(1.13), (1.25). Veta 1 zostdva platit ak v rovnici (1.20)

zamenime k=1,...,s zak=1,...,5 a rovnicu (1.21) nahradime podmienkou
" oL . ) o
> S (1 = (1) <0 pre vsethy u = (ur, ua, ..., up)" € U(1), (1.26)
=1
kde
— {u: Zahk ) >0V E > s, he(a(t), £) = 0} (1.27)

9L o DLy bode (a(t), 6(t), ¥(t), u(t),t) @ 2 je % v bode (i)

V [1] je uvedené, 7e z Vety 1. sa da Veta 2. jednoducho vyvodit. Toto odvodenie
v [1] nie je uvedené a preto sa to teraz pokusime ukazat. Budeme pri tom potrebovat

Farkasovu lemu, ktoru tu teraz bez dokazu uvedieme.

Lema 1. (Farkasova lema)

Nech A € R™" be R™. Potom3x>0: Ax=b< Vy: ATy >0= 0Ty >0.

Chceme ukézat, ze ak plati Veta 1. pre dlohu so zmieSanymi ohrani¢eniami na
stavové a riadiace premenné a aj s Cistymi ohrani¢eniami na riadiace premenné, tak
potom plati aj Veta 2.. Konkrétne potrebujeme ukazat, ze ak plati podmieka (1.21)
z Vety 1., tak plati aj (1.26) z Vety 2.. Majme teda ulohu optiméalneho riadenia,
ktora obsahuje okrem zmieSanych ohrani¢eni na stavové a riadiace premenné aj Cisté
ohranifenia na riadiace premenné. To je uloha (1.8)-(1.13), (1.25). Pre vic¢§iu pre-
hladnost oznac¢me

hi(u,t) = gi(u,t) prei=s+1,...,4 (1.28)

15



Lagrangeova funkcia pre tuto ulohu vyzera nasledovne

s

f/ - ¢0f0(x(t)’ u<t)7 t) +Z @szl(l‘(t), u(t)7 t) +Z :uihi(x(t)7 u(t)7 t) + Z Vigi(u(t)7 t)’
i—1 i=1 i=s+1

(1.29)

kde p; st multiplikdtory pre zmieSané ohranicenia a v; s multiplikdtory pre ohranice-

nia na riadiace premenné a podla podmienky (1.24) plati u; > 0 a v; > 0. Tuto

Lagrangeovu funkciu mozeme prepisat ako

L=L+ Z Vigi(u(t),t) v; >0, (1.30)

i=s+1
kde L je Lagrangeova funkcia pre dlohu iba zo zmieSanymi ohrani¢eniami. Zapisané
vektorovo

L=L+1v"g v>o. (1.31)
Podmienka (1.21) podla vety (1) ma tvar:

oL 0L  ,0g

— = — =0. 1.32
ou  Ou v ou (1.2)
Pre ohranicenia g;(u(t),t), ktoré nie su aktivne, t.j. ¢;(u(¢),t) > 0 plati, ze v; =
0. Preto stadi ak budeme uvazovat aktivne ohraniCenia, t.j. také kde g¢;(u(t),t) =

0. Ked ozna¢ime ¢ vektor aktivnych ohranic¢eni a 7 vektor k nim prisluchajicich

multiplikdtorov potom rovnost (1.32) mozeme prepisat nasledovne

I .
—gu + DT% -0 >0 (1.33)
respektive
og" OL

Ak ozna¢ime %T = Aa —(2)T = b a na rovnost (1.34) aplikujeme FarkaZovu lemu
dostaneme, ze plati
g7 oL
Vy: — y>0=—(=—)y>0 1.35
yiogo Y2 (5,920, (1.35)

¢o je to isté ako, ked napiSeme, ze

OL o),
—1y < 0 pre vsetky y také, Ze —gy > 0. (1.36)
ou ou

16



A~

Zoberme u z mnoziny U(t), ktora je definovana ako (1.27). Chceme ukézat, 7e pre

takéto u plati nerovnost
oL

%(u —u) <0. (1.37)
Kedze u € U(t), tak z definicie U(t) plati
%(u — 1) > 0. (1.38)

Pretoze v g sa len také ohranifenia g;, ktoré su aktivne, t.j. g¢;(4,t) = 0, tak podla
(1.36), je teda g—ﬁ(u—ﬂ) < 0. Ukéazali sme, ze z Vety 1. mozno vyvodit Vetu 2.. Kedze
FarkaSova lema je ekvivalencia, tak je zrejmé, ze z Vety 2. vyplyva Veta 1..

Veta 1. a Veta 2. hovoria o nutnych podmienkach optimality. Ak pri rieSeni
tilohy optimalneho riadenia najdeme riadenie u(t) a jeho odozvu xz(t), ktoré spliaju
podmienky uvedné v tychto vetach neznamena to, ze sme nasli optimalne riadenie, ale
len Ze sme nasli kandidata na optimalne riadenie. Aby tento kanditat na optimalne
riadenie aj skuto¢ne bol optimalnym riadenim musi spliat aj postacujice podmienky.
V [1] st uvedené dva typy postacujicich podmienok. Tu uvedieme jedny z nich, tzv.
podmienky Mangasarianovho typu, ktoré budeme vyuzivat v dal8ich kapitolach tejto

prace. Ich znenie je nasledovné:

Veta 3. Nech dvojica (&(t),u(t)) je pripustné rieSenie (1.8)-(1.13). Predpokladajme,
Ze tdato dvojica spolu so spojitou a po castiach spojito diferencovatelnou funkciou ¥ (t) a
po castiach spojitou funkciou u(t), spliaji podmienky (1.20)-(1.24) a ¢° = 1. Navyse
predpokladajme, Ze pre vietky t € [to, 1] plati, Ze

H(xz(t),u(t),(t),t) je konkdvna v (z,u) (1.39)

hi(z,u,t),k=1,...,s sd kvdzikonkdvne funkcie v (x,u). (1.40)

Potom (z(t),u(t)) je optimdlne rieSenie ulohy (1.8)-(1.13). Ak H(x(t),u(t),¢(t),t) je

rydzokonkdvna v (x,u), potom dvojica (Z(t),u(t)) je jediné optimdlne riesenie.

Teoretické poznatky uvedené v tejto kapitole vyuzijeme v nasledujtcich kapitoléch

pri rieseni konkrétnych prikladov.
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Kapitola 2

Model rastu s existenénym minimom

V tejto kapitole budeme riesit tlohu optimalneho riadenia, ktora predstavuje rastovy
model s existenénym minimom. Formulacia tejto tlohy bola prebratéa z [1]. V [1] bola
tloha uvedend medzi tilohami na precvicenie a nebola tam rieSené.

Uvazujme teda nasledujicu tlohu optimalneho riadenia so zmieSanym ohrani¢enim

na stavové a riadiace premmenné:

max /T u(t)dt, (2.1)

u

#t) = ax(t) —u(t), (2.2)
z(0) = xo, (2.3)
o(T) > ar, (2.4)
ut) > e (2.5)
u(t) < axlt), (2.6)

kde a, ¢, o, xr a T st dané kladné konstanty a pozadujeme od nich splnenie nasle-

dovnych obmedzeni:

1
T> - 2.7
3 (2.7
axy > c, (2.8)
o < xp < (19 — g)e“T + g. (2.9)

Tato tdloha predstavuje jednoduchy rastovy model. Stavova premenna z(t) je

mnoZstvo kapitalu v ¢ase t, riadiaca premenna u(t) je spotreba v ¢ase t. Hodnota
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spotreby u(t) je zdola ohrani¢ené konstantou ¢, ktora predstavuje hodnotu existencéné-
ho minima, a zhora ohrani¢en& produkciou az(t). Cielom je maximalizovat hodnotu
spotreby na pevnom ¢asovom intervale [0, 7]. Hodnota kapitalu v ¢ase 0 je zq a v ¢ase
T musi byt jeho hodnota vicsia ako xp. V pripade, Ze u(t) by bolo stéle minimélne
mozné, t.j. rovné ¢ pre vietky ¢ € [0,7] hodnota z(T) by bola (zo — £)e®” + £, Ak
by u(t) bolo stile maximalne mozné, t.j. rovné ax(t) pre vsetky t € [0,T, tak z(T)
by bolo rovné zy. Hodnotu zy mame preto obmedzent podmienkou (2.9). Podmienka
(2.8) hovori, 7e v ¢ase t = 0 je hodnota produkcie vyssia ako hodnota existen¢ného
minima.

Uloha je jednorozmerna, autonémna, s pevnym ¢asom a s ohrani¢enim typu nerov-
nosti na koncovy stav (2.4). Obsahuje jedno ¢isté ohranicenie na riadiacu premennt
(2.5) a jedno zmieSané ohrani¢enie na riadiacu a stavova premenni (2.6).

Najprv ukdzeme, ze pre tuto tlohu st splnené podmienky regularity. Ohranicenia

(2.5), (2.6) prepisme do tvaru

hi(u) = u—c>0, (2.10)
ho(u,z) = azx(t) —u>0. (2.11)
Podmienky regularity budi splnené ak derivacie % a % budu pre aktivne ohranicenia

linedrne nezavislé. Ak je aktivne iba jedno z ohranic¢eni (2.5), (2.6), je to v poriadku.
Problém nastéva, ak by obe ohranicenia boli aktivne stucasne, t.j. ak by v nejakom
¢ase t' € [0,T] platilo ax(t') = ¢. V takom pripade by podmienky regularity neboli
splnené. Musime preto ukézat, ze az(t) > ¢ pre vSetky ¢t € [0,7]. V podmienke (2.8)
na data tlohy mame uvedené, 7e axy > c. Vieme teda, 7e pre ¢ = 0 ohranicenia nie s
aktivne sucasne. Teraz musime ukazat, Zze nebudu sicasne aktivne ani pre ¢ > 0. Na
to nam staci ukazat, ze x(t) > x¢ pre vetky t > 0. Zo vztahov (2.10) a (2.11) vieme,

ze

0 <ax(t)—u<az(t)—c (2.12)

Na zaklade toho pre pripustné rieSenia z(t) plati, ze

o < z(t) < (mo — 2) e + 2. (2.13)
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Ukazali sme, 7ze zo < z(t) (lava strana poslednej nerovnosti). Z toho vyplyva, 7ze
c < ax(t) pre vetky t € [0,7]. Dokazali sme, Ze ohrani¢nia (2.5) a (2.6) nemozu byt
aktivne sucasne. Podmienka regularity je splnena. Zaroven prava strana (2.13) ukazuje
interpretaciu podmienky (2.9) na data tlohy.

Ulohu budeme riesit pomocou podmienok Pontrjaginovho principu maxima (PPM),

tak ako st uvedené vo Vete 1. Hamiltonova funkcia pre tito tlohu méa tvar

H(", (), 2(t), u(t)) = ¥ u(t) + ¢(t)(az(t) — u(t)) (2.14)
a Lagrangeova funkcia méa tvar

L%, 9(t), a(t), u(t), i (1), pa(t)) =H (", (1), x(t), u(t))+

(2.15)
+ () (u(t) = ¢) + pa(t) (az(t) — u(t)).
Formulacia podmienok PPM:
podmienka maxima (PM)
 Dnax H(,0(t), 2(t), u(t)) = H(y", (1), &(t),a(t)), (2.16)
O =0 = 9l0) + gult) — palt) = 0, 217
adjungovana rovnica (AR)
D) =~ 07 = —alup (1) + palt)), (2.18)
podmienka tranzverzality (PT)
W(T) =0, (D)&ET) —2r) =0, (2.19)
podmienky pre multiplikatory 1 (t) a po(t)
pm(t) = 0, m()(a(t) —c) =0, (2.20)
() > 0, pt)ai(t) — a(t) = 0. (2.21)

Najprv najdeme riadenie u, ktoré je rieSenim podmienky maxima (2.16). Pre ria-
diacu premennt v moézu nastat tri moznosti. Bud nadobuda hodnotu ¢ alebo hodnotu

az alebo moéZe byt z intervalu (¢, az). MoZnost, Ze by boli obidve ohranicenia aktivne
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stcasne sme uz vylacili. Ak u € (¢, az) potom podla vztahov (2.20) a (2.21) plati, ze
w1 =0a py = 0. Z rovnice (2.17) potom vyplyva ¢ — 1) = 0. Ak u = ¢ potom podla
vztahu (2.21) plati, Ze s = 0. Z rovnice (2.17) potom vyplyva ¢° — ¢ + p; = 0, t.j.
PO — o = —py <0. Ak u = aZ potom podla vztahu (2.20) plati, ze u; = 0. Z rovnice
(2.17) potom vyplyva ¢° — 1) — s = 0, t.j. ¥° — 1 = py > 0. Pre riadiacu premennt

u dostavame nasledujici vztah:

= ¢ pre ¢0 - ¢(t) < 07
a(t) S € (c,ai(t)), pre ¢° —(t) =0, (2.22)
= ai(t), pre ¥° —1(t) >0

Kongtanta 1° moze nadobtidat bud hodnotu 0 alebo hodnotu 1. Najprv sa budeme
zaoberat pripadom 9° = 0. Ak ¥ = 0 potom 7 musi byt rozne od 0, pretoze ak 1) = 0
je to spor s (¢°,¢) # (0,0). Z ¢ # 0 vyplyva, %e 1) nemdZe zmenit znamienko, a
teda & = ¢ pre vSetky ¢t € [0,7] alebo & = aZ pre v8etky t € [0,T]. Ak & = ¢ potom
z(T) = (zo — £)e*" + £ > xy z Eoho podla (2.19) vyplyva ¥(T) = 0. Potom by platilo
(¥°,9(T)) = (0,0), ¢o je spor s tym, ze (¢° 1 (t)) musi byt rozne od nuly pre vietky
t € [0,7]. Druhd moznost je, 7e & = az a (t) < 0. V tomto pripade —¢ = py a
adjungovana rovnica mé teda tvar ¢ = 0. Kedze Y(t) < 0, tak ¥(t) je rovna zapornej
kongtante a preto nemoze byt splnend podmienka (7)) > 0 z (2.19). Pre ¢° = 0 teda
nie je pripustné ziadne riadenie.

Ak ¢° = 1 pre u dostavame nasledovny vztah

= pre () > 1,
W(t) & € (c,ai(t)), pre (t) =1, (2.23)
= az(t), pre ¥(t) <1

Musime e§te ur¢it hodnotu u pre ¢ = 1. Nech ¢ (t) = 1 pre vSetky t € [ = [t1,ts].
Z toho vyplyva, 7e ¢(t) = 0 = —a(y + p12) = —a(1 + pz). Potom plati us(t) = —1 pre
vietky ¢ € I a to je spor s tym, Ze us(t) > 0. Z toho vyplyva, Ze u modze nadobudat

len hodnoty

ﬁ(t){ =c, ak ¥(t) > 1, (2.24)

() ak ¥(t) < 1.

I
8
=>
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Riadiaca premenné 4 moze nadobudat iba dve hodnoty ¢ alebo az(t). Potrebujeme
este urcit kolko prepnuti riadenie mé a aké je poradie tsekov s danymi hodnotami.
Zistime to analyzovanim priebehu adjungovanej premennej. VyuZijeme tiez, ze v bode
prepnutia musi platit ¢ = 1.

V pripade, Ze & = ¢ a ¢ > 1 mé adjungované rovnica tvar

) = —arp (2.25)
a jej rieSenie je
U(t) = e K, (2.26)

kde K je kladn& konstanta. Adjungovand premennd v (t) klesa a t(t) > 1 z ¢oho
vyplyva, ze moze klesnit do hodnoty ¢ = 1.

V pripade, Ze 4 = az(t) a ¢ < 1 méa adjungovana rovnica tvar
V) =—al+1—1)=—a (2.27)
a jej rieSenie je
P(t) = —at + K, (2.28)

kde K < 1. Adjungovana premennd 1 (t) stale klesa a ¥ (t) < 1, preto 1) moze byt
rovné 1 iba na zaciatku tuseku a potom uz nikdy nemodze dosiahnut hodnotu 1 a teda
nemoze dojst k prepnutiu.

Mozu teda teoreticky nastat tri moznosti:
1. @ = az(t) pre vietky ¢ € [0, 77,

2. 4

¢ pre vetky t € [0, 7],
3. u=cprete|0,t] at=az(t) pretec (t,T].

Ak 4@ = az(t) pre vsetky t € [0,7] tak stavova rovnica ma tvar & = ax —u =
ax —ax = 0. Odozva na riadenie je z(t) = xg. Potom aj z(T) = zo. Podla podmienky
(2.4) x(T) > zr a podla podmienky (2.9) o < zp. Z toho vyplyva, Ze 4 = ai(t)
pre vSetky ¢t € [0,7T] moZe nastat iba v pripade, ze o = x7. Naviac musi byt splnené

podmienka 1(T) > 0, t.j. ¥(T) = —aT + K > 0. Upravou tejto podmienky dostaneme

22



o«

o je spor s podmienkou (2.7), ktora hovori, 7e T > % Ukazali sme teda, 7ze u
e byt rovné az(t) pre vsetky ¢ € [0, 7.

Ak @ = c pre vetky ¢ € [0,7] a ¢(t) > 1, potom 2(T) = (zo — £) T + £ > 2y
a teda podla (2.19) plati ¥(T)) = 0. To je ale spor s tym, 7e ©(t) > 1 pre vSetky
te[0,7].

Tretia moznost je, Ze existuje bod prepnutia ¢, € (0,7, taky ze

mw:{g telo.nl (2.29)

a.fc(t), t € (tl,T}

Adjungované premenné sa potom riadi predpisom

»(t) = { v, telonl (2.30)

—at+ K, te€t,T],

kde ¥(0) > 1. Podla predpokladov adjungovana premenna musi byt spojita a v bode

prepnutia musi platit ¢ (¢;) = 1. Musia teda platit nasledujice rovnosti

$(0)e ™ = 1, (2.31)

—at; + K = 1. (2.32)

Z tychto rovnic dostavame, ze 1(0) = e a K = 1+ at;. Dosadenim do vztahu (2.30)

dostavame, Ze adjungovana premenna ma nasledovny tvar

W(t) = { e relonl (2.33)

—a(t—t)+1, telt,T].

Podl'a (2.19) musi platit ¥(7") > 0, t.j. —a(T —t;) +1 > 0. Po tuprave dostaneme pre
t; podmienku

1
ty>T— . (2.34)
a

Pre t € [0,;] sa stavova premennd riadi diferencidlnou rovnicou & = ax — ¢ a pre

t € [t1,T] diferncidlnou rovnicou & = 0. Odozva ma teda tvar

j&y_{cm—gk“+§, e (2.35)

(.Z'o — g)eatl + §7 t e [tl,T]
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Obréazok 2.1: Optimalne riadenie a jeho odozva

Odozva mé spliiat podmienku (2.4) x(T) > x7. Oznaéme t, hodnotu, pre ktori
plati
(xo — E) ez 4 & = xy. (2.36)
a a

Z tejto rovnice je mozné t, explicitne vyjadrit ako

1 _c
ty =~ In (xT g) . (2.37)

Potom z(T") > xp prave vtedy ked t; > t5. Okrem podmienky z(7) > xr musi byt

splnend aj podmienka (7") > 0. KedZze téato je splnend ak t; > T — % z toho vyplyva,
7e t1 je urcené nasledovnym predpisom
1
t1 =maxq to, T —— 5. (2.38)
a

V pripade, ze to > T — %, tak t; = t5. Potom plati z(T) = x7 a kedze t; > T — %
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je splnena aj podmienka ¥(T) > 0. Ak t, < T — %, tak t;, = T — % Potom plati
W(T) =0, a kedze t, >ty tak x(T) > xr.

Ukéazali sme, ze podmienky Pontrjaginovho principu maxima nam davaji jediného
kandidata na optimalne riadenie @ urcené vztahom (2.29), kde ¢; je dané vztahom
(2.38) a odozva je danad vztahom (2.35). Toto je zndzornené na obrazku 2.1. Aby
tento kandidat na optimalne riadenie skuto¢ne bol optimalnym riadenim musi spliiat
postacujice podmienky. Podla Vety 3 nami najdené @(t) a #(t) bude optimélne ak
H(z(t),u(t),¥(t)) je konkdvna v (z,u) a hi(u) a he(z,u) si kvazikonkavne funkcie v
(x,u). Kedze H(z(t),u(t),(t)) je linearna v (x,u), tak je konkdvna v (x,u). Funkcie
hi(u) a he(z,u) st linearne v (z,u) a teda st kvazikonkavne v (x,u).

Pozrime sa teraz na vysledok, ktory sme dostali, z ekonomického hladiska. VySlo
nam, ze najprv ma byt spotreba minimélna moézna, teda rovna hodnote existen¢ného
minima, a zvySok produkcie sa mé investovat. Ked kapital dosiahne urc¢itu hodnotu,
spotreba sa zvys§i na hodnotu produkcie, ¢o je maximéalna mozna hodnota. éas, kedy

dojde k prepnutiu riadenia, zavisi od konkrétnych dét tlohy.
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Kapitola 3

Linearna verzia Ramseyho modelu

V tejto kapitole budeme riesit linearnu verziu Ramseyho modelu. Jeho autorom je
Frank P. Ramsey. Povodne bol tento model formulovany ako tloha varia¢ného poctu
a v 60. rokoch 20. storocia bol formulovany ako tloha optimélneho riadenia. Tento
model je formulovany napriklad v [2] a [3]. Tento model charakterizuje ekonomicky
rast na makroekonomickej drovni v agregovanej a uzavretej ekonomike. Cielom je najst
optimélne Casové rozlozenie spotreby s prihliadnutim na obmedzenost ekonomickych
zdrojov. PouZzijeme tu formulaciu modelu z [2] s tym rozdielom, Ze zmenime nekoneény
¢asovy horizont na konec¢ny a za funkciu uzito¢nostii a produkéna funkciu dosadime
line4drne funkcie.

Majme teda nasledujicu tlohu optiméalneho riadenia

max /T e "tudt, (3.1)
r(t) = (m—0)x —u, (3.2)
z(0) = o, (3.3)
u(t) > 0, (3.4)
u(t) < ma, (3.5)

kde T', xo, 0, m a r s dané kladné konstanty. NavySe pozadujeme splnenie podmienky

>0+ (3.6)
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Stavova premennd z(t) predstavuje hodnotu fyzického kapitalu v ¢ase ¢t. Riadiaca
premennd u(t) je hodnota spotreby v ase t. Spotreba u(t) je zdola ohrani¢ena nulou
a zhora hodnotou produkcie 7wz (t). KonStanta 0 je miera amortizécie kapitalu a r je
diskontné miera. Cielom je maximalizovat diskontovanti hodnotu spotreby na danom
¢asovom intervale.

Uloha je jednorozmerna, autonémna s diskontnym faktorom, s pevnym ¢asom a bez
ohranicenia na koncovy stav. Obsahuje jedno ¢isté ohranicenie na riadiacu premennt
(3.4) a jedno zmieSané ohrani¢enie na riadiacu a stavovi premennt (3.5).

Najprv potrebujeme ukéazat, Ze su splnené podmienky regularity (PR). Ohranic¢enia

prepiSeme do tvaru:
hi(u) = u=>0, (3.7)
ho(u,z) = ma(t) —u > 0. (3.8)

Podmienky regularity budi splnené, ak pre aktivne ohrani¢enia budu % a % linearne
nezavislé. Ak je aktivne len jedno z ohrani¢eni (3.4) a (3.5), je zrejmé, ze podmienky
regularity sa splnené. Ak by boli v nejakom ¢ase t’ aktivne obe ohrani¢enia (3.4), (3.5)
podmienky regularity by splnené neboli. Potrebujeme preto ukazat, ze 0 < mx(t) pre

vietky ¢ € [0,T]. Kedze 7 je kladna kongtanta chceme ukazat, ze x(t) > 0 pre vSetky
t € [0,T]. Zo vztahov (3.7) a (3.8) vyplyva, Ze

0<mr—u<mz. (3.9)
Odpocitanim dx dostavame
—dx < (m—0d)x—u< (r—0)x. (3.10)
Potom pre pripustné rieSenie x(t) plati
zoe % < x(t) < 20e™Ot, (3.11)

KedZe z¢e™® je kladné pre vietky t € [0,T], z toho vyplyva, Ze aj z(t) je kladné pre
vietky ¢ € [0, T]. Ukazali sme, ze ohraniCenia (2.5) a (2.6) nie st nikdy aktivne su¢asne

a podmienky regularity su teda splnené.
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Ulohu budeme riesif pomocou podmienok Pontrjaginovho principu maxima, tak

ako st uvedené vo Vete 1. Hamiltonova funkcia pre tito tilohu mé tvar

H(W®,¢(t), x(t), u(t) = e u(t) + ¢ (t)[(r — 0)a(t) — u(t)] (3.12)

a Lagrangeova funkcia mé tvar

L% (1), a(t), u(t), pa(t), pa(t)) = H@O, G (t), 2(t), u(t)) -+ (E)u(t)+ia(t) (w2 (t) —u(t)).

(3.13)
Formulacia podmienok PPM:
podmienka maxima (PM)
max HO 00,500, u(t) = H,0(0),5(0), 2(0) (3.14)
aj—’ 0, —rt
EY Ve —ap(t) — pa(t) + po(t) = 0, (3.15)
adjungovana rovnica (AR)
, L
D1) =~ 08 = (1)~ 8) ~ wyu), (3.16)
podmienka tranzverzality (PT)
»(T) =0, (3.17)
podmienky pre multiplikatory p;(t) a ps(t)
p(t) > 0, p(t)(a(t)) =0, (3.18)
) > 0, t)(rE) — () = 0. (3.19)

Teraz najdeme riadenie 4, ktoré je rieSenim podmienky maxima (3.14). Riadiaca
premenné 4 moze na dobudat bud jednnu z okrajovych hodnét 0 a w2 alebo moze byt z
intervalu (0, 72). Ak 4 je z intervalu (0, 7Z) potom z podmienok (3.18) a (3.19) vyplyva,
7e iy = 0 a pp = 0. Dosadenim do rovnosti (3.15) potom dostavame ¢’e "t —1) = 0, t.].
Y =% Ak 4 = 0 potom z podmienky (3.18) vyplyva, Ze p; = 0. Dosadenim do
rovnosti (3.15) potom dostavame 1%e™ —hp = —py <0, t.j. ¥ > Yl Ak 4 = 7i

potom z podmienky (3.19) vyplyva, ze pus = 0. Dosadenim do rovnosti (3.15) potom
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dostavame e ™ — 1) = p; > 0, t.j. ¥ < ¢’ Riadiaca premenna u nadobida

nasledujice hodnoty

=0, ak ¥(t) > e,
u(t) ¢ € (0,7i(t)), ak ¥(t) = oe ", (3.20)
= mz(t), ak 1(t) < thoe™ ™.

Konstanta 1y moéze nadobudat bud hodnotu 0 alebo hodnotu 1. Najprv ukizeme,
7e pripad 19 = 0 nemdZe nastat. Ak 1y = 0 potom pre ¢t = T' by platilo (g, (7)) =
(0,0), pretoZze podla podmienky tranzverzality (2.19) plati ¢)(T") = 0. Ale to je spor
s (Yo, ¥(t)) # (0,0) pre vietky t € [0,T]. Pre ¥° = 0 teda nie je pripustné Ziadne

riadenie. Teraz sa budeme zaoberaf pripadom 1y = 1. Vztah (3.20) mozeme prepisat

ako
=0, ak ¥(t) = e,
a(t) ¢ € (0,7(t), ak ¥(t) =e ™, (3.21)
= i (t), ak () <e ™.
Potrebujeme este urcit aka hodnotu nadobuda u(t) pre pripad ¢ (t) = e”"". Nech
Y(t) = e potom ¥ = —re . Dosadenim do adjungovanej rovnice dostavame
—re "™ = —(r — 0)e . Po uprave dostaneme m = § + r, ¢o je v spore s podmienkou

(3.6), podla ktorej m > § 4+ r. Ukazali sme, Ze riadiaca premnna u moZze nadobudat

iba extremalne hodnoty 0 a 7.

s =d O AkvO>e (3.22)
ni(t), ak ¥(t) <e .

Vieme aké hodnoty moze riadiaca premenna u nadobudat, ale nevieme kolkokrat
nastiva prepnutie medzi tymito hodnotani a nepozndme ani poradie tsekov. Toto
zistime analyzovanim priebehu adjungovanej premennej. Vieme tiez, Zze v bode pre-
pnutia plati ¢(t) = e .

Ak 4 =0 a(t) > e ™ adjungovana premenné sa riadi rovnicou
) = —(m — ). (3.23)
RieSenie tejto rovnice méa tvar
Y(t) = Kye O, (3.24)
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kde K je kladna konstanta, takd 7ze () > e ™. Ked @ = 0 potom adjungovana
premennd ¥(t) je klesajuca funkcia. Podla (3.6) m > 0 +r a teda m — & > r z ¢oho
vyplyva, ze ¥ (t) klesa rychlejSie ako e, t.j. ¥ (t) moze klesnit do hodnoty ¢ (t) = e™",
v ktorej nastava prepnutie riadiacej premenej u.

Ak @ =72 a (t) < e adjungovana premenné sa riadi rovnicou

) = o) —me ™. (3.25)
RieSenie tejto rovnice ma tvar
Y(t) = Ko + 5%(5” — e, (3.26)

kde K je konstanta. 7 podmienky tranzverzality (3.17) vieme, ze ¥(T) = 0. Ak

" a nikdy nemoze dosiahnut hodnotu 0. Hodnotu nula

@ = 0 premennd ¥(t) > e~
moze adjungovana premenné dosiahnut iba v pripade, ze u« = wz. Na zaklade toho
vieme existuje t; € [0,7), také Ze na intervale [t1,T] je & = m&. Na urcenie hodnoty
konstanty Ks vyuzijeme, ze ¥(T) = 0 a ur¢ime ju z rovnice

™

K2€5T + m(eirT — €5T> =0. (327)
Hodnota konstanty K5 je
Q — r
K, = m(—e (0+n)T) (3.28)

Dosadenim K5 do vztahu (3.26) dostaneme pre adjungovani premennu na [ty, 7] pred-

pis
o
o+

U(t) (e7mt — g~ (OFm)THot), (3.29)

Ak sa adjungovana premennd sprava podla prepisu (3.29), tak w(t) =

(e -
Se~ T+t Tato derivacia je zapornd, z ¢oho vyplyva, Ze 1)(t) je klesajtca funkcia.

V pripade, ze @ = 7% je teda v(t) stéle klesajica, 1 (t) klesa rychlejsie ako e~ a

" a teda nemoze dojst k prepnutiu. Mozu

preto ¢ (t) nikdy nedosiahne hodnotu e~
teda nastat iba dve moznosti, bud @ = 7 pre vSetky t € [0,T] alebo najprv @ = 0 a
v nejakom bode t; dojde k prepnutiu do hodnoty @ = 7.

Budeme sa teraz zaoberat blizgie jednotlivymi pripadmi. Ak
U =7 pre vietky t € [0,7], (3.30)
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stavova rovnica m4 tvar £ = —dx. Stavova premennd sa teda riadi predpisom

i(t) = zee™. (3.31)

S (et — e~ (6+rT+t)
+r '

(t) < e ™. Tento vztah plati pre vSetky ¢ € [0,T7], t.j. aj pre t = 0. Tato nerovnost

Adjungovana premennd ma tvar ¢(t) = Pre @« = 7 plati

ma tvar

»(0) < e, (3.32)

n (1 - e”@ITy <, (3.33)

Upravou tejto nerovnosti dostaneme pre 7' podmienku

T<5irln(ﬂ_(75r+r)). (3.34)

Z toho vyplyva, Ze @ = 72 pre vetky ¢ € [0, T], iba ak T spliia podmienku (3.34).

Druh& moznost je, Ze existuje bod prepnutia ¢, € (0,7), taky ze

. 0, ak t € [O,tl],
at) = (3.35)
Ti(t), ak te (b, 7).

V tomto pripade sa adjungovani premenné riadi predpisom

Koot ak t € [0, ],
o (3.36)
S (et — emHTHY k¢ e 1y, T,

kde K je kladn& kongtanta. V bode prepnutia ¢; mus platit ¢ (¢;) = e”""'. Na zéklade

toho dostavame nasledujiice rovnice

Kie o = et (3.37)
™

5y (e — 7T 4 51)) = e (3.38)
.

Z rovnice (3.37) vieme dopoéitat hodnotu konstanty K; a z rovnice (3.38) cas t;.

Dostaneme

K, = €™t (3.39)

= T—(Sirln(ﬁ_é;”)). (3.40)




el S

o

s

i}

Obrazok 3.1: Optimalne riadenie a jeho odozva

Cas ¢; musi byt kladny. Z rovnice (3.40) teda vyplyva, ze

T>5irln(w_<75r+r)). (3.41)

Pre t € [0,t1] ma stavova rovnica tvar © = (7 — d)x a pre t € [t1,T] ma tvar

T = —d0x. Stavova premennd z je teda dana vztahom

(n—8)t k tel0,t
Tt ) a ’ ’

i) =4 " o o
Toe T2 gk ¢ e [t1, T7.

Dostali sme teda, ze pre T' < ﬁ In <m) kandidatom na optimalne riadenie
je 4(t) ucené vztahom (3.30) a odozva Z(t) ur¢end vztahom (3.31). Tento pripad je

zobrazeny na obrazku 3.1. Pre 7" > ﬁln <m> je kandidatom na optimalne
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Obrazok 3.2: Optimalne riadenie a jeho odozva

riadenie 4(t) dané vztahom(3.35) a odozva Z(t) dana vztahom (3.42), kde t; je dané
vztahom (3.40). Tento pripad je zobrazeny na obrazku 3.2.

Teraz potrebujeme este ukazat, Ze kandidat na optimalne rieSenie, ktorého sme
nagli, je skuto¢ne optimalnym riadenim. Na to musi spliiat postacujiice podmienky.
UkéZzeme, 7e nami najdeny kandidat na optimalne riefenie spliia postacujice pod-
mienky uvedené vo Vete 3. Musime teda ukazat, 7e funkcia H(z(t),u(t),(t),t) je
konkévna v (x,u) a funkcie hy(u) a ho(z,u) st kvazikonkavne funkcie v (z,u). Kedze
H(z(t),u(t),(t),t) je linedrna v (z,u), tak je konkdvna. Funkcie hi(u) a he(z,u)
st tiez linedrne v (z,u) a teda si kvazikonkdvne. Kedze postacujice podmienky st
splnené nami najdeny kandidat na optimélne riesSenie je optimalnym rieSenim danej

tlohy.
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Kapitola 4

Dvojrozmerna tloha

V tejto kapitole budeme riesit dvojrozmerni tlohu. Jej zadanie je prebrané z [1]. V

[1] je tloha uvednena medzi prikladmi na precvi¢enie.

Uvazujme teda nasledujicu tlohu optiméalneho riadenia:

T
max/ (1—s)(bK +rB — u)dt,
0

kde Ko, Kp,T,b,r,d st kladné konstanty a up je zaporna konstanta.

m vV v v

IN

s()(bK (t) +rB(t) — u(t)),
u(t),

Ko,

0,

Kr,

0,

[07 1]’

bK(t)+rB(t) —d,

mame stanovené nasledovné ohranicenia:

b>r,

1 1
- >T > -
r b’
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d
7 < Ky < Kp < K. (4.13)

Tato uloha predstavuje rastovy model rozsireny o moznost predaja a nédkupu za-
hrani¢nych dlhopisov. Su tu dve stavové premenné K a B. Stavova premennd K (t)
predstavuje hodnotu kapitalu v ¢ase t a stavova premenna B(t) je hodnota zahranic-
nych dlhopisov v ¢ase t. Riadiace premenné st u a s. Premennd u(t) je zmena hodnoty
dlhopisov v Case t. Ak u(t) je kladné znamena to, ze v Case t sa dlhopisy nakupovali, ak
u(t) je zaporné dlhopisy sa v Case t predavali. Premenné s(¢) je miera uspor, jej hod-
nota je z intervalu [0, 1]. Vyraz (bK (t) +rB(t) —u(t)) je sucet produkcie v ekonomike,
troku z dlhopisov (7 je trokova miera) a zmeny hodnoty dlhopisov, t.j. je to hodnota,
ktorti ekonomika ziska v case ¢. Cast s z tejto hodnoty sa uspori a o tiato ¢ast sa zvysi
kapitéal a ¢ast 1 — s sa spotrebuje. Pre s = 0 sa v8etko spotrebuje a pre s = 1 sa vSetko
investuje. Podmienka (4.11) hovori, Ze trokova miera dlhopisov je mensia ako miera
produkcie.

Uloha je dvojrozmerné, autonémna, s pevhym ¢asom a s ohrani¢enim typu nerov-
nosti na koncovy stav. Obsaje ¢isté ohrani¢enia na riadiace premenné (4.8), (4.9) a
jedno zmiesané ohranicenie na riadiace a stavové premenné (4.10).

Potrebujeme ukézat, ze pre tuto tlohu st splnené podmienky regularity. Najprv

ohranicenia prepiSeme do tvaru:

hi(K,B,u) = bK+rB—u—d2>0, (4.14)
ho(u) = w—up >0, (4.15)
hs(u) = s>0, (4.16)
ha(u) = 1—5>0. (4.17)

Uvazujme teraz maticu parcidlnych derivacii

o1 /ou ohijov]  [-1 0]
Ohy/Ou  Ohy /O 1 0
/00 OafOv) . (4.18)
8h3/8u ahg/av 0 1
Ohy)Ou Ohy/Ov 0 —1

Podmienky regularity bud splnené ak riadky matice (4.18) su pre aktivne ohranicenia

linedrne nezavislé. Ak je aktivne iba je z ohraniceni (4.14)-(4.17) podmienka je splnena.
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Ak su aktivne dve ohranicenia stucasne problém by nastal ak by to boli sii¢asne aktivne
(4.16) a (4.17) alebo (4.14) a (4.15). Je zrejmé, ze ohranicenia (4.16) a (4.17) nemozu
byt aktivne sucasne. Potrebujeme teda este ukazat, ze (4.14) a (4.15) nie s aktivne

sacasne, t.j. 7e up < bK 4 rB — d. Podla (4.14) plati
d < bK(t) + rB(t) — u. (4.19)
Vynasobenim s(t) dostaneme
ds(t) < s(t)(bK(t) + rB(t) — u), (4.20)
a kedze d > 0 a s € [0, 1] plati
0 <s(t)(bK(t) +rB(t) —u). (4.21)
Potom pre rieSenie stavovej rovnice pre K (t) plati
Ko < K(1). (4.22)

Podla (4.15) plati
up < u. (4.23)

Potom pre rieSenie stavovej rovnice pre B(t) plati
upt < B(t). (4.24)
Z (4.22) vyplyva, ze bKy < bK(t) a z (4.24) vyplyva, Ze rupt < rB(t). Potom plati
bKy + rupt < bK(t) + rB(t). (4.25)

Upravou tejto nerovnosti dostaneme

< bK(t)+rB(t) — bKo_

4.26
Up = " ( )
Podla (4.13) plati d < bKj a na zaklade toho dostavame
bK (t B(t)—d
up < () +rB) pre vsetky ¢t € [0, 7. (4.27)

Tt
Podla (4.12) plati T' < %, t.j. pre vSetky t € [0,7] plati rt < 1. Ukazali sme teda, ze
up < bK(t) +rB(t) — d pre vSetky ¢t € [0,7]. Ohrani¢nia (4.14) a (4.15) nemozu byt

aktivne sticasne. Podmienka regularity je splnené.
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Ulohu budeme riesit pomocou podmienok Pontrjaginovho principu maxima (PPM),
tak ako st uvedené vo Vete 1.

Hamiltonova funkcia pre tato tlohu méa tvar
H, 9 9% B, K, u,s) = ¢°(1 — 8)(bK +7B —u) +¢'s(bK + 1B — u) +*u (4.28)
a Lagrangeova funkcia méa tvar
L * p, B, K, u,s) = HW, ' ¢? B, K,u,s) + p(bK + 7B —u — d)+

+ p2(u — up) + pzs + pa(l — s).

(4.29)
V dalgom texte ozna¢me hodnotu bK + rB — d ako ug.
Formuléacia podmienok PPM v riadeni 4, § a jeho odozve K a B:
podmienka maxima (PM)
max  H@®, 9% B, K, u,s) = HWC, ¢t 02, B, K, 1, 5), (4.30)
u€(up,um),s€(0,1)
8[: 1 0 oy ~ ~
= (W U)K 4B = i) s — s =0, (4.31)
oL 02 1, 2
o YIS —=1) = 8+ 97 — g+ pa = 0, (4.32)
adjungovana rovnica (AR)
. oL
1_ 9% 001 _ & 1,
P = S = b1 = 8) + s ), (1.33)
2 oL 0 A 1,
V= o = (W (L= 8) + S+ ), (4.34)
0B
podmienka tranzverzality (PT)
WiT) = 0, WNT)K(T) — Kr) =0, (4.35)
V(T = 0, AD)B(T) =0, (4.36)
podmienky pre multiplidtory
p(t) > 0, ) (bK 4+rB—i—d) =0, (4.37)
pa(t) = 0,  pa(t)(@ —up) =0, (4.38)
ps(t) = 0, ps(t)s =0, (4.39)
ua(t) > 0,  pa(t)(1—38)=0. (4.40)



Najprv ukdzeme platnost nasledujicej lemy, ktort budeme neskor pri rieSeni tlohy

potrebovat.

~

Lema 2. Nech stvorica (K (t), B(t), a(t), 3(t)) spliia spolu s ¢°, () a 12(t) podmienky
PPM (4.30)-(4.40). Potom plati:

r

UA(E) — OA(T) = Tul(t) - w(T), (1.41)

t.j. medzi Y (t) a ¢*(t) je linedrna zdvislost.

Dokaz: Z adjungovnej rovnice (4.33) vyplyva, ze v°(1 — 8) + ¢¥'s + u = —%.
Dosadenim do adjungovanej rovnice (4.34) dostavame ¢2(s) = ¢)'(s). Integrovanim
tohoto vyrazu na intervale [t, T] dostavame 1*(t) — ¢Y*(T) = ' (t) — '(T), €o sme
chceli dokazat.l

V nasledujicej leme vyjadrime riadenie ako funkciu adjungovanej premennej v pri-

pade, ze 1 = 1. Pripadom ¥° = 0 sa budeme zaoberat neskor.

Lema 3. Nech stvorica (K (t), B(t),a(t), 5(t)) spliia spolu s1°, ' (t) a () podmienky
(4.80)-(4.40). Nech v° =1. Potom

i) = { 0, ak ¥(t) <1, (4.42)
1, ak (t) > 1,

{ up, ak V*(t) < max{1,¢'}, (1.43)

U, ak ¥2(t) > max{1,¢'}.

Dokaz: Najprv najdeme riadenie, ktoré je rieSenim podmienky maxima (4.30).
Pre riadiacu premennit s mézu nastat tri moznosti. Bud nadobtda hodnotu 0 alebo
hodnotu 1 alebo mo6ze byt z intervalu (0,1). Ak § € (0, 1) potom podl'a vztahov (4.39) a
(4.40) plati, ze i3 = 0 a 1y = 0. Z rovnice (4.31) potom vyplyva (' —1)(bK+rB—0) =
0. Ak § = 0 potom podla vztahu (4.40) plati, ze py = 0. Z rovnice (4.31) potom
vyplyva (' —1)(bK +rB —1) = —ps < 0. Ak § = 1 potom podla vztahu (4.39) plati,
%e p3 = 0. Z rovnice (4.31) potom vyplyva (¢ —1)(bK +rB—) = jus > 0. Premenna

s teda nadobtida nasledovné hodnoty:

=0, ak (' —1)(bK +rB — 1) <0,
$(t)9 €(0,1), ak (W' —1)(K +rB—a)=0, (4.44)
=1, ak (' —1)(bK +rB —a) > 0.
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Podla vztahu (4.10) vieme, 7e bK + 7B — 4 > d, kde d > 0. Vdaka tomu mozeme

vztah (4.44) prepisat do tvaru

=0, ak ! <1,
5(t)q €(0,1),  ak =1, (4.45)
=1, ak ! > 1.

Pre ¢!(t) = 1 moze 5(t) nadobtudat akiikol'vek hodnotu z intervalu [0,1]. Tuto
hodnotu je potrebné urcit. Predpokladajme, 7e 1! (t) = 1 pre vietky ¢t € I = [t1,ts]. Z
toho vyplyva, ze ¥'(t) = 0 = —b(1 — 5+ 5 + p) = —b(1 + p). Potom plati pu(t) = —1
pre vietky ¢t € I a to je spor s tym, ze u(t) > 0. Z toho vyplyva, ze § moze nadobudat
len hodnoty (4.42).

Dalej potrebujeme ur¢it hodnotu riadiacej premennej u. Tato moze nadobtudat bud
hodnotu up alebo hodnotu uy alebo moze byt z intervalu (up,ug). Ak @ € (up,ug)
potom podla vztahov (4.37) a (4.38) plati, ze 41 = 0 a pg = 0. Z rovnice (4.32)
potom vyplyva § — 1 — !5 + 9% = 0. Pre ¢! < 1je § = 0 a dostavame 2 = 1.
Pre ¢! > 1 je § = 1 a dostdvame ¢?> = 1. Z toho vyplyva ¥? = max{1,¢y'}. Ak
U = up potom podla vztahu (4.37) plati, ze pu; = 0. Z rovnice (4.32) potom vyplyva
§—1—ld+? = —puy <0. Pre ! < 1je 8 =0 a dostavame 9> < 1. Pre ' > 1 je
§ =1 a dostavame ¢? < 1. Z toho vyplyva ¢* < max{1l,v'}. Ak @ = uy potom podla
vztahu (4.38) plati, ze po = 0. Z rovnice (4.32) potom vyplyva §—1—'5+¢? = py > 0.
Pre ¢! < 1 je 5§ =0 a dostavame ¥? > 1. Pre ¢* > 1 je § = 1 a dostavame 9 > ¢!. Z

toho vyplyva 1 < max{1,9'}. Riadiaca premenné @ teda nadobiida hodnoty:

up ak %(t) < max{1,¢¥'},
a(t) =9 (up,um) ak 1%(t) = max{1,¢'}, (4.46)
Uy ak ¥?(t) > max{1,¢'}.

Potrebujeme este urcit hodnotu @ v pripade, 7e ¢*(t) = max{1,¢'}. Pre ¢! < 1
plati, ze ¢%(t) = 1a § = 0. Potom dosadenim do rovnice (4.34) dostavame )2 = —r = 0
a to je spor s tym, ze r > 0. Pre ¢! > 1 plati, 7e ¥> = ¢! a § = 1. Potom dosavame
¥? = ! a z toho vyplyva b = r a to je spor s tym, 7e b > r. Z toho vyplyva, Ze i
moze nadobudat len hodnoty (4.43). Lema 3 je dokézana.l
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Kedze hodnota optimalneho riadenia zavisi od hodnoty adjungovanych premennych
P! a 9? existuji 4 kombinacie 5 a 4. Toto je znazornené na obrazku ¢.4.1. Kladny
kvadrant je rozdeleny na 4 oblasti oznacené A, B, C a D. Riadenia v jednotlivych
oblastiach vyzeraju nasledovne:
Oblast A: s =0, u=upy
Oblast B: s =1, u = uy
Oblast C: s =0, & = up
Oblast D: s =1, 4 = up

A y=max{1,y'}

Obréazok 4.1: Oblasti A, B, C, D

Na zéklade lemy 2 vieme, Ze medzi ¢! a 1? je linearna zavislost. Vieme tieZ, Ze

b > r a preto sklon ; je mensi ako 1. Teraz ukdZeme, Ze Pl a 1p? s v zavislosti od
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¢asu klesajuce. Stac¢i nam ukézat, Ze to plati pre jednu z nich a z lemy 2 vyplyva, Ze to
plati aj pre druhta. Funkeia 1/2(t) je klesajica, ak jej derivacia ¢/ je zaporna. Chceme
ukazat, ze —r(1 — 5+ '5+ 1) < 0. Tento vyraz je zaporny, ak 1 — 8+ '8+ uy > 0.
Podla (4.42) vieme, ze § nadobida bud hodnotu 0 alebo hodnotu 1. Ak § = 0, tak
1—54+¢s+pu=1+p >0lebop; >0. Aks=1,tak 1 —s+¢'8+pu =Y +pusa
to je kladné vtedy ked o' > —puy(t) < 0. Pre o' > —u;(t) je ¥? klesajucou funkciou
casu. Ak ' < —pui(t) <0 je ¢? rastica, ale tento pripad nemoZe nastat, pretoze 1)
je stéle zaporné a my pozadujeme aby 1?(T) > 0. Uk4zali sme, 7e ¥'(t) a 1?(t), ktoré
spliiaji koncovii podmienku ¢! (T) > 0 a ¢*(T) > 0, st v zavislosti od ¢asu klesajiice
a kedZe musi platit ¢¥'(T) > 0 a *(T) > 0 nachadzame sa len v prvom kvadrante.

Toto je zndzornené na obrazku 4.2.
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Nastévaji nasledujtice moznosti, kde moze lezat 1!(t) a ¥?(t) pre t € [0,T]:
1. A naint. [0,7],

2. B na int. [0,7],

3. Cnaint. [0,7],

4. D naint. [0,7],

5. A na int. [0,], C na int. [t;,T],

6. B na int. [0,%1], A na int. [t;,T],

7. D naint. [0,¢], B na int. [t;, 7],

8. D naint. [0,t], C na int. [t1,T],

9. B na int. [0,%1], A na int. [t1,?], C na int. [ta, T,
10. D na int. [0,¢], B na int. [t1,%s], A na int. [ty, T,
11. D na int. [0,%1], B na int. [t1,%], A na int. [ta, 3], C na int. [t3,T].

Ak @ = up < 0 pre vietky t € [0,T], potom B = up a z toho vyplyva B(t) =
upt + C. Kedze B(0) = 0 tak B(t) = upt < 0 pre vSetky t € [0,T]. spor s tym, Ze
pozadujeme aby B(T") > 0. Z toho vyplyva, Ze existuje aspon jedno t' € [0,T] také, ze
u(t') = uy. To znamend, Ze optimélne riadenie musi ist cez A alebo B. Preto moznosti
3., 4. a 8. nemo6zu byt optimalnym riadenim.

Ak 4 = uy > 0 pre vetky t € [0,T], tak B stéle rastie a preto B(T) > 0. Z toho
vyplyva ¥?(T) = 0, ale to nemoZe nastat ak ' a 1)? lez{ len v oblastiach A alebo B.
Na zéklade toho moézeme vylucit moznosti 1., 2. a 6..

Ak § = 0 pre vietky t € [0,7], potom K = 0 a z toho vyplyva K(t) = C. Kedze
K(0) = Ky z toho vyplyva K(t) = Ky < Kr pre vsetky t € [0,7] spor s tym, Ze
pozadujeme aby K(T') > Kr z toho vyplyva, Ze existuje aspoi jedno ¢’ € [0, 7] takeé,
ze §(t') = 1. Optimalne riadenie preto musi prechadzat oblastou B alebo D. Na zéklade

toho vyli¢ime moznosti 1., 3. a 5..
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Zostali teda 4 moznosti a to 7., 9., 10. a 11. To, ktora z tychto moznosti nastane
zavisi od konkrétnej konfiguracie dat. Pozrime sa teraz blizsie na jednotlivé moznosti.

Ak optiméalne riadenie ma tvar

s(t) = 1, pretel0,T)], (4.47)

Uup, re t € [0,t],
ﬁ(t) _ D p [ 1]
ug, pret€ (t1,7T],

(4.48)

kde t; € (0,T). Potom ¢'(T) > 0 a ¥*(T) > 0. Z toho podla (4.35) a (4.36) vyplyva,

7e K(T) = Kr a B(T) = 0. Odozva na riadenie mé potom nasledujuci tvar:

. Koelt 4+ 4 ((eb —1)(E — 1) —rt) re t € [0,t],
d(t — tl) ( ) pre t e [tl,T],
( upt, pre ¢ € [0, 4],
db b db
B — —;¢—#me%o—;(;—@ (450
b b 1 db pre t € [t1,T].
") (Bty) + —t + —(K(t) —t) + —(— —d
et (B + Dok L) - )+ 12 - a)
Druhé& moznost je, ze optimalne riadenie m4 tvar
1, re t € 0,15,
(1) = P 0] (4.51)
0, preté€ (tz, 7],
Uup, re t € [0,t],
oy = {0 pretelnn] (4.52)
Um, pre]iE (tIJT]7

kde t; > 0 a ty > t;. Potom ¥!(T) > 0 z ¢oho podla (4.35) vyplyva, ze K(T) = Kr.

Odozva ma potom tvar:

(
Koeb* 4+ 22 (P = 1)(5 —1) —rt), pret € [0,8],
K(t) = d(t — t1) + K(t), pre t € [ty, b, (4.53)
L K(tg) pre t e [tQ,T],
( upt, pre t € [0, 1],
b b
— Tt S (K(t) — ) - (— —d)+
B(t) = b b Ly pre t € [ti(4534)
e (Bt + T () -0+ 1T ),
\ (B(ty) + M2t yerte—ta) _ M pre ¢ € [ts, 7).
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Tretia moznost je, ze optimélne riadenie mé tvar:

1, re t € |0,t],
() = P 0,¢:] (4.55)
0, prete (t,7],

{ Umg, prete[oth]v (456)

Up, pre te <t27T]7

kde t; > 0 a ty > t;. V tomto pripade ¢*(T) > z ¢oho vyplyva, ze B(T) = 0. Odozva

na takéto riadenie méa tvar:

[ Ko + 52 (" —1)(Z —1) —rt), prete 0,4,

K@) = K(t), pret € [t1,ts],  (4.57)
\ K(t1), pre t € [ta, T,
( upt, pre t € [0, ],

B(t) = 4 (B(ty) + Hl=dyer(t=ty) _U0I=d = pro e[y 1], (4.58)
up(t —ta) + B(ta), pre t € [t2, T).

\

Poslednd moznost je, Ze riadenie mé tvar:

1 re t € |0,15],

s(t) = pre £ € [0, ] (4.59)
0 preté€ (ty, TY,
up pret € [0,t],

a(t) = ug pret € (t1,ts], (4.60)

up pret € (t3, 7],

kde t; > 0, ty > t; a t3 > ty. Takisto ako v predoslom pripade ¥?(T') > z ¢oho vyplyva,

7e B(T) = 0. Odozva potom vyzera nasledovne:

(
Koe? + 22 ((e" —1)(5 — 1) —rt), pret € [0,8],
. d(t —t1) + K(t1), re t € |ty, 5],
R0 (t— 1)+ K(t) pre ¢ € [t1,13 Lo
K(ts), pre ¢ € [ta, 1),
L K(tg), pre t e [tg,T],
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upt, pre t € [0,t4],
db b 1 /db
—775 — ;(K(tl) —t) — . <7 — d) +
= pre t e [tl,tg],
B(t) = rit=t1) ( B(t @t é K(t) —t 1 @_d
e (1)+r1+r( (t1) 1)+T(T ) )
(B(t2) + —bK(tf)_d)er(t_tZ) — —bK(tf)_d, pre t € [ta, t3],
L up(t —t3) + B(t3), pre t € [to, T).
(4.62)

Konkrétne hodnoty ¢asov prepnutia sa daju vypocitat vyuzitim adjungovanych prem-
nennych, ich hodnot v ¢ase prepnutia a podmienok na adjungované a stavové premenné
v ¢ase T'. Pri ich vypocte by sa postupovalo podobne ako v priklade v Kapitole 1. V
tomto pripade by dopocitanie konkrétnych ¢asov prepnutia bolo zlozitejsie.

Tieto vysledky moZzeme zhrnut do nasledovnej lemy:

Lema 4. V pripade, Ze (t), 5(t) spliia nutné podmienky optimality s 1° = 1 existuji

t1, to, ts, kde t; < ty <tg a [t1,t3] # [0,T] také, Ze pre optimdlne riadenie G, § plati:

1 ret € |0,%s],

(t) = P 0,2] (4.63)
0 prete (ty, T1,
up  pret € [0,t],

a(t) = ug  pret € (t1,t3), (4.64)

up pret € (t3,T].

Teraz sa budeme zaoberaf pripadom 1" = 0. Riadenie ako funkciu adjungovanej

premennej vyjadrime v nasledujicej leme.

Lema 5. Nech stvorica (K (t), B(t), a(t),5(t)) spliia spolu s ¢°, ¥'(t) a >(t). Nech
Y° = 0. Potom

51 :{ 0, ak ¥(t) <0, (4.65)
1, ak Y(t) >0,

(4.66)
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Dokaz tejto lemy je analogicky ako dokaz lemy 3.

Hodnota optimalneho riadenia zavisi od hodnoty adjungovanych premennych. Naj-
prv ukaZzeme, Ze adjungované premenné !(t) a 1%(t), ktoré spliiaji koncovii pod-
mienku ! (T) > 0 a ¥*(T) > 0, st v zavislosti od ¢asu klesajice funkcie. KedZe na
zaklade Lemy 2. vieme, Ze je medzi nimi linearna zavislost stac¢i to ukazat pre jednu z
nich. Funkcia 12(t) je klesajica, ak jej derivacia 1)2(t) je zaporna. Potrebujeme preto
ukézat, ze ¥2(t) = —r(@'(t)s 4+ p') < 0. Pre § = 1 plati ©2(t) = —r(¥'(t) + pb).
Ked sme sa zaoberali pripadom ¢° = 1 ukazali sme, ze ?(t), ktoré splia koncovi
podmienku je klesajiica funkcia ¢asu. KedZze derivicia 1?(t) ma teda rovnaky tvar pre
Y0 =1 aj pre ¢° = 0, plati to aj teraz. Pre § = 0 plati )2(t) = —ru' < 0, lebo podla
(4.37) plati u; > 0. Pre s = 0 si teda ¥'(¢) a 1*(¢) nerastice funkcie. Ukézali sme
teda, ze ¥'(t) a %(t), ktoré spliaji koncovi podmienku ! (T) > 0 a ¢?(T) > 0, si
v zévislosti od ¢asu klesajtice a ked'Ze musi platit ¢! (T) > 0 a ¥*(T) > 0 nachadzame
sa len v kladnom kvadrante.

Ked7e hodnoty '(t) a 1?(t) sa nachadzajt len v kladnom kvadrante znamen4 to,
ze 5 moze nadobudat len hodnotu 1. To ako vyzerd optiméalne riadenie zavisi len od
hodnoty ¥?(t). Podl'a hodnoty adjungvanych premennych existuji dve kombinacie §
a u. Kladny kvadrant je rozdeleny na dve oblasti, ktoré oznac¢ime A a B. Oblasti A a
B a tieZ priebeh trajektorii adjungovanych premennych ! (¢) a ¥%(¢) je znazornené na

obrazku 4.3. Riadenia v oblastiach A a B vyzeraju nasledovne:
e Oblast A: s=1a4=ugy

e Oblast B: s =1 a

g3
I

Up

Nastévaji 3 moznosti, kde mozu lezat ¢! (t) a ¥*(t) pre t € [0,T]. Prvad moZnost
je, ze ¥2(t) < ' (t) pre vietky t € [0,T]. V tomto pripade by @ bolo rovné up pre
vietky ¢ € [0,T]. Druha moznost je, ze ¥?(t) < 1*(t) pre vietky ¢ € [0,T]. Potom @

bolo rovné uy pre vetky ¢t € [0,7]. Uz pri analyze pripadu ¢° = 1 sme ale ukazali,

N«

e 4 nemoze byt rovné up pre vSetky ¢t € [0,7] a tieZ, Ze & nemoze byt rovné uy pre
vietky t € [0,T]. Zostava eSte tretia moznost a to, ze existuje t; € (0,7), také ze
P2(t) < pU(t) pre t € [0,t1] a ¥2(t) > L(t) pre t € [t;,T]. Tento vysledok mozeme

zhrnit do nasledovnej lemy:
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Lema 6. V pripade, Ze f((t), B(t),a(t), 5(t) spliia nutné podmienky optimality s ° =
0, tak pre 4, § a ich odozvu K t), E(t) plati:

st) = 1, pret€]0,T], (4.67)
t e |0,t1],
agy = P 0,¢] (4.68)
ug, pret e (t,T),
u b ro_ —
) Koe? +“2 ((e" —1)(t — 1) —rt), pret € [0,t], (4.69)
d(t —t,) + K(ty), pret € [ty, T,
( upt, pre t € (0,1,
db b 1 /db
B - O ) - - (T - a)+ (.70
(1) = r r pre t € [t1,T).
db b 1,db
ettt (B(tl) +—ti+ —(K(t) —t1) + —(— — d)
\ r r T
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Toto ale nie je ziadne nové rieSenie oproti rieSeniam, ktoré sme ziskali skimanim
pripadu ¢° = 1.

Podmienky Pontrjaginovho principu maxima nam davaji kandidatov na optiméalne
riadenie uvedenych v Leme 4. Potrebujeme eSte ukazat, 7e tito kandidati na opti-
maélne riadenie, ktorych sme nasli, s skuto¢ne optimalnymi riadeniami. Na to mu-
sia byt splnené postacujice podmienky. Ukézeme, Ze si splnené postacujice pod-
miekny uvedené vo Vete 3. Musime teda ukazat, Ze funkcia H (1%, ¢!, 4?2 B, K, u,s)
je konkdavna v (K, B,s,u) a funkcie hi(K,B,s,u),k = 1,...,4 st kvazikonkdvne
funkcie v (K, B, s,u). Kedze H(y°, ' ¢?* B, K, u,s) je linearna v (K, B, s, u), tak
je konkavna. Funkcie hy(K, B,s,u),k = 1,...,4 st tiez linearne v (K, B, s,u) a teda
st kvéazikonkdvne. KedZe postacujice podmienky st splnené nami néjdeni kandidéti

na optimalne rieSenie si optimalnym riesenim danej tlohy.
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Zaver

V diplomovej praci sme stru¢ne spracovali teériu optimalneho riadenia pre tlohy so
zmieSanymi ohranic¢eniami na riadiace a stavové premenné. Uviedli sme nutné aj
postacujice podmienky pre takéto tulohy. Pri nutnych podmienkach sme uviedli dve
verzie podmienky maxima. Prva z nich je pre tilohy, ktoré obsahuji zmiesané ohranice-
nia bez ohladu na to, ¢i obsahuju aj ¢isté ohranic¢enia na riadiace premenné. Druhé je
Specidlne pre tlohy, ktoré obsahuji aj ¢isté ohranic¢enia na riadiace premenné. V prvej
kapitole tejto prace sme ukazali, zZe pre tlohy obsahujtice zmiesané ohranicenia aj ¢isté
ohranicenia na riadiace premmenné su tieto podmienky su ekvivalentné.

V nasledujicich troch kapitolach sme pouzitie tedrie z prvej kapitoly ilustrovali
na rieSeni konkrétnych tloh optiméalneho riadenia obsahujicich zmieSané ohranicenia
na riadiace a stavové premenné. Prvou tilohou bol rastovy model s exitenénym min-
imom, dalSou linearna verzia Ramseyho modelu a v poslednej kapitole sme rieSili
dvojrozmernu tlohu, ktora predstavovala rastovy model rozsireny o moznost nakupu
a predaja dlhopisov. Formulacie tiloh boli prebrané z literatary. Pri kazdej tilohe sme
uviedli jej ekonomickt interpretaciu. Pri rieSeni loh sme najprv ukazali, Ze st splnené
podmienky regularity. Potom sme formulovali nutné podmienky optimality na zaklade
Vety 1. a ich rieSenim sme urcili kandidatov na optimalne riadenie a ich odozvu. V

kazdej tlohe sme tiez ukazali, Ze st splnené aj postacujice podmienky.
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