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Abstrakt

Dvojfaktorové modely opisuji okamziti urokovi mieru ako funkciu dvoch premen-
nych, ktorych dynamika je charakterizovand systémom stochastickych diferencial-
nych rovnic. Tato praca je venovana dvojfaktorovému modelu typu Chan-Karolyi-
Longstaff-Sanders s korelovanymi prirastkami Wienerovych procesov. Okamzita tro-
kova miera v tomto modeli zodpoveda sic¢tu dvoch mean-reverting procesov s vo-
latilitou tmernou velkosti prislu§ného faktora. Takyto model poskytuje flexibilitu
potrebni na zachytenie vyvoja okamzitej tirokovej miery v ¢ase. Na druhej strane,
ak vyjadrime dynamiku tirokovej miery tymto sposobom, neexistuju explicitné vzorce
pre nasledny vypocet cien dlhopisov a opcii.

Navrhujeme analyticki aproximacni formulu pre ceny dlhopisov, odvodenu
na zaklade ceny v dvojfaktorovom Vasickovom modeli s korelovanymi zlozkami. V mo-
deloch Vasickovho typu sa predpoklada konStantna volatilita jednotlivych faktorov.
Dosledkom je menSia vypoctova narocnost a existencia vzorcov pre ceny dlhopisov.
Schopnost takéhoto modelu opisat redlnu dynamiku trokovej miery je vSak obme-
dzena.

Aproximacnd formula sa ziska nahradenim konstantnej volatility v cene pre Va-
sickov model volatilitou citlivou na velkost faktorov. Odvodime presnost takejto apro-
ximécie a ukdzeme jej vyuzitie v kalibricii. V prvom kroku navrhneme jednoduchu
meto6du kalibracie dvojfaktorového Vasickovho modelu s nulovou korelaciou. Hodnoty
parametrov a faktorov okamzitej tirokovej miery odhadneme podla pozorovatelnych
vynosovych kriviek. Tento algoritmus neskor pouzijeme ako zéklad kalibracie zlozitej-
Sich modelov. Postup kalibracie a presnost navrhnutej aproximécie testujeme na da-
tach simulovanych podla Coxovho-Ingersollovho-Rossovho modelu, pre ktory mozno
vypocitat presné ceny dlhopisov. V zavere prace aplikujeme metodu na realne trhové
data.

Kladové slova:  dvojfaktorovy model irokovej miery, CKLS model, Vasickov model,
cena dlhopisu, analyticka aproximécia, kalibrécia.



HALGAéOVA, Jana. Approzimation for pricing zero-coupon bonds in two-factor in-
terest rate models |[Master’s thesis|.

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics,
Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: RNDr. Beata Stehlikova, PhD.

Bratislava, 2011. /65 p./

Abstract

In two-factor models, the short-term interest rate is assumed to be a function of two
factors, whose dynamics is given by a system of stochastic differential equations. We
study the two-factor Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders-type model with correlated in-
crements of Wiener processes. In this model, the short rate is a sum of two dependent
mean-reverting processes, each with a volatility proportional to the level of the factor
itself. Such a model provides flexibility in capturing the behavior of the short-term
interest rate. However, it does not give rise to closed-form bond and option prices.

We propose an analytical approximation formula for pricing zero-coupon bonds
based on the two-factor Vasicek model with correlated factors. In the Vasicek-type
model, the volatilities of both factors are assumed to be constant. As a result, the
model shows high analytic tractability and closed-form solutions do exist for bond
prices. Nevertheless, the ability to capture the dynamics of the short-term interest
rate is reduced.

The approximative solution is obtained by substituting the volatilities sensitive
to the power of factors for the constant volatilities into the Vasicek price. We derive
the order of accuracy of this approximation and suggest its use in calibration. First
of all, we propose a simple method for calibration of the two-factor Vasicek model with
uncorrelated factors. In this method, both parameters and factors of the short-rate
are estimated using observable yield curves. Next, we use this algorithm as a basis for
calibration of more general models. To test the methodology, we use the simulated
data from the Cox-Ingersoll-Ross model where the exact bond prices can be computed.
Finally, we apply this method to the real market data.

Keywords: two-factor interest rate model, CKLS model, Vasicek model, bond
price, analytical approximation formula, calibration.



Obsah

Uvod

1 Teoéria modelovania tirokovej miery a ocenovania dlhopisov

1.1
1.2
1.3

14

Zakladné pojmy . . . . . ...
Jednofaktorové rovnovazne modely trokovej miery . . . . . . . .. ..
Ceny dlhopisov v jednofaktorovych modeloch trokovych mier . . . . .

N ot NN

1.3.1  Ceny dlhopisov vo Vasickovom a Coxovom-Ingersollovom-Rossovom

modeli . . . ...
1.3.2  Princip zmeny miery . . . . . . . . ... oo
1.3.3 Aproximécia cien dlhopisov v .CKLS modeli . . .. .. .. ..

Dvojfaktorové rovnovazne modely tirokovej miery . . . . .. .. ...

2 Dvojfaktorovy Vasickov model s korelovanymi zlozkami

3 Dvojfaktorovy CKLS model s korelovanymi zloZzkami

4 Kalibracia dvojfaktorovych modelov tirokovych mier

4.1 Kalibracia Vasickovho modelu . . . . . .. . .. ... ... ... ...
4.1.1 Kalibracia jednofaktorového Vasickovho modelu . . . . . . ..
4.1.2 Kalibracia dvojfaktorového Vagickovho modelu s nulovou ko-

relaciou . . . . ...

4.2 Kalibracia dvojfaktorového CIR modelu s nulovou koreléciou . . . . .

4.3 Kalibracia CKLS modelu . . . . . . ... ... .. .. ... ......
4.3.1 Kalibracia jednofaktorového CKLS modelu . . . . . . . . . ..
4.3.2 Kalibracia dvojfaktorového CKLS modelu so zndmymi para-

metrami Yy a p . . . . ...
4.3.3 Odhady parametrov v a p v dvojfaktorovom CKLS modeli . .

4.4  Zhrnutie vysledkov zo simulovanych dat . . . . . .. ... ... ...

4.5 Aplikdcia na redlne data . . . . .. .. ... ... L.

Zaver

Literatira

15

19

24
25
25

29
35
43
43

44
46
49
20

54

55



A Numerické metédy pri kalibracii dvojfaktorového Vasi¢kovho mo-

delu

Al

A2

58
Numerické metody rieSenia stustav linedrnych
TOVIHC . . . . o e e 58
A.1.1 Gaussova-Seidelova metoéda a SOR metoda . . . . . . . . . .. 60
A.1.2 Metoda konjugovanych gradientov . . . . . .. . ... ... 61
A.1.3 Huangova projek¢nd metoda . . . . . .. ... ... ... 62

Kalibracia dvojfaktorového Vagickovho modelu s nulovou koreléciou
pouzitim réznych numerickych metod . . . . . . .. .. ... .. 64



Uvod

Fungovanie finanénych trhov je dnes neodmyslitelne spojené s vyuzitim sofistiko-
vanych matematickych modelov a vypoctovych algoritmov. Jednou z kli¢ovych ob-
lasti finan¢nej matematiky je modelovanie trokovych mier. Hodnota trokovej miery
totiz predstavuje zékladnu informaciu, nevyhnutnu pre korektné ocenenie I'ubovol-
ného finan¢éného nastroja.

Klac¢ovou otazkou pri modelovani arokovych mier je zachytenie dynamiky okam-
zitej urokovej miery ako teoretického zaciatku vymnosovej krivky. Cim komplexnejsi
model tejto dynamiky zvolime, tym bohatSia je mnozina pripustnych tvarov vynoso-
vych kriviek. Takymto sposobom mozno docielit zhodu teoretickych trokovych mier
s hodnotami pozorovanymi na trhu. Na druhej strane, zlozitost modelu okamzitej
urokovej miery sa negativne prejavi pri ocenovani jej derivatov.

V tejto praci sa budeme zaoberat dvojfaktorovym modelom typu Chan-Karolyi-
Longstaff-Sanders (dalej CKLS), ktory bol navrhnuty ako zovSeobecnenie viacerych
modelov svojej triedy. Okamzitd drokovi mieru charakterizuje ako stcet dvoch sto-
chastickych procesov s volatilitou imernou velkosti prislusného faktora. Vdaka tomu
je mimoriadne flexibilny a mé predpoklady dobre zachytit vyvoj trokovej miery.
Nevyhodou je, ze pre takyto model neexistuje explicitny vzorec na vypocet ceny dl-
hopisu ako najbeznejSieho derivatu urokovych mier. Nagim cielom preto je vyriesit
dve zasadné otazky. Prvou z nich je ocenenie dlhopisu v  CKLS modeli pomocou
vhodnej aproximacnej formuly. Druhi predstavuje ndvrh metédy, ktorou na zaklade
pozorovanych vynosovych kriviek odhadneme parametre modelu a hodnoty faktorov
okamzitej irokovej miery.

Pracu sme rozdelili na Styri kapitoly. Prva ¢ast je venovana stru¢nému uvodu
do problematiky modelovania tirokovej miery a ocenovania dlhopisov. V druhej od-
vodime rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom
Vasickovom modeli s korelovanymi zlozkami. V tretej kapitole navrhneme aproxi-
mac¢nid formulu ceny dlhopisu v CKLS modeli v tvare rieSenia pre dvojfaktorovy
Vasickov model s upravenou volatilitou. Nasledne odvodime presnost takejto aproxi-
macie. V zaverecnej Casti prace sa zaoberame kalibraciou CKLS modelu. Ako prvy
krok navrhneme algoritmus kalibracie pre Specialne pripady tohto modelu - Vasic-
kov a Coxov-Ingersollov-Rossov model, v ktorych je odhad parametrov a faktorového
rozkladu relativne jednoduchy. Tento postup skisime pouzit ako zaklad pre kalibra-
ciu vseobecného CKLS modelu. Navrhnuti aproxima¢na formulu a metdédu kalibra-
cie testujeme na simulovanych aj redlnych datach. Presnost dosiahnutych vysledkov
porovnavame s inymi opisanymi metodami.



Kapitola 1

Teéria modelovania trokovej miery
a ocenovania dlhopisov

Casova Struktira urokovych mier je jednym zo zakladnych predmetov finanéného
modelovania. Efektivne modely trokovej miery st nevyhnutné pre spravne ocenenie
jej derivatov, vyhodnocovanie finan¢ného rizika a tiez nastavenie monetarnej politiky
(pozri [4]).

Korektny model urokovej miery by mal podla 21| zahfhat jej zdkladné vlast-
nosti: nezapornost, ohrani¢enost a tendenciu navratu k rovnovaznej hodnote (mean
reverting proces). Kliuc¢ové charakteristiky z hladiska praktického vyuzitia modelu
zdoraznuje autor v [23|. Dobry model musi byt dostato¢ne flexibilny, aby obsiahol
rozmanité situacie, ktoré v praxi mozu nastat. Od jeho vystupu pozadujeme nielen
dodrzanie vSeobecnych vlastnosti urokovej miery, ale aj ¢o najlepsiu zhodu s realnymi
datami. Pri navrhu modelu treba d'alej zabezpecit, aby vstupné tdaje boli dobre pozo-
rovatelné, alebo sa aspon dali vypocitat. Tieto vlastnosti by sa pritom nemali spajat
so zvySenim zlozitosti. Model musi byt taky jednoduchy, aby ¢as potrebny na ziskanie
odhadov bol prijatelny pre jeho vyuzitie.

Tuto kapitolu venujeme vysvetleniu zakladnych pojmov a stru¢nému prehladu
modelov trokovej miery. Uvedieme hlavné néstroje stochastického kalkulu a jeho
vyuzitie pri ocenovani derivatov trokovych mier.

1.1 Zakladné pojmy

Teoéria trokovej miery je izko spita s casovou hodnotou penazi. Urcita penazna suma
v sti¢asnosti ma vac¢siu hodnotu, nez moznost disponovat takou istou sumou v budic-
nosti. Urokova miera predstavuje v tomto pripade mieru preferencie. Na tivod definu-
jeme zakladné pojmy a zavedieme oznacenie, ktorého sa budeme v celej praci pridizat.

Bezkupoénovy dlhopis je kontrakt, ktory v ¢ase maturity 7' prinesie drzitelovi
peiiazni hodnotu P(7,7) = 1. Jeho cenu v ¢ase t < T oznaCujeme P(t,T).
Pre ¢as do splatnosti (maturity) dlhopisu sa pouziva oznacenie .

Vynos R(t,T) je odvodeny z ceny dlhopisu. Dlhopis s maturitou 7" ma v ¢ase ¢
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vynos R(t,T) definovany vztahom
P(t,T) = e  RBEDT=), 0<t<T,

preto mozeme vyjadrit

InP(t,T)
R(t,T) = ——2-L.
(t.T) T
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Obr. 1.1: Priklad ¢asovej Struktury arokovych mier - Euribor, 1. marec 2011. Zdroj:
http://www.euribor-ebf.eu.

Casova §truktiara trokovych mier (vynosova krivka) predstavuje zavislost vynosu
R(t,T) od doby do splatnosti dlhopisu 7 vo fixovanom ¢asovom bode t.

Okamzita arokova miera (short-rate) r; je irokova miera pre dlhopis s okamzitou
splatnostou. Predstavuje zaciatok vynosovej krivky:

re = lim R(t,T) = R(t,1).

T—t+

Pre korektné ocenenie derivatov trokovej miery je nevyhnutné vziat do uvahy
stochasticky charakter jej vyvoja v ¢ase. Preto v nasledujtcej casti prace predstavu-
jeme zakladné pojmy a nastroje stochastického kalkulu. Vychédzame z ¢lanku [16]
a knih [3] a [29].

Definicia 1.1.1 Stochasticky proces je t-parametricky siystém ndhodngch premen-
nych {X(t),t € I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoZina indexov.

Kla¢ovym nastrojom pre modelovanie okamzitej arokovej miery je $pecidlny typ sto-
chastického procesu, nazyvany Wienerov proces. Vo finan¢nej matematike sa rovnako
¢asto pouziva aj jeho zovSeobecnenie - Brownov pohyb.

Definicia 1.1.2 Brownov pohyb {X(t),t > 0} s parametrami p € R, o> > 0 je
t-parametricky systém ndahodnijch premenngch, pricom
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o vietky prirastky X (t+A)— X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
A a disperziou oA\,

o pre kaZdé delenie to = 0 < t1 > t; < t3--- < t, su prirastky X(t1) —
X(tg), X(t2) — X(t1),..., X(tn) — X(tn_1) nezdvislé ndhodné premenné s pa-
rametrami podla predchddzajiceho bodu,

e X(0) =0 a trajektorie X (t) si spojité s pravdepodobnostou 1.
Brownov pohyb s parametrami pn = 0, 0? = 1 nazijvame Wienerov proces.

Modely okamzitej tirokovej miery majia obvykle tvar stochastickej diferencidlnej rov-
nice

dr(t) = pw(r,t)dt + o(r,t)d W (t). (1.1)

Pre m-faktorovy model je rieSenie r(t) m-rozmerny stochasticky proces a d W ozna-
¢uje maticu prirastkov Wienerovho procesu s rozmermi m x m. Okamzita trokova
miera sa definuje ako funkcia stochastického procesu r(t). Rovnica (1.1) predstavuje
proces diftzie, nazyvany aj ltéov proces.

Modely okamzitej irokovej miery sltizia na stanovenie cien jej derivatov - funkcii
urokovej miery. Ak tirokovi mieru modelujeme stochastickou diferencialnou rovnicou,
potrebujeme u¢inny nastroj na pracu s funkciami ndhodnych premennych. Tymto
zakladnym néstrojom stochastickej analyzy je Itoova lema.

Lema 1.1.3 (It6ova lema) Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premenngch, pricom
premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dr = p(x,t)dt + o(x,t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

2
cﬁ_fd+<£+—( @j)ﬁ

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

af of o f of
d T, t)— + t dt + o(x,t)==dw.
r= (% gl + o engd) ot
Medzi najjednoduchsie derivaty trokovej miery patria popri dlhopisoch aj de-
rivaty typu swap, swaption, cap, floor a opcie na dlhopisy. PouZzivaji sa na zaistenie
proti fluktuacidm urokovej miery, pripadne naopak na Spekulacie. Podrobnejsie sa
derivatom turokovej miery venuju napriklad [18] a [19].

Swap je vymena toku konstantnych platieb za tok pohyblivych platieb. Zavazuje
jednu stranu kontraktu platit po dohodnuti dobu fixny trok z dohodnutej sumy
vymenou za platby plavajiceho troku od druhého tcastnika kontraktu.

Swaption predstavuje pre drzitela pravo, nie vSak povinnost, vstipit do swapového
kontraktu.
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Cap predstavuje horné ohranic¢enie tirokovych platieb. Zabezpecuje drzitelovi kom-
penzéciu dodatoc¢nych vydavkov v pripade, zZe trhova trokova miera prekracuje
vopred stanovenu hranicu.

Floor predstavuje dolné ohranicenie urokovych platieb. Je to opak derivatu typu
cap.

Pri modelovani trokovych mier sa mozno stretnut s rozli¢nymi pristupmi. Kazdy
z nich kladie doraz na inu ¢ast informacie o vyvoji urokovej miery. Mozeme hovorit
o dvoch hlavnych triedach tychto modelov (pozri [3]).

Rovnovazne modely boli povodne odvodené z teoretickych predpokladov o spra-
vani ekonomickych subjektov. Zakladnou myslienkou prvych modelov bolo dosiahnu-
tie rovnovahy medzi dopytom po dlhopisoch (a inych finanénych derivatoch) a ich
ponukou. Do tejto skupiny patria napriklad Vagickov model (navrhnuty v [32]), alebo
Coxov-Ingersollov-Rossov model (uvedeny pracou [9]). V neskorsom obdobi vzniklo
viacero modifikovanych modelov, vychadzajacich zo Statistickej analyzy dat. Jed-
nym z nich je Chanov-Karolyiov-Longstaffov-Sandersov model, navrhnuty v ¢lanku
[5] s cielom porovnat viacero modelov short-rate. Premostenie medzi tymito rozdiel-
nymi pristupmi predstavuje praca [20]. Dokazuje, Ze predpisy viacerych modelov,
ktoré vznikli na zéklade Statistickej analyzy, mozno odvodit aj z rovnovaznej teorie.

Bezarbitrazne modely boli vytvorené v snahe odstranit hlavny nedostatok rovno-
vaznych modelov - skuto¢nost, Ze ¢asto nedokazu sticasni ¢asovi Struktiaru trokovych
mier modelovat tak, aby zodpovedala pozorovanym hodnotam. Preto bezarbitrazne
modely vychadzaju z aktualnej ¢asovej struktiry ako Startovacieho bodu. Dalsi VYVOj
je modelovany tak, aby bol konzistentny so zaciato¢nou ¢asovou Struktirou. Takyto
postup je sprevadzany vysSou zlozitostou modelov. Do tejto skupiny patri napriklad
Hullov a Whiteov bezarbitrazny model, navrhnuty v ¢lanku [15].

Ocenovanie dlhopisov v dvojfaktorovych rovnovaznych modeloch trokovych mier je
taziskom tejto prace. Budeme sa zaoberat konkrétnou triedou tychto modelov, ktoru
Specifikujeme neskor.

1.2 Jednofaktorové rovnovazne modely tirokovej miery

V jednofaktorovych modeloch je vyvoj short-rate r vyjadreny v zavislosti od jediného
faktora - urokovej miery samotnej. Jej dynamika je charakterizovana stochastickou
diferencialnou rovnicou, ktord ma vseobecny tvar

dr = p(r, t)dt + o(r, t)dw. (1.2)

Deterministicky ¢len pu(r,t)dt predstavuje trend v(drift) Vo vyvoji urokovej miery.
Funkcia o(r,t) charakterizuje volatilitu procesu. Cim vécsia je hodnota stochastic-
kého ¢lena o(r, t)dw, tym vicsia je nahodnéa fluktuécia urokovej miery okolo trendovej
zlozky.
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Obr. 1.2: Vyvoj jednodiiovej (Eonia) a jednomesacnej (Euribor m1) arokovej miery
na medzibankovom trhu v rokoch 2009 a 2010. Zdroj: http://www.euribor-ebf.eu.

Na zéklade pozorovani mozno usudit, Ze okamzita urokova miera sa obvykle
vracia k dlhodobej priemernej hodnote (vid jednodhova a jednomesaéné urokova
miera na obrazku 1.2). Tato skuto¢nost viedla k myslienke zvolit deterministicky
¢len v tvare p(r,t) = k(0 — r), kde £ a @ su kladné konstanty. Strednd hodnota
urokovej miery je potom rychlostou x pritahovana k limitnej arokovej miere 6. Plati
(pozri [29])

dE(ry) = E(dry) = k(6 — E(ry))dt + E(o(r,t)dw) = (0 — E(ry))dt,

teda
E(ry) =0+ (ro — 0)e™",

z ¢oho nésledne vyplyva, ze
lim E(r;) = 0.

t—o0
Stochasticky proces s takymito vlastnostami sa nazyva mean reversion proces.

Od vol'by funkcie volatility o(r,t) zavisia dalsie vlastnosti modelu short-rate.
Jednoduché modely, ktoré sa pouzivaji najcastejsie, su podla empirickych studii
(napr. |5]) malo efektivne. Dynamiku trokovej miery mozno presnejsie zachytit so-
fistikovanejsimi modelmi s va¢sim poc¢tom parametrov. Pre takéto modely drokovej
miery je vSak nasledné ocenenie jej derivatov zlozitejsie.

Vasic¢kov model [32] je jednym z prvych navrhnutych modelov okamzitej arokove;
miery. Charakterizuje short-rate ako stochasticky proces s konstantnou volatilitou o:

dr = k(0 — r)dt + odw, (1.3)
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kde k, 8, 0 > 0. Takto modelované trokové miery st normalne rozdelené. Tato
vlastnost na jednej strane mimoriadne zjednodusuje ocefiovanie derivatov, na strane
druhej vsak vedie k zrejmému nedostatku modelu: » moze s kladnou pravdepodob-
nostou nadobudat aj zaporné hodnoty, ¢o je v rozpore s nezapornostou trokovych
mier.

Coxov-Ingersollov-Rossov model |9] (dalej CIR model) bol podla [2| po dlhé
obdobie najpouzivanejsim modelom short-rate. Relativna jednoduchost ho robi vyhod-
nym pre analytické ocenovanie financénych derivatov, vol'ba stochastickej zlozky za-
bezpecuje nezapornost trokovych mier. Namiesto konstantnej hodnoty je v tomto
pripade pouzita volatilita imernd trovni short-rate. Proces diftizie bol navrhnuty
v tvare

dr = k(0 — r)dt + ov/rdw. (1.4)

Ked sa hodnota r blizi k nule, zniZuje sa aj volatilita procesu. Ak by r dosiahlo nulovu
hodnotu, stochasticky ¢len procesu by bol nulovy a deterministicky ¢len kladny. Uro-
kova miera by preto s istotou opét nadobudla kladni hodnotu. Navyse, ak je splnenéa
podmienka 2x6 > o2, pravdepodobnost pre r = 0 je nulova (pozri [12]).

Chanov-Karolyiov-Longstaffov-Sandersov model [5] (dalej CKLS model) bol
navrhnuty pre tcely porovnania dovtedy zndmych modelov ako ich zovSeobecnenie.
Dynamika short-rate je charakterizovana rovnicou

dr = k(0 — r)dt + or’dw, (1.5)

kde v > 0. Pre hodnotu parametra v = 0 zodpoveda tento zapis Vasickovmu modelu,
pre v = 1/2 CIR modelu. Tato empirické Studia ukazala, ze dva uvedené najznamejsie
modely nedokazu dostatoc¢ne efektivne opisat vyvoj irokovych mier. Dynamike short-
rate viac zodpovedala funkcia volatility, ktora pruZne reaguje na zmenu velkosti r.
Autori dosiahli dobré vysledky pri pouziti modelov, ktoré pripustaja hodnoty v > 1.
Optimélnu hodnotu v pre jednofaktorovy model odhadli ako 1.5.

Po tomto ivodnom ¢lanku sa do diskusie o spravnom tvare volatility v modeloch
short-rate a o jej citlivosti na hodnoty trokovej miery zapojili viaceri dalsi autori.
Stadia [11] skiima stochasticka dynamiku jednomesacnej trokovej miery na medzi-
bankovom trhu v desiatich krajinach. Odhady parametra 7 sa pre jednotlivé krajiny
vyrazne liSia. Dosahuji hodnoty od 0.20 do 1.56.

Z uvedenych vysledkov vyplyva, Ze je nevyhnutné stustredit sa na modely, ktoré
umoznuja zvolit aj v # 0, v # 1/2. Nevyhodou CKLS modelu je skutocnost, ze
pri jeho pouziti neexistuju analytické rieSenia pre ceny derivatov short-rate.

1.3 Ceny dlhopisov v jednofaktorovych modeloch Gro-
kovych mier

Bezkuponovy dlhopis je zakladnym derivitom okamzitej arokovej miery. V tejto casti
prace sa zameriame na vypocet ceny dlhopisu v pripade, ze dynamiku short-rate
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opisujeme jednofaktorovym modelom. Uvazujme vSeobecny jednofaktorovy model
dr = p(r,t)dt + o(r, t)dw.

Cena bezkuponového dlhopisu P(r,t,T) je funkciou maturity 7', aktuélneho ¢asu
t a hodnoty okamzitej irokovej miery r v tomto case. Struc¢ne priblizime odvodenie
parcialnej diferencialnej rovnice (PDR) pre cenu P, pri¢om postupovat budeme podla
[18].

Podla Itoovej lemy musi platit:

— tu—+ dt + o—dw.

dP — oP oP 0_2 82_P oP
\ ot or 2 Or? or

Ked oznac¢ime trend a volatilitu ceny dlhopisu pp(r,t), respektive op(r, t), dostaneme
zjednoduseny zapis:

dP = ppdt + opdw.
V dalsom kroku vytvorime bezrizikové portfolio. Skonstruujme portfolio z jedného

dlhopisu splatného v ¢ase T7 v kombinécii s A dlhopismi splatnymi v ¢ase T5. Hodnota
takéhoto portfolia je v kazdom case

m=P(r,t,Th)+ AP(r,t,Ts).
Pre zmenu ceny portfélia dostavame

dm =dP(r,t,T1) + AdP(r,t,T5)
= (,up(r, t,T1) + App(r,t, Tg))dt + (UP(T,t,Tl) + Aap(r,t,Tg))dw.

Aby sme eliminovali stochasticky ¢len rovnice, musi byt pocet dlhopisov A zvoleny

nasledovne:
op (Ta t: Tl)

op (T, t7 T2) ‘
Takto zostrojené portfolio mozno oznacit ako bezrizikové, lebo zmena jeho hodnoty
je deterministicka

A:

O-P(ra ta Tl)

t, T t.
O'p(T,t,TQ)MP(T’ ) 2)> d

dr = (/’LP(T7t7T1) -

Vylacenie arbitraznych prilezitosti znamend podmienku dn = rndt, pretoze vynos
z bezrizikového portfolia musi zodpovedat bezrizikovej urokovej miere. V dosledku
tejto podmienky musi platit

JP(TJ tv TI)
O-P(Ta t7 T2)

O-P<T7 ta TI)

pe(r,t, Th) = op(r.t, Ty)

pp(r,t, Ty) =r (P(T,t,Tl) — P(r,t,T2)> ,

¢o implikuje rovnost

MP(r7t7T1) B T‘P(T’ t7T1) _ Mp(?"7t, T2) B TP(T’ t7T2)
O-P(Tat)Tl) B O-P(rat7T2)

. (1.6)
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Vztah (1.6) musi byt splneny pre [ubovolne zvolené T} a Tb. Vyrazy na jednotlivych
stranach rovnosti teda nemozu zavisiet od ¢asu do splatnosti. Funkcia A(r,t), ktora
pre Tubovolnu hodnotu T splia

pp(r,t, T) —rP(r,t,T)
op(r,t,T) ’

A(r,t) = (1.7)

sa oznacuje ako trhova cena rizika. Po dosadeni up a op do rovnice (1.7) a jednoduche;
uprave dostaneme PDR pre cenu dlhopisu:

OP OP  o(r,t) 0*°P B
i (u(r,t) — A(r, t)o(r, t))a +—5— 55 —P=0 (1.8)

pre 0 <t < T ar > 0.7 definicie bezkupénového dlhopisu vyplyva koncova pod-
mienka pre rovnicu (1.8) v tvare:

P(r,T,T)=1 prekazdé r > 0.

1.3.1 Ceny dlhopisov vo Vasickovom a Coxovom-Ingersollovom-
Rossovom modeli

Popularita Vasi¢kovho a CIR modelu je sposobend tym, Ze umoznuju najst analytické
rieSenie pre ceny derivatov urokovych mier. Uvedieme stru¢ny postup pre Vasickov
model. Odvodenie pre CIR model je podobné, uviddzame preto len vysledok. Cely
postup poskytuje viacero u¢ebnic, napriklad [18].

Stochasticky proces tirokovej miery je vo Vasickovom modeli charakterizovany
vzfahom (1.3). Trhova cena rizika je konStantna: A(r,t) = A. Rovnicu (1.8) potom
mozno prepisat do tvaru

_or
or

2 52
+(/£(9—7’)—)\a)%—]:+%%7§—r]3:0, (1.9)

kde P(r,T) je cena dlhopisu pre prislusni short-rate a ¢as do splatnosti. Stu¢asne musi
byt splnené zaciato¢na podmienka

P(r,0) =1 pre kazdé r > 0. (1.10)
Riesenie pre cenu dlhopisu hfaddme v tvare
P(r,7) = A(r)e B,
z rovnice (1.9) preto po uprave dostavame:
. . 2
(A— ABr) + %BQA — (k0 —r) = Xo)AB —rA=0.

Tento vztah je vhodné upravit do tvaru

. 2 .
(—A + %AB2 — (k8 — /\J)AB) +rA(B+kB—-1)=0.
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Predchéadzajica rovnost musi platit pre ITubovolné r, ¢o je splnené len ak si obe
zatvorky identicky nulové. Dostavame tak stustavu diferencidlnych rovnic

. 2
—A—I—%ABz—(/{Q—)\U)AB:O
B+kB—-1=0

s podiato¢nymi podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0 podla (1.10). RieSenie linearnej
diferencialnej rovnice pre B spliajice za¢iato¢ni podmienku je

1 _ e—H’T

B 1.11
() ="— (111)
Integrovanim rovnice pre A dostaneme
o2
InA = / 7B2 — (k0 — Ao )Bdr
a nasledovne
nA() = |11 = ey 7] Ry = L1 — ey (1.12)
nA(r) = | — e T B — 5 e , .
kde \ )
o 0
=027
h Kk 2K?

je limita ¢asovej Struktiry drokovych mier pre 7 — oo.
Aj v pripade CIR modelu, kedy uvazujeme trhovi cenu rizika A(r,t) = A\\/r, je
cena dlhopisu P(r,T) vyjadrena v tvare

P(r,7) = A(r)e B, (1.13)

Po zavedeni oznadenia

V=k+ Ao, ¢=\U2+202=/(k+ \o)?+ 202

zodpovedaju A(7) a B(7) vo vztahu (1.13) vyrazom:

B 2(e?T — 1)

PO =g ae 2 (L4
- 2pel@+)7/2 =

40~ (Gt —1177) 1)

1.3.2 Princip zmeny miery

Pri zapise dynamiky okamzitej tirokovej miery stochastickou diferencidlnou rovni-
cou si mozeme vybrat z dvoch zakladnych pristupov. Niekedy je vhodné vyjadrenie
v redlnej pravdepodobnostnej miere, aké sme uvadzali doteraz. V inych pripadoch,
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napriklad pri oceniovani derivatov, je vyhodnejsie pouzit zapis v rizikovo neutral-
nej pravdepodobnostnej miere. Problematika zmeny miery je pomerne naro¢né a jej
vysvetlenie si vyzaduje definovat pojmy podmienenej strednej hodnoty a martingalu.
V teoretickom tuvode k tejto diplomovej praci sa obmedzime len na stru¢né objasnenie
zmeny vo vyjadreni dynamiky short-rate. Vychadzame pritom z ucebnice [19], ktora
sa tymito otazkami zaobera podrobnejsie a ozrejmuje teda aj cestu k vysledkom, ktoré
tu budeme prezentovat.

Dynamiku short-rate v CKLS modeli sme v redlnej pravdepodobnostnej miere
charakterizovali rovnicou

dr(t) = k(0 — r)dt + or” (t)dw(t), (1.16)
¢o zodpoveda zapisu

dr(t) = (o + fr)dt + or? (t)dw(t), (1.17)
kde a = kf a 8 = —k. Zmenu miery mozno velmi zjednoduSene opisat ako prechod

od vychyleného Wienerovho procesu v realnej miere P k Standardnému Wienerovmu
procesu (definicia (1.1.2)) v rizikovo neutralnej miere (). Podla Girsanovovej vety
(pozri opét [19]) plati

dw(t) = dw(t) + A(r)dt, resp. dw(t) = dw(t) — A(r)dt,
kde vlnovka oznacuje zapis v rizikovo neutralnej miere. Povodni rovnicu (1.17) v miere
P potom mozeme prepisat ako
dr(t) = (a+ Br — A(r)or?(t))dt + or? (t)dw(t)
v miere (). Tento vztah mozno upravit na tvar
dr(t) = (& + Br)dt + or? (t)dw(t),

pricom zavislost medzi redlnymi a rizikovo neutralnymi parametrami je uréené trhovou
cenou rizika

(a=a)+ (B

or”?

Ar) =

Vagickov model je $peciadlnym pripadom vSeobecného zépisu (1.16) pre volbu
~v = 0. Okamzita urokova mieru charakterizuje v redlnej miere ako stochasticky proces
dr = k(0 — r)dt + odw.

Pre kons$tantna trhovi cenu rizika A potom v miere Q dostavame
dr = (& + Br)dt + odw,
pricom prevod parametrov vyjadruja vztahy & = k6 — Ao, B = —K.
CIR modelu zodpoveda rovnica (1.16) pre pripad v = 1/2, teda stochasticky
proces v tvare
dr = k(0 — r)dt + ov/rdw.
Ak uvazujeme trhovt cenu rizika A = A\\/r, zapis ma v rizikovo neutralnej miere tvar
dr = (& + fr)dt + ov/rd,
kde @ =k a 3= —k — \o.
V pokra¢ovani prace kvoli vacsej prehladnosti zjednoduSime pouzivany zapis
a vyjadrenie v rizikovo neutralnej miere nebudeme viac znacit vinovkou.
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1.3.3 Aproximacia cien dlhopisov v CKLS modeli

CKLS model charakterizuje dynamiku short-rate rovnicou (1.5), ¢o v bezrizikovej
miere pri vhodnej volbe trhového rizika zodpoveda zépisu

dr = (o + fr)dt + or’dw. (1.18)

Pre takyto proces vo vSeobecnosti neexistuje explicitné rieSenie parcidlnej diferen-
cialnej rovnice (1.8) pre ceny dlhopisov (len pre §pecidlnu volbu parametra v = 0
alebo v = 1/2). Preto boli navrhnuté viaceré aproxima¢né formuly, ktoré umoziiuju
ocenit dlhopisy aj v tomto modeli s relativne vysokou presnostou (pozri ¢lanky [7],
[26] a [24]). Z nasho hladiska je k[acova aproximécia na zéklade Vasickovho modelu
z [24].

V pripade vol'by parametra v = 0, teda pre Vasi¢kov model, existuje explicitné
rieSenie ceny dlhopisu PY**(7, 1), pre ktoré plati

P = (G4 25 ) (5 ) + - 2 )

Aproximéacia ceny P pre vSeobecny pripad (1.18) bola navrhnuta v tvare

" a o\ [1-eT o?r? N 1—efr

Tato aproximacna formula teda vznikla substiticiou volatility or” namiesto kons-
tantnej volatility o v cene dlhopisu podla Vagickovho modelu. Mozno dokézat, Ze
takto navrhnutd aproximacia mé presnost Stvrtého rddu. Ak oznac¢ime presni cenu
dlhopisu P**, plati

InP?(r,r) — InP“(1,r) = 04(7’)7'4 + 0(7'4) pre 7 — 0. (1.21)

1.4 Dvojfaktorové rovnovazne modely tirokovej miery

V jednofaktorovych modeloch je cela ¢asova Struktira trokovych mier jednoznacne
urc¢ené zaciatkom krivky. Jediny stochasticky faktor v modeli teda predstavuje sa-
motnad okamzitd trokova miera. Takyto pristup méa pre svoju jednoduchost viacero
vyhod, ale neposkytuje dostatoc¢ni flexibilitu na modelovanie skuto¢ného spravania
urokovych mier.

K rieseniu tohto nedostatku prispievaju viacfaktorové modely drokovej miery.
Vychadzaju z predpokladu, Ze jej vyvoj moze zavisiet od niekolkych stochastic-
kych faktorov. Tym sa vyrazne rozsiri mnozina tvarov vynosovych kriviek, ktoré
sme na zaklade modelov short-rate schopni vygenerovat. Na druhej strane, zlozitost
takto opisanej dynamiky tirokovej miery sa premietne aj do ocenovania jej deriva-
tov. Pre niektoré modely to znamené analyticky narocnejsi vypocet ceny dlhopisu,
pre mnohé explicitna formula na ocenenie dlhopisu neexistuje (viac o tejto téme
mozno najst napriklad v [18]).
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Vo vSeobecnom dvojfaktorovom modeli chapeme okamziti Grokovi mieru r ako
funkciu dvoch stochastickych faktorov z, y, ktoré mozu navzajom od seba zavisiet.
Tomu zodpoveda zapis:

r=r(x,y)
dz = po (2, y)dt + ou(z,y)dw,
dy = py(z,y)dt + oy (2, y)dw,
Cov|dw,, dw,] = pdt.

V niektorych pripadoch je short-rate modelovana ako sucet jednotlivych faktorov,
pricom ich interpretacia moze byt rozna. NajznamejSimi z tejto skupiny su dvojfak-
torovy Vasickov model a dvojfaktorovy CIR model. Stochasticky proces pre kazdy
faktor v nich zodpoveda dynamike short-rate v prisluSnom jednofaktorovom modeli
(pozri [29]).

Dvojfaktorovy Vasickov model charakterizuje dynamiku zloziek short-rate dvo-
jicou stochastickych diferencidlnych rovnic

d?"l = I€1(91 — Tl)dt + aldwl
d?“g = 52(92 — Tg)dt + O—deQ.

Dvojfaktorovy CIR model modeluje trokovii mieru ako sicet dvoch stochastic-
kych procesov v tvare

d’f’l = Iil(gl — T1>dt + 01\/7“_1dw1
d’l"Q = 52(92 — Tz)dt + UQ\/Ed’LUg.

Konvergen¢né modely tvoria samostatni skupinu v ramci viacfaktorovych mo-
delov okamzitej drokovej miery. Charakterizuji dynamiku trokovej miery krajiny
so samostatnou menou v zavislosti od dynamiky tdrokovej miery menovej tinie. Kon-
vergencny model Corzovej a Schwartza navrhnuty v [8] predpoklada pre domécu 74
a europsku r. tirokovi mieru ¢asovy vyvoj v tvare

dr. = c¢(d — r.)dt + o.dw,
drg = (a4 b(re — rq))dt + ogdwy.

Fongov-Vasi¢kov model so stochastickou volatilitou prindsa v praci [13] cel-
kom odlisny pristup k modelovaniu stochastickej zlozky short-rate. Volatilita okam-
zitej urokovej miery ma v tomto pripade sama dynamiku stochastického procesu, ¢o
zodpoveda sustave rovnic

dr = k(01 — r)dt + /ydw,
dy = Ke(by — y)dt + vy/ydws,.
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Ceny dlhopisov v jednotlivych dvojfaktorovych modeloch trokovych mier ne-
budeme na tomto mieste odvodzovat. Uvedieme len explicitné formuly pre Vasickov
a CIR model s predpokladom nulovej korelacie medzi faktormi. Postupy ich odvode-
nia sa podobaji vypoc¢tu ceny dlhopisu v dvojfaktorovom Vagickovom modeli s ko-
relovanymi zlozkami, ktory bude obsahom kapitoly 2. Mozno sa s nimi oboznamit
napriklad v ucebnici [29]. Ozna¢me cenu dlhopisu P(ry, 72, 7). Pre oba modely je
cena dlhopisu stuc¢inom rieSeni z prislusnych jednofaktorovych modelov:

P(ry,r9,7) = Ay(7) Ag(r)e” D1 =B2(mre, (1.22)

Vo Vagitkovom modeli st funkcie A;(7) a B;(7) ur¢ené vzorcami (1.11) a (1.12).
Pre CIR model A;(7) a B;(7) taktiez vyhovuja vzorcom (1.14) a (1.15) pre jednofak-
torovy model.

Ako dosledok predchadzajiuceho potom plati, ze ¢asova Struktira trokovych
mier v oboch pripadoch zodpoveda suc¢tu vynosov v jednofaktorovych modeloch:

InP InP P
Rirvra bt 4 7) = 2007 WA0LT) TP T)



Kapitola 2

Dvojfaktorovy Vasickov model
s korelovanymi zlozkami

V nasledujicej ¢asti prace odvodime explicitny vzorec na vypocet ceny dlhopisu
v dvojfaktorovom Vasickovom modeli bez zjednodusujiceho predpokladu nulovej ko-
relacie prirastkov Wienerovych procesov dw;, dws pre jednotlivé faktory. Takyto
model je charakterizovany ststavou:

rT=171+72
dTl == m1(91 - Tl)dt + O'ldwl
d7’2 = :‘ig(&g — Tg)dt + UdeQ
Cov|[dwy, dwsy| = pdt.
Najprv odvodime parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(ry, o, t), ktora

je funkciou faktorov r1, ro a Casu t. Z viacrozmernej Itéovej lemy (pozri napr. [18])
dostavame:

dP = pdt 4+ odw; + 6dw,, (2.1)
kde
opP oP oP  o10°P  020°P o?P
p=ort k1(01 — rl)a—rl + Ko (f2 — 7"2)8—7,2 + 27 + 27 - palagm,
(2.2)
Uzalg—fl, 5:022—2. (2.3)

V dalsom kroku zostrojime bezrizikové portfolio m ako kombinéciu troch dlhopisov
so splatnostami 7, 75 a T3. Objem jednotlivych aktiv v portféliu oznac¢ime ako Vi,
V5 a V3. Pre hodnotu portfélia 7 a jej zmenu v ¢ase musi potom platit:

7= P(T))Vi 4+ P(Ty)Va + P(T3) Vs
dr = dP(Ty)Vi + dP(Ty)Va + dP(T3)V3
= (u(T)Vi + p(T2)Va + p(T3)Vs)dt
+ (o(T)Vi + 0(Ty) Vo + o (T5) Vs)dw,
+ (6(TV)Vi 4+ 6(T5) Vo 4 6 (T5) Vs)dws,
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kde P(T;) predstavuje cenu dlhopisu so splatnostou 7;. Aby bola zabezpefena bez-
rizikovost tohto portfolia, musia byt z dynamiky jeho ceny eliminované stochastické
¢leny. To moZzno dosiahnut zvolenim spravnych mnozstiev Vi, V5 a Vj:

o(TO)Vi + o(T)Va + o (Ty)Vs = 0 (2.4)
o(Ty)Vi + 6 (T2)Va + 6(13)Vs = 0. (2.5)

Na zaklade principu vyluc¢enia arbitraze musi platit:
dm = rrdt,

teda vynos zo skonstruovaného bezrizikového portfolia musi zodpovedat bezrizikovej
urokovej miere. Ako dosledok tejto rovnosti a dynamiky ceny portfolia dostavame:

p(T)Vi + p(To)Va + p(T3) Vs = 1.
Tento vztah je vyhodné prepisat do tvaru:
(W(T3) = rP(T)Vi + (u(Ty) — rP(T)Va + (u(Ty) — rP(Ty))Va = 0. (2.6)

2.6) mé nenulové riesenie (V1, Vo, V3)T préve

Sustava linearnych rovnic (2.4), (2.5), (
a A\a(ry,re, t), Ze plati:

vtedy, ked existuju také A (rq,72,1)
w(T;) — rP(Ty) = Mo(Ty) + Ao (1)), pre j=1,23. (2.7)

Poznamenajme, ze trhové ceny rizika jednotlivych faktorov A\; a Ay nemodzu zavisiet
od maturit dlhopisov, nakolko 77, T3 a T3 boli zvolené Tubovolne.

Ozna¢me 7 = T — t dobu do maturity dlhopisu. Za predpokladu, ze trhové
ceny rizika A1, A2 st konstanty, dostavame dosadenim (2.2) a (2.3) do rovnice (2.7)
parcidlnu diferenciadlnu rovnicu pre cenu dlhopisu:

oP oP OP
_a—+[/€1(91 —7’1> )\101]8—+[ (02—7’2) _)\202]8_7’2
02 9*P  020°P o*pP
L ags + po1og——7— — (11 +12)P =0

2 or? 2 or2 Or10ry
s pociato¢nou podmienkou P(ry,re,0) = 1,Vry,re > 0. RieSenia hfadame v sepa-
rovanom tvare

P(Tla,rZaT) - Pl(rlaT)PQ(TQaT)7

pricom z povodnej pociatocnej podmienky dostavame Pjy(r1,0) = 1 a Py(re,0) = 1.
Rovnicu pre cenu dlhopisu potom mozeme zapisat ako:

B 871 P - or 7 Pt b0 =) - )‘1‘71]8_11]32 + [k (02 — 12) — )\202](9_22131
of 9P o3 O*P. dP; OP,
oy 07 03 0" 1 0P,
Sz etg gz h PPy =
2 37‘% 2 + 9 87“% + pPO109—~— 87"1 87“2 (7"1 + 7"2) 1179 0.
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Kazdt z funkcii P, hladame v tvare P, = A;(7)e P Pre jednotlivée parcialne
derivacie preto plati:

OP,

or = AZ‘G_BiTi — BiAie_BiriTi, (28)
P,
- = —A;Bje” P 2.9
aT’Z‘ c 7 ( )
02P, .
L 210

7

Nech A; Ay = A. Po dosadeni (2.8), (2.9) a (2.10) do PDR pre cenu dlhopisu a nasle-
dovnej tprave ziskavame:

—A + BIATl + BQA?"Q — [K/l<91 — 7”1) — )\101]AB1 — [52(92 — ’1"2) — )\202]1432
2 2
+ %AB% + %ABS + pO’l(TQABlBQ — 7'1A — 7"2A =0

Tato rovnost musi byt splnena pre vsetky r;, teda dostavame:

2 2
A= Moy — k161)AB) + (\a0a — Kolle) ABs + %AB% + %AB% + po102AB, By

(2.11)
B =1-rB (2.12)
By =1 — kyBs. (2.13)

RieSenia linearnych oby¢ajnych diferencialnych rovnic (2.12) a (2.13) pre pociato¢nu
podmienku B;(0) = 0 maju tvar:

Byr) = L=< (2.14)

Ky
S vyuzitim podmienky A(0) =1 z rovnice (2.11) dostavame:

T 2 2
lnA(T) :/ (/\10’1—/ilgl)Bl—l—()\QO'Q—K,QQQ)BQ‘{'%B%—F%Bg‘FpUlUgBled& (215)
0

Po dosadeni (2.14) a opdtovnom vyuziti po¢iato¢nej podmienky vyjadrime:

o3

01 —K1T\2 —KoT\2
lnA(T>:_TROO_m(1_ 1) —4—1%:3(]_—@ 2)
1 1
+ (1 _ 6—&17’)_ (le - p0102) + (1 . G_HQT)— (ROO2 _ p0'10'2)
k1 K1k2 R2 R1K2
pPO109 (1 _ 6*(&14’&2)7‘)
KiKa K1+ Ka
kde \ ,
Roi=0— 27 %8 =12 Ry = Roy + Rop — 2272,

K 2Kk2’ K1K9
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Predchadzajici vztah mozno upravit na tvar:

1 1 1 — e~ (Ritna)r
A2 e —(l—e) - —(l—e ™)
K1K9 K1 Ko K1+ Rg

InA = InA; + InA,y + P

(2.16)
pricom A; a A, predstavuju zlozku ceny dlhopisu v jednofaktorovom Vasi¢ckovom
modeli, dant vztahom (1.12). Vo v8eobecnosti pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom
Vasickovom modeli plati:

InP*(ry,ry,7) = InA(T) — Bi(7)r1 — Ba(T)12, (2.17)

kde A, By a B, sme odvodili vyssie.



Kapitola 3

Dvojfaktorovy CKLS model
s korelovanymi zlozkami

Dvojfaktorovy CKLS model je zov§eobecnenim dvojfaktorového Vasickovho a dvoj-
faktorového CIR modelu. Spaja v sebe vyhody bohatej mnoziny pripustnych tvarov
vynosovych kriviek a citlivosti volatility na hodnoty trokovej miery. Budeme uvazovat
najvSeobecnejsi tvar tohto modelu, ktory umoznuje zachytit aj korelaciu prirastkov
Wienerovych procesov pre jednotlivé zlozky short-rate:

r=7ry+7r
dry = (aq + Byr1)dt + o] dwy
dry = (g + Bare)dt + oorgdwy
Cov[dwy, dwy] = pdt.

Parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu dlhopisu P(ry,r2,t) odvodime rovnakym
postupom, ako bol pouzity v kapitole 2:

oP oP oP

——= + o+ Biri] o + [ag + Bara] —
(97' 87“1 87“2 31
0%7“?’ 0’°P 0%7’37 9’°P 9?*P (3.1)

—(7’1+T’2)P:0.

Y
2 a7 T2 g T s

Vgeobecnost CKLS modelu, takd vyhodna pre zachytenie skuto¢nej dynamiky tro-
kovej miery, sa pri ocehovani jej derivatov stava vyraznym nedostatkom. Uvedend
rovnica pre cenu dlhopisu nemé analytické rieSenie, ¢o nas nuti hladat vhodnu apro-
ximad¢na formulu, dostatoCne presni pre modelovanie vynosovych kriviek a stcasne
praktickd pri kalibracii.

Pri navrhu vhodnej formuly budeme vychadzat z aproximéacie ceny dlhopisu
v jednofaktorovom CKLS modeli uvedenej v [24], ktort sme uz spomenuli v pod-
kapitole 1.3.3. Autorka ako aproxima¢nua formulu pouzila upraventi cenu dlhopisu
vo VaSickovom modeli. Nasledne ukazala, Ze jej presnost je Stvrtého radu. Tento
postup teraz zovSeobecnime pre dvojfaktorovy model. Aproximac¢na formulu ceny
dlhopisu P dvojfaktorovom CKLS modeli navrhneme tak, Ze substituujeme o;r/
namiesto konstantnej volatility o; v cene pre dvojfaktorovy Vasickov model:

lIlPap(T, 1, TQ) = lnAap(T, T, 7”2,) — Bl(T)T’l — BQ(T)T‘Q, (32)
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kde

1 a; o o2
InA® = [+ — — 6ﬁ17’ -1 ) (_ + 1'1 + 1'1 1 — eﬁlT 2
( Ay AV T (1= e™)

2 2 2 2
+ <T _ i(eﬁw' N 1)> <ozz N 027"27) N 027“?(1 _ ey

B E 203 43,
po10a(r1re)? ( 1 Bir 1 Bor 1 _6(51+62)T>
PRORIT) (7 (1 =) + (1 — ¥7) —
P12 ﬁl< ) 62( ) Br + B
BTt _ 1
Bi(T):e 3 i =1,2.

KIuc¢ovou vlastnostou aproximad¢nej formuly je jej presnost v porovnani s exakt-
nym rieSenim. Najjednoduchsi pripad, v ktorom méa zmysel uvazovat o presnosti na-
vrhnutej aproximaécie, je CIR model s nulovou korelaciou, ktory zodpoveda hodnotam
parametrov v = 0.5 a p = 0. Ako uvadza vztah (1.22), pre presnu cenu dlhopisu P
v tomto modeli plati InP** = InP; 4+ InF, kde P, a P, st ceny dlhopisov pre jed-
nofaktorovy CIR model. Z presnosti aproximécie pre jednofaktorové modely (1.21)
vyplyva, 7e v tomto pripade InP% — InP% = O(7%). Nasledujiica veta ukazuje, 7e
aproximacia méa taky isty rad chyby aj vo vSeobecnosti, teda pre lubovolné hodnoty
v ap.

Veta 3.0.1 Nech P je aproximujica a P presnd cena dlhopisu v CKLS modeli.
Potom pre 7 — 0

InP(7,11,19) — INP(T,11,72) = ¢4(r1, 1"2)74 + 0(74)

kde

1
ex(ri.m) = — gz [0 = D73t + rirod) + 2ypotodrra
12

+p(y — 1)(7"%%3“0%@ + 7’?”7“3’70103)
+2(az + Bara) (poroary ey 4 ogriry )

+ 2rir301(ar + Biry) (o + PUQ(T17“2)7)] :

Dokaz Presné riesenie rovnice (3.1) pre cenu dlhopisu v CKLS modeli sme oznadili
P Definujme funkciu f¢* (7,71, 7r9) = InP* (7,71, 79). Potom plati:

OP . 0f

or or’
apex 8‘]('627
— Peﬁ?
87‘ i 87” i ’

62Pex _ Pex afer afea: N a2fer
ori0ry ory Ory  OrOry |’

a2pem n afew 2 82]663:
or? =F [( ari) * or? |’
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Parcialna diferencialna rovnica (3.1) ma pre funkciu f°° tvar:

a ex a ex ex
- éfT + [o + Bir] 8{"1 + [ag + Bors] af
O'%T‘%Y 8fe:v 2 N a2fex U%T;Af 8fex 2 aZfea:
2 or; or? or; or?

afem afex N aZfe:v
87’1 87”2 87"187“2

Pre aproximéciu f(7,11,79) = InP®(7,7r1,r9) dostavame z povodnej PDR, rovnicu
s netrividlnou pravou stranou h(7,ry,79):

+ poyoa(rire)? { } —(ri+rg) =0.

8]1'(1]7 a ap afap

oy + [aq + [Biri] or + [ag + [Fars) Oy
2,.2v a, 2 2 ra 2.2y a 2 2 ra
01Ty afer o° f 0579 afer o for
2 ( or; ) * or? * 2 or; * or?

@fap afap N a2fap
87"1 87’2 87‘187“2

V dalsom kroku dosadime do predchédzajicej rovnice aproximaciu ceny dlhopisu
(3.2) a rozvinieme vSetky ¢leny do Taylorovych rozvojov vzhladom na 7. Dostavame:

+p0102(r17“2)7{ :| —<7’1+7”2):h<7',7’1,7”2).

h(T,r1,72) = ks(r1,12)7° 4 o(7°),
kde pre funkciu k3 plati

1
bt ) = (129~ Dol rieod) + oy~ Do ol 11 e
-+ 2(0@ + ﬁgm)(palaﬂfﬂr;ﬂ + 057‘%7‘%“7) + 27/)0%03(7"17“2)27“
+ 2ryrjo (an + ﬁlrl)(T%’yUl + PU2(7’17“2)7))-

UvaZzujme funkciu g(7,71,79) = f — f°°. Pre jej parcialne derivacie dostavame:
ag 2 8fap 2 afex 2 ag afez .
- - ) i=1,2,
ar; or; ar; or; Or;
99 dg _0fTofr  oftafe 9y af  9f= dg
87"1 a’l“g 87"1 87"2 87“1 87“2 87“1 8r2 07“1 67‘2

Preto pre funkciu ¢ plati rovnost:

0 0 0 2 0%g 0?
__g + [o1 + ﬂﬂ”l]—g + g + Boro) 5= J + Olrl [( ) -+ _g]

8 ™ 8 T2 2 87’1 87‘1
o3y | (%9’ L %% 99 99 Py
2 Or? Org Or dry O 0ry
s Of gy 00 Oy dg O dg ofe

L _ v 2L
(7,7r1,72) — 077 or, Ory — 02T Ory Ory po102(1172) L‘?rl dry  Ory Or

(3.3)

+ p0'10'2(7“17’2) |:
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Rozvinutie rieSenia tejto rovnice do Taylorovho rozvoja vzhladom na 7 je tvaru

o (o]
g(r,r1,m2) = Y ci(r,ra) 7 =) cilry,r)7,
=0 =w

kde ¢, (r1,72)7 je prvy nenulovy ¢len radu. Potom uréite plati:
0rg = wey,(r1,m)T +o(T¥ 7).

Poznamenajme, ze w # 0. Koeficient ¢y nemoze byt prvym nenulovym ¢lenom rozvoja,
pretoze predstavuje hodnotu funkcie g v ¢ase splatnosti dlhopisu. Pre funkciu g plati
9(0,71,1m9) = f(0,71,7m3) — f(0,7r1,7r2), teda je rozdielom logaritmov dvojice cien
maturujiceho dlhopisu. Presna i aproximujica cena dlhopisu je v ¢ase jeho splatnosti
jednotkova. Rozdiel logaritmov tychto cien sa preto rovné nule.

Okrem funkcie h(7,r1,79) = k3(ry,m2)7% + o(73) sit vietky ¢leny v rovnici (3.3)

nasobkom aspon jednej z parcidlnych derivacii 99 5 99 Tieto parcialne derivacie
67‘1 87‘2

st radu O(7%). Z tohto dovodu st vSetky ¢leny s vimimkou h(7, 71, 79) radu o(7¥™1)
pre 7 — 07. Aby bola rovnica (3.3) splnend, musi platit:

—wey(ry, o)™ = Ky, o) 70,
Z tejto rovnice dostavame w = 4, ¢o znamena
g(7,1m1,1m9) = P (7,11,79) — NP (7,71,79) = —ikg(rl, ro)Tt + o).
Dosadenim k3(ry,re) dostaneme tvrdenie vety.

g

Poznamenajme, 7Ze zapis vety v tvare rozdielu logaritmov, namiesto samotnych cien
dlhopisov, je vyhodny z hladiska vypoc¢tu relativnej chyby a rozdielov vo vynosovych
krivkéch.

Dosledok 3.0.2 Z vety 3.0.1 vyplyva, Ze

1. relativna chyba P je dand vztahom

P (7,7r1,19) — P (T,71,72)

Per(T,r1,73)

= cy(ry, )7 +o(t?) pre T — 07,

2. chybu v casovej struktire urokovych mier mozZeme vyjadrit ako

R(7,71,12) — RE(7,11,719) = —ca(r1,m2)7° + 0(7%) pre 7 — 0%
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Doékaz Podla vety 3.0.1 plati InP% — InP* = c4(r1,72)7* + o(7*). Z toho vyplyva,
ze

per _ 604(r1,r2)7'4+o(7'4)
Pezx :
Rozvinutim do Taylorovho radu vzhladom na 7 dostéavame:
per 4 1 +
Pes = L+ cy(ry,ro)T" +0(7%) pre 7—0".

Potom musi platit aj

PP (1,11,19) — P (T, 71, 772)

Per(T,1r1,713)

= cy(ry, o) +0o(7*) pre 7 — 0%

Druh& poznamka priamociaro vyplyva zo vzorca pre vypocet vynosov R(7,7) =
—InP(7,r)/T a vety 3.0.1:

_lnPap(T, 7'1,7’2) — lnPeI<7', 7"1,7’2)
T
= —04(7’1,7“2)7'3 + 0(7'3) pre 7 — 0.

de(,r’ T, TZ) - Rew(Ta T, TQ) —



Kapitola 4

Kalibracia dvojfaktorovych modelov
urokovych mier

Vol'ba modelu okamzitej tirokovej miery zohrava pri vypocte teoretickych vynosov
kIa¢ova alohu. Viacfaktorové modely ponukajua SirSiu $kalu pripustnych tvarov vyno-
sovych kriviek nez jednofaktorové. Na druhej strane, ak chapeme okamzita trokovi
mieru ako sicet viacerych faktorov, vynosova krivka je jednoznaCne urcend a7z in-
formaciou o rozklade short-rate na jednotlivé zlozky. Priblizenie teoretickych hod-
not empirickym datam si teda casto vyzaduje nielen pouzitie numerickych metod
na ocenovanie dlhopisov, ale aj zlozitejSie postupy pri odhadovani parametrov mo-
delu.

Kalibracia modelov okamzitej irokovej miery moze byt zalozena na minimaliza-
cii odchylok teoretickych vynosov od hodnot pozorovanych na trhu. Takyto pristup
bol zvoleny napriklad v pracach [30] a [27]. Nech R;; oznacuje vynos pozorovany v i-ty
defi pre maturitu 7; a R(7;,7r1;, 72;) vynos vypocitany pre prislusni dobu do splatnosti
z dvojfaktorového modelu, pricom ry; a r9; predstavuju rozklad short-rate na faktory
v dei 7. Vahy oznacime w;;. V najvSeobecnejsom pripade hladame také hodnoty
parametrov modelu «, 3, o, v, rozkladu na faktory r(.) a korelacie ich prirastkov p,
ktoré minimalizuju funkciu

Fla,B8,0,7,7(),p) = % > > wy (R(Tj’ﬁiﬂ"%) - Rij)Q- (4.1)

i=1 j=1

Pretoze rozklad short-rate na faktory je v kazdy z n dni pozorovani iny, predstavuje
r(.) maticu 2 X n hodnot. Namiesto presného rieSenia R(7,71,79) musime v pripade
dvojfaktorového CKLS modelu pouzit aproximéciu R (1, 11,79). Vypoc¢itame ju ako
R = —InP /T s pouZitim aproxima¢nej formuly (3.2).

Bez ohl'adu na pouZivany model, nie je mozné vypocitat vynosové krivky bez zna-
losti okamzitej Grokovej miery alebo jednotlivych jej zloziek. Okamzita irokova miera,
definované ako zaciatok ¢asovej struktiry trokovych mier, je vSak teoreticka veli¢ina,
a teda nie je pozorovatelna. Autori ju niekedy aproximuju redlnymi kratkodobymi
vynosmi, napriklad hodnotami overnightu (roku na jednodiiovi pozicku) v praci [27]
alebo jednomesaénymi vynosmi v pracach [5] a [11]. Pouzitie jednomesa¢nych vynosov
je vSsak v rozpore s vyznamom short-rate ako limity drokovych mier pre nulovi
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splatnost a preto ani vypocitané vynosové krivky nemozeme korektne interpreto-
vat. V uvedenych préacach tento problém nevznikol, lebo uvazovali jediny ¢asovy rad
ako aproximaciu short-rate, nie celé vynosové krivky. Nahradenie short-rate hodno-
tami overnightu tiez nie je celkom spravne, pretoze tato jednodiova trokova miera
moze byt prilis ovplyvnend Spekulaciami na finanénych trhoch. V nasej praci budeme
k odhadu okamzitej Grokovej miery z pozorovanych vynosov pristupovat ako k sucasti
kalibrécie jednotlivych modelov.

Prva cast tejto kapitoly venujeme kalibracii Vagickovho modelu. Ukazeme, ako
predpoklad konstantnej volatility v tomto modeli zjednodusuje odhad okamzitej tro-
kovej miery a jej faktorového rozkladu. V druhej a tretej ¢asti budeme pokracovat
kalibraciou dvojfaktorového CIR a dvojfaktorového CKLS modelu. Postup kalibracie
je v oboch pripadoch zalozeny na odhadoch parametrov a faktorov short-rate po-
mocou Va$ickovho modelu, ktoré su vychodiskom pre dalSie dpravy. Pri kalibracii
CKLS modelu nacrtneme aj problematiku odhadu citlivosti volatility na hodnoty
urokovej miery a odhadu korelacie prirastkov jednotlivych faktorov. V zavere kapi-
toly zhrnieme vysledky kalibracie na simulovanych vynosovych krivkidch a nasledne
aplikujeme navrhnuté metody na realne data.

4.1 Kalibracia Vasickovho modelu

Jednoduchost Vasickovho modelu je vyhodou nielen pri analytickom ocenovani dl-
hopisov, ale aj pri jeho kalibracii. Ukazeme, ako mozno jednoducho odhadnut para-
metre a okamzitd tirokovi mieru v pripade jedno- i dvojfaktorového Vasickovho mo-
delu pomocou sustav linearnych rovnic. Tieto odhady st vhodnym vychodiskovym
bodom pre kalibraciu zlozitejsich modelov.

4.1.1 Kalibracia jednofaktorového Vasickovho modelu

Jeden z moznych pristupov ku kalibrécii jednofaktorového Vasickovho modelu a od-
hadu okamzitej irokovej miery je opisany v diplomovej praci [1]. Vstupné data v tejto
metode predstavuji vynosové krivky z urcitého ¢asového obdobia. Na zaciatku vy-
poctu su zvolené Startovacie hodnoty okamzitej irokovej miery. Dalsi postup spociva
v opakovani dvoch krokov. V prvom kroku sa odhadnuté hodnoty short-rate pouziju
na vypocet parametrov, ktoré minimalizuji sumu Stvorcov odchylok teoretickych
a pozorovanych vynosov. V druhom kroku sa potom na zaklade odhadnutych pa-
rametrov najdu optimélne hodnoty okamzitej trokovej miery. Tie v dalSej iteracii
vstupuji do prvej fazy. Testovanim na simulovanych datach autorka ukéazala, ze
odhadované hodnoty okamzitej Grokovej miery konverguju k skuto¢nym.

Hodnoty short-rate vSak nie je nutné pocitat itera¢ne. Cenu bezkuponového
dlhopisu v jednofaktorovom Vasickovom modeli moZzno zapisat v tvare:

InP(7,7) = co(T)r + cr (1) + ca(7)0?, (4.2)
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kde
1—efm 1|:1—€’BT+ } 1 [1—eﬁT+ +(1—65T)2]
co = , 1= — T, =-— T+ — .
g gL B 2621 B 2p
Minimalizujeme tucelovi funkciu
1 n m 2
Fla8,0.m()) = —— 373wy (Rim.m) - By) (43)
i=1 j=1
pricom teoreticky vynos v i-ty den pre j-tu splatnost vypocitame ako
—InP(7;,7;
R(7j,m;) = LG
T

J

podla (4.2). Funkcia (4.3) je konvexn4 nielen vzhladom na premenné « a o2, ale vd'aka
predpokladu konstantnej volatility aj vzhladom na hodnoty okamZitej tirokovej miery
ri,t = 1,...,n. Ak fixujeme [ ako parameter, mézeme optiméalne hodnoty vSetkych
ostatnych premennych néjst derivovanim tucelovej funkcie. Ked poloZime derivacie
rovné nule, dostavame stustavu n + 2 linearnych rovnic, ktorta dokazeme efektivne
rieSit. Tato sustavu mozeme zapisat v maticovom tvare

IR 1

Jednotlivé bloky st nasledovné:

1 2 W, 5
Y stacy Yo Hac . Y0 e
B=C = J J “’7{,]
Zj 2 C2Cp Zj -2 C2C0 . Zj 72 C2C0
w15 2
Zj Ea Co 0
w25 2
0 Zj 2 C
D =
Wn, 5 2
0 0 Zj 2 Co
w. . w -
 __ 2 ’ __ y __ %J ,J
I = [04,0] y = [ri,re, - 1y u’ = —E R; jcq, E - R; jco
irj ij Y
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Obr. 4.1: Priklady vygenerovanych vynosovych kriviek pre zvolené parametre jedno-
faktorového Vasickovho modelu.

Vdaka $pecidlnej Strukture uvazovaného linedrneho systému je mozné redukovat jeho
rozmer. Vyuzivame pri tom skutocnost, 7ze k bloku D, ktory je diagondlny, vieme
jednoducho najst inverzna maticu D!, Vektor y potom moézeme vyjadrif ako:

Czx+Dy=wv = y=D"(v— Cz).
Z rovnice Az + By = u dosadenim za y dostavame:
(A-BD'C)x =u— BDv.

Tento systém je rozmeru 2 X 2. Odstranili sme tak zavislost medzi poc¢tom vstupnych
pozorovani a rozmerom rieSenej sustavy. Po ndjdeni optimalnych hodnot parametrov
a, o a faktorového rozkladu pre dani hodnotu 3 predstavuje odhad parametra (3
jednorozmerny optimaliza¢ny problém. Vyrie§ime ho pomocou funkcie fminsearch
pre volni optimalizaciu v programe Matlab.

Navrhnutt metodu kalibracie vyskisame na simulovanych vynosovych krivkéch.
Vyhodou simulovanych dat st zname hodnoty parametrov, ktoré umoznuju spétne

K 0 A o
16.2000 0.01700 -0.5294 0.05085
« 1] o
0.3023 -16.2000 0.05085

Tabulka 4.1: Parametre procesu jednofaktorového Vasickovho modelu pouzité na ge-
nerovanie simulovanych dat v redlnej miere a po prevedeni do rizikovo neutralnej
miery.

kontrolovat presnost odhadov. Na generovanie procesu pouzijeme parametre prevzaté
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Obr. 4.2: Porovnanie presného a odhadnutého vyvoja short-rate pre jednofaktorovy
Vasickov model.

z |28]. Tieto parametre boli odhadnuté pre CIR model na zaklade realnych dat z roku
2003 ako & = 16.2, 0 = 0.017, A = —4.06 a & = 0.39. Aby ich pouzitie pri generovani
vynosovych kriviek pre Vasickov model viedlo k rozumnym vysledkom, je nevyhnutné
upravit volatilitu o. Volatilita vygenerovaného Vagickovho procesu musi byt blizka
volatilite povodného CIR procesu (vid predpisy (1.3) a (1.4) v teoretickom tvode).
Uplna zhodu nevieme dosiahnut, pretoze volatilita CIR procesu zavisi od hodnoty
okamzitej urokovej miery, ktori nepozname. Ak drokovii mieru aproximujeme jej
limitou 6, dostavame prevodny vzfah o = &v/0. Najlepsiu zhodu vynosovych kri-
viek pre oba modely dosiahneme tak, Ze rovnakym sposobom upravime aj trhovi
cenu rizika A = A\v6. Hodnoty ostatnych parametrov zostani nezmenené. Vietky
parametre uvadzame v tabulke 4.1. Zaciato¢na hodnota okamZitej trokovej miery
ro = 0.02. Uvazujeme denné data z doby jedného roka a vynosy pre 12 réznych splat-
nosti: od jedného do dvanast mesiacov. Vahy w;; zvolime v tvare Tj2, rovnako ako
v ¢lanku [30]. Takto zabezpecime lepsiu zhodu odhadovanych a presnych vynosov
dlhopisov s dlhsSou splatnostou.

Na obrazku 4.2 je zobrazeny vygenerovany priebeh okamzitej irokovej miery
a jeho odhad z testovanej kalibracie, na obrazku 4.3 st odhadnuté vynosy pre rozne
splatnosti porovnané s presnou vynosovou krivkou. Tabulka 4.2 obsahuje odhad-
nuté hodnoty parametrov modelu. VSetky odhady vykazuji vysokid presnost. Tomu
zodpovedaji aj hodnoty ucelovej funkcie, zdokumentované v tabulke 4.3 pre tisic
opakovani kalibracie na totoznom subore parametrov.



Kalibracia VaSi¢kovho modelu 29

0.019
0.0185F o—6—6—9
» 0.018F E
o
c
2
0.0175F E
0.017 O  vygenerovana vynosova krivka| |
q odhadnuta vynosova krivka
0.0165 : : : : ‘
0 2 4 6 8 10 12
splatnost

Obr. 4.3: Porovnanie presnej a odhadnutej ¢asovej Struktary drokovych mier pre jed-
nofaktorovy Vasickov model.

« I} o
0.3023 -16.2000 0.05085

Tabulka 4.2: Odhadnuté parametre pre jednofaktorovy Vasi¢kov model.

Na zaver porovname efektivnost navrhnutej metddy kalibricie s vysledkami
dosiahnutymi v diplomovej préci [1], ktora sme opisali v ivode tejto ¢asti. Nakol'ko
obe prace vychadzaju zo simulovanych vynosovych kriviek pre dvanast roznych splat-
nosti a Stvrtro¢né obdobie, je takéto porovnanie zmysluplné. Poznamenajme, Ze au-
torka v [1] musela zvolit kritérium zastavenia optimaliza¢ného algoritmu tak, aby
vypocet nebol extrémne zdlhavy, pretoze metoda bola vypo¢tovo pomerne naro¢na.
Nasgla tak odhady parametrov a okamzitej tirokovej miery, ktorym prislichala hod-
nota tcelovej funkcie radovo 107%. Odhadnuté parametre vSak v redlnej miere zod-
povedali zapornej hodnote parametra x, ¢o je v rozpore s charakterom mean reversion
procesu. NavySe, v niektorych pripadoch nebolo mozné odhady parametrov kvoli os-
cilacidam vobec urcit. Metoda kalibracie jednofaktorového Vasickovho modelu, ktoru
sme v tejto Casti prace navrhli, je teda nielen rychlejsia, ale hlavne presnejsSia, nez
bola predchadzajuica.

maximum minimum priemer standardné odchylka
1.1033 x 10727 5.4447 x 10~% 8.8231 x 10~ 1.2402 x 10728

Tabul'ka 4.3: Hodnoty tc¢elovej funkcie pre jednofaktorovy Vasickov model.

4.1.2 Kalibracia dvojfaktorového Vasickovho modelu s nulovou
korelaciou

Dvojfaktorovy Vasickov model budeme kalibrovat rovnakou metédou, akd sme v pred-
chadzajicej casti navrhli pre jednofaktorovy model. V tomto pripade vyjadrime cenu
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dlhopisu ako funkciu ¢asu do splatnosti a dvojice faktorov tirokovej miery:

InP(7,71,79) = co1(T)r1 + coo(T)r9 + c(T)aq + 5 (T)as + CT(T)J% + Cg(T)ag,

kde
1—ehm 1 —ef7
Co1 = y  Co2 )
B Bo
1 1 — eﬁlT 1 1 i eﬂQT
C?:— — + 7, cg:— —_— T,
I I B2 Ba
1 {1 — T (1-— eﬂﬂ)?] 1 {1 — ePr (1 —eP2m)?
g ag
= | —— T+ = |—— T
1 2 ) 2 2
201 I 2061 205 B 23
Premenné (3; a (2 znova fixujeme ako parametre. Ked tucelovi funkciu v tvare (4.1)
zderivujeme podla premennych oy, 03, ag, 03, 715,14 = 1,...,n a re,1 = 1,...,n,
dostdvame ststavu linedrnych rovnic
A B Ty (4.5)
C D y v |’ '
kde jednotlivé bloky predstavuja
wz,g 2 Wij o .0 Wij o .0 ] OO
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w15 o Wi1,5 .« (o1
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) __ 5] (e} ] o
w ==Y Ry, o, =Y R
Tj — Tj
Z7‘7

i7j

Wy ; W,y 5 W,y 5
, J n.j n,j
v = |— E —=Ryjcor, -0, — E R, jco1, -, — E R, jcoz
Tj - Tj - Tj
j j

J

Aj v tomto pripade je mozné redukovat rozmer uvazovanej sustavy. Matica D je
blokovo diagonélna, preto k nej Tahko najdeme inverznt maticu D™'. Rovnako ako
pre jednofaktorovy model potom dostaneme systém

(A-BD'C)xz = u-BD v,

ktory je rozmeru 4 X 4. Po vyrieSeni tejto linearnej ststavy pre dant dvojicu pa-
rametrov (31, J2 najdeme hodnoty (31 a (> voInou minimalizdciou ucelovej funkcie.

1 K; Qz /\Z g;

1 1.8341 0.05148  -0.02843 0.03501
2 0.005212  0.03083 -0.01168 0.01174
l
1
2

Q; @' o
0.09541 -1.8341 0.03501
0.0002978 -0.005212 0.01174

Tabulka 4.4: Parametre procesov dvojfaktorového Vasickovho modelu pouzité na ge-
nerovanie simulovanych dat v redlnej miere a po prevedeni do rizikovo neutralnej
miery.

Navrhnutu metodu kalibracie opét vyskusame na simulovanych datach, pre ktoré
st zname presné hodnoty parametrov na spatni kontrolu. Parametre, pouzité na ge-
nerovanie vynosovych kriviek podla dvojfaktorového Vasi¢kovho modelu, uvadzame
v tabulke 4.4. Ide o hodnoty navrhnuté pre dvojfaktorovy CIR model v praci [6]
s upravenou volatilitou. Vzhladom na rozdiely v predpisoch stochastickych procesov
(1.3) a (1.4) sme rovnako ako v predchadzajicej ¢asti povodné parametre pre CIR
model 07 a 0 zmenili pre Vasickov model na o; = Givb0;,i = 1,2. To znamena,
ze volatilita Vasickovho procesu zodpoveda povodnej volatilite CIR procesu pre jed-
notlivé faktory r; rovné prislusnym limitnym hodnotam 6,. Co najlepsiu zhodu vy-
nosovych kriviek sme zabezpecili zmenou trhovej ceny rizika podla vztahu \;, =
MO, i = 1,2. Vychadzame z dennych déat zo Stvrtro¢ného obdobia, pricom opéat
sledujeme 12 splatnosti v dizke od jedného do dvanastich mesiacov. Zadiato¢né hod-
noty faktorov sme zvolili podla parametrov 6; ako 0.05 a 0.03. Vahy uvazujeme znova
v tvare 77

Na rozdiel od jednofaktorového modelu, v tomto pripade ststavu (4.5) nie je
jednoduché efektivne riesit. Dovodom je numerickd nestabilita. Pre uvazované data
je ¢islo podmienenosti blokovej matice radovo 10'%. Tradi¢né priame metody rieSenia
linedrnych systémov pre takto extrémne zle podmienent stustavu zlyhavaji. Dany
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Obr. 4.4: Porovnanie presného a odhadnutého faktorového rozkladu, okamzitej tro-
kovej miery a vynosovej krivky v dvojfaktorovom Vasickovom modeli.

linedrny systém preto budeme riesit metodou konjugovanych gradientov, konkrétne
pomocou funkcie Preconditioned conjugate gradients method (pcg) v programe Mat-
lab. Tento pristup nielen vedie k najpresnejsim odhadom parametrov modelu a okam-
Zitej urokovej miery, ale je aj najrychlejsi. Prehl'ad numerickych metod, ktorymi sme
systém riesili a porovnanie vysledkov pre jednotlivé metody uvidzame v prilohe.

Vysledky kalibracie ilustruje obrazok 4.4. Odhadnuty faktorovy rozklad celkom
nezodpoveda vygenerovanym hodnotam. Priebeh jednotlivych zlozZiek je posunuty
o konstanty rovnakej hodnoty, no opa¢ného znamienka. To znamena, ze okamzité tro-
kova miera, uréena stuc¢tom faktorov, je odhadnuté s vysokou presnostou. Vynosova
krivka, vypocitana na zaklade ziskanych odhadov, zodpoveda casovej Strukture dro-
kovych mier, ktora bola vstupom do algoritmu.

l ; Bi O
1 0.08170 -1.8341 0.03501
2 0.0003369 -0.005212 0.01174

Tabul'ka 4.5: Priemerné hodnoty odhadov jednotlivych parametrov dvojfaktorového
Vasickovho modelu.

Po zopakovani kalibrécie tisickrat pre rovnaky stibor parametrov mézeme urobit
Statistiku vysledkov. Priemerné odhady parametrov uvadzame v tabulke 4.5. S vy-
nimkou parametra a; sme dosiahli odhady s vysokou presnostou. Histogramy hodnot
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Obr. 4.5: Odhady parametrov, dvojfaktorovy Vasickov model.

odhadnutych parametrov st znazornené na obrazku 4.5.

Odhadnuty faktorovy rozklad je obvykle relativne nepresny. éasovy vyvoj kaz-
dého z faktorov je oproti presnému rieSeniu posunuty o konstantu. Statistické uka-
zovatele pre tieto chyby zhfnia tabulka 4.6. Z tisic realizovanych experimentov sme

ucelova funkcia chyba odhadu r  vychylenie r;

maximum  4.6049 x 10718 1.0745 x 10~7 0.4245
minimum 5.2606 x 1072 2.4700 x 107 2.2975 x 10~*
priemer 3.3382 x 10719 2.3644 x 1078 0.0281
t. odchylka 3.3456 x 10~% 1.1098 x 1078 0.0459
median 24173 x 107 2.2008 x 1078 0.0129

Tabulka 4.6: Hodnoty tucelovej funkcie, chyba odhadu okamzitej trokovej miery
a charakteristiky vychylenia faktorového rozkladu pre dvojfaktorovy Vasickov model.
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Vychylenie faktorového rozkladu (v percentach Grokovej miery)
350 T T T T T T T T T

pocetnost

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
vychylenie

Hodnoty Gcelovej funkcie k x 10718
T T T T T T T T

600 1

400 T

pocetnost

200 b

- | | | 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
koeficient k

Obr. 4.6: Vychylenie faktorového rozkladu (v absolutnej hodnote) a hodnoty ucelovej
funkcie pre dvojfaktorovy Vasickov model.

skoro v devitsto zaznamenali vychylenie mensie nez 5 percentudlnych bodov. Na his-
tograme 4.6 su kvoli lepSej prehlTadnosti znédzornené len tieto pripady. Mozeme si
vsimnut, ze odhad faktorového rozkladu bol najcastejsie vypocitany s chybou 0.5 az
1.5 percentualneho bodu.

Sucet odhadnutych faktorov napriek tomu zodpoveda presnej hodnote okamzitej
urokovej miery. V tabulke 4.6 uvadzame $tatistiky pre maximélnu odchylku odhad-
nutej od vygenerovanej short-rate spomedzi n hodnot uvazovanych v kazdom opako-
vani kalibracie. Dokumentuje, zZe navrhnutou metédou dokédZzeme okamzitt trokovi
mieru odhadnit s presnostou 1078,

Napriek nie celkom presnym odhadom parametrov a vychyleniam faktorovych
rozkladov poskytuje navrhnuta metoda kalibracie relativne spolahlivé vysledky. Vy-
nosoveé krivky, ktoré na ich zaklade vypocitame, sa zhoduji s vygenerovanymi krivkami,
predstavujicimi vstupné data. Dokazuji to velmi nizke hodnoty minimalizovane;j
ucelovej funkcie. Ich charakteristiky pre tisic opakovani kalibréacie uvadza tabulka 4.6
a obrazok 4.6.
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4.2 Kalibracia dvojfaktorového CIR modelu s nulovou
korelaciou

Navrhnuta aproxima¢na formula (3.2) vychadza z exaktnej ceny dlhopisu v dvojfak-
torovom Vasickovom modeli, teda pre pripad parametra v = 0 v modeli CKLS. Exis-
tuje jediny d'alsi $pecidlny pripad volby tohto parametra, v ktorom mozno odvodit
uzavretd formulu pre ceny dlhopisov - CIR model, zodpovedajiuci v = 0.5 a p = 0.
Nagim cielom je testovat presnost navrhnutej aproximéacie pri pouziti v kalibrécii,
preto sa v tejto casti prace sustredime prave na CIR model, ktory nam umoziuje
porovnat aproximujice s presnym rieSenim.

Kalibraciu dvojfaktorového CIR modelu opét zalozime na minimalizacii tcelovej
funkcie v tvare (4.1). Aby sme mohli otestovat navrhnutt aproximéciu, nepouzi-
jeme v ucelovej funkecii teoretické vynosy vypocitané pomocou presného rieSenia PDR
pre cenu dlhopisu. Nahradime ich vynosmi vypocitanymi z aproximujiceho riesenia
tejto rovnice. Uelova funkciu preto zapiSeme ako:

F(a,B,0,r(.)) = % z”: iwij (Rap(Tj, T1i5T2i) — Rij>2' (4.6)

i=1 j=1

V tomto zapise predstavuje R;; vynos pozorovany v i-ty defi pre maturitu 7;. Roz-
klad short-rate na faktory v den ¢ oznacujeme ry; a r9;, pre vihy pouzivame oznace-
nie w;;. Na vypocet aproximujicej vynosovej krivky R™(7,11, 1) slizi vztah R™® =
—InP /7. Cena dlhopisu P je $pecidlnym pripadom aproximacnej formuly (3.2)
pre v = 1/2. Mo6Zeme ju upravit na tvar:

lIlPap(T,T1,7“2) =

= co(T,7r1,72) + (7,71, 72) 001 + &5 (T, 71, 79) 00 + € (T, 71, 7’2)0% + (1,1, rg)ag,

kde
1—ehr 1—efr
T TR
o L J1—ePm o L [1—ePr
St ma IR il
, T [1—éPT (1—efm)? ., T2 [1—ePT (1 — ef2m)?
Cl:Tﬁ%[T+T+2—ﬁl}’ 222—53{7”+2—@

Na rozdiel od Vasickovho modelu, v CIR modeli je volatilita zavisla od hodnot okam-
zitej urokovej miery. Této skutocnost sa prejavi aj odliSnymi vlastnostami tcelove]
funkcie. Aproximac¢né formula InP? v tomto pripade nepredstavuje linedrnu funkciu
vietkych uvazovanych premennych oy, 02, ag, 03, 15,0 = 1,...,nary,i=1,...,n.
V doésledku toho nie je mozné urcit ich hodnoty derivovanim tucelovej funkcie (4.6)
a néaslednym rieSenim systému linedrnych rovnic.

Ukézeme, ze odhady parametrov a faktorového rozkladu pomocou Vasi¢kovho
modelu, ktorym sme sa venovali v predchidzajicej casti prace, si vhodnym vy-
chodiskom aj pri kalibracii CIR modelu. Parametre jednotlivych modelov porovname
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na vysledkoch publikovanych v [25]. Sucastou tejto préace je odhad parametrov jed-
nofaktorovych modelov pre rozne zvolené hodnoty v na redlnych datach z roku 2007.
Teoretické hodnoty short-rate sii aproximované jednotyzdnovou tirokovou mierou Eu-

0.048
0.046
H|
5 0.042f
|

0.041

Euribor_0

0.038¢

0.036

0.034 - - ;
Jan Apr Jul Oct

Obr. 4.7: Vyvoj jednotyzdhovej trokovej miery na eur6pskom medzibankovom trhu
v roku 2007.

ribor (vid obréazok 4.7). V prvom kroku sa odhadne volatilita procesu pomocou Now-
manovych gaussovskych aproximacii. Rizikovo neutrdlny drift procesu je nésledne
odhadnuty s vyuzitim aproximacnej formuly pre ceny dlhopisov, navrhnutej v ¢lanku
[7]. Odhady driftu aj volatility pre hodnoty parametra v € {0;0.5;1; 1.5} uvadzame
v tabulke 4.7 a na obrazku 4.8. Rozdiel driftu procesov a + Gr pre Vagickov a CIR

g « g o

0 0.0162 -0.3781 0.0341
0.5 0.0164 -0.3959 0.1638
1 0.0182 -0.4552 0.7877
1.5 0.0231 -0.5918 3.7931

Tabulka 4.7: Odhady parametrov pre viacero modelov short rate podla prace [25].

model je relativne maly. Z tohto dovodu mozno ocakavat, ze hodnoty parametrov
a1, (1, ao, P2, odhadnuté podla dvojfaktorového Vagickovho modelu, budi velmi
dobrym S$tartovacim bodom pre kalibraciu dvojfaktorového CIR modelu. Odhady
parametra o pre jednotlivé modely sa lisia vyraznejsie. Na obrazku 4.8 vidno rozdielne
krivky volatility or”. Pripomenme si rozdiely v predpisoch stochastickych procesov
(1.3) a (1.4). Kym vo Vasi¢kovom modeli zodpoveda volatilita konstante ¥, v CIR
modeli je vyjadrena ako o%/r. Pre zjednodusenie budeme predpokladat, Ze okazita
urokova miera dosiahla rovnovazny stav a jej priebeh v Case predstavuje fluktuacie
okolo rovnovaznej hodnoty. V tom pripade mozeme parameter ¢ odhadnit pomocou
parametra o, ziskaného kalibraciou Vagickovho modelu, ako o¥/+/F, kde 7 oznacuje
priemer odhadu okamzitej irokovej miery. Priemerné hodnota short rate, uvazovanej
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Obr. 4.8: Drift a volatilita stochastickych procesov pre rozne modely short-rate podla
prace [25].

v praci [25], je 0.0396. Podl'a hodnoty ¢V v tabulke 4.7 plati 0¥ /v/7 = 0.1714, &o pri-
blizne zodpoveda odhadu ¢ = 0.1638. Ako vidno na grafickom znazorneni, volatility
jednotlivych modelov v zavislosti od r sa skutoc¢ne pretinaji blizko hodnoty 0.04.

Pri kalibracii dvojfaktorového CIR modelu s nulovou koreldciou porovname
dva navzajom velmi podobné postupy. Nazveme ich Algoritmus A a Algoritmus B.
V oboch pripadoch st vstupom do algoritmu vynosové krivky pre CIR model, vygene-
rované pre zvoleny siibor parametrov. V naSej praci prevezmeme parametre z ¢lanku
[6], ktoré uvadzame v tabulke 4.8.

7 K; 91 )\z g;
1 1.8341 0.05148 -0.1253  0.1543
2 0.005212 0.03083  -0.06650 0.06689
{ Q; Bi 0
1 0.09442 -1.8148 0.1543
2 0.00016069 -0.0007638 0.06689

Tabulka 4.8: Parametre CIR procesov pouzité na generovanie simulovanych dat v real-
nej miere [6] a po prevedeni do bezrizikovej miery.

V prvej faze kalibracie odhadujeme faktorovy rozklad okamzitej tirokovej miery
ry, r5 a parametre dvojfaktorového Vasickovho modelu oy, £i, of, as, B2, 03 tak,
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aby vynosové krivky podla Vasickovho modelu ¢o najlep$ie vystihovali zadant ¢asovi
Struktiru urokovych mier. Ako ilustruje obrazok 4.9, takto ziskany odhad faktorov
je relativne presny. Vyvoj odhadnutej okamzitej tirokovej miery sa skoro zhoduje
s vygenerovanymi hodnotami. Najdené faktory a parametre oy, 31, ag, B2 spoloc¢ne

faktor N faktor r

0.06 0.02
0.05
0.04

0
0 20 40 60 0 20 40 60
short rate r=r +r, vynosova krivka R
0.082
0.08 0.081 M
0.07 0.08
0.06 0.079
0 20 40 60 0 5 10
odhadnuté hodnoty | | ©  vygenerované hodnoty|

Obr. 4.9: Porovnanie presného a odhadnutého faktorového rozkladu, okamzitej tiro-
kovej miery a vynosovej krivky, generovanych podl'a CIR modelu, pri kalibrécii dvoj-
faktorového Vasickovho modelu.

s upravenymi parametrami of = oV/\/T1, 05 = 04/\/T2 vstupujiu do druhej fazy
kalibracie.

V Algoritme A pokladame presnost najdeného faktorového rozkladu za postacu-
jucu a pokrac¢ujeme hladanim optimélnych hodnoét Sestice parametrov aq, £y, 01, as,
(2, 09 CIR modelu. Tento problém rieSime viazanou minimalizaciou tcelovej funkcie

(4.6):

min F(a,ﬂ, o, r()) za podmienok:
o,B.0

ag, O 207 ﬁl)ﬁ? §O7 01,09 ZO

Odhady parametrov z prvej fazy predstavuju Startovaci bod optimalizacie. Ohranice-
nia pre jednotlivé parametre sme zvolili tak, aby ¢o najlepsie zodpovedali vlastnostiam
urokovej miery. Pri odhadovani volatility o;, o9 st zdporné hodnoty nepripustné.
Ohranicenia pre «; a [3; zabezpecuju short-rate charakter mean reversion procesu
aj v rizikovo neutralnej miere. Sa v stulade s odhadmi parametrov na zéklade redlnych
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dat, ktoré sme prevzali z [6]. Parametre a; a 3; vo v§eobecnosti nemusia mat uvedené
znamienka, pretoze v rizikovo neutralnej miere proces nemusi nevyhnutne byt mean-
reverting. V pripade, Ze ich maju, takto stanovené podmienky pomdézu najst spravne
odhady. Ked sme do formulécie optimaliza¢nej ulohy tieto ohrani¢enia nezahrnuli,
vysledky boli niekedy vyrazne vychylené. Ak by pri aplikicii na redlne data niektoré
z ohraniceni bolo v optimalnom rieseni aktivne (pri kalibréacii na simulovanych datach
taka situdcia nenastala), odhadneme parametre modelu volnou minimalizaciou.

Algoritmus B obsahuje oproti predchédzajicemu postupu jeden medzikrok na-
vySe. Druhé cast kalibracie zac¢ina hlTadanim optimélneho faktorového rozkladu pre
hodnoty parametrov vstupujice z prvej fazy. Teoreticky vynos zavisi vzdy iba od fak-
torového rozkladu v prislusnom dni, preto je mozné odhadovat zlozky short-rate
pre kazdy den osobitne:

1 n m . 2
' _ ; AR®(r. riro) — R
min F (o, B,0.7() = ;r%n;w” (R (755 7105 T2) Rw> -
Dostavame tak n-ticu tloh dvojrozmernej optimalizécie, ktoré vieme efektivne riesit.
Po upraveni faktorového rozkladu pokracujeme opit odhadom parametrov modelu

pomocou viazanej minimalizicie tcelovej funkcie.

Algoritmus kalibracie (typ A)

Vstupy
e vektor splatnosti T dlzky m
e trhové vynosy R;;, @ = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m z n dni a pre m
splatnosti

Kalibracia podl'a Vasi¢kovho modelu

e minimalizujeme funkciu

1 n m 2
F'(e, B,0,7(.)) = p—" Z Z wi; (RU(TJ', TisT2i) — Rz’j) :
=1 j=1
kde RY(7;,71:,72;) oznacuje cenu dlhopisu vo Vasi¢kovom modeli, po-
stupom navrhnutym v casti (4.1.2)
e vystupom st odhady parametrov oy, 31, 07, as, (B2, 05 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu ry a r3
Kalibracia CIR modelu
e odhady parametrov aq, 31, 01, aa, (B2, 02 vpocitame rieSenim optima-
lizac¢nej ulohy
min F(a,B3,0,7(.)) za podmienok:
o,B.o0
051)042207 ﬁl7ﬁ2§07 0-170-220
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Algoritmus kalibracie (typ B)

Vstupy
e vektor splatnosti T dlzky m
e trhové vynosy R;;, 1 = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m z n dni a pre m
splatnosti

Kalibracia podl'a Vasi¢kovho modelu

e minimalizujeme funkciu
n m 2
F”(a,ﬁ, o, r()) = — Zzwi]’ (Rv(Tj,Tli,Tzi) - Rij) )

kde R"(7j,71i,72;) ozna¢uje cenu dlhopisu vo Vasickovom modeli, po-
stupom navrhnutym v casti (4.1.2)

e vystupom st odhady parametrov oy, 31, 07, ag, (B2, 05 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu ry a 73

Kalibracia CIR modelu

e hladame optimalny faktorovy rozklad 7y, ro pre parametre oy, (i,
of = o}/, ag, B, 05 = 03 /+/T2 minimalizaciou tcelovej funkcie

(4.6):
in F LSS in S Sy (R Ry)
111(1? (a7/670-7 ‘T'()) - % - I}:l(lzgl;wl]< (7—]’,7’11',7”2@‘) - U) :

e odhady parametrov oy, (1, 01, ag, (2, 09 dopocitame rieSenim opti-
malizacnej tlohy

min F(a,ﬂ, o, r()) za podmienok:
a,B.o

041,@220, ﬁl?ﬁ?goy 0170220

[ Q; Bi 0
1 0.07405 -1.8151 0.1735
2 0.0003528 -0.005418 0.05536
B 1 Q; Bi a;
0.07405 -1.8151 0.1735
2 0.0003528 -0.005418 0.05536

—_

Tabul'ka 4.9: Priemerné hodnoty odhadov parametrov dvojfaktorového CIR modelu
pre algoritmy A a B.

Opisané metody realizujeme tisickrat, obe na totoznom sibore vstupnych dat.
Rovnako ako pri kalibracii Vasi¢kovho modelu, aj teraz pouzivame denné data zo stvrt-
ro¢ného obdobia pre 12 splatnosti: od jedného mesiaca do jedného roka. Zaciatocné
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A ucelova funkceia

chyba odhadu r  vychylenie r;

maximum 5.3876 x 10719
minimuin 2.2954 x 1012
priemer 2.8233 x 1071
§t. odchylka 3.6546 x 10~
medidn 1.6830 x 10~

B ucelova funkcia

maximum 3.3643 x 107
minimum 2.8965 x 10~1°
priemer 9.4257 x 10712
§t. odchylka 1.2412 x 10710
medi4n 2.8146 x 10714

7.4933 x 1076 0.0434
9.3422 x 1077 1.2618 x 10~*
2.7511 x 1076 0.0117
9.3339 x 1077 0.0051
2.7511 x 1076 0.0112
chyba odhadu r  vychylenie 7;
7.4933 x 1076 0.0434
9.3422 x 1077 1.2618 x 10~*
2.7511 x 1076 0.0117
9.3339 x 107 0.0051
2.7511 x 1076 0.0112

Tabul'ka 4.10: Porovnanie vlastnosti odhadov pre algoritmy A a B pri kalibrécii dvoj-

faktorového CIR modelu.

Vychylenie faktorového rozkladu (v percentach Urokovej miery)
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Obr. 4.10: Vychylenie faktorového rozkladu a hodnoty ucelovej funkcie pre dvojfak-

torovy CIR model.

hodnoty faktorov sme zvolili ako 0.05 a 0.03, vihy v tvare Tj2. Priemerné hodnoty
odhadov parametrov modelu uvadzame v tabulke 4.9.

Tabulka 4.10 obsahuje $tatistické vyhodnotenie dosahovanych vysledkov. Rozdiel
medzi vysledkami algoritmov v hodnotach parametrov aj faktorového rozkladu je ob-
vykle radu 1078 az 1075, Takéto drobné odchylky sa na vii¢gine ukazovatelov nepre-
javia. Na druhej strane, hoci je zmena faktorového rozkladu realizovana v Algoritme B
minimalna, postacuje na vyrazné znizenie hodnot tcelovej funkcie. Hodnota medianu



Kalibracia dvojfaktorového CIR modelu s nulovou korelaciou 42

v tomto pripade klesla o tri rady. Z tohto dovodu mozeme Algoritmus B vyhodnotit
ako efektivnejsi a navrhnit ho ako vhodnt metodu pri kalibrécii dvojfaktorového CIR
modelu.

Na zaver tejto casti zhrnieme vysledky, ktoré sme pouzitim tohto sposobu kali-
bracie dosiahli. Prvy z dvojice obrazkov 4.10 ilustruje vychylenie odhadu faktorového
rozkladu oproti skutoénym hodnotam zloziek short-rate. Ako dokazuju aj Statis-
tiky v tabulke 4.10, posunutie faktorového rozkladu je menS$ie, neZ sme zaznamenali
pri kalibracii dvojfaktorového Vasickovho modelu. Druhy z obrazkov dokumentuje
dosiahnuté hodnoty ucelovej funkcie. Z tisic realizovanych experimentov bola v 983
pripadoch hodnota tcelovej funkcie mengia nez 10~!2. Histogram pre viéSiu prehl'ad-
nost zobrazuje len tieto realizacie.

1 2
600 ; ; ; 300
400 200
200 100
0 0
0 0.05 %1 0.15 0.2
1
600 ; ; ; 600
400 400
200 200
0 ‘ ‘ 0
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O-1 O-2 X 10—3
800 ‘ ‘ ‘ ‘ 800
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Obr. 4.11: Odhady parametrov, dvojfaktorovy CIR model.

Obrazok 4.11 doplha informacie v ¢asti B tabulky 4.9 o histogramy odhadov
jednotlivych parametrov. Hodnoty parametrov modelu a okamzitej irokovej miery su
odhadnuté s menSou presnostou, nez sme dosiahli pri kalibracii Vasickovho modelu.
Tomu zodpovedaju aj Statistiky uc¢elovej funkcie. Zatial¢o v predchadzajicom pripade
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bol median funkénych hodnot radu 10712, pre CIR model mé hodnotu radovo 10714,
Stale vsak ide o nizku hodnotu.

Efektivnost navrhnutej met6dy mozno vyhodnotit len porovnanim s inymi spo-
sobmi kalibracie dvojfaktorového CIR modelu. Jednym z nich je rozsirena dvojfa-
zova min-max metoda, ktorej sa zaobera diplomova praca [27] z roku 2009. Autor
v nej pri minimalizacii ucelovej funkcie pouzil techniku simulovaného zihania, ktora
je znaCne vypoc¢tovo naro¢na. Vyraznym rozdielom medzi porovnavanymi spdsobmi
kalibracie je pristup k hodnotam okamzitej Grokovej miery. V naSom pripade sme
odhadovali 71 a 9 bez toho, aby sme poznali ich siucet. Oproti tomu v [27| autor
tento sucet pokladal za znamy. Pre totozny subor parametrov, na akom sme testo-
vali algoritmy v tejto kapitole, dosiahol hodnotu téelovej funkcie radovo 1078, Na-
vySe, znamienka odhadov v niektorych pripadoch nezodpovedali vlastnostiam mean-
reversion procesu v realnej miere, hoci presné parametre tieto vlastnosti mali. Mozeme
teda uzavriet, 7ze odhad parametrov dvojfaktorového CIR modelu metédou pouzitou
v nasej praci ma relativne vysoki presnot pri nizkej vypoctovej zlozitosti. Ukazali sme
tak, ze aproximacna formula navrhnuté v kapitole 3 je vhodna na pouzitie v kalibracii.

4.3 Kalibracia CKLS modelu

Cielom tejto Casti prace je navrhnut postup kalibracie dvojfaktorového CKLS mo-
delu s vyuzitim aproximacie, ktorti sme opisali v kapitole 3. Na tuvod nacrtneme,
aki metodu kalibracie pouziva autorka ¢lanku [24] pri testovani aproximécie v jed-
nofaktorovom modeli. Tito metédu vSak nie je mozné rozsirit na viac faktorov.
V dalsom kroku preto uvadzame postup kalibracie, ktory je zovSeobecnenim algo-
ritmu pre dvojfaktorovy CIR model s nulovou korelaciou z predchadzajicej casti.
Ukazeme, ze pri odhadovani vybranych parametrov modelu nie je vhodné pouzit
analytické metody. Algoritmu kalibracie by preto mala predchadzat ekonometricka
analyza casovych radov urokovych mier.

4.3.1 Kalibracia jednofaktorového CKLS modelu

Kalibracia jednofaktorového CKLS modelu v ¢lanku [24] je zaloZen& na minimalizacii
odchylok teoretickych a pozorovanych vynosovych kriviek. Uéelova funkcia ma tvar

F(a,B,0,7) = % zn: i(Rap(Tj,T’i) — Rij)Qu (4.7)

i=1 j=1

kde R;; opét predstavuje pozorovany vynos, R*(r;,r;) teoreticky vynos vypocitany
pomocou aproximacnej formuly (1.20) a 7; oznacuje okamziti trokovi mieru v i-
ty den. Hoci je short-rate teoreticka veli¢ina, v tomto pripade je stotozZnena s po-
zorovanou hodnotou over-nightu. Takyto pristup vedie k zjednoduSeniu kalibracie.
Aproximacna formula InP*? méa pre jednofaktorovy model tvar

(0% 027"2V 1 —S’BT 0'27’27 1 —6’87
a; BT\2
hle(HT)—(—,))‘f‘ 232)( 3 +/>+ 433 (1—6 ) + 3 r
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a da sa zapisat ako linearna funkcia parametrov a a o
2
WmPP(1,1) = co(T,7) + 1 (T, 1) + co(T,7) 07,

kde

_1—6’BT 1|:1—6’6T

r2 {1 — efr (1 —ef7)?
Co = T, C1 = —
B 15

“]’ “Tap| s Tt e

Ked derivacie konvexnej funkcie (4.7) podla premennych o a 0 polozime rovné
nule, dostaneme sustavu dvoch linearnych rovnic. Pre Tubovolné pevné + a para-
meter 3 z nich moZeme vyjadrit optimalne o a o2, Minimalizaciou sumy §tvorcov
odchylok teoretickych vynosov od pozorovanych potom mozno ziskat optimalnu hod-
notu parametra 3. Porovnanim hodnot ucelovej funkcie pre rozne fixné hodnoty v sa
da urcit posledny parameter modelu.

Tento sposob kalibracie nemoZeme priamodiaro zov§eobecnit pre viacfaktorové
modely. Jednotlivé zlozky short-rate nie st pozorovatelné a musia byt odhadnuté
spolu s ostatnymi parametrami modelu. Navyse, vzhladom na zachovanie charak-
teru short-rate ako limity ¢asovej Struktury trokovych mier, je vhodné vyhnut sa jej
aproximaécii kratkodobymi vynosmi.

4.3.2 Kalibracia dvojfaktorového CKLS modelu so znAmymi
parametrami v a p
Pri kalibracii dvojfaktorového CKLS modelu minimalizujeme tcelova funkciu
1 n m 2
F(auBJ o, "“(-)7%;0) = mn Zzwzj (Rap(Tjﬂ”u,T’zi) - Rz’j) ’ (4.8)

i=1 j=1

kde R™(7;,r1;,72;) predstavuje teoreticky vynos v i-ty defi pre j-tu splatnost, vypoci-
tany pomocou aproximacnej formuly (3.2). Tato formulu moézeme zapisat v tvare

PP (71,1r1,19) =Co(T,71,72) + (T, 71, 72) 01 + 5 (T,71,T2) 02

+ (1,71, m9) 07 + &5 (7,71, 79) 05 + (7,71, 79) poi02,

kde
1— el 1—efr

Co = T T2,

T T B

N 1 [1—6’817—_’_ ] N 1 [1—eﬁ27+ ]
Chk = — | —— T s Co = — | ———— T ,

LB B 2 B I
o Y {1 — efir ey (1-— 6517)21 o 3 {1 — ePer ey (1 —e7)2
=—|— 47+ —", == |—+7+ —],
b2ss B 203 222 B2 23
gl 1 1 1 — eBrt82)T
Cp — <T1T2) |:7_ _|_ _(1 _ eﬁlT) + _(1 _ eﬁz‘r) _ e—:|
B152 I3} B2 B1+ Bo
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V tejto casti prace navrhneme algoritmus, vhodny na kalibraciu takéhoto modelu
urokovej miery v pripade, Ze hodnoty parametrov v a p st vopred zname. Hladaniu
optiméalneho tvaru volatility a korelacie medzi zlozkami short-rate sa budeme veno-
vat v nasledujicej podkapitole. Pripomenme, Ze v Castiach 4.1.2 a 4.2 sa zaoberame
Specidlnymi pripadmi CKLS modelu pre hodnoty parametrov v = 0, resp. v = 0.5
a p = 0. Vhodnym postupom pre kalibraciu vseobecného modelu je rozsirenie algo-
ritmu, navrhnutého pre dvojfaktorovy CIR model s nulovou korelaciou.

Vstupom do algoritmu st v tomto pripade trhové vynosové krivky R; ; pre splat-
nosti 7;, 7 = 1,2,...,m, prislichajice diiom ¢ = 1,2,...,n, a hodnoty parametrov
v a p. Prvy krok metody opét spociva v kalibracii dvojfaktorového Vasickovho mo-
delu s nekorelovanymi zlozkami. Najdeme tak faktorovy rozklad =7, r; a odhady
parametrov oy, 31, 0}, aq, B, 03, pre ktoré teoretické vynosové krivky z Vasickovho
modelu najlepsie zodpovedaju trhovej ¢asovej Struktire arokovych mier. Rovnako ako
pre CIR model, aj v tomto pripade musime odhady volatility o} a ¢ pred vstupom
do druhej fazy kalibracie upravit. Z rozdielu medzi stochastickymi ¢lenmi procesov
short-rate vo Vasitkovom (1.3) a CKLS (1.5) modeli odvodime transforméciu v tvare
of =o? /77, i=1,2.

Druht ¢ast metody tvori kalibracia dvojfaktorového CKLS modelu. Najprv
vyuzijeme odhady parametrov oy, 31, 05, as, B2, 05 z predchadzajiceho kroku na naj-
denie optimalneho faktorového rozkladu rq, r2. Minimalizaciu ucelovej funkcie (4.8)
mozno opat realizovat pre kazdy den samostatne. Problém sa tak prevedie na n-ticu
uloh dvojrozmernej optimalizicie, ktoré vieme efektivne vyrieSit. Po tejto tprave
pokrac¢ujeme hladanim hodnot parametrov CKLS modelu aq, (1, 01, as, (s, 09 via-
zanou minimalizaciou ucelovej funkcie (4.8). Odhady parametrov z prvého kroku
pouzijeme ako Startovacie hodnoty.

Algoritmus kalibracie CKLS modelu (pre zname v a p)

Vstupy
e vektor splatnosti T dizky m
e trhové vynosy R;;, © = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m z n dni a pre m
splatnosti

e hodnoty parametrov v a p
Kalibracia podl'a Vasi¢kovho modelu

e minimalizujeme funkciu

F'(a,B,0,7(.)) = % Zzwij (Rv(Tj,Tu,?“Qz‘) - Rij>2a

i=1 j=1
kde R"(7j,71i,72;) oznacuje cenu dlhopisu vo Vasickovom modeli, po-
stupom navrhnutym v casti (4.1.2)

e vystupom st odhady parametrov oy, 31, 07, as, (B2, 05 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu ry a r3
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Kalibracia CKLS modelu
e hladame optimalny faktorovy rozklad 7y, ro pre parametre oy, (i,
of = o} /17, ag, P, 05 = 0 /T3 7 minimalizaciou ucelovej funkcie

(4.8):

1 « i 2
min F(a, B,0,7(.),7,p) = — min wi<<R“p TiyT1iy T2 —Ri-> .
0 ( ()”VP) mn;r(i); J (] 1 2) J

e odhady parametrov oy, (1, 01, ao, (B2, 09 dopocitame rieSenim opti-
malizacnej tlohy

min F(e,8,0,7(.),7,p) za podmienok:
o800

0617062207 61752 §07 0-170-220

Takyto vSeobecny algoritmus nemozeme pouzit na testovanie vlastnosti navrh-
nutej aproximacnej formuly (3.2), pretoZe presné rieSenie rovnice pre cenu dlhopisu
(3.1) pre v # 0, 0.5 neexistuje.

4.3.3 Odhady parametrov v a p v dvojfaktorovom CKLS mo-
deli

Algoritmus, ktory sme navrhli v predchadzajtcej podkapitole, je mozné pouzit pri kali-
bracii CKLS modelu len v pripade, Ze citlivost volatility na hodnoty tirokovej miery -y
a korelacia medzi faktormi p st vopred zname. V nasledujiicej ¢asti prace sa venujeme
odhadu tejto dvojice parametrov. Ukazeme, 7Ze rozsirenie predchadzajiceho postupu
o odhadovanie v a p nepredstavuje vhodné rieSenie tohto problému. Kalibracii CKLS
modelu preto musi predchadzat analyza ¢asovych radov trokovych mier, pomocou
ktorej najdeme hodnoty v a p.

Algoritmus z podkapitoly 4.3.2 upravime nasledovne:

Algoritmus kalibracie CKLS modelu

Vstupy
e vektor splatnosti 7 dlzky m
e trhové vynosy R;;, @ = 1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m z n dni a pre m
splatnosti

Kalibracia podl'a Vasi¢kovho modelu
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e minimalizujeme funkciu

I o= — 2
F? (Ot /370- T mnzzwz]( Tj7rlzar22>_Rij> )

i=1 j=1

kde R"(7j,71i,72;) oznacuje cenu dlhopisu vo Vasi¢kovom modeli, po-
stupom navrhnutym v casti (4.1.2)

e vystupom st odhady parametrov oy, 31, 07, as, (B2, 05 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu r7 a r3

Kalibracia CKLS modelu

e hladame optimalnu hodnotu parametra 7, ktora minimalizuje uc¢elovi
funkciu (4.8)

2
F(a*76*7g*7r*(') ZZU)U< P(T, 15, T5i) — Rij> ;

=1 j=1

kde:

e optimalny faktorovy rozklad r}, r; pre parametre oy, 81, 0f = o7 /71 7,
ag, B2, 05 = 0y /T3 7 z prvej fazy kalibracie hladame rieSenim mini-
malizacie:

2
minF(a,ﬁ,a,r() ’y\p—O mnzmmzw”< P(75, 714,725 — Rij) .

()

e odhady parametrov af, 51, of, o, 35, 05 a p* vypocitame rieSenim
optimalizac¢nej tlohy
min F(a,,@, o, r(.),fy,p) za podmienok:
aB.o.p
a17a/2207 ﬁl?ﬁ?goy 01702207 _1§P§1

Efektivnost takto navrhnutého algoritmu otestujeme kalibraciou dvojfaktoro-
vého CIR modelu s nulovou koreldciou. Optimalne hodnoty parametrov v a p su
v tomto pripade v = 0.5 a p = 0. Vstupom do algoritmu st vynosové krivky, gene-
rované pre rovnaky stubor parametrov, ako v podkapitole 4.2 (vid tabulka 4.8). Aby
sme dokazali rozhodnit, ¢i je mozné tento algoritmus pouzit na odhad aspon jedného
z parametrov v a p, budeme optimalizaciu pre kazdy z nich testovat samostatne.

V prvom kroku vychédzame z predpokladu, Ze nulova korelacia medzi faktormi
short-rate je vopred dana. NaSim cielom je zistit, ¢i navrhnutd metoda identifikuje
hodnotu 7 = 0.5 ako optimélnu. Tabulka 4.11 obsahuje odhady parametrov mo-
delu a optimalnu hodnotu tucelovej funkcie pre rézne hodnoty . Odhady parametrov
st sice najpresnejSie v pripade v = 0.5, hodnoty ucelovej funkcie tomu ale nezod-
povedaju. Zavislost minima tc¢elovej funkcie od hodnoty parametra v ilustruje aj obra-
zok 4.12. Najmensi rozdiel medzi generovanymi a teoretickymi vynosovymi krivkami
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y ; 0; o; optim. hodnota F'
0 0.07840 -1.8152 0.03099
0.0002691 -0.005383 0.009470 7.0122 x 10716
0.25 | 0.07840 -1.8152 0.07164
0.0002691 -0.005383 0.02155 6.2210 x 10715
0.5 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002691 -0.005383  0.04906 2.4161 x 10~
0.75 | 0.07840 -1.8152 0.3827
0.0002691 -0.005383  0.1117 5.6358 x 10~
1 0.07840 -1.8152 0.8845
0.0002691 -0.005383  0.2541 1.1446 x 10~ 13
1.25 | 0.07840 -1.8152 2.0444
0.0002692 -0.005383  0.5784 3.1582 x 10713
1.5 0.07840 -1.8152 4.7252
0.0002693 -0.005383  1.3165 5.7126 x 10713

Tabulka 4.11: Odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovej funkcie pre rozne
hodnoty 7, simulované data pre CIR model s nulovou korelaciou.

x10°

w B a1 (=2
T T T T

optimalna hodnota F

N
T

Obr. 4.12: Optiméalne hodnoty ucelovej funkcie F' v zavislosti od parametra ~.

bol dosiahnuty pre v = 0. Tato chyba pomerne priamociaro vyplyva z navrhu algo-
ritmu. Kalibraciu zac¢iname odhadom faktorového rozkladu z Vasickovho modelu.
Uprava rozkladu na faktory v daliom kroku nie je takd vyrazna, aby postacila
na znizenie hodnoty tcelovej funkcie na troven dosiahnutii pre Vasickov model.
Musime teda uzavriet, ze takato metoda kalibrécie nedokaze spravne rozpoznat zavis-
lost volatility short-rate od velkosti .

V druhej casti sa zameriame na odhad parametra p. Predpokladame, ze o ¢asovej
Struktare trokovych mier vieme, ze zodpovedd dvojfaktorovému CIR modelu. Zau-
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jima nas, ¢ pomocou navrhnutého algoritmu dokazeme najst optimalnu hodnotu
parametra p = 0. Ako vidno z tabulky 4.12, minimalizécia tc¢elovej funkcie vzhladom
na tento parameter zavisi od zvoleného startovacieho bodu. Optiméalna hodnota p sa

start p | odhad p Q; B; o; optim. hodnota F'
-0.9 | -0.90000 | 0.07839 -1.8152 0.1656
0.0002582 -0.005383 0.04906 3.4456 x 10710

-0.6 | -0.60000 | 0.07839 -1.8152  0.1656
0.0002618 -0.005383 0.04906 1.5314 x 10710
-0.3 | -0.30000 | 0.07840 -1.8152  0.1656
0.0002655 -0.005383 0.04906 | 3.8298 x 10~
0 0.00000 | 0.07840 -1.8152  0.1656
0.0002691 -0.005383 0.04906 | 2.4161 x 10~
0.3 0.30000 | 0.07840 -1.8152  0.1656
0.0002727 -0.005382 0.04906 | 3.8323 x 10~
0.6 0.60000 | 0.07840 -1.8152  0.1656
0.0002764 -0.005382 0.04906 1.5319 x 1010

0.9 0.90000 | 0.07841 -1.8152  0.1656
0.0002800 -0.005382 0.04906 | 3.4464 x 101

Tabulka 4.12: Odhady parametrov a optimalne hodnoty ucelovej funkcie pre rozne
Startovacie hodnoty p, simulované data pre CIR model s nulovou korelaciou.

od Startovacej hodnoty ligi radovo o 1071° a7 10~%. Pri uvazovanej presnosti teda
rozdiely nezaznamename. Hodnoty ucelovej funkcie vzhladom na parameter p ilus-
truje obrazok 4.13. Nizka hodnota tucelovej funkcie pre pripad p = 0 je opét spésobena
odhadom faktorového rozkladu z VasSickovho modelu s nekorelovanymi zlozkami.
Pre vynosové krivky vygenerované pre dvojfaktorovy Vasickov model s nenulovou
korelédciou sme spravnu hodnotu parametra p na zaklade tcelovej funkcie neidenti-
fikovali.

Na zac¢iatku kalibracie CKLS modelu je teda nevyhnutné analyzovat ¢asové rady
urokovych mier. Na zaklade tejto ekonometrickej analyzy je potrebné urcit vlastnosti
volatility okamzitej irokovej miery a vzajomnu zavislost jej faktorov. Vyber vhodnych
nastrojov na odhady parametrov v a p predstavuje priestor pre pokracovanie tejto
prace.

4.4 Zhrnutie vysledkov zo simulovanych dat

Predchadzajacu cast prace sme venovali kalibracii dvojfaktorového CKLS modelu
okamzitej trokovej miery. Nasim cielom bolo otestovat pouzitie navrhnutej aproxi-
macnej formuly (3.2). Na zaciatku sme pracovali so §pecidlnymi pripadmi modelu
CKLS, pre ktoré sa da problém kalibracie riesit relativne jednoducho. Ukazali sme,
ako mozno rychlo a presne odhadnit priebeh okamzitej irokovej miery a parametre
dvojfaktorového Vasickovho modelu s nulovou korelaciou rieSenim siistavy linedrnych
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Obr. 4.13: Optimalne hodnoty ucelovej funkcie F' v zévislosti od parametra p.

rovnic. Tento algoritmus sa stal zdkladom navrhnutej metody kalibracie zlozitejsich
modelov. Prvym z nich bol dvojfaktorovy CIR model s nulovou korelaciou, pre ktory
pozname exaktné vzorce na generovanie vynosovych kriviek a je vhodny na otesto-
vanie presnosti aproximéacie. Ukazali sme, Ze ¢asové Struktira trokovych mier, odhad-
nutéa s pouzitim odvodenej aproximacnej formuly, relativne presne zodpoveda simulo-
vanym vynosom. Modifikovany postup mozeme pouzit pri kalibracii vSeobecného
CKLS modelu v pripade, ze hodnoty parametrov v a p vopred odhadneme na za-
klade analyzy casovych radov. Navrhnutd metoda kalibracie predstavuje vypoctovo
relativne nenaroc¢ny sposob, ktorym dokédZzeme odhadnut priebeh short-rate z po-
zorovanej ¢asovej Struktury tdrokovych mier pre Iubovolny model uvazovaného typu.

4.5 Aplikacia na readlne data

V zavereCnej Casti prace otestujeme efektivnost navrhnutej metody kalibracie na tr-
hovych datach. Vlastnosti tejto metody najlepSie vyhodnotime porovnanim s inymi
opisanymi postupmi. Vychédzat budeme opét z prace [27|, v ktorej autor pouzil
na kalibraciu dvojfaktorového CIR modelu s nulovou korelaciou dvojfazovi min-max
metodu. Priebeh okamzitej irokovej miery pritom aproximoval hodnotami jednodio-
vych vynosov na medzibankovom trhu Eonia. Optimalizoval teda faktorovy rozklad
s predpokladom, ze sucet jednotlivych zloziek short-rate je vopred znamy. Pozname-
najme, ze ucelova funkcia predstavovala vazend sumu Stvorcov odchylok teoretickych
a pozorovanych vynosov, rovnako ako v nasej praci. Aby bolo porovnanie vysledkov
korektné, budeme pouzivat aj rovnaky siubor vstupnych dat. Casovi Struktiru tro-
kovych mier Euribor a hodnoty Eonia pre vSetky pracovné dni roku 2008 najdeme
na http://www.euribor-ebf. eu.

Odhady parametrov modelu po prevedeni do rizikovo neutralnej miery a opti-
méalne hodnoty ucelovej funkcie podla prace [27] uvadzame v tabulke 4.13. Najvy-
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stvrtrok «; 0; o; optim. hodnota F
1. 14.5073 -3.1078 1.7034
0 -0.00001197 0.00013 3.4456 x 1072
2. 60.5784 10.1841 5.7387
0 0.3814 0.2881 6.0077 x 1072

3. 32.2322  -20.5626 2.5390
28.0731 0.03447 8.3012 5.6862 x 1072

4. 41.4410 15.5655 2.8789
0.05341  -0.08086 0.1034 1.0244 x 107*

Tabul'ka 4.13: Odhady parametrov a optiméalne hodnoty tcelovej funkcie pre realne
data z roku 2008 podla prace [27].

raznejSim nedostatkom tychto vysledkov st nulové hodnoty parametrov oy pre dva
zo $tyroch uvazovanych $tvrtrokov. Zodpovedaji nulovym odhadom parametrov xo
v realnej miere. Nakol'ko parameter s predstavuje rychlost konvergencie prislusného
faktora k jeho priemernej trovni, nulové hodnoty odhadov nie st v stulade s vlast-
nostami mean-reverting procesu.

Vysledky ziskané postupom, ktory sme na kalibraciu dvojfaktorového CIR mo-
delu navrhli v podkapitole 4.2, st zaznamenané v tabulke 4.14. V pripade tretieho
kvartdlu uvadzame vysledok algoritmu bez ohranic¢eni na parametre modelu. Pre os-
tatné Stvrtroky neboli ohranicenia aktivne. V troch zo Styroch realizécii kalibracie
teda odhady parametrov zodpovedaji mean-reverting procesu v rizikovo neutralnej
miere. Hodnoty técelovej funkcie radovo 1072 az 10~® naznacuji, Ze zhoda odhad-
nutych a pozorovanych vynosovych kriviek je velmi dobra. Tuto skuto¢nost ilustruje
obrazok 4.14, na ktorom je znazornené porovnanie odhadnutej a skutoCnej casovej
Struktury urokovych mier pre rovnomerne zvolené dni uvazovaného roka. V niekto-
rych pripadoch nie je odhad kratkodobych vynosov celkom presny. Je to sposobené
volbou vah v tvare w;; = T]~2, ¢o zodpoveda vicsiemu dorazu na presnost vynosovej
krivky pre dlhsSie splatnosti.

stvrtrok o 0; o; optim. hodnota F

1. 0.04066 -0.4343 1.1835

0.1891 -5.2580 12.0768 1.3448 x 107
2. 0.2763 -5.5246 18.1710

0.01386 -0.0002369  0.4957 4.6693 x 1078
3. -0.08639 3.8142 0.07358

0.1933 -3.4212 6.3873 1.5839 x 1078
4. 0.03044 -0.01743 1.1325

0.1879 -5.1296 13.0090 1.3509 x 1078

Tabul'ka 4.14: Odhady parametrov a optimalne hodnoty tcelovej funkcie pre realne
data z roku 2008 podla metody navrhnutej v tejto praci.

Schopnost novonavrhnutej metédy dobre modelovat vynosové krivky pravde-
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Obr. 4.14: Porovnanie realnej a odhadnutej cCasovej Struktary udrokovych mier
pre niekolko dni roku 2008.

podobne vyplyva zo zvoleného pristupu k okamzitej trokovej miere. Odhad short-rate,
ziskany na zaklade casovej Struktiury trokovych mier, je lepSim vstupom do vypoctu
teoretickych vynosov nez pozorované hodnoty jednodnovej tirokovej miery, ktoré mozu
byt ovplyvnené $pekulaciami na finanénych trhoch. Rozdiely odhadnutej short rate
oproti priebehu trokovej miery Eonia, ktora bola v diplomovej praci [27] pouzita
ako aproximacia okamzitej irokovej miery, st zndzornené na obrazkoch 4.15. Odhady
short-rate su obvykle nizSie, nez jednodnova drokova miera. V sérii obrazkov 4.15
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Obr. 4.15: Porovnanie redlnej trokovej miery overnight s odhadnutym priebehom

short-rate a odhad faktorového rozkladu pre jednotlivé kvartily roku 2008.

ilustrujeme aj odhady faktorového rozkladu pre jednotlivé kvartaly.

Aplikiciou na redlne data sme ukazali, Ze navrhnuta aproximacia cien dlhopisov
a metoda kalibracie modelov trokovej miery sa daji pouzivat s uspokojivo presnymi
vysledkami. Za predpokladu, ze okamzita trokova miera v uvazovanom obdobi zod-
povedd modelu typu CKLS, mozeme pomocou algoritmu z podkapitoly 4.3.2 rychlo
a efektivne odhadnut jej priebeh. Tento vysledok je zakladom spravneho ocenenia
Tubovolného z derivatov drokovych mier.



Zaver

V tejto praci sme sa venovali dvojfaktorovym modelom trokovej miery typu CKLS.
Okamzita trokova miera je v takomto modeli vyjadrena ako siucet dvoch (vo vSeobec-
nosti zavislych) zloziek, z ktorych kazda mozeme charakterizovat stochastickou dife-
rencialnou rovnicou. Vo v§eobecnom pripade, ked volatilita procesu zéavisi od velkosti
prislusného faktora, neexistuje v tomto modeli explicitny vzorec pre ceny dlhopisov.
Ako rieSenie tohto problému sme navrhli analytickii aproximac¢niu formulu, odvo-
dent z ceny dlhopisu v dvojfaktorovom Vasickovom modeli s korelovanymi zlozkami.
Ukazali sme, ze chyba logaritmu tejto aproximéacie oproti presnej cene dlhopisu je
radu O(74).

Navrhnuty vzorec pre cenu dlhopisu mozno v praxi pouzit len v pripade, Ze
vieme odhadnut hodnoty faktorového rozkladu a parametrov modelu na zaklade po-
zorovatelnych dat. V druhej ¢asti prace sme sa preto zaoberali kalibraciou CKLS
modelu. Jednym z naSich ciefov bol odhad okamzitej trokovej miery podla rel-
nych vynosovych kriviek. Stotoznenie okamzitej Grokovej miery s jednomesa¢nym
vynosom alebo s overnightom totiz nemusi byt korektné. Ukazali sme, ze dvojfak-
torovy Vasickov model s nulovou korelaciou vieme s vysokou presnostou kalibrovat
rieSenim ststavy linedrnych rovnic. Tento algoritmus sme potom rozsirili pre pouzitie
v zlozitejsich modeloch. Vlastnosti aproximacie sme testovali pomocou CIR modelu,
teda jediného modelu okrem Vagickovho, pre ktory vieme simulovat presné vynosové
krivky. Presvedcili sme sa, 7Ze zhoda teoretickych a pozorovanych vynosovych kriviek
je pri nasom postupe lepSia nez v praci, kde bola okamzita trokova miera aproxi-
mované overnightom.

Algoritmus, ktory sme navrhli pre kalibrdciu CKLS modelu, vSak nedokaze
spravne identifikovat v8etky hladané parametre. Citlivost volatility na hodnoty fak-
torov a koreldciu medzi nimi je potredné odhadnut inym spdsobom. RieSenie tohto
problému predstavuje priestor pre dalsiu vedeckn pracu v tejto oblasti.
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Dodatok A

Numerické metody pri kalibracii
dvojfaktorového Vasickovho modelu

Ako sme ukéazali v Casti 4.1.2, minimalizicia sumy Stvorcov odchylok medzi teore-
tickymi a pozorovanymi vynosmi pri kalibracii dvojfaktorového Vasickovho modelu
s nulovou korelaciou vedie k rieSeniu ststavy linearnych rovnic (4.5). Téato sustava
je velmi zle podmienena a preto nie je jednoduché ju efektivne rieSit. Na tomto
mieste vysvetlime, v ¢om spociva numerickd nestabilita systému a opiSeme metody,
ktoré sme pouzili pri hladani jeho rieSenia. V d'alSom kroku porovname dosiahnuté
vysledky a zvolime pre dalgie vypoc¢ty numericki metodu, ktora je najvhodnejsia.

A.1 Numerické metddy rieSenia stistav linearnych
rovnic

Sustavu linedrnych rovnic Az = b mdZeme rieSit priamymi alebo itera¢nymi meto-
dami. Metoda sa oznacuje za priamu, ak po urc¢itom pocte krokov vedie k presnému
rieSeniu sustavy, pricom neuvazujeme chyby sposobené zaokriuhlovanim. Vystupom
iteracnych metod je oproti tomu postupnost aproximujucich rieSeni, ktora pre pocet
krokov bliziaci sa nekone¢nu konverguje k presnému rieseniu. Vol'ba pristupu zavisi
predovsetkym od vlastnosti matice A. Ak je vic8ina prvkov matice nenulova, su
obvykle najviac efektivne priame metody. V pripade riedkych stustav vSak dokazu
iteracné metody c¢asto lepSie vyuzit §pecidlny tvar matice A. Spolu s menSou ¢asovou
a paméitovou naro¢nostou ich tato schopnost predurcuje na rieSenie velkych ried-
kych systémov (pozri [10]). PouZitiu itera¢nych metod pri rieseni extrémne zle pod-
mienenych siistav sa venuje praca [31], prezentovana na Studentskej vedeckej konfe-
rencii FMFI.

Cislo podmienenosti predstavuje elasticitu rieSenia problému vzhladom k da-
tam. Malé ¢islo podmienenosti znamend, ze vysledok algoritmu nie je prili§ citlivy
na zaokrihlovacie chyby. Ak je elasticita rieSenia velka, hovorime, 7e ststava je zle
podmienend. V tom pripade aj malé chyby v prvych krokoch algoritmu sposobia velké
vychylenie koneéného riesenia. Cislo podmienenosti matice A € C™*" je definované
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ako
-1
K(A) = || AIl[AT],

kde ||.|| je maticova norma. Cislo podmienenosti zavisi od zvolenej normy a pre vietky
matice plati K(A) > 1. Pre singularne matice je ¢islo podmienenosti K(A) = oo.
Podrobnejsie vysvetlenie mozno najst napriklad v [17] alebo [22].

Pri rieSeni sustavy linearnych rovnic Tubovolnou numerickou metédou vznikaju
zaokruhlovacie chyby. Preto vystupom algoritmu nie je presné rieSenie stustavy Az =
b, ale rieSenie x + dx perturbovaného systému

(A4 0A)(x + 6x) = b+ 0b. (A.1)

Veta A.1.1 [22] Nech A € R™" je reguldrna matica a 6A € R™™ spliia [|AY||[|0A]] <
1 pre maticovii normu ||.||. Potom ak x € R™ je rieSenim siustavy Az =bsb e R", b #
0 a 6x € R™ vyhovuje (A.1) pre 6b € R™. Potom

19zl _  K(A) <|!5b|! N HMH)_

o = 1= B ol " Al

Nech ||0A|| = 0. Potom plati:

190]]

L L

K(A) ol = =l —

Ak je matica stustavy dobre podmienena a chyba ””(S—bb”" je mala, potom je maly aj clen

5 U ) ) L . .
H”xx”” a najdené rieSenie bude relativne presné. Pre velké ¢islo podmienenosti K > 0

sa v8ak na vypocitanom rieSeni systému prejavi aj malé vychylenie vektora b.

V pripade extrémne zle podmienenych stistav (experiment v [31] bol realizo-
vany pre matice s ¢islom podmienenosti 10'° az 10?!) vedie pouZitie najznamej-
Sich priamych metod, ako je Gaussova elimina¢nid metoda, metéda LU rozkladu
alebo metdéda QR rozkladu, k vyraznym odchylkam od spravneho rieSenia. Presnej-
Sie vysledky mozno dosiahnut pomocou itera¢nej metody konjugovanych gradientov,
alebo pomocou projek¢énej metody Huanga, ktord patri medzi priame metody.

Na tomto mieste uvadzame stru¢ny prehlad metodd, ktoré sme v praci pouzili.
O efektivnom rieseni stistav linedrnych rovnic roznymi metédami sa mozno dozvediet
viac napriklad v [22]. Na tuvod je potrebné definovat dva zakladné pojmy.

Definicia A.1.2 Symetrickd matica A € R™"™ je kladne definitnd vtedy a len vtedy,
ked (Axz,z) > 0 pre kaZdy vektor x,z # 0,z € R".

Definicia A.1.3 Matica A € R™"™ sa nazyva silne diagondlne dominantnd, ak

n

|am'|> Z |ai,j| i:1,2,"',n.

J=Lj#i
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A.1.1 Gaussova-Seidelova metéda a SOR metdda

Gaussova-Seidelova metoda je prikladom klasickych itera¢nych metod na rieSenie sts-
tavy Ax = b. Prvym krokom je vyjadrit maticu A ako sucet diagonalnej matice D,
hornej trojuholnikovej matice U a dolnej trojuholnikovej matice L:

A=—-L+D-U.
Potom poévodnu ststavu upravime nasledovne:

(-L+D—-U)xz=5b
(D—L)x=Uzx+b
v=(D—-L)"'Was+(D-L)""
x=Cxr+g,

kde itera¢nd matica C'= (D — L)™'U a g = (D — L)~'b. Ked ozna¢ime vektor k-tej
iteracnej aproximécie ako xj, mozeme Gaussovu-Seidelovu itera¢nt schému zapisat
v tvare:

Tpy1 = Cxp +g.

Veta A.1.4 [17] Ak je matica A silne diagondlne dominantnd, potom Gaussova-
Seidelova metdda konverguje pre lubovolny zaciatoényj vektor x.

Veta A.1.5 [22] Ak je matica A symetrickd a kladne definitnd, potom je Gaussova-
Seidelova metdda monotdnne konvergentnd vzhladom na normu ||| .

SOR metoda (the successive over-relaxation method) vznikla modifikiciou Gaus-
sovej-Seidelovej metddy. S ciel om zvysit rychlost konvergencie bol do itera¢nej schémy
zavedeny iteracny parameter w # 0. Pripad w = 1 zodpoveda Gaussovej-Seidelove;j
metode. Povodny linedrny systém mozeme upravit do tvaru:

(—L+D—U)z=1b
w(-L+ D —U)x =wb
(1-w)D+wlU)x +wlx = —wb+ Dz
(1-w)D4+wl)r=—-wb+ (D —wl)x
WU+ (1—-w)D)x+wb= (D —wl)z
r=(D—wLl) N (wU + (1 —w)D)z +w(D —wL)™'b
xr=Czr+g.

Itera¢na schéma ma opat tvar
Tht1 = ka + g,

kde
C=(D—-wL)  wU + (1 -w)D) g=w(D—wL)™"b.
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Tvrdenie A.1.6 (Ostrowski) [22] Ak A je symetrickd a kladne definitnd, potom
SOR metdda konverguje vtedy a len vtedy, ked 0 < w < 2. Navyse, konvergencia je
monotonna vzhladom na ||.| 4.

Ak je matica A silne diagondlne dominantna, potom SOR metoda konverguje pre
O<w<1.

Rychlost konvergencie zavisi od volby relaxatného parametra w. Optimalne
hodnoty w st zname pre viacero Specidlnych pripadov, v tejto préaci sa vSak nimi
nebudeme zaoberat.

A.1.2 Metéda konjugovanych gradientov

Zaklad metody konjugovanych gradientov predstavuje myslienka, Ze pre symetrické
a kladne definitné matice je rieSenie stustavy

Az =0

ekvivaletné minimalizacii kvadratickej funkcie

1
f(x) = §£L‘TA1' — 27D,

pretoze ak st tieto podmienky splnené, funkcia f(x) je rydzokonvexné a jej minimum
je jednoznacCne urcené vztahom

Vi=Ax—b=0.

Hladanie minima f(z) v kazdej iteracii pozostéava z dvoch krokov. Prvym je néjdenie
vhodného smeru pg, v ktorom funkcia f klesa. V druhej faze sa hl'ada lokalne minimum
funkcie f v zvolenom spadovom smere, teda takzvany optimalny krok «y. Itera¢na
schéma ma potom tvar:

Tki1 = Tk + QxPk k=1,2,---n.
Parameter «y, pre optiméalny posun najdeme derivovanim funkcie ¢(«) = f(zr+apy):
¢'(aw) = V f(xx + arpe) "pe = 0.
Po dalsich upravach dostavame

p{m
pprk 7

ap =

kde r, = —V f(xy). Na za¢iatku algoritmu sa prvy smer voli ako p; = = =V f(z1).
V kazdej dalej iteracii vypocitame novy spadovy smer podla vztahu

P41 = Tht1 — Bk,
pricom
(Apk)TTkH

P = (Apr)Tpe
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Takto zabezpecime, ze pre kazdé k > 1 st smery py, po, - - - pr navzajom konjugovane
ortogonalne, teda

(Apz)ijzo v17j:1,,k,l7éj

Podrobnejsie st vlastnosti opisané v [22].

Veta A.1.7 [22] Nech A € R™"™ je symetrickd kladne definitnd matica. Potom
metdda konjugovanijch gradientov pri rieSeni systému Ax = b skonverguje k pres-
nému rieseniu za nanajvys n krokov.

A.1.3 Huangova projekéni metdda

Huangova metoda je vypoctovo stabilné priama metoda na rieSenie systému linearnych
rovnic (pozri [14] a [31]). Uvazujme ststavu

Az = b, (A.2)

taku, ze plati A € R™™ a h(A) = h(A|b) = m < n. Vystupom Huangovej metody je
rieSenie z,, s najmensou moznou hodnotou ||zs|| a projekéna matica H,,. VSeobecné
rieSenie uvazovanej stustavy potom dostaneme ako

x:mm'f_Hmy

pre Tubovolny vektor y € R"™. V naSej praci budeme Huangovu metdédu pouzivat
pre Stvorcové matice. V takom pripade existuje jediné rieSenie x,, systému a teda H,,
je nulova matica.

Ozna¢me i-ty riadok matice A ako a’. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme uvazo-
vat al # 0,Vi. V opa¢nom pripade by sistava bud bola nekonzistentni a nemala
ziadne rieSenie, alebo by sme i-tu rovnicu mohli vynechat bez dopadu na rieSenie
systému.

Sustavu (A.2) zapiSeme v zlozkovom tvare ako
ri(r)=alr—b; =0 1=1,2,---,m.
Huangova metéda v prvom kroku hlada rieSenie
x=x1+ Hyy Vy € R"

pre prvi rovnicu sdstavy
alz =b,.

Najdené z; predstavuje riefenie s najkratsou dlzkou a H; ozna¢uje maticu projekcie
do N} = {x € R"|afz = 0}. Musf platit

by
Ty = a{al ai
2 T
Hl _7_ a1ay
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Dokaz je uvedeny napriklad v [31]. V d'alsom kroku ukdzeme, ako na zéklade riesenia
stustavy ¢ — 1 rovnic vyrieSime systém, ktory vznikne po pridani i-tej rovnice. Nech
xr =ux;1 + H;_ 1y, kde y je TubovoIny vektor z R", je vSeobecnym rieSenim systému

(l{ b1
: xr = : (A.3)
a4y bi—1
a H,; 1 oznacuje projekciu do
ay
Ni_1=<JzeR" : x=0
al_,

Pri pridani rovnice af x = b; k ststave (A.3) sprojektujeme a] do A;_;. Ozna¢me
pi = Hi1a; (A.4)

V pripade p; = 0 bud neexistuje rieSenie povodnej sustavy (A.2), alebo i-tu rovnicu
nemusime pri rieSeni systému uvazovat. Ak p; # 0, v8eobecné rieSenie systému (A.3)
ma tvar

Ty = X1 — Q4. (A.5)

Ak zvolime -
7’1(%) a; vi—1 — b

i: = 5 A.6
N P piai (A.5)

potom z; vyhovuje aj rovnici alz; — b; = 0 a teda je rieSenim systému

CL%1 bl
: r =
al b;
Da sa ukazat, ze
T
H, = H;_, — 2 (A7)
b; a;
je maticou projekcie do
af
Ni={zeR"| : |2z=0
al

Vseobecné riesenie systému (A.3) teda najdeme ako x = x; + H;y, kde y je lubovolny
vektor z R™. Zaklad algoritmu Huangovej projek¢énej metody tvoria vztahy (A.4),
(A.5), (A.6) a (A.7).
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A.2 Kalibracia dvojfaktorového Vasickovho modelu
s nulovou korelaciou pouzitim réznych numer-
ickych met6d

Kalibraciu dvojfaktorového VasSickovho modelu s nulovou korelaciou moézeme zre-
dukovat na linearny optimalizaény problém (4.5) s parametrami 3; a 3. Po vyrieSeni
systému, teda najdeni optimalnych hodnot premennych ay, 0%, as, 03 a faktorového
rozkladu r;,0 =1,...,nary,i =1,...,n, mdzeme zvy$né dva parametre odhadnut
volnou optimalizaciou. Uvazované sustava je vSak extrémne zle podmienena. Na jej
rieSenie preto aplikujeme numerické metody, ktoré boli popisané vyssie.

Kalibraciu modelu testujeme na simulovanych vynosovych krivkach, vygenero-
vanych pre parametre v tabulke 4.4. Taky pristup ndm umoziuje posudit presnost
odhadnutych hodnét. Parametre (3; a 2 dokdzeme identifikovat s presnostou na Styri
desatinné miesta pouzitim beznych metéd. Odhad zvySnych premennych riesenim
stistavy (4.5) vSak nie je trivialny. Cislo podmienenosti v hodnotach 10'¢ indikuje, Ze
musime pouZzit numerické metddy, vhodné pre nestabilné systémy. Poznamenajme,
ze vzhladom na predmet modelovania si naSe néroky na presnost rieSenia velmi
vysoké. Hodnoty faktorového rozkladu okamzitej irokovej miery st v pripade simulo-
vanych dat radu 1072, pricom pre redlne data musime oc¢akavat este niz§ie hodnoty.
Uvazovana ststava zodpoveda nutnym podmienkam optimality pre minimalizaciu
konvexnej funkcie, je teda kladne definitna. Sucasne splfia aj podmienku symetrie,
takze uvazované numerické metody by mali skonvergovat k presnému rieSeniu.

oy o2 s o5
presné hodnoty 0.09541 0.001226 0.0002978 0.0001378
GS 0.1149  0.07616 0.01761 0.009142
SOR 0.05740 -0.02547  0.03167 0.03353
Huang 0.08787 -0.02196 -0.01176  -0.009054
CG 0.07705 0.001226 0.0003500 0.0001380

Tabulka A.1: Parametre dvojfaktorového Vagickovho modelu odhadnuté pouZzitim
jednotlivych numerickych metod (jedna iteracia).

Tabulka A.1 a obrazky A.1 ilustruja vysledky kalibréacie pri pouziti Gaussovej-
Seidelovej metody (oznafenej GS), SOR metody s parametrom w = 0.3, Huangovej
projek¢nej metody a metody konjugovanych gradientov (oznacenej PCG). Pri rieSent
touto metodou pouzijeme funkciu Preconditioned conjugate gradients method - pcg
v programe Matlab. Tato funkcia zabezpecuje urychlenie konvergencie prepodmiene-
nim sustavy - apravou problému do tvaru, ktory je vhodnejsi pre numerické riesenie.

Pri vyhodnocovani dspesnosti jednotlivych metéd si musime vSimat niekol'ko
ukazovatelov. Prvym ukazovatelom je presnost odhadov jednotlivych faktorov a pres-
nost odhadu okazitej irokovej miery ako ich si¢tu. Nutnou podmienkou efektivne;j
kalibracie je presny odhad parametrov «q, o1, as, 05. Potrebujeme tiez dosiahnut ¢o
najlepsiu zhodu povodnej a odhadnutej vynosovej krivky, ¢o zodpoveda minimélne]
hodnote ucelovej funkcie. Ako vidiet na prvom obrazku, kde je znézorneny vyvoj
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Obr. A.1: Porovnanie roznych numerickych metod pri kalibracii 2-faktorového
Vasickovho modelu.

faktora 71, vSetky metoédy odhadni rozklad na faktory pre jednotlivé dni s uréitym
posunom. Najpresnejs$i je odhad faktorového rozkladu metédou SOR. V prudkom
kontraste s tymto vysledkom je odhad parametrov modelu. Pri pouziti SOR metody
rovnako ako Huangovej metody dostavame zaporné hodnoty o, ¢o je nepripustné.
Lepsie vysledky dosiahneme pomocou Gaussovej-Seidelovej metody a metody konju-
govanych gradientov. Metoda konjugovanych gradientov pritom odhadne parametre
s relativne vysokou presnostou. Porovnanie vynosovych kriviek na druhom z dvojice
obrazkov potvrdzuje predchadzajice pozorovanie. Kym vynosy vypocitané pomocou
Gaussovej-Seidelovej a SOR metoédy sa od vygenerovanej casovej struktiry vyrazne
odchylili, vynosova krivka pre metodu konjugovanych gradientov sa s presnou krivkou
na obrazku prekryva.

Metddu konjugovanych gradientov mozeme oznacit za najvyhodnejsiu pre riese-
nie ststavy (4.5) pri kalibracii Vagi¢kovho modelu. Vdaka matlabovskej funkcii peg je
takyto vypocet aj relativne rychly. Preto pri odhadovani faktorového rozkladu a tiez
vSetkych Siestich parametrov pouzivame v praci prave tito metoédu.



