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Abstrakt
Dvojfaktorové modely opisujú okamºitú úrokovú mieru ako funkciu dvoch premen-
ných, ktorých dynamika je charakterizovaná systémom stochastických diferenciál-
nych rovníc. Táto práca je venovaná dvojfaktorovému modelu typu Chan-Karolyi-
Longsta�-Sanders s korelovanými prírastkami Wienerových procesov. Okamºitá úro-
ková miera v tomto modeli zodpovedá sú£tu dvoch mean-reverting procesov s vo-
latilitou úmernou ve©kosti príslu²ného faktora. Takýto model poskytuje �exibilitu
potrebnú na zachytenie vývoja okamºitej úrokovej miery v £ase. Na druhej strane,
ak vyjadríme dynamiku úrokovej miery týmto spôsobom, neexistujú explicitné vzorce
pre následný výpo£et cien dlhopisov a opcií.

Navrhujeme analytickú aproxima£nú formulu pre ceny dlhopisov, odvodenú
na základe ceny v dvojfaktorovom Va²í£kovom modeli s korelovanými zloºkami. V mo-
deloch Va²í£kovho typu sa predpokladá kon²tantná volatilita jednotlivých faktorov.
Dôsledkom je men²ia výpo£tová náro£nos´ a existencia vzorcov pre ceny dlhopisov.
Schopnos´ takéhoto modelu opísa´ reálnu dynamiku úrokovej miery je v²ak obme-
dzená.

Aproxima£ná formula sa získa nahradením kon²tantnej volatility v cene pre Va-
²í£kov model volatilitou citlivou na ve©kos´ faktorov. Odvodíme presnos´ takejto apro-
ximácie a ukáºeme jej vyuºitie v kalibrácii. V prvom kroku navrhneme jednoduchú
metódu kalibrácie dvojfaktorového Va²í£kovho modelu s nulovou koreláciou. Hodnoty
parametrov a faktorov okamºitej úrokovej miery odhadneme pod©a pozorovate©ných
výnosových kriviek. Tento algoritmus neskôr pouºijeme ako základ kalibrácie zloºitej-
²ích modelov. Postup kalibrácie a presnos´ navrhnutej aproximácie testujeme na dá-
tach simulovaných pod©a Coxovho-Ingersollovho-Rossovho modelu, pre ktorý moºno
vypo£íta´ presné ceny dlhopisov. V závere práce aplikujeme metódu na reálne trhové
dáta.

K©ú£ové slová: dvojfaktorový model úrokovej miery, CKLS model, Va²í£kov model,
cena dlhopisu, analytická aproximácia, kalibrácia.
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Abstract
In two-factor models, the short-term interest rate is assumed to be a function of two
factors, whose dynamics is given by a system of stochastic di�erential equations. We
study the two-factor Chan-Karolyi-Longsta�-Sanders-type model with correlated in-
crements of Wiener processes. In this model, the short rate is a sum of two dependent
mean-reverting processes, each with a volatility proportional to the level of the factor
itself. Such a model provides �exibility in capturing the behavior of the short-term
interest rate. However, it does not give rise to closed-form bond and option prices.

We propose an analytical approximation formula for pricing zero-coupon bonds
based on the two-factor Vasicek model with correlated factors. In the Vasicek-type
model, the volatilities of both factors are assumed to be constant. As a result, the
model shows high analytic tractability and closed-form solutions do exist for bond
prices. Nevertheless, the ability to capture the dynamics of the short-term interest
rate is reduced.

The approximative solution is obtained by substituting the volatilities sensitive
to the power of factors for the constant volatilities into the Vasicek price. We derive
the order of accuracy of this approximation and suggest its use in calibration. First
of all, we propose a simple method for calibration of the two-factor Vasicek model with
uncorrelated factors. In this method, both parameters and factors of the short-rate
are estimated using observable yield curves. Next, we use this algorithm as a basis for
calibration of more general models. To test the methodology, we use the simulated
data from the Cox-Ingersoll-Ross model where the exact bond prices can be computed.
Finally, we apply this method to the real market data.

Keywords: two-factor interest rate model, CKLS model, Vasicek model, bond
price, analytical approximation formula, calibration.
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Úvod

Fungovanie �nan£ných trhov je dnes neodmyslite©ne spojené s vyuºitím so�stiko-
vaných matematických modelov a výpo£tových algoritmov. Jednou z k©ú£ových ob-
lastí �nan£nej matematiky je modelovanie úrokových mier. Hodnota úrokovej miery
totiº predstavuje základnú informáciu, nevyhnutnú pre korektné ocenenie ©ubovo©-
ného �nan£ného nástroja.

K©ú£ovou otázkou pri modelovaní úrokových mier je zachytenie dynamiky okam-
ºitej úrokovej miery ako teoretického za£iatku výnosovej krivky. �ím komplexnej²í
model tejto dynamiky zvolíme, tým bohat²ia je mnoºina prípustných tvarov výnoso-
vých kriviek. Takýmto spôsobom moºno docieli´ zhodu teoretických úrokových mier
s hodnotami pozorovanými na trhu. Na druhej strane, zloºitos´ modelu okamºitej
úrokovej miery sa negatívne prejaví pri oce¬ovaní jej derivátov.

V tejto práci sa budeme zaobera´ dvojfaktorovým modelom typu Chan-Karolyi-
Longsta�-Sanders (¤alej CKLS), ktorý bol navrhnutý ako zov²eobecnenie viacerých
modelov svojej triedy. Okamºitú úrokovú mieru charakterizuje ako sú£et dvoch sto-
chastických procesov s volatilitou úmernou ve©kosti príslu²ného faktora. V¤aka tomu
je mimoriadne �exibilný a má predpoklady dobre zachyti´ vývoj úrokovej miery.
Nevýhodou je, ºe pre takýto model neexistuje explicitný vzorec na výpo£et ceny dl-
hopisu ako najbeºnej²ieho derivátu úrokových mier. Na²im cie©om preto je vyrie²i´
dve zásadné otázky. Prvou z nich je ocenenie dlhopisu v CKLS modeli pomocou
vhodnej aproxima£nej formuly. Druhú predstavuje návrh metódy, ktorou na základe
pozorovaných výnosových kriviek odhadneme parametre modelu a hodnoty faktorov
okamºitej úrokovej miery.

Prácu sme rozdelili na ²tyri kapitoly. Prvá £as´ je venovaná stru£nému úvodu
do problematiky modelovania úrokovej miery a oce¬ovania dlhopisov. V druhej od-
vodíme rie²enie parciálnej diferenciálnej rovnice pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom
Va²í£kovom modeli s korelovanými zloºkami. V tretej kapitole navrhneme aproxi-
ma£nú formulu ceny dlhopisu v CKLS modeli v tvare rie²enia pre dvojfaktorový
Va²í£kov model s upravenou volatilitou. Následne odvodíme presnos´ takejto aproxi-
mácie. V závere£nej £asti práce sa zaoberáme kalibráciou CKLS modelu. Ako prvý
krok navrhneme algoritmus kalibrácie pre ²peciálne prípady tohto modelu - Va²í£-
kov a Coxov-Ingersollov-Rossov model, v ktorých je odhad parametrov a faktorového
rozkladu relatívne jednoduchý. Tento postup skúsime pouºi´ ako základ pre kalibrá-
ciu v²eobecného CKLS modelu. Navrhnutú aproxima£nú formulu a metódu kalibrá-
cie testujeme na simulovaných aj reálnych dátach. Presnos´ dosiahnutých výsledkov
porovnávame s inými opísanými metódami.



Kapitola 1

Teória modelovania úrokovej miery
a oce¬ovania dlhopisov

�asová ²truktúra úrokových mier je jedným zo základných predmetov �nan£ného
modelovania. Efektívne modely úrokovej miery sú nevyhnutné pre správne ocenenie
jej derivátov, vyhodnocovanie �nan£ného rizika a tieº nastavenie monetárnej politiky
(pozri [4]).

Korektný model úrokovej miery by mal pod©a [21] zah¯¬a´ jej základné vlast-
nosti: nezápornos´, ohrani£enos´ a tendenciu návratu k rovnováºnej hodnote (mean
reverting proces). K©ú£ové charakteristiky z h©adiska praktického vyuºitia modelu
zdôraz¬uje autor v [23]. Dobrý model musí by´ dostato£ne �exibilný, aby obsiahol
rozmanité situácie, ktoré v praxi môºu nasta´. Od jeho výstupu poºadujeme nielen
dodrºanie v²eobecných vlastností urokovej miery, ale aj £o najlep²iu zhodu s reálnymi
dátami. Pri návrhu modelu treba ¤alej zabezpe£i´, aby vstupné údaje boli dobre pozo-
rovate©né, alebo sa aspo¬ dali vypo£íta´. Tieto vlastnosti by sa pritom nemali spája´
so zvý²ením zloºitosti. Model musí by´ taký jednoduchý, aby £as potrebný na získanie
odhadov bol prijate©ný pre jeho vyuºitie.

Túto kapitolu venujeme vysvetleniu základných pojmov a stru£nému preh©adu
modelov úrokovej miery. Uvedieme hlavné nástroje stochastického kalkulu a jeho
vyuºitie pri oce¬ovaní derivátov úrokových mier.

1.1 Základné pojmy
Teória úrokovej miery je úzko spätá s £asovou hodnotou pe¬azí. Ur£itá pe¬aºná suma
v sú£asnosti má vä£²iu hodnotu, neº moºnos´ disponova´ takou istou sumou v budúc-
nosti. Úroková miera predstavuje v tomto prípade mieru preferencie. Na úvod de�nu-
jeme základné pojmy a zavedieme ozna£enie, ktorého sa budeme v celej práci prid¯ºa´.

Bezkupónový dlhopis je kontrakt, ktorý v £ase maturity T prinesie drºite©ovi
pe¬aºnú hodnotu P (T, T ) = 1. Jeho cenu v £ase t < T ozna£ujeme P (t, T ).
Pre £as do splatnosti (maturity) dlhopisu sa pouºíva ozna£enie τ .

Výnos R(t, T ) je odvodený z ceny dlhopisu. Dlhopis s maturitou T má v £ase t
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výnos R(t, T ) de�novaný vz´ahom

P (t, T ) = e−R(t,T )(T−t), 0 ≤ t < T,

preto môºeme vyjadri´
R(t, T ) = − lnP (t, T )

T − t
.
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Obr. 1.1: Príklad £asovej ²truktúry úrokových mier - Euribor, 1. marec 2011. Zdroj:
http://www.euribor-ebf.eu.

�asová ²truktúra úrokových mier (výnosová krivka) predstavuje závislos´ výnosu
R(t, T ) od doby do splatnosti dlhopisu τ vo �xovanom £asovom bode t.

Okamºitá úroková miera (short-rate) rt je úroková miera pre dlhopis s okamºitou
splatnos´ou. Predstavuje za£iatok výnosovej krivky:

rt = lim
T→t+

R(t, T ) = R(t, t).

Pre korektné ocenenie derivátov úrokovej miery je nevyhnutné vzia´ do úvahy
stochastický charakter jej vývoja v £ase. Preto v nasledujúcej £asti práce predstavu-
jeme základné pojmy a nástroje stochastického kalkulu. Vychádzame z £lánku [16]
a kníh [3] a [29].

De�nícia 1.1.1 Stochastický proces je t-parametrický sýstém náhodných premen-
ných {X(t), t ∈ I}, kde I je interval alebo diskrétna mnoºina indexov.

K©ú£ovým nástrojom pre modelovanie okamºitej úrokovej miery je ²peciálny typ sto-
chastického procesu, nazývaný Wienerov proces. Vo �nan£nej matematike sa rovnako
£asto pouºíva aj jeho zov²eobecnenie - Brownov pohyb.

De�nícia 1.1.2 Brownov pohyb {X(t), t ≥ 0} s parametrami µ ∈ R, σ2 > 0 je
t-parametrický systém náhodných premenných, pri£om
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• v²etky prírastky X(t+∆)−X(t) majú normálne rozdelenie so strednou hodnotou
µ∆ a disperziou σ2∆,

• pre kaºdé delenie t0 = 0 < t1 > t1 < t3 · · · < tn sú prírastky X(t1) −
X(t0), X(t2) − X(t1), . . . , X(tn) − X(tn−1) nezávislé náhodné premenné s pa-
rametrami pod©a predchádzajúceho bodu,

• X(0) = 0 a trajektórie X(t) sú spojité s pravdepodobnos´ou 1.

Brownov pohyb s parametrami µ = 0, σ2 = 1 nazývame Wienerov proces.

Modely okamºitej úrokovej miery majú obvykle tvar stochastickej diferenciálnej rov-
nice

dr(t) = µ(r , t)dt + σ(r , t)dW (t). (1.1)
Pre m-faktorový model je rie²enie r(t) m-rozmerný stochastický proces a dW ozna-
£uje maticu prírastkov Wienerovho procesu s rozmermi m × m. Okamºitá úroková
miera sa de�nuje ako funkcia stochastického procesu r(t). Rovnica (1.1) predstavuje
proces difúzie, nazývaný aj Itóov proces.

Modely okamºitej úrokovej miery slúºia na stanovenie cien jej derivátov - funkcií
úrokovej miery. Ak úrokovú mieru modelujeme stochastickou diferenciálnou rovnicou,
potrebujeme ú£inný nástroj na prácu s funkciami náhodných premenných. Týmto
základným nástrojom stochastickej analýzy je Itóova lema.

Lema 1.1.3 (Itóova lema) Nech f(x, t) je hladká funkcia dvoch premenných, pri£om
premenná x je rie²ením stochastickej diferenciálnej rovnice

dx = µ(x, t)dt + σ(x, t)dw,

kde w je Wienerov proces. Potom prvý diferenciál funkcie f je daný vz´ahom

df =
∂f

∂x
dx +

(
∂f

∂t
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt,

dôsledkom £oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici

df =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt + σ(x, t)

∂f

∂x
dw.

Medzi najjednoduch²ie deriváty úrokovej miery patria popri dlhopisoch aj de-
riváty typu swap, swaption, cap, �oor a opcie na dlhopisy. Pouºívajú sa na zaistenie
proti �uktuáciám úrokovej miery, prípadne naopak na ²pekulácie. Podrobnej²ie sa
derivátom úrokovej miery venujú napríklad [18] a [19].

Swap je výmena toku kon²tantných platieb za tok pohyblivých platieb. Zaväzuje
jednu stranu kontraktu plati´ po dohodnutú dobu �xný úrok z dohodnutej sumy
výmenou za platby plávajúceho úroku od druhého ú£astníka kontraktu.

Swaption predstavuje pre drºite©a právo, nie v²ak povinnos´, vstúpi´ do swapového
kontraktu.
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Cap predstavuje horné ohrani£enie úrokových platieb. Zabezpe£uje drºite©ovi kom-
penzáciu dodato£ných výdavkov v prípade, ºe trhová úroková miera prekra£uje
vopred stanovenú hranicu.

Floor predstavuje dolné ohrani£enie úrokových platieb. Je to opak derivátu typu
cap.

Pri modelovaní úrokových mier sa moºno stretnú´ s rozli£nými prístupmi. Kaºdý
z nich kladie dôraz na inú £as´ informácie o vývoji úrokovej miery. Môºeme hovori´
o dvoch hlavných triedach týchto modelov (pozri [3]).

Rovnováºne modely boli pôvodne odvodené z teoretických predpokladov o sprá-
vaní ekonomických subjektov. Základnou my²lienkou prvých modelov bolo dosiahnu-
tie rovnováhy medzi dopytom po dlhopisoch (a iných �nan£ných derivátoch) a ich
ponukou. Do tejto skupiny patria napríklad Va²í£kov model (navrhnutý v [32]), alebo
Coxov-Ingersollov-Rossov model (uvedený prácou [9]). V neskor²om období vzniklo
viacero modi�kovaných modelov, vychádzajúcich zo ²tatistickej analýzy dát. Jed-
ným z nich je Chanov-Karolyiov-Longsta�ov-Sandersov model, navrhnutý v £lánku
[5] s cie©om porovna´ viacero modelov short-rate. Premostenie medzi týmito rozdiel-
nymi prístupmi predstavuje práca [20]. Dokazuje, ºe predpisy viacerých modelov,
ktoré vznikli na základe ²tatistickej analýzy, moºno odvodi´ aj z rovnováºnej teórie.

Bezarbitráºne modely boli vytvorené v snahe odstráni´ hlavný nedostatok rovno-
váºnych modelov - skuto£nos´, ºe £asto nedokáºu sú£asnú £asovú ²truktúru úrokových
mier modelova´ tak, aby zodpovedala pozorovaným hodnotám. Preto bezarbitráºne
modely vychádzajú z aktuálnej £asovej ²truktúry ako ²tartovacieho bodu. �al²í vývoj
je modelovaný tak, aby bol konzistentný so za£iato£nou £asovou ²truktúrou. Takýto
postup je sprevádzaný vy²²ou zloºitos´ou modelov. Do tejto skupiny patrí napríklad
Hullov a Whiteov bezarbitráºny model, navrhnutý v £lánku [15].

Oce¬ovanie dlhopisov v dvojfaktorových rovnováºnych modeloch úrokových mier je
´aºiskom tejto práce. Budeme sa zaobera´ konkrétnou triedou týchto modelov, ktorú
²peci�kujeme neskôr.

1.2 Jednofaktorové rovnováºne modely úrokovej miery
V jednofaktorových modeloch je vývoj short-rate r vyjadrený v závislosti od jediného
faktora - úrokovej miery samotnej. Jej dynamika je charakterizovaná stochastickou
diferenciálnou rovnicou, ktorá má v²eobecný tvar

dr = µ(r, t)dt + σ(r, t)dw. (1.2)

Deterministický £len µ(r, t)dt predstavuje trend (drift) vo vývoji úrokovej miery.
Funkcia σ(r, t) charakterizuje volatilitu procesu. �ím vä£²ia je hodnota stochastic-
kého £lena σ(r, t)dw, tým vä£²ia je náhodná �uktuácia úrokovej miery okolo trendovej
zloºky.
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Obr. 1.2: Vývoj jednod¬ovej (Eonia) a jednomesa£nej (Euribor m1) úrokovej miery
na medzibankovom trhu v rokoch 2009 a 2010. Zdroj: http://www.euribor-ebf.eu.

Na základe pozorovaní moºno usúdi´, ºe okamºitá úroková miera sa obvykle
vracia k dlhodobej priemernej hodnote (vi¤ jednod¬ová a jednomesa£ná úroková
miera na obrázku 1.2). Táto skuto£nos´ viedla k my²lienke zvoli´ deterministický
£len v tvare µ(r, t) = κ(θ − r), kde κ a θ sú kladné kon²tanty. Stredná hodnota
úrokovej miery je potom rýchlos´ou κ pri´ahovaná k limitnej úrokovej miere θ. Platí
(pozri [29])

dE(rt) = E(drt) = κ
(
θ − E(rt)

)
dt + E

(
σ(r, t)dw

)
= κ

(
θ − E(rt)

)
dt,

teda
E(rt) = θ + (r0 − θ)e−κt,

z £oho následne vyplýva, ºe
lim
t→∞

E(rt) = θ.

Stochastický proces s takýmito vlastnos´ami sa nazýva mean reversion proces.
Od vo©by funkcie volatility σ(r, t) závisia ¤al²ie vlastnosti modelu short-rate.

Jednoduché modely, ktoré sa pouºívajú naj£astej²ie, sú pod©a empirických ²túdií
(napr. [5]) málo efektívne. Dynamiku úrokovej miery moºno presnej²ie zachyti´ so-
�stikovanej²ími modelmi s vä£²ím po£tom parametrov. Pre takéto modely úrokovej
miery je v²ak následné ocenenie jej derivátov zloºitej²ie.

Va²í£kov model [32] je jedným z prvých navrhnutých modelov okamºitej úrokovej
miery. Charakterizuje short-rate ako stochastický proces s kon²tantnou volatilitou σ:

dr = κ(θ − r)dt + σdw, (1.3)
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kde κ, θ, σ > 0. Takto modelované úrokové miery sú normálne rozdelené. Táto
vlastnos´ na jednej strane mimoriadne zjednodu²uje oce¬ovanie derivátov, na strane
druhej v²ak vedie k zrejmému nedostatku modelu: r môºe s kladnou pravdepodob-
nos´ou nadobúda´ aj záporné hodnoty, £o je v rozpore s nezápornos´ou úrokových
mier.

Coxov-Ingersollov-Rossov model [9] (¤alej CIR model) bol pod©a [2] po dlhé
obdobie najpouºívanej²ím modelom short-rate. Relatívna jednoduchos´ ho robí výhod-
ným pre analytické oce¬ovanie �nan£ných derivátov, vo©ba stochastickej zloºky za-
bezpe£uje nezápornos´ úrokových mier. Namiesto kon²tantnej hodnoty je v tomto
prípade pouºitá volatilita úmerná úrovni short-rate. Proces difúzie bol navrhnutý
v tvare

dr = κ(θ − r)dt + σ
√

rdw. (1.4)
Ke¤ sa hodnota r blíºi k nule, zniºuje sa aj volatilita procesu. Ak by r dosiahlo nulovú
hodnotu, stochastický £len procesu by bol nulový a deterministický £len kladný. Úro-
ková miera by preto s istotou opä´ nadobudla kladnú hodnotu. Navy²e, ak je splnená
podmienka 2κθ ≥ σ2, pravdepodobnos´ pre r = 0 je nulová (pozri [12]).

Chanov-Karolyiov-Longsta�ov-Sandersov model [5] (¤alej CKLS model) bol
navrhnutý pre ú£ely porovnania dovtedy známych modelov ako ich zov²eobecnenie.
Dynamika short-rate je charakterizovaná rovnicou

dr = κ(θ − r)dt + σrγdw, (1.5)

kde γ ≥ 0. Pre hodnotu parametra γ = 0 zodpovedá tento zápis Va²í£kovmu modelu,
pre γ = 1/2 CIR modelu. Táto empirická ²túdia ukázala, ºe dva uvedené najznámej²ie
modely nedokáºu dostato£ne efektívne opísa´ vývoj úrokových mier. Dynamike short-
rate viac zodpovedala funkcia volatility, ktorá pruºne reaguje na zmenu ve©kosti r.
Autori dosiahli dobré výsledky pri pouºití modelov, ktoré pripú²´ajú hodnoty γ ≥ 1.
Optimálnu hodnotu γ pre jednofaktorový model odhadli ako 1.5.

Po tomto úvodnom £lánku sa do diskusie o správnom tvare volatility v modeloch
short-rate a o jej citlivosti na hodnoty úrokovej miery zapojili viacerí ¤al²í autori.
�túdia [11] skúma stochastickú dynamiku jednomesa£nej úrokovej miery na medzi-
bankovom trhu v desiatich krajinách. Odhady parametra γ sa pre jednotlivé krajiny
výrazne lí²ia. Dosahujú hodnoty od 0.20 do 1.56.

Z uvedených výsledkov vyplýva, ºe je nevyhnutné sústredi´ sa na modely, ktoré
umoº¬ujú zvoli´ aj γ 6= 0, γ 6= 1/2. Nevýhodou CKLS modelu je skuto£nos´, ºe
pri jeho pouºití neexistujú analytické rie²enia pre ceny derivátov short-rate.

1.3 Ceny dlhopisov v jednofaktorových modeloch úro-
kových mier

Bezkupónový dlhopis je základným derivátom okamºitej úrokovej miery. V tejto £asti
práce sa zameriame na výpo£et ceny dlhopisu v prípade, ºe dynamiku short-rate



Ceny dlhopisov v jednofaktorových modeloch úrokových mier 8

opisujeme jednofaktorovým modelom. Uvaºujme v²eobecný jednofaktorový model

dr = µ(r, t)dt + σ(r, t)dw.

Cena bezkupónového dlhopisu P (r, t, T ) je funkciou maturity T , aktuálneho £asu
t a hodnoty okamºitej úrokovej miery r v tomto £ase. Stru£ne priblíºime odvodenie
parciálnej diferenciálnej rovnice (PDR) pre cenu P , pri£om postupova´ budeme pod©a
[18].

Pod©a Itóovej lemy musí plati´:

dP =

(
∂P

∂t
+ µ

∂P

∂r
+

σ2

2

∂2P

∂r2

)
dt + σ

∂P

∂r
dw.

Ke¤ ozna£íme trend a volatilitu ceny dlhopisu µP (r, t), respektíve σP (r, t), dostaneme
zjednodu²ený zápis:

dP = µPdt + σPdw.

V ¤al²om kroku vytvoríme bezrizikové portfólio. Skon²truujme portfólio z jedného
dlhopisu splatného v £ase T1 v kombinácii s ∆ dlhopismi splatnými v £ase T2. Hodnota
takéhoto portfólia je v kaºdom £ase

π = P (r, t, T1) + ∆P (r, t, T2).

Pre zmenu ceny portfólia dostávame

dπ = dP (r, t, T1) + ∆dP (r, t, T2)

=
(
µP (r, t, T1) + ∆µP (r, t, T2)

)
dt +

(
σP (r, t, T1) + ∆σP (r, t, T2)

)
dw.

Aby sme eliminovali stochastický £len rovnice, musí by´ po£et dlhopisov ∆ zvolený
nasledovne:

∆ = −σP (r, t, T1)

σP (r, t, T2)
.

Takto zostrojené portfólio moºno ozna£i´ ako bezrizikové, lebo zmena jeho hodnoty
je deterministická

dπ =

(
µP (r, t, T1)− σP (r, t, T1)

σP (r, t, T2)
µP (r, t, T2)

)
dt.

Vylú£enie arbitráºnych príleºitostí znamená podmienku dπ = rπdt, pretoºe výnos
z bezrizikového portfólia musí zodpoveda´ bezrizikovej úrokovej miere. V dôsledku
tejto podmienky musí plati´

µP (r, t, T1)− σP (r, t, T1)

σP (r, t, T2)
µP (r, t, T2) = r

(
P (r, t, T1)− σP (r, t, T1)

σP (r, t, T2)
P (r, t, T2)

)
,

£o implikuje rovnos´

µP (r, t, T1)− rP (r, t, T1)

σP (r, t, T1)
=

µP (r, t, T2)− rP (r, t, T2)

σP (r, t, T2)
. (1.6)
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Vz´ah (1.6) musí by´ splnený pre ©ubovo©ne zvolené T1 a T2. Výrazy na jednotlivých
stranách rovnosti teda nemôºu závisie´ od £asu do splatnosti. Funkcia λ(r, t), ktorá
pre ©ubovo©nú hodnotu T sp¨¬a

λ(r, t) =
µP (r, t, T )− rP (r, t, T )

σP (r, t, T )
, (1.7)

sa ozna£uje ako trhová cena rizika. Po dosadení µP a σP do rovnice (1.7) a jednoduchej
úprave dostaneme PDR pre cenu dlhopisu:

∂P

∂t
+

(
µ(r, t)− λ(r, t)σ(r, t)

)∂P

∂r
+

σ2(r, t)

2

∂2P

∂r2
− rP = 0 (1.8)

pre 0 ≤ t < T a r > 0. Z de�nície bezkupónového dlhopisu vyplýva koncová pod-
mienka pre rovnicu (1.8) v tvare:

P (r, T, T ) = 1 pre kaºdé r > 0.

1.3.1 Ceny dlhopisov vo Va²í£kovom a Coxovom-Ingersollovom-
Rossovom modeli

Popularita Va²í£kovho a CIR modelu je spôsobená tým, ºe umoº¬ujú nájs´ analytické
rie²enie pre ceny derivátov úrokových mier. Uvedieme stru£ný postup pre Va²í£kov
model. Odvodenie pre CIR model je podobné, uvádzame preto len výsledok. Celý
postup poskytuje viacero u£ebníc, napríklad [18].

Stochastický proces úrokovej miery je vo Va²í£kovom modeli charakterizovaný
vz´ahom (1.3). Trhová cena rizika je kon²tantná: λ(r, t) = λ. Rovnicu (1.8) potom
moºno prepísa´ do tvaru

−∂P

∂τ
+

(
κ(θ − r)− λσ

)∂P

∂r
+

σ2

2

∂2P

∂r2
− rP = 0, (1.9)

kde P (r, τ) je cena dlhopisu pre príslu²nú short-rate a £as do splatnosti. Sú£asne musí
by´ splnená za£iato£ná podmienka

P (r, 0) = 1 pre kaºdé r > 0. (1.10)

Rie²enie pre cenu dlhopisu h©adáme v tvare

P (r, τ) = A(τ)e−B(τ)r,

z rovnice (1.9) preto po úprave dostávame:

(Ȧ− AḂr) +
σ2

2
B2A− (

κ(θ − r)− λσ
)
AB − rA = 0.

Tento vz´ah je vhodné upravi´ do tvaru
(
−Ȧ +

σ2

2
AB2 − (κθ − λσ)AB

)
+ rA

(
Ḃ + κB − 1

)
= 0.
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Predchádzajúca rovnos´ musí plati´ pre ©ubovo©né r, £o je splnené len ak sú obe
zátvorky identicky nulové. Dostávame tak sústavu diferenciálnych rovníc

−Ȧ +
σ2

2
AB2 − (κθ − λσ)AB = 0

Ḃ + κB − 1 = 0

s po£iato£nými podmienkami A(0) = 1 a B(0) = 0 pod©a (1.10). Rie²enie lineárnej
diferenciálnej rovnice pre B sp¨¬ajúce za£iato£nú podmienku je

B(τ) =
1− e−κτ

κ
. (1.11)

Integrovaním rovnice pre A dostaneme

lnA =

∫
σ2

2
B2 − (κθ − λσ)Bdτ

a nasledovne

lnA(τ) =

[
1

κ
(1− e−κτ )− τ

]
R∞ − σ2

4κ3
(1− e−κτ )2, (1.12)

kde
R∞ = θ − λσ

κ
− σ2

2κ2

je limita £asovej ²truktúry úrokových mier pre τ →∞.
Aj v prípade CIR modelu, kedy uvaºujeme trhovú cenu rizika λ(r, t) = λ

√
r, je

cena dlhopisu P (r, τ) vyjadrená v tvare

P (r, τ) = A(τ)e−B(τ)r. (1.13)

Po zavedení ozna£enia

ψ = κ + λσ, φ =
√

ψ2 + 2σ2 =
√

(κ + λσ)2 + 2σ2

zodpovedajú A(τ) a B(τ) vo vz´ahu (1.13) výrazom:

B(τ) =
2(eφτ − 1)

(ψ + φ)(eφτ − 1) + 2φ
(1.14)

A(τ) =

(
2φe(φ+ψ)τ/2

(ψ + φ)(eφτ − 1) + 2φ

) 2κθ
σ2

. (1.15)

1.3.2 Princíp zmeny miery
Pri zápise dynamiky okamºitej úrokovej miery stochastickou diferenciálnou rovni-
cou si môºeme vybra´ z dvoch základných prístupov. Niekedy je vhodné vyjadrenie
v reálnej pravdepodobnostnej miere, aké sme uvádzali doteraz. V iných prípadoch,
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napríklad pri oce¬ovaní derivátov, je výhodnej²ie pouºi´ zápis v rizikovo neutrál-
nej pravdepodobnostnej miere. Problematika zmeny miery je pomerne náro£ná a jej
vysvetlenie si vyºaduje de�nova´ pojmy podmienenej strednej hodnoty a martingalu.
V teoretickom úvode k tejto diplomovej práci sa obmedzíme len na stru£né objasnenie
zmeny vo vyjadrení dynamiky short-rate. Vychádzame pritom z u£ebnice [19], ktorá
sa týmito otázkami zaoberá podrobnej²ie a ozrejmuje teda aj cestu k výsledkom, ktoré
tu budeme prezentova´.

Dynamiku short-rate v CKLS modeli sme v reálnej pravdepodobnostnej miere
charakterizovali rovnicou

dr(t) = κ(θ − r)dt + σrγ(t)dw(t), (1.16)
£o zodpovedá zápisu

dr(t) = (α + βr)dt + σrγ(t)dw(t), (1.17)
kde α = κθ a β = −κ. Zmenu miery moºno ve©mi zjednodu²ene opísa´ ako prechod
od vychýleného Wienerovho procesu v reálnej miere P k ²tandardnému Wienerovmu
procesu (de�nícia (1.1.2)) v rizikovo neutrálnej miere Q. Pod©a Girsanovovej vety
(pozri opä´ [19]) platí

dw̃(t) = dw(t) + λ(r)dt, resp. dw(t) = dw̃(t)− λ(r)dt,

kde vlnovka ozna£uje zápis v rizikovo neutrálnej miere. Pôvodnú rovnicu (1.17) v miere
P potom môºeme prepísa´ ako

dr(t) =
(
α + βr − λ(r)σrγ(t)

)
dt + σrγ(t)dw̃(t)

v miere Q. Tento vz´ah moºno upravi´ na tvar
dr(t) = (α̃ + β̃r)dt + σrγ(t)dw̃(t),

pri£om závislos´ medzi reálnymi a rizikovo neutrálnymi parametrami je ur£ená trhovou
cenou rizika

λ(r) =
(α− α̃) + (β − β̃)r

σrγ
.

Va²í£kov model je ²peciálnym prípadom v²eobecného zápisu (1.16) pre vo©bu
γ = 0. Okamºitú úrokovú mieru charakterizuje v reálnej miere ako stochastický proces

dr = κ(θ − r)dt + σdw.

Pre kon²tantnú trhovú cenu rizika λ potom v miere Q dostávame
dr = (α̃ + β̃r)dt + σdw̃,

pri£om prevod parametrov vyjadrujú vz´ahy α̃ = κθ − λσ, β̃ = −κ.

CIR modelu zodpovedá rovnica (1.16) pre prípad γ = 1/2, teda stochastický
proces v tvare

dr = κ(θ − r)dt + σ
√

rdw.

Ak uvaºujeme trhovú cenu rizika λ = λ
√

r, zápis má v rizikovo neutrálnej miere tvar
dr = (α̃ + β̃r)dt + σ

√
rdw̃,

kde α̃ = κθ a β̃ = −κ− λσ.

V pokra£ovaní práce kvôli vä£²ej preh©adnosti zjednodu²íme pouºívaný zápis
a vyjadrenie v rizikovo neutrálnej miere nebudeme viac zna£i´ vlnovkou.
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1.3.3 Aproximácia cien dlhopisov v CKLS modeli
CKLS model charakterizuje dynamiku short-rate rovnicou (1.5), £o v bezrizikovej
miere pri vhodnej vo©be trhového rizika zodpovedá zápisu

dr = (α + βr)dt + σrγdw. (1.18)

Pre takýto proces vo v²eobecnosti neexistuje explicitné rie²enie parciálnej diferen-
ciálnej rovnice (1.8) pre ceny dlhopisov (len pre ²peciálnu vo©bu parametra γ = 0
alebo γ = 1/2). Preto boli navrhnuté viaceré aproxima£né formuly, ktoré umoº¬ujú
oceni´ dlhopisy aj v tomto modeli s relatívne vysokou presnos´ou (pozri £lánky [7],
[26] a [24]). Z ná²ho h©adiska je k©ú£ová aproximácia na základe Va²í£kovho modelu
z [24].

V prípade vo©by parametra γ = 0, teda pre Va²í£kov model, existuje explicitné
rie²enie ceny dlhopisu P vas(τ, r), pre ktoré platí

lnP vas(τ, r) =

(
α

β
+

σ2

2β2

)(
1− eβτ

β
+ τ

)
+

σ2

4β3
(1− eβτ )2 +

1− eβτ

β
r. (1.19)

Aproximácia ceny P ap pre v²eobecný prípad (1.18) bola navrhnutá v tvare

lnP ap(τ, r) =

(
α

β
+

σ2r2γ

2β2

)(
1− eβτ

β
+ τ

)
+

σ2r2γ

4β3
(1− eβτ )2 +

1− eβτ

β
r. (1.20)

Táto aproxima£ná formula teda vznikla substitúciou volatility σrγ namiesto kon²-
tantnej volatility σ v cene dlhopisu pod©a Va²í£kovho modelu. Moºno dokáza´, ºe
takto navrhnutá aproximácia má presnos´ ²tvrtého rádu. Ak ozna£íme presnú cenu
dlhopisu P ex, platí

lnP ap(τ, r)− lnP ex(τ, r) = c4(r)τ
4 + o(τ 4) pre τ → 0+. (1.21)

1.4 Dvojfaktorové rovnováºne modely úrokovej miery
V jednofaktorových modeloch je celá £asová ²truktúra úrokových mier jednozna£ne
ur£ená za£iatkom krivky. Jediný stochastický faktor v modeli teda predstavuje sa-
motná okamºitá úroková miera. Takýto prístup má pre svoju jednoduchos´ viacero
výhod, ale neposkytuje dostato£nú �exibilitu na modelovanie skuto£ného správania
úrokových mier.

K rie²eniu tohto nedostatku prispievajú viacfaktorové modely úrokovej miery.
Vychádzajú z predpokladu, ºe jej vývoj môºe závisie´ od nieko©kých stochastic-
kých faktorov. Tým sa výrazne roz²íri mnoºina tvarov výnosových kriviek, ktoré
sme na základe modelov short-rate schopní vygenerova´. Na druhej strane, zloºitos´
takto opísanej dynamiky úrokovej miery sa premietne aj do oce¬ovania jej derivá-
tov. Pre niektoré modely to znamená analyticky náro£nej²í výpo£et ceny dlhopisu,
pre mnohé explicitná formula na ocenenie dlhopisu neexistuje (viac o tejto téme
moºno nájs´ napríklad v [18]).
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Vo v²eobecnom dvojfaktorovom modeli chápeme okamºitú úrokovú mieru r ako
funkciu dvoch stochastických faktorov x, y, ktoré môºu navzájom od seba závisie´.
Tomu zodpovedá zápis:

r = r(x, y)

dx = µx(x, y)dt + σx(x, y)dwx

dy = µy(x, y)dt + σy(x, y)dwy

Cov[dwx, dwy] = ρdt.

V niektorých prípadoch je short-rate modelovaná ako sú£et jednotlivých faktorov,
pri£om ich interpretácia môºe by´ rôzna. Najznámej²ími z tejto skupiny sú dvojfak-
torový Va²í£kov model a dvojfaktorový CIR model. Stochastický proces pre kaºdý
faktor v nich zodpovedá dynamike short-rate v príslu²nom jednofaktorovom modeli
(pozri [29]).

Dvojfaktorový Va²í£kov model charakterizuje dynamiku zloºiek short-rate dvo-
jicou stochastických diferenciálnych rovníc

dr1 = κ1(θ1 − r1)dt + σ1dw1

dr2 = κ2(θ2 − r2)dt + σ2dw2.

Dvojfaktorový CIR model modeluje úrokovú mieru ako sú£et dvoch stochastic-
kých procesov v tvare

dr1 = κ1(θ1 − r1)dt + σ1

√
r1dw1

dr2 = κ2(θ2 − r2)dt + σ2

√
r2dw2.

Konvergen£né modely tvoria samostatnú skupinu v rámci viacfaktorových mo-
delov okamºitej úrokovej miery. Charakterizujú dynamiku úrokovej miery krajiny
so samostatnou menou v závislosti od dynamiky úrokovej miery menovej únie. Kon-
vergen£ný model Corzovej a Schwartza navrhnutý v [8] predpokladá pre domácu rd

a európsku re úrokovú mieru £asový vývoj v tvare

dre = c(d− re)dt + σedwe

drd = (a + b(re − rd))dt + σddwd.

Fongov-Va²í£kov model so stochastickou volatilitou priná²a v práci [13] cel-
kom odli²ný prístup k modelovaniu stochastickej zloºky short-rate. Volatilita okam-
ºitej úrokovej miery má v tomto prípade sama dynamiku stochastického procesu, £o
zodpovedá sústave rovníc

dr = κ1(θ1 − r)dt +
√

ydw1

dy = κ2(θ2 − y)dt + v
√

ydw2.
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Ceny dlhopisov v jednotlivých dvojfaktorových modeloch úrokových mier ne-
budeme na tomto mieste odvodzova´. Uvedieme len explicitné formuly pre Va²í£kov
a CIR model s predpokladom nulovej korelácie medzi faktormi. Postupy ich odvode-
nia sa podobajú výpo£tu ceny dlhopisu v dvojfaktorovom Va²í£kovom modeli s ko-
relovanými zloºkami, ktorý bude obsahom kapitoly 2. Moºno sa s nimi oboznámi´
napríklad v u£ebnici [29]. Ozna£me cenu dlhopisu P (r1, r2, τ). Pre oba modely je
cena dlhopisu sú£inom rie²ení z príslu²ných jednofaktorových modelov:

P (r1, r2, τ) = A1(τ)A2(τ)e−B1(τ)r1−B2(τ)r2 . (1.22)

Vo Va²í£kovom modeli sú funkcie Ai(τ) a Bi(τ) ur£ené vzorcami (1.11) a (1.12).
Pre CIR model Ai(τ) a Bi(τ) taktieº vyhovujú vzorcom (1.14) a (1.15) pre jednofak-
torový model.

Ako dôsledok predchádzajúceho potom platí, ºe £asová ²truktúra úrokových
mier v oboch prípadoch zodpovedá sú£tu výnosov v jednofaktorových modeloch:

R(r1, r2, t, t + τ) = − lnP (r1, r2, τ)

τ
= − lnP1(r1, τ)

τ
− lnP2(r2, τ)

τ
.



Kapitola 2

Dvojfaktorový Va²í£kov model
s korelovanými zloºkami

V nasledujúcej £asti práce odvodíme explicitný vzorec na výpo£et ceny dlhopisu
v dvojfaktorovom Va²í£kovom modeli bez zjednodu²ujúceho predpokladu nulovej ko-
relácie prírastkov Wienerových procesov dw1, dw2 pre jednotlivé faktory. Takýto
model je charakterizovaný sústavou:

r = r1 + r2

dr1 = κ1(θ1 − r1)dt + σ1dw1

dr2 = κ2(θ2 − r2)dt + σ2dw2

Cov[dw1, dw2] = ρdt.

Najprv odvodíme parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu P (r1, r2, t), ktorá
je funkciou faktorov r1, r2 a £asu t. Z viacrozmernej Itóovej lemy (pozri napr. [18])
dostávame:

dP = µdt + σdw1 + σ̃dw2, (2.1)
kde

µ =
∂P

∂t
+ κ1(θ1 − r1)

∂P

∂r1

+ κ2(θ2 − r2)
∂P

∂r2

+
σ2

1

2

∂2P

∂r2
1

+
σ2

2

2

∂2P

∂r2
2

+ ρσ1σ2
∂2P

∂r1∂r2

,

(2.2)

σ = σ1
∂P

∂r1

, σ̃ = σ2
∂P

∂r2

. (2.3)

V ¤al²om kroku zostrojíme bezrizikové portfólio π ako kombináciu troch dlhopisov
so splatnos´ami T1, T2 a T3. Objem jednotlivých aktív v portfóliu ozna£íme ako V1,
V2 a V3. Pre hodnotu portfólia π a jej zmenu v £ase musí potom plati´:

π = P (T1)V1 + P (T2)V2 + P (T3)V3

dπ = dP (T1)V1 + dP (T2)V2 + dP (T3)V3

= (µ(T1)V1 + µ(T2)V2 + µ(T3)V3)dt

+ (σ(T1)V1 + σ(T2)V2 + σ(T3)V3)dw1

+ (σ̃(T1)V1 + σ̃(T2)V2 + σ̃(T3)V3)dw2,
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kde P (Ti) predstavuje cenu dlhopisu so splatnos´ou Ti. Aby bola zabezpe£ená bez-
rizikovos´ tohto portfólia, musia by´ z dynamiky jeho ceny eliminované stochastické
£leny. To moºno dosiahnu´ zvolením správnych mnoºstiev V1, V2 a V3:

σ(T1)V1 + σ(T2)V2 + σ(T3)V3 = 0 (2.4)
σ̃(T1)V1 + σ̃(T2)V2 + σ̃(T3)V3 = 0. (2.5)

Na základe princípu vylú£enia arbitráºe musí plati´:

dπ = rπdt,

teda výnos zo skon²truovaného bezrizikového portfólia musí zodpoveda´ bezrizikovej
úrokovej miere. Ako dôsledok tejto rovnosti a dynamiky ceny portfólia dostávame:

µ(T1)V1 + µ(T2)V2 + µ(T3)V3 = rπ.

Tento vz´ah je výhodné prepísa´ do tvaru:

(µ(T1)− rP (T1))V1 + (µ(T2)− rP (T2))V2 + (µ(T3)− rP (T3))V3 = 0. (2.6)

Sústava lineárnych rovníc (2.4), (2.5), (2.6) má nenulové rie²enie (V1, V2, V3)
T práve

vtedy, ke¤ existujú také λ1(r1, r2, t) a λ2(r1, r2, t), ºe platí:

µ(Tj)− rP (Tj) = λ1σ(Tj) + λ2σ̃(Tj), pre j = 1, 2, 3. (2.7)

Poznamenajme, ºe trhové ceny rizika jednotlivých faktorov λ1 a λ2 nemôºu závisie´
od maturít dlhopisov, nako©ko T1, T2 a T3 boli zvolené ©ubovo©ne.

Ozna£me τ = T − t dobu do maturity dlhopisu. Za predpokladu, ºe trhové
ceny rizika λ1, λ2 sú kon²tanty, dostávame dosadením (2.2) a (2.3) do rovnice (2.7)
parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu:

−∂P

∂τ
+ [κ1(θ1 − r1)− λ1σ1]

∂P

∂r1

+ [κ2(θ2 − r2)− λ2σ2]
∂P

∂r2

+
σ2

1

2

∂2P

∂r2
1

+
σ2

2

2

∂2P

∂r2
2

+ ρσ1σ2
∂2P

∂r1∂r2

− (r1 + r2)P = 0

s po£iato£nou podmienkou P (r1, r2, 0) = 1,∀r1, r2 > 0. Rie²enia h©adáme v sepa-
rovanom tvare

P (r1, r2, τ) = P1(r1, τ)P2(r2, τ),

pri£om z pôvodnej po£iato£nej podmienky dostávame P1(r1, 0) = 1 a P2(r2, 0) = 1.
Rovnicu pre cenu dlhopisu potom môºeme zapísa´ ako:

−∂P1

∂τ
P2 − ∂P2

∂τ
P1 + [κ1(θ1 − r1)− λ1σ1]

∂P1

∂r1

P2 + [κ2(θ2 − r2)− λ2σ2]
∂P2

∂r2

P1

+
σ2

1

2

∂2P1

∂r2
1

P2 +
σ2

2

2

∂2P2

∂r2
2

P1 + ρσ1σ2
∂P1

∂r1

∂P2

∂r2

− (r1 + r2)P1P2 = 0.
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Kaºdú z funkcií Pi h©adáme v tvare Pi = Ai(τ)e−Bi(τ)ri . Pre jednotlivé parciálne
derivácie preto platí:

∂Pi

∂τ
= Ȧie

−Biri − ḂiAie
−Biriri, (2.8)

∂Pi

∂ri

= −AiBie
−Biri , (2.9)

∂2Pi

∂r2
i

= AiB
2
i e
−Biri . (2.10)

Nech A1A2 = A. Po dosadení (2.8), (2.9) a (2.10) do PDR pre cenu dlhopisu a nasle-
dovnej úprave získavame:

−Ȧ + Ḃ1Ar1 + Ḃ2Ar2 − [κ1(θ1 − r1)− λ1σ1]AB1 − [κ2(θ2 − r2)− λ2σ2]AB2

+
σ2

1

2
AB2

1 +
σ2

2

2
AB2

2 + ρσ1σ2AB1B2 − r1A− r2A = 0

Táto rovnos´ musí by´ splnená pre v²etky ri, teda dostávame:

Ȧ = (λ1σ1 − κ1θ1)AB1 + (λ2σ2 − κ2θ2)AB2 +
σ2

1

2
AB2

1 +
σ2

2

2
AB2

2 + ρσ1σ2AB1B2

(2.11)
Ḃ1 = 1− κ1B1 (2.12)
Ḃ2 = 1− κ2B2. (2.13)

Rie²enia lineárnych oby£ajných diferenciálnych rovníc (2.12) a (2.13) pre po£iato£nú
podmienku Bi(0) = 0 majú tvar:

Bi(τ) =
1− e−κiτ

κi

. (2.14)

S vyuºitím podmienky A(0) = 1 z rovnice (2.11) dostávame:

lnA(τ) =

∫ τ

0

(λ1σ1−κ1θ1)B1+(λ2σ2−κ2θ2)B2+
σ2

1

2
B2

1+
σ2

2

2
B2

2+ρσ1σ2B1B2ds. (2.15)

Po dosadení (2.14) a opätovnom vyuºití po£iato£nej podmienky vyjadríme:

lnA(τ) = −τR∞ − σ2
1

4κ3
1

(1− e−κ1τ )2 − σ2
2

4κ3
2

(1− e−κ2τ )2

+ (1− e−κ1τ )
1

κ1

(
R∞1 − ρσ1σ2

κ1κ2

)
+ (1− e−κ2τ )

1

κ2

(
R∞2 − ρσ1σ2

κ1κ2

)

+
ρσ1σ2

κ1κ2

(1− e−(κ1+κ2)τ )

κ1 + κ2

,

kde
R∞i = θi − λiσi

κi

− σ2
i

2κ2
i

, i = 1, 2 R∞ = R∞1 + R∞2 − ρσ1σ2

κ1κ2

.
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Predchádzajúci vz´ah moºno upravi´ na tvar:

lnA = lnÃ1 + lnÃ2 + ρ
σ1σ2

κ1κ2

[
τ − 1

κ1

(1− e−κ1τ )− 1

κ2

(1− e−κ2τ ) +
1− e−(κ1+κ2)τ

κ1 + κ2

]
,

(2.16)
pri£om Ã1 a Ã2 predstavujú zloºku ceny dlhopisu v jednofaktorovom Va²í£kovom
modeli, danú vz´ahom (1.12). Vo v²eobecnosti pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom
Va²í£kovom modeli platí:

lnP vas(r1, r2, τ) = lnA(τ)−B1(τ)r1 −B2(τ)r2, (2.17)

kde A, B1 a B2 sme odvodili vy²²ie.



Kapitola 3

Dvojfaktorový CKLS model
s korelovanými zloºkami

Dvojfaktorový CKLS model je zov²eobecnením dvojfaktorového Va²í£kovho a dvoj-
faktorového CIR modelu. Spája v sebe výhody bohatej mnoºiny prípustných tvarov
výnosových kriviek a citlivosti volatility na hodnoty úrokovej miery. Budeme uvaºova´
najv²eobecnej²í tvar tohto modelu, ktorý umoº¬uje zachyti´ aj koreláciu prírastkov
Wienerových procesov pre jednotlivé zloºky short-rate:

r = r1 + r2

dr1 = (α1 + β1r1)dt + σ1r
γ
1dw1

dr2 = (α2 + β2r2)dt + σ2r
γ
2dw2

Cov[dw1, dw2] = ρdt.

Parciálnu diferenciálnu rovnicu pre cenu dlhopisu P (r1, r2, t) odvodíme rovnakým
postupom, ako bol pouºitý v kapitole 2:

−∂P

∂τ
+ [α1 + β1r1]

∂P

∂r1

+ [α2 + β2r2]
∂P

∂r2

+
σ2

1r
2γ
1

2

∂2P

∂r2
1

+
σ2

2r
2γ
2

2

∂2P

∂r2
2

+ ρσ1σ2(r1r2)
γ ∂2P

∂r1∂r2

− (r1 + r2)P = 0.

(3.1)

V²eobecnos´ CKLS modelu, taká výhodná pre zachytenie skuto£nej dynamiky úro-
kovej miery, sa pri oce¬ovaní jej derivátov stáva výrazným nedostatkom. Uvedená
rovnica pre cenu dlhopisu nemá analytické rie²enie, £o nás núti h©ada´ vhodnú apro-
xima£nú formulu, dostato£ne presnú pre modelovanie výnosových kriviek a sú£asne
praktickú pri kalibrácii.

Pri návrhu vhodnej formuly budeme vychádza´ z aproximácie ceny dlhopisu
v jednofaktorovom CKLS modeli uvedenej v [24], ktorú sme uº spomenuli v pod-
kapitole 1.3.3. Autorka ako aproxima£nú formulu pouºila upravenú cenu dlhopisu
vo Va²í£kovom modeli. Následne ukázala, ºe jej presnos´ je ²tvrtého rádu. Tento
postup teraz zov²eobecníme pre dvojfaktorový model. Aproxima£nú formulu ceny
dlhopisu P ap dvojfaktorovom CKLS modeli navrhneme tak, ºe substituujeme σir

γ
i

namiesto kon²tantnej volatility σi v cene pre dvojfaktorový Va²í£kov model:
lnP ap(τ, r1, r2) = lnAap(τ, r1, r2, )−B1(τ)r1 −B2(τ)r2, (3.2)
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kde

lnAap =

(
τ − 1

β1

(eβ1τ − 1)

)(
α1

β1

+
σ2

1r
2γ
1

2β2
1

)
+

σ2
1r

2γ
1

4β3
1

(1− eβ1τ )2

+

(
τ − 1

β2

(eβ2τ − 1)

)(
α2

β2

+
σ2

2r
2γ
2

2β2
2

)
+

σ2
2r

2γ
2

4β3
2

(1− eβ2τ )2

+
ρσ1σ2(r1r2)

γ

β1β2

(
τ +

1

β1

(1− eβ1τ ) +
1

β2

(1− eβ2τ )− 1− e(β1+β2)τ

β1 + β2

)

Bi(τ) =
eβiτ − 1

βi

, i = 1, 2.

K©ú£ovou vlastnos´ou aproxima£nej formuly je jej presnos´ v porovnaní s exakt-
ným rie²ením. Najjednoduch²í prípad, v ktorom má zmysel uvaºova´ o presnosti na-
vrhnutej aproximácie, je CIR model s nulovou koreláciou, ktorý zodpovedá hodnotám
parametrov γ = 0.5 a ρ = 0. Ako uvádza vz´ah (1.22), pre presnú cenu dlhopisu P ex

v tomto modeli platí lnP ex = lnP1 + lnP2, kde P1 a P2 sú ceny dlhopisov pre jed-
nofaktorový CIR model. Z presnosti aproximácie pre jednofaktorové modely (1.21)
vyplýva, ºe v tomto prípade lnP ap − lnP ex = O(τ 4). Nasledujúca veta ukazuje, ºe
aproximácia má taký istý rád chyby aj vo v²eobecnosti, teda pre ©ubovo©né hodnoty
γ a ρ.

Veta 3.0.1 Nech P ap je aproximujúca a P ex presná cena dlhopisu v CKLS modeli.
Potom pre τ → 0+

lnP ap(τ, r1, r2)− lnP ex(τ, r1, r2) = c4(r1, r2)τ
4 + o(τ 4)

kde

c4(r1, r2) = − 1

24

γ

r2
1r

2
2

[
(2γ − 1)(r4γ

1 r2
2σ

4
1 + r2

1r
4γ
2 σ4

2) + 2γρσ2
1σ

2
2(r1r2)

2γ+1

+ ρ(γ − 1)(r3γ
1 rγ+2

2 σ3
1σ2 + rγ+2

1 r3γ
2 σ1σ

3
2)

+ 2(α2 + β2r2)(ρσ1σ2r
2+γ
1 r1+γ

2 + σ2
2r

2
1r

1+2γ
2 )

+ 2r1r
2
2σ1(α1 + β1r1)

(
r2γ
1 σ1 + ρσ2(r1r2)

γ
)]

.

Dôkaz Presné rie²enie rovnice (3.1) pre cenu dlhopisu v CKLS modeli sme ozna£ili
P ex. De�nujme funkciu f ex(τ, r1, r2) = lnP ex(τ, r1, r2). Potom platí:

∂P ex

∂τ
= P ex ∂f ex

∂τ
,

∂P ex

∂ri

= P ex ∂f ex

∂ri

,

∂2P ex

∂r2
i

= P ex

[(
∂f ex

∂ri

)2

+
∂2f ex

∂r2
i

]
,

∂2P ex

∂r1∂r2

= P ex

[
∂f ex

∂r1

∂f ex

∂r2

+
∂2f ex

∂r1∂r2

]
.



Dvojfaktorový CKLS model s korelovanými zloºkami 21

Parciálna diferenciálna rovnica (3.1) má pre funkciu f ex tvar:

− ∂f ex

∂τ
+ [α1 + β1r1]

∂f ex

∂r1

+ [α2 + β2r2]
∂f ex

∂r2

+
σ2

1r
2γ
1

2

[(
∂f ex

∂ri

)2

+
∂2f ex

∂r2
i

]
+

σ2
2r

2γ
2

2

[(
∂f ex

∂ri

)2

+
∂2f ex

∂r2
i

]

+ ρσ1σ2(r1r2)
γ

[
∂f ex

∂r1

∂f ex

∂r2

+
∂2f ex

∂r1∂r2

]
− (r1 + r2) = 0.

Pre aproximáciu fap(τ, r1, r2) = lnP ap(τ, r1, r2) dostávame z pôvodnej PDR rovnicu
s netriviálnou pravou stranou h(τ, r1, r2):

− ∂fap

∂τ
+ [α1 + β1r1]

∂fap

∂r1

+ [α2 + β2r2]
∂fap

∂r2

+
σ2

1r
2γ
1

2

[(
∂fap

∂ri

)2

+
∂2fap

∂r2
i

]
+

σ2
2r

2γ
2

2

[(
∂fap

∂ri

)2

+
∂2fap

∂r2
i

]

+ ρσ1σ2(r1r2)
γ

[
∂fap

∂r1

∂fap

∂r2

+
∂2fap

∂r1∂r2

]
− (r1 + r2) = h(τ, r1, r2).

V ¤al²om kroku dosadíme do predchádzajúcej rovnice aproximáciu ceny dlhopisu
(3.2) a rozvinieme v²etky £leny do Taylorových rozvojov vzh©adom na τ . Dostávame:

h(τ, r1, r2) = k3(r1, r2)τ
3 + o(τ 3),

kde pre funkciu k3 platí

k3(r1, r2) =
1

6

γ

r2
1r

2
2

(
(2γ − 1)(r4γ

1 r2
2σ

4
1 + r2

1r
4γ
2 σ4

2) + ρ(γ − 1)(r3γ
1 rγ+2

2 σ3
1σ2 + rγ+2

1 r3γ
2 σ1σ

3
2)

+ 2(α2 + β2r2)(ρσ1σ2r
2+γ
1 r1+γ

2 + σ2
2r

2
1r

1+2γ
2 ) + 2γρσ2

1σ
2
2(r1r2)

2γ+1

+ 2r1r
2
2σ1(α1 + β1r1)

(
r2γ
1 σ1 + ρσ2(r1r2)

γ
))

.

Uvaºujme funkciu g(τ, r1, r2) = fap − f ex. Pre jej parciálne derivácie dostávame:
(

∂g

∂ri

)2

=

(
∂fap

∂ri

)2

−
(

∂f ex

∂ri

)2

− 2
∂g

∂ri

∂f ex

∂ri

, i = 1, 2,

∂g

∂r1

∂g

∂r2

=
∂fap

∂r1

∂fap

∂r2

− ∂f ex

∂r1

∂f ex

∂r2

− ∂g

∂r1

∂f ex

∂r2

− ∂f ex

∂r1

∂g

∂r2

.

Preto pre funkciu g platí rovnos´:

−∂g

∂τ
+ [α1 + β1r1]

∂g

∂r1

+ [α2 + β2r2]
∂g

∂r2

+
σ2

1r
2γ
1

2

[(
∂2g

∂r2
1

)2

+
∂2g

∂r1

]

+
σ2

2r
2γ
2

2

[(
∂2g

∂r2
2

)2

+
∂2g

∂r2

]
+ ρσ1σ2(r1r2)

γ

[
∂g

∂r1

∂g

∂r2

+
∂2g

∂r1∂r2

]

=h(τ, r1, r2)− σ2
1r

2γ
1

∂f ex

∂r1

∂g

∂r1

− σ2
2r

2γ
2

∂f ex

∂r2

∂g

∂r2

− ρσ1σ2(r1r2)
γ

[
∂g

∂r1

∂f ex

∂r2

− ∂g

∂r2

∂f ex

∂r1

]
.

(3.3)
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Rozvinutie rie²enia tejto rovnice do Taylorovho rozvoja vzh©adom na τ je tvaru

g(τ, r1, r2) =
∞∑
i=0

ci(r1, r2)τ
i =

∞∑
i=ω

ci(r1, r2)τ
i,

kde cω(r1, r2)τ
ω je prvý nenulový £len radu. Potom ur£ite platí:

∂τg = ωcω(r1, r2)τ
ω−1 + o(τω−1).

Poznamenajme, ºe ω 6= 0. Koe�cient c0 nemôºe by´ prvým nenulovým £lenom rozvoja,
pretoºe predstavuje hodnotu funkcie g v £ase splatnosti dlhopisu. Pre funkciu g platí
g(0, r1, r2) = fap(0, r1, r2) − f ex(0, r1, r2), teda je rozdielom logaritmov dvojice cien
maturujúceho dlhopisu. Presná i aproximujúca cena dlhopisu je v £ase jeho splatnosti
jednotková. Rozdiel logaritmov týchto cien sa preto rovná nule.

Okrem funkcie h(τ, r1, r2) = k3(r1, r2)τ
3 + o(τ 3) sú v²etky £leny v rovnici (3.3)

násobkom aspo¬ jednej z parciálnych derivácií ∂g
∂r1

a ∂g
∂r2

. Tieto parciálne derivácie
sú rádu O(τω). Z tohto dôvodu sú v²etky £leny s výnimkou h(τ, r1, r2) rádu o(τω−1)
pre τ → 0+. Aby bola rovnica (3.3) splnená, musí plati´:

−ωcω(r1, r2)τ
ω−1 = k3(r1, r2)τ

3.

Z tejto rovnice dostávame ω = 4, £o znamená

g(τ, r1, r2) = lnP ap(τ, r1, r2)− lnP ex(τ, r1, r2) = −1

4
k3(r1, r2)τ

4 + o(τ 4).

Dosadením k3(r1, r2) dostaneme tvrdenie vety.

¤

Poznamenajme, ºe zápis vety v tvare rozdielu logaritmov, namiesto samotných cien
dlhopisov, je výhodný z h©adiska výpo£tu relatívnej chyby a rozdielov vo výnosových
krivkách.

Dôsledok 3.0.2 Z vety 3.0.1 vyplýva, ºe

1. relatívna chyba P je daná vz´ahom

P ap(τ, r1, r2)− P ex(τ, r1, r2)

P ex(τ, r1, r2)
= c4(r1, r2)τ

4 + o(τ 4) pre τ → 0+,

2. chybu v £asovej ²truktúre úrokových mier môºeme vyjadri´ ako

Rap(τ, r1, r2)−Rex(τ, r1, r2) = −c4(r1, r2)τ
3 + o(τ 3) pre τ → 0+.
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Dôkaz Pod©a vety 3.0.1 platí lnP ap − lnP ex = c4(r1, r2)τ
4 + o(τ 4). Z toho vyplýva,

ºe
P ap

P ex
= ec4(r1,r2)τ4+o(τ4).

Rozvinutím do Taylorovho radu vzh©adom na τ dostávame:

P ap

P ex
= 1 + c4(r1, r2)τ

4 + o(τ 4) pre τ → 0+.

Potom musí plati´ aj

P ap(τ, r1, r2)− P ex(τ, r1, r2)

P ex(τ, r1, r2)
= c4(r1, r2)τ

4 + o(τ 4) pre τ → 0+.

Druhá poznámka priamo£iaro vyplýva zo vzorca pre výpo£et výnosov R(τ, r) =
−lnP (τ, r)/τ a vety 3.0.1:

Rap(τ, r1, r2)−Rex(τ, r1, r2) = − lnP ap(τ, r1, r2)− lnP ex(τ, r1, r2)

τ
= −c4(r1, r2)τ

3 + o(τ 3) pre τ → 0+.



Kapitola 4

Kalibrácia dvojfaktorových modelov
úrokových mier

Vo©ba modelu okamºitej úrokovej miery zohráva pri výpo£te teoretických výnosov
k©ú£ovú úlohu. Viacfaktorové modely ponúkajú ²ir²iu ²kálu prípustných tvarov výno-
sových kriviek neº jednofaktorové. Na druhej strane, ak chápeme okamºitú úrokovú
mieru ako sú£et viacerých faktorov, výnosová krivka je jednozna£ne ur£ená aº in-
formáciou o rozklade short-rate na jednotlivé zloºky. Priblíºenie teoretických hod-
nôt empirickým dátam si teda £asto vyºaduje nielen pouºitie numerických metód
na oce¬ovanie dlhopisov, ale aj zloºitej²ie postupy pri odhadovaní parametrov mo-
delu.

Kalibrácia modelov okamºitej úrokovej miery môºe by´ zaloºená na minimalizá-
cii odchýlok teoretických výnosov od hodnôt pozorovaných na trhu. Takýto prístup
bol zvolený napríklad v prácach [30] a [27]. Nech Rij ozna£uje výnos pozorovaný v i-ty
de¬ pre maturitu τj a R(τj, r1i, r2i) výnos vypo£ítaný pre príslu²nú dobu do splatnosti
z dvojfaktorového modelu, pri£om r1i a r2i predstavujú rozklad short-rate na faktory
v de¬ i. Váhy ozna£íme wij. V najv²eobecnej²om prípade h©adáme také hodnoty
parametrov modelu α,β,σ, γ, rozkladu na faktory r(.) a korelácie ich prírastkov ρ,
ktoré minimalizujú funkciu

F
(
α, β,σ, γ, r(.), ρ

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
R(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

. (4.1)

Pretoºe rozklad short-rate na faktory je v kaºdý z n dní pozorovaní iný, predstavuje
r(.) maticu 2× n hodnôt. Namiesto presného rie²enia R(τ, r1, r2) musíme v prípade
dvojfaktorového CKLS modelu pouºi´ aproximáciu Rap(τ, r1, r2). Vypo£ítame ju ako
Rap = −lnP ap/τ s pouºitím aproxima£nej formuly (3.2).

Bez oh©adu na pouºívaný model, nie je moºné vypo£íta´ výnosové krivky bez zna-
losti okamºitej úrokovej miery alebo jednotlivých jej zloºiek. Okamºitá úroková miera,
de�novaná ako za£iatok £asovej ²truktúry úrokových mier, je v²ak teoretická veli£ina,
a teda nie je pozorovate©ná. Autori ju niekedy aproximujú reálnymi krátkodobými
výnosmi, napríklad hodnotami overnightu (úroku na jednod¬ovú pôºi£ku) v práci [27]
alebo jednomesa£nými výnosmi v prácach [5] a [11]. Pouºitie jednomesa£ných výnosov
je v²ak v rozpore s významom short-rate ako limity úrokových mier pre nulovú
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splatnos´ a preto ani vypo£ítané výnosové krivky nemôºeme korektne interpreto-
va´. V uvedených prácach tento problém nevznikol, lebo uvaºovali jediný £asový rad
ako aproximáciu short-rate, nie celé výnosové krivky. Nahradenie short-rate hodno-
tami overnightu tieº nie je celkom správne, pretoºe táto jednod¬ová úroková miera
môºe by´ príli² ovplyvnená ²pekuláciami na �nan£ných trhoch. V na²ej práci budeme
k odhadu okamºitej úrokovej miery z pozorovaných výnosov pristupova´ ako k sú£asti
kalibrácie jednotlivých modelov.

Prvú £as´ tejto kapitoly venujeme kalibrácii Va²í£kovho modelu. Ukáºeme, ako
predpoklad kon²tantnej volatility v tomto modeli zjednodu²uje odhad okamºitej úro-
kovej miery a jej faktorového rozkladu. V druhej a tretej £asti budeme pokra£ova´
kalibráciou dvojfaktorového CIR a dvojfaktorového CKLS modelu. Postup kalibrácie
je v oboch prípadoch zaloºený na odhadoch parametrov a faktorov short-rate po-
mocou Va²í£kovho modelu, ktoré sú východiskom pre ¤al²ie úpravy. Pri kalibrácii
CKLS modelu na£rtneme aj problematiku odhadu citlivosti volatility na hodnoty
úrokovej miery a odhadu korelácie prírastkov jednotlivých faktorov. V závere kapi-
toly zhrnieme výsledky kalibrácie na simulovaných výnosových krivkách a následne
aplikujeme navrhnuté metódy na reálne dáta.

4.1 Kalibrácia Va²í£kovho modelu
Jednoduchos´ Va²í£kovho modelu je výhodou nielen pri analytickom oce¬ovaní dl-
hopisov, ale aj pri jeho kalibrácii. Ukáºeme, ako moºno jednoducho odhadnú´ para-
metre a okamºitú úrokovú mieru v prípade jedno- i dvojfaktorového Va²í£kovho mo-
delu pomocou sústav lineárnych rovníc. Tieto odhady sú vhodným východiskovým
bodom pre kalibráciu zloºitej²ích modelov.

4.1.1 Kalibrácia jednofaktorového Va²í£kovho modelu
Jeden z moºných prístupov ku kalibrácii jednofaktorového Va²í£kovho modelu a od-
hadu okamºitej úrokovej miery je opísaný v diplomovej práci [1]. Vstupné dáta v tejto
metóde predstavujú výnosové krivky z ur£itého £asového obdobia. Na za£iatku vý-
po£tu sú zvolené ²tartovacie hodnoty okamºitej úrokovej miery. �al²í postup spo£íva
v opakovaní dvoch krokov. V prvom kroku sa odhadnuté hodnoty short-rate pouºijú
na výpo£et parametrov, ktoré minimalizujú sumu ²tvorcov odchýlok teoretických
a pozorovaných výnosov. V druhom kroku sa potom na základe odhadnutých pa-
rametrov nájdu optimálne hodnoty okamºitej úrokovej miery. Tie v ¤al²ej iterácii
vstupujú do prvej fázy. Testovaním na simulovaných dátach autorka ukázala, ºe
odhadované hodnoty okamºitej úrokovej miery konvergujú k skuto£ným.

Hodnoty short-rate v²ak nie je nutné po£íta´ itera£ne. Cenu bezkupónového
dlhopisu v jednofaktorovom Va²í£kovom modeli moºno zapísa´ v tvare:

lnP (τ, r) = c0(τ)r + c1(τ)α + c2(τ)σ2, (4.2)
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kde

c0 =
1− eβτ

β
, c1 =

1

β

[
1− eβτ

β
+ τ

]
, c2 =

1

2β2

[
1− eβτ

β
+ τ +

(1− eβτ )2

2β

]
.

Minimalizujeme ú£elovú funkciu

F
(
α, β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
R(τj, ri)−Rij

)2

, (4.3)

pri£om teoretický výnos v i-ty de¬ pre j-tu splatnos´ vypo£ítame ako

R(τj, ri) =
−lnP (τj, ri)

τj

pod©a (4.2). Funkcia (4.3) je konvexná nielen vzh©adom na premenné α a σ2, ale v¤aka
predpokladu kon²tantnej volatility aj vzh©adom na hodnoty okamºitej úrokovej miery
ri, i = 1, . . . , n. Ak �xujeme β ako parameter, môºeme optimálne hodnoty v²etkých
ostatných premenných nájs´ derivovaním ú£elovej funkcie. Ke¤ poloºíme derivácie
rovné nule, dostávame sústavu n + 2 lineárnych rovníc, ktorú dokáºeme efektívne
rie²i´. Túto sústavu môºeme zapísa´ v maticovom tvare

[
A B
C D

]
×

[
x
y

]
=

[
u
v

]
. (4.4)

Jednotlivé bloky sú nasledovné:

A =

[ ∑
i,j

wi,j

τ2
j

c2
1

∑
i,j

wi,j

τ2
j

c1c2∑
i,j

wi,j

τ2
j

c1c2

∑
i,j

wi,j

τ2
j

c2
2

]

B = C' =

[ ∑
j

w1,j

τ2
j

c1c0

∑
j

w2,j

τ2
j

c1c0 . . .
∑

j
wn,j

τ2
j

c1c0∑
j

w1,j

τ2
j

c2c0

∑
j

w2,j

τ2
j

c2c0 . . .
∑

j
wn,j

τ2
j

c2c0

]

D =




∑
j

w1,j

τ2
j

c2
0 0 · · · 0

0
∑

j
w2,j

τ2
j

c2
0 · · · 0

... . . . ...
0 0 · · · ∑

j
wn,j

τ2
j

c2
0




x' =
[
α, σ2

]
y' = [r1, r2, · · · , rn] u' =

[
−

∑
i,j

wi,j

τj

Ri,jc1, −
∑
i,j

wi,j

τj

Ri,jc2

]

v' =

[
−

∑
j

w1,j

τj

R1,jc0, −
∑

j

w2,j

τj

R2,jc0, · · · , −
∑

j

wn,j

τj

Rn,jc0

]
.



Kalibrácia Va²í£kovho modelu 27

0 2 4 6 8 10 12
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

splatnost

vy
no

s

Obr. 4.1: Príklady vygenerovaných výnosových kriviek pre zvolené parametre jedno-
faktorového Va²í£kovho modelu.

V¤aka ²peciálnej ²truktúre uvaºovaného lineárneho systému je moºné redukova´ jeho
rozmer. Vyuºívame pri tom skuto£nos´, ºe k bloku D , ktorý je diagonálny, vieme
jednoducho nájs´ inverznú maticu D -1 . Vektor y potom môºeme vyjadri´ ako:

Cx +Dy = v ⇒ y = D -1 (v −Cx ).

Z rovnice Ax +By = u dosadením za y dostávame:

(A−BD -1C )x = u −BD -1v .

Tento systém je rozmeru 2×2. Odstránili sme tak závislos´ medzi po£tom vstupných
pozorovaní a rozmerom rie²enej sústavy. Po nájdení optimálnych hodnôt parametrov
α, σ a faktorového rozkladu pre danú hodnotu β predstavuje odhad parametra β
jednorozmerný optimaliza£ný problém. Vyrie²ime ho pomocou funkcie fminsearch
pre vo©nú optimalizáciu v programe Matlab.

Navrhnutú metódu kalibrácie vyskú²ame na simulovaných výnosových krivkách.
Výhodou simulovaných dát sú známe hodnoty parametrov, ktoré umoº¬ujú spätne

κ θ λ σ
16.2000 0.01700 -0.5294 0.05085

α β σ
0.3023 -16.2000 0.05085

Tabu©ka 4.1: Parametre procesu jednofaktorového Va²í£kovho modelu pouºité na ge-
nerovanie simulovaných dát v reálnej miere a po prevedení do rizikovo neutrálnej
miery.

kontrolova´ presnos´ odhadov. Na generovanie procesu pouºijeme parametre prevzaté
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Obr. 4.2: Porovnanie presného a odhadnutého vývoja short-rate pre jednofaktorový
Va²í£kov model.

z [28]. Tieto parametre boli odhadnuté pre CIR model na základe reálnych dát z roku
2003 ako κ̃ = 16.2, θ̃ = 0.017, λ̃ = −4.06 a σ̃ = 0.39. Aby ich pouºitie pri generovaní
výnosových kriviek pre Va²í£kov model viedlo k rozumným výsledkom, je nevyhnutné
upravi´ volatilitu σ̃. Volatilita vygenerovaného Va²í£kovho procesu musí by´ blízka
volatilite pôvodného CIR procesu (vi¤ predpisy (1.3) a (1.4) v teoretickom úvode).
Úplnú zhodu nevieme dosiahnu´, pretoºe volatilita CIR procesu závisí od hodnoty
okamºitej úrokovej miery, ktorú nepoznáme. Ak úrokovú mieru aproximujeme jej
limitou θ, dostávame prevodný vz´ah σ = σ̃

√
θ. Najlep²iu zhodu výnosových kri-

viek pre oba modely dosiahneme tak, ºe rovnakým spôsobom upravíme aj trhovú
cenu rizika λ = λ̃

√
θ. Hodnoty ostatných parametrov zostanú nezmenené. V²etky

parametre uvádzame v tabu©ke 4.1. Za£iato£ná hodnota okamºitej úrokovej miery
r0 = 0.02. Uvaºujeme denné dáta z doby jedného roka a výnosy pre 12 rôznych splat-
ností: od jedného do dvanás´ mesiacov. Váhy wi,j zvolíme v tvare τ 2

j , rovnako ako
v £lánku [30]. Takto zabezpe£íme lep²iu zhodu odhadovaných a presných výnosov
dlhopisov s dlh²ou splatnos´ou.

Na obrázku 4.2 je zobrazený vygenerovaný priebeh okamºitej úrokovej miery
a jeho odhad z testovanej kalibrácie, na obrázku 4.3 sú odhadnuté výnosy pre rôzne
splatnosti porovnané s presnou výnosovou krivkou. Tabu©ka 4.2 obsahuje odhad-
nuté hodnoty parametrov modelu. V²etky odhady vykazujú vysokú presnos´. Tomu
zodpovedajú aj hodnoty ú£elovej funkcie, zdokumentované v tabu©ke 4.3 pre tisíc
opakovaní kalibrácie na totoºnom súbore parametrov.
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Obr. 4.3: Porovnanie presnej a odhadnutej £asovej ²truktúry úrokových mier pre jed-
nofaktorový Va²í£kov model.

α β σ
0.3023 -16.2000 0.05085

Tabu©ka 4.2: Odhadnuté parametre pre jednofaktorový Va²í£kov model.

Na záver porovnáme efektívnos´ navrhnutej metódy kalibrácie s výsledkami
dosiahnutými v diplomovej práci [1], ktorú sme opísali v úvode tejto £asti. Nako©ko
obe práce vychádzajú zo simulovaných výnosových kriviek pre dvanás´ rôznych splat-
ností a ²tvr´ro£né obdobie, je takéto porovnanie zmysluplné. Poznamenajme, ºe au-
torka v [1] musela zvoli´ kritérium zastavenia optimaliza£ného algoritmu tak, aby
výpo£et nebol extrémne zd¨havý, pretoºe metóda bola výpo£tovo pomerne náro£ná.
Na²la tak odhady parametrov a okamºitej úrokovej miery, ktorým prislúchala hod-
nota ú£elovej funkcie rádovo 10−9. Odhadnuté parametre v²ak v reálnej miere zod-
povedali zápornej hodnote parametra κ, £o je v rozpore s charakterom mean reversion
procesu. Navy²e, v niektorých prípadoch nebolo moºné odhady parametrov kvôli os-
ciláciám vôbec ur£i´. Metóda kalibrácie jednofaktorového Va²í£kovho modelu, ktorú
sme v tejto £asti práce navrhli, je teda nielen rýchlej²ia, ale hlavne presnej²ia, neº
bola predchádzajúca.

maximum minimum priemer ²tandardná odchýlka
1.1033× 10−27 5.4447× 10−35 8.8231× 10−29 1.2402× 10−28

Tabu©ka 4.3: Hodnoty ú£elovej funkcie pre jednofaktorový Va²í£kov model.

4.1.2 Kalibrácia dvojfaktorového Va²í£kovho modelu s nulovou
koreláciou

Dvojfaktorový Va²í£kov model budeme kalibrova´ rovnakou metódou, akú sme v pred-
chádzajúcej £asti navrhli pre jednofaktorový model. V tomto prípade vyjadríme cenu
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dlhopisu ako funkciu £asu do splatnosti a dvojice faktorov úrokovej miery:

lnP (τ, r1, r2) = c01(τ)r1 + c02(τ)r2 + cα
1 (τ)α1 + cα

2 (τ)α2 + cσ
1 (τ)σ2

1 + cσ
2 (τ)σ2

2,

kde

c01 =
1− eβ1τ

β1

, c02
1− eβ2τ

β2

,

cα
1 =

1

β1

[
1− eβ1τ

β1

+ τ

]
, cα

2 =
1

β2

[
1− eβ2τ

β2

+ τ

]
,

cσ
1 =

1

2β2
1

[
1− eβ1τ
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2β1

]
, cσ

2 =
1

2β2
2

[
1− eβ2τ

β2

+ τ +
(1− eβ2τ )2

2β2

]
.

Premenné β1 a β2 znova �xujeme ako parametre. Ke¤ ú£elovú funkciu v tvare (4.1)
zderivujeme pod©a premenných α1, σ2

1, α2, σ2
2, r1i, i = 1, . . . , n a r2i, i = 1, . . . , n,

dostávame sústavu lineárnych rovníc
[
A B
C D

]
×

[
x
y

]
=

[
u
v

]
, (4.5)

kde jednotlivé bloky predstavujú
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Aj v tomto prípade je moºné redukova´ rozmer uvaºovanej sústavy. Matica D je
blokovo diagonálna, preto k nej ©ahko nájdeme inverznú maticu D -1 . Rovnako ako
pre jednofaktorový model potom dostaneme systém

(A-BD -1C )x = u-BD -1v ,

ktorý je rozmeru 4 × 4. Po vyrie²ení tejto lineárnej sústavy pre danú dvojicu pa-
rametrov β1, β2 nájdeme hodnoty β1 a β2 vo©nou minimalizáciou ú£elovej funkcie.

i κi θi λi σi

1 1.8341 0.05148 -0.02843 0.03501
2 0.005212 0.03083 -0.01168 0.01174
i αi βi σi

1 0.09541 -1.8341 0.03501
2 0.0002978 -0.005212 0.01174

Tabu©ka 4.4: Parametre procesov dvojfaktorového Va²í£kovho modelu pouºité na ge-
nerovanie simulovaných dát v reálnej miere a po prevedení do rizikovo neutrálnej
miery.

Navrhnutú metódu kalibrácie opä´ vyskú²ame na simulovaných dátach, pre ktoré
sú známe presné hodnoty parametrov na spätnú kontrolu. Parametre, pouºité na ge-
nerovanie výnosových kriviek pod©a dvojfaktorového Va²í£kovho modelu, uvádzame
v tabu©ke 4.4. Ide o hodnoty navrhnuté pre dvojfaktorový CIR model v práci [6]
s upravenou volatilitou. Vzh©adom na rozdiely v predpisoch stochastických procesov
(1.3) a (1.4) sme rovnako ako v predchádzajúcej £asti pôvodné parametre pre CIR
model σ̃1 a σ̃2 zmenili pre Va²í£kov model na σi = σ̃i

√
θi, i = 1, 2. To znamená,

ºe volatilita Va²í£kovho procesu zodpovedá pôvodnej volatilite CIR procesu pre jed-
notlivé faktory ri rovné príslu²ným limitným hodnotám θi. �o najlep²iu zhodu vý-
nosových kriviek sme zabezpe£ili zmenou trhovej ceny rizika pod©a vz´ahu λi =
λ̃i

√
θi, i = 1, 2. Vychádzame z denných dát zo ²tvr´ro£ného obdobia, pri£om opä´

sledujeme 12 splatností v d¨ºke od jedného do dvanástich mesiacov. Za£iato£né hod-
noty faktorov sme zvolili pod©a parametrov θi ako 0.05 a 0.03. Váhy uvaºujeme znova
v tvare τ 2

j .
Na rozdiel od jednofaktorového modelu, v tomto prípade sústavu (4.5) nie je

jednoduché efektívne rie²i´. Dôvodom je numerická nestabilita. Pre uvaºované dáta
je £íslo podmienenosti blokovej matice rádovo 1016. Tradi£né priame metódy rie²enia
lineárnych systémov pre takto extrémne zle podmienenú sústavu zlyhávajú. Daný
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Obr. 4.4: Porovnanie presného a odhadnutého faktorového rozkladu, okamºitej úro-
kovej miery a výnosovej krivky v dvojfaktorovom Va²í£kovom modeli.

lineárny systém preto budeme rie²i´ metódou konjugovaných gradientov, konkrétne
pomocou funkcie Preconditioned conjugate gradients method (pcg) v programe Mat-
lab. Tento prístup nielen vedie k najpresnej²ím odhadom parametrov modelu a okam-
ºitej úrokovej miery, ale je aj najrýchlej²í. Preh©ad numerických metód, ktorými sme
systém rie²ili a porovnanie výsledkov pre jednotlivé metódy uvádzame v prílohe.

Výsledky kalibrácie ilustruje obrázok 4.4. Odhadnutý faktorový rozklad celkom
nezodpovedá vygenerovaným hodnotám. Priebeh jednotlivých zloºiek je posunutý
o kon²tanty rovnakej hodnoty, no opa£ného znamienka. To znamená, ºe okamºitá úro-
ková miera, ur£ená sú£tom faktorov, je odhadnutá s vysokou presnos´ou. Výnosová
krivka, vypo£ítaná na základe získaných odhadov, zodpovedá £asovej ²truktúre úro-
kových mier, ktorá bola vstupom do algoritmu.

i αi βi σi

1 0.08170 -1.8341 0.03501
2 0.0003369 -0.005212 0.01174

Tabu©ka 4.5: Priemerné hodnoty odhadov jednotlivých parametrov dvojfaktorového
Va²í£kovho modelu.

Po zopakovaní kalibrácie tisíckrát pre rovnaký súbor parametrov môºeme urobi´
²tatistiku výsledkov. Priemerné odhady parametrov uvádzame v tabu©ke 4.5. S vý-
nimkou parametra α1 sme dosiahli odhady s vysokou presnos´ou. Histogramy hodnôt
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Obr. 4.5: Odhady parametrov, dvojfaktorový Va²í£kov model.

odhadnutých parametrov sú znázornené na obrázku 4.5.
Odhadnutý faktorový rozklad je obvykle relatívne nepresný. �asový vývoj kaº-

dého z faktorov je oproti presnému rie²eniu posunutý o kon²tantu. �tatistické uka-
zovatele pre tieto chyby zh¯¬a tabu©ka 4.6. Z tisíc realizovaných experimentov sme

ú£elová funkcia chyba odhadu r vychýlenie ri

maximum 4.6049× 10−18 1.0745× 10−7 0.4245
minimum 5.2606× 10−21 2.4700× 10−9 2.2975× 10−4

priemer 3.3382× 10−19 2.3644× 10−8 0.0281
²t. odchýlka 3.3456× 10−19 1.1098× 10−8 0.0459

medián 2.4173× 10−19 2.2008× 10−8 0.0129

Tabu©ka 4.6: Hodnoty ú£elovej funkcie, chyba odhadu okamºitej úrokovej miery
a charakteristiky vychýlenia faktorového rozkladu pre dvojfaktorový Va²í£kov model.



Kalibrácia Va²í£kovho modelu 34

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

200

400

600

800

koeficient k

po
ce

tn
os

t

Hodnoty úcelovej funkcie k x 10−18

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
0

50

100

150

200

250

300

350

vychýlenie

po
ce

tn
os

t

Vychýlenie faktorového rozkladu (v percentách úrokovej miery)

Obr. 4.6: Vychýlenie faktorového rozkladu (v absolútnej hodnote) a hodnoty ú£elovej
funkcie pre dvojfaktorový Va²í£kov model.

skoro v devä´sto zaznamenali vychýlenie men²ie neº 5 percentuálnych bodov. Na his-
tograme 4.6 sú kvôli lep²ej preh©adnosti znázornené len tieto prípady. Môºeme si
v²imnú´, ºe odhad faktorového rozkladu bol naj£astej²ie vypo£ítaný s chybou 0.5 aº
1.5 percentuálneho bodu.

Sú£et odhadnutých faktorov napriek tomu zodpovedá presnej hodnote okamºitej
úrokovej miery. V tabu©ke 4.6 uvádzame ²tatistiky pre maximálnu odchýlku odhad-
nutej od vygenerovanej short-rate spomedzi n hodnôt uvaºovaných v kaºdom opako-
vaní kalibrácie. Dokumentuje, ºe navrhnutou metódou dokáºeme okamºitú úrokovú
mieru odhadnú´ s presnos´ou 10−8.

Napriek nie celkom presným odhadom parametrov a vychýleniam faktorových
rozkladov poskytuje navrhnutá metóda kalibrácie relatívne spo©ahlivé výsledky. Vý-
nosové krivky, ktoré na ich základe vypo£ítame, sa zhodujú s vygenerovanými krivkami,
predstavujúcimi vstupné dáta. Dokazujú to ve©mi nízke hodnoty minimalizovanej
ú£elovej funkcie. Ich charakteristiky pre tisíc opakovaní kalibrácie uvádza tabu©ka 4.6
a obrázok 4.6.
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4.2 Kalibrácia dvojfaktorového CIR modelu s nulovou
koreláciou

Navrhnutá aproxima£ná formula (3.2) vychádza z exaktnej ceny dlhopisu v dvojfak-
torovom Va²í£kovom modeli, teda pre prípad parametra γ = 0 v modeli CKLS. Exis-
tuje jediný ¤al²í ²peciálny prípad vo©by tohto parametra, v ktorom moºno odvodi´
uzavretú formulu pre ceny dlhopisov - CIR model, zodpovedajúci γ = 0.5 a ρ = 0.
Na²im cie©om je testova´ presnos´ navrhnutej aproximácie pri pouºití v kalibrácii,
preto sa v tejto £asti práce sústredíme práve na CIR model, ktorý nám umoº¬uje
porovna´ aproximujúce s presným rie²ením.

Kalibráciu dvojfaktorového CIR modelu opä´ zaloºíme na minimalizácii ú£elovej
funkcie v tvare (4.1). Aby sme mohli otestova´ navrhnutú aproximáciu, nepouºi-
jeme v ú£elovej funkcii teoretické výnosy vypo£ítané pomocou presného rie²enia PDR
pre cenu dlhopisu. Nahradíme ich výnosmi vypo£ítanými z aproximujúceho rie²enia
tejto rovnice. Ú£elovú funkciu preto zapí²eme ako:

F
(
α,β,σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

. (4.6)

V tomto zápise predstavuje Rij výnos pozorovaný v i-ty de¬ pre maturitu τj. Roz-
klad short-rate na faktory v de¬ i ozna£ujeme r1i a r2i, pre váhy pouºívame ozna£e-
nie wij. Na výpo£et aproximujúcej výnosovej krivky Rap(τ, r1, r2) slúºi vz´ah Rap =
−lnP ap/τ . Cena dlhopisu P ap je ²peciálnym prípadom aproxima£nej formuly (3.2)
pre γ = 1/2. Môºeme ju upravi´ na tvar:

lnP ap(τ, r1, r2) =

= c0(τ, r1, r2) + cα
1 (τ, r1, r2)α1 + cα
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2
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2
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.

Na rozdiel od Va²í£kovho modelu, v CIR modeli je volatilita závislá od hodnôt okam-
ºitej úrokovej miery. Táto skuto£nos´ sa prejaví aj odli²nými vlastnos´ami ú£elovej
funkcie. Aproxima£ná formula lnP ap v tomto prípade nepredstavuje lineárnu funkciu
v²etkých uvaºovaných premenných α1, σ2

1, α2, σ2
2, r1i, i = 1, . . . , n a r2i, i = 1, . . . , n.

V dôsledku toho nie je moºné ur£i´ ich hodnoty derivovaním ú£elovej funkcie (4.6)
a následným rie²ením systému lineárnych rovníc.

Ukáºeme, ºe odhady parametrov a faktorového rozkladu pomocou Va²í£kovho
modelu, ktorým sme sa venovali v predchádzajúcej £asti práce, sú vhodným vý-
chodiskom aj pri kalibrácii CIR modelu. Parametre jednotlivých modelov porovnáme
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na výsledkoch publikovaných v [25]. Sú£as´ou tejto práce je odhad parametrov jed-
nofaktorových modelov pre rôzne zvolené hodnoty γ na reálnych dátach z roku 2007.
Teoretické hodnoty short-rate sú aproximované jednotýºd¬ovou úrokovou mierou Eu-
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Obr. 4.7: Vývoj jednotýºd¬ovej úrokovej miery na európskom medzibankovom trhu
v roku 2007.

ribor (vi¤ obrázok 4.7). V prvom kroku sa odhadne volatilita procesu pomocou Now-
manových gaussovských aproximácií. Rizikovo neutrálny drift procesu je následne
odhadnutý s vyuºitím aproxima£nej formuly pre ceny dlhopisov, navrhnutej v £lánku
[7]. Odhady driftu aj volatility pre hodnoty parametra γ ∈ {0; 0.5; 1; 1.5} uvádzame
v tabu©ke 4.7 a na obrázku 4.8. Rozdiel driftu procesov α + βr pre Va²í£kov a CIR

γ α β σ
0 0.0162 -0.3781 0.0341
0.5 0.0164 -0.3959 0.1638
1 0.0182 -0.4552 0.7877
1.5 0.0231 -0.5918 3.7931

Tabu©ka 4.7: Odhady parametrov pre viacero modelov short rate pod©a práce [25].

model je relatívne malý. Z tohto dôvodu moºno o£akáva´, ºe hodnoty parametrov
α1, β1, α2, β2, odhadnuté pod©a dvojfaktorového Va²í£kovho modelu, budú ve©mi
dobrým ²tartovacím bodom pre kalibráciu dvojfaktorového CIR modelu. Odhady
parametra σ pre jednotlivé modely sa lí²ia výraznej²ie. Na obrázku 4.8 vidno rozdielne
krivky volatility σrγ. Pripome¬me si rozdiely v predpisoch stochastických procesov
(1.3) a (1.4). Kým vo Va²í£kovom modeli zodpovedá volatilita kon²tante σv, v CIR
modeli je vyjadrená ako σc

√
r. Pre zjednodu²enie budeme predpoklada´, ºe okaºitá

úroková miera dosiahla rovnováºny stav a jej priebeh v £ase predstavuje �uktuácie
okolo rovnováºnej hodnoty. V tom prípade môºeme parameter σc odhadnú´ pomocou
parametra σv, získaného kalibráciou Va²í£kovho modelu, ako σv/

√
r, kde r ozna£uje

priemer odhadu okamºitej úrokovej miery. Priemerná hodnota short rate, uvaºovanej
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Obr. 4.8: Drift a volatilita stochastických procesov pre rôzne modely short-rate pod©a
práce [25].

v práci [25], je 0.0396. Pod©a hodnoty σv v tabu©ke 4.7 platí σv/
√

r = 0.1714, £o pri-
bliºne zodpovedá odhadu σc = 0.1638. Ako vidno na gra�ckom znázornení, volatility
jednotlivých modelov v závislosti od r sa skuto£ne pretínajú blízko hodnoty 0.04.

Pri kalibrácii dvojfaktorového CIR modelu s nulovou koreláciou porovnáme
dva navzájom ve©mi podobné postupy. Nazveme ich Algoritmus A a Algoritmus B.
V oboch prípadoch sú vstupom do algoritmu výnosové krivky pre CIR model, vygene-
rované pre zvolený súbor parametrov. V na²ej práci prevezmeme parametre z £lánku
[6], ktoré uvádzame v tabu©ke 4.8.

i κi θi λi σi

1 1.8341 0.05148 -0.1253 0.1543
2 0.005212 0.03083 -0.06650 0.06689
i αi βi σi

1 0.09442 -1.8148 0.1543
2 0.00016069 -0.0007638 0.06689

Tabu©ka 4.8: Parametre CIR procesov pouºité na generovanie simulovaných dát v reál-
nej miere [6] a po prevedení do bezrizikovej miery.

V prvej fáze kalibrácie odhadujeme faktorový rozklad okamºitej úrokovej miery
rv
1 , rv

2 a parametre dvojfaktorového Va²í£kovho modelu α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 tak,
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aby výnosové krivky pod©a Va²í£kovho modelu £o najlep²ie vystihovali zadanú £asovú
²truktúru úrokových mier. Ako ilustruje obrázok 4.9, takto získaný odhad faktorov
je relatívne presný. Vývoj odhadnutej okamºitej úrokovej miery sa skoro zhoduje
s vygenerovanými hodnotami. Nájdené faktory a parametre α1, β1, α2, β2 spolo£ne
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Obr. 4.9: Porovnanie presného a odhadnutého faktorového rozkladu, okamºitej úro-
kovej miery a výnosovej krivky, generovaných pod©a CIR modelu, pri kalibrácii dvoj-
faktorového Va²í£kovho modelu.

s upravenými parametrami σc
1 = σv

1/
√

r1, σc
2 = σv

2/
√

r2 vstupujú do druhej fázy
kalibrácie.

V Algoritme A pokladáme presnos´ nájdeného faktorového rozkladu za posta£u-
júcu a pokra£ujeme h©adaním optimálnych hodnôt ²estice parametrov α1, β1, σ1, α2,
β2, σ2 CIR modelu. Tento problém rie²ime viazanou minimalizáciou ú£elovej funkcie
(4.6):

min
α,β,σ

F
(
α,β,σ, r(.)

)
za podmienok:

α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≤ 0, σ1, σ2 ≥ 0.

Odhady parametrov z prvej fázy predstavujú ²tartovací bod optimalizácie. Ohrani£e-
nia pre jednotlivé parametre sme zvolili tak, aby £o najlep²ie zodpovedali vlastnostiam
úrokovej miery. Pri odhadovaní volatility σ1, σ2 sú záporné hodnoty neprípustné.
Ohrani£enia pre αi a βi zabezpe£ujú short-rate charakter mean reversion procesu
aj v rizikovo neutrálnej miere. Sú v súlade s odhadmi parametrov na základe reálnych
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dát, ktoré sme prevzali z [6]. Parametre αi a βi vo v²eobecnosti nemusia ma´ uvedené
znamienka, pretoºe v rizikovo neutrálnej miere proces nemusí nevyhnutne by´ mean-
reverting. V prípade, ºe ich majú, takto stanovené podmienky pomôºu nájs´ správne
odhady. Ke¤ sme do formulácie optimaliza£nej úlohy tieto ohrani£enia nezahrnuli,
výsledky boli niekedy výrazne vychýlené. Ak by pri aplikácii na reálne dáta niektoré
z ohrani£ení bolo v optimálnom rie²ení aktívne (pri kalibrácii na simulovaných dátach
taká situácia nenastala), odhadneme parametre modelu vo©nou minimalizáciou.

Algoritmus B obsahuje oproti predchádzajúcemu postupu jeden medzikrok na-
vy²e. Druhá £as´ kalibrácie za£ína h©adaním optimálneho faktorového rozkladu pre
hodnoty parametrov vstupujúce z prvej fázy. Teoretický výnos závisí vºdy iba od fak-
torového rozkladu v príslu²nom dni, preto je moºné odhadova´ zloºky short-rate
pre kaºdý de¬ osobitne:

min
r(.)

F
(
α,β,σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

min
r(i)

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

.

Dostávame tak n-ticu úloh dvojrozmernej optimalizácie, ktoré vieme efektívne rie²i´.
Po upravení faktorového rozkladu pokra£ujeme opä´ odhadom parametrov modelu
pomocou viazanej minimalizácie ú£elovej funkcie.

Algoritmus kalibrácie (typ A)
Vstupy

• vektor splatností τ d¨ºky m

• trhové výnosy Ri,j, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m z n dní a pre m
splatností

Kalibrácia pod©a Va²í£kovho modelu
• minimalizujeme funkciu

F v
(
α,β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rv(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

,

kde Rv(τj, r1i, r2i) ozna£uje cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli, po-
stupom navrhnutým v £asti (4.1.2)

• výstupom sú odhady parametrov α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu rv

1 a rv
2

Kalibrácia CIR modelu
• odhady parametrov α1, β1, σ1, α2, β2, σ2 vpo£ítame rie²ením optima-

liza£nej úlohy
min

α,β,σ
F

(
α,β, σ, r(.)

)
za podmienok:

α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≤ 0, σ1, σ2 ≥ 0
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Algoritmus kalibrácie (typ B)

Vstupy
• vektor splatností τ d¨ºky m

• trhové výnosy Ri,j, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m z n dní a pre m
splatností

Kalibrácia pod©a Va²í£kovho modelu
• minimalizujeme funkciu

F v
(
α,β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rv(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

,

kde Rv(τj, r1i, r2i) ozna£uje cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli, po-
stupom navrhnutým v £asti (4.1.2)

• výstupom sú odhady parametrov α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu rv

1 a rv
2

Kalibrácia CIR modelu
• h©adáme optimálny faktorový rozklad r1, r2 pre parametre α1, β1,

σc
1 = σv

1/
√

r1, α2, β2, σc
2 = σv

2/
√

r2 minimalizáciou ú£elovej funkcie
(4.6):

min
r(.)

F
(
α,β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

min
r(i)

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

.

• odhady parametrov α1, β1, σ1, α2, β2, σ2 dopo£ítame rie²ením opti-
maliza£nej úlohy

min
α,β,σ

F
(
α,β, σ, r(.)

)
za podmienok:

α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≤ 0, σ1, σ2 ≥ 0

A i αi βi σi

1 0.07405 -1.8151 0.1735
2 0.0003528 -0.005418 0.05536

B i αi βi σi

1 0.07405 -1.8151 0.1735
2 0.0003528 -0.005418 0.05536

Tabu©ka 4.9: Priemerné hodnoty odhadov parametrov dvojfaktorového CIR modelu
pre algoritmy A a B.

Opísané metódy realizujeme tisíckrát, obe na totoºnom súbore vstupných dát.
Rovnako ako pri kalibrácii Va²í£kovho modelu, aj teraz pouºívame denné dáta zo ²tvr´-
ro£ného obdobia pre 12 splatností: od jedného mesiaca do jedného roka. Za£iato£né
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A ú£elová funkcia chyba odhadu r vychýlenie ri

maximum 5.3876× 10−10 7.4933× 10−6 0.0434
minimum 2.2954× 10−12 9.3422× 10−7 1.2618× 10−4

priemer 2.8233× 10−11 2.7511× 10−6 0.0117
²t. odchýlka 3.6546× 10−11 9.3339× 10−7 0.0051

medián 1.6830× 10−11 2.7511× 10−6 0.0112

B ú£elová funkcia chyba odhadu r vychýlenie ri

maximum 3.3643× 10−9 7.4933× 10−6 0.0434
minimum 2.8965× 10−15 9.3422× 10−7 1.2618× 10−4

priemer 9.4257× 10−12 2.7511× 10−6 0.0117
²t. odchýlka 1.2412× 10−10 9.3339× 10−7 0.0051

medián 2.8146× 10−14 2.7511× 10−6 0.0112

Tabu©ka 4.10: Porovnanie vlastností odhadov pre algoritmy A a B pri kalibrácii dvoj-
faktorového CIR modelu.
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Obr. 4.10: Vychýlenie faktorového rozkladu a hodnoty ú£elovej funkcie pre dvojfak-
torový CIR model.

hodnoty faktorov sme zvolili ako 0.05 a 0.03, váhy v tvare τ 2
j . Priemerné hodnoty

odhadov parametrov modelu uvádzame v tabu©ke 4.9.
Tabu©ka 4.10 obsahuje ²tatistické vyhodnotenie dosahovaných výsledkov. Rozdiel

medzi výsledkami algoritmov v hodnotách parametrov aj faktorového rozkladu je ob-
vykle rádu 10−8 aº 10−6. Takéto drobné odchýlky sa na vä£²ine ukazovate©ov nepre-
javia. Na druhej strane, hoci je zmena faktorového rozkladu realizovaná v Algoritme B
minimálna, posta£uje na výrazné zníºenie hodnôt ú£elovej funkcie. Hodnota mediánu
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v tomto prípade klesla o tri rády. Z tohto dôvodu môºeme Algoritmus B vyhodnoti´
ako efektívnej²í a navrhnú´ ho ako vhodnú metódu pri kalibrácii dvojfaktorového CIR
modelu.

Na záver tejto £asti zhrnieme výsledky, ktoré sme pouºitím tohto spôsobu kali-
brácie dosiahli. Prvý z dvojice obrázkov 4.10 ilustruje vychýlenie odhadu faktorového
rozkladu oproti skuto£ným hodnotám zloºiek short-rate. Ako dokazujú aj ²tatis-
tiky v tabu©ke 4.10, posunutie faktorového rozkladu je men²ie, neº sme zaznamenali
pri kalibrácii dvojfaktorového Va²í£kovho modelu. Druhý z obrázkov dokumentuje
dosiahnuté hodnoty ú£elovej funkcie. Z tisíc realizovaných experimentov bola v 983
prípadoch hodnota ú£elovej funkcie men²ia neº 10−12. Histogram pre vä£²iu preh©ad-
nos´ zobrazuje len tieto realizácie.
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Obr. 4.11: Odhady parametrov, dvojfaktorový CIR model.

Obrázok 4.11 dop¨¬a informácie v £asti B tabu©ky 4.9 o histogramy odhadov
jednotlivých parametrov. Hodnoty parametrov modelu a okamºitej úrokovej miery sú
odhadnuté s men²ou presnos´ou, neº sme dosiahli pri kalibrácii Va²í£kovho modelu.
Tomu zodpovedajú aj ²tatistiky ú£elovej funkcie. Zatia©£o v predchádzajúcom prípade
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bol medián funk£ných hodnôt rádu 10−19, pre CIR model má hodnotu rádovo 10−14.
Stále v²ak ide o nízku hodnotu.

Efektívnos´ navrhnutej metódy moºno vyhodnoti´ len porovnaním s inými spô-
sobmi kalibrácie dvojfaktorového CIR modelu. Jedným z nich je roz²írená dvojfá-
zová min-max metóda, ktorej sa zaoberá diplomová práca [27] z roku 2009. Autor
v nej pri minimalizácii ú£elovej funkcie pouºil techniku simulovaného ºíhania, ktorá
je zna£ne výpo£tovo náro£ná. Výrazným rozdielom medzi porovnávanými spôsobmi
kalibrácie je prístup k hodnotám okamºitej úrokovej miery. V na²om prípade sme
odhadovali r1 a r2 bez toho, aby sme poznali ich sú£et. Oproti tomu v [27] autor
tento sú£et pokladal za známy. Pre totoºný súbor parametrov, na akom sme testo-
vali algoritmy v tejto kapitole, dosiahol hodnotu ú£elovej funkcie rádovo 10−8. Na-
vy²e, znamienka odhadov v niektorých prípadoch nezodpovedali vlastnostiam mean-
reversion procesu v reálnej miere, hoci presné parametre tieto vlastnosti mali. Môºeme
teda uzavrie´, ºe odhad parametrov dvojfaktorového CIR modelu metódou pouºitou
v na²ej práci má relatívne vysokú presno´ pri nízkej výpo£tovej zloºitosti. Ukázali sme
tak, ºe aproxima£ná formula navrhnutá v kapitole 3 je vhodná na pouºitie v kalibrácii.

4.3 Kalibrácia CKLS modelu
Cie©om tejto £asti práce je navrhnú´ postup kalibrácie dvojfaktorového CKLS mo-
delu s vyuºitím aproximácie, ktorú sme opísali v kapitole 3. Na úvod na£rtneme,
akú metódu kalibrácie pouºíva autorka £lánku [24] pri testovaní aproximácie v jed-
nofaktorovom modeli. Túto metódu v²ak nie je moºné roz²íri´ na viac faktorov.
V ¤al²om kroku preto uvádzame postup kalibrácie, ktorý je zov²eobecnením algo-
ritmu pre dvojfaktorový CIR model s nulovou koreláciou z predchádzajúcej £asti.
Ukáºeme, ºe pri odhadovaní vybraných parametrov modelu nie je vhodné pouºi´
analytické metódy. Algoritmu kalibrácie by preto mala predchádza´ ekonometrická
analýza £asových radov úrokových mier.

4.3.1 Kalibrácia jednofaktorového CKLS modelu
Kalibrácia jednofaktorového CKLS modelu v £lánku [24] je zaloºená na minimalizácii
odchýlok teoretických a pozorovaných výnosových kriviek. Ú£elová funkcia má tvar

F (α, β, σ, γ) =
1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

(
Rap(τj, ri)−Rij

)2

, (4.7)

kde Rij opä´ predstavuje pozorovaný výnos, Rap(τj, ri) teoretický výnos vypo£ítaný
pomocou aproxima£nej formuly (1.20) a ri ozna£uje okamºitú úrokovú mieru v i-
ty de¬. Hoci je short-rate teoretická veli£ina, v tomto prípade je stotoºnená s po-
zorovanou hodnotou over-nightu. Takýto prístup vedie k zjednodu²eniu kalibrácie.
Aproxima£ná formula lnP ap má pre jednofaktorový model tvar

lnP ap(τ, r) =

(
α

β
+

σ2r2γ

2β2

)(
1− eβτ

β
+ τ

)
+

σ2r2γ

4β3
(1− eβτ )2 +

1− eβτ

β
r
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a dá sa zapísa´ ako lineárna funkcia parametrov α a σ2:

lnP ap(τ, r) = c0(τ, r) + c1(τ, r)α + c2(τ, r)σ
2,

kde

c0 =
1− eβτ

β
r, c1 =

1

β

[
1− eβτ

β
+ τ

]
, c2 =

r2γ

2β2

[
1− eβτ

β
+ τ +

(1− eβτ )2

2β

]
.

Ke¤ derivácie konvexnej funkcie (4.7) pod©a premenných α a σ2 poloºíme rovné
nule, dostaneme sústavu dvoch lineárnych rovníc. Pre ©ubovo©né pevné γ a para-
meter β z nich môºeme vyjadri´ optimálne α a σ2. Minimalizáciou sumy ²tvorcov
odchýlok teoretických výnosov od pozorovaných potom moºno získa´ optimálnu hod-
notu parametra β. Porovnaním hodnôt ú£elovej funkcie pre rôzne �xné hodnoty γ sa
dá ur£i´ posledný parameter modelu.

Tento spôsob kalibrácie nemôºeme priamo£iaro zov²eobecni´ pre viacfaktorové
modely. Jednotlivé zloºky short-rate nie sú pozorovate©né a musia by´ odhadnuté
spolu s ostatnými parametrami modelu. Navy²e, vzh©adom na zachovanie charak-
teru short-rate ako limity £asovej ²truktúry úrokových mier, je vhodné vyhnú´ sa jej
aproximácii krátkodobými výnosmi.

4.3.2 Kalibrácia dvojfaktorového CKLS modelu so známymi
parametrami γ a ρ

Pri kalibrácii dvojfaktorového CKLS modelu minimalizujeme ú£elovú funkciu

F
(
α,β,σ, r(.), γ, ρ

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

, (4.8)

kde Rap(τj, r1i, r2i) predstavuje teoretický výnos v i-ty de¬ pre j-tu splatnos´, vypo£í-
taný pomocou aproxima£nej formuly (3.2). Túto formulu môºeme zapísa´ v tvare

lnP ap(τ, r1, r2) =c0(τ, r1, r2) + cα
1 (τ, r1, r2)α1 + cα

2 (τ, r1, r2)α2

+ cσ
1 (τ, r1, r2)σ

2
1 + cσ

2 (τ, r1, r2)σ
2
2 + cρ(τ, r1, r2)ρσ1σ2,

kde

c0 =
1− eβ1τ

β1

r1 +
1− eβ2τ

β2

r2,

cα
1 =

1

β1

[
1− eβ1τ

β1

+ τ

]
, cα

2 =
1

β2

[
1− eβ2τ

β2

+ τ

]
,

cσ
1 =

r2γ
1

2β2
1

[
1− eβ1τ

β1

+ τ +
(1− eβ1τ )2

2β1

]
, cσ

2 =
r2γ
2

2β2
2

[
1− eβ2τ

β2

+ τ +
(1− eβ2τ )2

2β2

]
,

cρ =
(r1r2)

γ

β1β2

[
τ +

1

β1

(1− eβ1τ ) +
1

β2

(1− eβ2τ )− 1− e(β1+β2)τ

β1 + β2

]
.
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V tejto £asti práce navrhneme algoritmus, vhodný na kalibráciu takéhoto modelu
úrokovej miery v prípade, ºe hodnoty parametrov γ a ρ sú vopred známe. H©adaniu
optimálneho tvaru volatility a korelácie medzi zloºkami short-rate sa budeme veno-
va´ v nasledujúcej podkapitole. Pripome¬me, ºe v £astiach 4.1.2 a 4.2 sa zaoberáme
²peciálnymi prípadmi CKLS modelu pre hodnoty parametrov γ = 0, resp. γ = 0.5
a ρ = 0. Vhodným postupom pre kalibráciu v²eobecného modelu je roz²írenie algo-
ritmu, navrhnutého pre dvojfaktorový CIR model s nulovou koreláciou.

Vstupom do algoritmu sú v tomto prípade trhové výnosové krivky Ri,j pre splat-
nosti τj, j = 1, 2, . . . , m, prislúchajúce d¬om i = 1, 2, . . . , n, a hodnoty parametrov
γ a ρ. Prvý krok metódy opä´ spo£íva v kalibrácii dvojfaktorového Va²í£kovho mo-
delu s nekorelovanými zloºkami. Nájdeme tak faktorový rozklad rv

1 , rv
2 a odhady

parametrov α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 , pre ktoré teoretické výnosové krivky z Va²í£kovho
modelu najlep²ie zodpovedajú trhovej £asovej ²truktúre úrokových mier. Rovnako ako
pre CIR model, aj v tomto prípade musíme odhady volatility σv

1 a σv
2 pred vstupom

do druhej fázy kalibrácie upravi´. Z rozdielu medzi stochastickými £lenmi procesov
short-rate vo Va²í£kovom (1.3) a CKLS (1.5) modeli odvodíme transformáciu v tvare
σc

i = σv
i /ri

γ, i = 1, 2.
Druhú £as´ metódy tvorí kalibrácia dvojfaktorového CKLS modelu. Najprv

vyuºijeme odhady parametrov α1, β1, σc
1, α2, β2, σc

2 z predchádzajúceho kroku na náj-
denie optimálneho faktorového rozkladu r1, r2. Minimalizáciu ú£elovej funkcie (4.8)
moºno opä´ realizova´ pre kaºdý de¬ samostatne. Problém sa tak prevedie na n-ticu
úloh dvojrozmernej optimalizácie, ktoré vieme efektívne vyrie²i´. Po tejto úprave
pokra£ujeme h©adaním hodnôt parametrov CKLS modelu α1, β1, σ1, α2, β2, σ2 via-
zanou minimalizáciou ú£elovej funkcie (4.8). Odhady parametrov z prvého kroku
pouºijeme ako ²tartovacie hodnoty.

Algoritmus kalibrácie CKLS modelu (pre známe γ a ρ)

Vstupy
• vektor splatností τ d¨ºky m

• trhové výnosy Ri,j, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m z n dní a pre m
splatností

• hodnoty parametrov γ a ρ

Kalibrácia pod©a Va²í£kovho modelu
• minimalizujeme funkciu

F v
(
α,β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rv(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

,

kde Rv(τj, r1i, r2i) ozna£uje cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli, po-
stupom navrhnutým v £asti (4.1.2)

• výstupom sú odhady parametrov α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu rv

1 a rv
2
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Kalibrácia CKLS modelu
• h©adáme optimálny faktorový rozklad r1, r2 pre parametre α1, β1,

σc
1 = σv

1/r1
γ, α2, β2, σc

2 = σv
2/r2

γ minimalizáciou ú£elovej funkcie
(4.8):

min
r(.)

F
(
α,β,σ, r(.), γ, ρ

)
=

1

mn

n∑
i=1

min
r(i)

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

.

• odhady parametrov α1, β1, σ1, α2, β2, σ2 dopo£ítame rie²ením opti-
maliza£nej úlohy

min
α,β,σ

F
(
α,β,σ, r(.), γ, ρ

)
za podmienok:

α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≤ 0, σ1, σ2 ≥ 0

Takýto v²eobecný algoritmus nemôºeme pouºi´ na testovanie vlastností navrh-
nutej aproxima£nej formuly (3.2), pretoºe presné rie²enie rovnice pre cenu dlhopisu
(3.1) pre γ 6= 0, 0.5 neexistuje.

4.3.3 Odhady parametrov γ a ρ v dvojfaktorovom CKLS mo-
deli

Algoritmus, ktorý sme navrhli v predchádzajúcej podkapitole, je moºné pouºi´ pri kali-
brácii CKLS modelu len v prípade, ºe citlivos´ volatility na hodnoty úrokovej miery γ
a korelácia medzi faktormi ρ sú vopred známe. V nasledujúcej £asti práce sa venujeme
odhadu tejto dvojice parametrov. Ukáºeme, ºe roz²írenie predchádzajúceho postupu
o odhadovanie γ a ρ nepredstavuje vhodné rie²enie tohto problému. Kalibrácii CKLS
modelu preto musí predchádza´ analýza £asových radov úrokových mier, pomocou
ktorej nájdeme hodnoty γ a ρ.

Algoritmus z podkapitoly 4.3.2 upravíme nasledovne:

Algoritmus kalibrácie CKLS modelu

Vstupy
• vektor splatností τ d¨ºky m

• trhové výnosy Ri,j, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m z n dní a pre m
splatností

Kalibrácia pod©a Va²í£kovho modelu
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• minimalizujeme funkciu

F v
(
α,β, σ, r(.)

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rv(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

,

kde Rv(τj, r1i, r2i) ozna£uje cenu dlhopisu vo Va²í£kovom modeli, po-
stupom navrhnutým v £asti (4.1.2)

• výstupom sú odhady parametrov α1, β1, σv
1 , α2, β2, σv

2 a dvojica vek-
torov faktorového rozkladu rv

1 a rv
2

Kalibrácia CKLS modelu
• h©adáme optimálnu hodnotu parametra γ, ktorá minimalizuje ú£elovú

funkciu (4.8)

F
(
α∗, β∗,σ∗, r∗(.), γ, ρ∗

)
=

1

mn

n∑
i=1

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r

∗
1i, r

∗
2i)−Rij

)2

,

kde:
• optimálny faktorový rozklad r∗

1, r∗
2 pre parametre α1, β1, σc

1 = σv
1/r1

γ,
α2, β2, σc

2 = σv
2/r2

γ z prvej fázy kalibrácie h©adáme rie²ením mini-
malizácie:

min
r(.)

F
(
α,β,σ, r(.), γ|ρ = 0

)
=

1

mn

n∑
i=1

min
r(i)

m∑
j=1

wij

(
Rap(τj, r1i, r2i)−Rij

)2

.

• odhady parametrov α∗1, β∗1 , σ∗1, α∗2, β∗2 , σ∗2 a ρ∗ vypo£ítame rie²ením
optimaliza£nej úlohy

min
α,β,σ,ρ

F
(
α,β,σ, r(.), γ, ρ

)
za podmienok:

α1, α2 ≥ 0, β1, β2 ≤ 0, σ1, σ2 ≥ 0, −1 ≤ ρ ≤ 1.

Efektívnos´ takto navrhnutého algoritmu otestujeme kalibráciou dvojfaktoro-
vého CIR modelu s nulovou koreláciou. Optimálne hodnoty parametrov γ a ρ sú
v tomto prípade γ = 0.5 a ρ = 0. Vstupom do algoritmu sú výnosové krivky, gene-
rované pre rovnaký súbor parametrov, ako v podkapitole 4.2 (vi¤ tabu©ka 4.8). Aby
sme dokázali rozhodnú´, £i je moºné tento algoritmus pouºi´ na odhad aspo¬ jedného
z parametrov γ a ρ, budeme optimalizáciu pre kaºdý z nich testova´ samostatne.

V prvom kroku vychádzame z predpokladu, ºe nulová korelácia medzi faktormi
short-rate je vopred daná. Na²im cie©om je zisti´, £i navrhnutá metóda identi�kuje
hodnotu γ = 0.5 ako optimálnu. Tabu©ka 4.11 obsahuje odhady parametrov mo-
delu a optimálnu hodnotu ú£elovej funkcie pre rôzne hodnoty γ. Odhady parametrov
sú síce najpresnej²ie v prípade γ = 0.5, hodnoty ú£elovej funkcie tomu ale nezod-
povedajú. Závislos´ minima ú£elovej funkcie od hodnoty parametra γ ilustruje aj obrá-
zok 4.12. Najmen²í rozdiel medzi generovanými a teoretickými výnosovými krivkami
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γ αi βi σi optim. hodnota F
0 0.07840 -1.8152 0.03099

0.0002691 -0.005383 0.009470 7.0122× 10−16

0.25 0.07840 -1.8152 0.07164
0.0002691 -0.005383 0.02155 6.2210× 10−15

0.5 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002691 -0.005383 0.04906 2.4161× 10−14

0.75 0.07840 -1.8152 0.3827
0.0002691 -0.005383 0.1117 5.6358× 10−14

1 0.07840 -1.8152 0.8845
0.0002691 -0.005383 0.2541 1.1446× 10−13

1.25 0.07840 -1.8152 2.0444
0.0002692 -0.005383 0.5784 3.1582× 10−13

1.5 0.07840 -1.8152 4.7252
0.0002693 -0.005383 1.3165 5.7126× 10−13

Tabu©ka 4.11: Odhady parametrov a optimálne hodnoty ú£elovej funkcie pre rôzne
hodnoty γ, simulované dáta pre CIR model s nulovou koreláciou.
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Obr. 4.12: Optimálne hodnoty ú£elovej funkcie F v závislosti od parametra γ.

bol dosiahnutý pre γ = 0. Táto chyba pomerne priamo£iaro vyplýva z návrhu algo-
ritmu. Kalibráciu za£íname odhadom faktorového rozkladu z Va²í£kovho modelu.
Úprava rozkladu na faktory v ¤al²om kroku nie je taká výrazná, aby posta£ila
na zníºenie hodnoty ú£elovej funkcie na úrove¬ dosiahnutú pre Va²í£kov model.
Musíme teda uzavrie´, ºe takáto metóda kalibrácie nedokáºe správne rozpozna´ závis-
los´ volatility short-rate od ve©kosti r.

V druhej £asti sa zameriame na odhad parametra ρ. Predpokladáme, ºe o £asovej
²truktúre úrokových mier vieme, ºe zodpovedá dvojfaktorovému CIR modelu. Zau-
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jíma nás, £i pomocou navrhnutého algoritmu dokáºeme nájs´ optimálnu hodnotu
parametra ρ = 0. Ako vidno z tabu©ky 4.12, minimalizácia ú£elovej funkcie vzh©adom
na tento parameter závisí od zvoleného ²tartovacieho bodu. Optimálna hodnota ρ sa

²tart ρ odhad ρ αi βi σi optim. hodnota F
-0.9 -0.90000 0.07839 -1.8152 0.1656

0.0002582 -0.005383 0.04906 3.4456× 10−10

-0.6 -0.60000 0.07839 -1.8152 0.1656
0.0002618 -0.005383 0.04906 1.5314× 10−10

-0.3 -0.30000 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002655 -0.005383 0.04906 3.8298× 10−11

0 0.00000 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002691 -0.005383 0.04906 2.4161× 10−14

0.3 0.30000 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002727 -0.005382 0.04906 3.8323× 10−11

0.6 0.60000 0.07840 -1.8152 0.1656
0.0002764 -0.005382 0.04906 1.5319× 10−10

0.9 0.90000 0.07841 -1.8152 0.1656
0.0002800 -0.005382 0.04906 3.4464× 10−10

Tabu©ka 4.12: Odhady parametrov a optimálne hodnoty ú£elovej funkcie pre rôzne
²tartovacie hodnoty ρ, simulované dáta pre CIR model s nulovou koreláciou.

od ²tartovacej hodnoty lí²i rádovo o 10−10 aº 10−8. Pri uvaºovanej presnosti teda
rozdiely nezaznamenáme. Hodnoty ú£elovej funkcie vzh©adom na parameter ρ ilus-
truje obrázok 4.13. Nízka hodnota ú£elovej funkcie pre prípad ρ = 0 je opä´ spôsobená
odhadom faktorového rozkladu z Va²í£kovho modelu s nekorelovanými zloºkami.
Pre výnosové krivky vygenerované pre dvojfaktorový Va²í£kov model s nenulovou
koreláciou sme správnu hodnotu parametra ρ na základe ú£elovej funkcie neidenti-
�kovali.

Na za£iatku kalibrácie CKLS modelu je teda nevyhnutné analyzova´ £asové rady
úrokových mier. Na základe tejto ekonometrickej analýzy je potrebné ur£i´ vlastnosti
volatility okamºitej úrokovej miery a vzájomnú závislos´ jej faktorov. Výber vhodných
nástrojov na odhady parametrov γ a ρ predstavuje priestor pre pokra£ovanie tejto
práce.

4.4 Zhrnutie výsledkov zo simulovaných dát
Predchádzajúcu £as´ práce sme venovali kalibrácii dvojfaktorového CKLS modelu
okamºitej úrokovej miery. Na²im cie©om bolo otestova´ pouºitie navrhnutej aproxi-
ma£nej formuly (3.2). Na za£iatku sme pracovali so ²peciálnymi prípadmi modelu
CKLS, pre ktoré sa dá problém kalibrácie rie²i´ relatívne jednoducho. Ukázali sme,
ako moºno rýchlo a presne odhadnú´ priebeh okamºitej úrokovej miery a parametre
dvojfaktorového Va²í£kovho modelu s nulovou koreláciou rie²ením sústavy lineárnych
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Obr. 4.13: Optimálne hodnoty ú£elovej funkcie F v závislosti od parametra ρ.

rovníc. Tento algoritmus sa stal základom navrhnutej metódy kalibrácie zloºitej²ích
modelov. Prvým z nich bol dvojfaktorový CIR model s nulovou koreláciou, pre ktorý
poznáme exaktné vzorce na generovanie výnosových kriviek a je vhodný na otesto-
vanie presnosti aproximácie. Ukázali sme, ºe £asová ²truktúra úrokových mier, odhad-
nutá s pouºitím odvodenej aproxima£nej formuly, relatívne presne zodpovedá simulo-
vaným výnosom. Modi�kovaný postup môºeme pouºi´ pri kalibrácii v²eobecného
CKLS modelu v prípade, ºe hodnoty parametrov γ a ρ vopred odhadneme na zá-
klade analýzy £asových radov. Navrhnutá metóda kalibrácie predstavuje výpo£tovo
relatívne nenáro£ný spôsob, ktorým dokáºeme odhadnú´ priebeh short-rate z po-
zorovanej £asovej ²truktúry úrokových mier pre ©ubovo©ný model uvaºovaného typu.

4.5 Aplikácia na reálne dáta
V závere£nej £asti práce otestujeme efektívnos´ navrhnutej metódy kalibrácie na tr-
hových dátach. Vlastnosti tejto metódy najlep²ie vyhodnotíme porovnaním s inými
opísanými postupmi. Vychádza´ budeme opä´ z práce [27], v ktorej autor pouºil
na kalibráciu dvojfaktorového CIR modelu s nulovou koreláciou dvojfázovú min-max
metódu. Priebeh okamºitej úrokovej miery pritom aproximoval hodnotami jednod¬o-
vých výnosov na medzibankovom trhu Eonia. Optimalizoval teda faktorový rozklad
s predpokladom, ºe sú£et jednotlivých zloºiek short-rate je vopred známy. Pozname-
najme, ºe ú£elová funkcia predstavovala váºenú sumu ²tvorcov odchýlok teoretických
a pozorovaných výnosov, rovnako ako v na²ej práci. Aby bolo porovnanie výsledkov
korektné, budeme pouºíva´ aj rovnaký súbor vstupných dát. �asovú ²truktúru úro-
kových mier Euribor a hodnoty Eonia pre v²etky pracovné dni roku 2008 nájdeme
na http://www.euribor-ebf.eu.

Odhady parametrov modelu po prevedení do rizikovo neutrálnej miery a opti-
málne hodnoty ú£elovej funkcie pod©a práce [27] uvádzame v tabu©ke 4.13. Najvý-
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²tvr´rok αi βi σi optim. hodnota F
1. 14.5073 -3.1078 1.7034

0 -0.00001197 0.00013 3.4456× 10−2

2. 60.5784 10.1841 5.7387
0 0.3814 0.2881 6.0077× 10−2

3. 32.2322 -20.5626 2.5390
28.0731 0.03447 8.3012 5.6862× 10−2

4. 41.4410 15.5655 2.8789
0.05341 -0.08086 0.1034 1.0244× 10−1

Tabu©ka 4.13: Odhady parametrov a optimálne hodnoty ú£elovej funkcie pre reálne
dáta z roku 2008 pod©a práce [27].

raznej²ím nedostatkom týchto výsledkov sú nulové hodnoty parametrov α2 pre dva
zo ²tyroch uvaºovaných ²tvr´rokov. Zodpovedajú nulovým odhadom parametrov κ2

v reálnej miere. Nako©ko parameter κ predstavuje rýchlos´ konvergencie príslu²ného
faktora k jeho priemernej úrovni, nulové hodnoty odhadov nie sú v súlade s vlast-
nos´ami mean-reverting procesu.

Výsledky získané postupom, ktorý sme na kalibráciu dvojfaktorového CIR mo-
delu navrhli v podkapitole 4.2, sú zaznamenané v tabu©ke 4.14. V prípade tretieho
kvartálu uvádzame výsledok algoritmu bez ohrani£ení na parametre modelu. Pre os-
tatné ²tvr´roky neboli ohrani£enia aktívne. V troch zo ²tyroch realizácií kalibrácie
teda odhady parametrov zodpovedajú mean-reverting procesu v rizikovo neutrálnej
miere. Hodnoty ú£elovej funkcie rádovo 10−9 aº 10−8 nazna£ujú, ºe zhoda odhad-
nutých a pozorovaných výnosových kriviek je ve©mi dobrá. Túto skuto£nos´ ilustruje
obrázok 4.14, na ktorom je znázornené porovnanie odhadnutej a skuto£nej £asovej
²truktúry úrokových mier pre rovnomerne zvolené dni uvaºovaného roka. V niekto-
rých prípadoch nie je odhad krátkodobých výnosov celkom presný. Je to spôsobené
vo©bou váh v tvare wij = τ 2

j , £o zodpovedá vä£²iemu dôrazu na presnos´ výnosovej
krivky pre dlh²ie splatnosti.

²tvr´rok αi βi σi optim. hodnota F
1. 0.04066 -0.4343 1.1835

0.1891 -5.2580 12.0768 1.3448× 10−9

2. 0.2763 -5.5246 18.1710
0.01386 -0.0002369 0.4957 4.6693× 10−8

3. -0.08639 3.8142 0.07358
0.1933 -3.4212 6.3873 1.5839× 10−8

4. 0.03044 -0.01743 1.1325
0.1879 -5.1296 13.0090 1.3509× 10−8

Tabu©ka 4.14: Odhady parametrov a optimálne hodnoty ú£elovej funkcie pre reálne
dáta z roku 2008 pod©a metódy navrhnutej v tejto práci.

Schopnos´ novonavrhnutej metódy dobre modelova´ výnosové krivky pravde-
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Obr. 4.14: Porovnanie reálnej a odhadnutej £asovej ²truktúry úrokových mier
pre nieko©ko dní roku 2008.

podobne vyplýva zo zvoleného prístupu k okamºitej úrokovej miere. Odhad short-rate,
získaný na základe £asovej ²truktúry úrokových mier, je lep²ím vstupom do výpo£tu
teoretických výnosov neº pozorované hodnoty jednod¬ovej úrokovej miery, ktoré môºu
by´ ovplyvnené ²pekuláciami na �nan£ných trhoch. Rozdiely odhadnutej short rate
oproti priebehu úrokovej miery Eonia, ktorá bola v diplomovej práci [27] pouºitá
ako aproximácia okamºitej úrokovej miery, sú znázornené na obrázkoch 4.15. Odhady
short-rate sú obvykle niº²ie, neº jednod¬ová úroková miera. V sérii obrázkov 4.15
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Obr. 4.15: Porovnanie reálnej úrokovej miery overnight s odhadnutým priebehom
short-rate a odhad faktorového rozkladu pre jednotlivé kvartály roku 2008.

ilustrujeme aj odhady faktorového rozkladu pre jednotlivé kvartály.
Aplikáciou na reálne dáta sme ukázali, ºe navrhnutá aproximácia cien dlhopisov

a metóda kalibrácie modelov úrokovej miery sa dajú pouºíva´ s uspokojivo presnými
výsledkami. Za predpokladu, ºe okamºitá úroková miera v uvaºovanom období zod-
povedá modelu typu CKLS, môºeme pomocou algoritmu z podkapitoly 4.3.2 rýchlo
a efektívne odhadnú´ jej priebeh. Tento výsledok je základom správneho ocenenia
©ubovo©ného z derivátov úrokových mier.



Záver

V tejto práci sme sa venovali dvojfaktorovým modelom úrokovej miery typu CKLS.
Okamºitá úroková miera je v takomto modeli vyjadrená ako sú£et dvoch (vo v²eobec-
nosti závislých) zloºiek, z ktorých kaºdú môºeme charakterizova´ stochastickou dife-
renciálnou rovnicou. Vo v²eobecnom prípade, ke¤ volatilita procesu závisí od ve©kosti
príslu²ného faktora, neexistuje v tomto modeli explicitný vzorec pre ceny dlhopisov.
Ako rie²enie tohto problému sme navrhli analytickú aproxima£nú formulu, odvo-
denú z ceny dlhopisu v dvojfaktorovom Va²í£kovom modeli s korelovanými zloºkami.
Ukázali sme, ºe chyba logaritmu tejto aproximácie oproti presnej cene dlhopisu je
rádu O(τ 4).

Navrhnutý vzorec pre cenu dlhopisu moºno v praxi pouºi´ len v prípade, ºe
vieme odhadnú´ hodnoty faktorového rozkladu a parametrov modelu na základe po-
zorovate©ných dát. V druhej £asti práce sme sa preto zaoberali kalibráciou CKLS
modelu. Jedným z na²ich cie©ov bol odhad okamºitej úrokovej miery pod©a reál-
nych výnosových kriviek. Stotoºnenie okamºitej úrokovej miery s jednomesa£ným
výnosom alebo s overnightom totiº nemusí by´ korektné. Ukázali sme, ºe dvojfak-
torový Va²í£kov model s nulovou koreláciou vieme s vysokou presnos´ou kalibrova´
rie²ením sústavy lineárnych rovníc. Tento algoritmus sme potom roz²írili pre pouºitie
v zloºitej²ích modeloch. Vlastnosti aproximácie sme testovali pomocou CIR modelu,
teda jediného modelu okrem Va²í£kovho, pre ktorý vieme simulova´ presné výnosové
krivky. Presved£ili sme sa, ºe zhoda teoretických a pozorovaných výnosových kriviek
je pri na²om postupe lep²ia neº v práci, kde bola okamºitá úroková miera aproxi-
movaná overnightom.

Algoritmus, ktorý sme navrhli pre kalibráciu CKLS modelu, v²ak nedokáºe
správne identi�kova´ v²etky h©adané parametre. Citlivos´ volatility na hodnoty fak-
torov a koreláciu medzi nimi je potredné odhadnú´ iným spôsobom. Rie²enie tohto
problému predstavuje priestor pre ¤al²iu vedeckú prácu v tejto oblasti.
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Dodatok A

Numerické metódy pri kalibrácii
dvojfaktorového Va²í£kovho modelu

Ako sme ukázali v £asti 4.1.2, minimalizácia sumy ²tvorcov odchýlok medzi teore-
tickými a pozorovanými výnosmi pri kalibrácii dvojfaktorového Va²í£kovho modelu
s nulovou koreláciou vedie k rie²eniu sústavy lineárnych rovníc (4.5). Táto sústava
je ve©mi zle podmienená a preto nie je jednoduché ju efektívne rie²i´. Na tomto
mieste vysvetlíme, v £om spo£íva numerická nestabilita systému a opí²eme metódy,
ktoré sme pouºili pri h©adaní jeho rie²enia. V ¤al²om kroku porovnáme dosiahnuté
výsledky a zvolíme pre ¤al²ie výpo£ty numerickú metódu, ktorá je najvhodnej²ia.

A.1 Numerické metódy rie²enia sústav lineárnych
rovníc

Sústavu lineárnych rovníc Ax = b môºeme rie²i´ priamymi alebo itera£nými metó-
dami. Metóda sa ozna£uje za priamu, ak po ur£itom po£te krokov vedie k presnému
rie²eniu sústavy, pri£om neuvaºujeme chyby spôsobené zaokrúh©ovaním. Výstupom
itera£ných metód je oproti tomu postupnos´ aproximujúcich rie²ení, ktorá pre po£et
krokov blíºiaci sa nekone£nu konverguje k presnému rie²eniu. Vo©ba prístupu závisí
predov²etkým od vlastností matice A. Ak je vä£²ina prvkov matice nenulová, sú
obvykle najviac efektívne priame metódy. V prípade riedkych sústav v²ak dokáºu
itera£né metódy £asto lep²ie vyuºi´ ²peciálny tvar matice A. Spolu s men²ou £asovou
a pamä´ovou náro£nos´ou ich táto schopnos´ predur£uje na rie²enie ve©kých ried-
kych systémov (pozri [10]). Pouºitiu itera£ných metód pri rie²ení extrémne zle pod-
mienených sústav sa venuje práca [31], prezentovaná na ²tudentskej vedeckej konfe-
rencii FMFI.

�íslo podmienenosti predstavuje elasticitu rie²enia problému vzh©adom k dá-
tam. Malé £íslo podmienenosti znamená, ºe výsledok algoritmu nie je príli² citlivý
na zaokrúh©ovacie chyby. Ak je elasticita rie²enia ve©ká, hovoríme, ºe sústava je zle
podmienená. V tom prípade aj malé chyby v prvých krokoch algoritmu spôsobia ve©ké
vychýlenie kone£ného rie²enia. �íslo podmienenosti matice A ∈ Cn×n je de�nované
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ako
K(A) = ‖A‖‖A−1‖,

kde ‖.‖ je maticová norma. �íslo podmienenosti závisí od zvolenej normy a pre v²etky
matice platí K(A) ≥ 1. Pre singulárne matice je £íslo podmienenosti K(A) = ∞.
Podrobnej²ie vysvetlenie moºno nájs´ napríklad v [17] alebo [22].

Pri rie²ení sústavy lineárnych rovníc ©ubovo©nou numerickou metódou vznikajú
zaokrúh©ovacie chyby. Preto výstupom algoritmu nie je presné rie²enie sústavy Ax =
b, ale rie²enie x + δx perturbovaného systému

(A + δA)(x + δx) = b + δb. (A.1)

Veta A.1.1 [22] Nech A ∈ Rn×n je regulárna matica a δA ∈ Rn×n sp¨¬a ‖A−1‖‖δA‖ <
1 pre maticovú normu ‖.‖. Potom ak x ∈ Rn je rie²ením sústavy Ax = b s b ∈ Rn, b 6=
0 a δx ∈ Rn vyhovuje (A.1) pre δb ∈ Rn. Potom

‖δx‖
‖x‖ ≤ K(A)

1−K(A)‖δA‖
‖A‖

(‖δb‖
‖b‖ +

‖δA‖
‖A‖

)
.

Nech ‖δA‖ = 0. Potom platí:

1

K(A)

‖δb‖
‖b‖ ≤ ‖δx‖

‖x‖ ≤ K(A)
‖δb‖
‖b‖ .

Ak je matica sústavy dobre podmienená a chyba ‖δb‖
‖b‖ je malá, potom je malý aj £len

‖δx‖
‖x‖ a nájdené rie²enie bude relatívne presné. Pre ve©ké £íslo podmienenosti K À 0
sa v²ak na vypo£ítanom rie²ení systému prejaví aj malé vychýlenie vektora b.

V prípade extrémne zle podmienených sústav (experiment v [31] bol realizo-
vaný pre matice s £íslom podmienenosti 1015 aº 1021) vedie pouºitie najznámej-
²ích priamych metód, ako je Gaussova elimina£ná metóda, metóda LU rozkladu
alebo metóda QR rozkladu, k výrazným odchýlkam od správneho rie²enia. Presnej-
²ie výsledky moºno dosiahnu´ pomocou itera£nej metódy konjugovaných gradientov,
alebo pomocou projek£nej metódy Huanga, ktorá patrí medzi priame metódy.

Na tomto mieste uvádzame stru£ný preh©ad metód, ktoré sme v práci pouºili.
O efektívnom rie²ení sústav lineárnych rovníc rôznymi metódami sa moºno dozvedie´
viac napríklad v [22]. Na úvod je potrebné de�nova´ dva základné pojmy.

De�nícia A.1.2 Symetrická matica A ∈ Rn×n je kladne de�nitná vtedy a len vtedy,
ke¤ (Ax, x) > 0 pre kaºdý vektor x, x 6= 0, x ∈ Rn.

De�nícia A.1.3 Matica A ∈ Rn×n sa nazýva silne diagonálne dominantná, ak

|ai,i| >
n∑

j=1,j 6=i

|ai,j| i = 1, 2, · · · , n.
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A.1.1 Gaussova-Seidelova metóda a SOR metóda
Gaussova-Seidelova metóda je príkladom klasických itera£ných metód na rie²enie sús-
tavy Ax = b. Prvým krokom je vyjadri´ maticu A ako sú£et diagonálnej matice D,
hornej trojuholníkovej matice U a dolnej trojuholníkovej matice L:

A = −L + D − U.

Potom pôvodnú sústavu upravíme nasledovne:

(−L + D − U)x = b

(D − L)x = Ux + b

x = (D − L)−1Ux + (D − L)−1b

x = Cx + g,

kde itera£ná matica C = (D − L)−1U a g = (D − L)−1b. Ke¤ ozna£íme vektor k-tej
itera£nej aproximácie ako xk, môºeme Gaussovu-Seidelovu itera£nú schému zapísa´
v tvare:

xk+1 = Cxk + g.

Veta A.1.4 [17] Ak je matica A silne diagonálne dominantná, potom Gaussova-
Seidelova metóda konverguje pre ©ubovo©ný za£iato£ný vektor x0.

Veta A.1.5 [22] Ak je matica A symetrická a kladne de�nitná, potom je Gaussova-
Seidelova metóda monotónne konvergentná vzh©adom na normu ‖.‖A.

SORmetóda (the successive over-relaxation method) vznikla modi�káciou Gaus-
sovej-Seidelovej metódy. S cie©om zvý²i´ rýchlos´ konvergencie bol do itera£nej schémy
zavedený itera£ný parameter ω 6= 0. Prípad ω = 1 zodpovedá Gaussovej-Seidelovej
metóde. Pôvodný lineárny systém môºeme upravi´ do tvaru:

(−L + D − U)x = b

ω(−L + D − U)x = ωb

((1− ω)D + ωU)x + ωLx = −ωb + Dx

((1− ω)D + ωU)x = −ωb + (D − ωL)x

(ωU + (1− ω)D)x + ωb = (D − ωL)x

x = (D − ωL)−1(ωU + (1− ω)D)x + ω(D − ωL)−1b

x = Cx + g.

Itera£ná schéma má opä´ tvar

xk+1 = Cxk + g,

kde
C = (D − ωL)−1(ωU + (1− ω)D) g = ω(D − ωL)−1b.
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Tvrdenie A.1.6 (Ostrowski) [22] Ak A je symetrická a kladne de�nitná, potom
SOR metóda konverguje vtedy a len vtedy, ke¤ 0 < ω < 2. Navy²e, konvergencia je
monotónna vzh©adom na ‖.‖A.

Ak je matica A silne diagonálne dominantná, potom SOR metóda konverguje pre
0 < ω ≤ 1.

Rýchlos´ konvergencie závisí od vo©by relaxa£ného parametra ω. Optimálne
hodnoty ω sú známe pre viacero ²peciálnych prípadov, v tejto práci sa v²ak nimi
nebudeme zaobera´.

A.1.2 Metóda konjugovaných gradientov
Základ metódy konjugovaných gradientov predstavuje my²lienka, ºe pre symetrické
a kladne de�nitné matice je rie²enie sústavy

Ax = b

ekvivaletné minimalizácii kvadratickej funkcie

f(x) =
1

2
xT Ax− xT b,

pretoºe ak sú tieto podmienky splnené, funkcia f(x) je rýdzokonvexná a jej minimum
je jednozna£ne ur£ené vz´ahom

∇f = Ax− b = 0.

H©adanie minima f(x) v kaºdej iterácii pozostáva z dvoch krokov. Prvým je nájdenie
vhodného smeru pk, v ktorom funkcia f klesá. V druhej fáze sa h©adá lokálne minimum
funkcie f v zvolenom spádovom smere, teda takzvaný optimálny krok αk. Itera£ná
schéma má potom tvar:

xk+1 = xk + αkpk k = 1, 2, · · ·n.

Parameter αk pre optimálny posun nájdeme derivovaním funkcie φ(α) = f(xk +αpk):

φ′(αk) = ∇f(xk + αkpk)
T pk = 0.

Po ¤al²ích úpravách dostávame

αk =
pT

k rk

pT
k Apk

,

kde rk = −∇f(xk). Na za£iatku algoritmu sa prvý smer volí ako p1 = r1 = −∇f(x1).
V kaºdej ¤al²ej iterácii vypo£ítame nový spádový smer pod©a vz´ahu

pk+1 = rk+1 − βkpk,

pri£om
βk =

(Apk)
T rk+1

(Apk)T pk

.
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Takto zabezpe£íme, ºe pre kaºdé k > 1 sú smery p1, p2, · · · pk navzájom konjugovane
ortogonálne, teda

(Api)
T pj = 0 ∀i, j = 1, · · · , k, i 6= j.

Podrobnej²ie sú vlastnosti opísané v [22].

Veta A.1.7 [22] Nech A ∈ Rn×n je symetrická kladne de�nitná matica. Potom
metóda konjugovaných gradientov pri rie²ení systému Ax = b skonverguje k pres-
nému rie²eniu za nanajvý² n krokov.

A.1.3 Huangova projek£ná metóda
Huangova metóda je výpo£tovo stabilná priama metóda na rie²enie systému lineárnych
rovníc (pozri [14] a [31]). Uvaºujme sústavu

Ax = b, (A.2)

takú, ºe platí A ∈ Rm×n a h(A) = h(A|b) = m ≤ n. Výstupom Huangovej metódy je
rie²enie xm s najmen²ou moºnou hodnotou ‖x2‖ a projek£ná matica Hm. V²eobecné
rie²enie uvaºovanej sústavy potom dostaneme ako

x = xm + Hmy

pre ©ubovo©ný vektor y ∈ Rn. V na²ej práci budeme Huangovu metódu pouºíva´
pre ²tvorcové matice. V takom prípade existuje jediné rie²enie xm systému a teda Hm

je nulová matica.
Ozna£me i-ty riadok matice A ako aT

i . Bez ujmy na v²eobecnosti budeme uvaºo-
va´ aT

i 6= 0,∀i. V opa£nom prípade by sústava bu¤ bola nekonzistentná a nemala
ºiadne rie²enie, alebo by sme i-tu rovnicu mohli vynecha´ bez dopadu na rie²enie
systému.

Sústavu (A.2) zapí²eme v zloºkovom tvare ako

ri(x) = aT
i x− bi = 0 i = 1, 2, · · · ,m.

Huangova metóda v prvom kroku h©adá rie²enie

x = x1 + H1y ∀y ∈ Rn

pre prvú rovnicu sústavy
aT

1 x = b1.

Nájdené x1 predstavuje rie²enie s najkrat²ou d¨ºkou a H1 ozna£uje maticu projekcie
do N1 = {x ∈ Rn|aT

1 x = 0}. Musí plati´

x1 =
b1

aT
1 a1

a1

a
H1 = I − a1a

T
1

aT
1 a1

.
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Dôkaz je uvedený napríklad v [31]. V ¤al²om kroku ukáºeme, ako na základe rie²enia
sústavy i − 1 rovníc vyrie²ime systém, ktorý vznikne po pridaní i-tej rovnice. Nech
x = xi−1 + Hi−1y, kde y je ©ubovo©ný vektor z Rn, je v²eobecným rie²ením systému




aT
1...

aT
i−1


 x =




b1
...

bi−1


 (A.3)

a Hi−1 ozna£uje projekciu do

Ni−1 =





x ∈ Rn|




aT
1...

aT
i−1


 x = 0





.

Pri pridaní rovnice aT
i x = bi k sústave (A.3) sprojektujeme aT

i do Ni−1. Ozna£me

pi = Hi−1ai (A.4)

V prípade pi = 0 bu¤ neexistuje rie²enie pôvodnej sústavy (A.2), alebo i-tu rovnicu
nemusíme pri rie²ení systému uvaºova´. Ak pi 6= 0, v²eobecné rie²enie systému (A.3)
má tvar

xi = xi−1 − αipi. (A.5)
Ak zvolíme

αi =
ri(xi)

pT
i ai

=
aT

i xi−1 − bi

pT
i ai

, (A.6)

potom xi vyhovuje aj rovnici aT
i xi − bi = 0 a teda je rie²ením systému



aT
1...

aT
i


 x =




b1
...
bi


 .

Dá sa ukáza´, ºe
Hi = Hi−1 − pip

T
i

pT
i ai

(A.7)

je maticou projekcie do

Ni =





x ∈ Rn|




aT
1...

aT
i


 x = 0





.

V²eobecné rie²enie systému (A.3) teda nájdeme ako x = xi +Hiy, kde y je ©ubovo©ný
vektor z Rn. Základ algoritmu Huangovej projek£nej metódy tvoria vz´ahy (A.4),
(A.5), (A.6) a (A.7).
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A.2 Kalibrácia dvojfaktorového Va²í£kovho modelu
s nulovou koreláciou pouºitím rôznych numer-
ických metód

Kalibráciu dvojfaktorového Va²í£kovho modelu s nulovou koreláciou môºeme zre-
dukova´ na lineárny optimaliza£ný problém (4.5) s parametrami β1 a β2. Po vyrie²ení
systému, teda nájdení optimálnych hodnôt premenných α1, σ2

1, α2, σ2
2 a faktorového

rozkladu r1i, i = 1, . . . , n a r2i, i = 1, . . . , n, môºeme zvy²né dva parametre odhadnú´
vo©nou optimalizáciou. Uvaºovaná sústava je v²ak extrémne zle podmienená. Na jej
rie²enie preto aplikujeme numerické metódy, ktoré boli popísané vy²²ie.

Kalibráciu modelu testujeme na simulovaných výnosových krivkách, vygenero-
vaných pre parametre v tabu©ke 4.4. Taký prístup nám umoº¬uje posúdi´ presnos´
odhadnutých hodnôt. Parametre β1 a β2 dokáºeme identi�kova´ s presnos´ou na ²tyri
desatinné miesta pouºitím beºných metód. Odhad zvy²ných premenných rie²ením
sústavy (4.5) v²ak nie je triviálny. �íslo podmienenosti v hodnotách 1016 indikuje, ºe
musíme pouºi´ numerické metódy, vhodné pre nestabilné systémy. Poznamenajme,
ºe vzh©adom na predmet modelovania sú na²e nároky na presnos´ rie²enia ve©mi
vysoké. Hodnoty faktorového rozkladu okamºitej úrokovej miery sú v prípade simulo-
vaných dát rádu 10−2, pri£om pre reálne dáta musíme o£akáva´ e²te niº²ie hodnoty.
Uvaºovaná sústava zodpovedá nutným podmienkam optimality pre minimalizáciu
konvexnej funkcie, je teda kladne de�nitná. Sú£asne sp©¬a aj podmienku symetrie,
takºe uvaºované numerické metódy by mali skonvergova´ k presnému rie²eniu.

α1 σ2
1 α2 σ2

2

presné hodnoty 0.09541 0.001226 0.0002978 0.0001378
GS 0.1149 0.07616 0.01761 0.009142
SOR 0.05740 -0.02547 0.03167 0.03353
Huang 0.08787 -0.02196 -0.01176 -0.009054
CG 0.07705 0.001226 0.0003500 0.0001380

Tabu©ka A.1: Parametre dvojfaktorového Va²í£kovho modelu odhadnuté pouºitím
jednotlivých numerických metód (jedna iterácia).

Tabu©ka A.1 a obrázky A.1 ilustrujú výsledky kalibrácie pri pouºití Gaussovej-
Seidelovej metódy (ozna£enej GS), SOR metódy s parametrom ω = 0.3, Huangovej
projek£nej metódy a metódy konjugovaných gradientov (ozna£enej PCG). Pri rie²ení
touto metódou pouºijeme funkciu Preconditioned conjugate gradients method - pcg
v programe Matlab. Táto funkcia zabezpe£uje urýchlenie konvergencie prepodmiene-
ním sústavy - úpravou problému do tvaru, ktorý je vhodnej²í pre numerické rie²enie.

Pri vyhodnocovaní úspe²nosti jednotlivých metód si musíme v²íma´ nieko©ko
ukazovate©ov. Prvým ukazovate©om je presnos´ odhadov jednotlivých faktorov a pres-
nos´ odhadu okaºitej úrokovej miery ako ich sú£tu. Nutnou podmienkou efektívnej
kalibrácie je presný odhad parametrov α1, σ1, α2, σ2. Potrebujeme tieº dosiahnu´ £o
najlep²iu zhodu pôvodnej a odhadnutej výnosovej krivky, £o zodpovedá minimálnej
hodnote ú£elovej funkcie. Ako vidie´ na prvom obrázku, kde je znázornený vývoj
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Obr. A.1: Porovnanie rôznych numerických metód pri kalibrácii 2-faktorového
Va²í£kovho modelu.

faktora r1, v²etky metódy odhadnú rozklad na faktory pre jednotlivé dni s ur£itým
posunom. Najpresnej²í je odhad faktorového rozkladu metódou SOR. V prudkom
kontraste s týmto výsledkom je odhad parametrov modelu. Pri pouºití SOR metódy
rovnako ako Huangovej metódy dostávame záporné hodnoty σ2

1, £o je neprípustné.
Lep²ie výsledky dosiahneme pomocou Gaussovej-Seidelovej metódy a metódy konju-
govaných gradientov. Metóda konjugovaných gradientov pritom odhadne parametre
s relatívne vysokou presnos´ou. Porovnanie výnosových kriviek na druhom z dvojice
obrázkov potvrdzuje predchádzajúce pozorovanie. Kým výnosy vypo£ítané pomocou
Gaussovej-Seidelovej a SOR metódy sa od vygenerovanej £asovej ²truktúry výrazne
odchýlili, výnosová krivka pre metódu konjugovaných gradientov sa s presnou krivkou
na obrázku prekrýva.

Metódu konjugovaných gradientov môºeme ozna£i´ za najvýhodnej²iu pre rie²e-
nie sústavy (4.5) pri kalibrácii Va²í£kovho modelu. V¤aka matlabovskej funkcii pcg je
takýto výpo£et aj relatívne rýchly. Preto pri odhadovaní faktorového rozkladu a tieº
v²etkých ²iestich parametrov pouºívame v práci práve túto metódu.


