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Abstrakt

HRABOVSKA, Alena: Metédy riesenia tiloh o sedlovom bode. Diplomova praca - Uni-
verzita Komenského v Bratislave; Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra
aplikovanej matematiky a Statistiky. Skolitel: doc. RNDr. Milan HAMALA, CSc., Bratislava
2011.

Tato diplomova praca sa zaobera metodami riefenia tloh o sedlovom bode. Ustrednou
témou je rozSirend Lagrangeova funkcia pre tlohu konvexného programovania. Hlavnym
cielom prace je naprogramovanie algoritmu vyuZivajuceho tuto funkciu. Posledna cast
prace je venovana numerickému experimentu, ktory zahrfia porovnanie vysledkov pre rozne

funkcie.

KTraéové slova: nelineadrne programovanie, tiloha konvexného programovania, rozsirené
b) b)

Lagrangeova funkcia.



Abstract

HRABOVSKA, Alena: About different ways to solve saddlepoint problem. Diploma work
- Comenius University, Bratislava; Faculty of Mathematics, Physiscs and Informatics; De-
partment of applied mathematics and statistics. Adviser: doc. RNDr. Milan HAMALA,
CSc., Bratislava 2011.

This diploma work discusses different approaches to solution of saddlepoint problem. Key
topic is augmented Lagrangian function for convex programming. The goal of this work is
to create algorithm utilizing that function. Last part of the work is dedicated to numerical

experiment which involves comparison of results for different functions.

Keywords: nonlinear programming, problem of convex programming, augmented La-

grangian function
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Uvod

V poslednych rokoch sme svedkami narastania zdujmu o problém optimalizicie v mnohych
oblastiach Tudskej ¢innosti. Nelinedrne programovanie je jednym z odvetvi optimalizacie.
Svoje za¢iatky ma v polovici minulého storocia, ked po rozvoji linedrneho programovania
uZ nestacilo opisovat rozne javy iba pomocou linedrnych rovnic, ale bolo potrebné riegit
zlozitejsie tlohy. V roku 1963 sa Everett [3] pokusal riesit tieto ulohy hladanim sedlového
bodu Lagrangeovej funkcie, no ukazalo sa, ze tato metoda mé viacero nedostatkov a je
nevhodn4 na rieSenie iloh na viazany extrém. Uz o par rokov nato, v roku 1969, Hestenes
[4] odstranil tieto nedostatky a prisiel s prvou rozgirenou Lagrangeovou funkciou, ktora je
dodnes znama ako Hestenesova funkcia. Tato funkcia je vhodna na rieSenie tiloh s ohranice-
niami v tvare rovnosti, no uz v roku 1973, Rockafellar [5] predstavil dalsiu rozsirena La-
grangeovu funkciu, ktora riesi ilohy na viazany extrém. Nésledne v sedemdesiatych rokoch
minulého storoc¢ia vypukol velky "boom” spojeny s tymito metdédami. Ten neskor ustal, no
zaujem o tuto problematiku sa este tplne nestratil, oho dokazom su aj ¢lanky [12] a [13].

Prave problematikou rozsirenych Lagrangeovych funkcii sa budeme zaoberat v tejto
diplomovej praci. V uvode si zadefinujeme zdkladné pojmy nelinedrneho programovania.
V dalgej kapitole sformulujeme zovieobecneni Lagrangeovu funkciu pre tlohu konvexného
programovania a skonstruujeme algoritmus na jej vyuzitie. Nasledne budeme realizovat nu-
mericky experiment na porovanie vplyvu zmeny roznych vstupnych parametrov na hodnoty

vystupov a zaroveil vykoname porovnanie pre rozne funkcie.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole zadefinujeme zdkladné pojmy tykajice sa nelinedarneho programovania,

potrebné pre lepsie pochopenie skiimanej problematiky. !

1.1 Uloha nelinearneho programovania

Majme funkciu f(x): R™ — R, ktorta budeme d’alej nazyvat i€elovou funkciou a funkcie
gi(x): R - R (i = 1,...,m), ktoré budeme nazyvat funkciami ohrani¢eni uréu-
jucimi tzv. mnoZinu pripustnych rieSeni

K ={x|gi(x) >0, i=1,...,m}.

Definicia 1.1.1 Ulohou nelinedrneho programovania nazijvame ilohu ndjst minimum

icelovej funkcie f(x) na mnoZine pripustngjch rieSeni K a budeme ju zapisovat nasledovne:
Min{f(x) | gi(x) > 0; i=1,...,m}, (1.1)

Pripustné riegenie X € K, v ktorom ucelova funkcia f(x) nadobtda svoje minimum
(vzhladom na mnozinu pripustnych rieSeni K) nazyvame optimalnym rieSenim tlohy
(1.1).

V tedrii nelinedrneho programovania si zndme dva spdsoby vyjadrenia nutnych a
postacujicich podmienok pre optiméalne rieenie tlohy (1.1).

Prvy sposob pouziva diferencidlny pocet a je zndmy ako Kuhn-Tuckerove podmienky.
V takom pripade o tlohe (1.1) musime predpokladat, Ze jej funkcie f, g; su diferencovatelné.
Prislusné Kuhn-Tuckerove podmienky reprezentuji nutné podmienky optimality. (Kuhn-
Tuckerove podmienky sa stani postacujicimi podmienkami optimality, ak uloha (1.1) je

navys$e ulohou konvexného programovania, o ¢om pojednéva cast 1.2.).

!Vgetky definicie a vety st prevzaté z [1] a [2]
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Veta 1.1.1 (Kuhn-Tucker) Nech funkcie f(x),g:(x) (i =1,...,m) si diferencovatelné,
t.j. f(x),g:(x) € CL. Nech % je optimdlnym riesenim 1ilohy (1.1) a nech je v urcitom zmysle
"reguldrnym bodom .

Potom ezistuje 0 € R™ tak, Ze platia tzv. Kuhn-Tuckerove podmienky (dalej ich budeme

skrdtene oznacovat K-T podmienky):

Vf(fi) - Z ﬁivgz(x) - On (1 2)
i=1

gi(X) >0 it=1,....m (1.3)

;%) =0 i=1,....,m (1.4)

>0 i=1,...,m (1.5)

Poznamka: V teérii nelinedrneho programovania sa obvykle predpoklada, Ze popri
(1.4) plati aj

ﬁi+gi(5()>0 1=1,....,m (1.6)

(tzv. ”strictly complementarity” predpoklad).

Druhy sposob vyjadrenia nutnych a postacujiacich podmienok pre optimélne rieSenie
tlohy (1.1) je pomocou sedlového bodu tzv. Lagrangeovej funkcie. Pomocou sedlového
bodu dostaneme postacujiice podmienky optimality. Tieto podmienky sa stani nutnymi,

ak tuloha (1.1) bude uloha konvexného programovania (viac v ¢asti 1.2.).

Definicia 1.1.2 Lagrangeovou funkciou L: R" x R — R dlohy (1.1) nazjvame

funkciu
L(x,u) = f(x) — _Z ;gi (). (1.7)

Premenné u € R sa nazjvaji Lagrangeove premenné.

Definicia 1.1.3 Bod (x°,u®) sa nazjva sedlovijm bodom Larangeovej funkcie, ak
plati:
Vz e R" Yue RY: L(x%u) < L(x°,u°) < L(x,u°) (1.8)

Zlozky vektora u® € R sa nazjvaji Lagrangeove multiplikdtory, vektor ul ¢ R sa

nazyva vektor Lagrangeovijch multiplikdtorov.

Veta 1.1.2 Nech (X,0) € R" x R je sedlovy bod Lagrangeovej funkcie (1.7).

Potom X je optimdlnym riesenim ilohy nelinedrneho programovania (1.1).

2Podrobnosti o regularite st uvedené v [2]
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Poznamenavame, ze Lagrangeova funkcia (1.7) umoziuje zapisat K-T podmienky
(1.2) — (1.5) v kompaktnom tvare:

V.L(X,a) =0 (1.9)
Vu.L(%X,1) <0 (1.10)
a’'Vv,L(x,1) =0 (1.11)
>0 (1.12)

Vztah (1.9) vyjadruje podmienku stacionarity bodu % funkcie L(x,0) vzhladom na
premenni x € R™, dalsie tri vztahy (1.10) - (1.12) st nutnymi podmienkami pre maximum

funkcie L(%,u) vzhladom na premennt u € R’}

1.2 Uloha konvexného programovania

Ak splha tloha (1.1) vlastnosti konvexnosti, tak K-T podmienky st zaroven aj postacu-
jucimi podmienkami optimality a sedlovy bod Lagrangeovej funkcie sa stava nutnou pod-
mienkou optimality. Tieto skuto¢nosti sme uz spomenuli v predchadzajucej Casti. Teraz

podrobnejsie charakterizujeme tlohu konvexného programovania.

Definicia 1.2.1 Nech Q2 C R" je konvexnd mnoZina.

Potom funkciu f(x): Q — R nazgvame konvexnou, ak plati :
Vx,y €Qx#y a YA€ (0,1):  fQAr+(1—=Ny) <Mf(z)+1—=Nf(y). (1.13)
Funkciu g: Q — R nazgvame konkdvna, ak (—g) je konvezrnd.

Definicia 1.2.2 Ulohu nelinedrneho programovania (1.1) nazyvame ilohou konvexného
programovania, ok tucelovd funkcia f je konvexnd a funkcie ohraniceni g; su konkdvne.

Zapisovat ju budeme nasledovne:
Min{f(x) ] gi(x) >0; i=1,...,m}. (1.14)

Ulohou konvexného programovania (1.14) ma nasledovné uzitoéné vlastnosti:
1. Mnozina pripustnych rieSeni je konvexna.
2. Kazdé lokilne minimum funkcie je zaroven aj globalnym minimom.

3. Mnozina vSetkych minim je konvexnd mnozina.

Veta 1.2.1 Nech platia Kuhn-Tuckerove podmienky (1.2) — (1.5).

Potom % je optimdlnym rieSenim ulohy (1.14).
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Veta 1.2.2 (Veta Slatera) Majme ilohu konvezného programovania (1.14), ktord md nasle-

dovni vlastnost (S-regularita):
IXeR: g;(X) >0, i=1,...,m

Nech X je optimdlnym rieSenim takejto S-reguldrnej ilohy konvexného programovania.

Potom eristuje G € R tak, Ze (X,1) je sedlovyjm bodom Lagrangeovej funkcie (1.7).

1.3 Metobdy rieSenia tilohy konvexného

programovania

K-T podmienky (1.2)—(1.5) pre ulohu konvexného programovania (1.14) st nielen nutnymi
podmienkami optimality (Veta 1.1.2.), ale aj posta¢ujucimi podmienkami optimality (Veta
1.2.2).

Ulohu (1.14) by sme teda mohli riesit vyriesenim systému nelinearnych rovnic a nerovnic
(1.2)—(1.5). Na tomto postupe si zaloZené mnohé algoritmy, ktorymi sa viak v tejto diplo-
movej praci nezaoberdme.

Charakteristika optiméalneho rieSenia tilohy konvexného programovania (1.14) pomo-
cou sedlového bodu Lagrangeovej funkcie vytvara intt moznost na jej riesenie. Uloha o
sedlovom bode m4 totiz pomerne jednoducht mnozinu pripustnych rieSeni R" x R, a
preto mozno ocakavat, ze v niektorych pripadoch najst sedlovy bod Lagrangeovej funkcie
moze byt kvalitativne jednoduchsie ako priame rieSenie ulohy (1.14).

Hladanie sedlového bodu mozno realizovat striedavou minimalizaciou funkcie L(x, @)
pri fixovanom @ > 0,,, a maximalizaciou funkcie L(X,u) pri fixovanom X € R"™.

Takyto pristup k riefeniu tlohy (1.14) navrhol Everett [3] uz v roku 1963. Narazil vSak
na urCité technické fazkosti (minimum Larangeovej funkcie nemusi existovat pre kazdé
u > 0,,). Preto neskor boli navrhnuté uréité zovseobecnenia Lagrangeovej funkcie, ktoré

odstranili spomenuté tazkosti. Tymto technikdm je venovand predloZend diplomovd prica.



Kapitola 2

ZovSeobecnena Lagrangeova

funkcia

Ako sme uZ spomenuli, klasickd Lagrangeova funkcia nie je préave najvhodnej§im nastro-
jom na rie§enie tloh nelinearneho programovania, nakol’ko nemusi existovat minimum tejto
funkcie pre kazdé u > 0,,. Tento fakt podnietil vznik rozsirenych Lagrangeovych funkcii
(tzv. "Augmented Lagrangian”). Rozgirena Lagrangeova funkcia vznikne z klasickej La-
grangeovej funkcie pridanim d’algieho vyrazu (tzv. penalizacie). Ako prvy predstavil takuto
funkciu Hestenes [4] v roku 1969 - funkcia bola skon§truovana pre ulohu s ohrani¢eniami
v tvare rovnosti. Pre tlohy s ohranifeniami v tvare nerovnosti navrhol d'alsiu funkciu
Rockafellar [5] v roku 1973.

2.1 RozSirena Lagrangeova funkcia Rockafellara

Ako sme uZ spomenuli, pre tlohu konvexného programovania (1.14) prva zovSeobecnent
funkciu navrhol Rockafellar [5] v roku 1973 . M4 tvar:

m

Rl yim) = 1)+ 5= 3 (max{0, () = l? = o), 2.1

alebo ekvivalentne

F) =2 wigi(x) + 3 3500, 97 (%) ak ngi(x) —yi > 0

(2.2)
fx) = 5, 20, 7 ak ng;(x) — yi <0,

R(x,y;n) =
kde x € R",y € R™ a n > 0 je parameter.
Rockafellarova funkcia je oproti klasickej Lagrangeovej funkcii rozsirena o tzv.

penalizaény vyraz, ktory penalizuje pripadné porusenie podmienok pripustnosti.
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Rockafellarova funkcia zachovéava kl'icova vlastnost klasickej Lagrangeovej funkcie uve-
dent vo vetach (1.1.2) a (1.2.2), tj. jej sedlovy bod jednoznacne koresponduje s optimélnym
rieSenim prisludnej ulohy konvexného programovania (1.14) ( a zaroven nema nedostatok

klasickej Lagrangeovej funkcie spomenuty v uvode).

2.2 ZovSeobecnena Lagrangeova funkcia

s lineArnymi multiplikatormi

Definicia 2.2.1 Zovseobecnenou Lagrangeovou funkciou s linedrnymi multiplikdtormi

L : R" x RY" — R dlohy konvexného programovania (1.14) nazjvame funkciu tvaru

Llxy) = F() + 3 pitblgs(x)], (2.3)
i=1

kde tzv. transformacnd funkcia v : R — R md nasledovné vlastnosti:

(i) wece

(i) Y"(€) >0 VEE R, tj. v: R — R je konvexnd,

(iii) Y'(€) <0, tj. ¢ klesajica,

(iv) ¥(0) =0, teda podla (iii) V(&) >0 pre £<0 a Y <0pre £>0,
() (0)=—1.

Premenné 'y € R sa nazjvaji zovSeobecnené Lagrangeove premenné.

Veta 2.2.1 Nech (X,¥§) € R" x R je sedlovijm bodom funkcie (2.3).

Potom %X € R" je optimdlnym rieSenim 1lohy (1.14).
Dokaz: Nech plati :
Vx € R Vy > 0,0 L(&y) < L&) < L) (2.4)

1. Z prvej nerovnosti dostavame

Yy >0 fR)+ D uilgi®)] < FR) + D 5iblgi (%)) (2.5)
i=1 i=1
z ¢oho dalej vyplyva
Vy = 0y, Zylzb[gz(f()] < Z Ji]gi (%)] (2.6)

Na l'avej strane mame linedrnu funkciu a na pravej strane konStantny vyraz. Preto koefi-
cienty [g;(X)] linearnej funkcie nemdzu byt kladné.
Teda,

Vi=1,...m: dlg)]<0 2.7)
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Z vlastuosti (iii) vyplyva, ze (2.7) implikuje
Vi=1,...,m: ¢(X) <0 (2.8)

Tym sme dokézali, Ze X € R" je pripustnym rieSenim tlohy (1.14).
balej ukazeme, zZe

givlgi(®)] =0 (i=1,...,m) (2.9)
Mame g¢;(X) > 0. Z vlastnosti (iii) vyplyva, Ze ¥[g;(X)] < 0, a teda aj y;9[g;(X)] < 0.
Pripustme, 7e §;1[g;(X)] < 0. Potom pre §y = 0,, nerovnost (2.6) by neplatila. Tym je
(2.9) dokézené.

I1. Z druhej nerovnosti dostavame
Vx € R" : L(X,¥) < L(x,¥) (2.10)

¢o na zaklade vztahu (2.9) mozno zjednodusit na tvar
¥x € R" : f(R) < f(x)+ Y Gilgi(x)] (2.11)
i1

Ak sa obmedzime na pripustné rieSenia x € K ulohy (1.14), tak g;(x) > 0 a ¢[g;(x)] < 0.
Teda Y " | y;¢[gi(x)] < 0. Potom dostévame

Ve K fR) < )+ gilax)] < f(x) (2.12)
i=1
Teda
vxe K : f(%x) < f(x) (2.13)

¢im sme dokazali, ze X € K je optimélnym riesenim (1.14). O

Definicia 2.2.2 Zlozka § € RY' z dvojice (X,§) € R" X R tvoriacej sedlovyj bod funkcie

(2.3) sa nazjva vektor zovseobecnengch Lagrangeovich multiplikdtorov.

Veta 2.2.2 Majme S-requldrnu ilohu konvexného programovania (1.14).
Nech %X € R™ je optimdlnym rieSenim wlohy (1.14).
Potom existuje § > 0y, tak, Ze dvojica (X,¥) € R™ x R} je sedlovy bod funkcie (2.3).

Dokaz: Vlastnosti (iii), (iv) funkcie ¢ umoZiiuji mnoZinu pripustnych rieseni dlohy
(1.14)
K={x€eR"|g(x)>0, i=1,...,m}

zapisat v ekvivalentnom tvare (so zachovanim S=regularity)

K = {x € R"lg(x)] <0, i=1,..,m}
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Z toho vyplyva, Ze tloha (1.14) je ekvivalentna dlohe

Min{f(x)|0[g:(x)] <0, i =1,...,m}, (2.14)

ktord je tiez tlohou konvexného programovania, pretoze vlastnosti (ii), (iii) implikuju
konvexnost funkcii ¢[g;(x)]. No klasicka Lagrangeova funkcia pre (2.14) sa zhoduje s (2.3),
a teda tvrdenie tejto vety vyplyva zo Slaterovej vety (1.2.2). O

K-T podmienky pre alohu (2.14) majua tvar:

VLL(X,§) = V&) + > 6 [9:(%)]Vgi(#) = 0n (2.15)
=1

Y (X)) <0 di=1,...,m (2.16)

;>0 i=1,....m (2.18)

Tieto st nutnymi a zarovei postacujicimi podmienkami optimality, a v naSom pripade
aj “sedlovosti” bodu (%,¥).

Z vlastnosti (iii) a (iv) vyplyva, ze (2.16) a (2.17) mozeme zjednodusit na tvar

9i(%)
Uigi (5() =0 (2-20)

Y

0 (2.19)

>

a) Ak g;(%X) > 0, tak (2.20) implikuje g; = 0 (a vtedy aj u; = 0).
b) Ak ¢;(X) =0, tak podla (iv) aj ¢[g;(X)] = 0 a podla (v) plati ¥'[g;(X)] = —1.
Na zaklade ”strictly complementarity” predpokladu (1.6) plati tiez @ > 0.

Z hore uvedenych vztahov vztah (2.15) implikuje

m

V.L=VfE&X) - Zdngi()E) (2.21)

Teda plati, ze
(2.22)

<>
Il
=13

2.3 Metody vypoctu sedlového bodu

zovSeobecnenej Lagrangeovej funkcie

Nagou ulohou je najst sedlovy bod zovieobecnenej Lagrangeovej funkcie. Vypocet sedlového

bodu (%X,¥) by sa dal realizovat striedavou minimalizaciou tejto funkcie podla x € R™ a
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maximalizaciou podlay € R, ¢ize generovanim postupnosti bodov {x*,y*}?° , ¢ R" x R7",
kde

xX = argmin £(x, y*) (2.23)
TER™
a
y*t = argmax £(x*,y) (2.24)
Y200

Pri praktickej realizéacii uvedenej iteracnej schémy (2.23), (2.24) sa vSak musime us-
pokojit s kone¢nou postupnostou, ktord dava len urcita aproximaciu (X,y) € R" x R}
sedlového bodu (%, ¥), charakterizovaného podmienkami (2.15) — (2.18).

Zrejme podmienka (2.23) ja ekvivalentna podmienke

V. L(x5,y%) =0, (2.25)
ktori v redlnom algoritme musime nahradif podmienkou

IV L(x*, y")||l2 < € (2.26)

pre nejaké vopred zadané € > 0.

Analogicky podmienka (2.24) je ekvivalentna s podmienkami
oL

901 xK,yy <o i=1,...,m (2.27)
Yt oL K,y =0 i=1,...,m (2.28)

y;
Yyt >0 i=1,...,m, (2.29)

ktoré po zderivovani nadobudaji tvar

Plgi(x¥)) <0 i=1,...,m (2.30)
yYle () =0 i=1,...,m (2.31)
Yyl >0 i=1,...,m. (2.32)

Dalej, ak zohladnime vlastnosti (iii) a (iv) funkcie v, tak podmienky (2.30) - (2.32) sa

eSte zjednodusia:

g(x*) <0  i=1,...,m (2.33)
ylg(x*) =0 i=1,....m (2.34)
Yyt >0  i=1,...,m. (2.35)

Takto v8ak vznikaju komplikacie, a to hned z dvoch dovodov:
(i) podmienka (2.33) nezavisi od premennej y > 0,,, a teda ju nevieme zabezpecit,

(ii) funkcia Gr(y) = L(x¥,y) je linedrna, a preto jej maximum na RY' nemusi existovat.
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Z tychto dovodov by bolo vhodnejsie namiesto rieSenia ulohy (2.24) konstruovat bod
y¥t € R, pre ktory L(x*,y*1) > £(x¥,y¥).

V praxi sa vSak tento postup ukazal ako pomaly konvergujtci, a preto na urcéenie hodnoty
y¥t1 € R sa pouziva iny “princip ”. VyuZiva sa fakt, ze y*1 ~ uk*1,

V algoritme v iteratnom procese, pri zafixovanom y* € R7 najdeme bod x* € R™ ako

minimum funkcie

L(x,5%),
teda plati
VIR + i [0i(x)] Vi () = 0, (2.36)
Ak polozime
vi [gi(x)] = —uf, (2.37)
tak vztah (2.36) nadobuda tvar
V) + ) ufVgi(x*) =0y, (2.38)

t.j. spliia podmienku V,L(x*,u¥) = 0,,. Inak povedané, pre dané

~

ult = —yko/[g; ()] (2.39)

k

je bod x¥ € R" tiez bodom minima klasickej Lagrangeovej funkcie L(x,u¥). To nas

privadza k myslienke pouzit vzfah (2.39) na definovanie bodu

yEtt = —yFy[g: (xM)]. (2.40)

Skor nez sformulujeme nas algoritmus, musime este zadefinovat podmienky jeho ukondce-

nia.

Definicia 2.3.1 Nech si dané dve konstanty (“malé ¢isla”) ¢ >0 a 6 > 0.
Bod (X,¥) € R" x R" nazveme (¢, 0)-aprozimdciou sedlového bodu (X,§) funkcie (2.3), ak
st splnené podmienky:

241
2.42
243
2.44

~—~ o~ o~
~— ~— ~— —

Definicia 2.3.2 Ak (X,§) € R" x R je (€,0)-aprovimdcia sedlového bodu (X,¥),

tak bod T € R™ nazgvame (¢, 0)-aprozimdciou optimdlneho rieSenia X € R™ wlohy (1.14).
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Teraz mozno sformulovat ideu nasho algoritmu hladania (e, §)-aproximacie sedlového
bodu funkcie (2.3).

1. Vstup: 2° € R™, y' € R e>0,6>0
2. Iteraény cyklus k =1,2,..., knaz
2 a) Startujic z bodu z*~! € R™ minimalizujeme funkciu L(x,y¥) anajdeme bod
xk € R" splhajtci vztah (2.26).
2 b) Akbod (x¥,y**1) spliia vztahy (2.42)—(2.44), tak tento bod je (¢, §)-aproximéciou
sedlového bodu (%,¥) funkcie (2.3). Tym, podla Definicie 2.3.2 sme nasli
(e, §)-aproximéaciu optimalneho riesenia ulohy (1.14). (STOP)

2¢) y;i = —yfle(x)), i=1,....m

V zavislosti od volby transformadcnej funkcie 1 dostavame rozne konkretizacie uvedeného

algoritmu.

2.4 Priklady transformac¢nych funkcii ¢

Rozgirenou Lagrangeovou funkciou sa zaoberalo mnoho autorov. V ¢lanku [12] je uvedeny
zoznam transformacnych funkcii, ktoré pouZzivali pri svojich vypoc¢toch napriklad A. Ben
Tal [7], [8], A. Auslender [6], D.P. Bertsekas [9], [10], R.A. Polyak [11] a d'alsi. Uvadzame
niektoré z nich (rovnako aj ich prva a druhu derivaciu, odkial Tahko vidiet splnenie spomi-
nanych vlastnosti funkcie ):

1—y26+1 aké>0

¥1(§) = L ke <0 (2.45)
1e2 _ ak € <

g = { v e

E—1 ak¢é<o

(264+1)"% ak&>0

1) =
1 ak £ <0
_&

Pa(§) =4 ' Aee=0 (2.46)
£ —¢ ak <0

e = —(1+¢&72 ak&>0

L) =

26— 1 ak £ <0
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2014673 ak&é>0
w;’@):{ e ks
2 ak £ <0

__£ _1
Ps(§) =4 FE s = (2.47)
(862 +46+1) ak¢< -1
we = 4O ke -3
’ 16¢ 4 4 ak € < -1
() = 201+~ aké&>—5
’ 16 ak { < —1
B —log(1+¢) akﬁZ—%
Ya(§) = , o . (2.48)
(26 +1og(2) — 3) ak{<—3
pg = e wEET
4¢ ak ¢ < —1
() = (1+&)72 ak¢> 7%
! 4 ak € < —1
Us(€) =et — 1 (2.49)
Pg(€) = —e ¢
vg(e) =e*
—log(1 ke> -1
vl = { EUTO k= (2.50
e"®1+m(2) -1 ak{<—3
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14672 aké>—12

G S
4e—261 ak ¢ < —%

_ & _1

pr(e) = { TE AKEET (251)

e™72 ak <-4
—(14+¢&72 ak¢> -2

o= YT Akez
—4e -2 gk < %
214673 aké&>—3

w;,(g)_ ( f) ak £ > 2
16e—46—2 ak £ < —%



Kapitola 3

Experimentalna cast

V tejto kapitole aplikujeme navrhnuty algoritmus (str. 20) na rieSenie troch konkrétnych
typov uloh konvexného programovania. Najprv budeme riesit klasicka dlohu
kvadratického programovania (3.1). Potom ku kvadratickej ucelovej funkcii priddme $pecialny
logaritmicky vyraz, ¢im dostaneme alohu (3.6). Nakoniec v alohe (3.7) pridame do tcelovej
funkcie exponencialny vyraz.

Uvedené tri typy tloh budeme rie§it pre roézne rozmery: pocet premennych n od 40 do
150, pocet ohranieni m od 50 do 200. Ulohy vytvirame pomocou generatora pseudonahod-
nych ¢isel.

Nagim cielom je analyzovat numerické vlastnosti navrhnutého algoritmu. Je vhodné
riegit také ulohy, ktorych optimalne riesenie vopred pozname. Na tento ucel (v pripade
tlohy konvexného programovania) nam poslazia K-T podmienky. Pomocou nich $peciélne
skonstruujeme tri algoritmy na generovanie tuloh (3.1), (3.6), (3.7) s vopred zadanym op-

timalnym rieSenim.

3.1 Generatory tuloh

3.1.1 Generator 1

Chceme generovat tlohy kvadratického programovania tvaru
1
Min{2xTGx+th | Ax—bgO}7 (3.1)

kde G = GT je kladne definitna matica n x n, A je matica ohrani¢eni m x n, h € R",
b e R™.
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Zaroven chceme vopred zadat optimélne rieSenie X € R™ aj vektory Lagrangeovych
multiplikdtorov @t > 0,,.
K-T podmienky pre tuto tlohu vyzeraji nasledovne:
Gx+h-ATa=0,
Ax—-b >0,
a’(Ax—b) =0
a>0
7 tvaru K-T podmienok vidime, Ze matice G, A a vektory X, &t mézeme zvolit l'ubovolne
a potom prislugné vektory h, b dopocitat.
Takyto postup vSak eSte nezarucuje jednoznacnost optiméalneho rieSenia. Aby sme

zarudili jednozna¢nost sedlového bodu (X, @) Lagrangeovej funkcie, musime este zabezpe¢it

splnenie vlastnosti “stictly complementarity” (1.6).

Definicia 3.1.1 Ohranicenie g;(x) > 0 v bode T € R™ sa nazjva aktivnym ohranidenim,
ak g;(z) = 0.
Generator sme konstruovali nasledovne:

1. Vstupom do generétora je rozmer tlohy, ¢ize poc¢et premennych n a pocéet ohraniceni
m, a zarovei aj pocCet aktivnych ohraniceni m, v optimalnom rieSeni X € R".
2. Nahodne vygenerujeme maticu A,,x, ako celo¢iselni maticu s prvkami —5 < a;; < 5.

3. Symetricki kladne definitnt maticu G,,x, utvorime podla vzorca G = BBT + I, kde
By, x» je Tubovolna celo¢iselna matica s prvkami —3 < b;; < 3 a I,,x,, je jednotkova

matica.

4. Nadhodne vygenerujeme optimélne rieSenie X € R", s celo¢iselnymi prvkami
—-9<2; <09.

5.Nasledne vygenerujeme celoCiselny vektor Lagrangeovych multiplikdtorov @ > 0 s
prvkami 0 < ; <9, pri¢om pocet kladnych 4; sa rovnéa ¢islu m, (tj. pocet nulovych

4; sa rovnd Cislu m — my,).
6. Dopocitame vektor b € R™ podla vzorca
(A)A()Z ak u; >0
(A%); — B; ak d; =0

b; =

kde B; stt ndhodné celé ¢isla 0 < 38; < 3.
7. Doratame vektor h = ATd4 — Gk

Poznamenavame, ze podla (2.22) plati y = 1.
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3.1.2 Generator 2

V tomto pripade sme konstruovali tlohu konvexného programovania v nasledovnom tvare:

1 n
Min ixTGx +hTx + ij In(z;) | Ax—b>0,. (3.6)
j=1

Postup bol podobny ako v pripade Generétora 1, s nasledovnymi rozdielmi:

e na zaklade defini¢ného oboru uc¢eovej funkcie prvky optiméalneho rieSenia X su celé
kladné ¢isla: 0 < x; < 9

e druhd K-T podmienka (3.2) ma tvar GX + h + e + log(%) — ATd = 0, kde e je
jednotkovy vektor n x 1 a log(%) = (log(x1),log(xs),...,log(x,))T. Vektor h teda
doratame ako h = AT4 — (GX + e + log(k)) .

3.1.3 Generator 3

Ako dalgiu sme si sformulovali nasledovnu tlohu:
1
Min{2xTGx+th+ech | Ax —b > O} . (3.7)
Generétor 3 sme konstruovali podobne ako v pripade Generatora 1, s nasledovnymi
odlignostami:

e ako sucast ucelovej funkcie si musime vygenerovat este vektor ¢, —5 <¢; <5

e druha K-T podmienka (3.2) mé tvar GX + h + ce€ * — ATd = 0,,, a teda h =
ATd — (G + ce® )

Po sformulovani a vygenerovani iloh pokracujeme ich rieSenim.
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3.2 Popis algoritmov

3.2.1 Algoritmus hl'adania sedlového bodu

Idea algoritmu bola sformulované na strane 20. Teraz upresnime niektoré detaily:

1. Vstupom do algoritmu budt Startovacie body x° € R™, y! > 0 (tieto si vygenerujeme
pomocou konstént p > 0 a o > 0, tak, aby platilo: ||x — x°|| = p, ||[7 — y*|| = o)
a toleran¢né konstanty € > 0 a 6 > 0. Zaroven nastavime “poéitadlo” makroiteracii
k=1.

2. Spustime cyklus makroiteracii:
2a) Riesime pomocnu tlohu
Min{Fy(x) = L(y*,x)|x € R"} (3.8)
Ako &tartovaci bod pouzijeme bod x¥~1 € R™ a tilohu budeme riesif pomocou

modifikovanej Newtonovej met6dy so stopovacim kritérim ||V F(x%)|| < e.

2b) Testujeme dosiahnutt §-presnost "sedlového bodu"(x*,y*):
Ak sti splnené podmienky (2.42), (2.43) a (2.44), bod x¥, y¥ je (e, §)-aproximaciou

sedlového bodu a algoritmus zastavime.

2c¢) Utvorime novu aproximéciu vektora § > 0,,:
k
yith = —yF (9i(x")).

2d) k=k+1.

3.2.2 Algoritmus modifikovanej Newtonovej metody

Newtonova metdda sluzi na nédjdenie minima funkcie nasledovnym sposobom (rieSime
tlohu (3.8)):

1. Do Newtonovej metédy vstupujt Startovaci bod (x € R™), toleran¢né kongtanta € a

"pocitadlo"Newtonovych iteracii [ = 0.
2. Spustime cyklus Newtonovych iteracii:
2a) Vypotitame gradient VFj(x') tcelovej funkcie Fj,(x).
2b) Test presnosti: Ak ||[VF,(x!)|| < ¢, Newtonovu metédu zastavime, a x' je
e-pribliznym rieSenim tlohy.
2¢) Vypocitame Hessovu maticu V2 Fy (x!)funkcie Fj,(x).

2d) Riesime ststavu linearnych rovnic V2F,(x')s = —VFj(x'). RieSenie tejto

ststavy oznagime s’ € R™.
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2e) Metodou zlatého rezu! minimalizujeme funkciu ¢(\) = L(x! + Xsl,y*) a

vysledné minimum oznaéime ;.
2f) x*! =x! 4+ \sl

2g) 1=1+1.

3.3 Ilustrativne rieSenie

V nagich numerickych experimentoch sme pouzivali §tyri rozne transformacné funkcie ¥ (€)
- (2.45), (2.46), (2.47) a (2.48). V tomto poradi ich budeme oznacovat ako funkcie 1 - 4.
Vsetky pozorovania roznych funkcii 1 - 4 prebiehali na rovnakych tlohach konvexného
programovania, aby bolo moZné objektivne zhodnotit vysledky. Porovnévali sme pocet
makroiterécii v algoritme, celkovy pocet iteracii Newtonovej metddy v celom algoritme a
¢as trvania vypoctu. Pozorovali sme vplyv poc¢tu aktivnych ohrani¢eni na vyvoj spomi-
nanych hodnét pri dlohach réznych rozmerov.

Funkcie sme vybrali tak, aby sme mohli porovnat rozne typy - funkcia 1 obsahuje v
jednej vetve odmocninu, druhd vetva je parabola, spojené st v bode 0. Funkcia 2 spaja
v bode 0 parabolu a hyperbolu. Funkcia 3 je rovnako spojenim paraboly a hyperboly, no
v bode —%, ¢o nie je prave najtypickejsi bod, a teda budeme moct pozorovat, ako tento
netradi¢ny “bod zlepenia” ovplyvni spravanie nasho algoritmu. Funkcia 4 spaja kvadraticka
funkciu (parabolu) a zapornu logaritmicka funkciu, opét v netradi¢nom bode —%.

V ilustrativhom rieSeni sme sa podrobnejsie zaoberali vystupom algoritmu. V kazdej
makroiteracii sme sledovali vzdialenost bodov z* a y* od optimalneho riesenia, rozdiel hod-
not Lagrangeovej funkcie vo vypocitanom bode a v optimalnom rieSeni, pocet Newtonovych
iteracii a pocty aktivnych a neaktivnych ohrani¢eni (presnejSie ohraniceni, ktorych hod-
nota je mengia ako toleran¢né konstanta —d, vicia ako ¢ a hodnoty pohybujuce sa medzi
tymito dvoma hranicami). Uvadzame podrobny vystup z algoritmu, ktory riesil rovnakua
tlohu kvadratického programovania (vygenerovanu Generatorom 1, tj. kvadra-
ticka funkciu) s pouZitim kazdej penalizacnej funkcie zvlast. V tomto pozorovani sme
zadali pocet premennych n = 50, pocet ohraniceni m = 70, pocet aktivnych ohraniceni
mg = 25, vzdialenost pociatoéného bodu x° od optimalneho rieSenia p = 10, vzdialenost

y! od optimalneho riegenia o = 10, toleran¢né konstanty e = 1072 a § = 1073,

'Podrobne;jsi popis metody zlatého rezu je mozné najst v [1]
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Tabulka 3.1: Tabulka vystupov pre transforma¢na funkciu 1 - ilustrativne rieSenie

Pocet
¢islo llz% — 2| | llv* =9l | L(=F,y*) — L(&,9) | Newt. | Pocet i: | Pocet i: Pocet i:
makroit. iteracii | g(z;) >0 | g(z;) <0 | g(z;) < =6
1 3,87E-01 | 1,00E+01 -2,32E 102 6 57 1 12
2 5,08B-02 | 2,48E400 4,25E+01 4 57 0 13
3 1,32E-02 | 6,57E-01 -8,15E-+00 4 56 0 14
4 4,78E-03 | 1,95E-01 -1,57E+00 4 57 6 7
5 1,88E-03 | 6,69E-02 -3,05B-01 4 54 1 6
6 9,98E-04 | 2,58E-02 -5,95E-02 4 49 19 P
7 3,09E-04 | 9,81E-03 ~1,16E-02 4 45 24 1
8 9,58E-05 | 3,48E-03 -2 28E-03 4 45 25 0
9 8,15E-05 | 1,32E-03 -4,48E-04 4 45 25 0
Tabulka 3.2: Tabulka vystupov pre transforma¢nt funkciu 2 - ilustrativne rieSenie
Pocet
¢islo llz% — 2| | lly* =9l | L(=*,y*) — L(2,9) | Newt. | Pocet iz | Pocet i: Pocet i:
makroit. iteracii | g(z;) >0 | g(z;) <0 | g(z;) < =9

1 5,45E-02 | 1,00E+01 -5,12E+01 6 55 2 13
2 2,68E-03 | 1,71E-01 -2,60E-01 4 53 7 10
3 5,70B-04 | 3,17E-02 -1,48E-03 4 49 19

4 1,39E-04 | 7,53E-03 -1,10E-05 4 45 25 0
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Tabulka 3.3: Tabulka vystupov pre transforma¢na funkciu 3 - ilustrativne rieSenie

Pocet
¢islo 2% — 2| | llv* =9l | L(=F,y*) — L(&,9) | Newt. | Pocet i: | Pocet i: Pocet i:
makroit. iteracii | g(z;) >0 | g(z;) <90 | g(z;) < =4
1 5,40E-02 | 1,00E+01 _5,12E+01 10 55 2 13
2 2,66E-03 | 1,74E-01 -2,60E-01 7 52 9 9
3 5,59E-04 | 3,38E-02 -1,48E-03 6 48 20 2
4 4,18E-04 | 1,75E-02 -2, 76E-06 7 A7 23 0
5 1,18E-04 | 2,05E-03 4,26E-06 7 45 25 0

Tabulka 3.4: Tabulka vystupov pre transformacni funkciu 4 - ilustrativne rieSenie

Pocet
¢islo ll2%F — 2| | llv* =9l | L(=*,y*) — L(&,9) | Newt. | Pocet iz | Pocet i: Pocet i:
makroit. iteracii | g(z;) >0 | g(z;) <0 | g(z;) < =4
1 1,81E-01 | 1,00E+01 ~1,50E+02 8 56 0 14
2 2.29E-02 | 1,22E-+00 -1,06E-+01 7 59 0 11
3 495E-03 | 2,08E-01 -7 87E-01 7 55 5 10
4 1,48E-03 | 5,13E-02 -5,92E-02 6 54 14
5 3,47E-04 | 1,57E-02 -4,50E-03 6 47 23
6 1,53E-04 | 5,51E-03 -3,42F-04 6 45 25

Z priloZenych tabuliek je vidiet, Ze nas algoritmus vysledky vramci pozadovanej pres-

nosti. V poslednom riadku kazdej tabul'ky je uvedena vzdialenost kone¢ného vypocitaného

rieSenia od optimélneho riefenia X, ako aj presnosti vypocitanehého vektora zovseobec-

nenych Lagrangeovych multiplikdtorov a funkénej hodnoty zovSeobecnenej Lagrangeovej

funkcie.

Pri porovnani vysledkov v Tab. 3.1 - Tab. 3.4 je vidiet, ze druhé funkcia pracovala

najrychlejsie o sa po¢tu makroiteracii tyka (Tab. 3.2 mé& iba $tyri riadky, prebehli iba

§tyri makroiteracie), za fiou nasleduje tretia, Stvrta a nakoniec prva funkcia (sledovali sme

prvy stipec pri vietkych styroch uvedenych tabulkach). Co sa tyka poctu Newtonovych

iteracii, najpomalsia bola funkcia 3. Tieto intuitivne odhady sme overovali v nasledujucej

Casti, kde sme sledovali uz spominané parametre a ich vplyv na jednotlivé typy funkcii.
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3.4 Experimentalne vysledky

Vsetky vysledky v nasledujucich tabulkach boli ziskané ako aritmeticky priemer hodnot
vysledkov z 50 uloh (pri porovnavani transformac¢nych funkcii pre jednu tcelova funkciu
islo vzdy o rovnaké ulohy). Menili sme pocet premennych, pocet ohrani¢eni a pozorovali
sme vplyv zmeny poctu aktivnych ohraniceni. Dalsie vstupné hodnoty sme zadévali v
kazdom pozorovani rovnako: p = 10, ¢ = 10, ¢ = 1072 a § = 10~3. Pozorovanie sme

vykonavali pri troch roznych rozmeroch tloh (pocet premennych n a pocet ohraniceni m):
e n =40, m =50
e n=2380,m =100

e n =150, m = 200

3.4.1 RieSenie uloh (3.1)

Ulohy s rozmermi n = 40, m = 50

Pri v8etkych Styroch transformacnych funkcidch sme menili pocet aktivnych ohranic¢eni

(mq = 10,20, 30). Do tabuliek sme zaznamenali vplyv na pozorované hodnoty vystupov.

Tabulka 3.5: Tabulka vystupov pre transformaéni funkeiu 1 pri rozmeroch tlohy n = 40,

m = 50 - rieSenie uloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroitericii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 8,00 17,32 0,19
20 8,36 17,48 0,21

30 14,28 24,62 0,28
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Tabulka 3.6: Tabulka vystupov pre transforma¢nt funkciu 2 pri rozmeroch tlohy n = 40,

m = 50 - rieSenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 5,74 19,84 0,12
20 6,18 19,18 0,12
30 10,18 25,24 0,16

Tabulka 3.7: Tabulka vystupov pre transformaéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy n = 40,

m = 50 - rieSenie tloh (3.1)

Pocet, aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 4,32 13,54 0,08
20 4,48 14,40 0,09
30 7,52 18,06 0,11

Tabulka 3.8: Tabulka vystupov pre transformacni funkeiu 4 pri rozmeroch tlohy n = 40,

m = 50 - rieSenie uloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 8,02 16,86 0,18
20 7,74 17,10 0,18
30 11,82 21,30 0,24
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Na zéklade vzajomného porovnania uvedenych tabuliek si ¢asovo najkratsie vypocty
s pouzitim transformac¢nej funkcie 3, a to nielen z pohladu ¢asu, ale aj vzhladom na
pocet iteracii (makroiteracii aj Newtonovych iterdcii). Najvyssi ¢as vypoc¢tu sme dosiahli
pri pouziti funkcie 1. Druhé funkcia zaznamenala najvyssi po¢et Newtonovych iteracii.
Zéaroven mozme pozorovat, ze pri zvySovani poctu aktivnych ohrani¢eni sa zvicSuje aj
pocet makroiteracii a ¢as vypo¢tu. Nakolko v8ak rozpétie menenych hodnot bolo dost
malé, vykonali sme experiment s vi¢simi rozmermi, kde si tieto predpoklady moézme lepSie

overit.

Ulohy s rozmermi n = 80, m = 100

Tabulka 3.9: Tabulka vystupov pre transforma¢nt funkciu 1 pri rozmeroch tlohy n = 80,
m = 100 - rieSenie uloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiteracii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 9,02 16,72 0,29

20 9,24 17,44 0,30

30 9,74 18,30 0,32

40 9,28 17,32 0,30

50 9,90 18,16 0,31

60 13,58 20,78 0,38

70 25,24 28,28 0,60
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Tabulka 3.10: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach

10 5,64 24,08 0,16

20 5,50 21,24 0,15

30 6,42 19,42 0,14

40 6,54 20,72 0,17

50 7,20 23,46 0,18

60 8,24 26,38 0,18

70 9,00 23,00 0,19

Tabulka 3.11: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 4,66 14,72 0,11

20 4,40 14,06 0,10

30 4,22 13,56 0,10

40 5,10 15,36 0,11

50 4,68 15,42 0,11

60 7,80 17,72 0,14

70 12,68 21,36 0,18
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Tabulka 3.12: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach

10 6,36 15,32 0,25

20 6,24 15,32 0,24

30 6,58 16,24 0,26

40 6,50 16,54 0,26

50 8,06 17,88 0,29

60 12,86 21,46 0,38

70 21,62 26,86 0,53

Pri tomto pozorovani najrychlejsie prebehol vypocet pri pouziti transformacnej funkcie
3 (vzhladom na vypoctovy Cas aj na poc¢et makroiteracii). Naopak, najhorsie vysledky sme
zaznamenali pri pouZiti funkcie 1. Pocet Newtonovych iteracii bol najmensi pri vypoc¢toch
s pouzitim funkcie 3, najvacsi pri funkcii 2. Tieto pozorovania sme overili na dlohach s
eSte vaCSimi rozmermi.

Ako sme predpokladali, zvySenim poc¢tu aktivnych ohraniceni sa zvySuje aj ¢as vypoctu,
rovnako ako pocet makroiteracii. Tieto zédvery sa ndm potrvdili vo v8etkych experimen-
toch, preto sme sa dalej zamerali na vzajomné porovnévanie transformac¢nych funkcii, ako

aj na porovnavanie vysledkov pre rozne ucelové funkcie.
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Ulohy s rozmermi n = 150, m = 200

Tabulka 3.13: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieSenie uloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 9,00 16,74 0,52
20 9,58 16,52 0,52
30 9,28 15,68 0,50
40 9,74 16,02 0,52
50 10,22 17,50 0,55
60 10,38 17,76 0,56
70 10,36 17,48 0,56
80 10,28 17,40 0,55
90 10,32 17,70 0,57
100 10,46 17,78 0,56
110 12,14 19,20 0,62
120 15,56 21,40 0,73
130 21,68 24,48 0,91
140 56,80 45,40 2,02

Pri porovnani vysledkov pouZitia transformacnej funkcie 1 v ilohach s roznymi rozmermi
(Tab. 3.4, Tab. 3.9 a Tab. 3.13) vidime, Ze pri malom po¢te aktivnych ohraniceni je pocet
makroiterdcii 8, resp. 9, pri zvySovani poctu aktivnych ohraniceni sa zvicSuje aj pocet
makroiteracif. Cas vypottu zavisi od rozmeru ulohy (dalo sa predpokladat), ale aj od

poctu aktivnych ohraniceni, ¢o vSak stuvisi aj s narastom poctu iteracii.
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Tabulka 3.14: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,30 26,14 0,25
20 5,40 22,60 0,23
30 5,50 24,00 0,25
40 6,00 24,60 0,27
50 5,78 24,86 0,27
60 6,12 25,10 0,28
70 5,80 24,78 0,27
80 5,76 24,68 0,27
90 6,18 25,56 0,28
100 6,92 25,84 0,29
110 8,94 27,38 0,34
120 11,78 29,20 0,42
130 16,98 32,14 0,55
140 40,04 41,30 1,23

Ak porovname vysledky z tabuliek, kde sme pouzili transformaént funkciu 2 (Tab. 3.5,
Tab. 3.10 a Tab. 3.14), je viditelné, ze pri zvicSeni rozmerov tlohy sa zvy§i vypottovy Cas.
Pocet makroiteracii sa vSak pri rovnakych poctoch aktivnych ohraniceni vyrazne nemeni

(ani pri roéznych rozmeroch tlohy), rastie s narastajicim po¢tom m,.
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Tabulka 3.15: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,28 14,30 0,15
20 4,76 14,54 0,16
30 4,74 14,36 0,16
40 4,64 14,46 0,16
50 4,86 14,38 0,16
60 4,48 13,92 0,15
70 4,40 14,26 0,15
80 4,18 14,34 0,15
90 4,68 15,68 0,16
100 5,40 15,88 0,17
110 6,92 17,16 0,19
120 8,60 18,14 0,22
130 12,66 21,14 0,27
140 17,36 23,60 0,33

Aj pri pouziti transformacnej funkcie 3 (Tab. 3.6, Tab. 3.11 a Tab. 3.15) mé6zme pozorovat,
7e so zvacsujucimi sa rozmermi tlohy sa zvySuje vypoctovy ¢as. Potet makroiteréicii pre
mg = 10 je pri v8etkych rozmeroch dlohy priblizne rovnaky. So zvySovanim poctu ak-

tivnych ohraniceni v8ak pocet makroiteracii uz pre vSetky ostatné pripady rastie.
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Tabulka 3.16: Tabulka vystupov pre transformaéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.1)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 6,04 15,10 0,41
20 6,22 15,36 0,42
30 6,64 15,54 0,43
40 7,76 16,90 0,47
50 6,44 16,30 0,44
60 7,62 17,20 0,48
70 6,74 16,16 0,44
80 6,92 15,84 0,44
90 7,58 16,84 0,46
100 9,00 17,42 0,50
110 11,74 19,32 0,58
120 15,24 21,58 0,69
130 20,68 24,30 0,84
140 48,26 42,20 1,72

Rovnako ako v predoslych pripadoch, aj pri pouzivani trnasformacnej funkcie 4 (Tab. 3.7,
Tab. 3.12 a Tab. 3.16) moZeme pozorovat narast ¢asu vypoc¢tu pri rastucich rozmeroch

ulohy.

Pri porovnani vysledkov jednotlivych transforma¢nych funkcii pre tlohy s rozmerom
n = 150, m = 200 (Tab. 3.13 - Tab. 3.16) je najvyhodnejsia opét funkcia 3 a najpomalsia
(pri zohl'adneni ¢asu a po¢tu makroiterdcii) funkcia 1. Pofet Newtonovych iteracii bol

najvyssi pri pouziti funkcie 2, najnizsi pri pouziti funkcie 3. Poet Newtonovych iteracii

Pri rieseni tloh (3.1) sa teda ako najvyhodnejsie javi pouZitie transformacnej funkcie 3,
pretoze aj pri vac¢sich poctoch aktivnych ohraniceni a vicsich hodnotach n a m dosahuje
najrychlejsie vysledky pri najkratSom pocte vykonanych makroiteracii spomedzi pouzitych

transformacnych funkcii.
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3.4.2 RieSenie uloh (3.6)

Pre tlohy (3.6) sme vykonali rovnaké pozorovania ako v predoslom pripade, s rovnakymi
vstupnymi tdajmi. Vysledky uvaddzame v tabulkach. KedZe narast ¢asu a poctu iteracii sa
nam potvrdil vo vietkych pripadoch, zameriame sa hlavne na porovnanie vyhodnosti pouzi-
tia tej-ktorej transformacnej funkcie a na zhodnotenie vysledkov v porovnani s vysledkami
z Casti 3.4.1.

Ulohy s rozmermi n = 40, m = 50

Tabulka 3.17: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - riegenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 9,42 38,22 0,88
20 9,16 36,16 0,76
30 14,46 57,66 1,11

Tabulka 3.18: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rieSenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,58 20,32 0,41
20 4,14 17,96 0,34

30 7,92 33,20 0,57
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Tabulka 3.19: Tabulka vystupov pre transformacénu funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rieenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,40 26,72 0,49
20 4,88 30,26 0,56
30 9,40 52,24 0,96

Tabulka 3.20: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rie§enie uloh (3.6)

Pocet, aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 6,74 36,06 1,07
20 7,36 38,58 1,06
30 14,24 72,66 2,09

Pre riesenie dloh (3.6) s malymi rozmermi vyplyva z tabuliek Tab 3.17 - Tab 3.20, Ze
funkcia 2 je najrychlejsia vzhladom na Cas aj pocet makroiteracii. Naopak, najpomalSou
funkciou z hladiska trvania celkového vypoc¢tu je funkcia 4 a z hladiska potrebného poctu
makroiterécii pre vypocet je funkcia 1. Z pohTadu Newtonovych iterdcii bola najrychlejsia

funkcia 2, najpomalsia funkcia 1.
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Ulohy s rozmermi n = 80, m = 100

Overime si predchadzjuce vysledky pri rieSeni tiloh s va¢§imi rozmermi.

Tabulka 3.21: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 9,04 35,90 1,17

20 9,20 35,56 1,31

30 9,40 34,28 1,08

40 9,28 35,80 1,09

50 11,06 40,60 1,19

60 12,96 50,64 1,51

70 26,54 101,58 2,96

Tabulka 3.22: Tabulka vystupov pre transformaénu funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 4,06 18,86 0,46

20 4,58 20,06 0,60

30 4,24 17,50 0,45

40 4,50 18,94 0,51

50 5,90 23,70 0,60

60 7,56 29,42 0,75

70 13,82 54,66 1,37
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Tabulka 3.23: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieenie tloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach

10 4,14 27,08 0,63

20 4,46 28,16 0,70

30 4,32 28,44 0,65

40 5,10 32,70 0,83

50 5,68 36,74 0,83

60 7,82 50,34 1,07

70 13,90 84,44 1,90

Tabulka 3.24: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 6,30 34,08 1,45

20 6,36 34,34 1,48

30 6,26 34,46 1,41

40 6,58 35,88 1,52

50 8,60 44,72 1,95

60 12,38 65,84 2,69

70 25,34 128,24 5,32

V tomto numerickom experimente (Tab. 3.21 - Tab. 3.24) sa nam potvrdilo, Ze pre
samotny vypocet je ¢asovo najrychlej§im pouZitie transformacnej funkcie 2, no vzhladom

na pocet makroiteracii sa funkcie 2 a 3 javia rovako vyhodné (tuto skutotnost si overime
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v experimente s eSte va¢Simi rozmermi dloh). NajpomalSou metédou vzhladom na podcet
makroiteracii je funkcia 1, vzhladom na ¢as zasa funkcia 4. Podla po¢tu Newtonovych

iteracii je najvyhodnejSou funkcia 2, na opacnej strane stoji funkcia 1.

Ulohy s rozmermi n = 150, m = 200

Overime si predoslé vysledky a zaroveii porovname vysledky s vysledkami pre alohy (3.1).

Tabulka 3.25: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieSenie uloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 9,24 36,50 2,61
20 9,16 35,04 2,61
30 9,26 34,94 2,55
40 9,34 34,44 2,59
50 9,38 34,42 2,52
60 9,88 35,00 2,59
70 11,16 38,16 2,76
80 10,90 40,18 2,99
90 10,44 37,30 2,73
100 10,54 37,12 2,73
110 11,78 44,34 3,25
120 16,22 58,34 4,28
130 22,40 78,90 5,87
140 33,68 127,38 9,56

Riesili sme komplikovanejsiu tlohu, nez v predchédzajicom pripade (tloha kvadratického
programovani (3.1) (Tab. 3.13), ¢oho dokazom su aj nasledovné vysledky. VyrieSenie ulohy
trva celkovo dlh§ie a zarovenr aj potrebny pocet Newtonovych iteracii je vicsi. Pocet
makroiterécii zostal priblizne rovnaky, z ¢oho vyplyva, Ze komplikovanejsi je len vypocet

optimalneho rieSenia X.



3.4 Experimentalne vysledky 44

Tabulka 3.26: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,06 18,94 0,91
20 4,06 18,44 0,87
30 4,44 18,92 0,93
40 4,22 17,42 0,74
50 4,44 18,08 0,88
60 412 16,82 0,77
70 4,40 17,48 0,83
80 5,28 20,06 0,92
90 5,74 21,26 1,03
100 8,92 31,34 1,49
110 9,00 33,46 1,64
120 10,48 39,30 1,71
130 15,04 55,06 2,38
140 18,76 75,68 3,43

Vzhl'adom na rieSenie zlozitejsej ulohy aj pri pouziti transformacnej funkcie 2 sme
dostali va¢si vypoctovy Cas ako v pripade rieSenia ulohy (3.1) (Tab.3.14). Avsak pocet
Newtonovych iteracii bol pri mengom pocte aktivnych ohrani¢eni m, dokonca nizsi ako v
predchadzajucom pripade, ¢o naznafuje vyhodnost pouZitia tejto transformacnej funkcie

pre danu tlohu.
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Tabulka 3.27: Tabulka vystupov pre transformacénu funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,16 26,64 1,15
20 4,04 26,68 1,17
30 4,26 27,50 1,29
40 4,60 30,50 1,26
50 4,16 28,90 1,31
60 4,50 30,62 1,35
70 4,32 29,44 1,38
80 4,22 29,28 1,16
90 4,90 33,12 1,38
100 5,26 34,76 1,79
110 6,34 44,30 1,96
120 8,66 54,88 2,29
130 11,50 71,86 2,72
140 16,64 96,36 4,08

Pre vypocet tejto tlohy s pouzitim transformacnej funkcie 3 je potrebny dlhsi ¢as ako

aj vicsi pocet Newtonovych iteracii, nez v priprade vypoctov pre funkcie (3.1) (Tab. 3.15).
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Tabulka 3.28: Tabulka vystupov pre transformaéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.6)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 6,16 32,82 2,63
20 6,10 32,68 2,54
30 6,16 33,68 2,66
40 6,46 34,86 2,46
50 6,20 34,16 2,62
60 6,38 34,40 2,60
70 6,30 33,98 2,63
80 6,60 35,44 2,69
90 7,50 40,22 3,11
100 8,44 43,74 3,34
110 11,64 60,58 4,82
120 15,24 77,32 5,83
130 21,62 108,12 8,00
140 31,10 150,14 11,44

Potreba vyssieho poctu Newtonovych iterdcii a celkovo dlhSieho ¢asu pre vypocet
ulohy kvadratického programovania (Tab. 3.16) sa potvrdila aj pri pouZiti transformad¢nej

funkcie 4.

Ak porovname navzajom transforma¢né funkcie v tomto experimente (Tab. 3.25 - Tab.
3.28), najvyhodnejSou sa javi funkcia 2 (v po¢te makroiteracii aj vypoctovom Case). VyuZi-
tie transformacnej funkcie 1 pre vypocet tlohy sa zd4 byt najhor§im rieSenim spomedzi po-
zorovanych funkcii. Pocet Newtonoych iteracii ukazuje ako najvhodnejSie pouzitie funkcie

2, najhorsie vysledky z tohto pohladu dosiahla opat funkcia 1.

Z toho vyvodzujeme, 7e pri rieSeni aloh typu (3.6) je najvhodnejsie pouzit transfor-
macnu funkciu 2, pretoze aj pri vacsich poctoch aktivnych ohraniceni a vécsich hodnotach
n a m dosahuje najrychlejsie vysledky pri najmenSom pocte vykonanych makroiteracii
spomedzi pouzitych transformac¢nych funkcii. Pripadne by bolo mozné pouzit funkciu 3,

nakolko jej vystupné hodnoty sa vyrazne neodlisuja od funkcie 2.
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3.4.3 RieSenie uloh (3.7)

Vykonali sme experimenty s tlohami (3.7), s rovnakymi vstupnymi hodnotami ako v
predoslych pripadoch. Opét sme porovnavali vyhodnost pouzitia jednotlivych transfor-
macnych funkeii. Porovnanie vysledkov sme realizovali aj pre rozne tucelové funkcie ((3.1)
a (3.6)).

Ulohy s rozmermi n = 40, m = 50

Tabulka 3.29: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 6,00 41,40 0,53
20 7,58 51,68 0,65
30 14,56 88,80 1,13

Tabulka 3.30: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 5,24 39,74 0,33
20 5,70 39,80 0,33

30 8,46 49,32 0,42
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Tabulka 3.31: Tabulka vystupov pre transformaéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rieenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,28 34,28 0,35
20 4,58 38,18 0,30
30 8,38 59,06 0,48

Tabulka 3.32: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 40, m = 50 - rie§enie uloh (3.7)

Pocet, aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach
10 6,14 45,12 0,58
20 7,74 52,96 0,68
30 14,56 88,82 1,16

Z vystupnych tabuliek (Tab. 3.29 - Tab. 3.32) moZno pozorovat, Ze asovo najvyhodnejsou
je funkcia 2, zatial ¢o vzhladom na pocet makroiteracii sa najlepSou javi funkcia 3. Horsie
vysledky dosiahli funkcie 1 a 4. Pocet Newtonovych iteracii ukazuje ako najrychlejsiu
funkciu 3, najhorgie vysledky dosiahla funkcia 4. Vzhladom na maly rozmer pozorovanych

iloh sme tieto vysledky overovali pri rieSeni tiloh s vA¢8imi rozmermi.
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Ulohy s rozmermi n = 80, m = 100

Tabulka 3.33: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroitericii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 6,20 41,52 0,97

20 6,00 40,52 0,94

30 6,32 47,66 1,14

40 6,28 4214 0,98

50 8,20 57,14 1,33

60 11,64 82,36 1,89

70 29,34 175,12 413

Tabulka 3.34: Tabulka vystupov pre transformacénu funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 4,14 35,76 0,50

20 4,50 28,50 0,41

30 4,92 35,28 0,53

40 5,08 32,08 0,48

50 6,00 42,86 0,63

60 7,64 50,90 0,75

70 16,62 107,00 1,58




3.4 Experimentalne vysledky 50

Tabulka 3.35: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieenie tloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach

10 4,24 33,88 0,48

20 4,18 32,32 0,45

30 4,30 38,84 0,54

40 4,22 34,22 0,47

50 5,68 51,50 0,71

60 7,72 73,32 1,02

70 15,58 109,78 1,55

Tabulka 3.36: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 80, m = 100 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohraniceni m, | makroiterdcii | Newtonovych iteracii | v sekundach

10 6,24 41,74 1,00

20 6,18 39,10 0,93

30 6,32 47,66 1,17

40 6,28 42,14 1,00

50 8,20 57,14 1,38

60 11,64 82,36 1,93

70 29,44 175,44 4,23

Pozorovanim vysledkov rieSenia tloh (3.7) s rozmermi n = 80, m = 150 (Tab. 3.33
- Tab. 3.36) sa ukazuje, Ze pouzitie transformacnych funkcii 2 a 3 je rovnako vyhodné

(z hladiska potrebného Casu vypoltu a poCtu makroiterdcii). Menej vyhodnym sa zda
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byt pouzitie funkcii 1 a 4, ktoré rovnako dosahuji podobné vysledky (sledovanymi ukazo-

sme zaznamenali pri pouZziti transformacnej funkcie 3, najvyssie poc¢ty dosiahli funkcie 1

a 4.

Ulohy s rozmermi n = 150, m = 200

Tabulka 3.37: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 1 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieSenie uloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 6,46 42,38 2,46
20 6,32 45,56 2,55
30 6,26 42,90 2,36
40 6,20 44,32 2,41
50 6,64 45,00 2,47
60 6,34 45,52 2,50
70 6,20 42,74 2,37
80 6,62 46,13 2,56
90 7,88 52,56 2,95
100 8,92 60,58 3,40
110 10,74 68,42 3,91
120 14,40 93,60 5,37
130 21,54 135,00 7,71
140 32,82 203,90 11,72

Nakol'ko sa jedna o zlozitejsiu ucelova funkciu nez je funkcia (3.1), opat sa potvrdila
skutoc¢nost, Ze Cas potrebny na vypocet ako aj poCet Newtonovych iterdcii je pre tuto
funkciu vyssi (v porovnani s Tab. 3.13) .

Pri porovnani vysledkov vypoctov s pouzitim ucelovej funkcie (3.6), st spominané
hodnoty naopak nizsie (v porovnani s Tab. 3.25), z ¢oho usudzujeme, Ze ucelové funkcie

(3.7) je vypoctovo jednoduchsia.
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Tabulka 3.38: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 2 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,58 38,24 1,45
20 5,38 41,16 1,58
30 5,50 35,32 1,36
40 4,86 30,32 1,14
50 5,12 33,18 1,25
60 5,24 31,50 1,23
70 5,36 35,14 1,36
80 5,44 36,82 1,43
90 5,60 39,90 1,59
100 6,78 43,16 1,72
110 6,72 42,52 1,68
120 8,04 50,56 2,16
130 11,20 75,60 3,02
140 16,32 103,32 4,20

Pocet makroiteracii, po¢et Newtonovych iterdcii potrebnych pre vypocet optimélneho
% a celkovy ¢as vypoctu ulohy s ucelovou funkciou (3.7) je v porovnani s vypoctami pre
tcelové funkcie (3.1) (Tab. 3.14) a (3.6) (Tab. 3.26) najvicsi (¢o vyvratilo na§ predpoklad

o vypoctovo jednoduchsej ulohe).
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Tabulka 3.39: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 3 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 4,22 33,38 1,28
20 4,42 37,78 1,41
30 4,44 37,06 1,34
40 4,38 38,12 1,35
50 4,24 35,60 1,25
60 4,36 37,06 1,30
70 4,20 35,20 1,25
80 4,86 41,86 1,51
90 4,84 41,92 1,52
100 5,76 48,84 1,79
110 6,92 53,84 2,01
120 7,58 62,86 2,38
130 11,56 88,52 3,34
140 17,64 128,56 4,90

Spomedzi v8etkych troch sledovanych tcelovych funkcii, si vypocty s pouzitym funkcie
(3.7) najnaroc¢nejsie, a to nie len z ¢asového hl'adiska samotného vypoctu, ale aj z pohladu

potrebného poc¢tu Newtonovych itericii pre zistenie optiméalnej hodnoty X.
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Tabulka 3.40: Tabulka vystupov pre transformacéni funkciu 4 pri rozmeroch tlohy
n = 150, m = 200 - rieenie tloh (3.7)

Pocet aktivnych Pocet Celkovy pocet Cas vypoctu
ohrani¢eni m, | makroiteracii | Newtonovych iterdcii | v sekundach
10 6,14 40,62 1,14
20 6,42 44,12 1,26
30 6,44 41,06 1,10
40 6,18 40,22 1,04
50 6,36 40,56 1,06
60 6,34 40,66 1,08
70 6,28 40,32 1,06
80 6,66 44,22 1,24
90 7,12 47,40 1,43
100 8,16 53,46 1,71
110 9,14 57,52 1,94
120 11,02 71,60 2,71
130 15,78 101,66 4,10
140 23,28 147,20 6,35

V porovnani s oboma predoslymi experimentami je pri vypocte s pouzitim ucelovej
funkcie (3.7) potrebny priblizne rovnaky pocet makroiteracii. V priprade zamerania sa na
hodnoty celkového poctu Newtonovych iteracii, tato skuocnost neplati. Prave naopak. Na
vyrieSenie tlohy je potrebny najvicsi pocet tychto iteracii. Z ¢asového hladiska je trvanie
vypoctov pre funkciu (3.7) dlhsie nez pre funkciu (3.6) (Tab. 3.28) a naopak kratsie ako
pri funkcii (3.1) (Tab. 3.16).

V tomto experimente (Tab. 3.37 - Tab. 3.40) sa javi ako najvyhodnejsie pouZit funkciu
2 alebo 3 - dosahovali podobné vysledky, vyhodné vo vetkych ohl'adoch. Nevyhodnym sa
zda byt hlavne pouzitie transformac¢nej funkcie 1. Pocet Newtonovych iteracii poukazuje

na nevyhodnost pouzitia funkcie 1.

Mozme teda konstatovat, Ze na rieSenie tloh typu (3.7) je najvhodnejsie pouZit trans-
formac¢nu funkciu 2 alebo 3, kedZe dosahovali podobné a vo vSetkych ohl'adoch najlepgie

vysledky.



Zaver

V tejto praci sme sa venovali metdde rozsirenych Lagrangeovych funkcii z teoretického
ako aj z praktického hladiska. Priblizili sme si ich zostrojovanie a skonStruovali sme al-
goritmus na hladanie sedlového bodu prave pomocou tychto funkcii. Ako sme ukazali pri
ilustrativnych rieSeniach, vytvoreny algoritmus poskytoval rieSenia vramci pozadovanej
presnosti.

Nasledne sme realizovali sériu experimentov (experimenty sme vykonali na tlohach
roznych rozmerov - poCet premennych n a pocet ohraniceni m), kde sme sa zamerali hlavne
na porovnéavanie vysledkov dosiahnutych pri pouziti troch typov tcelovych a §tyroch typov
transformag¢nych funkcii. Spolu sme vygenerovali priblizne 3 600 tloh, z ktorych kazda sme
riegili Styrikrat (spolu teda priblizne 15 000 rieseni). Vysledkom nagich pozorovani bolo
zistenie, ze pocCet makroiteracii, pofet Newtonovych iterdcii a ¢as vypoctu zavisia od poctu
aktivnych ohraniceni.

Zaroven sme porovnavali §tyri rozne transformac¢né funkcie.

Z nagich experimentov vyplynulo, Ze pri riegeni tloh (3.1) je najvhodnejsie pouZit transfor-
mad¢nd funkciu 3 - (2.47), ked'Ze aj pri vacsich po¢toch aktivnych ohrani¢eni a va&sich hod-
notédch n a m dosahuje najrychlejsie vysledky pri najmensom pocte vykonanych makroi-
teracii.

Z rovnakého dovodu je najvhodnejsie pri rieseni aloh (3.6) pouzit transforma¢ni funkciu 2
- (2.46), alebo funkciu 3 - (2.47). Metody s pouzitim oboch tychto tansformag¢nych funkcit
dosahovali priblizne rovnaké hodnoty.

NajvhodnejSou metédou pre rieSenie funkcii (3.7) je v rozsirenej Lagrangeovej funkcii
pouzit transforma¢nu funkciu 2 - (2.46), alebo funkciu 3 - (2.47). Obe funkcie dosahovali
priblizne rovnaké vysledky.

Efektivne a rychle rieSenie roznych typov tloh si teda vyzaduje pouzitie roznych trans-

formaé¢nych funkcii.
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Priloha

V tejto ¢asti pripajame zdrojovy kéd (Matlab 7.9.0) algonitad’alSich pomocnych funkcii,
ktoré sme pouzivali pri naSich vyoch.

function [it,pocitN,time] = algoritmus(m,ma,n,r,sigma, eps, delta)
[A, G, xopt,yopt, b,h,f, g]=generator(m,ma, n,r);
[x0, yO]=pomocne(xopt, yopt, ro, sigma,m,n);
t1=clock;
format short e
it=1,
X=x0;
yk=y0;
pocitN=0;
poc=0;
while poc~=2*m
poc=0;
[XN, itN] = Newton(x, yk, A, G, h,r, eps,qg,lnf);
pocitN=pocCitN+itN;
X=XN;
ghod=eval(g);
pocl=0;
poc2=0;
poc3=0;
foril=1:m
if ghod(il) > delta
pocl=pocl+1,;
end
if abs(ghod(il)) <= delta
poc2=poc2+1,;
end
if ghod(il)< -delta
poc3=poc3+1,;
end
end
fori=1:m
if ghod(i)>= -delta
poc=poc+1;
end
if ghod(i) > delta
if yk(i)> 107(-5)
poc=poc-1;
end
end
if yk(i)>0
poc=poc+1;
end
end
if poc==2*m



break
end
for i=1:m
gg=ghod(i);
yk(i)=-(yk(i)*prvaderpsig(gg,1));
end
it=it+1;
end
t2=clock;
time=etime(t2,t1);
end

function cislo = druhaderpsig(gg,r)
if gg>=-r/2
%if gg>=0
%cislo=(2*gg + r2)"(-1.5);
%ocislo=(2*r"2)/(r+gg)"3;
cislo=r/(r+gg)"2;
else
%cislo = 1/r"3;
%cislo=2/r;
%ocislo=16/r;
cislo=4/r;
end
end

function [A, G, xopt,yopt, b,h.f, g]=generatorl(namm,r)
A=-5+randi(10,m,n);
B=-3+randi(6,n,n);
C=diag(ones(n,1),0);
G=B*B' + C;
xopt=-9+randi(18,n,1);
b=zeros(m,1);
u=zeros(m,1);
temp=A*xopt;
for i=1:ma
u(i)=1+randi(8,1,1);
b(i)=temp(i);
end
beta=1 + randi(2,m,1);
for i=(ma+1):m
u(i)=0;
b(i)=temp(i)-beta(i);
end
uopt=u;
h= A*uopt-G*xopt;



f=sprintf('0.5*x"*G*x + h"*x");
g=sprintf(CA*x - b');
X=xopt;
ghod=eval(g);
yop=zeros(m,1);
for i=1:m
gg=ghod(i);
yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r);
end
yopt=yop;
end

function gradient=gradL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m)

x=xI;

gg=eval(g);

v=zeros(m,1);

psi=zeros(m,1);

for i=1:m
psi(i)=prvaderpsig(gg(i).r);
v(i)=yk(i)*psi(i);

end

gradient=((G*xl + h) + A*v)";

end

function hesian=hesL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m)
x=xl;
ghod=eval(g);
d=zeros(m,1);
for i=1:m
gg=ghod(i);
d(i)=yk(i)*druhaderpsig(gg,r);
end
D=diag(d);
hesian = G + A*D*A,;
end

function fi = L(xl,yk,f, G, h, r, A, b, g,m)
x=xI;
ff = eval(f);
gg = eval(g);
suma = 0;
psi=zeros(m,1);
fori=1:m
psi(i)=psignove(gg(i).r);



suma = suma + yk(i)*psi(i);
end
fi = ff + suma;
end

function [xk, itN]= Newton(x0, y1, A, G, h,r, epstgf,m)
x=x0;
y=yl;
itN=0;
LI=L(x0,y1,f, G, h, r, A, b, g,m);
for i=1:5000
H=hesL(x,y,A,G,h,r,g,b,m);
Gr=gradL(x,y,A,G,h,r,g,b,m);
if (norm(Gr) <= eps)
break
end
sk=-(H\Gr");
pk=sk/norm(sk);
Lambda = novygolden(x, y,A, b,f,g,h,G,r,pk,m);
x1=x+Lambda*pk;
LI1=L(x1,y1,f, G, h, r, A, b, g,m);
if LI1>=LI
break
end
itN=1tN+1,;
x=x1,
LI=LI1;
end
xk=x;
end

function lam = novygolden(xl, y,A, b,f,g,h,G,r,pkkm
lambda=0;
x=xl+lambda*pk;
fipred=L(x,y,f, G, h, r, A, b, g,m);
t=(sqrt(5)+1)/2;
tau=t;
ax=0;
bx=0;
for i=1:500
lambda=tau”(i-1);
x=xl+lambda*pk;
fi=L(x,y.f,G,h,r,A,b,g,m);
if fi>= fipred
ax=0;
bx=lambda;



break
else fipred=fi,
end
end
z1=2-t;
z2=t-1,
cl=ax+z1*(bx-ax);
x1=xl+cl*pk;
f1 = L(x1,y,f,G,h,r,Ab,g,m);
c2=ax+z2*(bx-ax);
x2=xl+c2*pk;
f2 = L(x2,y,f,G,h,r,A,b,g,m);
eps=0.001;
while ((bx-ax)*norm(pk))>eps
if f1<f2
bx=c2;
c2=cl,
f2=f1,
cl=ax+z1*(bx-ax);
x1=xl+cl*pk;
fi=L(x1,y,f,G,h,r,A,b,g,m);
else
ax=cl,;
cl=c2,
f1=f2;
c2=ax+z2*(bx-ax);
x2=xl+c2*pk;
f2=L(x2,y,f,G,h,r,A,b,g,m);
end
end
lam=c2;
end

function [x0, yO]=pomocne(xopt, yopt, ro, sigma,in,n
xz=-9+randi(18,n,1);
x0=xopt+((xz-xopt)/(norm(xz-xopt)))*ro;
yz=1+randi(8,m,1);
yO=yopt+((yz-yopt)/(norm(yz-yopt)))*sigma;

end

function cislo = prvaderpsig(gg.r)

if gg>=-r/2

%if gg>=0
%cislo= -((2*gg+r*2)"(-0.5));
%ocislo=-(r/(r+gg)"2);
%ocislo=-(r"2/(gg+n))"2;



cislo= -r/(r+gQ);

else
%ocislo=(gg/r3) - 1/r;
%cislo=((2*gQg)/r)-1;
%cislo=16*gg/r +4;
cislo=4*gg/r;

end

end

function cislo = psignove(gg,r)

if gg>=-r/2

%if gg>=0
%cislo=r-sqrt(2*gg + r"2);
%cislo=-(9g*r)/(r+gQ);
%cislo=-(gg*r)/(gg+r);
cislo=-r*log(gg/r +1);

else
%ocislo = (99"2)/(2* (r"3)) - (99/r);
%cislo=((gg"2)/r) - 9g;
%ocislo=8*(gg"2/r) + 4*gg +r;
cislo=r*(2*(gg/r)"2 + log(2) -0.5);

end

function [A, G, xopt,yopt, b,h,f, g]J=generator2(naym,r)
A=-5+randi(10,m,n);
B=-3+randi(6,n,n);
C=diag(ones(n,1),0);
G=B*B' + C;
xopt=randi(9,n,1);
b=zeros(m,1);
u=zeros(m,1);
temp=A*xopt;
for i=1:ma
u(i)=1+randi(8,1,1);
b(i)=temp(i);
end
beta=1 + randi(2,m,1);
for i=(ma+1):m
u(i)=0;
b(i)=temp(i)-beta(i);
end
uopt=u;
h= A*uopt-(G*xopt+ones(n,1)+log(xopt));
f=sprintf('0.5*x"*G*x + h"*x + logsuma(x)");
g=sprintf('A*x - b');
X=Xopt;



ghod=eval(g);

yop=zeros(m,1);

for i=1:m
gg=ghod(i);
yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r);

end

yopt=yop;

end

function gradientf = gradf(x,G,h)
gradientf=(G*x +h+ones(length(x),1)+log(x))";
end

function gradient=gradL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m,m1)

x=xI;

gg=eval(g);

v=zeros(m,1);

psi=zeros(m,1);

for i=1:m
psi(i)=prvaderpsig(gg(i).r);
v(i)=yk(i)*psi(i);

end

gradient=gradf(x,G,h)+(A™*v)’;

end

function [A, G, xopt,yopt, b,h,c,f, g]=generator3(na, n,r)
A=-5+randi(10,m,n);
B=-3+randi(6,n,n);
C=diag(ones(n,1),0);
G=B*B' + C;
xopt=-9+randi(18,n,1);
b=zeros(m,1);
u=zeros(m,1);
temp=A*xopt;
for i=1:ma
u(i)=1+randi(8,1,1);
b(i)=temp(i);
end
beta=1 + randi(2,m,1);
for i=(ma+1):m
u(i)=0;
b(i)=temp(i)-beta(i);
end
uopt=u;



c=-3+randi(6,n,1);
h= A*uopt-(G*xopt + c*exp(c*xopt));
f=sprintf('0.5*x"™*G*x + h"*x+exp(c"*x)");
g=sprintf(CA*x - b');
X=xopt;
ghod=eval(g);
yop=zeros(m,1);
for i=1:m
gg=ghod(i);
yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r);
end
yopt=yop;
end

function gradient=gradL(x,yk, A, G, h,c,r,g,b,m)
gg=eval(g);
v=zeros(m,1);
psi=zeros(m,1);
for i=1:m
psi(i)=prvaderpsig(gg(i).r);
v(i)=yk(i)*psi(i);
end
gradient=((G*x + h + c*exp(c*x)) + A*v)';
end



