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Abstrakt

HRABOVSKÁ, Alena: Metódy rie²enia úloh o sedlovom bode. Diplomová práca - Uni-

verzita Komenského v Bratislave; Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; Katedra

aplikovanej matematiky a ²tatistiky. �kolite©: doc. RNDr. Milan HAMALA, CSc., Bratislava

2011.

Táto diplomová práca sa zaoberá metódami rie²enia úloh o sedlovom bode. Ústrednou

témou je roz²írená Lagrangeova funkcia pre úlohu konvexného programovania. Hlavným

cie©om práce je naprogramovanie algoritmu vyuºívajúceho túto funkciu. Posledná £as´

práce je venovaná numerickému experimentu, ktorý zah¯¬a porovnanie výsledkov pre rôzne

funkcie.

K©ú£ové slová: nelineárne programovanie, úloha konvexného programovania, roz²írená

Lagrangeova funkcia.



Abstract

HRABOVSKÁ, Alena: About di�erent ways to solve saddlepoint problem. Diploma work

- Comenius University, Bratislava; Faculty of Mathematics, Physiscs and Informatics; De-

partment of applied mathematics and statistics. Adviser: doc. RNDr. Milan HAMALA,

CSc., Bratislava 2011.

This diploma work discusses di�erent approaches to solution of saddlepoint problem. Key

topic is augmented Lagrangian function for convex programming. The goal of this work is

to create algorithm utilizing that function. Last part of the work is dedicated to numerical

experiment which involves comparison of results for di�erent functions.

Keywords: nonlinear programming, problem of convex programming, augmented La-

grangian function
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Úvod

V posledných rokoch sme svedkami narastania záujmu o problém optimalizácie v mnohých

oblastiach ©udskej £innosti. Nelineárne programovanie je jedným z odvetví optimalizácie.

Svoje za£iatky má v polovici minulého storo£ia, ke¤ po rozvoji lineárneho programovania

uº nesta£ilo opisova´ rôzne javy iba pomocou lineárnych rovníc, ale bolo potrebné rie²i´

zloºitej²ie úlohy. V roku 1963 sa Everett [3] pokú²al rie²i´ tieto úlohy h©adaním sedlového

bodu Lagrangeovej funkcie, no ukázalo sa, ºe táto metóda má viacero nedostatkov a je

nevhodná na rie²enie úloh na viazaný extrém. Uº o pár rokov nato, v roku 1969, Hestenes

[4] odstránil tieto nedostatky a pri²iel s prvou roz²írenou Lagrangeovou funkciou, ktorá je

dodnes známa ako Hestenesova funkcia. Táto funkcia je vhodná na rie²enie úloh s ohrani£e-

niami v tvare rovností, no uº v roku 1973, Rockafellar [5] predstavil ¤al²iu roz²írenú La-

grangeovu funkciu, ktorá rie²i úlohy na viazaný extrém. Následne v sedemdesiatych rokoch

minulého storo£ia vypukol ve©ký �boom� spojený s týmito metódami. Ten neskôr ustal, no

záujem o túto problematiku sa e²te úplne nestratil, £oho dôkazom sú aj £lánky [12] a [13].

Práve problematikou roz²írených Lagrangeových funkcií sa budeme zaobera´ v tejto

diplomovej práci. V úvode si zade�nujeme základné pojmy nelineárneho programovania.

V ¤al²ej kapitole sformulujeme zov²eobecnenú Lagrangeovu funkciu pre úlohu konvexného

programovania a skon²truujeme algoritmus na jej vyuºitie. Následne budeme realizova´ nu-

merický experiment na porovanie vplyvu zmeny rôznych vstupných parametrov na hodnoty

výstupov a zárove¬ vykonáme porovnanie pre rôzne funkcie.



Kapitola 1

Základné pojmy

V tejto kapitole zade�nujeme základné pojmy týkajúce sa nelineárneho programovania,

potrebné pre lep²ie pochopenie skúmanej problematiky. 1

1.1 Úloha nelineárneho programovania

Majme funkciu f(x) : Rn → R, ktorú budeme ¤alej nazýva´ ú£elovou funkciou a funkcie

gi(x) : Rn → R (i = 1, . . . ,m), ktoré budeme nazýva´ funkciami ohrani£ení ur£u-

júcimi tzv. mnoºinu prípustných rie²ení

K = {x|gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}.

De�nícia 1.1.1 Úlohou nelineárneho programovania nazývame úlohu nájs´ minimum

ú£elovej funkcie f(x) na mnoºine prípustných rie²ení K a budeme ju zapisova´ nasledovne:

Min{f(x) | gi(x) ≥ 0; i = 1, . . . ,m}, (1.1)

Prípustné rie²enie x̂ ∈ K, v ktorom ú£elová funkcia f(x) nadobúda svoje minimum

(vzh©adom na mnoºinu prípustných rie²ení K) nazývame optimálnym rie²ením úlohy

(1.1).

V teórii nelineárneho programovania sú známe dva spôsoby vyjadrenia nutných a

posta£ujúcich podmienok pre optimálne rie²enie úlohy (1.1).

Prvý spôsob pouºíva diferenciálny po£et a je známy ako Kuhn-Tuckerove podmienky.

V takom prípade o úlohe (1.1) musíme predpoklada´, ºe jej funkcie f , gi sú diferencovate©né.

Príslu²né Kuhn-Tuckerove podmienky reprezentujú nutné podmienky optimality. (Kuhn-

Tuckerove podmienky sa stanú posta£ujúcimi podmienkami optimality, ak úloha (1.1) je

navy²e úlohou konvexného programovania, o £om pojednáva £as´ 1.2.).

1V²etky de�nície a vety sú prevzaté z [1] a [2]
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Veta 1.1.1 (Kuhn-Tucker) Nech funkcie f(x), gi(x) (i = 1, . . . ,m) sú diferencovate©né,

t.j. f(x), gi(x) ∈ C1. Nech x̂ je optimálnym rie²ením úlohy (1.1) a nech je v ur£itom zmysle

"regulárnym bodom"2.

Potom existuje û ∈ Rm tak, ºe platia tzv. Kuhn-Tuckerove podmienky (¤alej ich budeme

skrátene ozna£ova´ K-T podmienky):

∇f(x̂)−
m∑
i=1

ûi∇gi(x̂) = 0n (1.2)

gi(x̂) ≥ 0 i = 1, . . . ,m (1.3)

ûigi(x̂) = 0 i = 1, . . . ,m (1.4)

ûi ≥ 0 i = 1, . . . ,m (1.5)

Poznámka: V teórii nelineárneho programovania sa obvykle predpokladá, ºe popri

(1.4) platí aj

ûi + gi(x̂) > 0 i = 1, . . . ,m (1.6)

(tzv. �strictly complementarity� predpoklad).

Druhý spôsob vyjadrenia nutných a posta£ujúcich podmienok pre optimálne rie²enie

úlohy (1.1) je pomocou sedlového bodu tzv. Lagrangeovej funkcie. Pomocou sedlového

bodu dostaneme posta£ujúce podmienky optimality. Tieto podmienky sa stanú nutnými,

ak úloha (1.1) bude úloha konvexného programovania (viac v £asti 1.2.).

De�nícia 1.1.2 Lagrangeovou funkciou L : Rn × Rm+ → R úlohy (1.1) nazývame

funkciu

L(x,u) = f(x)−
m∑
i=1

uigi(x). (1.7)

Premenné u ∈ Rm+ sa nazývajú Lagrangeove premenné.

De�nícia 1.1.3 Bod (x0,u0) sa nazýva sedlovým bodom Larangeovej funkcie, ak

platí:

∀x ∈ Rn ∀u ∈ Rm+ : L(x0,u) ≤ L(x0,u0) ≤ L(x,u0) (1.8)

Zloºky vektora u0 ∈ Rm+ sa nazývajú Lagrangeove multiplikátory, vektor u0 ∈ Rm+ sa

nazýva vektor Lagrangeových multiplikátorov.

Veta 1.1.2 Nech (x̂, û) ∈ Rn ×Rm+ je sedlový bod Lagrangeovej funkcie (1.7).

Potom x̂ je optimálnym rie²ením úlohy nelineárneho programovania (1.1).

2Podrobnosti o regularite sú uvedené v [2]
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Poznamenávame, ºe Lagrangeova funkcia (1.7) umoº¬uje zapísa´ K-T podmienky

(1.2)− (1.5) v kompaktnom tvare:

∇xL(x̂, û) = 0 (1.9)

∇uL(x̂, û) ≤ 0 (1.10)

ûT∇uL(x̂, û) = 0 (1.11)

û ≥ 0 (1.12)

Vz´ah (1.9) vyjadruje podmienku stacionarity bodu x̂ funkcie L(x, û) vzh©adom na

premennú x ∈ Rn, ¤al²ie tri vz´ahy (1.10) - (1.12) sú nutnými podmienkami pre maximum

funkcie L(x̂,u) vzh©adom na premennú u ∈ Rm+ .

1.2 Úloha konvexného programovania

Ak sp¨¬a úloha (1.1) vlastnosti konvexnosti, tak K-T podmienky sú zárove¬ aj posta£u-

júcimi podmienkami optimality a sedlový bod Lagrangeovej funkcie sa stáva nutnou pod-

mienkou optimality. Tieto skuto£nosti sme uº spomenuli v predchádzajúcej £asti. Teraz

podrobnej²ie charakterizujeme úlohu konvexného programovania.

De�nícia 1.2.1 Nech Ω ⊆ Rn je konvexná mnoºina.

Potom funkciu f(x) : Ω→ R nazývame konvexnou, ak platí :

∀x,y ∈ Ω,x 6= y a ∀λ ∈ (0, 1) : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (1.13)

Funkciu g : Ω→ R nazývame konkávna, ak (−g) je konvexná.

De�nícia 1.2.2 Úlohu nelineárneho programovania (1.1) nazývame úlohou konvexného

programovania, ak ú£elová funkcia f je konvexná a funkcie ohrani£ení gi sú konkávne.

Zapisova´ ju budeme nasledovne:

Min{f(x) | gi(x) ≥ 0; i = 1, . . . ,m}. (1.14)

Úlohou konvexného programovania (1.14) má nasledovné uºito£né vlastnosti:

1. Mnoºina prípustných rie²ení je konvexná.

2. Kaºdé lokálne minimum funkcie je zárove¬ aj globálnym minimom.

3. Mnoºina v²etkých miním je konvexná mnoºina.

Veta 1.2.1 Nech platia Kuhn-Tuckerove podmienky (1.2)− (1.5).

Potom x̂ je optimálnym rie²ením úlohy (1.14).
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Veta 1.2.2 (Veta Slatera) Majme úlohu konvexného programovania (1.14), ktorá má nasle-

dovnú vlastnos´ (S-regularita):

∃x̄ ∈ Rn : gi(x̄) > 0, i = 1, . . . ,m

Nech x̂ je optimálnym rie²ením takejto S-regulárnej úlohy konvexného programovania.

Potom existuje û ∈ Rm+ tak, ºe (x̂, û) je sedlovým bodom Lagrangeovej funkcie (1.7).

1.3 Metódy rie²enia úlohy konvexného

programovania

K-T podmienky (1.2)−(1.5) pre úlohu konvexného programovania (1.14) sú nielen nutnými

podmienkami optimality (Veta 1.1.2.), ale aj posta£ujúcimi podmienkami optimality (Veta

1.2.2).

Úlohu (1.14) by sme teda mohli rie²i´ vyrie²ením systému nelineárnych rovníc a nerovníc

(1.2)−(1.5). Na tomto postupe sú zaloºené mnohé algoritmy, ktorými sa v²ak v tejto diplo-

movej práci nezaoberáme.

Charakteristika optimálneho rie²enia úlohy konvexného programovania (1.14) pomo-

cou sedlového bodu Lagrangeovej funkcie vytvára inú moºnos´ na jej rie²enie. Úloha o

sedlovom bode má totiº pomerne jednoduchú mnoºinu prípustných rie²ení Rn × Rm+ , a

preto moºno o£akáva´, ºe v niektorých prípadoch nájs´ sedlový bod Lagrangeovej funkcie

môºe by´ kvalitatívne jednoduch²ie ako priame rie²enie úlohy (1.14).

H©adanie sedlového bodu moºno realizova´ striedavou minimalizáciou funkcie L(x, ū)

pri �xovanom ū ≥ 0m a maximalizáciou funkcie L(x̄,u) pri �xovanom x̄ ∈ Rn.
Takýto prístup k rie²eniu úlohy (1.14) navrhol Everett [3] uº v roku 1963. Narazil v²ak

na ur£ité technické ´aºkosti (minimum Larangeovej funkcie nemusí existova´ pre kaºdé

u ≥ 0m). Preto neskôr boli navrhnuté ur£ité zov²eobecnenia Lagrangeovej funkcie, ktoré

odstránili spomenuté ´aºkosti. Týmto technikám je venovaná predloºená diplomová práca.



Kapitola 2

Zov²eobecnená Lagrangeova

funkcia

Ako sme uº spomenuli, klasická Lagrangeova funkcia nie je práve najvhodnej²ím nástro-

jom na rie²enie úloh nelineárneho programovania, nako©ko nemusí existova´ minimum tejto

funkcie pre kaºdé u ≥ 0m. Tento fakt podnietil vznik roz²írených Lagrangeových funkcií

(tzv. �Augmented Lagrangian�). Roz²írená Lagrangeova funkcia vznikne z klasickej La-

grangeovej funkcie pridaním ¤al²ieho výrazu (tzv. penalizácie). Ako prvý predstavil takúto

funkciu Hestenes [4] v roku 1969 - funkcia bola skon²truovaná pre úlohu s ohrani£eniami

v tvare rovností. Pre úlohy s ohrani£eniami v tvare nerovností navrhol ¤al²iu funkciu

Rockafellar [5] v roku 1973.

2.1 Roz²írená Lagrangeova funkcia Rockafellara

Ako sme uº spomenuli, pre úlohu konvexného programovania (1.14) prvú zov²eobecnenú

funkciu navrhol Rockafellar [5] v roku 1973 . Má tvar:

R(x,y; η) = f(x) +
1

2η

m∑
i=1

(max[0, ηgi(x)− yi]2 − y2i ), (2.1)

alebo ekvivalentne

R(x,y; η) =

f(x)−
∑m
i=1 yigi(x) + η

2

∑m
i=1 g

2
i (x) ak ηgi(x)− yi ≥ 0

f(x)− 1
2η

∑m
i=1 y

2
i ak ηgi(x)− yi < 0,

(2.2)

kde x ∈ Rn,y ∈ Rm a η > 0 je parameter.

Rockafellarova funkcia je oproti klasickej Lagrangeovej funkcii roz²írená o tzv.

penaliza£ný výraz, ktorý penalizuje prípadné poru²enie podmienok prípustnosti.
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Rockafellarova funkcia zachováva k©ú£ovú vlastnos´ klasickej Lagrangeovej funkcie uve-

denú vo vetách (1.1.2) a (1.2.2), tj. jej sedlový bod jednozna£ne kore²ponduje s optimálnym

rie²ením príslu²nej úlohy konvexného programovania (1.14) ( a zárove¬ nemá nedostatok

klasickej Lagrangeovej funkcie spomenutý v úvode).

2.2 Zov²eobecnená Lagrangeova funkcia

s lineárnymi multiplikátormi

De�nícia 2.2.1 Zov²eobecnenou Lagrangeovou funkciou s lineárnymi multiplikátormi

L : Rn ×Rm+ → R úlohy konvexného programovania (1.14) nazývame funkciu tvaru

L(x,y) = f(x) +

m∑
i=1

yiψ[gi(x)], (2.3)

kde tzv. transforma£ná funkcia ψ : R→ R má nasledovné vlastnosti:

(i) ψ ∈ C2,

(ii) ψ′′(ξ) > 0 ∀ξ ∈ R, tj. ψ : R→ R je konvexná,

(iii) ψ′(ξ) < 0, tj. ψ klesajúca,

(iv) ψ(0) = 0 , teda pod©a (iii) ψ(ξ) > 0 pre ξ < 0 a ψ(ξ) < 0 pre ξ > 0,

(v) ψ′(0) = −1.

Premenné y ∈ Rm+ sa nazývajú zov²eobecnené Lagrangeove premenné.

Veta 2.2.1 Nech (x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rm+ je sedlovým bodom funkcie (2.3).

Potom x̂ ∈ Rn je optimálnym rie²ením úlohy (1.14).

Dôkaz: Nech platí :

∀x ∈ Rn ∀y ≥ 0m : L(x̂,y) ≤ L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ) (2.4)

I. Z prvej nerovnosti dostávame

∀y ≥ 0m : f(x̂) +

m∑
i=1

yiψ[gi(x̂)] ≤ f(x̂) +

m∑
i=1

ŷiψ[gi(x̂)] (2.5)

z £oho ¤alej vyplýva

∀y ≥ 0m :

m∑
i=1

yiψ[gi(x̂)] ≤
m∑
i=1

ŷiψ[gi(x̂)] (2.6)

Na ©avej strane máme lineárnu funkciu a na pravej strane kon²tantný výraz. Preto koe�-

cienty ψ[gi(x̂)] lineárnej funkcie nemôºu by´ kladné.

Teda,

∀i = 1, . . . ,m : ψ[gi(x̂)] ≤ 0 (2.7)
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Z vlastnosti (iii) vyplýva, ºe (2.7) implikuje

∀i = 1, . . . ,m : gi(x̂) ≤ 0 (2.8)

Tým sme dokázali, ºe x̂ ∈ Rn je prípustným rie²ením úlohy (1.14).

�alej ukáºeme, ºe

ŷiψ[gi(x̂)] = 0 (i = 1, . . . ,m) (2.9)

Máme gi(x̂) ≥ 0. Z vlastnosti (iii) vyplýva, ºe ψ[gi(x̂)] ≤ 0, a teda aj ŷiψ[gi(x̂)] ≤ 0.

Pripus´me, ºe ŷiψ[gi(x̂)] < 0. Potom pre ȳ = 0m nerovnos´ (2.6) by neplatila. Tým je

(2.9) dokázené.

II. Z druhej nerovnosti dostávame

∀x ∈ Rn : L(x̂, ŷ) ≤ L(x, ŷ) (2.10)

£o na základe vz´ahu (2.9) moºno zjednodu²i´ na tvar

∀x ∈ Rn : f(x̂) ≤ f(x) +

m∑
i−1

ŷiψ[gi(x)] (2.11)

Ak sa obmedzíme na prípustné rie²enia x ∈ K úlohy (1.14), tak gi(x) ≥ 0 a ψ[gi(x)] ≤ 0.

Teda
∑m
i=1 ŷiψ[gi(x)] ≤ 0. Potom dostávame

∀x ∈ K : f(x̂) ≤ f(x) +

m∑
i=1

ŷiψ[gi(x)] ≤ f(x) (2.12)

Teda

∀x ∈ K : f(x̂) ≤ f(x) (2.13)

£ím sme dokázali, ºe x̂ ∈ K je optimálnym rie²ením (1.14). �

De�nícia 2.2.2 Zloºka ŷ ∈ Rm+ z dvojice (x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rm+ tvoriacej sedlový bod funkcie

(2.3) sa nazýva vektor zov²eobecnených Lagrangeových multiplikátorov.

Veta 2.2.2 Majme S-regulárnu úlohu konvexného programovania (1.14).

Nech x̂ ∈ Rn je optimálnym rie²ením úlohy (1.14).

Potom existuje ŷ ≥ 0m tak, ºe dvojica (x̂, ŷ) ∈ Rn ×Rm+ je sedlový bod funkcie (2.3).

Dôkaz: Vlastnosti (iii), (iv) funkcie ψ umoº¬ujú mnoºinu prípustných rie²ení úlohy

(1.14)

K = {x ∈ Rn | gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m}

zapísa´ v ekvivalentnom tvare (so zachovaním S=regularity)

K = {x ∈ Rn|ψ[gi(x)] ≤ 0, i = 1, . . . ,m}
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Z toho vyplýva, ºe úloha (1.14) je ekvivalentná úlohe

Min{f(x)|ψ[gi(x)] ≤ 0, i = 1, . . . ,m}, (2.14)

ktorá je tieº úlohou konvexného programovania, pretoºe vlastnosti (ii), (iii) implikujú

konvexnos´ funkcií ψ[gi(x)]. No klasická Lagrangeova funkcia pre (2.14) sa zhoduje s (2.3),

a teda tvrdenie tejto vety vyplýva zo Slaterovej vety (1.2.2). �

K-T podmienky pre úlohu (2.14) majú tvar:

∇xL(x̂, ŷ) = ∇f(x̂) +

m∑
i=1

ŷiψ
′[gi(x̂)]∇gi(x̂) = 0n (2.15)

ψ[gi(x̂)] ≤ 0 i = 1, . . . ,m (2.16)

ŷiψ[gi(x̂)] = 0 i = 1, . . . ,m (2.17)

ŷi ≥ 0 i = 1, . . . ,m (2.18)

Tieto sú nutnými a zárove¬ posta£ujúcimi podmienkami optimality, a v na²om prípade

aj �sedlovosti� bodu (x̂, ŷ).

Z vlastností (iii) a (iv) vyplýva, ºe (2.16) a (2.17) môºeme zjednodu²i´ na tvar

gi(x̂) ≥ 0 (2.19)

ŷigi(x̂) = 0 (2.20)

a) Ak gi(x̂) > 0, tak (2.20) implikuje ŷi = 0 (a vtedy aj ûi = 0).

b) Ak gi(x̂) = 0, tak pod©a (iv) aj ψ[gi(x̂)] = 0 a pod©a (v) platí ψ′[gi(x̂)] = −1.

Na základe �strictly complementarity� predpokladu (1.6) platí tieº û > 0.

Z hore uvedených vz´ahov vz´ah (2.15) implikuje

∇xL = ∇f(x̂)−
m∑
i=1

ûi∇gi(x̂) (2.21)

Teda platí, ºe

ŷ = û (2.22)

2.3 Metódy výpo£tu sedlového bodu

zov²eobecnenej Lagrangeovej funkcie

Na²ou úlohou je nájs´ sedlový bod zov²eobecnenej Lagrangeovej funkcie. Výpo£et sedlového

bodu (x̂, ŷ) by sa dal realizova´ striedavou minimalizáciou tejto funkcie pod©a x ∈ Rn a
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maximalizáciou pod©a y ∈ Rm+ , £iºe generovaním postupnosti bodov {xk,yk}∞k=1 ⊂ Rn ×Rm+ ,

kde

xk = argmin
x∈Rn

L(x,yk) (2.23)

a

yk+1 = argmax
y≥0m

L(xk,y) (2.24)

Pri praktickej realizácii uvedenej itera£nej schémy (2.23), (2.24) sa v²ak musíme us-

pokoji´ s kone£nou postupnos´ou, ktorá dáva len ur£itú aproximáciu (x,y) ∈ Rn × Rm+
sedlového bodu (x̂, ŷ), charakterizovaného podmienkami (2.15)− (2.18).

Zrejme podmienka (2.23) ja ekvivalentná podmienke

∇xL(xk,yk) = 0n, (2.25)

ktorú v reálnom algoritme musíme nahradi´ podmienkou

||∇xL(xk,yk)||2 ≤ ε (2.26)

pre nejaké vopred zadané ε > 0.

Analogicky podmienka (2.24) je ekvivalentná s podmienkami

∂L
∂yi

(xk,yk+1) ≤ 0 i = 1, . . . ,m (2.27)

yk+1
i

∂L
∂yi

(xk,yk+1) = 0 i = 1, . . . ,m (2.28)

yk+1
i ≥ 0 i = 1, . . . ,m, (2.29)

ktoré po zderivovaní nadobúdajú tvar

ψ[gi(x
k)] ≤ 0 i = 1, . . . ,m (2.30)

yk+1
i ψ[gi(x

k)] = 0 i = 1, . . . ,m (2.31)

yk+1
i ≥ 0 i = 1, . . . ,m. (2.32)

�alej, ak zoh©adníme vlastnosti (iii) a (iv) funkcie ψ, tak podmienky (2.30) - (2.32) sa

e²te zjednodu²ia:

gi(x
k) ≤ 0 i = 1, . . . ,m (2.33)

yk+1
i gi(x

k) = 0 i = 1, . . . ,m (2.34)

yk+1
i ≥ 0 i = 1, . . . ,m. (2.35)

Takto v²ak vznikajú komplikácie, a to hne¤ z dvoch dôvodov:

(i) podmienka (2.33) nezávisí od premennej y ≥ 0m, a teda ju nevieme zabezpe£i´,

(ii) funkcia Gk(y) = L(xk,y) je lineárna, a preto jej maximum na Rm+ nemusí existova´.
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Z týchto dôvodov by bolo vhodnej²ie namiesto rie²enia úlohy (2.24) kon²truova´ bod

yk+1 ∈ Rm+ , pre ktorý L(xk,yk+1) > L(xk,yk).

V praxi sa v²ak tento postup ukázal ako pomaly konvergujúci, a preto na ur£enie hodnoty

yk+1 ∈ Rm+ sa pouºíva iný �princíp �. Vyuºíva sa fakt, ºe yk+1 ≈ uk+1.

V algoritme v itera£nom procese, pri za�xovanom yk ∈ Rm+ nájdeme bod xk ∈ Rn ako

minimum funkcie

L(x,yk),

teda platí

∇f(xk) +
∑

yki ψ
′[gi(x

k)]∇gi(xk) = 0n. (2.36)

Ak poloºíme

yki ψ
′[gi(x

k)] = −uki , (2.37)

tak vz´ah (2.36) nadobúda tvar

∇f(xk) +
∑

uki∇gi(xk) = 0n, (2.38)

t.j. sp¨¬a podmienku ∇xL(xk,uk) = 0n. Inak povedané, pre dané

ûk
i = −ŷk

i ψ
′[gi(x̂k)] (2.39)

je bod xk ∈ Rn tieº bodom minima klasickej Lagrangeovej funkcie L(x,uk). To nás

privádza k my²lienke pouºi´ vz´ah (2.39) na de�novanie bodu

yk+1
i = −yki ψ′[gi(xk)]. (2.40)

Skôr neº sformulujeme ná² algoritmus, musíme e²te zade�nova´ podmienky jeho ukon£e-

nia.

De�nícia 2.3.1 Nech sú dané dve kon²tanty (�malé £ísla�) ε > 0 a δ > 0.

Bod (x̄, ȳ) ∈ Rn×Rm+ nazveme (ε, δ)-aproximáciou sedlového bodu (x̂, ŷ) funkcie (2.3), ak

sú splnené podmienky:

||∇xL(x̄, ȳ)||2 ≤ ε (2.41)

gi(x̄) ≥ −δ i = 1, . . . ,m (2.42)

gi(x̄) > δ ⇒ ȳi = 0 i = 1, . . . ,m (2.43)

yi ≥ 0 i = 1, . . . ,m. (2.44)

De�nícia 2.3.2 Ak (x̄, ȳ) ∈ Rn ×Rm+ je (ε, δ)-aproximácia sedlového bodu (x̂, ŷ),

tak bod x̄ ∈ Rn nazývame (ε, δ)-aproximáciou optimálneho rie²enia x̂ ∈ Rn úlohy (1.14).



2.4 Príklady transforma£ných funkcií ψ 20

Teraz moºno sformulova´ ideu ná²ho algoritmu h©adania (ε, δ)-aproximácie sedlového

bodu funkcie (2.3).

1. Vstup: x0 ∈ Rn, y1 ∈ Rm+ , ε > 0, δ > 0

2. Itera£ný cyklus k = 1, 2, . . . , kmax

2 a) �tartujúc z bodu xk−1 ∈ Rn minimalizujeme funkciu L(x,yk) a nájdeme bod

xk ∈ Rn sp¨¬ajúci vz´ah (2.26).

2 b) Ak bod (xk,yk+1) sp¨¬a vz´ahy (2.42)−(2.44), tak tento bod je (ε, δ)-aproximáciou

sedlového bodu (x̂, ŷ) funkcie (2.3). Tým, pod©a De�nície 2.3.2 sme na²li

(ε, δ)-aproximáciu optimálneho rie²enia úlohy (1.14). (STOP)

2 c) yk+1
i = −yki ψ′[gi(xk)], i = 1, . . . ,m

V závislosti od vo©by transforma£nej funkcie ψ dostávame rôzne konkretizácie uvedeného

algoritmu.

2.4 Príklady transforma£ných funkcií ψ

Roz²írenou Lagrangeovou funkciou sa zaoberalo mnoho autorov. V £lánku [12] je uvedený

zoznam transforma£ných funkcií, ktoré pouºívali pri svojich výpo£toch napríklad A. Ben

Tal [7], [8], A. Auslender [6], D.P. Bertsekas [9], [10], R.A. Polyak [11] a ¤al²í. Uvádzame

niektoré z nich (rovnako aj ich prvú a druhú deriváciu, odkia© ©ahko vidie´ splnenie spomí-

naných vlastností funkcie ψ):

ψ1(ξ) =

1−
√

2ξ + 1 ak ξ ≥ 0

1
2ξ

2 − ξ ak ξ ≤ 0
(2.45)

ψ′1(ξ) =

 −1√
2ξ+1

ak ξ ≥ 0

ξ − 1 ak ξ ≤ 0

ψ′′1 (ξ) =

(2ξ + 1)−
3
2 ak ξ ≥ 0

1 ak ξ ≤ 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ2(ξ) =

−
ξ

1+ξ ak ξ ≥ 0

ξ2 − ξ ak ξ ≤ 0
(2.46)

ψ′2(ξ) =

−(1 + ξ)−2 ak ξ ≥ 0

2ξ − 1 ak ξ ≤ 0
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ψ′′2 (ξ) =

2(1 + ξ)−3 ak ξ ≥ 0

2 ak ξ ≤ 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ3(ξ) =

−
ξ

1+ξ ak ξ ≥ − 1
2

(8ξ2 + 4ξ + 1) ak ξ ≤ − 1
2

(2.47)

ψ′3(ξ) =

−(1 + ξ)−2 ak ξ ≥ − 1
2

16ξ + 4 ak ξ ≤ − 1
2

ψ′′3 (ξ) =

2(1 + ξ)−3 ak ξ ≥ − 1
2

16 ak ξ ≤ − 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ4(ξ) =

− log(1 + ξ) ak ξ ≥ − 1
2

(2ξ2 + log(2)− 1
2 ) ak ξ ≤ − 1

2

(2.48)

ψ′4(ξ) =

− 1
1+ξ ak ξ ≥ − 1

2

4ξ ak ξ ≤ − 1
2

ψ′′4 (ξ) =

(1 + ξ)−2 ak ξ ≥ − 1
2

4 ak ξ ≤ − 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ5(ξ) = e−ξ − 1 (2.49)

ψ′5(ξ) = −e−ξ

ψ′′5 (ξ) = e−ξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ6(ξ) =

− log(1 + ξ) ak ξ ≥ − 1
2

e−2ξ−1 + ln(2)− 1 ak ξ ≤ − 1
2

(2.50)

ψ′6(ξ) =

− 1
1+ξ ak ξ ≥ − 1

2

−2e−2ξ−1 ak ξ ≤ − 1
2
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ψ′′6 (ξ) =

(1 + ξ)−2 ak ξ ≥ − 1
2

4e−2ξ−1 ak ξ ≤ − 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ7(ξ) =

−
ξ

1+ξ ak ξ ≥ − 1
2

e−4ξ−2 ak ξ ≤ − 1
2

(2.51)

ψ′7(ξ) =

−(1 + ξ)−2 ak ξ ≥ − 1
2

−4e−4ξ−2 ak ξ ≤ − 1
2

ψ′′7 (ξ) =

2(1 + ξ)−3 ak ξ ≥ − 1
2

16e−4ξ−2 ak ξ ≤ − 1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ8(ξ) =

− 1
4 log 2ξ − 3

8 ak ξ ≥ 1
2

ξ2

2 − ξ ak ξ ≤ 1
2

(2.52)

ψ′8(ξ) =

− 1
4ξ ak ξ ≥ 1

2

ξ − 1 ak ξ ≤ 1
2

ψ′′8 (ξ) =

 1
4ξ2 ak ξ ≥ 1

2

1 ak ξ ≤ 1
2



Kapitola 3

Experimentálna £as´

V tejto kapitole aplikujeme navrhnutý algoritmus (str. 20) na rie²enie troch konkrétnych

typov úloh konvexného programovania. Najprv budeme rie²i´ klasickú úlohu

kvadratického programovania (3.1). Potom ku kvadratickej ú£elovej funkcii pridáme ²peciálny

logaritmický výraz, £ím dostaneme úlohu (3.6). Nakoniec v úlohe (3.7) pridáme do ú£elovej

funkcie exponenciálny výraz.

Uvedené tri typy úloh budeme rie²i´ pre rôzne rozmery: po£et premenných n od 40 do

150, po£et ohrani£ením od 50 do 200. Úlohy vytvárame pomocou generátora pseudonáhod-

ných £ísel.

Na²ím cie©om je analyzova´ numerické vlastnosti navrhnutého algoritmu. Je vhodné

rie²i´ také úlohy, ktorých optimálne rie²enie vopred poznáme. Na tento ú£el (v prípade

úlohy konvexného programovania) nám poslúºia K-T podmienky. Pomocou nich ²peciálne

skon²truujeme tri algoritmy na generovanie úloh (3.1), (3.6), (3.7) s vopred zadaným op-

timálnym rie²ením.

3.1 Generátory úloh

3.1.1 Generátor 1

Chceme generova´ úlohy kvadratického programovania tvaru

Min
{

1

2
xTGx + hTx | Ax− b ≤ 0

}
, (3.1)

kde G = GT je kladne de�nitná matica n × n, A je matica ohrani£ení m × n, h ∈ Rn,
b ∈ Rm.
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Zárove¬ chceme vopred zada´ optimálne rie²enie x̂ ∈ Rn aj vektory Lagrangeových

multiplikátorov û ≥ 0m.

K-T podmienky pre túto úlohu vyzerajú nasledovne:

Gx̂ + h−AT û = 0n (3.2)

Ax̂− b ≥ 0m (3.3)

ûT (Ax̂− b) = 0 (3.4)

û ≥ 0 (3.5)

Z tvaru K-T podmienok vidíme, ºe maticeG,A a vektory x̂, û môºeme zvoli´ ©ubovo©ne

a potom príslu²né vektory h, b dopo£íta´.

Takýto postup v²ak e²te nezaru£uje jednozna£nos´ optimálneho rie²enia. Aby sme

zaru£ili jednozna£nos´ sedlového bodu (x̂, û) Lagrangeovej funkcie, musíme e²te zabezpe£i´

splnenie vlastnosti �stictly complementarity� (1.6).

De�nícia 3.1.1 Ohrani£enie gi(x) ≥ 0 v bode x̄ ∈ Rn sa nazýva aktívnym ohrani£ením,

ak gi(x̄) = 0.

Generátor sme kon²truovali nasledovne:

1. Vstupom do generátora je rozmer úlohy, £iºe po£et premenných n a po£et ohrani£ení

m, a zárove¬ aj po£et aktívnych ohrani£ení ma v optimálnom rie²ení x̂ ∈ Rn.

2. Náhodne vygenerujeme maticu Am×n ako celo£íselnú maticu s prvkami −5 ≤ aij ≤ 5.

3. Symetrickú kladne de�nitnú maticu Gn×n utvoríme pod©a vzorca G = BBT + I, kde

Bn×n je ©ubovo©ná celo£íselná matica s prvkami −3 ≤ bij ≤ 3 a In×n je jednotková

matica.

4. Náhodne vygenerujeme optimálne rie²enie x̂ ∈ Rn, s celo£íselnými prvkami

−9 ≤ x̂i ≤ 9.

5.Následne vygenerujeme celo£íselný vektor Lagrangeových multiplikátorov û ≥ 0 s

prvkami 0 ≤ ûi ≤ 9, pri£om po£et kladných ûi sa rovná £íslu ma (tj. po£et nulových

ûi sa rovná £íslu m−ma).

6. Dopo£ítame vektor b ∈ Rm pod©a vzorca

bi =

(Ax̂)i ak ûi > 0

(Ax̂)i − βi ak ûi = 0

kde βi sú náhodné celé £ísla 0 < βi ≤ 3.

7. Dorátame vektor h = AT û−Gx̂

Poznamenávame, ºe pod©a (2.22) platí ŷ = û.
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3.1.2 Generátor 2

V tomto prípade sme kon²truovali úlohu konvexného programovania v nasledovnom tvare:

Min

1

2
xTGx + hTx +

n∑
j=1

xj ln(xj) | Ax− b ≥ 0

 . (3.6)

Postup bol podobný ako v prípade Generátora 1, s nasledovnými rozdielmi:

• na základe de�ni£ného oboru ú£eovej funkcie prvky optimálneho rie²enia x̂ sú celé

kladné £ísla: 0 < xi < 9

• druhá K-T podmienka (3.2) má tvar Gx̂ + h + e + log(x̂) − AT û = 0n, kde e je

jednotkový vektor n × 1 a log(x̂) = (log(x1), log(x2), . . . , log(xn))T . Vektor h teda

dorátame ako h = AT û− (Gx̂ + e + log(x̂)) .

3.1.3 Generátor 3

Ako ¤al²iu sme si sformulovali nasledovnú úlohu:

Min
{

1

2
xTGx + hTx + ec

Tx | Ax− b ≥ 0

}
. (3.7)

Generátor 3 sme kon²truovali podobne ako v prípade Generátora 1, s nasledovnými

odli²nos´ami:

• ako sú£as´ ú£elovej funkcie si musíme vygenerova´ e²te vektor c,−5 ≤ ci ≤ 5

• druhá K-T podmienka (3.2) má tvar Gx̂ + h + cec
Tx − AT û = 0n, a teda h =

AT û− (Gx̂ + cec
Tx)

Po sformulovaní a vygenerovaní úloh pokra£ujeme ich rie²ením.
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3.2 Popis algoritmov

3.2.1 Algoritmus h©adania sedlového bodu

Idea algoritmu bola sformulovaná na strane 20. Teraz upresníme niektoré detaily:

1. Vstupom do algoritmu budú ²tartovacie body x0 ∈ Rn, y1 ≥ 0 (tieto si vygenerujeme

pomocou kon²tánt ρ > 0 a σ > 0, tak, aby platilo: ||x̂ − x0|| = ρ, ||ŷ − y1|| = σ)

a toleran£né kon²tanty ε > 0 a δ > 0. Zárove¬ nastavíme �po£ítadlo� makroiterácií

k = 1.

2. Spustíme cyklus makroiterácií:

2a) Rie²ime pomocnú úlohu

Min{Fk(x) = L(yk,x)|x ∈ Rn} (3.8)

Ako ²tartovací bod pouºijeme bod xk−1 ∈ Rn a úlohu budeme rie²i´ pomocou

modi�kovanej Newtonovej metódy so stopovacím kritérim ||∇F (xk)|| ≤ ε.

2b) Testujeme dosiahnutú δ-presnos´ "sedlového bodu"(xk,yk):

Ak sú splnené podmienky (2.42), (2.43) a (2.44), bod xk,yk je (ε, δ)-aproximáciou

sedlového bodu a algoritmus zastavíme.

2c) Utvoríme novú aproximáciu vektora ŷ ≥ 0m:

yk+1
i = −yki ψ′(gi(xk)).

2d) k = k + 1.

3.2.2 Algoritmus modi�kovanej Newtonovej metódy

Newtonova metóda slúºi na nájdenie minima funkcie nasledovným spôsobom (rie²ime

úlohu (3.8)):

1. Do Newtonovej metódy vstupujú ²tartovací bod (x0 ∈ Rn), toleran£ná kon²tanta ε a

"po£ítadlo"Newtonovych iterácií l = 0.

2. Spustíme cyklus Newtonových iterácií:

2a) Vypo£ítame gradient ∇Fk(xl) ú£elovej funkcie Fk(x).

2b) Test presnosti: Ak ||∇Fk(xl)|| < ε, Newtonovu metódu zastavíme, a xl je

ε-pribliºným rie²ením úlohy.

2c) Vypo£ítame Hessovu maticu ∇2Fk(xl)funkcie Fk(x).

2d) Rie²ime sústavu lineárnych rovníc ∇2Fk(xl)s = −∇Fk(xl). Rie²enie tejto

sústavy ozna£íme sl ∈ Rn.
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2e) Metódou zlatého rezu1 minimalizujeme funkciu φ(λ) = L(xl + λsl,yk) a

výsledné minimum ozna£íme λl.

2f) xl+1 = xl + λls
l.

2g) l = l + 1.

3.3 Ilustratívne rie²enie

V na²ich numerických experimentoch sme pouºívali ²tyri rôzne transforma£né funkcie ψ(ξ)

- (2.45), (2.46), (2.47) a (2.48). V tomto poradí ich budeme ozna£ova´ ako funkcie 1 - 4.

V²etky pozorovania rôznych funkcií 1 - 4 prebiehali na rovnakých úlohách konvexného

programovania, aby bolo moºné objektívne zhodnoti´ výsledky. Porovnávali sme po£et

makroiterácií v algoritme, celkový po£et iterácií Newtonovej metódy v celom algoritme a

£as trvania výpo£tu. Pozorovali sme vplyv po£tu aktívnych ohrani£ení na vývoj spomí-

naných hodnôt pri úlohách rôznych rozmerov.

Funkcie sme vybrali tak, aby sme mohli porovna´ rôzne typy - funkcia 1 obsahuje v

jednej vetve odmocninu, druhá vetva je parabola, spojené sú v bode 0. Funkcia 2 spája

v bode 0 parabolu a hyperbolu. Funkcia 3 je rovnako spojením paraboly a hyperboly, no

v bode − 1
2 , £o nie je práve najtypickej²í bod, a teda budeme môc´ pozorova´, ako tento

netradi£ný �bod zlepenia� ovplyvní správanie ná²ho algoritmu. Funkcia 4 spája kvadratickú

funkciu (parabolu) a zápornú logaritmickú funkciu, opä´ v netradi£nom bode − 1
2 .

V ilustratívnom rie²ení sme sa podrobnej²ie zaoberali výstupom algoritmu. V kaºdej

makroiterácii sme sledovali vzdialenos´ bodov xk a yk od optimálneho rie²enia, rozdiel hod-

nôt Lagrangeovej funkcie vo vypo£ítanom bode a v optimálnom rie²ení, po£et Newtonových

iterácií a po£ty aktívnych a neaktívnych ohrani£ení (presnej²ie ohrani£ení, ktorých hod-

nota je men²ia ako toleran£ná kon²tanta −δ, vä£ia ako δ a hodnoty pohybujúce sa medzi

týmito dvoma hranicami). Uvádzame podrobný výstup z algoritmu, ktorý rie²il rovnakú

úlohu kvadratického programovania (vygenerovanú Generátorom 1, tj. kvadra-

tickú funkciu) s pouºitím kaºdej penaliza£nej funkcie zvlás´. V tomto pozorovaní sme

zadali po£et premenných n = 50, po£et ohrani£ení m = 70, po£et aktívnych ohrani£ení

ma = 25, vzdialenos´ po£iato£ného bodu x0 od optimálneho rie²enia ρ = 10, vzdialenos´

y1 od optimálneho rie²enia σ = 10, toleran£né kon²tanty ε = 10−3 a δ = 10−3.

1Podrobnej²í popis metódy zlatého rezu je moºné nájs´ v [1]
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Tabu©ka 3.1: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 - ilustratívne rie²enie

Po£et

£íslo ||xk − x̂|| ||yk − ŷ|| L(xk, yk)− L(x̂, ŷ) Newt. Po£et i: Po£et i: Po£et i:

makroit. iterácií g(xi) > δ g(xi) < δ g(xi) < −δ
1 3,87E-01 1,00E+01 -2,32E+02 6 57 1 12

2 5,08E-02 2,48E+00 -4,25E+01 4 57 0 13

3 1,32E-02 6,57E-01 -8,15E+00 4 56 0 14

4 4,78E-03 1,95E-01 -1,57E+00 4 57 6 7

5 1,88E-03 6,69E-02 -3,05E-01 4 54 1 6

6 9,98E-04 2,58E-02 -5,95E-02 4 49 19 2

7 3,09E-04 9,81E-03 -1,16E-02 4 45 24 1

8 9,58E-05 3,48E-03 -2,28E-03 4 45 25 0

9 8,15E-05 1,32E-03 -4,48E-04 4 45 25 0

Tabu©ka 3.2: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 - ilustratívne rie²enie

Po£et

£íslo ||xk − x̂|| ||yk − ŷ|| L(xk, yk)− L(x̂, ŷ) Newt. Po£et i: Po£et i: Po£et i:

makroit. iterácií g(xi) > δ g(xi) < δ g(xi) < −δ
1 5,45E-02 1,00E+01 -5,12E+01 6 55 2 13

2 2,68E-03 1,71E-01 -2,60E-01 4 53 7 10

3 5,70E-04 3,17E-02 -1,48E-03 4 49 19 2

4 1,39E-04 7,53E-03 -1,10E-05 4 45 25 0
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Tabu©ka 3.3: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 - ilustratívne rie²enie

Po£et

£íslo ||xk − x̂|| ||yk − ŷ|| L(xk, yk)− L(x̂, ŷ) Newt. Po£et i: Po£et i: Po£et i:

makroit. iterácií g(xi) > δ g(xi) < δ g(xi) < −δ
1 5,40E-02 1,00E+01 -5,12E+01 10 55 2 13

2 2,66E-03 1,74E-01 -2,60E-01 7 52 9 9

3 5,59E-04 3,38E-02 -1,48E-03 6 48 20 2

4 4,18E-04 1,75E-02 -2,76E-06 7 47 23 0

5 1,18E-04 2,05E-03 4,26E-06 7 45 25 0

Tabu©ka 3.4: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 - ilustratívne rie²enie

Po£et

£íslo ||xk − x̂|| ||yk − ŷ|| L(xk, yk)− L(x̂, ŷ) Newt. Po£et i: Po£et i: Po£et i:

makroit. iterácií g(xi) > δ g(xi) < δ g(xi) < −δ
1 1,81E-01 1,00E+01 -1,50E+02 8 56 0 14

2 2,29E-02 1,22E+00 -1,06E+01 7 59 0 11

3 4,95E-03 2,08E-01 -7,87E-01 7 55 5 10

4 1,48E-03 5,13E-02 -5,92E-02 6 54 14 2

5 3,47E-04 1,57E-02 -4,50E-03 6 47 23 0

6 1,53E-04 5,51E-03 -3,42E-04 6 45 25 0

Z priloºených tabuliek je vidie´, ºe ná² algoritmus výsledky vrámci poºadovanej pres-

nosti. V poslednom riadku kaºdej tabu©ky je uvedená vzdialenos´ kone£ného vypo£ítaného

rie²enia od optimálneho rie²enia x̂, ako aj presnosti vypo£ítanehého vektora zov²eobec-

nených Lagrangeových multiplikátorov a funk£nej hodnoty zov²eobecnenej Lagrangeovej

funkcie.

Pri porovnaní výsledkov v Tab. 3.1 - Tab. 3.4 je vidie´, ºe druhá funkcia pracovala

najrýchlej²ie £o sa po£tu makroiterácií týka (Tab. 3.2 má iba ²tyri riadky, prebehli iba

²tyri makroiterácie), za ¬ou nasleduje tretia, ²tvrtá a nakoniec prvá funkcia (sledovali sme

prvý st¨pec pri v²etkých ²tyroch uvedených tabu©kách). �o sa týka po£tu Newtonových

iterácií, najpomal²ia bola funkcia 3. Tieto intuitívne odhady sme overovali v nasledujúcej

£asti, kde sme sledovali uº spomínané parametre a ich vplyv na jednotlivé typy funkcíí.
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3.4 Experimentálne výsledky

V²etky výsledky v nasledujúcich tabu©kách boli získané ako aritmetický priemer hodnôt

výsledkov z 50 úloh (pri porovnávaní transforma£ných funkcií pre jednu ú£elovú funkciu

i²lo vºdy o rovnaké úlohy). Menili sme po£et premenných, po£et ohrani£ení a pozorovali

sme vplyv zmeny po£tu aktívnych ohrani£ení. �al²ie vstupné hodnoty sme zadávali v

kaºdom pozorovaní rovnako: ρ = 10, σ = 10, ε = 10−3 a δ = 10−3. Pozorovanie sme

vykonávali pri troch rôznych rozmeroch úloh (po£et premenných n a po£et ohrani£ení m):

• n = 40, m = 50

• n = 80, m = 100

• n = 150, m = 200

3.4.1 Rie²enie úloh (3.1)

Úlohy s rozmermi n = 40, m = 50

Pri v²etkých ²tyroch transforma£ných funkciách sme menili po£et aktívnych ohrani£ení

(ma = 10, 20, 30). Do tabuliek sme zaznamenali vplyv na pozorované hodnoty výstupov.

Tabu©ka 3.5: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy n = 40,

m = 50 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 8,00 17,32 0,19

20 8,36 17,48 0,21

30 14,28 24,62 0,28
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Tabu©ka 3.6: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy n = 40,

m = 50 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 5,74 19,84 0,12

20 6,18 19,18 0,12

30 10,18 25,24 0,16

Tabu©ka 3.7: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy n = 40,

m = 50 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,32 13,54 0,08

20 4,48 14,40 0,09

30 7,52 18,06 0,11

Tabu©ka 3.8: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy n = 40,

m = 50 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 8,02 16,86 0,18

20 7,74 17,10 0,18

30 11,82 21,30 0,24
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Na základe vzájomného porovnania uvedených tabuliek sú £asovo najkrat²ie výpo£ty

s pouºitím transforma£nej funkcie 3, a to nielen z poh©adu £asu, ale aj vzh©adom na

po£et iterácií (makroiterácií aj Newtonových iterácií). Najvy²²í £as výpo£tu sme dosiahli

pri pouºití funkcie 1. Druhá funkcia zaznamenala najvy²²í po£et Newtonových iterácií.

Zárove¬ môºme pozorova´, ºe pri zvy²ovaní po£tu aktívnych ohrani£ení sa zvä£²uje aj

po£et makroiterácií a £as výpo£tu. Nako©ko v²ak rozpätie menených hodnôt bolo dos´

malé, vykonali sme experiment s vä£²ími rozmermi, kde si tieto predpoklady môºme lep²ie

overi´.

Úlohy s rozmermi n = 80, m = 100

Tabu©ka 3.9: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy n = 80,

m = 100 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 9,02 16,72 0,29

20 9,24 17,44 0,30

30 9,74 18,30 0,32

40 9,28 17,32 0,30

50 9,90 18,16 0,31

60 13,58 20,78 0,38

70 25,24 28,28 0,60
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Tabu©ka 3.10: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 5,64 24,08 0,16

20 5,50 21,24 0,15

30 6,42 19,42 0,14

40 6,54 20,72 0,17

50 7,20 23,46 0,18

60 8,24 26,38 0,18

70 9,00 23,00 0,19

Tabu©ka 3.11: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,66 14,72 0,11

20 4,40 14,06 0,10

30 4,22 13,56 0,10

40 5,10 15,36 0,11

50 4,68 15,42 0,11

60 7,80 17,72 0,14

70 12,68 21,36 0,18
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Tabu©ka 3.12: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,36 15,32 0,25

20 6,24 15,32 0,24

30 6,58 16,24 0,26

40 6,50 16,54 0,26

50 8,06 17,88 0,29

60 12,86 21,46 0,38

70 21,62 26,86 0,53

Pri tomto pozorovaní najrýchlej²ie prebehol výpo£et pri pouºití transforma£nej funkcie

3 (vzh©adom na výpo£tový £as aj na po£et makroiterácií). Naopak, najhor²ie výsledky sme

zaznamenali pri pouºití funkcie 1. Po£et Newtonových iterácií bol najmen²í pri výpo£toch

s pouºitím funkcie 3, najvä£²í pri funkcii 2. Tieto pozorovania sme overili na úlohách s

e²te vä£²ími rozmermi.

Ako sme predpokladali, zvý²ením po£tu aktívnych ohrani£ení sa zvy²uje aj £as výpo£tu,

rovnako ako po£et makroiterácií. Tieto závery sa nám potrvdili vo v²etkých experimen-

toch, preto sme sa ¤alej zamerali na vzájomné porovnávanie transforma£ných funkcií, ako

aj na porovnávanie výsledkov pre rôzne ú£elové funkcie.
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Úlohy s rozmermi n = 150, m = 200

Tabu©ka 3.13: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 9,00 16,74 0,52

20 9,58 16,52 0,52

30 9,28 15,68 0,50

40 9,74 16,02 0,52

50 10,22 17,50 0,55

60 10,38 17,76 0,56

70 10,36 17,48 0,56

80 10,28 17,40 0,55

90 10,32 17,70 0,57

100 10,46 17,78 0,56

110 12,14 19,20 0,62

120 15,56 21,40 0,73

130 21,68 24,48 0,91

140 56,80 45,40 2,02

Pri porovnaní výsledkov pouºitia transforma£nej funkcie 1 v úlohách s rôznymi rozmermi

(Tab. 3.4, Tab. 3.9 a Tab. 3.13) vidíme, ºe pri malom po£te aktívnych ohrani£ení je po£et

makroiterácií 8, resp. 9, pri zvy²ovaní po£tu aktívnych ohrani£ení sa zvä£²uje aj po£et

makroiterácií. �as výpo£tu závisí od rozmeru úlohy (dalo sa predpoklada´), ale aj od

po£tu aktívnych ohrani£ení, £o v²ak súvisí aj s nárastom po£tu iterácií.
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Tabu©ka 3.14: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,30 26,14 0,25

20 5,40 22,60 0,23

30 5,50 24,00 0,25

40 6,00 24,60 0,27

50 5,78 24,86 0,27

60 6,12 25,10 0,28

70 5,80 24,78 0,27

80 5,76 24,68 0,27

90 6,18 25,56 0,28

100 6,92 25,84 0,29

110 8,94 27,38 0,34

120 11,78 29,20 0,42

130 16,98 32,14 0,55

140 40,04 41,30 1,23

Ak porovnáme výsledky z tabuliek, kde sme pouºili transforma£nú funkciu 2 (Tab. 3.5,

Tab. 3.10 a Tab. 3.14), je vidite©né, ºe pri zvä£²ení rozmerov úlohy sa zvý²i výpo£tový £as.

Po£et makroiterácií sa v²ak pri rovnakých po£toch aktívnych ohrani£ení výrazne nemení

(ani pri rôznych rozmeroch úlohy), rastie s narastajúcim po£tom ma.
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Tabu©ka 3.15: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,28 14,30 0,15

20 4,76 14,54 0,16

30 4,74 14,36 0,16

40 4,64 14,46 0,16

50 4,86 14,38 0,16

60 4,48 13,92 0,15

70 4,40 14,26 0,15

80 4,18 14,34 0,15

90 4,68 15,68 0,16

100 5,40 15,88 0,17

110 6,92 17,16 0,19

120 8,60 18,14 0,22

130 12,66 21,14 0,27

140 17,36 23,60 0,33

Aj pri pouºití transforma£nej funkcie 3 (Tab. 3.6, Tab. 3.11 a Tab. 3.15) môºme pozorova´,

ºe so zvä£²ujúcimi sa rozmermi úlohy sa zvy²uje výpo£tový £as. Po£et makroiterácií pre

ma = 10 je pri v²etkých rozmeroch úlohy pribliºne rovnaký. So zvy²ovaním po£tu ak-

tívnych ohrani£ení v²ak po£et makroiterácii uº pre v²etky ostatné prípady rastie.
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Tabu©ka 3.16: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.1)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,04 15,10 0,41

20 6,22 15,36 0,42

30 6,64 15,54 0,43

40 7,76 16,90 0,47

50 6,44 16,30 0,44

60 7,62 17,20 0,48

70 6,74 16,16 0,44

80 6,92 15,84 0,44

90 7,58 16,84 0,46

100 9,00 17,42 0,50

110 11,74 19,32 0,58

120 15,24 21,58 0,69

130 20,68 24,30 0,84

140 48,26 42,20 1,72

Rovnako ako v predo²lých prípadoch, aj pri pouºívaní trnasforma£nej funkcie 4 (Tab. 3.7,

Tab. 3.12 a Tab. 3.16) môºeme pozorova´ nárast £asu výpo£tu pri rastúcich rozmeroch

úlohy.

Pri porovnaní výsledkov jednotlivých transforma£ných funkcií pre úlohy s rozmerom

n = 150, m = 200 (Tab. 3.13 - Tab. 3.16) je najvýhodnej²ia opä´ funkcia 3 a najpomal²ia

(pri zoh©adnení £asu a po£tu makroiterácií) funkcia 1. Po£et Newtonových iterácií bol

najvy²²í pri pouºití funkcie 2, najniº²í pri pouºití funkcie 3. Po£et Newtonových iterácií

bol najniº²í pri funkcii 3, najvy²²í pri funkcii 2.

Pri rie²ení úloh (3.1) sa teda ako najvýhodnej²ie javí pouºitie transforma£nej funkcie 3,

pretoºe aj pri vä£²ích po£toch aktívnych ohrani£ení a vä£²ích hodnotách n a m dosahuje

najrýchlej²ie výsledky pri najkrat²om po£te vykonaných makroiterácií spomedzi pouºitých

transforma£ných funkcií.
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3.4.2 Rie²enie úloh (3.6)

Pre úlohy (3.6) sme vykonali rovnaké pozorovania ako v predo²lom prípade, s rovnakými

vstupnými údajmi. Výsledky uvádzame v tabu©kách. Ke¤ºe nárast £asu a po£tu iterácií sa

nám potvrdil vo v²etkých prípadoch, zameriame sa hlavne na porovnanie výhodnosti pouºi-

tia tej-ktorej transforma£nej funkcie a na zhodnotenie výsledkov v porovnaní s výsledkami

z £asti 3.4.1.

Úlohy s rozmermi n = 40, m = 50

Tabu©ka 3.17: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 9,42 38,22 0,88

20 9,16 36,16 0,76

30 14,46 57,66 1,11

Tabu©ka 3.18: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,58 20,32 0,41

20 4,14 17,96 0,34

30 7,92 33,20 0,57
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Tabu©ka 3.19: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,40 26,72 0,49

20 4,88 30,26 0,56

30 9,40 52,24 0,96

Tabu©ka 3.20: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,74 36,06 1,07

20 7,36 38,58 1,06

30 14,24 72,66 2,09

Pre rie²enie úloh (3.6) s malými rozmermi vyplýva z tabuliek Tab 3.17 - Tab 3.20, ºe

funkcia 2 je najrýchlej²ia vzh©adom na £as aj po£et makroiterácií. Naopak, najpomal²ou

funkciou z h©adiska trvania celkového výpo£tu je funkcia 4 a z h©adiska potrebného po£tu

makroiterácii pre výpo£et je funkcia 1. Z poh©adu Newtonových iterácií bola najrýchlej²ia

funkcia 2, najpomal²ia funkcia 1.
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Úlohy s rozmermi n = 80, m = 100

Overíme si predchádzjúce výsledky pri rie²ení úloh s va£²ími rozmermi.

Tabu©ka 3.21: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 9,04 35,90 1,17

20 9,20 35,56 1,31

30 9,40 34,28 1,08

40 9,28 35,80 1,09

50 11,06 40,60 1,19

60 12,96 50,64 1,51

70 26,54 101,58 2,96

Tabu©ka 3.22: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,06 18,86 0,46

20 4,58 20,06 0,60

30 4,24 17,50 0,45

40 4,50 18,94 0,51

50 5,90 23,70 0,60

60 7,56 29,42 0,75

70 13,82 54,66 1,37
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Tabu©ka 3.23: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,14 27,08 0,63

20 4,46 28,16 0,70

30 4,32 28,44 0,65

40 5,10 32,70 0,83

50 5,68 36,74 0,83

60 7,82 50,34 1,07

70 13,90 84,44 1,90

Tabu©ka 3.24: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,30 34,08 1,45

20 6,36 34,34 1,48

30 6,26 34,46 1,41

40 6,58 35,88 1,52

50 8,60 44,72 1,95

60 12,38 65,84 2,69

70 25,34 128,24 5,32

V tomto numerickom experimente (Tab. 3.21 - Tab. 3.24) sa nám potvrdilo, ºe pre

samotný výpo£et je £asovo najrýchlej²ím pouºitie transforma£nej funkcie 2, no vzh©adom

na po£et makroiterácií sa funkcie 2 a 3 javia rovako výhodné (túto skuto£nos´ si overíme
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v experimente s e²te vä£²ími rozmermi úloh). Najpomal²ou metódou vzh©adom na po£et

makroiterácií je funkcia 1, vzh©adom na £as zasa funkcia 4. Pod©a po£tu Newtonových

iterácií je najvýhodnej²ou funkcia 2, na opa£nej strane stojí funkcia 1.

Úlohy s rozmermi n = 150, m = 200

Overíme si predo²lé výsledky a zárove¬ porovnáme výsledky s výsledkami pre úlohy (3.1).

Tabu©ka 3.25: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 9,24 36,50 2,61

20 9,16 35,04 2,61

30 9,26 34,94 2,55

40 9,34 34,44 2,59

50 9,38 34,42 2,52

60 9,88 35,00 2,59

70 11,16 38,16 2,76

80 10,90 40,18 2,99

90 10,44 37,30 2,73

100 10,54 37,12 2,73

110 11,78 44,34 3,25

120 16,22 58,34 4,28

130 22,40 78,90 5,87

140 33,68 127,38 9,56

Rie²ili sme komplikovanej²iu úlohu, neº v predchádzajúcom prípade (úloha kvadratického

programovani (3.1) (Tab. 3.13), £oho dôkazom sú aj nasledovné výsledky. Vyrie²enie úlohy

trvá celkovo dlh²ie a zárove¬ aj potrebný po£et Newtonových iterácií je vä£²í. Po£et

makroiterácií zostal pribliºne rovnaký, z £oho vyplýva, ºe komplikovanej²í je len výpo£et

optimálneho rie²enia x̂.
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Tabu©ka 3.26: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,06 18,94 0,91

20 4,06 18,44 0,87

30 4,44 18,92 0,93

40 4,22 17,42 0,74

50 4,44 18,08 0,88

60 4,12 16,82 0,77

70 4,40 17,48 0,83

80 5,28 20,06 0,92

90 5,74 21,26 1,03

100 8,92 31,34 1,49

110 9,00 33,46 1,64

120 10,48 39,30 1,71

130 15,04 55,06 2,38

140 18,76 75,68 3,43

Vzh©adom na rie²enie zloºitej²ej ulohy aj pri pouºití transforma£nej funkcie 2 sme

dostali vä£²í výpo£tový £as ako v prípade rie²enia úlohy (3.1) (Tab.3.14). Av²ak po£et

Newtonových iterácii bol pri men²om po£te aktívnych ohrani£ení ma dokonca niº²í ako v

predchádzajúcom prípade, £o nazna£uje výhodnos´ pouºitia tejto transforma£nej funkcie

pre danú úlohu.
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Tabu©ka 3.27: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,16 26,64 1,15

20 4,04 26,68 1,17

30 4,26 27,50 1,29

40 4,60 30,50 1,26

50 4,16 28,90 1,31

60 4,50 30,62 1,35

70 4,32 29,44 1,38

80 4,22 29,28 1,16

90 4,90 33,12 1,38

100 5,26 34,76 1,79

110 6,84 44,30 1,96

120 8,66 54,88 2,29

130 11,50 71,86 2,72

140 16,64 96,36 4,08

Pre výpo£et tejto úlohy s pouºitím transforma£nej funkcie 3 je potrebný dlh²í £as ako

aj vä£²í po£et Newtonových iterácii, neº v príprade výpo£tov pre funkcie (3.1) (Tab. 3.15).
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Tabu©ka 3.28: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.6)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,16 32,82 2,63

20 6,10 32,68 2,54

30 6,16 33,68 2,66

40 6,46 34,86 2,46

50 6,20 34,16 2,62

60 6,38 34,40 2,60

70 6,30 33,98 2,63

80 6,60 35,44 2,69

90 7,50 40,22 3,11

100 8,44 43,74 3,34

110 11,64 60,58 4,82

120 15,24 77,32 5,83

130 21,62 108,12 8,00

140 31,10 150,14 11,44

Potreba vy²²ieho po£tu Newtonových iterácií a celkovo dlh²ieho £asu pre výpo£et

úlohy kvadratického programovania (Tab. 3.16) sa potvrdila aj pri pouºití transforma£nej

funkcie 4.

Ak porovnáme navzájom transforma£né funkcie v tomto experimente (Tab. 3.25 - Tab.

3.28), najvýhodnej²ou sa javí funkcia 2 (v po£te makroiterácií aj výpo£tovom £ase). Vyuºi-

tie transforma£nej funkcie 1 pre výpo£et úlohy sa zdá by´ najhor²ím rie²ením spomedzi po-

zorovaných funkcií. Po£et Newtonoých iterácií ukazuje ako najvhodnej²ie pouºitie funkcie

2, najhor²ie výsledky z tohto poh©adu dosiahla opä´ funkcia 1.

Z toho vyvodzujeme, ºe pri rie²ení úloh typu (3.6) je najvhodnej²ie pouºi´ transfor-

ma£nú funkciu 2, pretoºe aj pri vä£²ích po£toch aktívnych ohrani£ení a vä£²ích hodnotách

n a m dosahuje najrýchlej²ie výsledky pri najmen²om po£te vykonaných makroiterácií

spomedzi pouºitých transforma£ných funkcií. Prípadne by bolo moºné pouºi´ funkciu 3,

nako©ko jej výstupné hodnoty sa výrazne neodli²ujú od funkcie 2.
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3.4.3 Rie²enie úloh (3.7)

Vykonali sme experimenty s úlohami (3.7), s rovnakými vstupnými hodnotami ako v

predo²lých prípadoch. Opä´ sme porovnávali výhodnos´ pouºitia jednotlivých transfor-

ma£ných funkcií. Porovnanie výsledkov sme realizovali aj pre rôzne ú£elové funkcie ((3.1)

a (3.6)).

Úlohy s rozmermi n = 40, m = 50

Tabu©ka 3.29: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,00 41,40 0,53

20 7,58 51,68 0,65

30 14,56 88,80 1,13

Tabu©ka 3.30: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 5,24 39,74 0,33

20 5,70 39,80 0,33

30 8,46 49,32 0,42
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Tabu©ka 3.31: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,28 34,28 0,35

20 4,58 38,18 0,30

30 8,38 59,06 0,48

Tabu©ka 3.32: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 40, m = 50 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,14 45,12 0,58

20 7,74 52,96 0,68

30 14,56 88,82 1,16

Z výstupných tabuliek (Tab. 3.29 - Tab. 3.32) moºno pozorova´, ºe £asovo najvýhodnej²ou

je funkcia 2, zatia© £o vzh©adom na po£et makroiterácií sa najlep²ou javí funkcia 3. Hor²ie

výsledky dosiahli funkcie 1 a 4. Po£et Newtonových iterácií ukazuje ako najrýchlej²iu

funkciu 3, najhor²ie výsledky dosiahla funkcia 4. Vzh©adom na malý rozmer pozorovaných

úloh sme tieto výsledky overovali pri rie²ení úloh s vä£²ími rozmermi.
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Úlohy s rozmermi n = 80, m = 100

Tabu©ka 3.33: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,20 41,52 0,97

20 6,00 40,52 0,94

30 6,32 47,66 1,14

40 6,28 42,14 0,98

50 8,20 57,14 1,33

60 11,64 82,36 1,89

70 29,34 175,12 4,13

Tabu©ka 3.34: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,14 35,76 0,50

20 4,50 28,50 0,41

30 4,92 35,28 0,53

40 5,08 32,08 0,48

50 6,00 42,86 0,63

60 7,64 50,90 0,75

70 16,62 107,00 1,58
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Tabu©ka 3.35: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,24 33,88 0,48

20 4,18 32,32 0,45

30 4,30 38,84 0,54

40 4,22 34,22 0,47

50 5,68 51,50 0,71

60 7,72 73,32 1,02

70 15,58 109,78 1,55

Tabu©ka 3.36: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 80, m = 100 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,24 41,74 1,00

20 6,18 39,10 0,93

30 6,32 47,66 1,17

40 6,28 42,14 1,00

50 8,20 57,14 1,38

60 11,64 82,36 1,93

70 29,44 175,44 4,23

Pozorovaním výsledkov rie²enia úloh (3.7) s rozmermi n = 80, m = 150 (Tab. 3.33

- Tab. 3.36) sa ukazuje, ºe pouºitie transforma£ných funkcií 2 a 3 je rovnako výhodné

(z hladiska potrebného £asu výpo£tu a po£tu makroiterácií). Menej výhodným sa zdá
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by´ pouºitie funkcií 1 a 4, ktoré rovnako dosahujú podobné výsledky (sledovanými ukazo-

vate©mi sú opä´ potrebný £as a po£et makroiterácií). Najniº²í po£et Newtonových iterácií

sme zaznamenali pri pouºití transforma£nej funkcie 3, najvy²²ie po£ty dosiahli funkcie 1

a 4.

Úlohy s rozmermi n = 150, m = 200

Tabu©ka 3.37: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 1 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,46 42,38 2,46

20 6,32 45,56 2,55

30 6,26 42,90 2,36

40 6,20 44,32 2,41

50 6,64 45,00 2,47

60 6,34 45,52 2,50

70 6,20 42,74 2,37

80 6,62 46,13 2,56

90 7,88 52,56 2,95

100 8,92 60,58 3,40

110 10,74 68,42 3,91

120 14,40 93,60 5,37

130 21,54 135,00 7,71

140 32,82 203,90 11,72

Nako©ko sa jedná o zloºitej²iu ú£elovú funkciu neº je funkcia (3.1), opa´ sa potvrdila

skuto£nos´, ºe £as potrebný na výpo£et ako aj po£et Newtonových iterácií je pre túto

funkciu vy²²í (v porovnaní s Tab. 3.13) .

Pri porovnaní výsledkov výpo£tov s pouºitím ú£elovej funkcie (3.6), sú spomínané

hodnoty naopak niº²ie (v porovnaní s Tab. 3.25), z £oho usudzujeme, ºe ú£elová funkcie

(3.7) je výpo£tovo jednoduch²ia.
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Tabu©ka 3.38: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 2 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,58 38,24 1,45

20 5,38 41,16 1,58

30 5,50 35,32 1,36

40 4,86 30,32 1,14

50 5,12 33,18 1,25

60 5,24 31,50 1,23

70 5,36 35,14 1,36

80 5,44 36,82 1,43

90 5,60 39,90 1,59

100 6,78 43,16 1,72

110 6,72 42,52 1,68

120 8,04 50,56 2,16

130 11,20 75,60 3,02

140 16,32 103,32 4,20

Po£et makroiterácií, po£et Newtonových iterácií potrebných pre výpo£et optimálneho

x̂ a celkový £as výpo£tu úlohy s ú£elovou funkciou (3.7) je v porovnaní s výpo£tami pre

ú£elové funkcie (3.1) (Tab. 3.14) a (3.6) (Tab. 3.26) najvä£²í (£o vyvrátilo ná² predpoklad

o výpo£tovo jednoduch²ej úlohe).
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Tabu©ka 3.39: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 3 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 4,22 33,38 1,28

20 4,42 37,78 1,41

30 4,44 37,06 1,34

40 4,38 38,12 1,35

50 4,24 35,60 1,25

60 4,36 37,06 1,30

70 4,20 35,20 1,25

80 4,86 41,86 1,51

90 4,84 41,92 1,52

100 5,76 48,84 1,79

110 6,92 53,84 2,01

120 7,58 62,86 2,38

130 11,56 88,52 3,34

140 17,64 128,56 4,90

Spomedzi v²etkých troch sledovaných ú£elových funkcií, sú výpo£ty s pouºitým funkcie

(3.7) najnáro£nej²ie, a to nie len z £asového h©adiska samotného výpo£tu, ale aj z poh©adu

potrebného po£tu Newtonových iterácií pre zistenie optimálnej hodnoty x̂.
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Tabu©ka 3.40: Tabu©ka výstupov pre transforma£nú funkciu 4 pri rozmeroch úlohy

n = 150, m = 200 - rie²enie úloh (3.7)

Po£et aktívnych Po£et Celkový po£et �as výpo£tu

ohrani£ení ma makroiterácií Newtonových iterácií v sekundách

10 6,14 40,62 1,14

20 6,42 44,12 1,26

30 6,44 41,06 1,10

40 6,18 40,22 1,04

50 6,36 40,56 1,06

60 6,34 40,66 1,08

70 6,28 40,32 1,06

80 6,66 44,22 1,24

90 7,12 47,40 1,43

100 8,16 53,46 1,71

110 9,14 57,52 1,94

120 11,02 71,60 2,71

130 15,78 101,66 4,10

140 23,28 147,20 6,35

V porovnaní s oboma predo²lými experimentami je pri výpo£te s pouºitím u£elovej

funkcie (3.7) potrebný pribliºne rovnaký po£et makroiterácii. V príprade zamerania sa na

hodnoty celkového po£tu Newtonových iterácií, táto skuo£nos´ neplatí. Práve naopak. Na

vyrie²enie úlohy je potrebný najvä£²í po£et týchto iterácií. Z £asového h©adiska je trvanie

výpo£tov pre funkciu (3.7) dlh²ie neº pre funkciu (3.6) (Tab. 3.28) a naopak krat²ie ako

pri funkcii (3.1) (Tab. 3.16).

V tomto experimente (Tab. 3.37 - Tab. 3.40) sa javí ako najvýhodnej²ie pouºi´ funkciu

2 alebo 3 - dosahovali podobné výsledky, výhodné vo v²etkých oh©adoch. Nevýhodnym sa

zdá by´ hlavne pouºitie transforma£nej funkcie 1. Po£et Newtonových iterácií poukazuje

na nevýhodnos´ pouºitia funkcie 1.

Môºme teda kon²tatova´, ºe na rie²enie úloh typu (3.7) je najvhodnej²ie pouºi´ trans-

forma£nú funkciu 2 alebo 3, ke¤ºe dosahovali podobné a vo v²etkých oh©adoch najlep²ie

výsledky.



Záver

V tejto práci sme sa venovali metóde roz²írených Lagrangeových funkcií z teoretického

ako aj z praktického h©adiska. Príbliºili sme si ich zostrojovanie a skon²truovali sme al-

goritmus na h©adanie sedlového bodu práve pomocou týchto funkcií. Ako sme ukázali pri

ilustratívnych rie²eniach, vytvorený algoritmus poskytoval rie²enia vrámci poºadovanej

presnosti.

Následne sme realizovali sériu experimentov (experimenty sme vykonali na úlohách

rôznych rozmerov - po£et premenných n a po£et ohrani£ením), kde sme sa zamerali hlavne

na porovnávanie výsledkov dosiahnutých pri pouºití troch typov ú£elových a ²tyroch typov

transforma£ných funkcií. Spolu sme vygenerovali pribliºne 3 600 úloh, z ktorých kaºdú sme

rie²ili ²tyrikrát (spolu teda pribliºne 15 000 rie²ení). Výsledkom na²ich pozorovaní bolo

zistenie, ºe po£et makroiterácií, po£et Newtonových iterácií a £as výpo£tu závisia od po£tu

aktívnych ohrani£ení.

Zárove¬ sme porovnávali ²tyri rôzne transforma£né funkcie.

Z na²ich experimentov vyplynulo, ºe pri rie²ení úloh (3.1) je najvhodnej²ie pouºi´ transfor-

ma£nú funkciu 3 - (2.47), ke¤ºe aj pri vä£²ích po£toch aktívnych ohrani£ení a vä£²ích hod-

notách n a m dosahuje najrýchlej²ie výsledky pri najmen²om po£te vykonaných makroi-

terácií.

Z rovnakého dôvodu je najvhodnej²ie pri rie²ení úloh (3.6) pouºi´ transforma£nú funkciu 2

- (2.46), alebo funkciu 3 - (2.47). Metódy s pouºitím oboch týchto tansforma£ných funkcií

dosahovali pribliºne rovnaké hodnoty.

Najvhodnej²ou metódou pre rie²enie funkcií (3.7) je v roz²írenej Lagrangeovej funkcii

pouºi´ transforma£nú funkciu 2 - (2.46), alebo funkciu 3 - (2.47). Obe funkcie dosahovali

pribliºne rovnaké výsledky.

Efektívne a rýchle rie²enie rôznych typov úloh si teda vyºaduje pouºitie rôznych trans-

forma£ných funkcií.
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Príloha 
 
V tejto časti pripájame zdrojový kód (Matlab 7.9.0) algoritmu a ďalších pomocných funkcií, 
ktoré sme používali pri našich výpočtoch. 
 
function [it,pocitN,time] = algoritmus(m,ma,n,r,ro,sigma, eps, delta) 
[A, G, xopt,yopt, b,h,f, g]=generator(m,ma, n,r); 
[x0, y0]=pomocne(xopt, yopt, ro, sigma,m,n); 
t1=clock; 
format short e 
it=1; 
x=x0; 
yk=y0; 
pocitN=0; 
poc=0; 
while poc~=2*m 
    poc=0; 
    [xN, itN] = Newton(x, yk, A, G, h,r, eps,g,b,f,m); 
    pocitN=pocitN+itN; 
    x=xN; 
    ghod=eval(g); 
    poc1=0; 
    poc2=0; 
    poc3=0; 
    for i1=1:m 
        if ghod(i1) > delta 
            poc1=poc1+1; 
        end 
        if abs(ghod(i1)) <= delta 
            poc2=poc2+1; 
        end 
        if ghod(i1)< -delta 
            poc3=poc3+1; 
        end 
    end 
    for i=1:m 
        if ghod(i)>= -delta 
            poc=poc+1;       
        end 
        if ghod(i) > delta  
            if yk(i)> 10^(-5) 
                poc=poc-1; 
            end 
        end 
        if yk(i)>0 
            poc=poc+1; 
        end 
    end 
    if poc==2*m 



        break 
    end 
    for i=1:m 
        gg=ghod(i); 
        yk(i)=-(yk(i)*prvaderpsig(gg,1)); 
    end 
   it=it+1; 
end  
t2=clock; 
time=etime(t2,t1); 
end 
 
 
 
function cislo = druhaderpsig(gg,r) 
if gg>= -r/2  
%if gg>=0 
    %cislo=(2*gg + r^2)^(-1.5); 
    %cislo=(2*r^2)/(r+gg)^3; 
    cislo=r/(r+gg)^2; 
else 
    %cislo = 1/r^3; 
    %cislo=2/r; 
    %cislo=16/r; 
    cislo=4/r; 
end 
end 
 
 
 
function [A, G, xopt,yopt, b,h,f, g]=generator1(m,ma, n,r) 
A=-5+randi(10,m,n); 
B=-3+randi(6,n,n); 
C=diag(ones(n,1),0); 
G=B*B' + C; 
xopt=-9+randi(18,n,1); 
b=zeros(m,1); 
u=zeros(m,1); 
temp=A*xopt; 
for i=1:ma 
    u(i)=1+randi(8,1,1); 
    b(i)=temp(i); 
end 
beta=1 + randi(2,m,1); 
for i=(ma+1):m 
    u(i)=0; 
    b(i)=temp(i)-beta(i); 
end 
uopt=u; 
h= A'*uopt-G*xopt; 



f=sprintf('0.5*x''*G*x + h''*x'); 
g=sprintf('A*x - b'); 
x=xopt; 
ghod=eval(g); 
yop=zeros(m,1); 
for i=1:m 
    gg=ghod(i); 
    yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r); 
end 
yopt=yop; 
end 
 
 
 
function gradient=gradL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m) 
x=xl; 
gg=eval(g); 
v=zeros(m,1); 
psi=zeros(m,1); 
for i=1:m 
   psi(i)=prvaderpsig(gg(i),r); 
    v(i)=yk(i)*psi(i); 
end 
gradient=((G*xl + h) + A'*v)'; 
end 
 
 
 
function hesian=hesL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m) 
x=xl; 
ghod=eval(g); 
d=zeros(m,1); 
for i=1:m 
    gg=ghod(i); 
    d(i)=yk(i)*druhaderpsig(gg,r); 
end 
D=diag(d); 
hesian = G + A'*D*A; 
end 
 
 
 
function  fi = L(xl,yk,f, G, h, r, A, b, g,m) 
x=xl; 
ff = eval(f); 
gg = eval(g); 
suma = 0; 
psi=zeros(m,1); 
for i = 1:m      
    psi(i)=psignove(gg(i),r); 



    suma = suma + yk(i)*psi(i); 
end 
fi = ff + suma; 
end 
 
 
 
function [xk, itN]= Newton(x0, y1, A, G, h,r, eps,g,b,f,m) 
x=x0; 
y=y1; 
itN=0; 
Ll=L(x0,y1,f, G, h, r, A, b, g,m); 
for i=1:5000 
   H=hesL(x,y,A,G,h,r,g,b,m); 
   Gr=gradL(x,y,A,G,h,r,g,b,m); 
   if (norm(Gr) <= eps) 
     break 
   end 
   sk=-(H\Gr'); 
   pk=sk/norm(sk); 
   Lambda = novygolden(x, y,A, b,f,g,h,G,r,pk,m); 
   x1=x+Lambda*pk; 
   Ll1=L(x1,y1,f, G, h, r, A, b, g,m); 
   if Ll1>=Ll 
       break 
   end 
   itN=itN+1; 
   x=x1; 
   Ll=Ll1; 
end 
xk=x; 
end 
    
 
 
function lam = novygolden(xl, y,A, b,f,g,h,G,r,pk,m) 
lambda=0; 
x=xl+lambda*pk; 
fipred=L(x,y,f, G, h, r, A, b, g,m); 
t=(sqrt(5)+1)/2; 
tau=t; 
ax=0; 
bx=0; 
     for i=1:500 
         lambda=tau^(i-1); 
         x=xl+lambda*pk; 
         fi=L(x,y,f,G,h,r,A,b,g,m); 
         if fi>= fipred 
             ax=0; 
             bx=lambda; 



            break 
         else fipred=fi; 
         end 
     end 
z1=2-t; 
z2=t-1;         
c1=ax+z1*(bx-ax); 
x1=xl+c1*pk; 
f1 = L(x1,y,f,G,h,r,A,b,g,m); 
c2=ax+z2*(bx-ax); 
x2=xl+c2*pk; 
f2 = L(x2,y,f,G,h,r,A,b,g,m); 
eps=0.001; 
while ((bx-ax)*norm(pk))>eps 
   if f1<f2 
       bx=c2; 
       c2=c1; 
       f2=f1; 
       c1=ax+z1*(bx-ax); 
       x1=xl+c1*pk; 
       f1=L(x1,y,f,G,h,r,A,b,g,m); 
   else 
       ax=c1; 
       c1=c2; 
       f1=f2; 
       c2=ax+z2*(bx-ax); 
       x2=xl+c2*pk; 
       f2=L(x2,y,f,G,h,r,A,b,g,m); 
   end 
end 
lam=c2; 
end 
 
 
 
function [x0, y0]=pomocne(xopt, yopt, ro, sigma,m,n) 
xz=-9+randi(18,n,1); 
x0=xopt+((xz-xopt)/(norm(xz-xopt)))*ro; 
yz=1+randi(8,m,1); 
y0=yopt+((yz-yopt)/(norm(yz-yopt)))*sigma; 
end 
 
 
 
function cislo = prvaderpsig(gg,r) 
if gg>= -r/2  
%if gg>=0 
    %cislo= -((2*gg+r^2)^(-0.5)); 
    %cislo=-(r/(r+gg)^2); 
    %cislo=-(r^2/(gg+r))^2; 



    cislo= -r/(r+gg); 
else 
    %cislo=(gg/r^3) - 1/r; 
    %cislo=((2*gg)/r)-1; 
    %cislo=16*gg/r +4; 
    cislo=4*gg/r; 
end 
end 
 
 
 
function cislo = psignove(gg,r) 
if gg>= -r/2  
%if gg>=0 
    %cislo=r-sqrt(2*gg + r^2); 
    %cislo=-(gg*r)/(r+gg); 
    %cislo= -(gg*r)/(gg+r); 
    cislo=-r*log(gg/r +1); 
else 
    %cislo = (gg^2)/(2* (r^3)) - (gg/r); 
    %cislo=((gg^2)/r) - gg; 
    %cislo=8*(gg^2/r) + 4*gg +r; 
    cislo=r*(2*(gg/r)^2 + log(2) -0.5); 
end 
 
 
 
function [A, G, xopt,yopt, b,h,f, g]=generator2(m,ma, n,r) 
A=-5+randi(10,m,n); 
B=-3+randi(6,n,n); 
C=diag(ones(n,1),0); 
G=B*B' + C; 
xopt=randi(9,n,1); 
b=zeros(m,1); 
u=zeros(m,1); 
temp=A*xopt; 
for i=1:ma 
    u(i)=1+randi(8,1,1); 
    b(i)=temp(i); 
end 
beta=1 + randi(2,m,1); 
for i=(ma+1):m 
    u(i)=0; 
    b(i)=temp(i)-beta(i); 
end 
uopt=u; 
h= A'*uopt-(G*xopt+ones(n,1)+log(xopt)); 
f=sprintf('0.5*x''*G*x + h''*x + logsuma(x)'); 
g=sprintf('A*x - b'); 
x=xopt; 



ghod=eval(g); 
yop=zeros(m,1); 
for i=1:m 
    gg=ghod(i); 
    yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r); 
end 
yopt=yop; 
end 
 
 
 
function gradientf = gradf(x,G,h) 
gradientf=(G*x +h+ones(length(x),1)+log(x))'; 
end 
 
 
 
function gradient=gradL(xl,yk, A, G, h,r,g,b,m,m1) 
x=xl; 
gg=eval(g); 
v=zeros(m,1); 
psi=zeros(m,1); 
for i=1:m 
   psi(i)=prvaderpsig(gg(i),r); 
    v(i)=yk(i)*psi(i); 
end 
gradient=gradf(x,G,h)+(A'*v)'; 
end 
 
 
 
function [A, G, xopt,yopt, b,h,c,f, g]=generator3(m,ma, n,r) 
A=-5+randi(10,m,n); 
B=-3+randi(6,n,n); 
C=diag(ones(n,1),0); 
G=B*B' + C; 
xopt=-9+randi(18,n,1); 
b=zeros(m,1); 
u=zeros(m,1); 
temp=A*xopt; 
for i=1:ma 
    u(i)=1+randi(8,1,1); 
    b(i)=temp(i); 
end 
beta=1 + randi(2,m,1); 
for i=(ma+1):m 
    u(i)=0; 
    b(i)=temp(i)-beta(i); 
end 
uopt=u; 



c=-3+randi(6,n,1); 
h= A'*uopt-(G*xopt + c*exp(c'*xopt)); 
f=sprintf('0.5*x''*G*x + h''*x+exp(c''*x)'); 
g=sprintf('A*x - b'); 
x=xopt; 
ghod=eval(g); 
yop=zeros(m,1); 
for i=1:m 
    gg=ghod(i); 
    yop(i)=uopt(i)/-prvaderpsig(gg,r); 
end 
yopt=yop; 
end 
 
 
 
function gradient=gradL(x,yk, A, G, h,c,r,g,b,m) 
gg=eval(g); 
v=zeros(m,1); 
psi=zeros(m,1); 
for i=1:m 
   psi(i)=prvaderpsig(gg(i),r); 
    v(i)=yk(i)*psi(i); 
end 
gradient=((G*x + h + c*exp(c'*x)) + A'*v)'; 
end 


