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Abstrakt

V diplomovej préci sa venujeme najma azijskym kosikovym opcidm. Vyhodou tychto
opcii je eliminacia Spekulacii s cenou podkladového aktiva so strany vypisovatela v
Case splatnosti opcie. Presny analyticky vzorec bohuZzial nepozname a v tejto praci sa
venujeme predovsetkym komonoténnym hraniciam vymedzujicim interval, v ktorom
sa cena opcie nachadza. Odvodime hornd hranicu pre azijsku kosikovi opciu so spo-
jitym priemerovanim v c¢ase. Vysledky graficky zobrazime a pozorujeme ako sa me-
nia hodnoty tejto hranice pri zmene vstupnych parametrov. Spomenieme taktiez ako

mozno ocenit azijski kosikovii opciu metédou Monte Carlo.

KTacové slova: azijské kosikové opcie, komonoténne hranice, stop-loss prémia, kon-

vexné usporiadanie.

Abstract

In this master thesis, we will look particularly on Asian basket options. The ad-
vantage of these options is the elimination of issuer’s speculation with the price of
underlying assets at the time of option’s maturity. Unfortunately, we do not know
the exact analytic formula and in this thesis we pay attention mainly to comono-
tonic boundaries defining the interval in which the option price is. We derive an
upper boundary for the Asian basket option with continuous time averaging. We
graphically display the results and see how is the value of this boundary changing
with changing input parameters. We also mention how to evaluate the Asian basket

option by Monte Carlo method.

Key words: Asian basket options, comonotonic boundaries, stop-loss premium, con-

vex order.
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Uvod

Nestabilny charakter finan¢nych trhov podnietil vznik mnohych finan¢nych instru-
mentov, ktorymi sa snazime znizit riziko investicii. Spomedzi tychto finanénych
nastrojov su hlavnym objektom nasho zaujmu &zijské kosikové opcie. Tieto opcie
vznikli najmé preto, aby sme sa vyhli problému beznému pre eurépske opcie, a to
manipulécii ceny podkladového aktiva v blizkosti datumu maturity.

Napriek tomu, Ze s tymito opciami sa bezne obchoduje, na ich ocenenie neexistuje
na rozdiel od eurépskych opcii ziaden jednoduchy analyticky vzorec. Existuje vsak
niekolko sposobov ako Azijski kosikov opciu ocenit. Jednou z tychto metod je
napriklad metoda Monte Carlo. Tato metoda je veelku jednoducha, spolahliva, avsak
naro¢na na vypoctovy cas. V tejto praci sa budeme zaoberat zvicsa hranicami pre
cenu takejto opcie. Tieto hranice urcuja sice len interval, v ktorom sa cena opcie
nachédza, zato st vSak nenarocné na vypoctovy cas.

V prvej kapitole sa venujeme popisu opcie a jej zékladnym vlastnostiam. Spravime
si kratky prehl'ad roznych typov opcii a popiSeme v kratkosti Black-Scholesov ramec
na ocenovanie opcii. Na zéver tejto kapitoly si v strucnosti vysvetlime princip metody
Monte Carlo na vypocet hodnoty opénej prémie.

V dalgej kapitole si postupne prejdeme teoretickymi poznatkami potrebnymi pre
odvodenie hornej a dolnej komonoténnej hranice pre cenu azijskej kosikovej opcie.
Definujeme konvexné usporiadanie, komonotonnost, pozrieme sa na vlastnosti sactu
komonoténnych ndhodnych premennych a podobne.

V poslednej kapitole odvodime dolnti a hornt hranicu pre hodnotu 4zijskej kosikovej

opcie europskeho typu tak ako v ¢lanku [3], uvazujeme vsak navyse, ze akcie v pozicii
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podkladovych aktiv vyplacaju dividendy. Tento vzorec zovseobecnime pre [ubovolné

Casové priemerovanie. Zo vztahu pre hornd hranicu s diskrétnym priemerovanim
odvodime limitnym prechodom vzorec pre hornti hranicu so spojitym ¢asovym priemerovanim.
Nakoniec sa pozrieme na grafické porovnanie hornej hranice pre cenu ézijskej kosikovej

opcie so spojitym priemerovanim a ceny opcie s hustym diskrétnym casovym priemerovanim

vypocitanej metédou Monte Carlo.



Kapitola 1

Vlastnosti opcii

1.1 Opcia a niektoré typy opcii

Najjednoduchsim a najpouzivanejsim druhom opcii st takzvané vanilla opcie. Eu-
ropsky typ vanilla opcie je kontrakt, pri ktorom mé jeho vlastnik pravo, nie povin-
nost, kupit, resp. predat podkladové aktivum vo vopred stanovenom ¢ase za vopred
dohodnutii cenu. Stanoveny ¢as nazyvame datum splatnosti alebo datum expiré-
cie. Dohodnutt cenu nazyvame realiza¢nou cenou. S tymito oznac¢eniami sa mozeme
stretnat aj v [1]. V pripade prava na kiapu podkladového aktiva ide o kupnu opciu
(call option), v pripade prava na predaj podkladového aktiva ide o predajna opciu
(put option). Podkladovymi aktivami, na ktoré sa opcie vypisujia, mozu byt akcie,
urokové miery, dlhopisy, menové pary, futurity, opcie ale aj pocasie. My, v tejto préci,
budeme uvazovat ako podkladové aktivum préave akcie.

Podl'a toho kedy moéZzeme opciu uplatnit, ¢ize kupit alebo predat podkladové
aktivum, pozname dva typy opcii. Opcie eurépskeho typu mozeme zrealizovat len
v datume splatnosti. Opcie amerického typu moézeme uplatnit kedykol'vek pred ich
expiraciou. Americka opcia poskytuje viac moznosti ako eurépska opcia, z ¢oho je zre-
jmé, ze americka opcia méa v priebehu Zivotnosti opcie rovnaki alebo vac¢siu hodnotu
ako eurdpska opcia.

Pozrime sa eSte na niektoré typy opcii, ktoré patria do kategoérie takzvanych
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exotickych finan¢nych derivatov. Blizgie sa s nimi mozeme zoznamit napriklad v |1,
2].

Binarna opcia predstavuje velmi jednoduchy druh exotickej opcie. Tato opcia
vypléca v ¢ase splatnosti 1, ak sa hodnota podkladového aktiva nachadza vo vopred
stanovenom intervale a 0, ak sa v danom intervale nenachéadza.

Ak je podkladovym aktivom opcie opcia, hovorime o zloZenej opcii. Kombino-
vanim call a put opcii dostdvame az 4 typy zloZenych opcii.

Kosikovou opciou oznac¢ujeme opciu, ktora sa vztahuje sticasne na viacero pod-
kladovych aktiv - na kosik aktiv.

Dalsou skupinou opcii v ramci exotickych derivatov st opcie zavislé od vyvoja
ceny podkladového aktiva. Ako uz nézov napovedé, vyplata tychto opcii nezavisi
len od hodnoty opcie v ¢ase splatnosti, ale zavisi taktiez od pohybu hodnoty pod-
kladového aktiva pocas celej zZivotnosti opcie alebo urcitého obdobia zivotnosti opcie.

Azda najjednoduchsim typom opcii z tejto skupiny sa bariérové opcie. Su to
vlastne klasické kupne alebo predajné opcie, avSsak ak cena podkladového aktiva
dosiahne pocas Zivotnosti opcie vopred stanovenu bariéru, opcia straca platnost a
drzitel opcie dostane od vypisovatela vopred dohodnuty rabat.

Dalsim prikladom derivatov zéavislych od vyvoja ceny podkladového aktiva su
lookback opcie. Ich cena zavisi od minimalnej alebo maximalnej hodnoty podkladového
aktiva pocas zivotnosti opcie.

Azijské opcie st kontrakty, ktoré zavisia nielen od aktualnej ceny aktiva, ale aj
od vyvoja ceny podkladového aktiva, na ktoru je tato opcia vypisand. Konkrétne
vyplata tychto opcii zavisi od priemeru ceny aktiva pocas urcitej doby zivotnosti

opcie.
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1.2 Cena opcie

Opcia nema obligatorny charakter a jej drzitel mé préavo, nie povinnost, opciu uplat-
nit. Toto pravo nam prinasa vyhodu oproti tym, ktori toto pravo nemaju a preto je
zrejmé, ze toto pravo mé nejaki cenu. Tato cena sa musi zaplatit na zaciatku pri vy-
pisovani opcie. Tato cena, ktoru drzitel opcie plati jej vypisovatelovi sa nazyva opcna
prémia. Zakladnou tlohou ocenovania opcii je urc¢it hodnotu opé¢nej prémie tak, aby
nedoslo k znevyhodneniu vypisovatela ani drzitela opcie. Problémom ocenovania
opcii sa zaobera mnoho publikicii. Pozrime sa teraz spolu na najznamejsi model,
pouzivany pri ocenovani finanénych derivatov - Black-Scholesov model, s ktorym sa
mozeme podrobnejsie zoznamit napriklad v [1] alebo v [2].

Zakladnu tdlohu v tomto modeli zohrava modelovanie stochasticky sa vyvijaja-
cich aktiv za pomoci Wienerovho procesu a jeho zovsSeobecnenia - Brownovho po-
hybu. Wienerov proces je vlastne Brownov pohyb s parametrami g = 0, 0? = 1.
Tento model opisuje vyvoj ceny opcie v ¢ase ako funkciu ceny podkladového aktiva a
¢asu zostavajuceho do expiracie. Pri odvadzani Black-Scholesovej rovnice sa navyse
vychédza z réznych predpokladov ako nemoznost arbitraznej prilezitosti na trhu,
existencia bezrizikovej trokovej miery, nemennost volatility vynosu aktiva v Case,
moznost kipit alebo predat Tubovolné mnozstvo podkladového aktiva, zanedbanie
transakénych nékladov a akcie nevyplacajuce dividendy.

Samotnéa Black-Scholesova rovnica mé tvar:

oV 1, ,0%V oV
- e - _ — 1.1
8t+205852+r585 rV =0, (1.1)

kde S > 0 je sucasna cena podkladového aktiva v case t € (0,77,
V =V(S5,t) je hodnota opcie,
T > 0 je expiracna doba - ¢as do datumu splatnosti opcie,
o > 0 je volatilita podkladového aktiva,

a r > 0 je spojita miera arocenia bezrizikovych dlhopisov.

Tito rovnicu by mali spliat vietky derivaty akcii. Na to, aby sme 8pecifikovali o

aky typ derivatu sa jedna, je treba k samotnej Black-Scholesovej rovnici pridat este

10
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terminalovit podmienku - hodnotu funkcie V(S,t) v expira¢nom case T'.

Terminalova vyplatna (pay - off) podmienka pre eurépsku kiapnu opciu je:
V(S,T) = max(S — K,0).
Terminélova vyplatna (pay - off) podmienka pre eurépsku predajni opciu je:
V(S,T) = max(K — S,0).
Riesenim Black-Scholesovej parcidlnej diferencidlnej rovnice s jednou s danych ter-
minalovych podmienok dostaneme hodnotu prislusnej opcie. Tato rovnica ma tvar
parabolickej parcialnej diferenciélnej rovnice a transforméciami sa da previest na
zakladny tvar parabolickej parcidlnej diferencialnej rovnice, rovnice vedenia tepla,
ktorej rieSenie v tvare Greenovej funkcie poznadme z teérie parcialnych diferencial-
nych rovnic.

Riesenim Black-Scholesovej parcialnej diferencialnej rovnice s koncovou podmienkou

V(S,T) = max(S — K, 0) ziskame hodnotu eur6pskej kiapnej opcie:
V(S,8) = So(dy) — KeT0(dy), (1.2

kde ¢(d) je distribu¢né funkcia normovaného normélneho rozdelenia:

a pre di, dy plati:

Predmetom badania naSej prace budu najmaé &azijské kosikové opcie. Kedze tieto
opcie st akousi kombinéciou azijskych a kosikovych opcii, pozrieme sa najskor zvlast
na azijské a zvlast na kosikové opcie. PodrobnejSiemu popisu tychto opcii sa venovali

autori napriklad v [1, 2.

11
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1.3 Avzijské opcie

Azijské opcie st opcie, ktorych vyplatna funkcia zavisi od priemeru hodnét pod-
kladového aktiva, na ktort je opcia vypisana, v roznych casovych okamihoch. Jedna
sa teda o Specialny pripad opcii, zavislych na historickom vyvoji ceny podkladového
aktiva, takzvanych path-dependent opcii. Ich pay-off diagram teda nezéavisi len od
hodnoty aktiva v ¢ase expiracie, ale aj od jeho vyvoja v ¢ase pred expiraciou. Azijské
opcie st velmi uZitonym finanénym nastrojom a pouzivaju sa pri obchodovani s
menami alebo komoditami ako ropa a energie. Priemerovanie mé vo vSeobecnosti
za nasledok znizovanie variancie a teda spoOsobuje nizSiu cenu opcie. Zaistovanie
prostrednictvom azijskych opcii je teda vo vSeobecnosti lacnejSie ako konstrukcia
portfolia obycajnych opcii s réznymi datumami splatnosti. Délezitou vyhodou azij-
skych opcii oproti vanilla opcidm je, Ze ich cena nie je natolko zavisla od okamZitej
hodnoty aktiva, kedZe zéavisi od priemeru hodnét za dané obdobie. Takto sa znizuje
riziko plyntice z okamzitych vykyvov ceny aktiva v blizkosti doby expiracie. Tieto
vykyvy byvaju ¢asto sposobené manipulaciou ceny aktiva vypisovatelmi opcif. Azi-
jské opcie boli prvy krat pouzité v roku 1987 v Tokiu na ocenenie ropnych kontraktov
a z tejto geografickej lokacie prameni ich nazov. Azijské opcie mozeme klasifikovat z
hl'adiska viacerych faktorov.
Azijské opcie klasifikujeme napriklad podla typu spriemerovania cien podkladového

aktiva. Rozoznavame v podstate tri druhy priemerovania - aritmetické, geometrické
a s pridelenim vah so sti¢tom rovnym jednej. Vyjadrenie spriemerovanej ceny aktiva

Ay je rovné:

1.Pre diskrétny pripad aritmetického priemerovania:

Ay, = % > 8.
=1

2.Pre diskrétny pripad geometrického priemerovania:

1 n
h’lAtn = E;lnstz

12
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3.Pre diskrétny pripad vazeného priemerovania:

Atn - %thisti, thl - ].
=1 =1

4.Pre spojity pripad aritmetického priemerovania:

1 t
At = — / S‘r dT.
13 0

5.Pre spojity pripad geometrického priemerovania:
1 t
InA; = —/ In S, dr.
t Jo

Rozpoznavame taktiez dva sposoby ako spriemerovana hodnota vstupuje do pay

- off diagramu opcie:

1. Spriemerovana hodnota je v pozicii ceny podkladového aktiva. Taktuto opciu nazy-
vame average rate call (put) opcia. Terminédlovy vyplatny diagram average rate call

(put) opcie vyzera nasledovne:
Vare(S, A, T) = max(A — K,0); (V‘"P(S, A,T) = max(K — A, 0)).

2. Spriemerovana hodnota je v pozicii expira¢nej ceny opcie. Taktto opciu nazyvame
average strike call (put) opcia. Terminalovy vyplatny diagram average strike call

(put) opcie vyzera nasledovne:
Vare(S, A, T) = max(S — A,0); (V‘"”(S, A,T) = max(A — 8, 0)>.

Cena ézijskej opcie sa da urcit ako riesenie parcialnej diferencidlnej rovnice pre azijské
opcie. Pre geometrické priemerovanie pozname rieSenie v tvare explicitného vzorca,

av8ak pre aritmetické priemerovanie explicitny vzorec zatial neexistuje.

13
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1.4 Kosikové opcie

Jednou zo znac¢ne rozsirenych exotickych opcif je kosikova opcia, ktorej pay-off dia-
gram zavisi od hodnoty portfolia resp. kosika opcii. Kosikové kipna (predajna) opcia

vypléca v dobe splatnosti:
V(S1,S9,...,8,T) =max(S1 + Sa+ -+ S, — K,0),

(V(Sl,SQ,...,Sn,T) :maX(K—Sl—SQ—...—Sn,0)>,

kde K je dohodnuta expirac¢na cena.

Typickym podkladovym aktivom kosikovych opcii je index - kosik pozostavajuci
z viacerych akcii. Konkrétnym prikladom kosika akcii je index SP500 do ktorého
vstupuje az 500 akcii. Vyhodou kosikovej opcie pri zaistovani je, Ze je lacnejsia ako
pouzitie prislusného portfélia vanilla opcii. Pre tieto opcie nepozname exaktny ana-
lyticky vzorec, pretoze nepozname distribu¢nii funkciu sacétu zavislych nahodnych
premennych z lognormalneho rozdelenia. Pomocou viacrozmerného variantu Itovej
lemy vieme odvodit PDR pre kosikové opcie, to vsak nasledne vedie k pocitaniu

vysokorozmernych integrélov.

14
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1.5 Avzijské kosikové opcie

Azijské kosikové opcie sii, ako uz z ich nazvu vyplyva, kombinaciou azijskych opcii
a kosikovych opcii. Azijska kosikova opcia je opcia zavisla od historického vyvoja
cien kosika podkladovych aktiv a jej pay-off diagram kombinuje pay-off Struktiru
kosikovej opcie s 4zijskou. Priemerovanie méa za nasledok znizovanie variancie a preto
sa tieto opcie zvicsa lacnejsie ako prislusné portfélio vanilla opcif s réoznymi dobami
splatnosti. Azijské kosikové opcie sa vyuzivaju najmé pri obchode s ropnymi pro-
duktmi a energiami.

V tejto praci nas bude zaujimat ocenenie diskrétne vazene priemerovanych azi-
jskych kosikovych average rate kupnych opcii eurépskeho typu v Black-Scholesovom
rozhrani tak, ako to mozeme vidiet v ¢lanku [3].

Uvazujeme kosik s n aktivami, ktorych ceny S;(t), i = 1,2,...,n, st opisané pod
rizikovo neutralnou mierou () a s bezrizikovou turokovou mierou r stochastickymi

rovnicami:

ktorej rieSeniami su:
Si(t) = S;(0)er—2)troWi®) i — 1 9 n,

kde {W;(t),t > 0} je standardny Brownov pohyb spojeny s cenou aktiva i. Taktiez
predpokladame, Ze prirastky Brownovho pohybu vystupujtce vo vyjadreni cien aktiv

st navzajom konstantne korelované:
corr(dW;, dW;) = p;;dt.

Cena diskrétne vazene priemerovanej azijskej kosikovej average rate opcie eurépskeho
typu s fixnou realizacnou cenou K, dobou splatnosti 7', m ddtumami priemerovania

pred datumom splatnosti, n podkladovymi aktivami v ¢ase ¢ = 0 je dana vztahom :

ABC(n,m,K,T) = ¢ TE? [(i a mz_l b;Si(T — ) — K> J : (1.3)

=
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kde a;, b; st kladné koeficienty oba v stucte rovné jednej a (x); = max(z,0).

S pojmom rizikovo neutrélna miera sa vo finan¢nictve stretavame velmi ¢asto. To-
muto pojmu sa venuje pozornost napriklad v [4]. Rizikovo neutralna miera je pravde-
podobnostné miera, pri ktorej je sucasna hodnota Iubovolného finanéného aktiva
rovné ocakivanej budicej vyplate vyplyvajiucej z drzania daného aktiva, odiskonto-
vanej bezrizikovou trokovou mierou.

Tak ako pri ostatnych typoch opcif aj pri azijskych kosikovych opcidch nas najviac
zaujima ich ocenenie, teda ¢o mozno najpresnejSie ur¢enie op¢nej prémie vypisanej
opcie. V pripade aritmetického priemerovania, ¢i priemerovania s pridelenim vih
podobne ako v pripade azijskych opcii alebo kosikovych opcii analyticky vzorec
nepozname, kedze sucet lognormalne rozdelenych nahodnych premennych v arit-
metickom priemere nem4 lognormalne rozdelenie.

Musime preto pristipit k inym alternativnym metédam ocenovania tychto opcii.
Jeden z tychto sposobov je zalozeny na myslienke, Ze stcet lognormalnych nahod-
nych velicin ma priblizne lognormélne rozdelenie. Uvazujeme teda, ze sticet nahod-
nych premennych vyskytujicich sa vo vztahu (1.3) pre hodnotu &zijskej kosikove;
opcie ma lognormélne rozdelenie a na zaklade prvych dvoch momentov odvodime
jeho parametre. Potom uz len jednoducho odvodime vzorec podobne, ako v pripade
geometrického priemerovania.

Iny sposob je zalozeny na numerickom rieSeni parcialnej diferenciélnej rovnice pre
tieto opcie pomocou kone¢nych diferencii. Ttto metédu pre azijské opcie mdzeme
vidiet napriklad v ¢lanku [5].

DalSou numerickou metédou na ocefiovanie azijskych kosikovych opcii je metoda
Monte Carlo, ktora nam umoznuje ziskat presné, spolahlivé vysledky, avSak téato
metoda je narocné na vypoctovy cas. Tejto metode sa taktiez venuje viacero autorov
a mozno si ju priblizit napriklad v ¢lanku [6].

V neposlednom rade by bolo velmi prihodné, keby bol k dispozicii presny an-
alyticky a lahko spocitateIny odhad, pripadne hranice pre cenu &zijskej kosikovej
opcie. Prave tieto hranice budi pre nas hlavnym bodom zaujmu v tejto praci. Prob-

lému odvodenia a aplikacie hranic pre sumu ndhodnych premennych a opcif sa autori
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venuju napriklad v ¢lankoch |7, 8, 9].
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1. Metéda Monte Carlo

1.6 Metéda Monte Carlo

Ako mozno vidiet zo vztahu (1.3), pri ohodnocovani &zijskych kosikovych opcii
sme postaveni pred tlohu vypocitat ich cenu ako odiskontovanii stredni hodnotu
sic¢tu nahodnych premennych pri rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miere.
Neméame v8ak k dispozicii presny analyticky vzorec na vypocet tejto hodnoty, preto
sa ju snazime ¢o najpresnejSie odhadnut numericky. Jednou z numerickych metod je
metoda Monte Carlo. MySlienka tejto metody vychadza zo zakona velkych ¢isiel, z
ktorého vyplyva, Ze aritmeticky priemer ndhodného vyberu konverguje podl'a pravde-
podobnosti k skutoc¢nej strednej hodnote tohto rozdelenia. Postup pri metéde Monte

Carlo si mozeme zhrnat do nasledujuacich bodov:

1. Simulécia vyvojovej cesty cien podkladovych aktiv.

2. Vypocet hodnoty éazijskej kosikovej opcie pre dant simulaciu.

3. Vyhodnotenie ziadaného poc¢tu simulacii.

4.Vypocet odhadu hodnoty azijskej kosikovej opcie pomocou aritmetického priemeru

hodnot v jednotlivych simuléciach.
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Kapitola 2

Komonoténne hranice - teoretické

zaklady

2.1 Stop-loss a konvexné usporiadanie

V tejto Casti sa oboznamime s teoretickymi zakladmi, ktoré nam pomozu odvodit
odhady pre cenu azijskych kosikovych opcii. Konkrétne sa budeme venovat hornej a
dolnej komonoténnej hranici. Postupne si teda vysvetlime zakladné pojmy a postupy,
ktoré vedu k spominanym hraniciam. Odvodeniu komonoténnych hranic sa venuju
viaceri autori napriklad v ¢lankoch [7,8,9].

V poistovnictve a finan¢nictve je ¢astym bodom zaujmu distribu¢na funkcia sumy
nadhodnych premennych. Predpoklad vzajomnej nezévislosti medzi jednotlivymi kom-
ponentmi je velmi vhodny z hladiska jednoduchosti pocitania, ale tento predpoklad
nie je obcas prilis realisticky. Preto budeme predpokladat, Zze jednotlivé komponenty
sumy nahodnych premennych nie st nezavislé. Odvodenie hranic pre E[(S — K),],
kde S je prave suma nédhodnych premennych, ktoré nie si navzajom nezavislé sa v
jednotlivych ¢lankoch odlisuje. My sa budeme inspirovat najmé ¢lankom [9].

Budeme predpokladat, ze vSetky nahodné premenné, s ktorymi budeme pracovat
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II. Komonoténne hranice - teoretické zéklady

maju kone¢nu strednit hodnotu, ¢ize pre kazdi ndhodnta premennu plati:

lim x(l — FX(x)) = lim zFx(z) =0,

T—00 T—r—00
kde Fx(x) = Pr[X < z] ozna¢uje distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X.
Pre stredni hodnotu ndhodnej premennej X plati:
0 o)
F[X] = / vdFy(z) — / (1 — Fy(x))
—00 0

:/_O —FX(;c)d;c—i—/Ooo(l—FX(x))d:z: (2.1)

o0

- [ afta,

kde f(z) je funkcia hustoty ndhodnej premennej X a v druhej rovnosti sme vyuzili
metodu per partes.

Prvym pojmom, ktory si predstavime je pojem stop-loss prémia. Stop-loss prémia
so zadrzanim (retention) d ndhodnej premennej X je definovana ako E[(X —d) |, kde

(x — d)y = max(x — d,0). Vyuzitim vztahov (2.1) dostaneme pre stop-loss prémiu:

E[(X — d),] = / T Fy(a))ds

:/ (r —d)y f(z)dx (2.2)

[e.e]

= /doo(:v —d)f(z)dzr, —o0 <d< 0.

Definicia 2.1.1 UvazZujme dve ndhodné premenné X a Y. Hovorime, Ze X pred-
chddza Y v zmysle stop-loss usporiadania, znacime X <4 Y, vtedy a len vtedy, ked

X md mensiu stop-loss prémiu ako Y :
E[(X —d)y] <E[(Y —d);], —oo<d<oc.

Charakterizacia stop-loss usporiadania v zmysle funkcii uzito¢nosti je ekviva-
lentna s podmienkou E[v(X)] < E[v(Y)] pre vSetky neklesajice konvexné funkcie v,
pre ktoré existuje stredna hodnota. Preto sa stop-loss usporiadanie nazyva aj rastiice

konvexné usporiadanie.
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Ak pre dve ndhodné premenné X a Y plati X <y Y, potom E[X]| < E[Y]. Ak chceme
nahodnt premennu X nahradit ¢o mozno najpresnejsie ndhodnou premennou Y tak,
aby platilo stop-loss usporiadanie pre tieto ndhodné premenné, potom ideédlna situa-
cia nastava, ked E[X] = E[Y]. To nas vedie k pojmu konvexného usporiadania, ktory
si teraz zbezne ozrejmime. S pojmami konvexného a stop-loss usporiadania a ich

interpretéciou sa modzeme zoznamit podrobnejsie v ¢lanku [10].

Definicia 2.1.2 UvazZujme dve ndhodné premenné X a Y. Hovorime, Ze X pred-
chadza'Y v zmysle konvexného usporiadania, oznacujeme X <. Y vtedy a len vtedy,
ked:

E[X]=E[Y], E[(X —d)] <E[(Y —d);], —o0<d< 0.

Da sa ukazat, ze X <. Y vtedy a len vtedy, ked E[v(X)] < E[v(Y)] pre vSetky
konvexné funkcie, pre ktoré existuje stredna hodnota. To vysvetluje nézov kon-
vexné usporiadanie. Extrémne hodnoty sa s va¢Sou pravdepodobnostou nadobidaja
pre Y ako pre X. Ak vezmeme za v funkciu v(z) = 2%, tak X <. Y implikuje
Var[X] < Var[Y]. Konvexné usporiadanie predstavuje v zmysle uzito¢nosti prefe-
rencie rizikovo averznych rozhodujtcich sa medzi ndhodnymi premennymi s rovnakou

strednou hodnotou.
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Inverzna distribuc¢éna funkcia

Distribu¢né funkcia Fx(z) = Pr[X < z] nadhodnej premennej X je sprava spojita
neklesajica funkeia spliiajuca:

Fx(—o00) = lim Fx(z) =0, Fx(oco)= lim Fx(z)=1.

T—r—00 T—r00

Bezna definicia inverznej distribuc¢nej funkcie je neklesajica a zlava spojita funk-

cia F'(p) definovana ako:
Fi'(p) = inf{z € R|Fx(z) > p}, pe€[0,1].

My budeme pouzivat sofistikovanejsiu definiciu inverznej distribuc¢nej funkcie tak ako
napriklad autori v ¢lanku [9]. Pre Tubovolné p € [0, 1] moZna vol'ba inverzie funkcie

Fx v bode p je Tubovolny bod z uzavretého intervalu:
[inf{x € R|Fx(x) > p},sup{z € R|Fx(x) < p}|.

Treba este dodat, Ze podla konvencie plati inf () = +o00, sup() = —oco.
Ked vezmeme Tava hranicu tohto intervalu ako inverziu distribuc¢nej funkcie v
bode p, dostaneme klasicki inverznt distribuént funkciu Fiy' (p). Podobne definujeme

F5'"(p) ako pravt hranicu tohto intervalu:
Fi'(p) = sup{x € R|Fx(x) <p}, pel0,1].

Tato funkcia je sprava spojité a neklesajica.

Poznamenajme, 7e Fy'(0) = —oo, F;'"(1) = oo a cely pravdepodobnostny
objem nahodnej premennej X lezi v intervale [Fx'1(0), F'(1)].

Pre I'ubovolné « € [0, 1] definujeme a-kombinovani inverznt funkciu funkcie Fx

nasledovne:

F'(p) = aFg'(p) + (1 — a)F (p), pe[0,1].

S predchédzajtacimi pojmami inverznej funkcie sa mozeme lepsie oboznédmit na nasle-

dujiicom obrazku, ktory pochadza z ¢lanku [9]. Na tomto priklade mozno vidiet lavy

bod intervalu Fy'(p), predstavujtci klasickt distribu¢nt funkciu, bod F ;1(") (p),
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1I. Inverzna distribuc¢né funkcia

predstavujici Tubovolny bod zo spominaného intervalu a nakoniec i pravy bod
F);H(p) daného intervalu. Taktiez si mozno v8imnut, Ze v pripade, Ze distribu¢na

funkcia je rydzo-rastica v bode ¢, potom Fy'(q)=Fx'"(q).

Ry () ~14 -1l
(p) F, ) F () F@=FE (@

=
X
Obr. 2.1: Graficka definicia F'(p), Fgl(a) (p) a F'(p).

Uvazujme d také, ze 0 < Fy(d) < 1. Potom Fy'(Fx(d)) a Fx'"(Fx(d)) st
koneéné a Fy'(Fx(d)) < d < Fy't(Fx(d)). Takze pre nejaki hodnotu ay € [0, 1]

moze byt d vyjadrené ako:
d = agFg (Fx(d) + (1 — ag) Fx 7 (Fx(d) = Fx ' (Fx(d)).

Teda pre Tubovolni ndhodnt premenni X a Iubovolné d také, ze 0 < Fx(d) < 1,
existuje ag € [0,1] take, ze Fiy'®)(Fy(d)) = d.

Oznacenie U budeme dalej pouZivat pre nadhodnt premennt s rovnomernym
rozdelenfm na intervale (0,1). Zrejme Fy;(p) = p a F;;'(p) = p pre vietky p € (0, 1).
Pre vietky o € [0, 1] plati:

X = FRMU) =" F'(U) =4 FRM(0). (2.3)

Oznacenie =4

znamend rovnost distribuicii. Dana rovnost (2.3) hovori, Ze realizicia
zo vSeobecného rozdelenia s distribuc¢nou funkciu Fy moze byt vygenerovana ako

realizécia z rovnomerného rozdelenia.
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2.2 Komonoténnost

Ako sme uz spominali, vo finan¢nictve moézeme ¢asto narazit na sumu nahodnych pre-
mennych S = > | X;, kde ¢leny X; nie s navzajom nezavislé. Pozname marginalne
distribucie, ale zdruzenu distribuciu vektora (X7, X, ..., X,,) nepozname. Jednou z
moznosti ako si pri takomto probléme vo finan¢nej matematike pomdct, je nahrade-
nie tohto vektora inym vektorom, ktory bude mat rovnaké marginalne distribu¢né
funkcie a ktorého zdruzeni distribiciu budeme poznat. Vhodné je, ak poznéme
vztah suctu ¢lenov tohto vektora v zmysle konvexného usporiadania k siuc¢tu ¢lenov
povodného vektora, kedZe pri ocehovani azijskych kosikovych opcii nas zaujima
stop loss-prémia sumy nahodnych premennych vystupujiaca vo vztahu (1.3). Tieto
myslienky nas privadzaju k pouzitiu komonoténneho vektora, kedze najvacsi sucet
¢lenov ndhodného vektora s danymi marginalnymi distribu¢nymi funkciami v zmysle
konvexného usporiadania ziskame préave vtedy, ked je tento vektor (Xi, Xo, ..., X,)
komonoténny. To vlastne znamené, ze kazdé dve mozné realizacie tohto vektora
(x1,2Z2,...,2,) & (Y1,Y2,- -, Yn) S po clenoch usporiadané.

Pre n-rozmerny vektor (z1,zs,...,%,) zavedieme oznacenie x. Oznacenie x <y
pre dva vektory x a y budeme pouzivat pre usporiadanie po ¢lenoch definované ako

x; < y; pre vetky i =1,2,...,n.

Definicia 2.2.1 Mnozina A C R" je komonotdnna ak pre kaZdé x a y v mnoZine A

plati x < y alebo x > y.

Pod pojmom podpora vektora X budeme rozumiet najmensiu mozni mnozinu
A C R", pre ktoru plati Pr[X € A] = 1. Podpora moéze byt taktiez definovana ako

mnozina vSetkych moznych realizacii ndhodného vektora X.

Definicia 2.2.2 Hovorime, Ze ndhodnyj vektor X = (X1, Xo, ..., X,,) je komonotonny

vtedy a len vtedy, ak md komonotonnu podporu.
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Komonoténnost nahodného vektora X implikuje, ze ak sa zvacsi hodnota realizé-
cie ¢lenu X; potom sa zvacsi, pripadne zostane rovnaké aj hodnota realizacie kazdého

iného ¢lenu Xj,.

Veta 2.2.1 Ndhodny vektor X = (X1, Xs,...,X,) je komonotdnny ak je splnend

jedna z nasledugicich ekvivalentnijch podmienok:
(1) X md komonoténnu podporu.

(2) Pre vSetky x = (x1, o, . ..,x,) plati:
Fx(z) = min{Fx, (1), Fx,(22), ..., Fx,,(2n) }.
(3) Pre U ~ Rovn(0,1) plati:
X =1 (Fy (U), Fy (U), - Fi (U),
(4) Existuje ndhodnd premennd Z a neklesajice funkcie f; (i =1,2,...,n) také, Ze:

X —d (fl(Z>af2<Z)7 e afn(Z))

Dokaz tohto tvrdenia mozeme néjst napriklad v ¢lanku [9].

Vidime, ze ak vSetky margindlne distribu¢né funkcie nédhodnych premennych

X1, Xo, ..., X, suidentické, potom komonoténnost vektora X je ekvivalentna s tvr-
denim, ze X; = X, = --- = X, skoro vzdy.
Kazdy komonotonny vektor s danymi marginalami ako (X, Xo, ..., X)) mé rov-

nakt zdruzent distribuénid funkciu. Teda vektor (Fy!(U), Fy)!(U),...,Fx'(U)) je
jediny komonotonny vektor s rovnakymi marginalami ako (X1, Xs, ..., X,,).

Z podmienky (2) vyplyva, ze komonotonna zdruzené distribu¢na funkcia je naj-
vacsia mozna s danymi marginalnymi distribuénymi funkciami. Je to vlastne horna
hranica pre v8etky zdruzené distribu¢né funkcie s danymi marginalnymi distribu¢nymi

funkciami.
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KedZe néhodne vektory (Fy!(U), Fx) (U),...,Fx'(U)) a
(F)Ell(al)(U), F);j(”)(U), e F);i(a”)(U)) st rovnakeé s pravdepodobnostou 1, komonoton-

nost vektora X moze byt charakterizovana ako:

X = (P ), B W), B )

= (F (1= 0), B (- 0),. . (- ),

2

kde a € [0,1) a U aj (1 — U) maji rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1).

Pre Tubovolny vektor (X, Xs, ..., X)), oznacenie (X{, X§, ..., X¢) budeme pouzi-
vat na oznacenie komonoténneho duplikidtu, to znamena na oznacenie komonoton-
neho vektora s rovnakymi marginalnymi distribticiami ako (Xi, Xo, ..., X,).

Pre lubovolny vektor (X, Xs, ..., X,,) realizicia jeho komonoténneho duplikatu

X = (X7, XS, ..., XE) lezi s pravdepodobnostou 1 v nasledovnej mnozine:

{(Fxl0). F5l (). FRl0) o< p<1f.

Podpora vektora X ¢ nie je nevyhnutne spojité krivka, pretoze distribu¢né funkcie Fx,
mozu obsahovat horizontalne segmenty sposobujiice nespojitost. Teda horizontéilne
segmenty distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej X; vedu k chybajicim cCastiam
tejto krivky. Takuto podporu si mdzeme predstavit ako mnozinu zoradenych spo-
jitych kriviek. Pospajanim koncov po sebe nasledujtcich kriviek rovnymi ¢iarami
dostaneme komonoténnu spojita krivku v R". Tuto krivku budeme nazyvat spojitou

podporou vektora X a tato krivka moze byt parametrizovana nasledovne:

{(F 0 F W), PO )< p <1},

Parametrizécia pomocou « nie je nutne jedina a niektoré elementy v spojitej podpore
mozu byt charakterizované rozlicnym parametrom a.
Pripomenme si, ze Pearsonov korela¢ny koeficient pre dvojicu ndhodnych pre-

mennych (X,Y) je dany ako:
Cov[X,Y]

VVarlz]VarY] 7

r(X,Y) =
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kde
Cov[X,Y] = E[(X — B[X])(Y - E[Y])|,

je kovariancia X a Y.

Poznamenajme, ze rovnost 7(X,Y’) = 1 plati vtedy a len vtedy ak existuju realne
¢isla a > 0 a b také, ze Y = aX + b s pravdepodobnostou 1. Teda r(X,Y) = 1
implikuje komonoténnost paru (X,Y). V takomto pripade je spojitd podpora rovna

¢lara.

Definicia 2.2.3 Ndhodnij vektor X md margindlne distribucné funkcie z tej istej
Location-Scale triedy distribucnich funkcii, ak existuji redlne kladné konstanty a; a

redlne konstanty b; také, Ze plati nasledovny vztah:
X =" a;Y + b,
pret=1,2,...n.

Veta 2.2.2 Ndhodny vektor X s margindlnymi distribucnyme funkciami Fx, patriacimi
do tej istej Location-Scale triedy je komonotonny vtedy a len vtedy, ak r(X;, X;) =1
pre vSetky i,7 € {1,2,...,n}.

Jednoduchy dokaz tohto tvrdenia najdeme napriklad v ¢lanku [9].
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2.3 Sucet komonoténnych nahodnych veli¢in

Oznacenie S¢ budeme pouzivat pre sicet ¢lenov komonoténneho duplikdtu nahod-

ného vektora (Xp, Xo, ..., X,), Cize:
SC=X{+ X5+ + X,

Nahradenie sumy S = X; + X5 + --- + X, komonoténnou sumou S¢ je rozumna
stratégia, pretoze tieto sumy st konvexne usporiadané - v zmysle konvexného uspo-
riadania pre ne plati nerovnost S <. S° Pre nase pouzitie by bolo aproximovanie
touto sumou vhodné obzvlast vtedy ak vieme polahky uréit stop-loss prémiu sumy
S¢. Ukézeme si, Ze ju vieme urcit z marginalnych distribu¢nych funkcif ¢lenov v sume.

Uvazujme nahodny vektor X a jeho komonoténny duplikat (X7, X5, ..., X7).
Potom suma S¢ = X{ + X§ + -+ + X¢ = g(U), kde U je ndhodna premenna

rovnomerne rozdelend na intervale (0, 1) a funkcia g je dana nasledovne:
g(u) = ZF);}(“)’ 0<u<l.
i=1

Vidime, Ze g je neklesajuca a zlava spojita funkcia a teda plati Fg_(;() (p) = g(Fx'(p)).

Vyuzitim tejto rovnosti dostéavame:

F'(p) = Fyp(0) = 9(F ' (p) = 9(p), 0<p<1,

a teda inverznu distribu¢nu funkciu sumy S¢ mdzeme vypocitat z:
n
Falp)=> F¢lp), 0<p<l. (2.4)
i=1

Podobne mozno zistit, ze plati:

n

Fo"(p) =) Fxt(p), 0<p<l. (2.5)

i=1
Prenésobenim rovnosti (2.4) parametrom «, rovnosti (2.5) parametrom (1 —a) a

. . v . . . . L9, . v . . —1
naslednym sc¢itanim tychto rovnosti dostaneme a-inverznu distribu¢nu funkciu Fl. (@)
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sumy S¢ komonotonnych nahodnych premennych (X7, X5, ..., X¢), ktora v takomto

tvare pouzivaju i autori v ¢lanku [9]:
Fl' ) =Y Flp), 0<p<l, 0<a<l (2.6)
i=1

Z predoslych vztahov vyplyva, ze plati:

F5M0) = 3" FM0), 1)

Fs(1) = Y F(D), (2.8)

a teda minimélna hodnota komonoténnej sumy je rovnéd sume minimélnych hod-
not jednotlivych komponentov. Podobne maximalna hodnota komonoténnej sumy je
rovnéd sume maximalnych hodnét jednotlivych komponentov.

Pre lubovolny nahodny vektor (X, Xo,..., X)) plati S = X5+ Xo+-- -+ X, >
i, Fx!*(0) s pravdepodobnostou 1. Z toho vyplyva, Ze:

> FM(0) < Fg(0),
=1

a podobne
Y OF(1) = Fg'().
i=1

To znamena, ze S mé podporu obsiahnuti v intervale

S E 0. F)]

Ak mame dané inverzné funkcie F' )}Z_l, potom distribu¢né funkcia sumy S¢ sa da urcit

nasledovne:

Fge(z) = Sup{p € (0,1)|Fse(x) > p} = sup{p € (0,1)|F5. (p) < x}

> Felp) < :C}

i=1

(2.9)
= sup{p € (0,1)
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IT. Stucet komonotéonnych ndhodnych veli¢in

V nasledujucej ¢asti, pre lubovol nii nahodnu premenni X, vyraz F'x je rydzo-rastica
budeme chépat ako Fy je rydzo-rasttica na intervale (Fi'*(0), Fx'(1)).

Vsimnime si tiez, ze pre lubovolni ndhodni premennt X plati:
(1) Fx je rydzo-rastica < Fy' je spojita na intervale (0, 1),

a taktiez

(2) Fx je spojita < F' je rydzo-rastiica na intervale (0, 1).

Uvazujme, ze marginalne distribu¢né funkcie F,, + = 1,2,...,n komonotoén-
neho nahodného vektora (X7, X§,..., X¢) st rydzo-rastiice a spojité. Potom kazda
inverzna distribuc¢né funkcia F )}il je spojita na intervale (0, 1), z ¢oho vyplyva, Ze
Fg! je tiez spojita na intervale (0, 1), kedze je dana ako stcet inverznych marginal-
nych distribuénych funkcii. Z toho vyplyva, ze Fgc je rydzo-rastiica na intervale
(F5t(0), F5.'(1)). Podobne Fg.! je rydzo-rastiica na intervale (0, 1), z éoho vyplyva,
7e Fse je spojita na intervale (Fg.'*(0), Fg.'(1)).

Teda v pripade rydzo-rasticich a spojitych marginalnych distribu¢nych funkeif,
pre [ubovolné z € (Fg.'*(0), Fg.'(1)), pravdepodobnost Fy.(z) je jednoznaéne uréena

podla Fg.!'(Fse(x)) = x, alebo ekvivalentne:
Y P (Fse(x) =x, FgH(0) <z < Fgl(1). (2.10)
i=1

Aby sme dostali distribu¢nt funkciu sumy komonoténnych nahodnych premennych
v bode z, t.j. Fse(x), sta¢i vyratat predchadzajtcu rovnicu (2.10).

V nasledujicom tvrdeni si ukdzeme, Ze stop-loss prémiu suc¢tu komonoténnych
nahodnych premennych mozeme ziskat zo stop-loss prémii jednotlivych komponentov

stuctu. Tvrdenie i dokaz mozeme néjst v ¢lankoch [9, 11].

Veta 2.3.1 Stop-loss prémia sumy S komponentov komonotéonneho ndhodného vek-
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IT. Stucet komonotéonnych ndhodnych veli¢in

tora X¢ = (X7, XS,...,XE,) je dand ako:

n

E(S°— d)] = SOEX — i)+, (F5(0) < d < F5(1), (2.11)

i=1

kde d; je dané nasledovne:
d; = Fy Y (Fe(d)), i=1,2,...,n, (2.12)
kde aq € [0,1] je urcené tak, aby platila rovnost:
F3' ) (Fge(d)) = d. (2.13)

Doékaz.

Nech d € (Fg.'T(0), . (1)), ateda PriX{+ X5+ -+ X< < d] = Fse(d) € (0,1).
Vzhladom na to, ze X je komonoténny, podpora vektora X méa dimenziu 1. Podpora
komonoténneho vektora neméze obsahovat obdlznik, pretoze Tavy horny a pravy
spodny roh by neboli po ¢lene usporiadané. Je to teda vlastne ¢iara neklesajica v
ziadnej sdaradnici. Spojiti podporu obsahujicu pévodni podporu ziskame tak, ze
najblizsie nespojité body pdévodnej podpory pospédjame tseckami. Spojitd podpora
komonotonneho vektora X¢ mé teda prave jeden bod, v ktorom pretina nadrovinu
{(z1,29,...,2,)|71 + 22+ - -+, = d}. Tento bod pretinania je jediny, pretoze této
nadrovina neobsahuje dva rozne body, také ze x < y alebo y < x, pretoze narast
jednej sturadnice sposobi pokles ostatnych tak, aby stcet suradnic zostal zachovany.

Teraz si ukdzeme, 7e vektor d = (dy,ds,...,d,) definovany v tvrdeni rovnostou
(2.12) je prave tymto jedinym bodom pretinania. Kedze Fge(d) € (0,1), vieme,
7e existuje ag € [0, 1], ktoré spliia podmienku F_cl(ad)(FSc(d)) = d. Kedze d; je
definované vztahom (2.12), z rovnosti (2.6) a (2.13) vyplyva, Ze:

Sodi= 3 PO (Fae(d) = Fo ) (Fye(d) = d.
=1 =1

Teda vektor d s d; definovanymi rovnostami (2.12) a (2.13) je elementom spojitej
podpory vektora X¢ a nadroviny {(z1,za,...,2,)|21 + 22 + -+ -+, = d}. Bod d je

teda jedinym bodom pretinania nadroviny a spojitej podpory.
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f)alej nech z je bodom spojitej podpory vektora X° Potom plati nasledujica

rovnost:
(@1t a2t +a, —d)y = (21— di)y + (22— da)s + -+ (@0 — dn)+.

Tato identita plati preto, lebo z aj d st oba elementy spojitej podpory vektora X¢,
a teda ak pre nejaké j plati z; > d;, potom taktiez x; > dj pre vSetky k rozne od
j. Lava strana je rovna pravej strane, pretoze y ., d; = d. Na druhej strane ak pre
nejaké j plati z; < d;, potom taktiez x; < dj, pre vSetky k a zjavne [ava i prava
strana je rovna nule.

Nahradenim konstant prislusSnymi ndhodnymi premennymi a vzatim strednych

hodnot dostaneme rovnost (2.11), ¢m je toto tvrdenie dokézaneé.

Polahky mozno nahliadnut, Ze platia taktieZ nasledovné vztahy:

E[(S¢—d),] = i E[X,]—d, ak d<Fg(0), (2.14)

i=1

E[(S¢ —d)4] =0, ak d>Fgl(1). (2.15)

Z rovnosti (2.7),(2.8),(2.14) a (2.15) a Vety 2.3.1 mozeme vyvodit, ze pre kazdé
realne d, existuje d; s Y., d; = d také, ze plati E[(S® —d)4] = > E[(X; — di)4].

Vyjadrenie prémie komonoténnej sumy S¢ moze byt taktiez prepisané pomo-
cou beznych inverznych distribuénych funkeii. Pre Tubovolné d € (Fg.'™(0), Fg.' (1))

plati:

[E[(Xi Rl (Fsc(d)))J - [E[(XZ- — Fy! (Fsc(d)>)+]

- (Pl ) - FRE) ) (1= Fora)).
(2.16)

Vzhladom na definiciu oy, zosumovanim cez i dostavame:

(S —d),] = E (X ray) |- (-5 (Fe@) ) a-Foa). )

1=1
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V pripade, ze marginalne distribu¢né funkcie st rydzo-rastuce, predchadzajici vztah
sa redukuje na:

n

£lls" - )] = Y| (- P (Fe@) | (218)

i=1
7 Vety 2.3.1 vidime, ze kazdéa stop-loss prémia sumy komonoténnych nédhodnych
premennych moéze byt prepisand ako suma stop-loss prémii individualnych nahod-
nych premennych. Tvrdenie poskytuje algoritmus na priamy vypocet stop-loss prémie
sumy komonoténnych ndhodnych premennych, bez toho aby sme museli pocitat cela
distribu¢ni funkciu sumy. Na to aby sme vypodcitali stop-loss prémiu so zadrzanim
(retention) d, sta¢i ak pozname Fsc(d), ktoré modzeme priamo vypoéitat z (2.10).
Teraz si ukdZme ako mozno ziskat konvexné hranice pre sumu S = X7+ Xo+-- -+
X, ndhodnych premennych X, X, ..., X, ktorych marginélne distribticie pozname.
Pod pojmom konvexné hranica pre sumu S mame na mysli sumu nadhodnych pre-
mennych, ktora je viacsia (alebo mensia) ako S v zmysle konvexného usporiadania.
Nasledujuce tvrdenie, ktoré mozeme najst napriklad v ¢lanku [11], ndm déava
hornt konvexnu hranicu pre sumu ndhodnych premennych s danymi marginalnymi
distribu¢nymi funkciami v podobe sumy komonoténnych ndhodnych premennych s

rovnakymi distribuénymi funkciami, aké ma pévodna suma.
Veta 2.3.2 Pre lubovolny ndhodny vektor (X1, Xs, ..., X,) plati:
X1+ X0+ + X, <o X{+ X5+ + X/ (2.19)

Doékaz.
KedZe je zrejmé, Ze stredné hodnoty tychto dvoch stm s ekvivalentné, stac¢i dokazat,

ze medzi tymito stictami plati stop-loss usporiadanie. Musime teda ukazat, Ze:
El(Xi+Xo+-+ X, —d)y] < E[(XT+ X5+ + X, —d)4]. (2.20)

Toto staéi dokazat pre kazdé d € (Fg.'"(0), Fg.' (1)), pretoze pre hodnoty d mimo
tohto intervalu mozno lahko nahliadnut, Ze predchadzajica nerovnost (2.20) sa stéava

rovnostou.
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Nasledujuce vztahy platia pre kazdy vektor x = (xy, 2, ..., x,), kde dy +da+- - -+
d, = d:

(@14 Ta + -+ T — d)y = ((:cl—dl)+(3;2—dQ)+..-+(:cn_dn))+ (2.21)

VAN

(1= di)s + (@2 = da)y oot (o = o)y ) (222)

(@1 —di)y + (22 —do)y + -+ (B0 — dn) 4 (2.23)

V predchadzajtcej nerovnosti nahradime konstanty prislusnymi nadhodnymi premen-
nymi, vezmeme stredné hodnoty, uvazujeme d € (Fg.'*(0), F5.' (1)) a d; také, ako vo

vete 2.3.1. Takto dostaneme:

E[(X + X+ -+ X, — d)y] < E[(X) — dy)s] + E[(Xs — da)a] + - +E(X, — do)s .

(2.24)
= E[(XT = da)4] + E[(X5 — do)y ] + -+ + E[(X] — dn)4]
(2.25)
=E[(X{+ X5+ -+ X, —d)4]. (2.26)

Posledné rovnost plati vdaka konkrétnej volbe dy,ds, ..., d, tak ako vo vete 2.3.1.

Tymto je tvrdenie dokézané.

Vektor (X1, Xa, ..., X,) s danymi marginalnymi distribuciami Fl,, ma najvacsi
stucet jeho komponentov v zmysle konvexného usporiadania vtedy, ak ma komonoténnu
zdruzenu distribuciu, a preto je vhodné pri hladani horného odhadu pouzit préave
komonoténny nahodny vektor. Tento vektor ma rovnakia zdruzeni distribu¢nt funkciu
ako vektor (F, *(U), Fy *(U), ..., F;1(U)). Komponenty tohto ndhodného vektora st
maximéalne zavislé, vSetky komponenty st neklesajicimi funkciami tej istej nahod-
nej premennej. Ak pre dve ndhodné premenné X a Y plati, ze X <. Y potom
E[X] =E[Y] a X <4 Y. Konvexné usporiadanie, je pre nasu pracu vhodné, pretoze
hodnota 4azijskej opcie, ako ju mame zadefinovani vo vztahu (1.3), je vlastne odiskon-
tovana stop-loss prémia sumy nahodnych premennych. Pri konvexnom usporiadani

je stop-loss usporiadanie splnené a navyse rovnost strednych hodnot pri konvexnom

usporiadani nam zarucuje presnejsi odhad ako pri samotnom stop-loss usporiadani.
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2.4 Sucet ndhodnych premennych s lognormalnym

rozdelenim

Pozrieme sa teraz na to, ako mozno v zmysle konvexného ohranic¢enia zhora ohranicit
sumu lognormélne rozdelenych nahodnych premennych podobne ako v ¢lanku [9].
Tento priklad je z praktického hladiska vel'mi uzito¢ny, pretoze v Black-Scholesovom
ramci predpokladame, Ze cena akcie je nahodna premenné s lognormalnym rozde-
lenim. Uvazujeme nédhodny vektor (o3 Xy, e X, ..., @, X,) kde a; st kladné reélne
¢isla a X; st lognormalne rozdelené ndhodné premenné: In(X;) ~ N(u;, 02).

Pre stredni hodnotu a varianciu nahodnej premennej X; plati:

E[X;] = ert(1/28, (2.27)

2

Var[X;] = e+ (e7 — 1). (2.28)
Distribu¢néa funkcia ndhodnej premennej X; je dana:

Fi () = o I, (2.20)

o
Distribu¢néa funkcia pre o; X; je dana nasledovne:
Fa¢X¢<xi> = PT’(OJZ'XZ‘ S .fl) = PT'(XZ S Z'Z/Oél)
In Ti/OG) — g
= Fx,(zi/ai;) = ¢<—< i) = i )

0;

(2.30)

Z predchéadzajiceho vztahu mozno nahliadnut, Ze pre marginalnu inverznu distribu¢na
funkciu plati:

-1 (p) — Oéieui+0i¢71(p)

" , 0<p<l. (2.31)

Stop-loss prémiu lognormaélne rozdelenej nahodnej premennej X mozeme vypocitat
nasledovne:

EI(X —d)] = El(¥ —d),], ¥ ~ N(u,0%) (2.32)
Funkcia hustoty rozdelenia ndhodnej premennej Yje definovanéd vztahom:

1 —(y—w?
— e 202 2.33
R — (2.33)
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Stredna hodnota rasttcej spojitej funkcie h ndhodnej premennej Y je dané ako:

b)) = [ hly)-fw)dy. (2.34)
Z toho vyplyva, Ze pre vztah (2.34) dalej plati:
e )] = [ (e~ sy (2.35)
Ked7Ze eV — d > 0 pre y > Ind, z predoslého vztahu dostaneme:
Ind [e%S)
e — )= [ 0fdn+ [ (@ =iy (2.36)
Do predoslého vztahu dosadime distribu¢nu funkciu a dalej dostaneme:
% ee 1 —(y—w)?
E[(e" —d)4] = (e —d) e 22 dy. (2.37)
Ind 2102

Roznésobenim dostavame:

1 o0 N2 oo .2
E[(e” —d)4] = W(/ldeye s dy_d/lde ) dy). (2.38)

Upravime prvy integral tak aby sme dostali v tomto integrali opat funkciu hustoty:

1 —ly—(uto?))? ® _y-p?

o0 02
E[(e¥ —d),] = W(Ad e 22 et 2y dAd e 207 dy). (2.39)

Vidime, Ze v prvom i druhom c¢lene vystupuje integral hustoty, ktory predstavuje

pravdepodobnost, Ze sa ndhodné premenna s danou funkciou hustoty nachédza v

intervale vymedzenom hranicami integralu. f)alej teda plati:
E[(e" — d);] = "+ 2Pr(Z; > Ind) — dPr(Z, > Ind), (2.40)

pricom Z; ~ N(0? 4+ p,0?) a Zy ~ N(u, c?).
Predchéadzajaci vztah dalej normujeme a vyuZijeme symetrickost normovaného

normalneho rozdelenia:

— (52 (A2
E[(e” —d);] = e“*"z/QPr<Z1 "ty md= (o7 ¥ #))
g g

Zy—p  Ind—
—dPr( 2—p, Ind “) (2.41)
g ag

_ e“+"2/2¢<(02 —I—,U;? —lnd> —dng(M_lnd),

g
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kde ¢ je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej z normalneho rozdelenia s parame-
trami g = 0,0% = 1.
Stop-loss prémia lognormélne rozdelenej ndhodnej premennej X s parametrami

i, 02 je teda dana nasledovne:
E[(X —d)] = " 2p(Cy) — dp(C),  d >0, (2.42)

kde C; a Cy st dané nasledovne:

2 _
O s O R (2.43)

g

Teraz uz mozno jednoducho nahliadnut, ze plati taktiez vztah:

[E[(Oéi(Xi - di)>+:| = q;elitli /Q)Qb(d 1) — ad;p(din), di >0, (2.44)

kde ,
, 2 _ In(d.
di,l _ Wi + 0; n(dz)’ di,? _ di,l — 0, (245)

g;

Nech suma S je dané ako S = a1 X7 + s Xo + -+ - + ,, X, S¢ je jej komonotonny
duplikat:
S¢=F L

a1 X1

)+ F 5 (U) 4+ F

ag Xo AnAn

(), (2.46)

potom S <. S¢ KedZe marginalne distribu¢né funkcie st rydzo-rastice a spojité,
z (2.10) vyplyva, ze distribu¢né funkcia Fge(z) je implicitne definovana vztahom

F!(Fse(z)) = , alebo ekvivalentne:
D aertre T Fse@) — g PRlt(0) < @ < Fl(1). (2.47)

Z rovnosti (2.18) a (2.31) vyplyva, 7ze pre Fg.'"(0) < d < Fg'(1) je stop-loss

prémia suctu S¢ dana nasledovne:

E[(S° — d) Z[E @i X; — F (Fse(d))]
_Z [( 1_eui+m¢‘1(Fsc(d))))J.
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Pouzitim rovnosti (2.44) dostaneme z predchédzajiceho vztahu vyjadrenie pre stop-

loss prémiu v nasledovnom tvare:
E[( Za ohit( /2)¢ 1) — aie“i“‘"i“rl(Fsc(d))gb(di,g). (2.49)

Do tohto vztahu este dosadime d; ; a d; 5 definované rovnostou (2.45):

; — In(d; . ; — In(d;
£l Za v gt oI, o oo rean gt~ Il
(2.50)
Dosadime este hodnoty za d;:
+ O— . 1n<e“l+gz¢ (FSC( )))
E[(S¢ — it (o?/2) 4 [ Hi
(s Y ¢ -
=1 (2.51)

i T 0% “1(Fse(d
_ aie#¢+ai¢_l(Fsc(d))¢(Mz — In(eritoio (Fse( )))).

0;

Kedze In(e*) = x, z predoslého vztahu dostaneme:

E[(S® —d)+] = ; aie“i+("?/2)¢(m +of ;Uiﬁﬁ_l(FSc(d)))

(2.52)

_ aiem-&-aiqb_l(Fsc(d))qs(ﬂi — pi — O'iQSl(FSC(d))).

0;

Vdaka rovnosti (2.47) a rovnosti ¢(—z) = 1 —¢(z) moézeme predchadzajici vztah

prepisat nasledovne:

E[(S° —d)4] = (i Oéi€“i+(oi2/2)¢<0z‘ - ¢_1(F56(d>)>) —d(1 = Fse(d)).  (2.53)

Takto sme dostali vztah pre stop loss prémiu stic¢tu komonoténnych nahodnych pre-

mennych s lognormalnym rozdelenim s d € (Fg.'™(0), Fg.' (1)).
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2.5 Dolna hranica zalozeni na podmienenosti

V tejto sekcii sa blizSie pozrieme na odvodenie dolnej hranice pre sumu nadhodnych
premennych podobne ako v ¢lanku [9].

Nech X = (X3, Xs,...,X,) je vektor ndhodnych veli¢in s danymi marginal-
nymi distribuénymi funkciami F,, Fx,,..., Fkx,. Uvazujeme, Ze existuje ndhodna
premenna A s danou distribu¢nou funkciou takou ,Ze pozndme podmieneni dis-
tribu¢éni funkciu ndhodnych premennych X; pri [lubovolnom danom A = \. UkadZeme
si, ako mozeme ziskat spodni hranicu v zmysle konvexného usporiadania pre sumu
S =X1+ Xo+ -+ X,, podmienovanim tejto ndhodnej premennej. Podstatou tejto
Casti je pozorovat, ze ocakavana hodnota ndhodnej premennej je vzdy mensia alebo
rovna v zmysle konvexného usporiadania ako sama ndhodné premenna.

Jensenova nerovnost hovori, ze pre Iubovolni konvexni funkciu v plati v[E(z)] <

E[v(x)] a prave z Jensenovej nerovnosti vyplyva nasledujica nerovnost:

Elo(X; + Xo+ -+ X)) = EAE[0(X) + Xo 4+ -+ - + X)) |A] (2.54)
> Ep[v(E[Xy + Xo + - 4+ X, |A])] (2.55)
= Ea[v(E[X1|A] + E[Xo|A] + - - + E[X,,|A])].  (2.56)
Vidime teda, ze pre [ubovolny nahodny vektor X a I'ubovolnt ndhodnt premennu
A plati:
E[X1|A] + E[Xo|A] + - - + E[X,|A] <eo Xi+ Xo+ -+ X, (2.57)
Definujme sumu S' ako S! = E[S|A]. Ak S a A st navzajom nezavislé, dostéavame
jednoducht nerovnost E[S] <. S. Na druhej strane ak A jednoznacne urcuje S,
potom dolné hranica sa zhoduje s S.
Dalej poznamenajme, 7e vzdy plati E[E[X;|A]] = E[X;], aviak Var[E[X;|A]] <
Var[X;] plati, pokial E[Var[X;|A]] nie je rovné nule. Teda nahodny vektor:

(E[X1[A]), E[X2[A]), . . . E[XW[A]), (2.58)

nebude mat vo vSeobecnosti rovnaké marginédlne distribucné funkcie ako vektor X.

Avsak ak sa ndm podari najst podmienovaciu premenni A s vlastnostou, ze vsetky
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nahodné premenné E[X;|A] budt nerasticou funkciu lambdy (alebo neklesajicou
funkciou lambdy), potom doln4 hranica S! bude sti¢et n komonoténnych ndhodnych
premennych.

Na posudenie kvality spodnej stochastickej hranice sa sta¢i pozriet na jej vari-
anciu. Chceme aby S a S' mali variancie navzajom ¢o mozno najblizsie. To aby sa
variancia S’ ¢o mozno najviac podobala variancii S dosiahneme tak, Ze ju budeme
maximalizovat. Dosiahneme to tak, Ze budeme minimalizovat priemernt hodnotu
E[Var[S|A = )]], kedZe z konvexného usporiadania vyplyva, ze Var[S!] je rovna

alebo mensia ako Var[S] a plati rovnost:
E[Var[S|A]] = Var[S] — Var[E[S|)]]. (2.59)

Inak povedané, aby sme dosiahli ¢o moZzno najpresnejsiu dolnt hranicu, S a A sa
musia ¢o mozno najviac podobat.

Uvazujme odteraz navyse, ze ndhodna premenna A je taka, ze vSetky g;(\) =
E[X;|A = )] st nerasttice a spojité funkcie lambdy. Kvantil dolnej hranice S' je

potom dany nasledovne:

n

ZF (@) =D F b () =D EXA=F{(1—p), pe(0,1).
=1 =1

(2.60)
Vyuzili sme pri tom skutocnost, Ze pre nerasticu spojitia funkciu g plati:
Frg(p) = f(Fs'(1=p), pe(0,1). (2.61)
Distribu¢na funkcia sumy S! vychadza z (2.9):
Fa(X) = sup{p € (0,1) i[E[XAA =F"1-p) < x} (2.62)

i=1
Ak teraz navySe uvazujeme, ze distribu¢né funkcie nahodnych premennych E[X;|A]
st striktne rastiice a spojité, potom distribu¢né funkcia sumy S! je tiez spojita a

rydzo-rastica. Z (2.10) vyplyva, Ze pre vietky z € (Fg [g‘j\](O) F[E[SI‘A]( )) plati:

ZF i a) (Fse (@) = =, (2.63)
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alebo ekvivalentne: .

D EX|A = FyY (1= Fa(r)] = . (2.64)

i=1
Predchadzajuci vztah (2.63) alebo (2.64) jednoznacne urcuje distribu¢ni funkciu pre
dolntt hranicu S' = E[S|A].

Z (2.18) vyplyva, Ze pri tych istych predpokladoch pre stop-loss prémiu sumy S

plati pre vietky d € (Fg,'7(0), Fg,' (1)):

n

E[(S' —d).] = Z[E{([E[XAA] - [E[XZ-

=1

A= Fl(1— Fsz(d))DJ . (2.65)

Pripad, ked vsetky E[X;|A] st neklesajicou funkciu lambdy taktiez vedie ku
komonoténnemu vektoru (E[X;|A],E[X3|A], ..., E[X,|A]) a mdZeme s nim narabat

obdobne.
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Kapitola 3

Komonoténne hranice pre Azijské

kosikové opcie s dividendami

3.1 Horna hranica pre Azijské kosikové opcie s div-
idendami

V tejto Casti sa pozrieme na to, ako mozno odvodit horni komonoténnu hranicu
pre azijské kosikové opcie. Porovnanie numerickych vysledkov ocenovania ézijskych
kosikovych opcii pomocou tejto hranice s inymi metédami moézeme najst napriklad
v ¢lanku [3]. V naSej praci navyse uvazujeme, ze akcie vyplacaju kladné dividendy
D; > 0, a teda odvodime upraveny analyticky vzorec pre horna hranicu.

V pripade, Ze pri podkladovom aktive nie st vyplacané dividendy, je vyvoj pod-

kladového aktiva opisany stochastickou diferencialnou rovnicou:

ktorej rieSenim je:

Si(t) = S;(0)elr—oi/2tHeWilt), (3.2)

V pripade vyplacania dividend urcenych dividendovou mierou D; je vyvoj pod-
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I11. Horna hranica pre Azijské kosikové opcie s dividendami

kladovych aktiv popisany stochastickou diferencialnou rovnicou:

ktorej rieSenim je:

Si(t) = S;(0)elr—Pimot/2t+aiWi®) (3.4)

Predpokladame, Zze dvojita suma:

n m—1
S=> ad bS(T—j), (3.5)
=1 j=0

je suma nédhodnych premennych s lognormélnou distribu¢nou funkciou a moze byt

prepisana v tvare:

S = mgn Xz = mgn ozz-eyi, (36)
=1 =1
kde

_ (r—Dri/m1—(1/2)0%, , ) (T—(i-1)mod(m))
i = Afi/m104;_1ymod(mySTi/m1(0)e 1 [i/m] : (3.7)

a pre vSetky ¢+ = 1,2,..., mn plati:
Yi = oimWriym) (T — (i — L)mod(m)), (3.8)

pricom [z] je najmensie celé ¢islo mensie alebo rovné ako = a ymod(m) = y —
ly/m|m, kde |y]| predstavuje najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné y.

Tento prepis sme spravili len preto, aby sme dvojitti sumu previedli na jednoduch.
Vdaka tomu mdzeme pracovat priamo s vysledkami odvodenymi v predchédzajice;
kapitole.

Polahky moZno nahliadnut, Ze Y; je ndhodna premenné z normalneho rozdelenia

pre vSetky ¢ = 1,2,..., mn plati:
Y, ~ N(W —0,0% = 0%,(T — (i - 1)mod<m))) (3.9)

Ako mozeme vidiet v rovnosti (1.3), cena azijskej kosikovej opcie je dana ako odiskon-

tovana stop-loss prémia dvojitej sumy nahodnych premennych S s lognormalnym
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I11. Horna hranica pre Azijské kosikové opcie s dividendami

rozdelenim. Tuto sumu mozeme prepisat v tvare jednoduchej sumy tak ako v (3.6).
Na ziskanie hornej hranice pre odhad tejto sumy nahradime pévodnii sumu komonoton-

nou sumou:

S¢=> F'(U), U~ Rovn(0,1), (3.10)
=1

ktorej ¢leny maju rovnaké margindlne distribu¢né funkcie ako ¢leny pévodnej sumy
a s ktorou vieme pracovat. Na ziskanie stop-loss prémie s nahradenou sumou apliku-
jeme vysledok (2.53), ¢m ziskame hornt hranicu pre cenu éazijskej kosikovej kapnej

opcie (CUB):

CUB = ¢ "TE[(S° — K)y] = ¢ Ty ae!Hon/ %(ayi — ¢ N (Fse(K ))) -
i=1 3.11

- K<1 - FSC(K)>.

Do predchadzajiceho vztahu dosadime podla (3.7) a (3.9) za oy, py, a za oy

CUB=e"T Z ari/m) b(i_l)mOd(m)S[i/"ﬂ (0)

=1

X exp((r — Drpijm) — (1/2)0%1-/7”1)(7’ —(i— l)mod(m)))

X exp (() + (1/2)0%Z-/m1 (T — (i — 1)mod(m)))

<0\ (T = (i = Do) - 07 () )

— K(1 - Fs(K))

mn

—rT
=Y armbu_modm) Stimi (0)

i=1

w<oxp(((r = Dy (T = (= o)

< 0((\fo (T — (i = Do) - 67 () )

~ K(1 - Fs(K)).
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Predchadzajuci vztah prepiSeme opéit’ do podoby dvojitej sumy:

C’UB—eTTZaleSz exp(—=Dy(T' = j) +r(T — j))

x ¢{o/T —j — ¢ (Fse(K))} — K(1 — Fse(K))

n m—1

—ZZCL[Z)S[ DZT])

=1 j=0
x p{o/T —j — ¢ (Fse(K))} — e TK(1 — Fse(K)).
Hodnotu Fs.(K) kumulativnej distribu¢nej funkcie pre S¢ mozeme néjst rieSenim

rovuice (2.47):
K=Y et Fsell) ol (0) < o < Fgl (). (3.12)
i=1
Do predoslého vztahu dosadime podla (3.7) a (3.9) za o, iy, a za oy

mn

K = afimb_1ymod(m) Stism (0)

i=1

X exp(('r — Dyijm) — (1/2)0, (T — (i — 1)mod(m))) (3.13)

X exp (UWM V(T — (i — D)mod(m )qﬁl(Fgc(K))).

Predchadzajuci vztah prepiSeme spétne na dvojitt sumu:

n m—1

K = Z Z albjSl(O)

I=1 j=0 (3.14)
X exp((r — Dy — (1/2)0?) (T — j) + VT — Jo 1 (Fse (K )))

Takto sa dostavame k odvodeniu hornej hranice pre cenu azijskej kosikovej kip-

nej opcie s dividendami. Tento vysledok si zhrnieme v nasledujucom tvrdeni.

Veta 3.1.1 Predpokladajme, Ze suma S je dand vztahmi (3.6) aZ (3.8). Komonoténna
hornd hranica pre cenu dzijskej kosikovej opcie (s podkladovym aktivami vypldca-
Jucimi kladné dividendy) ABC(n,m, K,T) danej vztahom (1.3) je vyjadrend nasle-

dovne:
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n

m—1
CUB = ZZalb .S,(0 ~Du(T—j)
=1 j=0

‘ ¢(UW my ¢—1<FSC<K>>) TR Fao(K)),

(3.15)

kde hodnotu Fge(K) kumulativnej distribucnej funkcie komonotdnnej sumy S¢ mozZeme

ndjst rieSenim rovnice:

n m—1

Zzalbjsmmexp((r—m—<1/2>a?>< )+ onT = T (B (K >>):K,

=1 j=0

(3.16)

pricom ¢(.) je distribuénd funkcia normdlneho normovaného rozdelenia.

46
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3.2 Dolna hranica pre Azijské kosikové opcie s div-
idendami

Myslienky z ¢lanku [12] a [9] aplikujeme pre pripad azijskych kosikovych opcii a
navyse oproti ¢lanku [3] uvazujeme, ze akcie vyplacaju kladné dividendy.
Pripomenme si, zZe cena diskrétne vazene priemerovanej average rate &azijskej
kosikovej opcie eurdpskeho typu s fixnou realizacnou cenou K, dobou splatnosti
T, m datumami priemerovania, n podkladovymi aktivami, v case t = 0, je dana

nasledovne:

n

ABC(n,m, K,T) = ¢ "TE? {(Z a mi b;Si(T — ) — K) J . (3.17)

=1

Dvojitt sumu akcii S, vystupujicu vo vztahu (3.17) méZeme prepisat ako jednoduchu

sumu lognorméalnych ndhodnych premennych:

n m—1 mn mn
Dad hiS(T—j)=> Xi=) ae”. (3.18)
i=1 i=1

I=1  j=0
Uvazujme podmieniovaciu ndhodni premennt A takd, Ze pre vSetky ¢ ma vektor
(Y;, A) dvojrozmerné normalne rozdelenie.
Oznacme pp, op parametre ndhodnej premennej A, oznacme puy,, oy, parametre
nahodnej premennej Y; a ozna¢me r; korela¢ny koeficient premennych Y; a A. Pozrime

sa teraz na nahodnt premennt Y;|A. Pre jej podmienent hustotu plati:

filA) =
WIN =750
1 1 (i—mv)? o Wimmy)A—ka) | (A—pa)?
2noy,op/1-72 eXp( 2(1—7"$)|: a%i 2r; oy,on + o3
1 A—pa)?
V2moy exXp <_ 2(7/2;\ )

- manm“p(‘zu =7
y [@i i G m)O ) | A=) _@)(A—WD,
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Upravime ¢leny v zatvorke a vyjmeme 032/1_ v exponente pred zatvorku:

1 1
2roy, /1 —r? ( 207, (1 —13)

2
Ov. Oy,
X [<yz» — piv)? = 2ys — o) (N — pia) + 12— (A — wﬂ )

flyilA) =

Nasledne zatvorku v exponente upravime na Stvorec:

1 1

2roy. /1 —r? < 207, (1 —17)

Z predchadzajuceho vztahu vidime, Ze podmienenéd nahodna premenna y;|A ma

Flul) = = =250 = )] ). 1)

[

normalne rozdelenie so strednou hodnotou </1in +r—t(A— MA)) a disperziou o3, (1—

r?).

Y;
OA

Zo vztahu (3.4) vidime, ze v pripade akcie vyplacajucej dividendy je Y; dana
ako Y; = (r — D; — 02/2)t + o;W;(t) a ma normélne rozdelenie, tak ako aj vektor
(Y:, A). Taktiez vektor (o;W;(t), A) ma normélne rozdelenie, pretoze sa da prepisat
ako linedrna kombinécia vektora(Y;, A). Podmienen4 nahodnéa premenné o;W;(t)|A
mé teda taktiez normalne rozdelenie s parametrami odvodenymi analogicky. Stredna

2t (A—pa) a disperzia je rovna To7 (1—77).

hodnota tejto ndhodnej premennej je r;v/T

Lahko teraz spoéitame:

E[S;(T)|A] = E[S;(0)er—Pimoi/DTHeiWiD) | A] = G, (0)elr= D=t /AT E[enWiD) | ],
(3.20)
Podmienena nahodna premenna e”"i(¥)|A ma lognormalne rozdelenie. Stredna hod-
nota lognormalne rozdelenej ndhodnej premennej Z = X, kde X ~ N(u,0?) je dana

02 .
ako E[Z] = e’ 5. Z toho bezprostredne vidime, Ze plati:

\/TO'Z‘ TO'lz(l —7’22)

E[S;(T)|A] = S;(0)er=Pi=e/AT oy (ri (A —pp) + 5 ) (3.21)
Predchadzajuci vztah mézeme zjednodusit na tvar:
A —pa o}
E[Si(T)|A] = Si(0) exp( VTrio +T(r—D; — ?7“2) : (3.22)
OA
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Oznac¢ime U = (b( £4) a dostaneme tak:

E[S,(T)[A] = <>exp(f o \U) + T(r = D, — 2)), (3.23)

kde U je nédhodn& premennd rovnomerne rozdelenid na jednotkovom intervale a
pHU) = A= “ A je ndhodna premenna s normovanym normalnym rozdelenim N (0, 1).

Teraz uz mozno Iahko nahliadnut, Ze pre sumu S’ plati:

{ZaleSlT JH Zale (3.24)
Xexp((r—D—Q T = §) + o /T — o ) (3.25)

pricom korelaéné koeficienty 7 ; st dané vztahom:

cov(Wi (T — j),A)
T

Korela¢né koeficienty r; ; by mali mat vSetky rovnaké znamienko, aby platila komonotén-

(3.26)

g =

nost. Uvazujeme pripad, ked st korelaéné koeficienty 7 ; pre kazdé [ a j kladné. Je
zrejmé, 7e S je komonoténna suma nahodnych premennych z lognormélnym rozde-
lenim. Tdto dvojitd Sumu S’ prepiSeme do tvaru jednoduchej sumy, aby sme pri

hladani jej stop-loss prémie mohli priamo aplikovat vysledky z predoslych ¢asti:

= Z a;e¥i, (3.27)
i=1
kde

i = afi/m1b_1ymod ) ri/m1(0)

X exp(<r — Driym) — (U?i/ﬂﬂ/2)r?¢/m1,(i—1)mod(m)> (T —(i— 1)mod(m)>),

Y =07i/m1 (i) (i-vymod(my VT — (i = Hmod(m)¢ ™ (U).

(3.28)

Pre rozdelenie a parametre ndhodnej premennej Y; plati:

Y, ~ N(m =0,0% = 0By 0 i modin (T (i — 1)mod(m))>. (3.29)

49



I11. Doln4 hranica pre Azijské kosikové opcie s dividendami

Teraz vyuzijeme vztah (2.53), z ktorého dostaneme dolnt komonoténnu hranicu pre

azijsku kosikovi opciu:

LBA=e"T>" a,-e“Yi+<”2Yi/2)¢(aﬁ Jm]¥; — ¢—1FSZ(K)) — K(1 - Fq(K)). (3.30)

=1

Teraz dosadime vztahy pre o, py, a oy, zo vztahov (3.40),(3.41) a dostavame:

LB)\ = €_TT Z Qri/m)] b(i_l)mod(m)sﬁ/m] (0)

=1

Oojm) i d
X exp((r — Drpijm) — ng(z_l)mo (m)) (T —(i— 1)m0d(m)>)

(U?i/m]r%i/m],(il)mod(m) (T —(i— 1)m0d(m)> )
X exp 5

X (Uw/mﬂ‘wm,(m)mod(m) VT — (i — Dymod(m) — ¢~ Fa (K >>

~ K(1— Fa(K)).

Upravime ¢leny v exponente a dostéavame:

m.n

LB) = 7T Z . b(iq)mod(m)SWM (O)Qr(T—(z‘—l)mod(m))e—Dwm (T—(i—1)mod(m))
i=1
X ¢ (Jﬁ/m]T[i/m},(i—l)mod(m) \/T — (i — 1)mod(m) — ¢_1F51 (K))
— K(1 - Fq(K)).

Dvojitt sumu opét prepiseme do podoby jednoduchej sumy a dostavame tak hodnotu
dolnej komonoténnej hranice pre azijské kosikové opcie s dividendami.

n m—1
LBA=Y "a Y _b;S(0)e TN glor 1/ (T — j) — ¢~ (Fe(K))] (331)
=1 j=0 ’

— e "TK(1 - Fa(K)).
Hodnota Fg(K) distribuénej funkcie komonoténnej sumy S! sa da vypocitat z

rovnosti (2.47):

m.n

K — Z aie/"Yi+UYi¢_l(FSl (K)) (3.32)

i=1
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Do predoslého vztahu dosadime vztahy pre «;, py, a oy, a dostaneme:

K= Z ATi/m] b(i_nmod(m)sﬁ/wﬂ (0) exp ( <7’ - Dwnﬂ (T—(i—1)mod(m))
=1

— (o z/m]/2) i /m1,(i—1)mod( m)) (T — (- 1)mod(m))>

X exp (0 + Ufi/mVﬁ/m],(iq)mod(m)\/(T — (i— 1)mod(m))¢_1(FSz(K)))
(3.33)

Dvojiti sumu prepiSeme do tvaru jednoduchej sumy a z nasledujuceho vztahu mézeme

hodnotu Fq(K) priamo doratat napriklad metédou bisekcie:

iazf@&(O)exp((r—Dl (o /2)7"1])(T §)+ o T — o~ (Fsl )):K.

Tieto vysledky si zhrnieme v nasledovnom tvrdeni:

Veta 3.2.1 Predpokladajme, Ze suma S je dand vztahmi (3.6) aZ (3.8). Dalej pred-
pokladajme, Ze podmietiovacia premennd A je z normdlneho rozdelenia takd, Ze pre
vSetky | a j je vektor (Wi (T — j),\) je z dvojrozmerného normdlneho rozdelenia a

korelacné koeficienty:
Cov(Wi(T' — j), (A))

i oaVT —j

st kladné. Potom komonotonna dolnd hranica pre cenu dzijskej kosikovej average

rate kipnej opcie s diskrétnym priemerovanim (s podkladovym aktivami vypldcajicimi

kladné dividendy) ABC(n, m,K, T) danej vztahom (1.3) je vyjadrend nasledovne:

LB\ = Zale Sy(0)e PT=De “ilor i/ (T — 7) Fs(K))]

- G_TTK(l — Fa(K)),

kde hodnota Fg(K) sa vypocita ako riesenie rovnosti:

iazf@&(O)exp((r—Dl (o /2)rlj)(T §)+ o/ T — o~ (Fsl )):K.
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3.3 Modifikacia na 'ubovol'nu diskretizaciu

Predchadzajtice vzorce pre hornti i spodnt hranicu umoziuji priemerovanie pod-
kladového aktiva iba v ¢ase (T — j), kde j nadobuda celé hodnoty z intervalu (0, 7).
Takéto priemerovanie je z praktického hladiska ¢asto nepouzitelné.

Vzorec pre hornt hranicu modifikujeme tak, aby sme mohli pouzit Tubovolnu
casovi diskretizaciu. Toto dosiahneme jednoducho tak, ze kazdé j v pévodnom vzorci
vymenime za 7;, ktoré nadobtida hodnoty v intervale [0, 7']. Prikladom moznej volby
casovej diskretizacie je 7; = % Tato vol'ba predstavuje rovnomerne zvolené hodnoty
¢asového kroku na intervale [0, T]. Modifikovany vzorec pre hornt hranicu azijskej
kosikovej opcie s dividendami umoznujuci lubovolny ¢asovy krok vyzera teda nasle-
dovne:

n m-—

CUB = Z
=1

—e"TK(1 - Fs(K)),

alejSl(O)e_”je_Dl(T_Tj)qﬁ< T— 1 — ¢ (Fal ))) )

1
J=0

kde hodnotu Fsc(K) kumulativnej distribucnej funkcie pre komonoténnu sumu S°

mozeme najst rieSenim rovnice:

n m—1
ZZalejSl(O)exp<(r—Dl (1/2)0'l —Tj —|—O’l\/ —TJ¢ FSC ) = K.
o (3.36)

S vzorcom pre spodnt hranicu mézeme narabat obdobne a modifikovany vzorec pre

dolnu hranicu vyzera nasledovne:

LB\ = ZaZZbTJSl _Dl = 7—7) TT]gb(O’ﬂ"lT? —T] Fsl )))
j= (3.37)

—e"TK(1 - Fa(K)).
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Hodnotu Fq(K) dostaneme z rovnosti:

n m—1
K=Y a) b,5(0)
=1 j=0
xexp((r—Dl—(U?/Q)rl%Tj)(T ) + o /T — 70 (Fsz ))

Pri préaci s tymto vzorcom treba dévat pozor, v akych jednotkdch pouzivame

(3.38)

casovy krok. Dividendova miera, trok i volatilita byvaju zvic¢sa uvadzané v hod-
notach za rok. Preto ak napriklad ¢asovy krok uvadzame v dnoch, treba aj hodnotu
dividend, urokovej miery i variancie upravit na dennut bazu. Dosiahneme to tak,
ze tieto hodnoty podelime poc¢tom dni v roku. Teda vzorec upravime koeficientom
Kk, reprezentujicim pocet, kol'ko krat sa nova ¢asova jednotka nachadza v povodnej
¢asovej jednotke - napriklad spominanych x = 365 pri prechode z ro¢nej bazy na
dennu. Ukézme si, Ze takouto upravou sa hodnota vysledku nezmeni. Pri prechode z
jednej casovej bazy na druhd vstupné parametre upravime nasledovne:

o T ) .
- —-—, Di—»—, r—— T —>Tk, jJ—JK,
K K

Dosadime upravené parametre do vzorca pre horni hranicu:

n m-—1

CUB=> Y azbjSz(O)e_*:jﬁe_[:(T_j)%{%v T —jvVe— ¢~ (Fse(K))}

I=1 j=0

(3.39)
— e ="K (1 — Fs(K)),

kde hodnotu Fse(K) kumulativnej distribu¢nej funkcie pre S¢ mézeme najst rieSsenim

rovnice:

ZZalb Si(0 exp((z_%_(l/z)%?)@ y>m+7v TVR¢™ (Foe(K >>)=K-

(3.40)
Vsetky koeficienty x sa navzajom zruSia a vysledok vzorca pre hornt hranicu

zostane nezmeneny. Téato vlastnost plati rovnako aj pre vzorec pre dolnu hranicu.
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3.4 Horna hranica so spojitym casovym priemerova-
nim

Na predchadzajucich stranach sme rozpréavali o hornej hranici pre azijské kosikové
opcie s dividendami uvazujuc iba diskrétny typ priemerovania. Co ak by sme vsak
potrebovali ziskat tuto hranicu pre pripad spojitého priemerovania? V nasledujicich
riadkoch sa pokusime ukazat, ako mozno z diskrétneho pripadu prejst do spojitého.
Uvazujeme, Ze velkost ¢asového kroku v diskrétnom priemerovani sa postupne do
nekone¢na zmensuje 7; — 0 a vaha prisltichajtica jednotlivym krokom je priamo-
umerna vel'kosti kroku. Prikladom volby takéhoto kroku a prislusnej vahy je ekvidis-
tancéné delenie 7; = %, bj = 1/m. Pocet deleni intervalu rastie do nekone¢na, teda

m — 0o. Nasledne pre horna hranicu plati:

n m—1
CUB =3} a lim » br5(0)e P T 01\/T — 7 — 67" (FSC(K )>]
=1 =0

- e_TTK<1 - FSC(K)).
(3.41)
Tito limitu sumy nahradime integrdlom. KedZe suma casovych vah b, musela byt
rovné jednej, taktiez integral tychto vah musi byt rovny jednej a teda pre hornu

hranicu plati:

n 1 T
CUB =3 usO)y [ e P o T=7 = o7 (o) |
0

= T (3.42)

—e"TK(1 - Fs(K)),

Integral vystupujuci v predchéadzajiucom vztahu oznac¢ime I; a skusime ho vypocitat:
T
I, = / ) lal\/T S (FSC(K))} dr. (3.43)
0

Ozna¢me ¢~ *(Fsc(K) pismenkom C a vyjmime pred integral ¢leny nevstupujice do
integrovania:

T
L = e_DlT/ e~ =PIy <al\/T —T— C’) dr. (3.44)
0
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D, T

Oznacme integral bez vynatého ¢lenu e~ z predchadzajiceho vztahu ako I. Na

tento integral pouzijeme metodu per partes, kde v/ = e~ ""PI7 g 9 = qb(al\/T -7
C’)) Zakladné pravidlo tejto metody je [w'vdr = wv — [ uv'dz. Dalej teda pre I
plati:

(r—Dy) T —(r—Dy)T o JT=F—C)2
be[ - )] - [ Lt n
0 0

(r — Dy (r — Di) V27 2T — 7
(3.45)
Teraz dosadime hranice a upravime cleny v integrali. Takto dostaneme:
e VT —C
ILh=———— T—
2= T D) ¢(—C) + . ¢(oy )
(3.46)

(r—Dy)T 7§(T77)+Col T— 7%2
(r—Dl \/271'/ VT —1

Dalej si z predoslého vztahu v§imame opét len integral - oznac¢ime ho 3. Upravime

dr.

ho do nasledovnej podoby:

2
T —(Dj—r+2L)(T—7)+Co/T—7
[3:6_(T—D1)T—C;/ e e : dr. (3.47)
0

VT =1

Integral z predoslého vztahu bez vynatych ¢lenov oznacime ako I; a pouZijeme sub-

stittciu s =T — 7

T e—(ler+§)s+Cal\/§
/ dr. (3.48)
0

Nz

Clen D; — r + 0} /2 oznaéime ako A;, ak je vi¢si ako nula. Plati:

Co Co+2AVT
. . e—Azs+CUz\/§d o \/_(erf< 4 ) + erf<—§¢,4ﬁl )) (3.49)
1 =: —_—Qas = )

E VA

kde erf(x) je zvyskova funkcia normélneho rozdelenia a je definovana pomocou Eu-

lerovho integralu nasledovne:

1 — erf(x)

1 <
2 :2\/(27r)/x i,

95



I1II. Horné hranica so spojitym ¢asovym priemerovanim

V pripade, ze D; —r + /2 je mensSie ako nula, ozna¢ime —(D; — r + 07 /2) ako A;.

V takomto pripade plati:

el Coj+2AVT
. T JAistCory/s e 3A] \/—<_erﬁ< ) —|—erﬁ<_ ZQWle )) (3.50)
= S = )
’ 0 Vs VA

kde erfi(z) je imaginarna zvyskova funkcia definovana:

erfi(x) = lerf(x) (iz),

]

kde 7 je imaginarna jednotka.

V pripade, Ze D; — r + 07 /2 je rovné nule, plati:

T eCol\/E 6001\/5 T 600’[\/T 2
Rs =: ds = |2———| =2 - 3.51
3 /0 \/g s |: C(Tl :|0 CO‘[ CO’Z ( )

Teraz spojime predchadzajtce ¢iastocné vysledky a pre horni hranicu so spojitym

priemerovanim dostavame nasledujuci vztah:

1

B = —-D, T
cU ZalSl(O)e —T(T — Dl)

=1

X (—e‘(T‘Dl)Tqb(—C) + é(oVT — C) —

Ol —(-D)T- R) (3.52)
2V 27

— e "TK(1 - Fs(K)),

kde
R=R, ak (Dj—7r+0}/2)>0

R=Ry, ak (Dj—7+0}/2)<0
R:Rg ak (DZ—T+UZ2/2):O

Hodnotu Fsc(K) modzeme najst rieSenim rovnice:

m—1

2
Zalnll_rgoZbSl exp((r—Dl—E —715)+o/T —TJ¢ (Fse(K )—K.

(3.53)
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Prechodom na integral dostavame:
& I R A =
ZalSl(O)— e(r~ D= )T =r)For/T=r¢= (Fse(K)) g7 — K (3.54)
T Jo
=1
Integral vystupujici v predchédzajicej rovnici oznac¢ime I5 a upravime. Pouzi-

jeme opéat substituciu s =T — 7. Takto dostaneme:

T
[5:/ 6(T—Dl—§)8+sz/§¢’l(Fsc(K))d3 (3.55)
0

Oznacime ¢~ (Fse(K)) ako C.

. v 2 . v v, v
V pripade, Ze ¢len %° + D; — r je vacsi ako nula, oznacime tento ¢len ako A; a

cely integréal ako ()1. Dostavame integral tvaru:

T
Q, =: / e~ AstCovs g (3.56)
0

pre rieSenie ktorého plati:

1 252 OU[ —CUZ + 2Alﬁ
) o . ¢ (3T
YT {e Ulﬁ(er () e (5 >)1 0

V pripade, ze D; — r + 0} /2 je mensie ako nula, ozna¢ime —(D; — r + 07/2) ako 4,

a plati:

T
QQ = / eAlS‘l‘CUl\/gds

0

1 _c%? ekl
=515 (e = (2\//416 =

y (_1 n eCal\/T—l-AlT) + Cy/mo (erﬁ<26\’/%) - erﬁ<cm;—\/2f%l\/f>)>()3:58)

V pripade, Ze D; — r + 07 /2 je rovné nule, plati:

Q= [ emviay {%C”ﬁwo—ﬁ—wr 2N (VT - 1) | 2
3 = = _
0

252 . 0252 252
(3.59)
Hodnotu Fsc(K) v spojitom pripade teda mozno vypocitat z rovnosti:
a 1
> aS)(0)=Q = K, (3.60)
1=1
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kde
Q=Q, ak (D;—r+0}/2)>0
Q=Qy ak (Dy—r+0}/2) <
Q=Qs ak (D;—r+0/2)=0.

Podobne aj pri tomto vzorci by mala platit vlastnost, Zze pri prechode z jednej
casovej bazy, napriklad z ro¢nej na mesacni, sa po uprave koeficientom k reprezen-
tujucim pocet, kolkokrat sa novo pouzitd ¢asova jednotka nachidza v povodnej
casovej jednotke vysledok nezmeni. UkaZzme si, Ze takouto tpravou sa naozaj hodnota

vysledku nezmeni. Pri prechode z jednej ¢asovej bazy na ind sa vstupné parametre

zmenia nasledovne:

2
o D, r A,
o> —, D=, r——, T—>Tk, 771K A — —,
K K K K

Hodnoty Ri, Ry, R3 sa prechodom na int ¢asovi bazu zmenia nasledovne:
Rl — RRl, R2 — K,Rz, R3 — K,R3,
a teda
R — kR.

Dosadime upravené parametre do hornej hranice so spojitym priemerovanim:

1
Tw(z =2

K

CUB — Z alSl(O)e*%T”

=1
(et o)+ of

— e " TPK (1 — Fs(K)).

_ % o~ E-2ryE-G
\/_\/_f C) + R)

§

(3.61)
Lahko moZno nahliadnut, Ze vSetky koeficienty x sa nidm navzajom zrusia.

Podobne pre @Q plati, ze:
Q — kQ.

a teda hodnotu Fs.(K) modzeme najst rieSenim rovnice:

ZQZSZ Q/’i =
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Tu sa nam opét koeficienty x navzajom zrusili a teda casova skalova invariantnost

pre hornt hranicu so spojitym priemerovanim zostala zachovana.
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3.5 Numerické vysledky a grafické zobrazenie

3.5.1 Vstupné parametre

Pozrime sa teraz na grafické vysledky pre hornt hranicu so spojitym priemerovanim.
Budeme si vsimat, ako sa meni hodnota tejto hranice v zavislosti od vstupnych
parametrov, pricom najzaujimavejSia pre nas bude zavislost od realizacnej ceny a
maturity, kedZe ostatné hodnoty ako volatilita, irokova miera a dividendové miera
nemoze vypisovatel, pripadne kupujuci prili§ ovplyviiovat.

Hodnotu hornej hranice so spojitym priemerovanim porovname graficky s hodno-
tou azijskej kosikovej opcie vypocitanej metédou Monte Carlo s hustym diskrétnym
priemerovanim - 360 krat do roka. Taktiez porovnédme hornt hranicu s diskrétnym
priemerovanim, takym ako v ¢lanku [3| (5 krat vzdy na konci mesiaca pred ma-
turitou), s prislusnou hodnotou vypocitanou metédou Monte Carlo. Néasledne este
porovname hodnoty azijskej kosikovej opcie so spominanymi 2 spdésobmi priemerova-
nia vypoc¢itanymi metoédou Monte Carlo. Pre zaujimavost porovname i hodnotu
Fse(K) vstupujico do vypo¢tu hornej hranice pri spojitom priemerovani a diskrét-
nom priemerovani podla ¢lanku [3].

Aby sme vedeli posidit rozdiel medzi hranicami a hodnotou vypocitanou metédou
Monte Carlo, zadefinujeme si teraz odchylky. Absolitnu odchylku oznac¢ime AO a

plati pre nu vztah:
AO = Hornahranica — Hodnota vypocitana metodou MC (3.62)

Relativnu odchylku oznac¢ime RO a plati pre nu vztah:

Hornahranica — Hodnota vypocitana metodou MC
RO = , (3.63)
Hodnota vypocitana metodou MC

Vstupné parametre pouzijeme rovnaké ako v ¢lanku [3], pretoze si takto mozeme
overit aspon CiastoCne spravnost naSich vypoctov. Tieto parametre uvidzame v nasle-
dujucej tabulke:

Hodnota realiza¢nej ceny K je 50. Z tabulky vidime, Ze hodnota kosika na po-

clatku je rovnd 42, 55 x 0, 25448, 21 x 0, 20434, 3 x 0,3+ 100 x 0, 10466, 19x 0, 15 =
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Tabulka 3.1: Vstupné parametre

Aktivum Pociatocna cena Vahy v % Volatilita v % Miera dividend v %

BASF 4255 25 33,34 2,59
Bayer 48,21 20 31,13 2,63
Degussa-Huls 34,30 30 33,27 3,32
FMC 100,00 10 35,12 0,69
Schering 66,19 15 36,36 1,24

50.498. Z toho vyplyva, ze nasa kipna opcia je v pozicii in the money. Urokova miera
r je rovna 6% doba expiracie je 1 rok.
Korela¢na struktaru aktiv potrebni napriklad pri vypocte hodnoty opcie meto-

dou Monte Carlo uvadzame v nasledovnej tabulke:

Tabulka 3.2: Korela¢né Struktura aktiv
BASF Bayer Degussa-Huls FMC Schering

BASF 1,00 0,84 -0,07 0,45 0,43
Bayer 0,84 1,00 0,08 0,62 0,57
Degussa-Huls  -0,07 0,08 1,00 -0,54 -0,59
FMC 0,45 0,62 -0,54 1,00 0,86
Schering 0,43 0,57 -0,59 0,86 1,00
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Hodnoty pri takychto parametroch uvadzame v nasledovnej tabulke, pricom v
metode Monte Carlo sme generovali 100 000 realizacii a pri Monte Carle s hustym

priemerovanim sme priemerovali 360 krat do roka:

Tabulka 3.3: Korela¢né Struktira aktiv

Monte Carlo Horné hranica  AO RO

Spojité (husté) priemerovanie 3,1529 5,0379 1,8850 10,5978
Diskrétne (riedke) priemerovanie 4,7547 6,9693 2,2146 0,4658

Hodnota opcie je v pripade hustého priemerovania nizsia ako v pripade ried-
keho diskrétneho priemerovania. Absolitna odchylka, rozdiel hornej hranice a hod-
noty vypocitanej metédou Monte Carlo, je v pripade hornej hranice so spojitym

priemerovanim mensia, ale v pripade relativnej odchylky je tomu naopak.
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3.5.2 Zavislost hornej hranice od realiza¢nej ceny

Pozrime sa, ako sa meni hodnota hornej hranice v zévislosti od zmeny realizacnej

ceny K, pricom vSetky ostatné parametre ako poc¢iatocné ceny aktiv, vahy aktiv,

volatilita, miera dividend, trokové miera, doba expiracie, korelacna struktara zosta-

vajl nezmeneneé.

50 T T T

50,

r ¥ T r r r
Monte Carlo—husté priemerovanie K\ — & — Monte Carlo-5 krat priemerované
45+ ® ©O -+ Horna hranica- spojité priemerované|- 45+ —%— - Hornd hranica- 5 krét priemerované|
N\
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Obr. 3.1: Porovnanie hranice a ceny opcie  Obr. 3.2: Porovnanie hranice a ceny opcie
(spojité priemerovanie). (diskrétne priemerovanie).
Priemerna AO = 0, 4622. Priemerna AO = 0, 7449.
50 : : : 1 ; 5 —§
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Obr. 3.3: Porovnanie ceny opcie pri

roznych priemerovaniach.

Realizacna cena

Obr. 3.4: Porovnanie Fgsc(K)

pri réznych priemerovaniach.
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Z obrazkov vidime, ze hodnota opcie s rasticim K narasta. Tento fakt je pocho-
pitelny, pretoZze s narastajucim K sa opcia ¢oraz viac vzdaluje od pozicie in the
money. Z obrazku 3.4 vidime, Ze hodnota Fsc(K) narasta s rasticim K a hodnoty
v oboch pripadoch priemerovania sa od seba prilis neliSia. Z obrazku 3.3 vidime, Ze
hodnota opcie je pre hustejsie priemerovanie nizsia. Na obrazku 3.1 a 3.2 vidime ze
hodnoty hornej hranice sa nachadzaji nad hodnotami opcie. Priemerné hodnota AO
je pri spojitom priemerovani hornej hranice mensia ako pri diskrétnom priemerovani
a zda sa teda Ze horny odhad pre spojité priemerovanie lepsie aproximuje hod-
notu opcie. Avsak v tomto pripade metdéda Monte Carlo je vypocitana pri hustom
diskrétnom priemerovani, ktorym sa snazime aproximovat spojité priemerovanie. Pri
zmensSeni intervalu delenia, teda pri hustejSom priemerovani lepsie aproximujicom
spojité priemerovanie, by hodnota opcie eSte mierne klesla a AO by v tomto pri-
pade mierne narastla. Priemerna hodnota relativnej odchylky ndm vysla nekonecno
kvoli nulovym hodnotam opcie pri vysokej realiza¢nej cene. Ked sme tieto hodnoty
vynechali, RO pre spojité priemerovanie bola o ¢osi vacsia ako pre pripad diskrét-
neho priemerovania. Horné hranica v oboch pripadoch aproximuje cenu opcie lepsie,

ked sa realiza¢néa cena nachadza dalej od hodnoty kogika.
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3.5.3 Zavislost hornej hranice od doby expiracie

Pozrime sa, ako sa meni hodnota hornej hranice v zavislosti od zmeny doby expiracie

T, pricom vSetky ostatné parametre zostavaji nezmenené.

11 T 18 T
Monte Carlo-husté priemerovanie — 8 — Monte Carlo-5 krat priemerované
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Obr. 3.5: Porovnanie hranice a ceny opcie  Obr. 3.6: Porovnanie hranice a ceny opcie
(spojité priemerovanie). (diskrétne priemerovanie).
Priemerna AO — 2,2643, RO = 0,4324.  Priemerna AO — 3,2610, RO = 0, 3788.
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Obr. 3.7: Porovnanie ceny opcie pri

réznych priemerovaniach.

Obr. 3.8: Porovnanie Fsc(K)

pri réznych priemerovaniach.
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Hodnota azijskej kosikovej opcie sa s narastajiicou dobou expiracie zvic¢suje. Hod-
nota opcie pri hustom priemerovani je pochopitelne opéat nizsia ako pri riedkom
priemerovani. Absolitna odchylka AO hodnoty opcie od hornej hranice je pri spo-
jitom priemerovani vicsia ako pri riedkom diskrétnom priemerovani. Relativna od-
chylka je v8ak pri spojitom priemerovani vi¢sia. Hodnoty Fs.(K) v oboch pripadoch

narastaja.
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3.5.4 Zavislost hornej hranice od trokovej miery

Pozrime sa, ako sa meni hodnota hornej hranice v zavislosti od zmeny trokovej miery

r, pricom vSetky ostatné parametre zostavaji nezmenené.
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Obr. 3.9: Porovnanie hranice a ceny opcie

(spojité priemerovanie).

Priemerna AO = 0,7449, RO = 0, 1708.
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Obr. 3.11: Porovnanie ceny opcie pri

réznych priemerovaniach.
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Obr. 3.10: Porovnanie hranice a ceny opcie

(diskrétne priemerovanie).

Priemerna AO = 0,8114, RO = 0, 1229.
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Obr. 3.12: Porovnanie Fge(K)

pri réznych priemerovaniach.
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I1II. Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

Hodnota opcie s narastajicou trokovou mierou narasta. Z obrazku 3.5 a 3.6
vidime, Ze horné hranica presnejsie aproximuje hodnotu opcie s narastajicou urokovou
mierou. I ked sme si pre lepsiu predstavu vykreslili obréazok na intervale od 0 po
1, zaujima nas hlavne cast grafu z urokovou mierou do 10%, kedZe v praxi sa s
véicSou urokovou mierou ¢asto nestretneme. Absolitna odchylka je v pripade diskrét-
neho priemerovania vicsia, avSak kvoli vyssim hodnotam opcie s riedkym diskrétnym
priemerovanim je relativna odchylka v koneénom désledku mensia. Hodnoty Fg.(K)

maji s narastajicou urokovou mierou klesajuci trend.
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I1II. Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

3.5.5 Zavislost hornej hranice od dividendovej miery

Pozrime sa, ako sa meni hodnota hornej hranice v zavislosti od zmeny dividendovej

miery, pricom uvazujeme ze Dy = Dy = D3 = Dy = D5 a vSetky ostatné parametre

zostavaji nezmenené.
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Obr. 3.13: Porovnanie hranice a ceny opcie Obr. 3.14: Porovnanie hranice a ceny opcie

(spojité priemerovanie).

Priemerna AO = 0,8971.

(diskrétne priemerovanie).

Priemerna AO = 0,9001.
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Obr. 3.15: Porovnanie ceny opcie pri

roznych priemerovaniach.
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Obr. 3.16: Porovnanie Fse(K)

pri réznych priemerovaniach.
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I1II. Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

Cena azijskej kosikovej opcie s narastajicou mierou dividend rastie. Ako mozno
vidiet na obrazku 3.15, rozdiel medzi hodnotami opcie s réznymi spésobmi priemerova-
nia sa s narastajicou dividendou zmensuje, kedZe obe hodnoty klesaju k nule.
Priemerné hodnota absoltitnej odchylky je mensia pre spojité priemerovanie. Priemerna
hodnota realnej odchylky nam vysla nekonecno, kedze hodnota opcie je pre vysoké
hodnoty dividendovej miery rovné nule. Ak sme vSak tieto hodnoty vynechali, RO
pre spojité priemerovanie bola o ¢osi vyssia ako v pripade diskrétneho priemerovania.

Z obrazkov 3.14 a 3.15 vidime, Ze pre velké hodnoty miery dividend horna hranica
aproximuje cenu opcie presnejsie, bohuzial v praxi st obvyklejsie skor nizsie hodnoty
dividendovej miery, zvacsa do 10%. Hodnota Fs.(K) vstupujica do vypoctu hranice

v oboch pripadoch priemerovania narasta.
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I1I.

Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

3.5.6 Zavislost hornej hranice od volatility

Pozrime sa, ako sa meni hodnota hornej hranice v zavislosti od zmeny volatility,

pricom uvazujeme ze 01 = 09 = 03 = 04 = 05 a vSetky ostatné parametre zostavaju

.
nezmenene.
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Obr. 3.17: Porovnanie hranice a ceny opcie

(spojité priemerovanie).

Priemerna AO = 2,7106, RO = 0, 5580.
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Obr. 3.19: Porovnanie ceny opcie pri

roznych priemerovaniach.

Obr. 3.18: Porovnanie hranice a ceny opcie

(diskrétne priemerovanie).

Priemerna AO = 3,0701, RO = 0,4173.
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Obr. 3.20: Porovnanie Fse(K)

pri réznych priemerovaniach.
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I1II. Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

Hodnota opcie s narastajicou volatilitou rastie. Horna hranica aproximuje cenu
opcie lepSie pre nizsie hodnoty volatility a s rasticou volatilitou sa odchylka hranice
od hodnoty opcie zviacsuje. Absolutna odchylka je v pripade diskrétneho priemerova-
nia vacSia ako v pripade spojitého priemerovania, avsak s priemernou hodnotou re-
lativnej odchylky je to naopak. Hodnota Fsc(K) vstupujica do vypoétu hranice v

oboch pripadoch priemerovania narasta s rastiicou volatilitou.

72



I1II. Grafické zobrazenie hornej hranice so spojitym priemerovanim

3.5.7 Numerické hodnoty pre dolni hranicu s diskrétnym priemerovanim

a dividendami

Predchadzajuce vysledky ukazali, Ze horn& hranica aproximuje cenu koSikovej op-
cie s relativne velkou odchylkou. V pripade spojitého priemerovania bola relativna
odchylka dokonca véacsia ako v pripade diskrétneho priemerovania. Této prilisna od-
chylka je sposobena pravdepodobne faktom, Ze tato hranica nezohladiuje korela¢ni
struktiru podkladovych aktiv. Do vypoctu dolnej hranice vstupuje i korela¢na struk-
tura, a preto tato hranica aproximuje cenu opcie o mnoho presnejsie. Numerické
vysledky pre dolnd hranicu s diskrétnym priemerovanim a aktivami vyplacajucimi
kladné dividendy uvadzame v nasledovnej tabulke, pricom vSetky vstupné parametre

z tabuliek 3.1 a 3.2 okrem hodnét v Tavom stlpci zostavaji rovnake:

Tabul'ka 3.4: Numerické vysledky pre dolnd hranicu s diskrétnym priemerovanim

Dolné Hranica Monte Carlo AO RO

K=40 11,6680 11,7212 0,0532 00,0045
K=50 4,5290 4,7399 0,2109 0,0445
K=60 1,1936 1,4198 0,2262 0,1593
t=0,5 2,6706 2,7882 0,1176 0,0422
t=1 4,5290 4,7399 0,2109 0,0445
t=>5 11,9024 12,6026 0,7002 0,0556
r=0,05 4,3213 4,3537 0,0324 10,0074
r—0,10 59,4062 95,5349 0,1287 10,0233
r—0,15 6,5918 6,7286 0,1368 10,0203
D=0,05 3,8275 4,0268 0,1993 0,0495
D=0,10 2,8000 3,0074 0,2074 00,0690
D=0,15 1,9878 2,1966 0,2088 10,0951
0=0,10 2,3444 2,3890 0,0446 0,0187
0—0,20 3,2081 3,2946 0,9737 0,2955
0—0,30 4,1649 4,3289 0,1640 0,0379
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Zaver

V tejto praci sme sa bliz§ie zoznamili s jednym druhom finanénych derivatov - op-
ciami. Konkrétnejsie sme sa venovali hlavne azijskym kosikovym opciam a prob-
lematike ich ocenovania, ktora je stile vel'mi aktuélna, pretoze zatial eSte nepozname
jednoduchy vzorec na vypocet hodnoty takejto opcie.

Hlavnym cielom tejto prace bolo oboznamenie s odvodenim hornej a dolnej
komonoténnej hranice, ktoré urcuja interval, v ktorom sa cena danej opcie nachadza.
V tejto praci sme navysSe pri odvodeni tychto hranic uvazovali, Zze podkladové ak-
tivum, v nasom pripade akcia, vyplaca dividendy. Vzorec pre dolntu i horni hranicu
sme jemne upravili, tak aby bolo mozné priemerovat v lubovol nom ¢asovom okamihu.

Zo vzorca pre horni hranicu s diskrétnym casovym priemerovanim sme limitnym
prechodom odvodili vzorec pre hornt hranicu so spojitym ¢asovym priemerovanim.
Na zaver sme graficky porovnali hodnotu tejto hranice s hranicou s diskrétnym
priemerovanim a hodnotou opcie vypocitanej metoédou Monte Carlo pri zmene vstup-
nych parametrov ako doba splatnosti, realizacna cena, trokova miera, Standardna
odchylka a dividendova miera.

V problematike Azijskych kosikovych opcii ostava eite mnoho otézok a problé-
mov, ako napriklad spresnenie hranic vymedzujtcich cenu tejto opcie, alebo dokonca
najdenie jednoduchého analytického vzorca pre cenu azijskej kosikovej opcie vyuzitelného

kazdodenne vo finan¢nom svete.
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Kapitola 4

Priloha

4.1 Zdrojovy koéd

4.1.1 Horna hranica so spojitym priemerovanim

Funkcia ¢.1

function [cub]=CUB_spojite_priemerovanie(r,D,T,sigma,K)
hvypolet hornej hranice so spojitym Casovym priemerovanim
%r - urokova miera

%D - dividendova miera

%T - maturita

/isigma - Standardna odchylka

%K - realizacnd cena
n=5; %polet aktiv
S=[42.55,48.21,34.30,100.00,66.19]; %zaliatolné ceny podkladovych aktiv

a=[1/4,1/5,3/10,1/10,15/100] ; %vahy vztahujice sa k jednotlivym aktivam

fsck=fsknula_spojite_priemerovanie(K,r,sigma,D,S,a,T); %koreh rovnice (3.60)
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Zdrojovy kod

Jvypolet hornej hranice CUB
cub=0; %Horni hranicu nastavime na zaéiatku na nulovi hodnotu

C=norminv(fsck); ‘%oznalenie

for 1=1:n

A(1)=D(1)+((sigma(1)~2)/2) -r; ‘oznalenie

if A(1)==0 %pripad, ked A(1l) je rovné nula
R(1)=2%((exp(C*sigma(1l)*sqrt(T)))/(Cxsigma(l)))-(2/(Cxsigma(l)));

elseif A(1)>0 Ypripad, ked A(l) je véacSie ako nula

R(1)=( exp(((C"2)*(sigma(1)~2))/(4*A(1)))* sqrt(pi)*...

( erf((Cxsigma(l))/(2xsqrt(A(1)))) + erf((-Cxsigma(l)

+ 2%A(1) *sqrt (T))/(2xsqrt (A(1)))) ) )/sqrt(A(1));

else Ypripad, ked A(1) je menSie ako nula

A(1)=-A(1);

R(1)=( exp((-((C~2)*(sigma(1)~2)))/(4xA(1)))* sqrt(pi)x*...

( -erfi((C*sigma(l))/(2*sqrt(A(1)))) + erfi((C*sigma(l)...

+ 2%A(1) *sqrt (T))/(2xsqrt (A(1)))) ) )/sqrt(A(1));

end

cub=cub+a (1) *S(1)*(1/T)*exp(-D(L)*T)*(1/(r-D(1)))*( -exp(-((r-D(1))*T))...
*xnormcdf (-C) + normcdf (sigma(1)*sqrt(T)-C) - (sigma(l)/(2xsqrt(2xpi)))x*...
exp(-((C~2)/2) - (r-D(1))*T)*R(1) );%vzorec pre sumu v hornej hranici

end

cub=cub-exp (-r*T)*K*(1-fsck) ;% odlitame Clen mimo sumy ->hornd hranica

end
Funkcia €.2 - metéda bisekcie na vypocet vztahu (3.60)

function x = fsknula_spojite_priemerovanie(K,r,sigma,D,S,a,T)

% metdda delenia intervalu - bisekcia
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Zdrojovy kod

iter=0; %nastavime poclet iteracii na nulu

while(abs(x)>0.0000000000001 && iter<100)

iter=iter+1;

c=(al+bl)/2;

x=fsk_spojite_priemerovanie(c,K,r,sigma,D,S,a,T);%rozdiel stran rovnice (3.60)
if x>0 %ak je rozdiel stran v&acSi ako nula, posunieme horny bod intervalu
bl=c;

end

if x<0 %ak je rozdiel stran vac8i ako nula, posunieme spodny bod intervalu
al=c;

end

end

x=(al+bl1)/2; %bod, v ktorom mad funkcia takmer nulovi hodnotu -> korei

end

Funkcia ¢&.3 - rozdiel stran rovnice (3.60)

function y fsk_spojite_priemerovanie(c,K,r,sigma,D,S,a,T)

hrozdiel Tavej a pravej strany vztahu (3.60)

y=0; Y%pomocnad premennd

n=5; Jpolet podkladovych aktiv

C=norminv(c) ;%pomocné oznalenie

%Yavad strana rovnosti
for 1=1:n

U(1)=Cxsigma(l) ;%pomocné oznacenie
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Zdrojovy kod

A(1)=D(1)+((sigma(1)~2)/2) -r; %pomocné oznacenie

if A(1)==0 Ypripad, ked A(1l) je rovné nula

Q(L)=((exp(U(1) *sqrt(T))*(U(L)*sqrt(T)-1))/(UD)~2))+ (2/(U(1)"2));
elseif A(1)>0 %pripad, ked A(l) je védcSie ako nula
Q(1)=(1-exp(U(1) *sqrt (T)-A(1)*T)) /A1) + 1/(2x(A(1)~(1.5)))*. ..

( U(1L)*sqrt(pi)*exp((U(1)~2)/(4*A(1)))* ( erf(U(1)/(2*sqrt(A(1)))). ..
+ erf ((-U(1) + 2*%A(1)*sqrt(T))/(2xsqrt(A(1)))) ) );
else Ypripad, ked A(1) je menSie ako nula

A(D)=-A(1);

Q(L)=(1/(2x(A(1)~1.5)))* (exp((-(U(1)"2))/(4*A(1))) *(2*sqrt(A(1))*...

exp((U(1)~2)/(4*A(1))) * ( -1+exp( U(L)*sqrt(T)+A(1)*T) )...
+U(D)*sqrt(pi)* ( erfi(U(1)/(2*sqrt(A(1)))) - erfi((U(1) +...
2%A (1) *sqrt (T))/(2xsqrt (A(1)))) )));

end

y=y+a(1)*(S(1)/T)*Q(1) ;%hYava strana rovnosti

end

y=y-K; %rozdiel stran rovnosti (3.60)

end
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Zdrojovy kod

4.1.2 Metoéda Monte Carlo pre vypocet azijskej kosikovej op-
cie

function [mc]=CUB_Monte_Carlo(m,K,sigma,r,D,T)

hvypolet azijskej koSikovej opcie metddou Monte Carlo

%m - polet deleni

%K - realizalnd cena

/isigma - Standardna odchylka

%»r - Grokova miera

%D - dividendova miera

%T - maturita

a=[1/4,1/5,3/10,1/10,15/100] ;%vahy prislichajice jednotlivym aktivam
b=ones(m,1)*(1/m) ;%vahy prislichajice jednotlivym Casom

n=5;%pocet aktiv

dt=T/m; %dlZka kroku &asového delenia

t=(dt:dt:T); % vektor Casovyjch deleni

d=length(t) ;%polet deleni Casového priemerovania
SS=[42.55,48.21,34.30,100.00,66.19] ;%poliatocné hodnoty podkladovych aktiv
Jkorelalnd Struktira podkladovych aktiv
ro=[1.00,0.84,-0.07,0.45,0.43;

0.84,1.00,0.08,0.62,0.57;

-0.07,0.08,1.00,-0.54,-0.59;

0.45,0.62,-0.54,1.00,0.86;

0.43,0.57,-0.59,0.86,1.00];

Lt=chol(ro); %choleského rozklad
L =1Lt’;

p=1000; %polet realizacii
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Zdrojovy kod

hgenerovanie prirastkov wienerovho procesu
for j=1:n

for i=1:d

for k=1:p

dw=randn;

u(j,k,i)=dwx(sqrt(dt));

end;

end

end;

hprirastky so spravnou korelaénou Struktirou
for i=1:n

for 1=1:p

for j=1:d

ww(i,1l,j)=0;

for k=1:n
ww(i,l,j)=ww(i,1l,j)+L(i,k)*ulk,1l,j);

end

end

end

end

%z prirastkov urobime wienerov proces
for i=1:n

for 1=1:p

W(i,1,1)=0;

for j=1:d

W(i,1,j+1)= W(i,1,)+ww(i,1,5);

end
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Zdrojovy kod

end

end

%hcena aktiva

for i=1:n

for 1=1:p

for j=0:m-1
S(i,1,j+1)=8S(i)*exp((r-D(i)-1/2*sigma(i)*. ..
sigma(i))*((j+1)/m)+sigma(i)*W(i,1,j+1));

end

end

end

%vaZena cena aktiva

abc=zeros(1,p);

for 1=1:p

for i=1:n

for j=0:m-1
abc(1)=abc(1l)+a(i)*b(j+1)*S(i,1,j+1);
end

end

end

for 1=1:p
abc(1)=max(abc(1)-K,0) *exp (-r*T) ;

end

mc=0;
mc=mean(abc) ;%4Priemer zrealizovanjch hodndt cien &zijskych koSikovyjch opcii

end
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I1II. Dolné hranica so spojitym ¢asovym priemerovanim

4.2 Dolna hranica so spojitym c¢asovym priemerova-
nim

V tejto Casti skusime odvodit spodnti hranicu so spojitym priemerovanim. V pri-
pade spojitého priemerovania je podmiecovacia premenné, pri ktorej majia vsetky
korela¢né koeficienty rovnaké znamienka, dané ako:
n m—l
\/Var Zk 1 Z o YapbiosWi(T — 73))

Tato podmienovacia premenna mé normované normélne rozdelenie. Uvazujeme ek-

vidistancné casové delenie a do nekonecna sa zmensSujuci krok v ¢asovom deleni.
Nahradime preto priemer vztahujici sa k ¢asovému deleniu prislusnym integralom a

z predoslého vztahu dostaneme:
ZZ:l % fOT akOka<T — 7'1)d7'1
\/Var(zzzl T fOT aroxWi(T — 71)d7)

Vyraz Y ,_, % fOT aro Wi (T — 1;)dt oznaéime ako X. Kedze stredna hodnota Wien-

A_:

(4.2)

erovho procesu je rovna 0, pre Var(X) plati:

Var(X) = E[X?] — (E[X])* = E[X?] - 0 (4.3)

Zakakaklakl TQ/ / Wi(T — m)Wii (T — mo)dmdry.  (4.4)

k=1 k1=0

V nasledujicom kroku vyuzijeme vztah:
[E(Mfl(tl)wk(tg)) = PLk min(tl, t2> (45)

Pre vztah (3.65) teda plati:

Var(X Z Z Ak Ok Ok Oy Phky 75 T2 / / min((7 — ), (T — 72))drdrs.  (4.6)

k=1 k1=0

Dosadenim do vztahu (3.63) dostavame pre A:
Dokl T fo ao Wi (T — Tl)dTl
\/Zk 1 21— Wk Ok ey Oy Py 77 fo fo min((T — ), (T — 72))drdrs
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I1II. Dolné hranica so spojitym ¢asovym priemerovanim

Menovatel tohto vyrazu oznacime ako p. Podmienovacia premenné A vstupuje do

vypoctu dolnej hranice cez korela¢né koeficienty r; ;, ktoré moézeme vypocitat ako:

Cov(W (T —1),A)
VI —Top .

Kedze A ~ N(0,1) a kovarianciu mozno vyjadrit ako rozdiel strednej hodnoty si¢inu

(4.8)

Tir =

a sucinu strednych hodnét, z predoslého vztahu dostavame:

E(Wi(T —7)A) —E(W(T — 7))E(A)

VT — 71
EGW(T — 7)A) (4.9)

VI —711
Dosadime hodnotu A zo vztahu (3.68):

. (WZ(T — ) S A age Wi(T — Tl)dﬁ)

.=

Tir =
b T o
VioT P (4.10)
Z 0 — / (Wi (T — m)W(T — 7))dry.
TP
Opét vyuzijeme vztah (3.66):
e S [ (). (- (1)
s = —F7/7/— ALOEPLE T min —T1), — T T1. .
T—rp k=1 T Jo
Dosadenim hodnoty p dostavame:
1 >y AORPLET fOT min((7 — ), (T — 7))dn
rir = T T T .
\/ T \/ZZ:I 221:0 akakaklaklpk,kl% fO fO Hlln((T — Tl), (T — TQ))dTldTg
(4.12)
Integral v ¢itateli oznac¢ime ako I;. Pre tento integral plati:
T
I = / min((T — ), (T — 7))dn (4.13)
0

T T
= / (T = 7)dm + / (T —71)dm (4.14)
792 _ 72 !
= 2 .

(4.15)
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I1II. Dolné hranica so spojitym ¢asovym priemerovanim

Integral v menovateli oznac¢ime ako Is:

I, = /OT /OT min((7" — ), (T — 7))drdr (4.16)

1 T2 1 T
= / / (T — T2>d7'1d7'2 + / / (T — Tl)dTldTQ (417)
0 0 0 T2
T T2 T T
+ / / (T — Tg)dTldTQ + / / (T - Tl)dTldTg (418)
1 0 T1 T
T3 2

-5 (4.19)

Hodnoty I a I dosadime do vztahu (3.73) a pre korela¢né koeficienty dostéavame:

9 9 n 1
T°—7 Y it CkOkPLEST

\/T -7 \/ZZ:l 221:0 AkOkQk, Ok, pk,kl%

T (4.20)

n 1
Ekzl AkOkPL k5T

n n
\/Zk:l 2y =0 OkOk @k Ok Ph,ky 5

Vyraz ozna¢ime ako B; a predosly vztah prepiSeme na

tvar:
T2 _ ,7_2

VT—7

Dolné hranica je dané v diskrétnom pripade rovnostou (3.37). Pri prechode na

r. = B,. (4.21)

spojité priemerovanie sa dana rovnost zmeni na tvar:

n 1 T
LB\ = Z azSz(O)T/ e PT=Te g (UlTl,TvT -7 ¢_1(FSZ(K))) dr
2 0 (4.22)
—e"TK(1 - Fa(K)).
Dosadime r; ; zo vztahu (3.82):
n 1 T
LBA=) aSi(0) / e_Dl(T_T)e_”qﬁ(UlBl(Tz —T) - Wl(FSl(K)))dT
=1 0
—e""K(1 - Fa(K

n T
= Z alSl(O)%e_DlT/O G(Dl_r)Tgb(Usz(TQ —7%) — ¢_1(FSZ(K))) dr
=1

—e"TK(1 - Fq(K)).
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I1II. Dolné hranica so spojitym ¢asovym priemerovanim

Vyraz ¢~ (Fq(K)) ozna¢ime ako C. Integréal z predchadzajticeho vztahu ozna¢ime

ako I3. Pri vypocte tohto integralu pouzijeme metédu integrovania po ¢astiach, kde

u =ePT a v = ¢(0,By(T? — 72) = C):

(Dy—=r)T 1 T o(Di=r)r 4 2 2 2
e e _ (BT T) )
I3 = o By(T? — 72 —C’} +

3 Dl r ¢( l l( ) ) o 0 Dl r \/2—

(Dy—r)T 2 T - 2_.2y_ 2
elDi o qﬁ(alBlT C’) N 20,8, / Te(Dl*T)TeJ 2112 —2)-0) dr
0

200 B;rdT

Dl_r(b Dy —r D, —r

(4.24)
Integral v predchadzajicom vztahu oznac¢ime ako Iy. Tento integral dalej upravime

a vyjmeme cleny, ktoré nevstupuju do integrovania:

T 2 32 (4 2.2 | 4 2
B (T* - 2T C
I, :/ Te(Dl’T)TeXp<—0l i( 5 AT + o B(T? — )C — 7)617’
0
2 o2p2rt [T 22
= BOT -G 7 / reDi=mT exp<(0l2312T2 — 0 B,C)T* — —0l2 l 74) dr.
0
(4.25)

Oznacime (D; —r) ako «, (02B?T? — 0,B,C) ako 3 a ZLtL L ako 7. Pre dolnt hranicu

so spojitym priemerovanim teda plati:

LBA - ZGZSZ (e%(—c)—gb(mglw—c)

o2B2T*

) T
+ 20, Bt BIOT - T / T@“T+572_774d7) —e"TK(1 - Fq(K)).
0
(4.26)

Pre integral fDT oA = 1 hohuzial neexistuje analytické vyjadrenie. Takze jedno-

duchy analyticky vzorec pre dolnt hranicu sme takymto sposobom nenasli. Tento
vzorec sa d& vyuzit pre vypocet dolnej hranice so spojitym priemerovanim, ak by sme
spominany integral riesili numericky, ¢o v8ak moze sposobit vacsiu ¢asovi narocénost
a numerické nepresnosti.

Podobne i pri vypoé¢te hodnoty Fg (K) pri spojitom pripade by sme sa dostali k
integralu, ktory nema explicitné analytické vyjadrenie, preto by sme ho tiez museli

riesit numericky:.
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