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Abstrakt

Kraj£ovi£ová, Zuzana: Riadenie portfólia pomocou zaistených stratégií, Univerzita Komen-

ského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej mate-

matiky a ²tatistiky, Diplomová práca, 2011.

�kolite©: Doc. Mgr. Igor Melicher£ík,PhD.

Diplomová práca je zameraná na zaistené stratégie, ktoré sú zaloºené na dosiahnutí vo-

pred stanovenej ur£itej hranice, vä£²inou de�novanej ako percento z po£iato£nej investí-

cie. Uvádzame formuláciu a porovanie rôznych investi£ných stratégii pois´ovania portfólia.

Hlavná £as´ práce je zameraná na optimálnu dynamickú alokáciu majetku pomocou LEL

stratégie, ktorá rie²i hlavné nedostatky spojené s optimalizáciou portfólia pomocou Value-

at-risk stratégie rizikového manaºmentu. V prvej £asti podávame rie²enie optimaliza£ného

dynamického systému pre LEL-RM a skúmame citlivos´ optimálnej hodnoty majetku a

vystavenia vzh©adom na zmenu základných parametrov stratégie. Druhá £as´ práce je za-

meraná na testovanie stratégie na reálnych dátach a zárove¬ výsledky porovnávame s al-

ternatívnymi investi£nými stratégiami.

K©ú£ové slová: zaistené stratégie, poistenie portfólia, dynamická optimalizácia, Value-at-

risk (VaR), ohrani£ená o£akávaná strata (LEL)



Abstrakt

Kraj£ovi£ová, Zuzana: Portfolio regulation with insurance strategies, Comenius University

in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied

Mathematics and Statistics, Master's thesis, 2011

Supervisor: Doc. Mgr. Igor Melicher£ík,PhD.

Master's thesis focuses on the portfolio insurance strategies that are based on guarantee

predetermined certain threshold mostly de�ned as a percentage of initial investment. We

introduce formulation and comparison of di�erent portfolio investment strategies. The main

part of our work is focused on optimal dynamic allocation using LEL strategy that remedies

the shortcoming of portfolio optimization under VaR-based risk management strategy. In

the �rst part, we solve the dynamic optimization problem of LEL-RM and we analyse the

sensitivity of the LEL-RM optimal portfolio wealth and the exposure to risky assets to

varying levels of the basic parameters of the strategy. The second part focuses on testing

this strategy on real data and we also compare our results with alternative investment

strategies.

Key words: investment strategies, portfolio insurance, dynamic optimization, Value-at-

Risk (VaR), limited expected loss (LEL)
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Úvod

Investi£né stratégie pois´ovania portfólia sú de�nované ako stratágie, ktoré poskytujú £ias-

to£né alebo úplné poistenie proti stratám, pri£om garantujú minimálnu hodnotu majetku

vo vopred stanovenom £ase nezávisle od správania trhu. Zárove¬ umoº¬ujú participáciu pri

pozitívnom vývoji na �nan£ných trhoch, ktorá je v²ak, ako uvádza [2], men²ia ako v prí-

pade nepoisteného portfólia. Pri rastúcej volatilite trhov bolo do dne²nej doby de�nované

ve©ké mnoºstvo investi£ných stratégii, ktorých hlavným cie©om je poistenie portólia. Medzi

najpouºívanej²ie patria zaistené stratégie a stratégie zaloºené na dynamickom riadení rizika.

Mnohé �nan£né in²itúcie a �rmy vyuºívajú £oraz vo vä£²ej miere stratégie rizikového ma-

naºmentu pri riadení portfólia. Ako hlavnú mieru rizika naj£astej²ie vyuºívajú Value-at-risk

(VaR), ktorej hlavnou výhodou je fakt, ºe pri jej výpo£te nie je potrebné v plnej miere po-

zna´ hustotu výnosov a strát. Navy²e je jednoducho interpretovate©nou mierou rizika, ktorú

vyuºívajú investori ako ú£inný nástroj pri kontrole a riadení rizika.

Basak a Shapiro (2001) odvodili optimálnu investi£nú stratégiu pre investorov maximalizu-

júcich funkciu uºito£nosti pri VaR ohrani£eniach a dokázali nieko©ko prekvapivých dôsled-

kov vyuºitia rizikového manaºmentu zaloºeného na VaR. Zistili, ºe investor riadiaci sa

VaR-RM dosahuje v extrémne zlých stavoch vä£²ie straty ako nepoistený investor. Ukázali,

ºe VaR stratégia redukuje straty v stavoch, v ktorých sa vyskytujú s (100 − α)% pravde-

podobnos´ou, ale prehliada α% stavov, ktoré nezh¯¬a VaR odhad. Navy²e vo velmi zlých

stavoch optimálna VaR stratégia zvy²uje vystavenie do rizikových aktív, £ím zvy²uje riziko

strát. V niektorých ²peciálnych prípadoch dokonca stratégia zvy²uje pravdepodobnos´ ex-

trémnych záporných výnosov. Tento efekt je výraznej²í pre ekonomiky, v ktorých investori

spotrebúvajú ve©ký podiel svojho majetku, pre ekonomiky s vysokou maximálnou pravde-

podobnos´ou straty α a pre ekonomiky s vysokou hodnotou dna W .
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Úvod

Na základe zistených nedostatkov VaR-RM odvodili Basak a Shapiro (2001) alternatívnu

formu rizikového manaºmentu LEL-RM (Limited-expected-losses risk management), ktorá

rie²i hlavné problémy spojené z vyuºitím VaR-RM.

Cie©om diplomovej práce je poda´ podrobnú analýzu alternatívnej dynamickej stratégie,

LEL-RM k dnes velmi roº²írenej stratégii rizikového manaºmentu zaloºenej na odhade

VaR. Konkrétne budeme sledova´ vplyv zmeny investorových preferencii a exogénnych

parametrov na správanie sa LEL-RM. De�nujeme a uvedieme rie²enie dynamickej optima-

liza£nej úlohy pri riadení portfólia pomocou LEL-RM, ktorá v sebe zah¯¬a aj prípad nepois-

teného portfólia, t.j. benchmarku (ϵ = ∞) a úplne poisteného portfólia (ϵ = 0). Ukáºeme,

ºe na rozdiel od VaR-RM sú straty v prípade LEL-RM men²ie ako pri nepoistenom port-

fóliu a nieko©ko krát men²ie ako v prípade VaR-RM. V¤aka optimálnej dynamickej alokácii

majetku po£as investi£ného horizontu pois´uje stratégia portfólio vo v²etkých stavoch a re-

dukuje v²etky prípadné straty. Následne ukáºeme, ºe prednostné vyuºívanie dynamických

stratégii na riadenie portfólia pri dne²nej zvy²ujúcej sa volatilite �nan£ných trhov je opod-

statnené ako v prípade pozitívneho vývoja, tak aj negatívneho vývoja �nan£ných trhov.

�truktúra diplomovej práce je nasledovná: Prvá kapitola je zameraná na stru£nú charak-

terizáciu zaistených stratégii, z ktorých najvyuºívanej²ími sú CPPI (Constant proportion

portfolio insurance) a OBPI (Option based portfolio insurance). V kapitole 2 popisujeme

základné predpoklady a nastavenia, ktoré sú základom pre de�novanie stratégii rizikového

manaºmentu. V kapitole 3 de�nujeme dynamickú optimaliza£nú úlohu pri riadení portfólia

pomocou VaR-RM a poukáºeme na hlavné nedostatky stratégie. �tvrtá kapitola je zameraná

na podrobný popis a de�níciu LEL-RM. Ponúka rie²enie dynamickej optimaliza£nej úlohy a

analýzu citlivosti vystavenia na zmenu základných parametrov stratégie. Kapitola 5 posky-

tuje analýzu citlivosti stratégie na zmenu parametrov pri simulovanom vývoji portfólia a

porovnáva výsledky s portfóliom pri naivnej diverzi�kácii. V kapitole 6 aplikujeme LEL-RM

na reálny vývoj aktív a ukáºeme správanie stratégie pri rôznych trhových podmienkach. V

siedmej kapitole porovnávame potenciálne stráty pri riadení portfólia pomocou VaR-RM

a LEL-RM. Kapitola 8 poskytuje porovanie dynamickej a statickej investi£nej stratégie a

poukazuje na významnú úlohu dynamických stratégii pri vysokej volatilite trhu.
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Kapitola 1

Zaistené stratégie

Zaistené stratégie (PI) patria medzi najpouºívanej²ie investi£né stratégie na �nan£nom

trhu. Medzi dve najvyuºívanej²ie stratégie môºeme zaradi´ Option based portfolio insur-

ance (OBPI) a Constant proportion portfolio insurance (CPPI). OBPI vznikla krátko po

uverejnení vplyvného £lánku Blackom a Scholesom (1973), ke¤ Leland a Rubinstein (1976)

ako prví navrhli vyuºitie put opcie ako nástroj na hedging portfólii. OBPI stratégia je

zaloºená na kombinácii pozície v rizikovom aktíve a v prislúchajúcej put opcií. Hlavnou

nevýhodou OBPI stratégie je, ºe v mnohých prípadoch opcie na dané aktíva nie sú na

trhu dostupné. CPPI bola uvedená Peroldom (1986) pre bezrizikové aktíva a Blackom a

Jonesom (1987) pre rizikové akcie. Táto stratégia je zaloºená na pojme vankú²a, ktorý je

de�novaný ako rozdiel medzi hodnotou investície a dnom. Podiel majetku úmerný vankú²u

je investovaný do rizikových aktív - prevaºne do indexov alebo akcií - zvy²ok je vyuºitý na

kúpu bezrizikového dlhopisu. Vystavenie do rizikových aktív je tak zredukované v prípade

poklesu �nan£ných trhov a hodnota portfólia je rovná dnu. Kým CPPI metóda je dyna-

mickou investi£nou stratégiou, ktorá vyºaduje neustálu opätovnú alokáciu portfólia, OBPI

metóda predstavuje statickú metódu, pri ktorej po po£iato£nej kúpe zais´ovacej put opcie

nie je nutné ºiadne ¤al²ie rebalancovanie portfólia.

V nasledujúcom texte uvedieme stru£nú charakterizáciu dvoch najpouºívanje²ích stratégii,

CPPI a OBPI, predstavíme ich hlavnú my²lienku a uvedieme ich porovanie.
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KAPITOLA 1. ZAISTENÉ STRATÉGIE

1.1 Constant Proportion Portfolio Insurance

CPPI metóda je samo�nancovanou stratégiou, ktorej hlavným cie©om je prostredníctvom

dynamického obchodovania participova´ na výnose rizikových aktív (vä£²inou obchodovate©né

akcie alebo indexy) a zárove¬ garantuje stanovené percento z po£iato£nej investície v

dobe splatnosti portfólia T . Na dosiahnutie tohto cie©a je potrebné, aby investor po£as

investi£ného horizontu dynamicky prerozdeloval svoj majetok medzi rizikové a bezrizikové

aktíva. Ako bezrizikové aktívum budeme uvaºova´ bezkupónový dlhopis, Bt, ktorého cena

sa vyvýja pod©a nasledujúceho vz´ahu

dBt = Btrdt

kde r je bezriziková úroková miera. Cena rizikového aktíva nevyplácajúceho dividendy, St,

sa vyvýja sledujúc geometrický Brownov pohyb ako

dSt = St(µdt+ σdWt)

kde W = (Wt)0≤t≤T predstavuje ²tandardný Brownov pohyb a µ > 0 a σ > 0 sú kladné

kon²tanty, ktoré popisujú drift a volatilitu ceny rizikového aktíva St. Potom vychádzajúc z

Itôvej lemy logaritmy výnosov rizikového aktíva sú normálne rozdelené

ln
(St

S0

)
∼ N

((
µ− σ2

2

)
t, σ2t

)
Hlavným cie©om CPPI stratégie je udrºanie hodnoty portfólia V CPPI

T na konci investi£ného

horizontu T nad vopred stanovenou hodnotou dna FT , ktoré je dané ako percento αT ≥ 0

z po£iato£nej investície V CPPI
0 , t.j.

FT = αTV
CPPI
0

Poznamenajme, ºe v prípade trhu bez arbitráºnej príleºitosti nie je moºné nájs´ investíciu,

ktorej výnos bude pri nulovom riziku vy²²í ako výnos z bezrizikovej úrokovej miery r. Preto

maximálna garantovaná hodnota portfólia v £ase T je ohrani£ená s

αT ≤ erT

Nech (Ft)0≤t≤T je sú£asná hodnota garantovanej hodnoty, ktorú nazývame dnom. Po diskon-

tácii bezrizikovou úrokovou mierou r sa hodnota dna vyvýja nasledovne

Ft = αtV
CPPI
0 , αt = αT e

−r(T−t)
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KAPITOLA 1. ZAISTENÉ STRATÉGIE

Rozdiel medzi hodnotou portfólia a dnom sa nazýva vankú² Ct a jeho hodnota v £ase

t ∈ [0, T ] je daná ako

Ct = max{V CPPI
t − Ft, 0}

Za ú£elom poistenia minimálnej hodnoty portfólia V CPPI
T ≥ FT investuje stratégia kon²-

tantný podiel m vankú²a Ct do rizikových aktív. Investícia do rizikových aktív sa nazýva

vystavenie (Et)0≤t≤T a je dané

Et = mCt = mmax{V CPPI
t − Ft, 0}

Zvy²ná £as´ majetku

Bt = V CPPI
t − Et

je investovaná do bezrizikového dlhopisu.

V kaºdom £ase t platí

� ak V CPPI
t > Ft, vystavenie do rizikových aktív je dané ako mCt = m(V CPPI

t − Ft),

kde m ≥ 1 je kon²tantný multiplikátor

� ak V CPPI
t ≤ Ft, celé portfólio je zaistené v bezkupónovom dlhopise

Poznamenajme, ºe výplatná funkcia je konvexná práve vtedy, ke¤ multiplikátor m sp¨¬a

m ≥ 1. Po vyuºití Itôvej lemy vieme hodnotu CPPI portfólia V CPPI
t v kaºdom £ase t po£as

investi£ného horizontu [0, T ] vyjadri´ ako

V CPPI
t = Ft + Ct = αtV

CPPI
0 + Ct

= αT e
−r(T−t)V CPPI

0 + C0

(
St

S0

)m

e(1−m)(r+ 1
2
mσ2)t

Potom parametrami CPPI metódy sú úrove¬ poistenia αT a multiplikátor m. Treba si

uvedomi´, ºe hodnota majetku sa nachádza nad hodnotou dna po£as celého investi£ného

obdobia ak Ct > 0. Preto hodnota dna Ft vyjadruje dynamicky poistenú hodnotu portfólia.

Uvedieme si e²te o£kávanú hodnotu a volatilitu portfólia v £ase maturity T :

µ(V CPPI
T ) = E[V CPPI

T ] = αTV
CPPI
0 + C0e

[r+m(µ−r)]T

σ2(V CPPI
T ) = C2

0e
2[r+m(µ−r)]T

(
em

2σ2T−1
)
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KAPITOLA 1. ZAISTENÉ STRATÉGIE

kde C0 = V CPPI
0 (1− αe−rT ). Dôkaz je uvedený v [3].

Vidíme, ºe o£akávaná hodnota pri CPPI je nezávislá od volatility ceny akcie. Na rozdiel

od toho volatilita stratégie exponenciálne rastie s trhovou volatilitou σ a pri vysokej hodnote

multiplikátoram je tento rast e²te intenzívnej²í. Je o£ividné, ºe rastúca úrove¬ poºadovaného

poistenia αT zmen²uje riziko stratégie σ2(V CPPI
T ), hoci o£akávaná hodnota pri vy²om αT

klesá. Opa£ný efekt pozorujeme pri výbere hodnoty multiplikátora m, ktorý predstavuje

participáciu portfólia na akciových trhoch.

1.2 Option-based Portfolio Insurance

Na rozdiel od CPPI stratégie je OBPI statickou investi£nou stratégiou, ktorá garantuje

minimálnu hodnotu portfólia v £ase maturity V OBPI
T = αTV

OBPI
0 pre portfólio zloºené z

q podielu akcie St a rovnakého podielu na ¬u vypísanej put opcie s maturitou T a reali-

za£nou cenou X. Pre jednoduchos´ budeme uvaºova´ normalizovaný podiel q a nastavíme

ho na hodnotu rovnú 1. �alej predpokladáme, ºe put opcia je v £ase t = 0 �nancovaná

bezrizikovou úrokovou mierou r. Prislúchajúca pôºi£ka bude vrátená na konci investi£ného

obdobia T . V £ase t = 0 je hodnota portfólia rovná

V OBPI
0 = S0 + Put(S0, X, r, σi, 0, T )− Put(S0, X, r, σi, 0, T ) = S0

kde Put(S0, X, r, σi, 0, T ) je Black-Scholesova hodnota európskej put opcie (hodnota pod-

kladového aktíva St, realiza£ná cena X, bezriziková úroková miera r, implikovaná volatilita

σi, doba oce¬ovania t ≤ T a maturita T ). Ke¤ºe OBPI je statickou stratégiou, obchodovanie

po£as investi£ného horizontu (0, T ) nie je moºné. Preto kone£ná hodnota portfólia V OBPI
T

v £ase maturity T je rovná

V OBPI
T = S0 + Put(S0, X, r, σi, T, T )− Put(S0, X, r, σi, 0, T )erT

= max{X,ST } − Put(S0, X, r, σi, 0, T )erT

Za ú£elom garancie minimálnej hodnoty portfólia V OBPI
T = αTV

OBPI
0 musí realiza£ná cena

opcie X sp¨¬a´

X = Put(S0, X, r, σi, 0, T )erT + αTV0 kde S0 = V OBPI
0

Poznamenajme, ºe podobne ako pri ohrani£ení úrovne poistenia αt v prípade CPPI stratégie,

realiza£ná cena put opcie pokrýva maximálnu garantovanú hodnotu portfólia pre OBPI. Vo
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KAPITOLA 1. ZAISTENÉ STRATÉGIE

v²eobecnosti na rozdiel od CPPI stratégie, realiza£ná cena X hedºovacej put opcie (ktorá

závisí na poºadovanej úrovni poistenia αT ) predstavuje jediný parameter OBPI stratégie.

Rovnako pri CPPI, aj v tomto prípade uvediem o£akávanú hodnotu a volatilitu portfólia v

£ase maturity

µ(V OBPI
T ) = E[V OBPI

T ] = E[max{ST −X, 0}] + αTV
OBPI
0

σ2(V OBPI
T ) = E[max{ST −X, 0}]− E[max{ST −X, 0}]2

Dôkaz je uvedený v 3.

Vidíme, ºe rastúca poºadovaná hodnota poistenia αT , alebo rastúca realiza£ná cena opcie

X vedie k poklesu výplatnej funkcie call opcie max{ST −X, 0} a tým o£akávaná hodnota

µ(V OBPI
T ) klesá a zárove¬ klesá aj variancia stratégie σ2(V OBPI

T ).

1.3 Porovnanie CPPI a OBPI stratégie

Analýzou oboch stratégií pois´ovania portfólia sa zaoberali uº mnohí ako napríklad Black a

Rouhani (1989), Black a Perold (1992) (pre CPPI stratégiu), Bookstaber a Langsam (2000)

a Zagst a Kraus (2009). Bertrand a Prigent (2002) porovnávali stratégie pod©a rôznych

kritérii, pri£om de�novali distribu£nú funkciu pravdepodobnosti oboch stratégii. Ukázali,

ºe ºiadna zo stratégii ²tatisticky nedominuje druhú v prvom momente. Zagst a Kraus sle-

dovali druhú aj tretiu stochastickú dominanciu a dokázali, ºe pri ur£itých podmienkach

CPPI metóda dominuje v druhom aj v tre´om momente nad OBPI. Presnej²ie ukázali, ºe

CPPI metóda s vä£²ou pravdepodobnos´ou dominanuje OBPI v tre´om momente pre vy²²ie

hodnoty implikovanej volatility σi, ktorá parametrizuje �nan£ný trh.

Hlavnou nevýhodou OBPI metódy je, ºe v mnohých prípadoch nie je na trhu opcia na dané

aktíva dostupná. Rovnako nie je vºdy zaistený rovnaký investi£ný horizont pre poistenie

a maturitu opcie. V týchto prípadoch sa opcia syntetizuje. Bertrand a Prigent (2002) vo

svojej ²túdii dokázali, ºe v tomto prípade majú obe stratégie (CPPI a OBPI) dynamický

charakter. Ukázali, ºe OBPI metóda je zov²eobecnením CPPI metódy.
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KAPITOLA 1. ZAISTENÉ STRATÉGIE

Ak predpokladáme rovnaké po£iato£né hodnoty portfólií V CPPI
0 a V OBPI

0 a rovnakú garan-

tovanú hodnotu X na konci investi£ného horizontu T v hodnote percenta z po£iato£nej

investície V0, môºeme pre OBPI de�nova´ multiplikátor charakteristický pre CPPI.

Tvrdenie 1.1. OBPI stratégia je ekvivalentnou metódou k CPPI, v ktorej multiplikátor

závisí od £asu t a ceny rizikového aktíva St. Multiplikátor pre OBPI je daný ako

mOBPI(t, St) =
StN (d1(t, St))

C(t, St, X)

kde StN (d1(t, St)) je celková hodnota investovaná do rizikových aktív.

Zov²eobecnený multiplikátor pre OBPI, mOBPI je klesajúcou funkciou ceny rizikového ak-

tíva St v kaºdom £ase t. Multiplikátor nadobúda vy²²ie hodnoty ako multiplikátor pre CPPI,

okrem prípadov ke¤ prislúchajúca call opcia je in-the-money.

CPPI metóda je zaloºená na dynamickom riadení portfólia, ktorej výkonnos´ závisí od

hodnoty multiplikátora, ktorý pre zaistenie dna nesmie by´ príliº vysoký. OBPI vykazuje

lep²ie výsledky pri prudkom poklese a následnom raste cien aktív, ke¤ºe v tomto prípade

vankú² pri CPPI zostáva nulový a preto nie je moºná následná participácia na akciových

trhoch. Na druhej strane CPPI vykazuje vy²²ie výnosy pri nízkych cenách rizikového aktíva.

Kaºdá z dvoch metód má preto opodstatnené vyuºitie pri rôzli£ných trhových podmienkach.
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Kapitola 2

V²eobecné predpoklady a nastavenia

V tejto kapitole upresníme ekonomický aparát, ktorý je základom pri analýze optimálnej

alokácie majetku pomocou VaR-RM a LEL-RM.

2.1 Dynamický vývoj aktív

Uvaºujeme kone£ný interval, [0, T ] a ekonomiku s jedným spotrebným tovarom (numeraire).

Neistota je opísaná �ltrovaným pravdepodobnostným priestorom (Ω,F ,Ft, P ), kde Ω je

mnoºina v²etkých moºných udalostí, F je σ-algebra merate©ných mnoºín, Ft je �ltrácia

a P je pravdepodobnostná miera na Ω. Na pravdepodobnostnom priestore de�nujeme N -

dimenzionálny Brownov pohyb

ω(t) =
(
ω1(t), ω2(t), . . . , ωN (t)

)
⊤, t ∈ [0, T ]

V²etky stochastické pocesy predpokladáme, ºe sú adaptované vzh©adom k roz²írenej �l-

trácii, {Ft, t ∈ [0, T ]}, generovanej Brownovym pohybom a v²etky rovnosti, prip. nerovnosti

obsahujúce náhodné premenné platia skoro v²ade.

Predpokladáme, ºe kaºdý investor si volí portfólio zloºené z N+1 cenných papierov; jedného

bezrizikového dlhopisu a N rizikových aktív, ktoré vyplácajú dividendy δj , j = 1, . . . , N .

Cena dlhopisu, B a rizikového aktíva, Sj je de�novaná

dB(t) = B(t)r(t)dt (2.1)

dSj(t) + δj(t)dt = Sj(t)[µj(t)dt+ σj(t)dw(t)], j = 1, . . . , T (2.2)
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kde

r je úroková miera

µ ≡ (µ1, . . . , µN )⊤ sú koe�cienty driftu

σ ≡ (σjk, j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . , N) je matica volatilít

Ak uvaºujeme trh bez arbitráºnej príleºitosti, potom dynamika trhu nám jednozna£ne

ur£uje hustotu stavovej funkcie

dξ(t) = −ξ(t)[r(t)dt+ κ(t)⊤dω(t)] (2.3)

kde κ(t) = σ−1(t)(µ(t)− r(t)1̄) je trhová cena rizika (alebo Sharpe ratio) a 1̄ ≡ (1, . . . , 1)⊤.

Sharpe ratio predstavuje vz´ah medzi rizikom a výnosom investície, meria priemerný výnos

za jednotku rizika pri investovaní do rizikových aktív namiesto do bezrizikového dlhopisu.

Prevaºne sa vyuºíva na merianie výkonnosti portfólia.

Hodnotu ξ(T, ω) môºeme chápa´ ako Arrow-Debreu cenu za jednotku pravdepodobnosti P

jednej jednotky spotreby daného aktíva, ktorý sa nachádza v stave ω ∈ Ω a £ase T .

�alej predpokladáme, ºe kaºdý investor i má na za£iatku investi£ného obdobia, t.j. v £ase

t = 0, k dispozícii eij jednotiek rizikového aktíva j. Do kaºdého aktíva j je investovaný

podiel z po£iato£ného majetku vo ve©kosti Wi(0) = ei⊤S(0), kde S(0) predstavuje po£ia-

to£nú cenu aktíva. Investor drºí svoje portfólio do £asu T , v ktorom sa snaºí maximalizova´

hodnotu svojho majetku W (T ).

Vzh©adom na rozhodovanie investora pri maximalizácii svojej po£iato£nej investície je de�-

novaný tzv. rozhodovací proces θ(t) ≡ (θ1(t), . . . , θN (t))⊤, ktorý predstavuje podiel ma-

jetku investovaného do jednotlivých rizikových aktív.

Hodnota majetku v £ase t je de�novaná stochastickou diferenciálnou rovnicou

dW (t) = W (t)[r(t) + θ(t)⊤(µ(t)− r(t)1̄)]dt+W (t)θ(t)⊤σ(t)dω(t)

Preferencie investora sú vyjadrené pomocou funkcie uºito£nosti u(W (T )), ktorá závisí od

hodnoty kone£ného majetku W (T ) a je nezávislá od stavu, v ktorom sa investor nachádza.

Funkciu uºito£nosti predpokladáme dvakrát spojite diferencovate©nú, striktne rastúcu, strik-

tne konkávnu a zárove¬ predpokladáme, ºe platí

lim
x→0

u′(x) = ∞ a lim
x→∞

u′(x) = 0
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2.2 Výpo£et Value-at-risk

Value-at-risk (VaR) sa stal ²tandardnou mierou rizika, ktorá je v¤aka svojej jednoduchosti

a ©ahkej aplikovate©nosti vyuºívaná pri optimálnom riadení portfólia.

VaR je vä£²inou de�novaný ako "maximálna moºná strata za ur£ité obdobie v rámci

stanoveného kon�den£ného intervalu". Teda VaR s 100(1 − α) percentným kon�den£ným

intervalom je de�novaný ako spodný 100α percentil hustoty výnosov a strát, t.j.

V aRα(X) = − inf{x|P (X ≤ x) > α}

Hustota výnosov a strát

100α
percentil

α

VaR

Strata Výnos

Ak predpokladáme, ºe doba drºania portfólia je zhodná s VaR horizontom, potom môºeme

VaR de�nova´ nasledovne

P (W (0)−W (T ) ≤ V aR(α)) ≡ 1− α (2.4)

Poznamenajme, ºe VaR predstavuje najvä£²iu moºnú stratu za ur£ité stanovené obdobie.
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Kapitola 3

Optimalizácia pomocou VaR-RM

V tejto kapitole si stru£ne objasníme podstatu alokácie majetku v prípade vyuºívania

rizikového manaºmentu zaloºeného na odhade Value-at-risk (VaR) a poukáºeme na jeho

hlavné nedostatky.

Vzh©adom na jednoduchos´ a ²iroké uplatnenie sa VaR odhad stal ²tandardnou mierou

rizika. Jedným z hlavných nedostatkov VaR odhadu je, ºe neberie do úvahy extrémne straty,

ktoré nastávajú za α-kvantilom. Bolo dokázané, ºe VaR nie je vo v²eobecnosti konzistentný

s hlavnou my²lienkou rizikového manaºmentu, ktorou je redukcia rizika prostredníctvom

diverzi�kácie: nie je vylú£ené, ºe VaR hodnota portfólia bude vä£²ia ako sú£et VaR jeho

jednotlivých komponentov. To je spôsobené tým, ºe V aRα(x) nie je konvexnou funkciou

v x. V aRα nie je spojitá vzh©adom ku kon�den£nému intervalu α, £o znamená, ºe malá

zmena v hodnote α môºe vies´ k signi�kantnej zmene odhadu rizika pomocou VaR.

3.1 Formulácia modelu

Hlavným cie©om Basaka a Shapira v £lánku [1] je spojenie rizikového manaºmentu za-

loºeného na odhade VaR s úlohou maximalizácie funkcie uºito£nosti. Za týmto ú£elom

vyºadujeme aby V aR(α) nepresiahla nami poºadovanú hodnotu, t.j.

V aR(α) ≤ W (0)−W (3.1)
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kde W je "dno", ktoré je zadané exogénne. Spolu s de�níciou VaR tvorí táto podmienka

(3.1) tzv. VaR ohrani£enie, ktoré je de�nované ako

P (W (T ) ≥ W ) ≥ 1− α (3.2)

Ohrani£enie (3.2) nám zaru£uje, ºe maximálne s pravdepodobnos´ou α bude investorova

strata vä£²ia ako W (0)−W . Ak v prípade benchmarku (B), kde nie sú ºiadne ohrani£enia

(α = 1), platí

P (WB(T ) ≥ W ) > 1− α

potom VaR ohrani£enie (3.2) nie je nikdy dosiahnuté, t.j.

V aR(α) < W (0)−W

V opa£nom prípade platí rovnos´

V aR(α) = W (0)−W

Investor, ktorý riadi svoje portfólio pomocou VaR-RM rie²i dynamický optimaliza£ný prob-

lém, kde ú£elovou funkciou je maximalizácia investorovej funkcie uºito£nosti. V²eobecnú

formuláciu problému vieme pomocou teórie martingalov de�nova´ ako nasledujúcu vari-

a£nú úlohu

max
W (T )

E[u(W (T ))] (3.3)

pri podmienkach

E[ξ(T )W (T )] ≤ ξ(0)W (0)

P (W (T ) ≥ W ) ≥ 1− α

Poznamenajme, ºe VaR ohrani£enie (3.2) zavádza do maximaliza£nej úlohy nekonkávnos´

a tým komplikuje rie²enie. Nasledujúce tvrdenie uvedené v [1] popisuje optimálnu hodnotu

majetku v £ase maturity T .

Tvrdenie 3.1. Optimálna hodnota majetku v £ase T pri VaR-RM je

W V aR(T ) =


I(yξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

W ak ξ ≤ ξ(T ) < ξ̄

I(yξ(T )) ak ξ̄ ≤ ξ(T )

(3.4)
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kde I(.) je inverzná funkcia k derivácii funkcie uºito£nosti u′(.), ξ ≡ u′(W )
y , ξ̄ sp¨¬a

P (ξ(T ) > ξ̄) ≡ α a y ≥ 0 je rie²ením E[ξ(T )W V aR(T, y)] = ξ(0)W (0). VaR ohrani£e-

nie (3.2) je aktívne práve vtedy, ke¤ ξ < ξ̄. Naviac, Langraengov multiplikátor y je v α

klesajúci a patrí y ∈ [yB, yPI ].

Dôkaz tvrdenia je uvedený v [1].

Optimálnu hodnotu majetku si znázorníme aj gra�cky na nasledujúcom obrázku (Obr. 3.1),

kde hodnota W je de�novaná vz´ahom

W =


I(yξ̄) ak ξ < ξ̄

W inak

Obr. 3.1: Optimálna hodnota majetku pri VaR-RM ako funkcia ξ(T ). Optimálna

hodnota majetku v prípade VaR-RM je porovnaná s nepoisteným portfóliom (α = 1), t.j.

benchmarkom B a úplne poisteným portfóliom PI (α = 0). Vidíme, ºe v závisloti od stavovej

funkcie nadobúda optimálna hodnota majetku tri rôzne správania. Pre nízke hodnoty ξ(T )

tzv. dobré stavy je správanie stratégie podobné benchmarku B. V prechodných stavoch

(ξ ≤ ξ(T ) < ξ̄) je portfólio poistené proti stratám a správanie stratégie je rovné úplne

poistenému portfóliu PI. Vysoké hodnoty ξ(T ) predstavujú zlé stavy, v ktorých nastávajú

straty. Vo£i týmto stavom nie je portfólio vôbec poistené a hodnota majetku nadobúda

najmen²ie hodnoty zo v²etkých troch uvaºovaných stratégii.
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Jedným z hlavných nedostatkov VaR-RM je práve správanie sa v prípade zlých stavov,

ξ̄ ≤ ξ(T ), kde nie je portfólio riadiace sa VaR-RM vôbec poistené a optimálna hodnota ma-

jetku v porovaní s uvaºovanými stratégiami nadobúda najmen²ie hodnoty, W V aR < WB <

WPI . VaR-RM je povaºovaný za nástroj, ktorý chráni investora pred vysokými stratami,

ktoré môºu spôsobi´ nesolventnos´ a kreditné preblémy. Av²ak ako môºeme pozorova´, v

zlých stavoch sú straty pri VaR-RM e²te ove©a vä£²ie. To je spôsobené tým, ºe v prechod-

ných stavoch VaR stratégia pois´uje portfólio a udrºuje jeho hodnotu na úrovni vopred

stanoveného dna W , no zaujíma sa iba o pravdepodonos´ s akou strata nastane a neh©adí

na jej prípadný rozsah. Preto v zlých stavoch sa uº kvôli príliº drahému poisteniu hodnota

majetku neudrºí ani na úrovni benchmarku.

Nasledujúce tvrdenie (3.2) explicitne popisuje, ºe pri VaR-RM sú o£akávané straty naozaj

vä£²ie ako straty, ktoré nastávajú pri nepoistenom portfóliu.

Tvrdenie 3.2. Predpokladajme u(W ) = W 1−γ

1−γ , γ > 0 a r a κ sú kon²tanty. Pre optimálnu

hodnotu majetku v £ase T de�nujeme ve©kosti strát

L1(W ) = E[(W −W (T ))1{W (T )≤W}]

L2(W ) = E[
ξ(T )

ξ(0)
(W −W (T ))1{W (T )≤W}]

Potom platí

1. L1(W
V aR) ≥ L1(W

B)

2. L1(W
V aR) ≥ L2(W

B)

Dôkaz tvrdenia je uvedený v [1].

L1 predstavuje o£akávanú hodnotu straty v budúcnosti a L2 meria jej sú£asnú hodnotu.

Tvrdenie (3.2) poukazuje na nedostatky VaR-RM. Stratégia VaR-RM je navrhnutá tak, aby

predchádzala £astým stratám, ktoré spôsobujú investorom váºne problémy. Je síce pravda,

ºe pri vedení portfólia pomocou VaR-RM sa straty nevyskytujú £asto, ale výraznej²ie straty

sú ove©a vä£²ie ako bez VaR-RM.

Nasledujúce tvrdenie (3.3) vyjadruje optimálnu hodnotu majetku a vystavenia do rizikových

aktív v £ase t ∈ [0, T ].
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Tvrdenie 3.3. Predpokladajme u(W ) = W 1−γ

1−γ , γ > 0 a r a κ sú kon²tanty. Potom

1. Optimálna hodnota majetku v £ase t je de�novaná

W V aR(t) =
eΓ(t)

(yξ(t))
1
γ

−
[ eΓ(t)

(yξ(t))
1
γ

N (−d1(ξ))−We−r(T−t)N (−d2(ξ))
]

+
[ eΓ(t)

(yξ(t))
1
γ

N (−d1(ξ̄))−We−r(T−t)N (−d2(ξ̄))
]

kde N je kumulatívna distribu£ná funkcia ²tandardného normálneho rozdelenia a

ξ =
1

yW γ

Γ(t) =
1− γ

γ
(r +

∥κ∥2

2
)(T − t) +

(1− γ

γ

)2 ∥κ∥2
2

(T − t)

d2(x) =
ln
(

x
ξ(t)

)
+
(
r − ∥κ∥2

2

)
(T − t)

∥κ∥
√
T − t

d1(x) = d2(x) +
1

γ
∥κ∥

√
T − t

2. podiel investovaný do rizikových aktív

θV aR(t) = qV aR(t)θB(t)

kde θB je hodnota v prípade benchmarku a qV aR je vystavenie, ktoré sp¨¬a nasledujúce

vz´ahy

θB(t) =
1

γ
[σ(t)⊤]−1κ

qV aR(t) = 1−
We−r(T−t)

(
N (−d2(ξ))−N (−d2(ξ̄))

)
W V aR(t)

+
γ(W −W )e−r(T−t)Φ(d2(ξ̄))

W V aR(t)∥κ∥
√
T − t

kde Φ je distribu£ná funkcia ²tandardného normálneho rozdelenia.

3. Vystavenie do rizikových aktív je vºdy nezáporné qV aR ≥ 0 a sp¨¬a

lim
ξ(t)→0

qV aR(t) = lim
ξ(t)→∞

qV aR(t) = 1

4. Ak platí ξ < ξ̄, potom qV aR(t) > 1 práve vtedy, ke¤ ξ(t) > ξ∗(t), kde ξ∗(t) je dané ako√
ξ̄ξe(r−

∥κ∥2
2

)(T−t) ≤ ξ∗(t) ≤ ξ̄e(r−
∥κ∥2

2
)(T−t)e

∥κ∥2
γ

(T−t)

Tvrdenie je dokázané v [1].
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Porovnanie optimálnej hodnoty majetku a vystavenia v £ase t s benchmarkom B a úplne

poisteným portfóliom PI si uvedieme aj gra�cky ako funkciu stavovej veli£iny ξ(t). Priebeh

je znázornený na obrázku (Obr. 3.2)

1

ξ(t)

WVaR(t)

VaR

PI

B

ξ(t)

qVaR(t)

VaR

B

PI

1

Obr. 3.2: Hodnota majetku a vystavenia pre VaR-RM, B a PI v £ase t

Z obrázku je zrejmé, ºe hodnota majetku sa v dobrých stavoch vyvíja podobne ako úplne

poistené portfólio , kým v zlých stavoch, t.j. pre vysoké hodnoty ξ(t) sa správa podobne

ako benchmark. V zvy²ných stavoch nadobúda funkcia majetku konkávny charakter, ktorý

nastáva práve preto, ºe stratégia sa v prechodných stavoch sama pois´uje.

Vystavenie je v dobrých stavoch podobné ako pre poistené posrtfólio, kedy s rastúcim ξ(t)

je vä£²ia £as´ majetku investovaná do bezrizikového aktíva. S ¤al²ím rastom ξ(t) rastie aj

podiel investovaný do rizikových aktív a tým sa správanie pribliºuje skôr benchmarku.

Pod©a Basaka a Shapira (2001) [1] vedie riadenie portfólia pomocou VaR-RM k nasledu-

júcim hlavným problémom:

� informácia získaná na základe VaR môºe investora privies´ k zlým rozhodnutiam,

ke¤ºe neberie do úvahy ve©kos´ moºnej straty

� racionálny investor, ktorý berie VaR ako jedinú mieru svojho rizika sa môºe dosta´

do stavu, v ktorom utrpí výrazne vä£²iu stratu ako o£akával

Za ú£elom odstránenia nedostatkov VaR-RM zaviedli Basak a Shapiro alternatívnu stratégiu

LEL-RM, ktorú budeme analyzova´ v nasledujúcom texte.
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Kapitola 4

Optimalizácia pomocou LEL-RM

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ LEL-RM (limited-expected-losses-based risk manage-

ment) ako alternatívnou stratégiou k VaR-RM. Uvedieme rie²enie dynamického optimal-

iza£ného systému, ktorý rie²i LEL manaºér a budeme analyzova´ vlastnosti tohto rie²enia.

4.1 LEL rizikový manaºment

Hlavným nedostatkom optimalizácie pomocou VaR-RM je, ºe pri tejto stratégii sa zame-

riavame len na pravdepodobnos´ prípadnej straty s akou nastáva a neanalyzujeme jej

ve©kos´. V zlých stavoch, v ktorých sa o£akávajú rozsiahle straty, je o£akávaná strata pri

VaR-RM ove©a vä£²ia ako v prípade neriadeného portfólia. Pod©a Basaka a Shapira (2001)

[1] je potrebné pri kontrole rozsahu straty analyzova´ v²etky momenty distribu£nej funkcie

strát. V tejto £asti sa zameriame na kontrolu prvého momentu a ukáºeme, ako sa vyhnú´

nevýhodám VaR-RM.

Pre LEL-RM je sú£asná hodnota o£akávanej straty ohrani£ená a platí

E[ξ(T )(W −W (T ))1W (T )≤W ] ≥ ϵ (4.1)

kde ϵ ≥ 0 je kon²tantné.

Ke¤ºe platí

E[ξ(T )(W −W (T ))1W (T )≤W ] = E[ξ(T )(W −W )|W (T ) ≤ W ]P (W (T ) ≤ W )

vidíme, ºe ohrani£enie (4.1) zah¯¬a v sebe pravdepodobnos´ aj hodnotu o£akávanej straty v

prípade, ºe strata nastane. Ohrani£enie (4.1) taktieº vyjadruje mieru rizika strát v £ase T .
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KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

Táto miera sp¨¬a subaditívnos´ (t.j. f(x+ y) ≤ f(x) + f(y)), kladnú homogenitu (funkcia

f : V \{0} → R je kladne homogénna stup¬a k ak f(αx) = αkf(x) pre v²etky α > 0) a

je monotónna (no nesp¨¬a transla£nú invariantnos´, t.j. f(x, y) = f(x + a, y + a)). V¤aka

týmto vlastnostiam odstra¬uje hlavný nedostatok VaR miery rizika. Hlavná kritika VaR-RM

pod©a Artzner, Delbaen, Eber a Heath (1999) spo£íva v tom, ºe VaR nesp¨¬a subaditívnos´

pri kombinácií viacerých portfólií (VaR celého portfólia môºe by´ vä£²í ako sú£et hodnôt

VaR jednotlivých portfólií).

Formulácia ohrani£enia (4.1) zah¯¬a aj prípad nepoisteného portfólia tzv. benchmarku B

(ϵ = ∞) a úplne poisteného portfólia PI (ϵ = 0), v ktorom ohrani£enie zaru£uje hodnotu

majetku v dobe maturity nad hodnotou dna W pre v²etky stavy.

4.2 Optimalizácia pri LEL-RM

Na základe teórie martingálov môºeme dynamickú optimaliza£nú úlohu LEL-manaºéra,

ktorý sa v £ase maturity T snaºí cez hodnotu svojej investície maximalizova´ svoju uºi-

to£nos´ prepísa´ na varia£nú úlohu, ktorá je de�novaná ako

max
W (T )

E[u(W (T ))] (4.2)

pri podmienkach

E[ξ(T )W (T )] ≤ ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(W −W (T ))1W (T )≤W ]

Nasledujúce tvrdenie (4.1) nám de�nuje optimálne rie²enie varia£nej úlohy v prípade, ºe

existuje.

Tvrdenie 4.1. Optimálna hodnota majetku v £ase T pre portfólio riadiace sa LEL-RM je

WLEL(T ) =


I(z1ξ(T )) ak ξ(T ) < ξϵ

W ak ξϵ ≤ ξ(T ) < ξ̄ϵ

I((z1 − z2)ξ(T )) ak ξ̄ϵ ≤ ξ(T )

(4.3)

kde I(.) je inverzná funkcia k u′(.), ξϵ ≡ u′(W )
z1

, ξ̄ϵ ≡ u′(W )
z1−z2

, a (z1 ≥ 0, z2 ≥ 0) sú rie²ením

nasledujúceho systému:
E[ξ(T )WLEL(T ; z1, z2)] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(W −WLEL(T ; z1, z2))1WLEL(T ;z1,z2)≤W ] = ϵ alebo z2 = 0
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KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

LEL ohrani£enie (4.1) je splnené práve vtedy, ke¤ platí ξ
ϵ
< ξ̄ϵ. Naviac, Lagrangeov multi-

plikátor z1 je v ϵ klesajúci a patrí do intervalu z1 ∈ [zB1 , z
PI
1 ]. Preto platí z1 − z2 ≤ zB1 .

Dôkaz tvrdenia je uvedený v [1].

Na obrázku (Obr. 4.1) je znázornené porovnanie optimálnej hodnoty majetku LEL-manaºéra

v £ase T s benchmarkom (ϵ = ∞) a úplne poisteným portfóliom (ϵ = 0)

Obr. 4.1: Optimálna hodnota majetku pri LEL-RM. Obrázok zachytáva optimálnu

hodnotu majetku pri LEL-RM ako funkciu stavovej veli£iny ξ(T ) a jej porovnanie s bench-

markom (B) a úplne zaisteným portfóliom (PI). Správanie sa optimálnej hodnoty majetku

pre LEL-manaºéra môºeme rozdeli´ do troch oblastí, ktoré prislúchajú zodpovedajúcemu

sa správaniu ekonomiky. V dobrých stavoch (ξ
ϵ
< ξ(T )) sa LEL-manaºér správa podobne

ako benchmark. V prechodných stavoch (ξ
ϵ
≤ ξ(T ) < ξ̄ϵ) sa stratégia sama pois´uje proti

stratám a preto svoje správanie prispôsobuje úplne zaistenému portfóliu, kým v zlých stav-

och (ξ(T ) ≥ ξ̄ϵ) je poistenie len £iasto£né. Na rozdiel od VaR-RM, ktorý sa v zlých stavoch

nepois´uje vôbec a tým je vystavený rozsiahlym stratám, sú straty pri LEL-RM len £ias-

to£né a hodnota majetku sa nachádza nad benchmarkom.

Z obrázka je zrejmé, ºe na rozdiel od VaR-RM sa hodnota optimálneho majetku v zlých stav-

och nachádza medzi benchmarkom a úplne poisteným portfóliom WB(T ) < WLEL(T ) <
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KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

WPI(T ), £o je jednou z hlavných výhod optimalizácie pomocou LEL-RM. V prípade VaR-

RM je hodnota majetku men²ia ako benchmark W V aR(T ) < WB(T ) < WPI(T ). LEL-

manaºér endogénne rozde©uje nepriaznivé stavy na dve podskupiny: zlé stavy, v ktorých

sa £iasto£ne pois´uje a prechodné stavy, v ktorých má úplné poistenie proti stratám. Pois-

tenie v zlých stavoch, v ktorých nastávajú straty, je najdrah²ie, no aj napriek tomu sa

LEL-manaºér £iasto£ne pois´uje. Poistenie kone£nej hodnoty majetku na úrovni dna W je

v²ak príliº drahé, preto volí niº²iu hodnotu majetku, ktorá ale stále s¨¬a LEL ohrani£enie

(4.1). Poznamenajme, ºe hodnoty ξ
ϵ
a ξ̄ϵ sú dané endogénne, preto ich hodnota závisí od

investorových preferencií. V prípade VaR-RM je ξ̄ zadané exogénne. �al²ou odli²nos´ou od

VaR-RM je spojitos´ optimálnej hodnoty majetku vo v²etkých stavoch.

Optimálnu hodnotu majetku (4.3) môºeme vyjadri´ aj nasledovne ako

WLEL(T ; z1(W (0)), z2(W (0))) = min
[
WPI(T ; yB(Wϵ)),W

B(T ; yB(Wϵ)− z2(W (0)))
]

= max
[
WB(T ; yB(Wϵ)),min[W, WB(T ; yB(Wϵ)− z2(W (0)))]

]
kde Wϵ je rie²ením yB(Wϵ) = z1(W (0)). Táto reprezentácia vyjadruje hodnotu majetku

pre LEL-RM, ktorá je s prispôbeným po£iato£ným imaním rovná opcií na minimálne dve

podkladové aktíva (z toho jedno bezrizikové aktívum), kde realiza£ná cena opcie je náhodná.

Prispôsobená hodnota majetku, ktorá je rovná realiza£nej cene opcie je de�novaná ako

Wϵ = W (0)− E

[
ξ(T )

ξ(0)
max

[
min[W,WB(T ; yB(Wϵ − z2(W (0))))]−WB(T ; yB(Wϵ)), 0

]]

4.3 Vlastnosti LEL-RM

V tejto podkapitole sa budeme venova´ analýze optimálneho správania LEL-RM a výpo£tu

kritických hodnôt stavovej funkcie ξ(t).

Pre investora maximalizujúceho o£akávanú uºito£nos´ budeme predpoklada´ CRRA (con-

stant relative risk aversion) preferencie. Funkcia uºito£nosti je de�novaná ako

u(W ) =


W 1−γ

1−γ pre γ > 0 a γ ̸= 1

ln(W ) pre γ = 1

�alej predpokladáme log-normálne rozdelenie stavovej funkcie ξ(t) s kon²tantnou bezrizikovou

úrokovou mierou r a trhovou cenou rizika κ.
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KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

Stavová funkcia je de�novaná ako

dξ(t) = −ξ(t)[r(t)dt+ κTdw(t)]

kde trhová cena rizika je κ(t) = σ−1[µ(t)− r(t)1̄] a 1̄ = (1, . . . , 1)T . Rie²ením diferenciálnej

rovnice dostávame

ξ(t) = ξ(0)e−rt− 1
2
∥κ∥2t−∥κ∥

√
tVt

kde Vt je ²tandardný Brownov pohyb, Vt ∼ N(0, 1).

Ako sme uviedli uº vy²²ie správanie LEL stratégie môºeme rozdeli´ do troch oblastí v

závislosti od hodnoty stavovej funkcie ξ(T ): dobré stavy (ξ
ϵ
< ξ(T )), prechodné (ξ

ϵ
≤

ξ(T ) < ξ̄ϵ) a zlé stavy (ξ̄ϵ ≤ ξ(T )). V nasledujúcom texte si stru£ne popí²eme výpo£et

kritických hodnôt ξ
ϵ
a ξ̄ϵ. Znenie celého výpo£tu je uvedené v prílohe.

4.3.1 Výpo£et kritických hodnôt

Výpo£et ξ
ϵ
a ξ̄ϵ

Pre optimálnu hodnotu majetku v £ase T (4.3) sú kritické hodnoty de�nované ako

ξ
ϵ
≡ u′(W )

z1

ξ̄ϵ ≡
u′(W )

(z1 − z2)

a sú rie²ením nasledujúceho systému
E[ξ(T )WLEL(T ; z1, z2)] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(W −WLEL(T ; z1, z2))1WLEL(T ;z1,z2)≤W ] = ϵ alebo z2 = 0

V prílohe uvedených výpo£toch (10.1) sme systém upravili na nasledujúci tvar

ξ(0)W (0) = W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))
+ W e−rT

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

+ W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)

ϵ = W e−rTΦ
( H2√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)

− W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
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KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

kde H1 = −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln(ξ
ϵ
) a H2 = −rT − 1

2∥κ∥
2T − ln(ξ̄ϵ).

Vidíme, ºe druhá rovnica systému obsahuje len jednu premennú ξ̄ϵ, ktorú si vieme jednodu-

cho numericky vyjadri´ napr. pomocou numerickej metódy polenia intervalov.

Uvaºujeme nasledujúcu funkciu

F (ξ̄ϵ) = We−rTΦ
( H2√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)

− Wξ̄ϵ
1
γ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
−ϵ

kde H2 = −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln(ξ̄ϵ). Budeme h©ada´ numerické rie²enie rovnice F (ξ̄ϵ) = 0.

Rie²enie je jednozna£né a jediné, £o vyplýva z toho, ºe funkcia F (ξ̄ϵ) je v ξ̄ϵ klesajúca.

Tvrdenie 4.2. Funkcia F (ξ̄ϵ) je v premennej ξ̄ϵ monotónne klesajúca.

Dôkaz 4.2.1. Dôkaz tvrdenia je uvedený v prílohe (10.1.1).

Prvú kritickú hodnotu ξ̄ϵ vieme numericky vyjadri´ v¤aka monotónnosti a klesajúcemu

charakteru funkcie F . Druhá kritická hodnota stavovej funkcie ξ
ϵ
sa nachádza v intervale

[ξ
PI

, ξ
B
] medzi kritickou hodnotou úplne poisteného portfólia a hodnotou stavovej funkcie

pre benchmark, v ktorej je hodnota majetku nepoisteného portfólia rovná hodnote dna.

Preto si na výpo£et ξ
ϵ
potrebujeme najskôr vyjadri´ hodnoty ξ

B
, ξ

PI
.

Výpo£et ξ
B

Základný systém, z ktorého budeme vychádza´ je

E[ξ(T )W (T )] ≤ ξ(0)W (0)

Hodnota majetku v prípade benchmarku je

W (T ) = I(z1ξ(T )) = (z1ξB(T ))
− 1

γ

kde I je inverzná funkcia derivácie funkcie uºito£nosti.

Hodnotu stavovej funkcie ξ
B
vyjadríme z rovnice

E[ξ(T )W (T )] = ξ(0)W (0)
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ktorú vieme postupne upravi´ a analyticky vyjadri´ kritickú hodnotu pre benchmark:

E[ξ(T )I(z1ξ(T ))] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )I(
1

ξBW γ
ξ(T ))] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(
ξ(T )

ξBW γ
)
− 1

γ ] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )
γ−1
γ ξ

1
γ

BW ] = ξ(0)W (0)

E[ξ
γ−1
γ ] = ξ(0)W (0)

1

W
ξ
− 1

γ

B

ξ
1
γ

B = ξ(0)
W (0)

W

1

E[ξ(T )
γ−1
γ ]

Po vyjadrení strednej hodnoty dostávame

ξ
B
=

(
W (0)ξ(0)

W

)γ

exp
(
(rT +

1

2
∥κ∥2T )(γ − 1)− 1

2
∥κ∥2T (γ − 1)2

γ

)
Celý postup pri výpo£te je uvedený v prílohe (10.2).

Výpo£et ξ
PI

V prípade úplne poisteného portfólia je optimálna hodnota majetku v £ase maturity rovná

W (T ) =


I(z1ξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

PI

W ak ξ(T ) ≥ ξ
PI

Na vyjadrenie ξ
PI

budeme vychádza´ z rovnakej rovnosti ako pri benchmarku

E[ξ(T )W (T )] = ξ(0)W (0)

ktorú si vieme prepísa´ na tvar

E[ξ(T )W (T )] =

∫ ∞

−∞
ξ(T )W (T )f(ξ(T )W (T ))dξW

= E[ξ(T )W ] + E[ξ(T )I(z1ξ(T ))]

= E[ξ(T )W ] + E[ξ
γ−1
γ Wξ

1
γ

PI ]

Po úpravách, ktoré sú uvedené v (10.3) sa rovnica dá vyjadri´ ako

E[ξ(T )W (t)] = W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T )+

∥κ∥2T
2 ϕ

( H√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)

+ W ξ
1
γ

PIe
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

[
1− ϕ

( H√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

)]
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kde H := −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln ξ
PI
. Kritickú hodnotu ξ

PI
, ktorá leºí v intervale [0, ξ

B
], uº

vieme numericky vypo£íta´.

V prípade, ºe poznáme interval [ξ
PI

, ξ
B
], v ktorom sa nachádza druhá kritická hodnota pre

LEL stratégiu, vieme ξ
ϵ
numericky dopo£íta´ vychádzajúc z prvej rovnice systému

ξ(0)W (0) = W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))
+ W e−rT

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

+ W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
Podrobný postup vyjadrenia kritických hodnôt je uvedený v prílohe (10).

4.3.2 Optimálna hodnota portfólia v £ase t

V tejto £asti si de�nujeme dynamickú zmenu hodnoty portfólia a dynamickú alokáciu ma-

jetku pri LEL-RM.

Tvrdenie 4.3. Predpokladajme u(W ) = W 1−γ

1−γ , γ > 0, a r a κ kon²tantné. Potom

� optimálna hodnota majetku v £ase t

WLEL(t) =
eΓ

(z1ξ(t))
1
γ

−
[ eΓ(t)

(z1ξ(t))
1
γ

Φ(−d1(ξϵ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξϵ))
]

+
[ eΓ(t)

((z1 − z2)
1
γ ξ(t))

1
γ

Φ(−d1(ξ̄ϵ))−We−r(T−t)Φ(−d2(ξ̄ϵ))
]

kde Φ(.) je kumulatívna distribu£ná funkcia ²tandardného normalného rozdelenia a

Γ(t) ≡ 1− γ

γ

(
r +

∥κ∥2

2

)
(T − t) +

(1− γ

γ

)2 ∥κ∥2
2

(T − t)

d2(x) ≡
ln x

ξ(t) + (r − ∥κ∥2
2 )(T − t)

∥κ∥
√
T − t

d1(x) ≡ d2(x) +
1

γ
∥κ∥

√
T − t

ξ
ϵ
=

1

z1W
γ , ξ̄ϵ =

1

(z1 − z2)W
γ

27



KAPITOLA 4. OPTIMALIZÁCIA POMOCOU LEL-RM

� podiel majetku investovaný do rizikových aktív je

θLEL(t) = qLEL(t)θB(t)

kde θB(t) = 1
γ [σ(t)

T ]−1κ a vystavenie do rizikových aktív qLEL(t) je

qLEL(t) = 1−
We−r(T−t)

(
Φ(−d2(ξϵ))− Φ(−d2(ξ̄ϵ))

)
WLEL(t)

� vystavenie do rizikových aktív je ohrani£ené 0 ≤ qLEL(t) ≤ 1, a

lim
ξ(t)→0

qLEL(t) = lim
ξ(t)→∞

qLEL(t) = 1

Trhová cena rizika κ je daná nasledujúcim vz´ahom

κ(t) ≡ σ(t)−1(µ(t)− r(t)1̄)

kde 1̄ ≡ (1, . . . , 1)T .

Pre dôkaz vi¤ [1].

Gra�cky (Obr. 4.2) porovnáme optimálnu hodnotu majetku W (t) v prípade LEL-RM,

benchmarku (B) a úplne zaisteného portfólia (PI).
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Obr. 4.2: Porovnanie optimálnej hodnoty majetku pre LEL (ϵ ∈ (0,∞)), benchmark (ϵ =

∞) a poistené portfólio (ϵ = 0).
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Predpokladáme CRRA preferencie a log-normálne rozdelenie stavovej funkcie. Fixné parame-

tre sme nastavili nasledovne: T = 1, t = 0.5, W (0) = 1, W = 0.9, γ = 1, ϵ = 0.01, ξ(0) =

1, r = 0.05, ∥κ∥ = 0.4 Potom kritické hodnoty stavovej premennej sú: ξB = 1.1111, ξPI =

0.9701, ξ̄ϵ = 1.8297, ξ
ϵ
= 0.9801.

Hodnota portfólia riadeného LEL-RM spadá do troch rozli£ných oblastí, ktoré predstavujú

rôzne ekonomické vlastnosti. V prípade nízkych a stredných hodnôt stavovej funkcie ξ(t) sa

hodnota majetku správa skôr ako úplne zaistené portfólio neº ako benchmark. Pre stredné

hodnoty stavovej veli£iny
(
ξ(t) ≤ ξ(t) < ξ̄(t)

)
investor zais´uje v²etky moºné stavy, ktoré

si môºe dovoli´, av²ak pre vy²²ie hodnoty ξ(t) prispôsobuje svoje správanie benchmarku.

Hodnota majetku je v²ak pre tieto hodnoty vä£²ia ako majetok v prípade benchmarku.

4.4 Vystavenie do rizikových aktív

Po£iato£ný kapitál je prerozdelený medzi rizikové a bezrizikové aktíva. �as´ kapitálu in-

vestovaná do rizikových aktív je vyjadrená parametrom qLEL. Vystavenie do rizikových

aktív je dané nasledujúcim vz´ahom

qLEL(t) = 1−
We−r(T−t)(Φ(−d2(ξϵ))− Φ(−d2(ξ̄ϵ)))

WLEL(t)

pri£om je ohrani£ené 0 ≤ qLEL(t) ≤ 1 a platí

lim
ξ(t)→0

qLEL(t) = lim
ξ(t)→∞

qLEL(t) = 1

Vzh©adom k benchmarku je vystavenie pri LEL-RM dané ako

qLEL(t) =
θLEL
j (t)

θB(t)
∀j

kde θj je podiel majetku investovaný do rizikového aktíva j.

V nasledujúcom texte budeme analyzova´ citlivos´ a správanie sa vystavenia na zmenu jed-

notlivých parametrov. Podobnú analýzu citlivosti vystavenia pri riadení portfólia VaR-RM

vypracovali Basak a Shapiro vo svojom £lánku [1].

Na obrázku (Obr. 4.3) gra�cky porovnáme vystavenia do rizikových aktív q(t) v prípade

LEL-RM, benchmarku a úplne zaisteného portfólia.
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Obr. 4.3: Porovnanie optimálnej hodnoty vystavenia do rizikových aktív pre LEL, PI

a B manaºéra. Vystavenie do rizikových aktív vo vz´ahu k benchmarku je dané ako

qLEL =
θLEL
j (t)

θBj (t)
, kde θj vyjadruje podiel majetku investovaný do rizikového aktíva j,

pre v²etky j.Predpokladáme CRRA preferencie a log-normálne rozdelenie stavovej funkcie.

Fixné parametre sme nastavili nasledovne: T = 1, t = 0.5, W (0) = 1, W = 0.9, γ =

1, ϵ = 0.01, ξ(0) = 1, r = 0.05, ∥κ∥ = 0.4 Potom kritické hodnoty stavovej premennej sú:

ξB = 1.1111, ξPI = 0.9701, ξ̄ϵ = 1.8297, ξ
ϵ
= 0.9801.

Investor, riadiaci sa LEL-RM, udrºuje vystavenie do rizikových aktív medzi benchmarkom a

úplne zaisteným portfóliom. Nikdy neinvestuje vä£²í podiel majetku do akcií v porovnaní s

benchmarkom. V prípade portfólia zaisteného LEL stratégiou môºeme pozorova´ ²tyri rôzne

správania v závislosti od stavovej funkcie ξ(t). V oboch extrémnych prípadoch prevaºuje

správanie podobné benchmarku. Av²ak pre stredné hodnoty môºeme pozorova´ dve rôzne

správania: Najskôr sa investor správa podobne ako v prípade úplne poisteného portfólia,

následne pre rastúce hodnoty ξ(t) sa vracia k benchmarku. Namiesto toho, aby investoval

do bezrizikových aktív investor zvä£²uje vystavenie do rizikových aktív, av²ak nikdy nie viac

ako v prípade benchmarku. V prípade LEL-RM neznamená malá zmena ξ(t) pre t bliº²ie

k T nutne �nancovanie úplne odli²nej úrovne majetku. Preto investor riadiaci sa LEL-RM

nikdy nepotrebuje robi´ rizikové a ²pekulatívne opatrenia ako v prípade investora, ktorý

nepois´uje svoje portfólio.
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4.4.1 Reakcia vystavenia do rizikových aktív v závisloti od zmeny LEL

parametrov

V tejto £asti budeme analyzova´ citlivos´ vystavenia v prípade LEL-RM na zmeny základ-

ných parametrov.

Citlivos´ vystavenia na parameter ϵ

Fixné parametre:

∥κ∥ = 0.6; W (0) = 1; ξ(0) = 1; W = 0.9; T = 2; t = 0; γ = 3

a meniaci sa parameter ϵ, ktorý postupne nadobúda hodnoty ϵ = {0.005, 0.01, 0.03}, po-

tom stavová premenná nadobúda nasledujúce hodnoty: ξ̄ϵ = {5.2578, 4.0282, 2.4438}, ξ
ϵ
=

{1.6601, 1.7001, 1.8501}. Citlivos´ vystavenia je znázornená na Obr. 4.4
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Obr. 4.4: Citlivos´ vystavenia qLEL(t) na parameter ϵ

Parameter ϵ vyjadruje ve©kos´ straty, ktorú investor o£akáva. �ím je o£akávaná strata

vä£²ia, tým sa správanie investora pribliºuje k benchmarku, t.j. investor investuje viac

do rizikových aktív. Tieº si môºeme v²imnú´, ºe zvy²ovaním parametra sa zmen²uje aj

vzdialenos´ medzi tzv. dobrými a zlými stavmi a zvy²uje sa po£et zlých stavov, v ktorých

je portfólio poistené len £iasto£ne.
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Citlivos´ vystavenia na posun hodnoty dna W

Ako �xné parametre sme uvaºovali:

∥κ∥ = 0.6; W (0) = 1; ξ(0) = 1; ϵ = 0.01; T = 2; t = 0; γ = 3

Potom hodnoty stavovej veli£iny sú nasledovné: ξ̄ = {4.2029; 4.0282; 3.8377} a ξ = {0.9301;

1.7001; 2.7001}. Obrázok 4.5 zachytáva porovnanie vývojov vystavenia pri zmene hodnoty

dna.
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Obr. 4.5: Citlivos´ vystavenia qLEL(t) pre optimálnu hodnotu majetku W v £ase t v závis-

losti od stavovej funkcie ξ(t) na dno, ktoré nadobúda postupne hodnoty W = {1; 0.9; 0.8}

�ím niº²iu hodnotu dna pripú²´ame, tým sa vystavenie pribliºuje k benchmarku. V prípade

niº²ej hodnoty dna investor nepotrebuje vynaloºi´ velké mnoºstvo majetku na zabezpe£enie

dna a teda investuje do rizikových aktív, na ktorých v prípade pozitívneho vývoja pro�tuje.

Citlivos´ na £as t

Fixné parametre:

∥κ∥ = 0.4; W (0) = 1; ξ(0) = 1; ϵ = 0.01;T = 3; W = 0.95; γ = 2

a parameter t, ktorý postupne nadobúda hodnoty t = {0; 1.5; 2.5}. Pre dané parame-

tre stavová funkcia nadobúda nasledujúce hodnoty: ξ̄ = {3.0318; 1.9977; 1.3677}, ξ =
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{1.1201; 1.0701; 1.0901}. Vystavenie pre jednotlivé hodnoty £asu t je znázornené na Obr. 4.6
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Obr. 4.6: Citlivos´ vystavenia qLEL(t) pre optimálnu hodnotu majetku W v závislosti od

stavovej funkcie ξ(t) na posun parametra t = {0, 1.5, 2.5}

�ím vy²²ia hodnota parametra t, tým men²ia doba zostávajúca do maturity. Vidíme, ºe

investor s krat²iou dobou do maturity zvy²uje vystavenie do rizikových aktív. �alej si

môºeme v²imnú´, ºe s krat²ím £asom do maturity sa zmen²uje po£et prechodných stavov,

t.j. zmen²uje sa rozdiel medzi ξ̄ a ξ. To znamená, ºe stratégia krátko pred maturitou uº

nie je schopná efektívne zareagova´ na prípadné zmeny na �nan£ných trhoch na rozdiel od

stratégie s dlh²ou dobou do maturity, ktorá túto moºnos´ má. Na úkor prechodných stavov

sa so zvy²ujúcim t zvy²uje po£et zlých stavov

Citlivos´ na trhovú cenu rizika κ

Teraz sa pozrieme na citlivos´ vo£i zmene ve©kosti trhovej ceny rizika. Poznamenajme, ºe

pri zmene trhovej ceny rizika sa mení aj podiel investovaný do rizikových aktív v prípade

benchmarku θB, ktorý je de�novaný

θB =
1

γ
[σ(t)T ]−1κ

a tým nastáva zmena aj pre podiel investovaný do rizikových aktív pre LEL-manaºéra

θLEL(t) = qLEL(t)θB(t)
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Preto si uvedieme popri vystavení aj citlivos´ θLEL(t) na zmenu parametra κ pre portfólio

s jedným rizikovým aktívom.

Fixné parametre:

t = 0; W (0) = 1; ξ(0) = 1; ϵ = 0.01; T = 2; W = 0.95; γ = 1

a parameter κ, ktorý postupne nadobúda hodnoty κ = {0.3; 0.4; 0.5}. Potom kritické hod-

noty stavovej funkcie sú: ξ̄ϵ = {1.9294; 2.7090; 3.9167}, ξ
ϵ
= {0.8701; 0.7801; 0.6901} a

optimálny podiel investovaný do akcií pre benchmark nadobúda v závislosti od zmeny

κ postupne hodnoty θB = {1.3680, 1.8240, 2.2800}. Vývoj vystavenia a podielu investo-

vaného do rizika popisuje nasledujúci obrázok (Obr. 4.7)
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Obr. 4.7: Citlivos´ vystavenia qLEL(t) a θLEL(t) na parameter κ pre θB =

{1.3680, 1.8240, 2.2800}

Parameter κ vyjadruje trhovú cenu rizika. Môºeme si v²imnú´, ºe s rastúcim parametrom sa

zvä£uje aj interval medzi ξ̄ a ξ, t.j. rastie po£et tzv. prechodných stavov,v ktorých investor

investuje vä£²í podiel do rizikových aktív, a v ktorých udrºuje hodnotu majetku na úrovni

nastaveného dna. S rastúcou hodnotou Sharpe ratio investor reaguje na zmeny stavovej

funkcie výraznej²ie, aby v £ase maturity si zaistil hodnotu svojho majetku nad hodnotou

dna WLEL ≥ W .
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Citlivos´ na parameter γ

Rovnako ako v predchádzajúcom prípade uvaºujeme portfólio s jedným rizikovým aktívom

a uvádzame aj citlivos´ parametra γ na θLEL(t), ke¤ºe θB sa v závislosti od γ mení.

Fixné parametre: κ = 0.4; W (0) = 1; ξ(0) = 1; W = 0.9; T = 1; t = 0.5; ϵ =

0.01; r = 0.03 a parameter γ, ktorý nadobúda postupne hodnoty γ = {2, 4, 6}. Hodnoty

stavovej funkcie sú potom ξ̄ϵ = {3.5786, 3.1598, 2.4804}, ξϵ = {1.1701, 1.5301, 2.1301} a

θB = {1.3680, 0.9120, 0.4560}. Vývoj je zaznamenaný na Obr. 4.8

0  5 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

ξ(t)

qLEL(t)

γ=2

γ=4

γ=6

0 50 100

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

ξ(t)

θLEL(t)

γ=6

γ=4

γ=2

Obr. 4.8: Citlivos´ qLEL(t) a θLEL(t) na parameter γ, kde θB = {1.3680, 0.9120, 0.4560}

Parameter γ vyjadruje averziu investora vo£i riziku. So zvy²ujúcou sa hodnotou parametra

je investor konzervatívnej²í, £o si môºeme v²imnú´ aj na správaní θLEL(t). Rizikovo averzný

investor nevyh©adáva nato©ko rizikové pozície a preto do rizikových aktív so zvy²ujúcou sa

hodnotou γ investuje men²í podiel svojho majetku. Pre vy²²ie hodnoty averzie vo£i riziku

v závislosti od ξ(t) nadobúda θLEL(t) men²ie hodnoty a svoje správanie výraznej²ie nemení

za ú£lom dosiahnutia WLEL(T ) > W .
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Kapitola 5

Aplikácia LEL-RM na simulovaný

vývoj portfólia

V tejto £asti budeme analyzova´ správanie sa portfólia riadeného LEL-RM pre rôzne hod-

noty exogénnych parametrov, ktoré sú dané investorovou funkciou uºito£nosti. Uvaºujeme

portfólio zloºené z troch reálnych rizikových aktív a jedného bezrizikového dlhopisu. Pod-

kladové aktíva sme pouºili zo stránky http://�nance.yahoo.com a to konkrétne:

� Fidelity Balanced (FBALX)

� AFLAC Inc. (AFL)

� Enterprise Products Partners LP (EPD)

Poznamenajme, ºe so zvy²ujúcou koreláciou medzi aktívami, rastie aj riziko portfólia, preto

sme v nami zvolenom portfóliu zastúpili rastové, vyváºené aj konzervatívne aktívum. Denné

výnosy sme pozorovali za obdobie od 1.1.2005 − 1.1.2007, ke¤ºe neskor²í vývin je ovply-

vnení �nan£nou krízou, po£as ktorej akcie dosahujú záporné výnosy a trhová cena rizika

je taktieº vysoká. Odhadnutý ro£ný výnos pre nami zvolené aktíva za ur£ené obdobie je

µ = {0.052270542, 0.089187476, 0.080038445} a trhová cena rizika pre uvaºovanú úrokovú

mieru r = 0.03 je ∥κ∥ = 0.4351. Varia£no-kovaria£nú maticu sme odhadovali z rovnakého

£asového obdobia.

Analýzu robíme pomocou 200 simulovaných vývojov portfólia riadeného LEL-RM, ktoré

následne porovnáme aj s 200 simuláciami portfólia pri naivnej diverzi�kácii.
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5.1 Jednoro£né drºanie portfólia

Základné parametre sme nastavili nasledovne:

∥κ∥ = 0.4351, W (0) = 1, γ = 3, T = 1, ξ(0) = 1, W = 1, ϵ = 0.01, t = 0

Kone£né hodnoty portfólii sú znázornené na nasledujúcom histograme a tabu©ke (Obr. 5.1)
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Obr. 5.1: Histogram hodnôt portfólia v £ase T = 1 riadených LEL-RM pre dno rovné
po£iato£nému kapitálu

V tomto prípade uvaºujeme hodnotu dna rovnú po£iato£nému kapitálu W = W (0), t.j.

nepripú²´ame na konci investi£ného obdobia ºiadnu stratu. Vidíme v²ak, ºe kone£ná hod-

nota portfólia klesla pod stanovené dno v 29.5% prípadoch. Av²ak minimálna hodnota

portfólia v £ase T je 0.9485, £o predstavuje stratu len 5.15% z po£iato£ného kapitálu. LEL

stratégia udrºuje hodnotu majetku v dobe maturity vä£²inou v intervale [1, 1.4), kde sa

nachádza okolo 67.5% hodnôt v²etkých simulácií. Priemerná hodnota majetku je 1.112 a

maximálne zhodnotenie je o 50.1% z po£iato£nej investície.

Pre porovnanie uvaºujeme nezaistené portfólio s nezmenenými parametrami pri naivnej

diverzi�kácii, t.j. do kaºdého aktíva investujeme 25% z po£iato£ného kapitálu. Pre 200

simulácií vývoja portfólia sú výsledky nasledovné (Obr. 5.2)
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Obr. 5.2: Histogram a tabulové hodnoty nezaisteného portfólia v £ase T = 1

Z daných výsledkov vidíme, ºe strata nastáva v 14% prípadov, av²ak maximálna strata je

aº 13.47%, £o je 2.62 krát vä£²ia ako v prípade LEL-RM. Maximálne zhodnotenie majetku

je 25.74%, £o je takisto v porovnaní s LEL-RM niº²ie.

5.2 Pred¨ºenie investi£ného horizontu

Vysoká po£etnos´ strát v predchádzajúcom prípade môºe by´ spôsobená poºadovanou vysokou

hodnotou dna vzh©adom na relatívne krátke obdobie drºania portfólia. Preto sme zvý²ili

dobu do maturity na T = 2, no ostatné parametre sme ponechali nezmenené. Simulácie

vykazujú nasledovné výsledky (Obr. 5.3):
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Obr. 5.3: Histogram a tabulové hodnoty portfólia riadeným LEL-RM v £ase T = 2

38



KAPITOLA 5. APLIKÁCIA LEL-RM NA SIMULOVANÝ VÝVOJ PORTFÓLIA

Vidíme, ºe zvý²ením doby do maturity dosahujeme výrazne lep²ie výsledky. Zvý²ením doby

do maturity sme zníºili straty aº o 12%, t.j. len v 17% prípadoch poklesla hodnota majetku

pod po£iato£né imanie a zárove¬ maximálna strata bola len vo vý²ke 8.2% z po£iato£nej

investície. Rovnako zhodnotenie majetku pre dlh²ie obdobie dostáva vä£²í priestor. Max-

imálna hodnota majetku sa dosiahla na úrovni 193.72% z po£iato£ného imania. Av²ak

kone£ná hodnota vä£²iny portfólií sa nachádza v rámci intervalu [1, 1.7), v ktorom zazna-

menávame 80.5% prípadov. Priemerná hodnota je 1.232, £o predstavuje priemerné zhod-

notenie o 23.2%.

Ak porovnáme LEL-RM s nezaisteným portfóliom, ktoré vykazuje nasledujúce výsledky

(Obr. 5.4)
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Obr. 5.4: Histogram a tabulové hodnoty nezaisteného portfólia pre T = 2

Vidíme, ºe portfólia riadené LEL-RM dosahujú vy²²ie výnosy a prípadné straty sú men²ie

ako v prípade benchmarku.

5.3 Zníºenie hodnoty dna

Ke¤ºe stále dosahujeme straty pomerne vo ve©kom percente prípadov zníºime hodnotu dna

na úrove¬ W = 0.95. Ostatné parametre nechávame rovnaké ako v prípade 2.. Výsledky

simulácií sú nasledovné (Obr. 5.5):
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Obr. 5.5: Histogram a tabulové hodnoty portfólia riadeným LEL-RM v £ase T = 2 pre
zniºené dno W=0.95

Vidíme, ºe zníºením dna o 5% sme zníºili straty, ktoré nastávajú iba v 1% v²etkých prí-

padoch, t.j. len v dvoch prípadoch. Maximálna strata je 5.92% z po£iato£nej investície. Je

zrejmé, ºe zniºovaním hodnoty dna a tým zvy²ovaním hodnoty vankú²a medzi po£iato£nou

hodnotou portfólia a dnom, zvä£ujeme priestor pre zhodnotenie investícií a pravdepodob-

nos´, ºe hodnota portfólia bude vä£²ia teda tieº rastie. Hodnoty portfólia sa nachádzajú v

88% prípadov v intervale [1, 1.6). Priemerná hodnota portfólia v £ase maturity je 1.289.

Ak porovnáme dané výsledky s nezaisteným portfóliom, kde priemerná hodnota portfólia

dosahuje hodnotu 1.169, vidíme, ºe v prípade portfólia riadeného LEL-RM dosahujeme

výrazne vy²²ie zhodnotenie.

5.4 Výraznej²ie zníºenie dna

Ak hodnotu vankú²a zvý²ime e²te výraznej²ie zníºením dna aº na hodnotu W = 0.9.

Výsledky sú zachytené histograme a v tabu©ke (Obr. 5.6)

Vidíme, ºe hodnoty sa pohybujú prevaºne v intervale [1, 1.8) a priemerná hodnota portfólia

dosahuje hodnotu 1.286. Maximálne zhodnotenie je az do vý²ky 203.8% z po£iato£nej in-

vestície. Av²ak stratu zaznamenávame uº v 4% zo v²etkých prípadov, £o vyplýva z výrazne-

j²ieho investovania do rizikových aktív.
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Obr. 5.6: Histogram a tabulové hodnoty portfólia v £ase T = 2 pre zniºené dno W=0.9

5.5 Zvý²enie averzie vo£i riziku

V tomto prípade sa zameriame na hodnotu averzie vo£i riziku a konkrétne zvý²ime param-

eter γ na hodnotu 5. Ostatné parametre nechávame rovnaké ako v prípade 3.. Výsledné

hodnoty sú nasledovné (Obr. 5.7):
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Obr. 5.7: Hodnoty portfólia v £ase T = 2 pre parametre W = 0.95, γ = 5

Vidíme, ºe pri zvý²enej averzií vo£i riziku sa zniºuje moºnos´ výraznej²ieho zisku, ke¤ºe

investor sa stáva konzervatívnej²í. Hodnoty sa pohybujú prevaºne v intervale [1, 1.5) a

41



KAPITOLA 5. APLIKÁCIA LEL-RM NA SIMULOVANÝ VÝVOJ PORTFÓLIA

priemerná hodnota dosahuje 1.203, £o sú v porovnaní s predchádzajúcim prípadom niº²ie

hodnoty.

5.6 Zníºenie averzie vo£i riziku

Ak v²ak zníºime averziu vo£i riziku na hodnotu γ = 2, portfólia dosahujú nasledovné

hodnoty (Obr. 5.8)
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Obr. 5.8: Hodnoty portfólia v £ase T = 2 pre W = 0.95 a γ = 2

Investor s nízkou averziou vo£i riziku investuje vä£²í podiel majetku do rizikových akcií

a tým výraznej²ie participuje na ich vývoji. To sa odzrkadlilo aj na ²irokej ²kále hodnôt

majetku na konci drºania portfólia. Tým, ºe investor vyh©adáva rizikovej²ie pozície zvy²uje

pravdepodobnos´ výraznej²ieho zisku, ale zárove¬ aj pravdepodobnos´ potenciálnej straty.

Vidíme, ºe aº v 9.5% prípadoch nedosiahla hodnota portfólia ani úrove¬ dna. Na druhej

strane zaznamenávame vy²²ie percento výraznej²ích ziskov. V 76% prípadov sa hodnota

portfólia pohybovala v intervale [1, 2) a priemerná dosiahnutá hodnota je 1.3269.

Na základe dosiahnutých výsledkov vidíme, ºe zvy²ovaním ve©kosti vankú²a, t.j. zniºovaním

hodnoty dna dosahuje LEL stratégia lep²ie výsledky. Pri zmene parametra vyjadrujúceho

averziu vo£i riziku vidíme, ºe investor s niº²ou averziou vo£i riziku dosahuje výraznej²ie

zisky ako averznej²í investor, no pravdepodobnos´ potenciálnej straty je v prípade menej

averznej²ieho investora vy²²ia. To je spôsobené tým, ºe rizikovo averznej²í investor investuje

vä£²í podiel do bezrizikového dlhopisu a teda nato©ko neparticipuje na vývoji aktív.
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Kapitola 6

Historické simulácie

V nasledujúcom texte budeme pozorova´ reakciu a správanie sa portfólia riadeného LEL-

RM v prípade skuto£ného vývoja aktív. Opä´ uvaºujeme portfólio zloºené z troch rizikových

aktív a jedného bezrizikového dlhopisu. Historický vývoj aktív sme pouºili zo stránky

http : //finance.yahoo.com. Konkrétne aktíva sú nasledovné:

� Agilent Technologies Inc. (A)

� AFLAC Inc. (AFL)

� Fidelity Balanced (FBALX)

Varia£no-kovarian£nú maticu a ro£né výnosy sme odhadovali za obdobie od 02.01.2004 −

03.01.2006. Odhadnutý ro£ný výnos za dané obdobie bol µ = {0.127566172, 0.089187476,

0.061426657} a trhová cena rizika ∥κ∥ = 0.4295. Vývoj aktív za obdobie od 03.01.2006 −

02.01.2008 sme pouºili na simuláciu stratégie. Pohyb aktív nebude simulovaný náhodne,

av²ak bude sledova´ skuto£né denné výnosy, ktoré aktíva reálne dosahovali za pozorované

obdobie. Varia£no-kovarian£nú maticu sme uvaºovali kon²tantnú. Portfólio riadené LEL

stratégiou budeme analyzova´ pre rôzne hodnoty parametrov.

6.1 Ro£né drºanie portfólia

Najskôr sa pozrieme na ro£ný priebeh portfólia riadeného LEL-RM. Budeme sledova´ vývoj

akcií za obdobie od 03.1.2006 − 03.01.2007, ktorý je pre ilustráciu zaznamenaný na nasle-

dujúcom obrázku (Obr. 6.1)
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Obr. 6.1: Vývoj rizikových aktív A(t), AFL(t), FBALX(t)

Vývoj prvého rizikového aktíva (A) má z po£iatku prevaºne rastúci charakter. Od 12.05.2006

do 07.08.2006 hodnota akcie postupne klesla z hodnoty 39.15 na 27.08, £o predstavuje pok-

les aº o 30.83%. Maximálny denný pokles bol zaznamenaný práve po£as tohto obdobia a

to vo vý²ke 8.574% d¬a 16.05.2006. Prevaºne rastúcu tendenciu si vývoj ceny akcie udrºuje

od 15.08.2006 do konca sledovaného obdobia. Maximálny denný výnos, ktorý vývoj akcie

dosiahol bol vo vý²ke 8.90% d¬a 15.08.2006. Vývoj ceny druhého aktíva (AFL) má pre-

vaºne klesajúci charakter, výraznej²í rast ceny akcie nadobúda od 06.04.2006− 05.05.2006,

17.08.2006−04.10.2006 a posledný mesiac pozorovaného obdobia od 01.12.2006. Maximálny

denný výnos bol 3.52%. V zvy²nom období mala cena akcie v priemere klesajúci charakter,

pri£om maximálny denný pokles bol zaznamenaný d¬a 26.07.2006 vo vý²ke 3.98%. Posledné

44



KAPITOLA 6. HISTORICKÉ SIMULÁCIE

tretie aktívum (FBALX) zaznamenáva výraznej²ie výkyvy v období od 08.05.2006 do

11.09.2006, v ktorom dosiahla maximálne denné zhodnotenie vo vý²ke 1.95% d¬a 29.06.2006

a maximálny denný pokles 4.422% d¬a 08.09.2006. Zvy²ný vývoj si udrºuje prevaºne rastúci

charakter. Vývoj tretieho vyváºeného aktíva je v porovaní z druhými dvoma vyrovnaný a

jeho volatilita je najniº²ia.

V nasledujúcom texte budeme sledova´ vývoj portfólia riadeného LEL-RM a vystavenia do

rizikových aktív a ich reakciu na zmeny v hodnotách cien akcií. Trhová cena rizika pre dané

aktíva je ∥κ∥ = 0.4295. Ostatné parametre sme na za£iatku nastavili nasledovne:

ϵ = 0.01 W (0) = 1 γ = 3 T = 1 ξ(0) = 1 W = 1 t = 0

Obrázok (Obr. 6.2) zaznamenáva vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív:
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Obr. 6.2: Vývoj hodnoty portfólia WLEL(t) a vystavenia do rizikových aktív qLEL(t)

Podiel investovaný do rizikových aktív pre nastavené parametre v prípade benchmarku je

θB = {0.2958, 0.3737, 0.5769}. Vidíme, ºe najvä£²í podiel majetku investuje stratégia do

rovnováºneho aktíva (FBALX) a preto aj participácia na vývoji cien akcií bude v najvä£²ej

miere ovplyvnená vývojom tohto aktíva.

Kone£ná hodnota majetku v £ase maturity dosiahla hodnotu 1.0027, £o predstavuje zhod-

notenie len o 0.27%. Vidíme, ºe po£as poklesu cien akcií klesla aj hodnota majetku pod

stanovené dno a vystavenie do rizikových aktív sa drºalo na výrazne nízkej úrovni. V prí-
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pade rastu cien akcií sa zvy²uje vystavenie a tým aj hodnota majetku rastie. Ku koncu

obdobia dosiahlo vystavenie maximálnu hodnotu rovnú 1 za ú£elom vy²²ieho zhodnotenia

po£iato£nej investície. Vystavili sme sa síce vy²²iemu riziku, av²ak o to viac sme mohli par-

ticipova´ na raste cien podkladových aktív. Maximálna hodnota majetku dosiahnutá po£as

sledovaného obdobia bola 1.0575. Dno, ktoré bolo v tomto prípade rovné po£iato£nému

kapitálu, nebolo dosiahnuté v 61.5% obdobia. Minimálna hodnota v²ak neklesla pod hod-

notu 0.9645, teda maximálny pokles z po£iato£nej investície bol len o 3.55%. Ke¤ºe hodnota

dna je na relatívne krátke obdobie príliº vysoká, stratégia neriskuje prudkú zmenu v cenách

aktív, ktorá by viedla k poklesu hodnoty portfólia pod stanovené dno a pois´uje výrazný

podiel investície v bezrizikovom dlhopise. Preto sme aj ku koncu investi£ného obdobia neza-

znamenali výrazné zhodnotenie vloºeného kapitálu.

Na obrázku (Obr. 6.3) porovnávame portfólio riadené LEL stratégiou s portfóliom pri

naivnej diverzi�kácii, t.j. do kaºdého aktíva sme vloºíli ²tvrtinu majetku.
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Obr. 6.3: Vývoj hodnoty portfólia WLEL(t) a nezaisteného portfólia WN (t)

Vidíme, ºe nezaistené portfólio síce vykazuje vy²²ie zhodnotenie majetku ako riadené port-

fólio, v prípade poklesu cien akcií je v²ak pokles hodnoty majetku výrazne vy²²í. Pri LEL

stratégii bol maximálny pokles vo vý²ke 3.6% z po£iato£nej investície a pri naivnej diverz-
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i�kácii bol takmer dvojnásobný a to o 6.7% z po£iato£ného imania. Niº²ie zhodnotenie v

prípade LEL stratégie je spôsobené tým, ºe pri vysokej hodnote dna je podiel investovaný

do rizikových aktív men²í ako pri naivnej diver-zi�kácii a preto aj participácia na raste cien

aktív nie je taká výrazná.

6.1.1 Zníºenie hodnoty dna o 3%

Zníºením hodnoty dna zvý²ime rozdiel medzi dnom a po£iato£nou investíciou, v¤aka £omu

budeme môc´ výraznej²ie participova´ na vývoji akcií. Zvy²né parametre okrem dna sme

ponechali nezmenené. Ro£ný vývoj portfólia riadeného LEL stratégiou a vystavenie pre

zníºenú hodnotu dna je nasledovný (Obr. 6.4):
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Obr. 6.4: Vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív pre zníºené dno

Kone£ná hodnota portfólia len mierne prekro£ila stanovené dno rovné W = 0.97 a do-

siahla hodnotu 0.9725. Zvý²ením rozdielu medzi dnom a po£iato£ným imaním sme vytvorili

vä£²í priestor na investovanie do rizika. To sa odzrkadlilo aj na vývoji vystavenia, ktoré

sa udrºuje na vysokej úrovni v prípade rastu podkladových aktív a výrazne poklesne v

období negatívneho vývoja cien akcií, v ktorom si investor prevaºnú £as´ svojho majetku

pois´uje v bezrizikovom dlhopise. Podobné správanie zaznamenávame aj pri vývoji hodnoty

portfólia, ktoré dosahuje jednak vä£²ie zhodnotenie ale aj výraznej²í pokles pod stanovené

dno. Po£as sledovaného obdobia nadobudla hodnota majetku maximálnu hodnotu rovnú

1.0733 a minimálnu hodnotu 0.9410.
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V porovnaní s nepoisteným portfóliom je vývoj majetku LEL stratégie nasledovný (Obr.

6.5):
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Obr. 6.5: Porovnanie vývoja riadeného WLEL(t) a nezaisteného portfólia WN (t)

Portfólio pri naivnej diverzi�kácii investuje do rizikových aktív 75% svojho majetku nezávisle

od nastavania parametrov. Vidíme, ºe v tomto prípade je kone£né zhodnotenie portfólia

pri naivnej diverzi�kácii vy²²ie ako pri LEL-RM aj napriek tomu, ºe LEL stratégia pri

zníºenom dne zvy²uje vystavenie do rizikových aktív a tým zvy²uje participáciu na vývoji

akcií. Najvä£²í podiel majetku v²ak investuje do akcie (FBALX), ktorá v²ak pri svojom

vyváºenom vývoji neumoº¬uje LEL stratégii výraznej²ie zhodnoti´ majetok, no na druhej

strane zniºuje riziko poklesu pri prudkej zmene na �nan£ných trhoch. Vidíme, ºe nepoistené

portfólio vykazuje vä£²iu stratu a aj niº²ie maximálne zhnodnotenie.

6.2 Pred¨ºenie pozorovaného obdobia na dobu T = 2

V nasledujúcej £asti budeme uvaºova´ dvojro£ný vývoj od 03.01.2006− 02.01.2008 daných

aktív, ktorý je zobrazený na nasledujúcich grafoch (Obr. 6.6)
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Obr. 6.6: Dvojro£ný vývoj rizikových aktív A(t), AFL(t), FBALX(t)

Prvé aktívum (A) v druhom roku sledovaného vývoja vykazuje aº do maturity striedavo

rast a následne pokles ceny. V období od 06.03.2007 − 12.07.2007 si udrºiava prevaºne

rastúci charakter a následne cena akcie prudko klesá, pri£om d¬a 15.08.2007 dosiahla akcia

maximálny denný pokles aº vo vý²ke 11.479%. Od 16.08.2007 aº do konca pozorovaného ob-

dobia má akcia striedavo rastúci a klesajúci charakter. Vývoj druhého aktíva (AFL) môºeme

povaºova´ v druhom roku sledovania v priemere za rastúci, pri£om maximálne denné zhod-

notenie zaznamenala akcia d¬a 25.07.2007 vo vý²ke 7.942%. Tretie aktívum (FBALX) má

z po£iatku rastúci charakter a ku koncu obdobia vykazuje pokles. Maximálny denný pokles

4.51% utrpela cena akcie d¬a 05.10.2007 a maximálne zhodnotenie 18.09.2007 vo vý²ke

2.055%.
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Pozrieme sa teraz na vývoj portfólia s dvojro£nou dobou maturity a dnom rovným 0.97.

Vývoj hodnoty majetku a vystavenia pre nezmenené ostatné parametre je gra�cky znázor-

nený na nasledujúcom obrázku (Obr. 6.7)
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Obr. 6.7: Vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív pre T = 2 s dnom W

Stratégia dosiahla v £ase maturity zhodnotenie po£iato£nej investície o 9.31%, t.j. kone£ná

hodnota portfólia bola na úrovni 1.0931. Maximálna hodnota majetku vo vý²ke 1.1283 bola

dosiahnutá d¬a 31.10.2007, kedy v²etky tri ceny rizikových aktív vykazovali rast a vystave-

nie sa v tomto období drºalo na maximálnej moºnej úrovni rovnej 1. Správanie vystavenia

je podobné ako v predchádzajúcich prípadoch, ke¤ºe pri poklese cien akcií klesá aj vystave-

nie a rastie v prípade pozitívneho vývoja za ú£elom zhodnotenia investície. Na rozdiel od

krat²ieho investi£ného horizontu vidíme, ºe v tomto prípade dosahuje vystavenie celkovo

vy²²ie hodnoty a ku koncu investi£ného obdobia sa udrºuje na maximálnej hodnote rovnej

1. Maximálnu hodnotu dosahuje aº v 3/10 celkového obdobia a tým umoº¬uje stratégii

participova´ na raste cien aktív. Na druhej strane kvôli vy²²iemu vystaveniu poklesla hod-

nota majetku po£as sledovaného obdobia výraznej²ie ako pri jednoro£nom drºaní portfólia

a minimálnu hodnotu dosiahla vo vý²ke 0.9383, £o predstavuje prekro£enie dna o 3.27%.

Porovnanie s portfóliom pri naivnej diverzi�kácii zaznamenáva nasledujúci obrázok (Obr.

6.8)
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Obr. 6.8: Porovnanie vývoja riadeného WLEL(t) a nezaisteného portfólia WN (t)

Môºeme si v²imnú´, ºe hodnota majetku pri LEL-RM sa udrºuje prevaºne pod alebo je

rovná majetku pri naivnej diverzi�kácii, ke¤ºe vývoj portfólia pri LEL stratégii je výrazne-

j²ie ovplyvnený rizikovými aktívami, no na druhej strane stratégia pois´uje portfólio a preto

je hodnota majetku niº²ia ako pri neriadenom portfóliu. Minimálna hodnota majetku v²ak

bola niº²ia pre neriadené portfólio, kde poklesla na hodnotu 0.9333.

6.2.1 Zníºenie dna W a zvý²enie parametra ϵ

Teraz sa pozrieme na vývoj portfólia so zníºeným dnom rovným 0.95 a ϵ = 0.02. Pri tejto

zmene parametrov dostáva stratégia vä£²í priestor na participáciu vo vývoji rizikových ak-

tív. Teda parametre stratégie sú nasledovné

∥κ∥ = 0.4295 W (0) = 1 γ = 3 T = 2 ξ(0) = 1 W = 0.95 ϵ = 0.02 t = 0

Vývoj hodnoty majetku a vystavenia je zaznamenaný na Obr. 6.9
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Obr. 6.9: Vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív pre T = 2 a zníºené dno

Vidíme, ºe vystavenie do rizikových aktív dosahuje po£as celého pozorovaného obdobia

hodnoty vä£²ie ako jedna polovica a skoro tretinu obdobia je rovný maximálnej moºnej

hodnote. Do rizika investujeme výrazne viac a to aj v prípade poklesov cien rizikových

aktív. Na druhej strane sa v²ak v¤aka tomu vo vä£²ej miere podielame na pozitívnom

vývoji akcií. Vidíme, ºe maximálne zhodnotenie po£as drºania portfólia bolo aº o 15.22% z

po£iato£nej investície a kone£ná hodnota sa udrºala na hodnote 1.1163. Hodnota majetku

sa ale pohybuje vo vä£²om intervale ako v predchádzajúcich prípadoch. Minimálna hodnota

bola len na úrovni 0.9176.

V porovnaní s naivnou diverzi�káciou je vývoj portfólia nasledovný (Obr. 6.10)
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Obr. 6.10: Porovnanie vývoja riadeného WLEL(t) a nezaisteného portfólia WN (t)
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Vidíme, ºe v¤aka vy²²ím hodnotám vystavenia dosahuje LEL stratégia zhodnotenie ma-

jetku podobné neriadenému portfóliu a dokonca maximálna hodnota bola pri LEL stratégii

vy²²ia a to na úrovni 1.1522, pri£om neriadené portfólio zhodnotilo po£iato£nú investíciu

maximálne o 14.56%.

6.2.2 Zvý²enie averzie vo£i riziku

Pozrieme sa e²te na vývoj stratégie pre rizikovo averznej²ieho investora a zvý²ime para-

meter averzie vo£i riziku γ na hodnotu 5. Dno je rovné 0.95 a ϵ = 0.01, ostatné parametre

zostávajú nezmenené. Obrázok 6.11 znázor¬uje vývoj optimálnej hodnoty majetku a vys-

tavenia
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Obr. 6.11: Vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív pre T = 2 a γ = 5

S vy²²ou averziou k riziku sa zniºuje podiel investovaný do rizikových aktív v prípade bench-

marku a nadobúda hodnoty θB = {0.1775, 0.2242, 0.3461}. Pri vy²²ej hodnote parametra

γ sa stratégia stáva konzervatívnej²ou a o to výraznej²ie sa snaºí udrºa´ hodnotu ma-

jetku nad stanoveným dnom, £o dosahuje pomocou vystavenia, ktoré po£as celého obdobia

nadobúda vysoké hodnoty. Okrem obdobia, v ktorom sa sú£asne drºali v²etky ceny aktív

na najniº²ej úrovni, hodnota vystavenia dosahuje maximálnu hodnotu rovnú 1. Tým sa

stratégia pois´uje pred prípadným poklesom hodnoty majetku pod stanovené dno. Hod-

nota portfólia sa po£as celého investi£ného obdobia nedostala pod stanovené dno, ktoré

bolo v tomto prípade rovné 0.95. Minimálne hodnota portfólia klesla na 0.9506. Maximálna
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hodnota majetku bola 1.1374 a kone£ná hodnota je rovná 1.1197.

Na obrázku (Obr. 6.12) je znázornené porovanie s portfóliom pri naivnej diverzi�kácii
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Obr. 6.12: Porovnanie vývoja riadeného WLEL(t) a nezaisteného portfólia WN (t)

Síce portfólio s neoptimálnou alokáciou majetku dosahuje maximálnu hodnotu rovnú 1.1456,

£o je vy²²ia hodnota ako v prípade portfólia riadeného LEL-RM, kde maximálna hodnota

bola 1.1374, pokles v prípade neriadeného portfólia je v niektorých prípadoch vä£²í ako pre

LEL-RM aº o 1.73%.

6.3 Reakcia LEL-RM na prudký pokles cien akcií

V tejto £asti sa pozrieme na významnú úlohu LEL-RM v prípade prudkého poklesu na �-

nan£nom trhu. Pred¨ºime investi£ný horizont a budeme sledova´ vývoj aktív aº do 04.01.2010,

ktorý v sebe zah¯¬a aj obdobie �nan£nej krízy na akciových trhoch. Vývoj rizikových aktív

za obdobie od 03.01.2006− 04.01.2010 je zaznamenaný na Obr. 6.13.

Vidíme, ºe v²etky aktíva zaznamenali prudký pokles po£as �nan£nej krízy v roku 2008 −

2009. Cena prvého aktíva (A) klesla z maximálnej dosiahnutej hodnoty 40.4 aº na hod-

notu 12.44, pri£om maximálny denný pokles bol vo vý²ke 11.48%. Po prudkom páde vývoj

akcie ku koncu obdobia opä´ nadobúda rastúci charakter a z minimálnej hodnoty sa do
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Obr. 6.13: Vývoj rizikových aktív A(t), AFL(t), FBALX(t) po£as ²tyroch rokov

04.01.2010 dostalo na úrove¬ 30.96. Maximálny denný výnos po£as celého obdobia bol aº

13%. Druhé aktívum (AFL) zaznamenalo maximálny denný pokles vo vý²ke 11.48%. Jeho

hodnota po£as sledovaného obdobia klesla z maximálnej ceny rovnej 68.22, ktorú dosiahlo

d¬a 28.04.2008, aº na minimálnu dosiahnutú hodnotu 11.49 d¬a 09.03.2009. Po dosiah-

nutí svojho minima rovnako ako prvé aktívum nadobúda rastúci charakter a ku koncu

investi£ného obdobia sa dostala cena akcie na úrove¬ 48.95. Maximálny denný výnos za-

znamenala akcia rovný 0.2645. Posledné tretie aktívum (FBALX) zaznamenalo najniº²í

denný pokles 6.03% a cena akcie po£as sledovaného obdobia klesla z maximálnej hodnoty

21.56 na 11.21. Vývoj tretieho aktíva mal najniº²iu volatilitu.

Správanie LEL-RM budeme sledova´ po£as ²tyroch rokov, pri£om základné parametre sú

nasledovné

W (0) = 1 γ = 3 T = 4 ξ(0) = 1 W = 0.98 ϵ = 0.01 t = 0
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Vývoj hodnoty majetku a vystavenia po£as tohto obdobia zachytáva obrázok Obr. 6.14

Vidíme, ºe po£as prudkého poklesu cien akcií klesla aj hodnota portfólia, ktorá sa dostala
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Obr. 6.14: Vývoj hodnoty portfólia a vystavenia do rizikových aktív pre T = 4

na minimálnu hodnotu rovnú 0.8558. Vystavenie sa po£as tohto obdobia poklesu drºalo na

velmi nízkej úrovni a teda stratégia pois´ovala výrazne vä£²iu £as´ v bezrizikovom dlhopise,

v¤aka £omu hodnota majetku neklesla proporcionálne k vý²ke poklesu cien aktív. Ku koncu

obdobia, po£as ktorého ceny akcií rástli, LEL stratégia zvy²uje vystavenie a tým zhodnocuje

majetok. Kone£ná hodnota portfólia dosiahla úrove¬ 0.9654, £o je len mierne pod hodnotou

dna.

V porovaní s naivnou diverzi�káciou je vývoj LEL stratégie nasledovný (Obr. 6.15)
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Obr. 6.15: Porovnanie LEL-portfólia WLEL(t) a portfólia WN (t) pri naivnej diverzi�kácii
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Vidíme, ºe participácia na raste cien aktív je pri LEL-RM niº²ia ako pri neriadenom port-

fóliu a hodnota portfólia pri LEL-RM rastie pomal²ie, ke¤ºe najvä£²í podiel investuje do

tretieho aktíva, ktoré má relatívne vyváºený charakter. Av²ak v období prudkých poklesov

cien akcií hodnota portfólia pri LEL-RM dosahuje výrazne vy²²ie hodnoty ako neriadené

portfólio, kde klesla hodnota majetku aº na 0.5756 a len v¤aka následnému pozitívnemu

vývoju aktív do konca obdobia neutrpela stratégia pri naivnej diverzi�kácii výraznej²iu

stratu z po£iato£nej hodnoty investície ako LEL-RM.

Z výsledkov sme zistili, ºe LEL-RM zohráva významnú úlohu pri negatívnom vývoji na �-

nan£ných trhoch a v¤aka optimálnej dynamickej alokácii portfólia medzi rizikové a bezrizikové

aktíva je ú£inným nástrojom pre poistenie proti prudkým poklesom v cenách akcií. Zárove¬

v²ak umoº¬uje pri minimálnom riziku participova´ na raste cien akcií a tým zhodnoti´

vloºenú investíciu. Dosiahnutie potenciálneho výnosu je moºnos´ou, a nie istotou pri ri-

adení portfólia pomocou LEL-RM, av²ak táto moºnos´ s poistením portfólia proti stratám a

garanciou návratu investície v hodnote stanoveného dna je hlavnou výhodou LEL rizikového

manaºmentu.
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Straty pri LEL-RM a VaR-RM

Basak a Shapiro (2001) ukázali, ºe straty pri VaR-RM sú výrazne vä£²ie ako pri optimál-

nej alokácii pomocou LEL-RM. V tejto kapitole budeme rovnako analyzova´ potenciálne

straty, ktoré nastávajú pri vysokých hodnotách stavovej funkcie ξ(T ). Zameráme sa na

vy²²iu trhovú cenu rizika, dlh²í investi£ný horizont a vy²²ie hodnoty parametra γ, ktorý

vyjadruje averziu investora vo£i riziku. Porovnáme straty, s ktorými investor musí po£íta´

ak svoje portfólio riadi LEL-RM alebo VaR-RM. Ukáºeme, ºe straty pri LEL stratégii sú

výrazne men²ie ako pre VaR-RM.

Pre detailnú analýzu optimálneho správania pri VaR-RM a LEL-RM stratégii, budeme

uvaºova´ CRRA preferencie, u(W ) = W 1−γ

1−γ , γ > 0, a log-normálne rozdelenie stavovej

funckie s kon²tantnou bezrizikovou úrokovou mierou a trhovou cenou rizika.

Najprv si uvedieme optimálnu hodnotu majetku v £ase maturity pre obe stratégie v závisloti

od hodnôt stavovej funkcie ξ(T ).

VaR-RM

Optimálna hodnota majetku v £ase T pre VaR je

W V aR(T ) =


I(yξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

W ak ξ ≤ ξ(T ) < ξ̄

I(yξ(T )) ak ξ̄ ≤ ξ(T )

Gra�cky je optimálna hodnota znázornená na obrázku Obr. 7.1.

Ako si môºeme v²imnú´, pre vysoké hodnoty stavovej funkcie, t.j. zlé stavy sú straty pri
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Obr. 7.1: Optimálna hodnota majetku pri VaR-RM W V aR(T ) ako funkcia ξ(T )

VaR stratégii vä£²ie nanajvý² rovné stratám v prípade benchmarku, ke¤ºe pre tieto hodnoty

stavovej veli£iny nie je portfólio vôbec poistené.

LEL-RM

Optimálna hodnota majetku v £ase maturity v prípade LEL stratégie je

WLEL(T ) =


I(z1ξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

ϵ

W ak ξ
ϵ
≤ ξ(T ) < ξ̄ϵ

I((z1 − z2)ξ(T )) ak ξ̄ϵ ≤ ξ(T )

Priebeh optimálneho majetku v závislosti od ξ(T ) je znázornený na obrázku Obr. 7.2

0 ξ(T)

W(T)

WPI

WLEL

WB

Obr. 7.2: Optimálna hodnota majetku pri LEL-RM WLEL(T ) ako funkcia ξ(T )
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Vidíme, ºe straty v prípade LEL stratégie sú men²ie nanajvý² rovné tým, ktoré nastávajú

pre benchmark. Na rozdiel od VaR-RM, LEL stratégia v zlých stavoch £iasto£ne pois´uje

portfólio a preto sú straty výrazne men²ie.

7.1 Porovnanie strát

Zameriame sa na tzv. zlé stavy, v ktorých sa vyskytujú rozsiahle straty. Aby sme ukázali,

ºe straty v prípade LEL-RM sú ekonomicky signi�kantne men²ie ako pre VaR-RM, budeme

testova´ nasledujúci podiel strát

E
[
ξ(T )(W −W V aR(T ))1ξ(T )≥ξ̄

]
\E
[
ξ(T )(W −WLEL(T ))1ξ(T )≥ξ̄

]
(7.1)

Ve©kos´ strát investora po£ítame pomocou vz´ahu, ktorým je de�novaná sú£asná hodnota

straty pre LEL stratégiu a to

E
[
ξ(T )(W −WLEL(T ))1ξ(T )≥ξ̄

]
Táto hodnota sa vz´ahuje na ve©kos´ dna W . Tzv. zlé stavy v²ak budeme uvaºova´ v súvis-

losti s VaR stratégiou. Tieto zlé stavy predstavujú výnimo£ne nepriaznivé podmienky, vo£i

ktorým nie je VaR-RM vôbed poistená, na rozdiel od LEL-RM, ktorá ich £iasto£ne pois´uje.

Nasledujúca tabu©ka 7.1 zachytáva podiel strát pre meniace sa parametere rizikovej averzie

γ, VaR pravdepodobnosti α, LEL parameteru ϵ vzh©adom na po£iato£nú investíciu W (0)

a dobu drºania portfólia T .

Tabu©ka 7.1: Podiel strát pri VaR-RM a LEL-RM

1. γ = 2

α=0.01 α=0.025 α=0.05
ϵ ϵ ϵ

�as 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2
T=0.25 196.39 152.35 122.2 236.51 166.47 125.57 303.64 182.47 126.8
T=0.5 247.8 183.68 143.88 336.23 212.4 152.4 572.85 255.72 160.66
T=1 331.05 221.97 165.52 629.39 289.61 185.8 108.63 453.87 216.06
T=2 621.16 297.73 196.08 1944 567.26 248.69 106.25 106.25 368.79
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2. γ = 3

α=0.01 α=0.025 α=0.05
ϵ ϵ ϵ

�as 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2
T=0.25 149.65 117.76 108.4 161.31 117.93 106.35 182.3 119.97 105.38
T=0.5 189.24 143.93 113.81 227.44 154.85 114.46 296.9 167.41 112.95
T=0.1 247.78 175.73 133.89 353.45 202.86 139.14 775.41 252.71 146.54
T=2 379.74 222.94 155.88 1256.43 310.94 174.3 104.42 650.81 207.01

3. γ = 4

α=0.01 α=0.025 α=0.05
ϵ ϵ ϵ

�as 0.5 1 2 0.5 1 2 0.5 1 2
T=0.25 115.73 105.19 105.19 117.98 104.31 104.31 120.63 102.63 102.63
T=0.5 150.94 116.37 107.08 167.12 117.9 106.06 193.49 119.25 104.12
T=1 195.29 142.41 109.71 245.4 153.42 108.6 369.99 169.66 106.3
T=2 275.74 175.39 126.22 513.16 212.03 130.24 102.48 304.5 137.86

Pravdepodobnos´ straty, α, a ϵ uvaºujeme v percentuálnych bodoch a dobu T v

ro£ných jednotkách. Podiel strát po£ítame pre rôzne hodnoty averzie vo£i riziku a to

konkrétne 2, 3 a 4. Pre kaºdú hodnotu γ sme menili parametre α ∈ {1%, 2.5%, 5%},

ϵ ∈ {0.5%, 1%, 2%} a T ∈ {0.25, 0.5, 1, 2}. Fixné hodnoty sme uvaºovali nasledovné:

W = 0.95, r = 0.03, ∥κ∥ = 0.5295, ξ(0) = 1. Pre v²etky hodnoty je VaR podmienka

splnená. LEL podmienka nie je splnená pre γ = 3, T = 0.25 a ϵ = 2% a pre γ = 4,

ϵ ∈ {1, 2} a T = 0.25 a pre γ = 4, ϵ = 2 a T = 0.5. LEL stratégia nezaznamenáva

stratu pre γ ∈ {2, 3, 4}, T = 2, ϵ = 0.5%, α = 5% a pre γ = 2, T = 2, ϵ = 1%,

α = 5% a γ = 2, T = 1, ϵ = 0.5%, α = 5%. V týchto prípadoch sme po£ítali pomer

strát medzi VaR-RM a benchmarkom.

Parametre sú nastavené tak, aby predstavovali realistické kombinácie a tým poskytli em-

piricky významný odhad podielu strát medzi dvomi uvaºovanými stratégiami rizikového

manaºmentu. Hodnoty ϵ, ktoré sme pouºili {0.5%, 1%, 2%}, sú zvolené vzh©adom na straty

pri VaR-RM. Napríklad pre nezmenené �xné parametre a rizikovú averziu rovnú γ = 3,

T = 0.5 a VaR pravdepodobnos´ α = 1%; 2.5% a 5%, dosahuje sú£asná hodnota straty pri

VaR-RM, t.j.

E
[
ξ(T )(W −W V aR(T ))1ξ(T )≥ξ̄

]
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hodnoty 0.54%, 1% a 1.48% z po£iato£nej investície. Preto pre nastavené LEL parametre,

investor riadiaci portfólio LEL-RM je vystavený podobným o£akávaným stratám ako pri

VaR-RM.

Na základe dosiahnutých výsledkov vidíme, ºe v nepriaznivých stavoch sú straty pri VaR-

RM nielen vä£²ie ako pri riadení portfólia LEL stratégiou, no navy²e sa vyskytujú pre

v²etky parametre. Pre vä£²inu kombinácií sa podiel strát nachádza v rozsahu 200%−1000%.

Napríklad pre investora s dobou drºania portfólia 3 mesiace a s VaR pravdepodobnos´ou

α = 5% je sú£asná hodnota straty takmer dvakrát vä£²ia ako pri LEL-RM s ϵ = 0.5%,

a podiel rastie s niº²ou averziou vo£i riziku, s dlh²ou dobou drºania portfólia a s niº²ou

o£akávanou stratou. Pomer strát medzi VaR-RM a benchmarkom sa pohybuje medzi 101%−

110%.
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Dynamická vs. statická stratégia

Hlavným cie©om investi£ných stratégii zebezpe£ovania portfólia je kontrola rizika a výnosov.

Snaºia sa o participáciu na raste podkladových aktív a obmedzujú stratu v prípade kle-

sajúcich trhov. Patria medzi základné metódy, ktoré vyuºívajú investori pri riadení svojich

investícii. Investor si môºe zvoli´ medzi statickou a dynamickou investi£nou stratégiou.

Statická investi£ná stratégia je charakteristická tým, ºe po£iato£ná alokácia majetku a pri-

jaté jednorázové rie²enie sa uº v priebehu £asu nekoriguje. Naopak, dynamická stratégia

je zaloºená na dynamickom prerozde©ovaní investície medzi rizikové a bezrizikové aktíva v

závislosti od podmienok trhu a investorových preferencii.

Volatilita, ako dobre známa miera rizika zvy²uje riziko straty. Obrázok [Obr. 8.1] zobrazuje

vývoj aktíva V IX, ktoré meria volatilitu indexu S&P 500 za obdobie od 01.01.2004 −

04.01.2010.
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Obr. 8.1: Priebeh VIX za obdobie od 01.01.2004− 04.01.2010
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Vidíme, ºe ak investor nechce dosiahnu´ portfólio, ktorého riziko sa v £ase nekontrolo-

vate©ne mení, je potrebná dynamická alokácia. V opa£nom prípade bude riziko rás´ a klesa´

v závislosti od rizika na trhu. Investor, ktorý kontroluje riziko portfólia bude v £ase rastúcej

volatility zvy²ova´ vystavenie do bezrizikových aktív. Investor riadiaci sa statickou straté-

giou predpokladá ur£ité vystavenie do rizikových aktív, ktoré v £ase nemení a preto v

prípade rastu volatility rastie aj riziko straty. Ak chceme kontrolova´ riziko portfólia je

potrebné sledova´ riziko po£as celého investi£ného obdobia a pod©a toho dynamicky pre-

rozde©ova´ portfólio.

V nasledujúcej £asti si porovnáme statickú stratégiu pois´ovania portfólia, ktorá na zaistenie

proti stratám vyuºíva put opciu, s dynamickou alokáciou majektu pomocou LEL-RM.

8.1 Optimaliza£ný problém pri alokácii majetku pomocou put

opcie

Pre jednoduchos´ predpokladáme diverzi�káciu po£iato£nej investície medzi jedno rizikové

St a jedno bezrizikové Bt aktívum, ktorých priebeh je popísaný nasledujúcimi diferenciál-

nymi rovnicami

dB(t) = B(t)r(t)dt

dS(t) = S(t)[µdt+ σdω(t)]

kde r je spojitá úroková miera bezrizikového dlhopisu, µ drift, σ2 variancia a ω(t) je ²tan-

dardný Brownov pohyb.

Pri statickej investi£nej stratégii ur£íme po£iato£nú alokáciu majetku do rizikového ak-

tíva pomocou ceny put opcie, pri£om opcia slúºi na hedging portfólia. De�nujeme dne²nú

(t=0) trhovú cenu put opcie P (St, X, r, T, σ) s maturitou T , kde X je realiza£ná cena opcie.

Pri£om predpokladáme, ºe cena put opcie je daná Black-Scholesovým oce¬ovacím modelom:

P (St, X, r, T, σ) = Xe−rTΦ(d1)− StΦ(d2)

kde

d1 =
ln(XS )−

(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T

d2 =
ln(XS )−

(
r + σ2

2

)
T

σ
√
T
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kde Φ(.) je kumulatívna disrtibu£ná funkcia normálneho rozdelenia. Cena put opcie v závis-

losti od ceny podkladového aktíva vyjadruje stratu alebo zisk. Ohrani£ením ceny put opcie

percentom z po£iato£nej investície ϵW (0) v £ase maturity limituje prípadnú stratu.

Na získanie po£iato£nej alokácie majetku budeme rie²i´ nasledujúcu optimaliza£nú úlohu:

maxS(0) (8.1)

pri podmienkach

P (St, X, r, T, σ) ≤ ϵW (0)

W (0) = S(0) +B(0)

Zárove¬ predpokladáme, ºe realiza£ná cena put opcie X je daná vz´ahom

X = W −B(T )

kde W je vopred stanovené dno. Zvy²ná £as´ majetku je investovaná do bezrizikového

dlhopisu. Po£iato£né vystavenie do rizikového aktíva zostáva kon²tantné po£as celého in-

vesti£ného obdobia. Pri niº²ej realiza£nej cene X poskytuje opcia men²ie poistenie, no jej

cena je niº²ia. Preto pri niº²ej hodnote dna W a tým pádom pri men²ej X je podiel in-

vestovaný do rizikového aktíva vy²²í.

V nasledujúcej £asti porovnáme poistenie portfólia pomocou op£ného kontraktu s LEL-RM

riadeným portfóliom.

8.2 Porovnanie stratégii

Porovnaním oboch stratégii ukáºeme, ºe dynamická alokácia s optimálnym prerozde©ovaním

majetku výrazne zvy²uje výkon portfólia a statická stratégia je prijate©ná len v prípade

predpokladaného kon²tantného rizika po£as investi£ného obdobia.

8.2.1 Participácia na raste podkladových aktív

V tejto £asti sa pozrieme na simulovaný vývoj rizikového aktíva sú£asne pre obe stratégie.

Uvaºujeme portfólio zloºené z jedného bezrizikového dlhopisu a jednej akcie. Základné

parametre sme odhadovali pre akciu Invesco Ltd. (IVZ) za obdobie od 02.01.2004−02.01.2006,
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po£as ktorého dosahovala ro£ný výnos µ = 0.071511029 a volatilitu σ2 = 0.103748626. Na

základe týchto odhadov sme vypo£ítali trhovú cenu rizika, ktorá je rovná κ = 0.4001.

Budeme pozorova´ pä´ro£ný simulovaný vývoj portfólia sú£asne pre obe stratégie. Základné

parametre sú:

W (0) = 1 T = 5 ξ(0) = 1 W = 1 ϵ = 0.01 t = 0 r = 0.03

Po£iato£ný podiel majetku investovaný do rizikového aktíva je v prípade op£nej zais´ovacej

stratégie rovný 64.40% z po£iato£nej investície. Pri LEL-RM nám po£iato£ná alokácia závisí

od averzie investora vo£i riziku.Pri rizikovej averzii investora, ktorého parameter γ je rovný

6, je do rizika investované porovnate©né po£iato£né mnoºstvo a to 63.18%. Pre γ = 7 je

podiel rovný 55.09% a pre γ = 5 je 70.01%, preto v nasledujúcej simulácii uvaºujeme γ = 6.

Vývoj oboch stratégii je znázornený na nasledujúcom obrázku (Obr. 8.2)

0   1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok
0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

W(t)

WLEL(t)

WPut(t)

Obr. 8.2: 5-ro£ný simulovaný vývoj portfólia pre LEL-RM, WLEL(t) a pre op£nú investi£nú

stratégiu, WPut(t).

Hlavné charakteristiky vývoja pre obe stratégie zaznamenáva nasledujúca tabu©ka

LEL-RM Op£ná stratégia

Priemerná dosiahnutá hodnota 1.15779 1.08895

Maximálny výnos 1.5475% 1.0887%

Maximálny pokles −1.381% −1.428%

Volatilita 4.591% 4.798%

Výnos 5.3745% 3.0568%

Môºeme si v²imnú´, ºe historická volatilita oboch sratégii je porovnate©ná, ale miera rastu
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pri LEL-RM je vä£²ia o 2.3177%. Táto vy²²ia miera rastu sa prejavila aj na signi�kantne

vä£²om dosiahnutom kone£nom majetku, ktorý bol pre LEL-RM 1.2902, pri£om pri op£nej

zais´ovacej stratégii bola dosiahnutá hodnota majetku rovná 1.1576. Dynamická LEL-RM

nadobudla lep²ie zhodnotenie v¤aka kontrole rizika a pomocou udrºiavania efektívneho

portfólia, t.j. pri vy²²om o£akávanom výnose predpokladá vy²²ie riziko.

8.2.2 Historická simulácia a prudký pokles rizikového aktíva

Budeme sledova´ vývoj portfólia oboch stratégii pri reálnych výnosoch akcie Ryder System,

Inc. (R) za obdobie od 01.12.2007 − 01.12.2009. Vývoj po£as tohto obdobia akcie (R) je

znázornený na nasledujúcom obrázku (Obr. 8.3)
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Obr. 8.3: Dvojro£ný vývoj akcie Ryder System, Inc. (R)

Rizkové aktívum dosiahlo maximálny denný výnos vo vý²ke 12.48% a maximálny denný

pokles 19.80%. Volatilita aktíva po£as tohto obdobia je 0.3677 a priemerný ro£ný výnos

0.157572.

Pre simuláciu sme ro£ný výnos a volatilitu aktíva odhadovali za obdobie od 01.12.2005 −

01.12.2007, v ktorom dosahovali hodnoty µ = 0.046682 a σ = 0.075148. Základné parame-

tre rovnaké pre obe stratégie sme nastavili nasledovne:

κ = 0.2220 W (0) = 1 T = 2 ξ(0) = 1 W = 1 ϵ = 0.01 t = 0 r = 0.03
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Po£iato£ná alokácia majetku do rizikových aktív pri statickej investi£nej stratégii, ktorá

na zaistenie pouºíva put opciu je pri daných parametroch 75.40% z po£iato£nej investície

rovnej W (0) = 1. Porovnate©né mnoºstvo v hodnote 73.51% z po£iato£ného majetku in-

vestuje pri LEL-RM investor do rizikových aktív, ak parameter γ vyjadrujúci jeho averziu

je rovný 4. Pre vy²²ie hodnoty γ je podiel men²í, napr. pri γ = 5 je podiel rovný 59.08% a

pri niº²ie hodnoty je podiel investovaný do rizika vy²²í, napr. pre γ = 3 je 85.19%. Preto

budeme pozorova´ správanie LEL-RM pre investora s γ = 4. Zvy²ný majetok je investovaný

do bezrizikového dlhopisu.

Vývoj oboch stratégii je znázornený na nasledujúcom grafe (Obr. 8.4)
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Obr. 8.4: Vývoj dynamickej WLEL a statickej stratégie WPut

Vidíme, ºe statická stratégia má zmysel len v prípade kon²tantného rizika po£as investi£ného

horizontu a pri pozitívnom vývoji cien akcií. V opa£nom prípade riziko straty rastie s

voaltilitou portfólia a zaistenie minimálnej garantovanej hodnoty nie je zaru£ené. Dy-

namická stratégia LEL-RM v¤aka optimálnemu prerozde©ovaniu majetku medzi rizikové

a bezrizikové aktíva výrazne zniºuje straty aj v prípade prudkého poklesu na �nan£ných

trhoch. V nasledujúcej tabu©ke sú uvedené hlavné charakteristiky oboch stratégii po£as

sledovaného vývoja
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LEL-RM Op£ná stratégia

Volatilita 0.084206 0.190595

Maximálny výnos 0.05774 0.08295

Maximálny pokles −0.096028 −0.127806

Vidíme, ºe historická volatilita pri LEL-RM je o 10.4% niº²ia ako pri statickej op£nej

stratégii, £o vyplýva z dynamickej kontroly rizika a udrºiavania optimálneho portfólia po£as

investi£ného horizontu. Kone£ná hodnota portfólia pre obe stratégie je síce vyrovnaná,

av²ak len z dôvodu prudkého rastu ceny rizikového aktíva ku koncu obdobia a o 1.89%

vy²²ieho podielu investovaného do rizikového aktíva v prípade op£nej stratégie. Pri vy-

rovanom podiely by op£ná stratégia dosahovala niº²iu kone£nú hodnotu ako LEL-RM.

8.3 Simulovaný vývoj aktív

V tejto £asti ²tatisticky porovnáme rozdiely medzi tromi stratégiami pois´ovania portfólia:

statickou op£nou stratégiou, dynamickou stratégiou LEL-RM a dynamickou stratégiou za-

loºenou na delta hedgingu. Delta hedging portfólia je zaloºený na rebilancovaní portfólia

po£as celého investi£ného horizontu, pri£om vystavenie do rizikového aktíva je dané ako ab-

solútna hodnota delty put opcie. Delta opcie vyjadruje mieru rastu ceny opcie v závislosti

od ceny podkladového aktíva a v prípade put opcie je daná vz´ahom

△ = −Φ(−d1) = Φ(d1)− 1

kde

d1 =
ln(XS )−

(
r − σ2

2

)
T

σ
√
T

Pre po£iato£nú alokáciu majetku do rizikového aktíva rie²ime rovnakú optimaliza£nú úlohu

(8.1) ako pri statickej op£nej stratégii. Zvy²ná £as´ majetku je investovaná do bezrizikového

dlhopisu. Hodnota majetku v £ase t je potom daná ako

W (t) = |△|S(t) +B(t)

pre v²etky t.

Opä´ uvaºujeme akciu Invesco Ltd. (IVZ). Základné parametre za obdobie od 02.01.2004−

02.01.2006 sú: ro£ný výnos µ = 0.071511029, volatilita σ2 = 0.103748626 a trhová cena
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rizika κ = 0.4001. Ostatné parametre sú zvolené nasledovne

W (0) = 1 T = 1 ξ(0) = 1 W = 1 ϵ = 0.01 t = 0 r = 0.03

Pri op£ných stratégiach vy²la po£iato£ná alokácia do rizikových aktív 53.70% z po£iato£nej

investície. Pre LEL-RM investuje porovnate©né mnoºstvo do rizika investor, ktorého pa-

rameter vyjadrujúci averziu vo£i riziku je rovný γ = 7. Pri tejto hodnote parametra je

podiel investovaný do rizikových aktív rovný 53.82%, pre γ = 6 by bol 57.60% a pre γ = 8

48.15% z po£iato£ného kapitálu.

Pri nastavených parametroch sme simulovali 500 náhodných vývojov portfólia a zamerali

sme sa na analýzu dosiahnutia garantovanej minimálnej hodnoty a zhodnotenia investície v

dobe maturity T pre v²etky stratégie. Výsledky sú zaznamenané na nasledujúcom obrázku

(Obr. 8.5)
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Obr. 8.5: Porovanie kone£ných hodnôt portfólia pri 500 simulovaných vývojoch portfólia
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Nasledujúca tabu©ka porovnáva základné vlastnosti jednotlivých simulácii

LEL-RM Op£ná statická stratégia Delta hedging

Priemerná dosiahnutá hodnota 1.0693 1.0565 1.0621

Maximálna hodnota 1.2460 1.2779 1.2142

Minimálna hodnota 0.9604 0.8704 0.9077

Po£etnos´ strát 12.33% 18.8% 13.2%

Vidíme, ºe pri LEL-RM je priemerná ako aj minimálna dosiahnutá hodnota portfólia naj-

vy²²ia spomedzi v²etkých troch stratégii. Taktieº pri LEL-RM v najmen²om percente prí-

padov poklesla kone£ná hodnota pod úrove¬ dna. Statická stratégia dosiahla navy²²ie max-

imálne zhodnotenie, ale po£et poklesov pod hodnotu dna je výrazne vy²²í v porovnaní s

dynamickými stratégiami. Obe dynamické stratégie v¤aka optimálnej alokácii majetku do

rizikových aktív po£as celého investi£ného obdobia vykazujú lep²ie výsledky ako statická

stratégia.

Zo získaných výsledkov sme zistili, ºe LEL-RM stratégia má význam nielen pri zniºovaní

rizika, ale aj pri participácii na raste podkladových aktív. De�novaním rizikovej averzie

investora a minimálnej garantovanej hodnoty je dynamická stratégia LEL-RM vhodná

pre trhy s nepredvídate©ným rizikom. Pri statickej stratégii sa riziko mení v závisloti od

trhových podmienok a preto pri vysokej volatilite trhov nie je vhodnou metódou.
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Záver

V diplomovej práci analyzujeme investi£né stratégie pois´ovania portfólia, pri£om hlavný

dôraz je kladený na LEL-RM (Limited-expected-losses risk management), ktorá odstra¬uje

hlavné nedostatky dnes ve©mi vyuºívanej metódy rizikového manaºmentu VaR-RM.

Prvá £as´ diplomovej práce je zameraná na charakterizáciu zaistených stratégii a investi£nej

stratégie rizikového manaºmentu VaR-RM, ktorá je zaloºená na odhade VaR (Value-at-

risk). Na základe rie²enia optimaliza£ného systému, ktorý rie²i investor maximalizujúci

o£akávanú uºito£nos´ a riadiaci svoje portfólio pomocou VaR-RM, sme uviedli hlavné prob-

lémy stratégie, medzi ktoré patrí najmä skuto£nos´, ºe rozsiahle straty, ktoré nastávajú v

tzv. zlých stavoch, sú pri VaR-RM vä£²ie ako pri neriadenom portfóliu.

Druhá £as´ sa zaoberá alternatívnou stratégiou rizikového manaºmentu, LEL-RM, pri ktorej

je pravdepodobnos´ ako aj ve©kos´ straty limitovaná. LEL-RM je zaloºená na optimál-

nej dynamickej diverzi�kácii majetku medzi rizikové a bezrizikové aktíva po£as celého in-

vesti£ného horizontu. Ponúkame de�níciu a rie²enie optimaliza£ného dynamického systému

pre investora riadiaceho svoje portfólio pomocou LEL-RM. Analyzujeme vplyv stratégie na

optimálnu hodnotu majetku a vplyv zmeny parametrov na vystavenie do rizikových aktív.

Ukázali sme, ºe stratégia rie²i hlavné problémy spojené s pouºitím VaR-RM. Konkrétne, ºe

o£akávané straty pri VaR-RM sú vo vä£²ine prípadov dva aº desa´ krát vä£²ie ako v prípade

LEL-RM.
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Nakoniec, aplikáciou stratégie na reálne dáta sme porovnali optimalitu riadenia portfólia

pomocou LEL-RM s neriadeným porfóliom pri naivnej diverzi�kácii a so statickou investi£-

nou stratégiou vyuºívajúcou na poistenie put opciu. Na základe dosiahnutých výsledkov

sme zistili, ºe LEL-RM ako dynamická stratégia zohráva významnú úlohu pri negatívnom

vývoji na �na£nom trhu a zárove¬ ponúka participáciu na raste cien aktív pri minimálnom

riziku pre investorov s rôznymi preferenciami.
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Príloha

10.1 Výpo£et kritických hodnôt pre LEL-RM

Optimálna hodnota majetku v £ase maturity v prípade LEL je

WLEL(T ) =


I(z1ξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

ϵ

W ak ξ
ϵ
≤ ξ(T ) < ξ̄ϵ

I((z1 − z2)ξ(T )) ak ξ̄ϵ ≤ ξ(T )

kde

ξ
ϵ
≡ u′(W )

z1

ξ̄ϵ ≡
u′(W )

(z1 − z2)

Vyjadríme jednotlivé multiplikátory

1. multiplikátor z1

ξ
ϵ
≡ u′(W )

z1

z1 =
1

ξ
ϵ
W γ

2. multiplikátor z2

ξ̄ϵ =
u′(W )

(z1 − z2)

z2 = z1 −
u′(W )

ξ̄ϵ

= z1 −
1

ξ̄ϵW
γ
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=
1

ξ
ϵ
W γ − 1

ξ̄ϵW
γ

=
ξ̄ϵ − ξ

ϵ

ξ
ϵ
W γ ξ̄ϵ

Potrebujeme e²te pozna´ body zlomu:

ξ(T ) < ξ
ϵ

e−rT− 1
2
∥κ∥2T−∥κ∥

√
TVT < ξ

ϵ

−rT − 1

2
∥κ∥2T − ∥κ∥

√
TVT < ln(ξ

ϵ
)

−rT − 1

2
∥κ∥2T − ln(ξ

ϵ
) < ∥κ∥

√
TVT

kde ∥κ∥
√
TVT ∼ N(0, ∥κ∥2T ) a ozna£me H1 = −rT − 1

2∥κ∥
2T − ln(ξ

ϵ
)

ξ̄ϵ ≤ ξ(T )

ξ̄ϵ ≤ e−rT− 1
2
∥κ∥2T−∥κ∥

√
TVT

ln(ξ̄ϵ) ≤ −rT − 1

2
∥κ∥2T − ∥κ∥

√
TVT

∥κ∥
√
TVT ≤ −rT − 1

2
∥κ∥2T − ln(ξ̄ϵ)

ozna£me H2 = −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln(ξ̄ϵ)

Premenné ξ
ϵ
a ξ̄ϵ rie²ia nasledujúci systém


E[ξ(T )WLEL(T ; z1, z2)] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(W −WLEL(T ; z1, z2))1WLEL(T ;z1,z2)≤W ] = ϵ alebo z2 = 0

� E[ξ(T )WLEL(T ; z1, z2)] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )W (T )] = E[ξ(T )I(z1ξ(T ))] + E[Wξ(T )] + E[ξ(T )I((z1 − z2)ξ(T ))]

=

∫ ∞

H1

W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

ξ(T )
γ−1
γ e

− a2

2∥κ∥2T da

+

∫ H1

H2

W ξ(T )
1√

2π∥κ∥2T
e
− a2

2∥κ∥2T da

+

∫ H2

−∞
W ξ̄

1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

ξ(T )
γ−1
γ e

− a2

2∥κ∥2T da



KAPITOLA 10. PRÍLOHA 76

Vyjadríme jednotlivé integrály

T1 =

∫ ∞

H1

W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

ξ(T )
γ−1
γ e

− a2

2∥κ∥2T da

= W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

∫ ∞

H1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T−a) γ−1

γ e
− a2

2∥κ∥2T da

= W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ

∫ ∞

H1

e
− a2

2∥κ∥2T
−a γ−1

γ da

= W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ

∫ ∞

H1

e
−
(

a√
2T∥κ∥

+
(γ−1)

√
(T )∥κ∥√
2γ

)2
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 da

= W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

∫ ∞

H1

e
− 1

2

(
a√

T∥κ∥
+

(γ−1)
√

T∥κ∥
γ

)2
da

= W ξ
1
γ
ϵ

1√
2π

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

∫ ∞

H1√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

e−
1
2
x2
dx

= W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ

(
−
( H1√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

))
= W ξ

1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))

T2 =

∫ H1

H2

W ξ(T )
1√

2π∥κ∥2T
e
− a2

2∥κ∥2T da

=

∫ H1

H2

W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T−a) 1√

2π∥κ∥2T
e
− a2

2∥κ∥2T da

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) 1√

2π∥κ∥2T

∫ H1

H2

e
− a2

2∥κ∥2T e−ada

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) 1√

2π∥κ∥2T

∫ H1

H2

e
−
(

a
2∥κ∥2T

+
∥κ∥

√
T√

2

)2
+

∥κ∥2T
2 da

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) 1√

2π∥κ∥2T
e

∥κ∥2T
2

∫ H1

H2

e
−
(

a
2∥κ∥2T

+
∥κ∥

√
T√

2

)2
da

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) 1√

2π
e

∥κ∥2T
2

∫ H1√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T

H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T

e−
1
2
x2
dx

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T )+

∥κ∥2T
2

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

T3 =

∫ H2

−∞
W ξ̄

1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

ξ(T )
γ−1
γ e

− a2

2∥κ∥2T da

= W ξ̄
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

∫ H2

−∞
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T−a) γ−1

γ e
− a2

2∥κ∥2T da

= W ξ̄
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ

∫ H2

−∞
e
− a2

2∥κ∥2T
−a γ−1

γ da

= W ξ̄
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ

∫ H2

−∞
e
−
(

a√
2T∥κ∥

+
(γ−1)

√
(T )∥κ∥√
2γ

)2
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 da
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= W ξ̄
1
γ
ϵ

1√
2π∥κ∥2T

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

∫ H2

−∞
e
− 1

2

(
a√

T∥κ∥
+

(γ−1)
√
T∥κ∥

γ

)2
da

= W ξ̄
1
γ
ϵ

1√
2π

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

∫ H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

−∞
e−

1
2
x2
dx

= W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 ϕ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
Potom stredná hodnota sa rovná

E[ξ(T )W (T )] = W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))
+ W e(−rT )

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

+ W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
= ξ(0)W (0)

� E[ξ(T )(W −WLEL(T ; z1, z2))1WLEL≤W ] = ϵ alebo z2 = 0

ξ̄ϵ ≤ ξ(T )

ξ̄ϵ ≤ e−rT− 1
2
∥κ∥2T−∥κ∥

√
TVT

ln(ξ̄ϵ) ≤ −rT − 1

2
∥κ∥2T − ∥κ∥

√
TVT

∥κ∥
√
TVT ≤ −rT − 1

2
∥κ∥2T − ln(ξ̄ϵ)

teda H2 = −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln(ξ̄ϵ)

E[ξ(T )(W −WLEL(T ; z1, z2))1WLEL≤W ] = E[ξ(T )(W − I((z1 − z2)ξ(T )))1WLEL≤W ]

=

∫ H2

−∞
ξ(T )

(
W − I((z1 − z2)ξ(T ))

) 1√
2π∥κ∥2T

e
− a2

2∥κ∥2T da

=

∫ H2

−∞
ξ(T )

(
W − ξ̄

1
γ
ϵ Wξ(T )

− 1
γ
) 1√

2π∥κ∥2T
e
− a2

2∥κ∥2T da

=

∫ H2

−∞
ξ(T )W

1√
2π∥κ∥2T

e
− a2

2∥κ∥2T da−
∫ H2

−∞
ξ̄

1
γ
ϵ Wξ(T )

γ−1
γ

1√
2π∥κ∥2T

e
− a2

2∥κ∥2T da

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T )+

∥κ∥2T
2 Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)

− W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
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Pôvodný systém potom vyzerá nasledovne:

ξ(0)W (0) = W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))
+ W e−rT

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

+ W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
ϵ = W e−rTΦ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)

− W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
10.1.1 Rie²enie systému

Z druhej rovnice systému najskôr numericky vyjadríme stavovú premennú ξ̄ϵ.

Nech

F = We−rTΦ
( H2√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)

− Wξ̄ϵ
1
γ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
−ϵ

kde H2 = −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln(ξ̄ϵ)

Ke¤ºe rie²ime rovnicu numericky je potrebné vy²etri´ vlastnosti danej funkcie.

Tvrdenie 1. Funkcia F (ξ̄ϵ) je v premennej ξ̄ϵ monotónne klesajúca.

Dôkaz:

Ukáºeme, ºe derivácia funkcie F je záporná.
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F ′ = −We−rT 1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

+ Wξ̄ϵ
1
γ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

− W
1

γ
ξ̄ϵ

1
γ
−1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)

lim
ξ̄ϵ−>∞

F ′ = − lim
ξ̄ϵ−>∞

We−rT 1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

+ lim
ξ̄ϵ−>∞

Wξ̄ϵ
1
γ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

− lim
ξ̄ϵ−>∞

W
1

γ
ξ̄ϵ

1
γ
−1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
= −We−rT 1√

2π
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1√
T∥κ∥

lim
ξ̄ϵ−>∞

1

ξ̄ϵ

+ We
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√

2πT∥κ∥
lim

ξ̄ϵ−>∞
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
ξ̄ϵ

1
γ
−1

− W
1

γ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 lim
ξ̄ϵ−>∞

ξ̄ϵ
1
γ
−1

Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
= −0 + 0− 0 = 0

lim
ξ̄ϵ−>0

F ′ = − lim
ξ̄ϵ−>0

We−rT 1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

+ lim
ξ̄ϵ−>0

Wξ̄ϵ
1
γ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1√
T∥κ∥

1

ξ̄ϵ

− lim
ξ̄ϵ−>0

W
1

γ
ξ̄ϵ

1
γ
−1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
= −We−rT 1√

2πT∥κ∥
lim

ξ̄ϵ−>0
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1

ξ̄ϵ

− We
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 lim
ξ̄ϵ−>0

ξ̄ϵ
1
γ
−1
(
− 1√

2πT∥κ∥2
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
+

+
1

γ
Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

))
= −∞−∞ = −∞
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Zostáva e²te dokáza´, ºe prvá derivácia je rastúcou funkciou. Preto vy²etríme druhú derivá-

ciu funkcie F .

F ′′ = −We−rT 1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2( H2√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
) 1

T∥κ∥2ξ̄ϵ
2

+ We−rT 1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+∥κ∥
√
T
)2

1
√
T∥κ∥ξ̄ϵ

2

− W
(1− γ)

γ2
ξ̄ϵ

1
γ
−2

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
+ W

1

γ
ξ̄ϵ

1
γ
−1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1√

T∥κ∥ξ̄ϵ

+
1− γ

γ
Wξ̄ϵ

1
γ
−2

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1√
T∥κ∥

+

Wξ̄ϵ
1
γ
−1

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2
1√
2π

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2
1

T∥κ∥2ξ̄ϵ

( H2√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

)

F ′′ = We−rT 1√
2πT∥κ∥ξ̄2ϵ

e
− 1

2

(
H2√
t∥κ∥+

√
T∥κ∥

)2[
1− 1√

T∥κ∥

( H2√
T∥κ∥

+
√
T∥κ∥

)]
+ W

1

γ
ξ

1
γ
−2

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

[
−γ − 1

γ
Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
+

+ (2− γ)
1√

2πT∥κ∥
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2

+ γe
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2

1√
2πT∥κ∥2

( H2√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

)]

= −We−rT 1√
2πT∥κ∥ξ̄2ϵ

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
√
T∥κ∥

)2

H2

T∥κ∥2

+ W
1

γ
ξ

1
γ
−2

e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

[
−γ − 1

γ
Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
+

+
1√

2πT∥κ∥
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2[
3 + γ

(
− H2

T∥κ∥2
− 1
)
− 1

γ

]]

= −We−rT 1√
2πT∥κ∥ξ̄2ϵ

e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
√
T∥κ∥

)2

H2

T∥κ∥2

+ W
1

γ
ξ

1
γ
−2

e
− 1

γ

(
rT (γ−1)+ 1

2
T∥κ∥2 γ−1

γ

)[
−γ − 1

γ
Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
+

+
1√

2πT∥κ∥
e
− 1

2

(
H2√
T∥κ∥

+
(γ−1)

√
T∥κ∥

γ

)2[
3 + γ

(
− H2

T∥κ∥2
− 1
)
− 1

γ

]]

> Wξ−2 −H2√
2πT 3/2∥κ∥3

+W
1

γ
ξ

1
γ
−2
[
−γ − 1

γ
+

1√
2πT∥κ∥

(
3 + γ(

−H2

T∥κ∥2
− 1)− 1

γ

)]
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= Wξ−2
[ −H2√

2πT 3/2∥κ∥3
(1 + ξ

1
γ ) +

1

γ
ξ

1
γ

3√
2πT∥κ∥

− 1

γ
ξ

1
γ
(γ − 1

γ
+

1√
2πT∥κ∥

(γ +
1

γ
)
)]

= Wξ−2
[rT + 1

2T∥κ∥
2 + ln(ξ̄ϵ)√

2πT 3/2∥κ∥3
(1 + ξ

1
γ ) +

1

γ
ξ

1
γ

3√
2πT∥κ∥

− 1

γ
ξ

1
γ
(γ − 1

γ
+

1√
2πT∥κ∥

(γ +
1

γ
)
)]

= Wξ−2
[rT + 1

2T∥κ∥
2 + ln(ξ̄ϵ)√

2πT 3/2∥κ∥3
(1 + ξ

1
γ )− 1

γ
ξ

1
γ
(γ − 1

γ
+

1√
2πT∥κ∥

(γ +
1

γ
− 3)

)]
Vidíme, ºe pre kaºdé investora s rôznymi preferenciami a averziou k riziku platí

rT + 1
2T∥κ∥

2 + ln(ξ̄ϵ)√
2πT 3/2∥κ∥3

(1 + ξ
1
γ ) >

1

γ
ξ

1
γ
(γ − 1

γ
+

1√
2πT∥κ∥

(γ +
1

γ
− 3)

)
Preto F ′′ > 0 a teda F je klesajúca.

Ke¤ºe funckia F je klesajúcou funkciou, vieme numericky vyjadri´ hodnotu ξ̄ϵ.

Druhá kritická hodnota ξϵ sa nachádza v intervale [ξ
PI

, ξ
B
], preto potrebujeme vypo£íta´

hodnoty ξ
B
, ξ

PI
.
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10.2 Výpo£et kritickej hodnoty pre benchmark

E[ξ(T )W (T )] ≤ ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(W −W (T ))1W (T )≤W ] ≤ ϵ

Hodnota majetku v prípade benchmarku je

W (T ) = I(z1ξ(T ))

kde I je inverzná funkcia derivácie funkcie uºito£nosti, teda

u(z1ξ(T )) =
(z1ξ(T ))

1−γ

1− γ

u′(z1ξ(T )) = (z1ξ(T ))
−γ

I(z1ξ(T )) = (z1ξ(T ))
− 1

γ

multiplikátor z1 vypo£ítame nasledovne

W (T ) = (z1ξB(T ))
− 1

γ

z1 =
1

ξBW γ

Hodnotu stavovej funkcie ξB vyjadríme zo základného predpokladu

E[ξ(T )W (T )] ≤ ξ(0)W (0)

teda

E[ξ(T )I(z1ξ(T ))] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )I(
1

ξBW γ
ξ(T ))] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )(
ξ(T )

ξBW γ
)
− 1

γ ] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )
γ−1
γ ξ

1
γ

BW ] = ξ(0)W (0)

E[ξ
γ−1
γ ] = ξ(0)W (0)

1

W
ξ
− 1

γ

B

ξ
1
γ

B = ξ(0)
W (0)

W

1

E[ξ(T )
γ−1
γ ]

Medzivýpo£et strednej hodnoty E[ξ(T )
γ−1
γ ]

Stavová funkcia je daná predpisom

dξ(t) = −ξ(T )[r(t)dt+ κTdw(t)]
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teda sp¨¬a nasledujúcu rovnicu

ξ(t) = ξ(0)e−rt− 1
2
∥κ∥2t−∥κ∥

√
tVT

kde X ma normálne normované rozdelenie, t.j. VT ∼ N(0, 1). Potom stredná hodnota sa

dá upravi´ nasledovne

E[ξ(T )
γ−1
γ ] = E

[
exp
(
(−rT − 1

2
∥κ∥2T − ∥κ∥

√
TVT )(

γ − 1

γ
)
)]

= exp
(
(−rT − 1

2
∥κ∥2T )(γ − 1

γ
)
)
E[exp(−∥κ∥

√
TVT

γ − 1

γ
)]

ozna£me si S = e

(
−∥κ∥

√
TVT ( γ−1

γ
)
)
, potom

lnS = −∥κ∥
√
TVT (

γ − 1

γ
) ∼ N(0, ∥κ∥2T (

γ − 1

γ
)2)

E[lnS] = exp
(
∥κ∥2T (γ − 1

γ
)2
)

potom

E[ξ(T )
( γ−1

γ
)
] = exp

(
(−rT − 1

2
∥κ∥2T )(γ − 1

γ
)
)
exp
(
∥κ∥2T (γ − 1

γ
)2
)

= exp
(
(−rT − 1

2
∥κ∥2T )(γ − 1

γ
) +

1

2
∥κ∥2T (γ − 1

γ
)2
)

odtia© dostávame

ξ
1
γ

B =
W (0)

W

ξ(0)

E[ξ(T )
γ−1
γ ]

ξ
B
=

(
W (0)ξ(0)

W

)γ

exp
(
(rT +

1

2
∥κ∥2T )(γ − 1)− 1

2
∥κ∥2T (γ − 1)2

γ

)
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10.3 Výpo£et kritickej hodnoty pre úplne poistené portfólio

V prípade úplného poistenia optimálna hodnota majetku v £ase maturity je

WPI =


I(z1ξ(T )) ak ξ(T ) < ξ

PI

W ak ξ(T ) ≥ ξ
PI

opä´ vychádzame z nasledujúcej rovnosti

E[ξ(T )W (T )] = ξ(0)W (0)

E[ξ(T )W (T )] =

∫ ∞

−∞
ξ(T )W (T )f(ξ(T )W (T ))dξW

= E[ξ(T )W ] + E[ξ(T )I(z1ξ(T ))]

= E[ξ(T )W ] + E[ξ
γ−1
γ Wξ

1
γ

PI ]

potrebujem teda zisti´ bod zlomu

ξ ≥ ξ
PI

e−rT− 1
2
∥κ∥2T−∥κ∥

√
TVT ≥ ξ

PI

−rT − 1

2
∥κ∥2T − ∥κ∥

√
TVT ≥ ln ξ

PI

−rT − 1

2
∥κ∥2T − ln ξ

PI
≥ ∥κ∥

√
TVT

kde X ∼ N(0, 1) a teda ∥κ∥
√
TVT ∼ N(0, ∥κ∥2T ).

Nech H := −rT − 1
2∥κ∥

2T − ln ξ
PI
, potom strednú hodnotu vyjadríme nasledovne

E[ξ(T )W (t)] = E[ξ(T )W ] + E[ξ(T )I(z1ξ(T ))]

E[ξ(T )W (t)] =

∫ H

−∞
W

1√
2π∥κ∥2T

e(−rT− 1
2
∥κ∥2T−a)e

− a2

2∥κ∥2T da

+

∫ ∞

H
W ξ

1
γ

PI

1√
2π∥κ∥2T

e

(
(−rT− 1

2
∥κ∥2T−a)( γ−1

γ
)
)
e
− a2

2∥κ∥2T da

= W e(−rT− 1
2
∥κ∥2T )+

∥κ∥2T
2 ϕ

( H√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)

+ W ξ
1
γ

PIe
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

[
1− ϕ

( H√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

)]
Hodnotu ξ

PI
dopo£ítame numericky z intervalu [0, ξ

B
].
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Ak uº poznáme interval [ξ
PI

, ξ
B
] a hodnotu ξ̄ϵ, numericky dopo£ítame druhú kritickú hod-

notu stavovej premennej ξ
ϵ
vychádzajúc z prvej rovnice systému

ξ(0)W (0) = W ξ
1
γ
ϵ
e
(−rT− 1

2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2

(
1− Φ

( H1√
T∥κ∥

+
(γ − 1)

√
T∥κ∥

γ

))
+ W e−rT

[
Φ
( H1√

T∥κ∥
+ ∥κ∥

√
T
)
− Φ

( H2√
T∥κ∥

+ ∥κ∥
√
T
)]

+ W ξ̄
1
γ
ϵ e

(−rT− 1
2
∥κ∥2T ) γ−1

γ
+

(γ−1)2T∥κ∥2

2γ2 Φ
( H2√

T∥κ∥
+

(γ − 1)
√
T∥κ∥

γ

)
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