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Abstrakt

Kudlac¢ak Jan : Lévyho procesy a ocetiovanie deriwdtov na neiplngch trhoch
Vedici diplomovej prace: doc. Mgr. Igor Melicher¢ik, PhD.
Bratislava 2011

Tato praca sa zaobera Lévyho procesmi a ich vyuzitim pri oceiiovani finan¢nych de-
rivatov na netdplnych trhoch. V praci je postupne predstaveny matematicky model
finan¢ného trhu, Black-Scholesov model, definicia, vlastnosti a priklady Lévyho pro-
cesov, ocefiovacie pristupy na netplnom trhu a Mertonov model trhu. Vlastnou
¢astou prace je vytvorenie kalibra¢ného modelu pre Mertonov model trhu a jeho

aplikovanie na realne data.
KTIacové slova

Lévyho procesy, netplny trh, oceniovanie na netplnom trhu, martingalovd miera

s minimalnou entropiou, Mertonov model, kalibrdcia Mertonovho modelu



Abstract

Kudlacak Jan : Levy process and option pricing on incomplete market
Supervisor: doc. Mgr. Igor Melichercik, PhD.
Bratislava 2011

The thesis deals with Levy processes and the pricing of financial derivatives on
incomplete markets. In the thesis, there are respectively introduced following topics:
mathematical model of financial market, the Black-Scholes model, definition, pro-
perties and examples of Levy processes, pricing approaches to pricing on incomplete
market and the Merton market model. The own contribution to the thesis lies in
creating of calibration model for the Merton market model and its application on

real data.

Keywords

Levy processes, incomplete market, pricing on incomplete market, Minimal Entropy

Martingal Measure, Merton model, calibration of Merton model



Predhovor

Medzi hlavné ulohy finan¢nej matematiky patri rieSenie problému ocenovania fi-
nan¢nych derivatov. Témou tejto prace je moderny matematicky pristup k oceno-
vaniu derivatov - Lévyho procesy a s tym spojené ocenovanie na netplnych trhoch.

V case vzniku tejto prace sa tento pristup prudko rozvija na teoretickej trovni
vo viacerych vyznamnych vedeckych centrach a je predmetom zidujmu mnohych
svetovych osobnosti posobiacich v oblasti finan¢nej matematiky.

Cielom prace je poskytnit ¢itatelovi zakladny rozhlad v teérii finanéného trhu,
Lévyho procesov a oceiiovania derivatov. Vycéerpavajice spracovanie tejto témy vSak
ide daleko nad rozsah prace. Téato praca ma ambiciu byt velkym obohatenim pre
Studentov a odbornikov, ktori chci lepSie spoznat a vyuzivat moderné néstroje fi-
nancnej matematiky.

Vlastny prinos prace spoc¢iva v analyze konkrétneho modelu spadajticeho do tem-
atiky Lévyho procesov a netplnych trhov a predstavenie jeho kalibracie od vyberu
dat az po findlny model. Vo vlastnej Casti prace boli vyuzivané metody z oblasti

finan¢nej matematiky, pravdepodobnosti a Statistiky a numerickej optimalizacie.
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Zoznam pouzitych skratiek a symbolov

C - eur6pska Call opcia
e { - ¢asovi premenni

e S, - cena podkladového aktiva v Case t

V; - cena derivatu v Case t
e T - terminalny c¢as, ¢as splatnosti opcie
e [ - Strike Price eurdpskej opcie

r - bezrizikova tirokova miera

P - redlna pravdepodobnostni miera trhu

Q - ekvivalentna martingalova miera

(S¢)e>0 - proces ceny akcie

e (S;)i>0 - martingalovy proces oddiskontovanej ceny akcie

(Wi)eso0 - Wienerov proces

(N¢)i>0 - Poissonov proces

B-S - Black-Scholesov model

VG - Variance-Gamma proces

MEMM - Ekvivalentna martingalova miera s minimalnou entropiou

PS - pocet simulécii v Monte Carlo algoritme
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Uvod

Finan¢ny trh je velmi dolezitym pilierom ekonomického systému. Stabilny a
efektivny finan¢ny trh je nevyhnutnym predpokladom pre udrzatelny rozvoj hos-
podarstva. V poslednych desatro¢iach zaznamenal finan¢ny trh velky rozmach ob-
chodu s finan¢nymi derivatmi - finanénymi produktmi odvodenymi od vyvoja akcii,
akciovych indexov ¢i urokovych mier. Pri uréeni spravnej ceny financénych derivatov
je nevyhnutné nasadit matematické modelovanie. Zavratny rast trhu s derivitmi spo-
sobuje velky rozvoj matematickej teorie ocefiovania finan¢nych derivatov. Do centra
pozornosti vyskumu vo finan¢nej matematike sa stale viac dostava vyuzitie triedy
stochastickych procesov nazyvanej Lévyho procesy a s tym spojené ocehovanie na
tzv. netplnych trhoch.

Cielom tejto prace je predstavit teoriu Lévyho procesov a oceiovania na net-
plnych trhoch, nakalibrovat Mertonov model finan¢éného trhu a vysledky porovnat
so znamym Black-Scholesovym modelom.

Matematicka teoria v oblasti Lévyho procesov a ocefiovania na netplnych trhoch
dosahuje vysoky stupen naroc¢nosti. Kvoli obmedzenému rozsahu prace neuvadzame
zaklady teorie pravdepodobnosti, miery a integralu, stochastickych procesov a fi-
nanc¢nej matematiky. Predpokladame, Ze ¢itatel pozna pojmy ako ndhodna pre-
menné, stochasticky proces, filtracia, martingal, atd. Pre ¢itanie tejto prace postacuje
znalost Black-Scholesovho modelu.

Diplomova praca je tvorena piatimi kapitolami, ktoré na seba logicky nadvézuja.
V prvej kapitole je predstaveny matematicky model finan¢éného trhu. V druhej kapi-
tole st uvedené zaklady, zévery a nedostatky Black-Scholesovho modelu. V tretej
kapitole je analyzovana trieda Lévyho procesov. Vo §tvrtej kapitole sii uvedené dva
ocehovacie pristupy vyuzivané pri oceiiovani na nedplnych trhoch. V piatej kapi-
tole, ktoru tvoria z velkej Casti vlastné vysledky, je podrobne predstavena kalibracia
Mertonovho modelu.

Obsah prace nevycerpava jej tému, verime vsSak, Ze poskytuje zakladny rozhlad
v teorii Lévyho procesov a ocenovani na netplnych trhoch a predstavené vlastné

vysledky presvedcivo poukazuju na vyuZiteInost predstavenej tedrie v praxi.
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Kapitola 1
Financény trh

Financ¢ny trh je vyznamnou suc¢astou trhového mechanizmu. Na finanénom trhu sa
sustreduje ponuka a dopyt penazi a kapitalu, vytvara sa cena za ktord su subjekty
finan¢ného trhu ochotné uskutoc¢novat finan¢né transakcie a operacie. Podla S.G.
Eakinsa [1] "finan¢ny systém tvoria banky, investori, vypozi¢iavatelia, firmy, burzy,
ktori st vtiahnuti do procesu pohybu fondov z prebytkového sektora k tym, ktori ich
vyuzivaju a finan¢né trhy si forum, kde dodavatelia fondov a zaujemcovia o pozicky
a investicie mozu priamo uskuto¢novat obchodné transakcie."

Ako mozno matematicky modelovat finan¢ny trh? Finan¢ny trh je velmi zlozitou
siucastou ekonomiky, v matematickom modeli ho zjednusime, zameriame sa len na

skutocnosti, ktoré si objektom nasho zaujmu.

1.1 Matematicky model finan¢ného trhu

Finan¢ny trh mozno modelovat viacerymi sposobmi, my budeme vychadzat z logic-
kého ramca knihy [4].

Udalosti na trhu sa modeluji meratelnym priestorom (2, F). Tok informacii na
trhu reprezentuje filtracia (F;);>0. Pravdepodobnost udalosti A € F je dana pravde-
podobnostnou mierou P. Aktiva obchodované na trhu st definované d-rozmernym
vektorovym stochastickym procesom ich cien (S;)i>o = (S}, ..., S);>0 adaptovanym

vzhladom k filtracii (F;)i>o. Casto nas zaujima hodnota portfolia, resp. derivatu len
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do vyznacéného ¢asu T (napr. ¢as vyplatenia derivatu), v tom pripade sta¢i uvazovat
stochastické procesy a filtraciu na ohrani¢enom ¢asovom intervale [0, 7).
Finanény trh bude definovany filtrovanym pravdepodobnostnym priestorom
(QF, (Fi)e0,P) a procesom (S;)i>0. V tejto praci uvazujeme trh, na ktorom sa
obchoduje jedno rizikové aktivum (reprezentuje ho nedeterministicky stochasticky
proces) a jedno bezrizikové aktivum, tzv. "numeraire", ktorého hodnota je v kazdom
¢ase deterministickd. Hodnota numeraire v ¢ase t bude v tejto praci dana funkciou
e, kde r je kladna konstanta (predstavuje napr. bezny et s fixnou turokovou
sadzbou r a spojitym trocenim alebo $tatny bezkupoénovy dlhopis s nominalnou
hodnotou 1). Diskontnym faktorom je v tom pripade funkcia e~"*. O¢akévany vynos
kapitalu je na urovni vynosu numeraire, preto budeme pocitat s oddiskontovanymi

cenami.

Portfolio investora v danom ¢ase t tvori vektor ¢, = (¢}, ..., ¢%) € RY. Para-
metre ¢! hovoria, kolko kusov aktiva 7 vlastni investor v ¢ase ¢. Kvoli moznosti ma-
tematickej analyzy pripistame hodnoty tychto parametrov z oboru realnych d¢isel,
zapornd hodnota znamené kratku poziciu v danom aktive. Hodnota portfolia je
skalarny sicin vektorov ¢; a S; . Stratégiou nazyvame stochasticky proces para-
metrov (¢;):>o adaptovany vzhTadom k filtracii (F;);>o. Stratégia predstavuje preda-
vanie a kupovanie podkladovych aktiv. Zisk stratégie do ¢asu t je dany hodnotou
fot 0, dS,. Samofinancovana stratégia je stratégia, ktord nepozaduje pridavanie ani
odoberanie kapitalu od investora - vystaci s presunom kapitalu medzi jednotlivymi

zlozkami portfélia.

Arbitraz je samofinancovana stratégia, pomocou ktorej mozno do casu 1" bez

rizika straty dosiahnut kladny zisk s nenulovou pravdepodobnostou, teda plati

/gbudS >0]=1 Vtel0,T] / $udS, > 0] > (1.1)

Existencia arbitraze na trhu by viedla k moznosti finan¢nej pumpy, pomocou

ktorej by investor mohol ziskat Tubovolné mnozstvo kapitalu, ¢o je absurdné. Ar-

14



bitrazna cena je cena umoznujlica vznik arbitraze. Vyskyt arbitraznej ceny na trhu
by hned viedol k vyuzitiu arbitraZe a dopyt po produkte by jeho cenu zvysil na

bezarbitraznu cenu. Vylucenie arbitraze je teda celkom prirodzeny predpoklad.

Na trhu sa obchoduji okrem podkladovych aktiv S; dalsie od nich odvodené pro-
dukty - finan¢né derivaty. Finan¢ny derivat je kontrakt stanovujtci finan¢ne mer-
atelné plnenie v uréenom c¢ase T' > 0 na zaklade vyvoja podkladového aktiva. Z ma-
tematického hladiska ide o funkciu vyvoja ceny podkladového aktiva Vr((St)icpr)-
V dalsom texte budeme pre zjednoduSenie derivat oznacovat symbolom V. Vyvoj
ceny podkladového aktiva je dany udalostou w € €, ¢ize derivat je nahodné pre-

menna nad priestorom (2, Fr).

1.2 Ocenovanie finan¢nych derivatov

Zakladom matematickej tebrie ocenovania finan¢nych derivatov st dva principy -
vylicenie arbitraze a rizikovo neutralne ocenovanie. Tieto principy vychadzaji z
tedrie racionalneho spravania sa subjektov posobiacich na trhu. Ich uplatnenim
prichadzame k jasnému prechodu od Statistického modelu podkladovych aktiv k

cene ich derivatov.

Cielom matematického ocenovania je néajst pravidlo II; na vy¢islenie hodnoty
derivatu v ¢ase t, 0 < t < T. Pravidlo II; je redlnou funkciou nad priestorom (2, F;)
a mnozinou vSetkych funkcii V7, modzeme si vSak pod nim predstavit univerzalnu
postupnost krokov veducich od $pecifikacie derivatu V' k urceniu jeho ceny v ¢ase t.
Pre zjednodugenie uvazujme, ze pravidlo je funkciou Vr, cenu konkrétneho derivatu
urceného pomocou ocenovacieho pravidla nazvime V; = I1;(Vr). Ocefiovacie pravidlo
musi spliat niekolko zakladnych prirodzenych podmienok. Prvou je, Ze mézeme
pouzit len informécie pristupné v ¢ase ¢, teda proces (V}).cp,r) musi byt adaptovany

vzhladom k filtracii (F)sejo,17- Dalsia podmienka je nezapornost:

PVp >0 =1=P[V, >0 =1 Vte[0,T)]. (1.2)
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Tretou podmienkou je linearita:

Ht(i Vi) = zn:nt(v;;), n € N. (1.3)

i=1

Linearitu moZeme rozsirit na nekone¢ni spocitatelnt mnozZinu derivatov.
Tieto tri podmienky ved na koncept rizikovo neutralnej pravdepodobnostnej miery.
Predpokladajme, Ze mame ocenovacie pravidlo IIy. Symbolom 1,4 oznacujeme
charakteristicku funkciu mnoziny A: 14(z) = 1 pre x € A, 14(z) = 0 inak. Uvazujme
finan¢ny derivat vyplacajici 1, ak nastane udalost A € Fr a 0 inak - stavka na to,
ze nastane udalost A. Pre A = ) dostavame bezkuponovy dlhopis, ktorého cena v

case t je fixne dana II,(1g) = e "T=%). Definujme

Q(A) = o(14)/Mo(1g). (1.4)

Q(A) je teda cena stavky obnosu e v ¢ase 0 na udalost A. Linearita a kladnost
Iy nam zabezpecuju o-aditivitu Q, dalej plati Q(2) =1 , teda Q je pravdepodob-
nostna miera na priestore (9, Fr).
Predpokladajme, Ze nepozname ocenovacie pravidlo, ale mame k dispozicii mieru Q.
Trivialne plati Q(A) = E%[1,4]. Pre derivat Vo = Y.°  ¢;la,¢; € R dostavame na

zéklade linearity ocenovacieho pravidla a strednej hodnoty:

Vo = Z cll(14) = Z QA =T Z i E%14) = e EC(Vy).
=1 =1

i=1

Ak je Iy spojité, mozeme Tubovolny derivat nacenit ako limitu cien derivatov
vyssie uvedeného typu konvergujicich k danému derivatu (technické detaily konver-
gencie nebudeme S$pecifikovat). V ¢ase t disponujeme informéciou F;, ktora pres-
nejsie Specifikuje pravdepodobnost udalosti A € Fr. To nam umoziiuje presnejsie
vypocitat cenu derivatu pomocou konceptu podmienenej strednej hodnoty. Cena

Tubovolného derivatu v ¢ase ¢ tak bude dana vztahom:

V, = e "TOEQVL | F. (1.5)
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Poslednd podmienka Specifikujica ocenovacie pravidlo, a teda aj ocehovaciu
mieru Q, je vyluc¢enie arbitraze. Vazbu medzi pdévodnou pravdepodobnostnou mierou
P a mierou QQ urcuje vylucenie arbitraze pri oceneni nemoznej udalosti. Uvazujme
udalost A € Fr, pre ktora plati P[A] = 0. Stavka na nemoznu udalost je pre in-
vestora bezcennd, jej hodnota musi byt v Tubovolnom ¢ase rovna nule. Pre rizikovo

neutralnu mieru musi platit:

My(14) = e " EQ14] = e Q[A] = 0 = Q[A] = 0.

Naopak, ak Q[A] = 0, potom aj P[A] = 0, inak stavka na A vytvara presne podla
vztahu 1.1 moznost arbitraze. Predstavend tuvaha vedie k zaveru, Ze miery Q a P

musia byt ekvivalentné:

Q~P:VAeFr Q(A) =0« P(A)=0. (1.6)

Za derivat akcie S mozeme povazovat aj akciu samotni - funkeia Vz(.) je identita.
Akciu mozeme od ¢asu t drzat do kone¢ného ¢asu T > t, vyplata derivatu bude Sy.
PodIa predpokladu trhu o trende rastu akcie a principu vylic¢enia arbitraze ma tato

stratégia rovnak hodnotu ako kiipa numeraire v ¢ase t v hodnote S;. Teda plati

EQ[ST|ft] = EQ[StGT(T_t)LE] = StGT(T_t) (17)

Tretia rovnost plati, pretoZze nahodné premennda S; je meratelnd vzhladom k

T ¢im prejdeme k procesu od-

o-algebre F;. Rovnosti mézeme predelit hodnotou e”
diskontovanej ceny akcie (gt)te[gj] = (e7""S})ieo,1), pre ktory na zaklade vztahu 1.7

plati:

EQ[Sp|F] = S, (1.8)

Vylacenie arbitraze teda implikuje podmienku, Ze proces oddiskontnovanych cien
akeii (S)sep.r) musi byt martingalom vzhladom k filtracii (F;)co.r) @ rizikovo neu-
tralnej pravdepodobnostnej miere Q.

Mieru Q preto volame ekvivalentnd martingalova miera. Nie je tazké nahliadnut,

ze dané ekvivalentnd martingalovi miera jednoznacne definuje ocenovacie pravidlo.
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Pravdepodobnostna miera Q nestuvisi s pévodnou pravdepodobnostou vyskytu uda-
losti P. Q nemoze byt interpretovana ako pravdepodobnost nastania udalosti v real-
nom svete a nemoze byt vySetrena ekonometrickou analyzou procesov podkladovych

aktiv.

Odvodené vysledky st zahrnuté v nasledovnej vete, ktora je zakladnym vSeobec-

nym principom na ocenovanie finanénych derivatov:

Veta 1.2.1. (Prud zdkladnd veta ocefiovania derivdtov, BezarbitrdZny ocefiovaci
princip) Magme trh dang priestorom (Q,F, (Fi)i0,P), jednou akciou (St)i>o
a numerairom typu spojité urocenie urokom r. Derivdt podkladového aktiva S nech
je dany funkciou Vp(.).

Ak existuje pravdepodobnostnd miera Q na (Q, F) takd, Ze plati

e S, = EQ[e””TST\]-}], Q~DP, (1.9)

potom trh je bezarbitraZny a cena derivdtu v c¢ase t dand hodnotou

Vi= E@[e_T(T_t)VT((St)te[o,T])’]:t] (1.10)

je bezarbitrdzna.

1.3 Uplnost trhu

Kym bezarbitraznost trhu je v realite prirodzenym predpokladom a vdaka tomu
je podstatnou a beznou vlastnostou v matematickych modeloch, tiplnost finanénych
trhov v realite pozorovania zamietaji a taktiez na pode matematického modelovania
sa vyvijaji rozumné kvalitné modely netplného trhu. Su to predovSetkym modely
postavené na baze Lévyho procesov.

Na definiciu aplného trhu a ocenovanie derivatov na tplnych trhoch bol zavedeny

pojem dokonalé zaistenie.
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Definicia 1.3.1. Dokonalym zaistenim derivdtu V nazijvame samofinancovani stra-

tégiu (De)iejo ), pomocou ktorej mozno takmer iste replikovat dany derivat V:
T
IP)[VT:/Q‘F/ @tdst} = 17 K/ER (111)
0

Definicia 1.3.2. Uplngm trhom nazjvame trh, na ktorom ezistuje pre lubovolny

derivdt dokonalé zaistenie. Inak nazyvame trh neuplnym.

Na uplnom trhu je mozné pomocou podkladovych aktiv replikovat vSetky de-
rivaty, ktoré st tym padom redundantnymi finanénymi nastrojmi. Realita vSak
ukazuje, Ze derivaty maju jedine¢né a nezastupitelné postavenie na trhu a nie je
mozné ich replikovat.

Ak vztah 1.11 plati pre pravdepodobnostni mieru P, potom plati pre Tubovolnu
ini ekvivalentni pravdepodobnostnii mieru. Dévodom je, 7Ze ekvivalentné pravde-
podobnostné miery definuju rovnaké mnoziny istych udalosti. Ak teda uvazujeme
proces diskontovanych cien a ekvivalentni martingalovi mieru Q, pre derivat V' s

dokonalym zaistenim & plati :

T
Q[e_rTVT = K +/ @tdgf] = 1, K € R (112)
0

S, je pod mierou Q martingalom, z ¢oho vyplyva cena derivatu v pociato¢nom

c¢ase:

T
Vo = EYe™ ™ Vy|Fo] = B9k + / ®,dS;|Fo) = EYkK] 40 = k. (1.13)
0

Cena derivatu na dplnom trhu sa teda d& vypocitat jednoducho ako podiatocny
kapital potrebny na odstartovanie samofinancovanej zaistovacej stratégie. Tento
zaver umoznil v B-S modeli odvodit B-S parcidlnu diferencialnu rovnicu popisu-
jacu dynamiku ceny kazdého derivatu zavisiaceho len od kone¢nej hodnoty akcie.
Aplikovanim vztahu 1.13 mozeme na tplnom trhu nacenit kazdy derivat, ¢o pri
podobnom myslienkovom postupe, aky sme aplikovali na odvodenie ekvivalentnej
martingalovej miery, vedie k zaveru, Ze ekvivalentna martingalova miera je na iplnom

trhu jednoznacne urcené. Plati aj opacnéa implikacia - ak existuje jedina ekvivalentna
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martingalova miera, tak mozno dokonale zaistit kazdy derivat, trh je iplny (odvo-

denie tejto implikacie je podstatne naroc¢nejsie).

Veta 1.3.1. (Druhd zdkladnd veta oceniovania derivdtov) Trh definovang priestorom
(Q,F, (Ft)i>0,P) a procesom cien (Si)i>o je uplng prdve vtedy, ked existuje prdve

jedna ekvivalentnd martingalovd miera Q ~ P.

Na bezarbitraZznom netplnom trhu existuje podla tejto vety viac ekvivalent-
nych martingalovych mier. Ocenenie derivatu Iubovolnou z nich vedie k bezarbi-
traznej a teda rozumnej, spravodlivej cene. Rozli¢cné ekvivalentné martingalové miery
mozu danému derivatu priradit rozdielne ceny. Vybratie jednej konkrétnej ocenovace;j
miery zéaleZi na subjektivnom rozhodnuti ocefiovatela - moze optimalizovat dalgie
faktory ako je minimalizéicia zaistovacieho rizika, rozdielu medzi ocefiovacou a povod-
nou pravdepodobnostnou mierou, alebo sa zamerat na matematickt priehladnost,

jednoduchost, ¢i ekonomicki interpretovatelnost.
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Kapitola 2

Black-Scholesov model

Prvym vyznamnym matematickym modelom nasadenym na ocefiovanie financénych
derivatov je Black-Scholesov! (B-S) model. Je to prvy model vyuZivajici principy
bezarbitrazneho ocenovania v stochastickom modeli trhu. V prvej casti tejto kapi-
toly st stru¢ne predstavené vychodiska a vysledky zékladného B-S modelu. Tento
model vSak obsahuje vazne nedostatky. V druhej casti kapitoly sa pozrieme na
niekol'ko dolezitych vlastnosti B-S modelu, ktoré su v rozpore s redlnymi pozorova-
niami finan¢ného trhu. Od Lévyho procesov oCakdvame odstranenie predstavenych

nedostatkov.

2.1 Brownov pohyb

Hlavnym stavebnym kamenom, na ktorom je B-S model postaveny, je Brownov

pohyb. Brownov pohyb patri medzi najviac preStudované stochastické procesy, je

'Ked v roku 1973 zverejnili Fischer Black a Myron Scholes v ¢asopise Journal of Political
Economy ¢lanok The Pricing of Options and Corporate Liabilities, zaCala sa pisat moderné historia
ocefovania finanénych derivatov a di sa povedat, Zze aj trhu s finanénymi derivatmi. Na rozvoji
ocenovacej teodrie spolupracoval aj Robert Merton, ktorému bola za tato pracu spolu s Myronom
Scholesom udelena v roku 1997 Nobelova cena za ekonémiu. Fischer Black sa tohto vyznamného
ocenenia nedozil, zomrel v roku 1995 vo veku 57 rokov. Zakladny model odvodeny Mertonom,
Blackom a Scholesom je doteraz obltibenym teoretickym odrazovym mostikom pre ocefiovanie
finan¢nych derivatov a stale existuju snahy o jeho rozgirenie tak, aby reflektoval realitu finanéného

trhu.
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zékladnym procesom stochastickej analyzy. Symbolom < oznacujeme rovnost podla
distribucie.
Definicia 2.1.1. (Wienerov proces) — Nech (2, F,P, (Fi)i>0) je filtrovany pravde-

podobnostny priestor. Stochasticky proces (Wy)i>o je Wienerov proces, ak spliia nasle-

dovné vlastnosti:

(a) (Wy)eso je adaptovany vzhladom k filtrdcii (Fi)i>o
(b) P[Wy=0]=1
(c) pre vietky s,t > 0,t > s, je Wy — W nezdvislé od Fy (nezdvislost prirastkov)

(d) pre vSetky s > 0,t > 0 plati:
Wiy — Wi & Wy, — Wy ~ N(0,t) (stacionarita, normalita prirastkov)

(e) (Wi)i=0 md spojité trajektdrie s pravdepodobnostou 1

Definicia 2.1.2. (Brownov pohyb) Nech (W;);>o je Wienerov proces, o > 0, u € R.
Potom proces

Bt:ﬂt+UWt, tZO (21)
nazyvame Brownov pohyb.

Parameter p volame drift a parameter o volame volatilita Brownovho pohybu.
Stochasticky kalkulus vybudovany na zaklade Brownovho pohybu je podstatne od-
lisny od analyzy deterministickych funkcii. Brownov pohyb mé totiz ndhodny charak-
ter a jeho trajektorie si v kazdom bode nediferencovatelné takmer iste, napriek
tomu, Ze si spojité. Pre analyzu funkcii a stochastickych diferencidlnych rovnic
odvodenych od Brownovho pohybu je vyznamnym nastrojom tzv. [tov proces, [tov

integral a Itova lema. Viac o Brownovom pohybe sa da do¢itat napr. v [2], [3].

2.2  Ocenovanie derivatov pomocou B-S modelu

Cenu finan¢ného aktiva v ¢ase t ozna¢me S;. Podla B-S modelu je vyvoj S; dany

stochastickou diferencidlnou rovnicou:

d 2
% = odW; + (pu + %)dt, t>0. (2.2)
t
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Obr. 2.1: Priklad trajektorie Wienerovho procesu

Jej rieSenim je stochasticky proces tvaru:
Sy = Spexp(ut +oWy), t>0, (2.3)

casto nazyvany exponencialny Brownov pohyb.

Nagim cielom je pomocou bezarbitrazneho ocenovacieho pravidla 1.10 ocenit de-
rivat V' podkladového aktiva S, ktorého proces ceny je exponenciadlnym Brownovym
pohybom. Podla Girsanovovej vety existuje prave jedna rizikovo neutralna pravde-
podobnostna miera Q také, Ze proces diskontovanej ceny akcie S je pri pravdepodob-
nostnej miere Q martingalom. V B-S modeli tak dostavame tdplny trh, na ktorom
je mozné kazdy derivat podkladovej akcie replikovat danou akciou a bezrizikovym
aktivom B, = €. Da sa teda zostrojit samofinancovana stratégia spliiajica pod-

mienky:

Vi = ¢St + i By, (2.4)
d‘/t - gzﬁtdSt + ¢tdBt, (25)
kde ¢; je pocet akcii a i, pocet dlhopisov v ¢ase t. Podmienka 2.5 predstavuje
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prave samofinancovanost stratégie - netreba investovat ani odoberat ziaden dalsi
kapital. Vyvoj stratégie je presne dany vyvojom podkladového aktiva a presne urcuje
hodnotu derivatu v kazdom case. Spojenim podmienky samofinancovanosti stratégie
a aplikovanim Itovej lemy na funkciu V;(.) dostdvame Black-Scholesovu parcidlnu
diferencialnu rovnicu:

oav 1 ov oV

oV L 9edV OV o
8t+203852+83TS rV =0 (2.6)

Ak je dana hodnota derivatu v ¢ase jeho expiracie funkciou V(S,T) = f(St),
tvori funkcia f(.) okrajovi podmienku pre B-S parcidlnu diferencidlnu rovnicu a
tak mozno hodnotu derivatu V;(S;) v kazdom ¢ase pred expiraciou vypocitat ako
rieSenie tejto parcidlnej diferencidlnej rovnice. Tento zaver B-S modelu je z matema-
tického hladiska vynikajici - rieSenie parcialnej diferencidlnej rovnice v tejto forme

je preskiimany analyticky a numericky problém.

2.3 Nedostatky Black-Scholesovho modelu

2.3.1 Normalita vynosov akcii

Vynos ceny akcie od ¢asu tg do ¢asu tq je podiel (S, —S;,) /S, ZvyCajne sa modeluje
rad cien akcii s malymi ¢asovymi rozpatiami a vynosy akcie sii malé ¢isla. Je teda

mozné vynos akcie medzi dvomi nasledovnymi ¢asmi aproximovat hodnotou

S =S oy (550 1) Zins,,) — In(Sy,) (2.7)
Sn Sn

V B-S modeli to znamena, Ze vynosy akcie si modelované prirastkami Brownovho
pohybu. Tie st nezavislé a maji normalne rozdelenie, s parametrami nemeniacimi
sa v ¢ase. Vdaka tomu mozeme I'ahko testovat, ¢i sa cena akcie skuto¢ne riadi expo-
nencidlnym Brownovym pohybom. Staci vySetrit, ¢i st vynosy akcie z norméalneho
rozdelenia.

Ako priklad analyzujeme ¢asovy rad vynosov akcie Google s dennym ¢asovym

rozpatim typu Adj. Close v ¢asovom rozpati 1.12.2008 az 1.12.2010.
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Obr. 2.2: Vyvoj vynosov akcie Google modelovany normélnym rozdelenim (hore) a

realny vyvoj vynosov akcie Google v rozpéti dvoch rokov (dolu)

Na Obr. 2.2 je zakresleny vynos akcie Google modelovany pomocou normalneho
rozdelenia s parametrami rovnymi vyberovej strednej hodnote a vyberovej disperzii
redlnych vynosov a taktiez vyvoj redlnych vynosov akcie (Google. Principialny rozdiel
medzi realnymi a modelovanymi datami je na obrazkoch jasne viditelny.

Na zaklade Kolomogorov-Smirnovho testu normality zamietame normalitu ana-
lyzovanych dat s p-hodnotou na trovni 0,000998. Velmi nizka p-hodnota testu
znamend, 7ze data nie si z normalneho rozdelenia s velmi vysokou pravdepodob-
nostou. Vyberova Sikmost dat je 0,13, pricom normalne rozdelenie ma nulova Sik-
most. Vyberova $picatost dat dosahuje hodnotu az 6,5 a normélne rozdelenie méa
Spicatost vzdy rovnd trom. Vysokud Spicatost dat mozeme vidiet aj na histograme
vynosov, v ktorom je zakreslend hustota normélneho rozdelenia s parametrami
rovnymi vyberovej strednej hodnote a vyberovej disperzii (Obr. 2.3).

Statisticka analyza redlnych dat v mnohych pripadoch velmi striktne zamieta

normalitu vynosov akcii. To je vazny dévod, preco je B-S model v praxi nepouziteIny.

2.3.2 Spojité trajektorie

Podstatnou sic¢astou finan¢ného trhu st informécie. Cenu akcie urc¢uje ponuka a

dopyt, ktoré si velmi ovplyvnené novymi informaciami. Pohyb ceny akcie tizko stvisi
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Obr. 2.3: Histogram vynosov akcie Google a hustota norméalneho rozdelenia

70 zverejnenim novej skutoc¢nosti, ako je napriklad rozhodnutie vedenia stikromnej
firmy alebo $tatnej institicie, ¢i krach banky. Ak je informécia zavazna, moze spo-
sobit nahlu velkd zmenu v cene akcie, ktora z hladiska trajektorie vnimame ako
skok. B-S model predpoklada spojité trajektorie cien podkladovych aktiv, nepriptasta
moznost skokov. Tym zanedbéva doleziti charakteristiku trhu - necakany vyskyt

novych informécii ndhle meniacich ponuku a dopyt a tym cenu akcii.

2.3.3 Uplnost trhu

V B-S modeli existuje prave jedna rizikovo neutralna pravdepodobnost, pri ktorej je
proces diskontovanej ceny podkladového aktiva martingalom. To znamena, Ze sme
dostali model uplného trhu. Na takomto trhu existuje pre kazdy derivat prave jedna
spravodliva cena a je rovna cene, ktort zaplatime na zaciatku za kapu portfolia, po-
mocou ktorého potom dokonale replikujeme dany derivat (vid kap. 1.3). Ked7ze de-
rivat vieme dokonale replikovat, je na trhu nadbyto¢nym nastrojom. Realita ukazuje,

7e skutocné trhy nie st uplné a derivaty su nenahraditelnymi finanénymi nastrojmi.

2.3.4 Volatility smile

Na oceniovanie europskej call-opcie bez dividend je pre B-S model odvodeny expli-

citny vzorec, ktory je funkciou volatility Brownovho pohybu modelujiceho vynosy

26



volatility

10 15 20 25 30 35 40
Strike Price

Obr. 2.4: Krivka Volatility Smile pre akciu DIS

podkladovej akcie. Ak pozname trhovi cenu uvazovanej call opcie, mézeme na zak-
lade tejto formuly vypocitat tzv. implikovana volatilitu akcie. Je to volatilita, pri
ktorej dostaneme na zaklade B-S modelu presne trhovi cenu opcie.

Pri nasadeni B-S modelu na realne data sa ukazalo, Ze implikovana volatilita
sa meni, ak analyzujeme opcie na to isté podkladové aktivum s rozli¢nou dobou
do splatnosti, resp. rozlicnou strike price. To zamieta stacionaritu parametrov B-S
modelu. Navyse je Castym javom ostro konvexny tvar implikovanej volatility ako
funkcie strike price pre strike price blizko okolo ceny podkladovej akcie a s rovnakou
dobou do splatnosti. Tato krivka méa vo finan¢nej praxi vlastny nazov - volatility
smile (konvexné krivka na blizkom okoli svojho minima pripomina tsmev - preto
nazov "smile"). Tento jav sa povazuje za charakteristicky pre finanéné data a preto
je potrebné najst sposob, ako ho vysvetlit, resp. jeho existenciu zahrnit do modelu

trhu.
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Kapitola 3
Lévyho procesy

V tejto kapitole zadefinujeme triedu Lévyho! procesov a predstavime ich zakladné

vlastnosti.

3.1 Definicia Lévyho procesu

Lévyho procesy nie st spojitymi procesmi, pozadujeme od nich ovela slabsi druh

spojitosti.
Definicia 3.1.1. (cadlag) Funkcia f:U — R sa nazgjva cadlag, ak

o Vte U lim f(s)=f(t) (sprava polospojitd)

s—1+

e VteU Jlim f(s) (existuje limita zlava)

s—t—

Pomenovanie cadlag pochadza z franctzskeho “continue a droite, limite a gauche”
- spojita sprava, limita zlava. Tato vlastnost je vhodné na modelovanie ceny fi-
nan¢ného aktiva, ktorého cenu v danom bode nedokdzeme predpovedat na zaklade

minulosti.

'Paul Lévy (1886 — 1971) sa narodil vo Franctzsku v Parizi. Studoval na Ecole Polytechnique,
doktorandskeé studia absolvoval na Parizskej univerzite a v roku 1913 sa stal profesorom na Ecole
Polytechnique. Je povaZzovany za jedného z otcov modernej tedrie pravdepodobnosti a zvI1ast tedrie
stochastickych procesov. Medzi najvyznamnejsie vysledky patria odvodenia limitnych rozdeleni,

analyza procesov s nezavislymi prirastkami a Wienerovho procesu.
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Analogicky moézeme definovat caglad funkciu - spojité zlava, limita sprava. Procesy

s vlastnostou caglad st vhodné na modelovanie nami vytvorenych stratégii.

Definicia 3.1.2. (Stochastickd spojitost)  Stochasticky proces (X;)i>0 Sa nazgva
stochasticky spojity v bode a, ak

Ve >0 }llin%)IF’HXaJrh — X, > ¢ =0.

Proces (Xt)i>0 sa nazijva stochasticky spojity, ak je stochasticky spojity v kaZdom
bode t > 0.

Je vhodné poznamenat, Ze stochastické spojitost neimplikuje spojitost trajektorii
stochastického procesu. ZabezpecCuje  rozumna" mieru vyskytu skokov a vylucuje
skoky v deterministickom ¢ase (napriklad vyplacanie dividend), ktoré mozno mode-

lovat inym sposobom.

Definicia 3.1.3. (Lévyho proces) Nech (Q,F,P,(Fi)i>0) je filtrovanyg pravde-
podobnostny priestor. Stochasticky proces (Xi)i>0 nazgvame Lévyho proces, ak splria

nasledovné vlastnosti:
(a) (Xi)i>0 je adaptovany vzhladom k filtrdcii (Fi)i>o
(b) P[Xo=0]=1
(c) pre vietky s,t > 0,t > s, je Xy — X nezdvislé od Fy (nezdvislost prirastkov)

(d) RozdelenieX,y, — X; nezdvisi od t pre vSethy t > 0,h > 0 (stacionarita

prirastkov)
(e) (Xi)i>0 md cadlag trajektorie s pravdepodobnostou 1
(f) (Xi)i>0 je stochasticky spojity proces

Definiciu Lévyho procesu splita Wienerov proces, ktorého definicia 2.1.1 sprisiiuje
defniciu Lévyho procesu o spojitost trajektorif a normalitu prirastkov. Teda definicia
Lévyho procesu nie je prazdna, L.évyho proces ako matematicky objekt ma zmysel.

Ak simulujeme Lévyho proces v diskrétnych ¢asoch, dostavame nadhodni prechadzku
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(angl. random walk). Lévyho procesy tak mozno povazovat za extrapolaciu pojmu
nadhodnej prechadzky do spojitého casu.

Otéazkou je, aka Siroka je trieda Lévyho procesov. Je dostato¢ne flexibiln4 na
modelovanie roznych vlastnosti financ¢nych aktiv? Uz sme ukézali, ze Wienerov pro-
ces nie je dostatocne flexibilny, hoci sa s nim elegantne pracuje. Je mozné efektivne
pracovat aj s triedou Lévyho procesov? Pri praci s Lévyho procesmi nam poméaha

niekol'ko dolezitych vlastnosti a zaverov predstavenych v nasledujucich kapitolach.

3.2 Nekonec¢ne delitel'né rozdelenia

Definicia 3.2.1. (Nekonecéne delitelné rozdelenie) — Pravdepodobnostné rozdelenie
X nazgvame nekonecéne delitelngm, ak pre vsetky n > 2,n € N existuji rovnako
rozdelené nezdvislé nahodné premenné X, Xo, ..., X,, také, Ze ndhodnda premennd

Y =X+ Xo+ ... + X,, md rozdelenie x.

Pre charakteristicku funkciu ¢ sic¢tu nezavislych ndhodnych premennych plati
Ox+y(u) = Elexp(iu(X +Y))] = Elexp(iuX)]|Elexp(iuY)] = ox(u)py (u). (3.1)

Taktiez plati, Ze charakteristickd funkcia jednoznaCne urcuje rozdelenie nahodne;j
premennej. Preto pravdepodobnostné rozdelenie je nekone¢ne delitelné, ak pre kazdé
n € N je charakteristickd funkcia daného rozdelenia n-tou mocninou nejakej charak-
teristickej funkcie. Tento vztah nam pomaha vysetrovat nekone¢ni deliteInost ndhod-

nych premennych.

Priklad 1. Normalne rozdelenie X ~ N(u,0?), s charakteristickou funkciou ¢y.

ox(u) = Elexp(iuX)] = exp(ipu — %O'QUQ) = exp((ipu — %U2u2).%) _

2
= explitu—3 (&) w)" = (or(w)"
kde Y ~ N(&, 72) Ukazali sme, 7Ze normalne rozdelenie je nekone¢ne delitelné.
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Nekonecne delitelné rozdelenie je napriklad normélne, exponencidlne, Gama,
Poissonovo, geometrické. Ako vidiet na prikladoch, moze to byt diskrétne aj spojité
rozdelenie. Niektoré rozdelenia, ktoré nie si nekonecne delitelné, vymedzuje nasle-

dovné veta:

Veta 3.2.1. Ak md pravdepodobnosiné rozdelenie ohraniceny nosic, tak nie je ne-

konecne delitelné.

Podla tejto vety nie st nekonecne delitelnymi rozdeleniami napr. alternativne,
binomické, rovnomerné.
Suvislost medzi Lévyho procesmi a nekonecne delitelnymi rozdeleniami je ob-

siahnuté v nasledovnej vete:

Veta 3.2.2. Nech (Xi)i>0 je Lévyho proces. Potom pre vSetky t > 0 md ndhodnd
premennd X; nekonecne delitelné rozdelenie. Naopak, ak x je mekonecne delitelné

rozdelenie, potom existuje Lévyho proces (Xi)i>o taky, Ze X1 md rozdelenie x.

Vztah medzi Lévyho procesmi a nekonefne delitelnymi rozdeleniami je teda
velmi uzky. Kym pri ndhodnej prechadzke moéZeme zvolit Tubovolné rozdelenie
nadhodnej premennej prirastku v jednom kroku, L.évyho procesy uz maji obmedzenie
na vyber pravdepodobnostného rozdelenia prirastkov. Poznamenajme, Ze hoci druha
¢ast vety naoko $pecifikuje rozdelenie iba v jednom bode, dava nam ovela vadsiu in-
forméaciu. Vdaka nekonecnej delitelnosti, nezavislosti a stacionarite prirastkov mame
v rozdeleni X; informéciu o rozdeleni (X;)i>o v kazdom diskrétnom case t € N a
ak je dané rozdelenie uzavreté vzhladom na konvoltciu, tak aj v ¢asoch z oboru
kladnych racionéalnych ¢isel.

Zakladnou vetou v analyze Lévyho procesov je Lévy - Chin¢inova veta:

Veta 3.2.3. (Lévy - Chincinova veta) Nech X je ndhodnd premennd s nekonecne

delitelngm rozdelenim. Potom jej charakteristicki funkciu ¢(.) mozno zapisat v tvare:

gb(u) = 6¢(u), u eR (32)
. 1 2 92 > uT N
Y(u) = tau = sou”+ [ (€™ =1 —duzl(s<p)r(de), (3.3)
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kde v je miera na R\{0} spliiajica

/ min(1, 2?)v(dr) < oo. (3.4)
Vztah 3.2 spolu s 3.3 nazyvame Lévy-Chinc¢inova formula.

Definicia 3.2.2. Parametre (a,0% v) z Lévy-Chincinovej vely nazgvame Lévyho
(alebo aj charakteristickd) trojica. Funkciu v voldme charakteristicky exponent Lé-

vyho procesu.

Pozrime sa bliz8ie na Lévy-Chinc¢inovu formulu. Ako uz bolo povedané, charak-
teristickd funkcia suctu nezavislych ndhodnych premennych je si¢inom ich charak-
teristickych funkcii. Podla Lévy-Chin¢inovej formuly méZzeme kazda nekone¢ne de-
litelnt ndhodnt premennt vyjadrit ako stucet troch nezavislych nadhodnych premen-
nych podla troch s¢itancov vo funkcii 1. Prvé dva zodpovedaji Normalnemu rozde-
leniu so strednou hodnotou a a volatilitou o (porovnaj s charakteristickou funkciou
v priklade 1).

Posledny sc¢itanec zodpoveda skokovej zlozke a konkrétne charakteristickej funkcii
st¢tu (nie nutne koneéného po¢tu) nezavislych ndhodnych premennych so zloZenym

Poissonovym rozdelenim s kompenzovanymi malymi skokmi.

Vdaka priamemu vztahu medzi Lévyho procesmi a nekonecéne delitel nymi rozde-
leniami ma Lévy-Chin¢inova formula jasni interpretaciu i pre Lévyho procesy. Urcuje
charakteristicka funkciu ¢ Lévyho procesu (X;)i>o v ¢ase t = 1 a charekteristicka
funkcia ndhodnej premennej X; pre dané ¢t > 0 je t-tou mocninou funkcie ¢.

Kazdy Lévyho proces mozeme vyjadrit ako siacet troch procesov, ktoré prisliachaju
trom parametrom Lévyho trojice. Prvé dva parametre zodpovedaji Brownovmu po-
hybu s driftom a a volatilitou 2. Treti parameter Lévyho procesu - Lévyho miera

v mé nasledovni interpretéciu:
v(A)=E[#t €]0,1]: AX; #0,AX; € A], Ae BR) (3.5)

Lévyho miera danej borelovskej mnozine A priradi strednit hodnotu poctu skokov

za Casovi jednotku, pricom velkost skokov patri do mnoziny A. Kazda kompaktna
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mnozina A, ktord neobsahuje hodnotu 0, méa kone¢nd mieru v. Inak by mal proces X;
nekonecne vela skokov na ohrani¢enom intervale, pricom vdaka kompaktnosti A by
vSetky skoky boli v absolutnej hodnote vacsie ako urcita hodnota e > 0. To je v spore
s vlastnostou trajektorii cadlag. Ak je miera v konetna, élen [ _(e™* —1)v(dx) zod-
poveda zlozenému Poissonovmu rozdeleniu, kde intenzita Poissonovho procesu je

dané hodnotou [*°_v(dz) a distribicia skokov f je dana vztahom v(dz) = Af(z)dz.

Miera v avSak nemusi byt konecna. Pri nule méze explodovat do nekonecna, ¢o
znamend, 7e proces X; bude mat pre kazdé € > 0 nekonec¢ne vela skokov mensich
ako e. Malé skoky vo vSeobecnosti v sic¢te nemusia konvergovat. Clen —1ur1(|g)<1)
z Lévy-Chinc¢inovej formuly vybalansuje malé skoky tak, ze od¢itava ich stredni hod-
notu. Tym dostavame proces s tzv. kompenzovanymi skokmi. Podl'a zdkona velkych
¢isel malé kompenzované skoky konverguju, aj ked ich je na ohrani¢enom intervale
nekone¢ne vela. Podmienka 3.4 stanovuje prave vlastnost Lévyho miery, Ze pocet
skokov vacsich ako Tubovolné € > 0 ma byt ohraniceny, kym malych skokov moze

byt aj nekone¢ne vela.

Definicia 3.2.3. (Proces s nekonecnou aktivitou) Lévyho proces (X;)i>o0 nazjvame

procesom s konecnou aktivitou, ak pre jeho Lévyho mieru v plati:
v(R\{0}) < o (3.6)
Inak proces (Xi)i>0 nazgvame procesom s nekonecnou aktivitou.

Veta 3.2.4. Lévyho proces md konecne vela skokov na lubovolnom podintervale

[s,t], 0<s<t, prive vtedy, ked je procesom s konecnou aktivitou.

Lévyho procesy s nekonecnou aktivitou tvoria velka triedu procesov a si s

oblubou vyuZivané na finan¢né modelovanie.

3.3 Vlastnosti Lévyho procesov

Pri finan¢nom modelovani ¢asto vychadzame z konkrétneho predpokladu na vlast-

nosti modelovanych objektov. V pripade Lévyho procesov nam urcité predpoklady
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presnejSie vymedzia triedu procesov, s ktorymi pracujeme. V tejto kapitole pred-
stavime, aki triedu procesov dostaneme pozadovanim istych vlastnosti. Vychadzame
z literatury [4], [7], [8].

Urc¢ité vlastnosti trajektorii, ako je diferencovatelnost, spojitost, davaju presné

podmienky na Lévyho trojicu:

Veta 3.3.1. Lévyho proces (X;)i>0 md diferencovatelné trajektorie prave vtedy, ked
jeho charakteristickd trojica spliia podmienky: o> = 0, v = 0, teda ked (X;);>0 je

deterministickd linedrna funkcia.

Veta 3.3.2. Lévyho proces (Xi)i>0 md spojité trajektorie prive vtedy, ked jeho
charakteristickd trojica spliia podmienky: v = 0, teda ked (X¢)i>0 je Brownov po-

hyb.

Veta 3.3.3. Lévyho proces (Xi)i>o md po castiach konstantné trajektdrie prdve
vtedy, ked jeho charakteristickd trojica spliia podmienky: o> = 0, v(R\{0}) < oo
aa= f|a:\§1 xv(dz). Alebo ekvivalentne prdve vtedy, ked jeho charakteristicky expo-

nent md tvar:

v = [ e~ Dulde). v(RV(0)) < o0

[e.e]

teda prave vtedy, ked (Xi)i>o je zloZengm Poissonovym procesom.

Zlozeny Poissonov proces je podrobnejsie predstaveny v kapitole 3.4.1.

Pripomenme si pojem variacie funkcie [3]:
Definicia 3.3.1. Nech Il = {to,t1,...,t,} je delenie intervalu [0,T], teda 0 =ty <

t < ... <t,=T. Oznacme ||ll|| = max{tys1 — tx;k = 0,..n — 1}. Prod varidciu

funkcie f na intervale [0, T] definujeme

Vo (f) = lim Z|f (th+1) — f (k)]

(11—
ak limita na pravej strane existuje.
Kazda monotonna a kazda diferencovatelné funkcia mé konec¢nu variaciu. Kazda
funkcia s kone¢nou variaciou sa da vyjadrit ako rozdiel dvoch rastucich funkcii. Hovo-

rime, ze Lévyho proces mé kone¢nu variaciou, ak jeho trajektorie st na I'ubovolnom

ohrani¢enom podintervale funkcie s kone¢nou variaciou s pravdepodobnostou 1.
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Veta 3.3.4. Lévyho proces (X;)i>o $ charakteristickou trojicou (a,0?,v) md konecni

varidciu prave vtedy, ked jeho charakteristickd trojica spliia podmienky:

o? =0, / |z|v(dz) < oo.
<1

Jeho charakteristicky exponent md tvar:

P(u) = ibz + / (™ — 1)v(dr)
a proces (Xi)i>0 moZe byt vyjadreny ako sucet skokov na intervale [0,] a linedrnej
funkcie:
AX,#0
X, =bt+ Y AX, t>0,
s€[0,¢]

pricomb=a— [, wv(dz).

Rastiice Lévyho procesy sa nazyvaju aj subordinatory a s oblubou sa vyuzivaju
pri budovani Lévyho procesov. Casovi zlozku procesu totiz moézeme chapat ako
deterministicky linearny proces, ktory mdzeme nahradit inym rasticim procesom.
Subordindtor moéze obsahovat nelinearne casti a skoky, ¢im moézeme vhodne ohnut

¢asovy priebeh procesu a vytvorit tak novy Lévyho proces.

Veta 3.3.5. Nech (Xi)i>0 je Lévyho proces. Potom si nasledovné podmienky ekvi-

valentné
(a) It >0 P[X; >0/ =1
(b) ¥t >0 P[X,>0] =1
(¢) (Xi)i>0 md takmer iste neklesajice trajektorie t > s = P[X; > X | =1

(d) Charakteristickd trojica procesu spliia
0% =0, v((—00,0]) =0, f;° min(z, 1)r(dz) < oo,
b=a— f\x|§1 zv(dr) < oo,
teda proces nemd difiznu zloZku, md len kladné skoky s konecnou varidciou a

kladny drift.
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Casto je potrebné vediet distribticiu rozdelenia prirastkov procesu, pripadne jeho
hustotu, ak existuje. Lévyho procesy vo vSeobecnosti nemusia mat hustotu. Pre
zloZeny Poissonov proces s intenzitou A > 0 plati P[X; = 0] = e~ > 0,Vt > 0, teda
distribicia pravdepodobnosti mé pre kazdé ¢t > 0 atom v bode 0.

Avsak ak (X;);>0 nie je zlozeny Poissonov proces, potom X; ma spojita hustotu,

ako tvrdi nasledujica veta [4]:

Veta 3.3.6. Nech (X;);>0 je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (a,0?,v). Ak
o2 > 0 alebo v(R\{0}) = oo, potom X; md spojiti hustotu pre vietky t > 0.

3.4 Priklady Lévyho procesov

Ako sme uz spomenuli, najjednoduchsimi prikladmi Lévyho procesov si Brownov
pohyb a Poissonov proces, ktoré predstavuji i zakladné stavebné prvky Lévyho pro-
cesov. V tejto kapitole sa pozrieme na dalie Lévyho procesy, zvlast na zlozeny
Poissonov proces, ktory je velmi nazorny a oblibeny vo finané¢nom a poistnom mo-
delovani. Rozsiahly zoznam Lévyho procesov s ich charakteristikami je mozné najst

v 5], odvodenie tvaru procesov sa nachadza napr. v [4].

Konkrétny Lévyho proces mozeme vytvorit zadanim nekonecne delitelného rozde-
lenia prirarastkov cez ich distribu¢nia funkeciu, hustotu rozdelenia alebo charakteri-
sticki funkciu. Taktiez mozeme priamo zadaf Lévyho trojicu spliiajicu predpoklady
Lévy-Chinéinovej vety 3.2.3. Musime dbat na to, aby vytvoreny proces splial vietky
axiomy definicie Lévyho procesu 3.1.3.

Casto sa vyuzivaju tri pristupy odvodenia nového Lévyho procesu z existujicich.
Prvy sa zaklada na vete, Ze linedrnou transforméaciou Lévyho procesu je Lévyho
proces.

Druhym pristupom je transformécia ¢asu Lévyho procesu rasticim Lévyho pro-
cesom - subordinacia. Tento pristup je blizsie predstaveny spolu s prikladom v c¢as-
tiach 3.4.3 a 3.4.4.

Tretim vyuzivanym pristupom odvodenia Lévyho procesu je exponenciilne za-

krivenie Lévyho miery - prenésobenie Lévyho miery klesajicou exponencidlnou
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funkciou na obidvoch poloosiach. Transformovana Lévyho miera bude iste opét
splhat predpoklady Lévy-Chinéinovej vety na Lévyho mieru a tak moZeme pomocou
nej vytvorit novy Lévyho proces. Odvodenie Lévyho miery zaloZené na tomto pris-
tupe mozeme vidiet pri uréeni martingalového procesu oddiskontovanych cien pod

ekvivalentnou martingalovou mierou s minimalnou entropiou vo vete 4.1.2.

3.4.1 Zlozeny Poissonov proces

Definicia 3.4.1. Stochasticky proces (Si)i>0 nazgvame zloZeny Poissonov proces s

mtenzitou N a distribiciou skokov F, ak md tvar

Ny
Sp=> X;t>0, (3.7)
i=1

kde skoky X; si rovnako rozdelené nezdvislé premenné s distribiciou F' a (Ny)i>o

je Poissonov proces s intenzitou \ a N; je nezdvislé od X; pre vsetky t > 0,1 € N .

Klasicky Poissonov proces zodpoveda pripadu, ked X; st deterministické s hod-
notou 1. Zlozeny Poissonov proces mé rovnako ako klasicky po castiach konstantné
trajektorie s rovnakym rozdelenim Gasu skokov, avSak skoky maju nahodnua velkost
a mozu byt aj zaporné. Predstavuje tak urcité zovSeobecnenie klasického Pois-
sonovho procesu. Vztah medzi Lévyho mierou a distribuciou prirastkov zlozeného

Poissonovho procesu je dany vztahom:

v(A)

PIX; € Al = 22 A e BR) (3.8)

Prevod medzi Lévyho mierou a pravdepodobnostnou distribticiou skokov je teda
velmi jednoduchy. Parameter A dostaneme zo vztahu A = v(R\{0}). Veta o tplnej
pravdepodobnosti nAm umoznuje vyjadrit distribiciu pravdepodobnosti Poissonovho

procesu v Case t nasledovne:

P[S; € A] = i]P’[St € AN, =n|P|N; =n| =

n=0
o n e_At(/\t)” o e_)‘t(kt)”
= E IP’E X, € A]l—/———— =¢M E F(A)———" 3.9
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Obr. 3.1: Priklad trajektorie zloZzeného Poissonovho procesu so §tandardnym norméalnym

rozdelenim skokov (vlavo) a klasického Poissonovho procesu (vpravo).

kde p, je Diracova miera sustredena v bode x, F*"(A) je n-ta konvolu¢na mocnina

distribticie pravdepodobnosti F.

Veta 3.4.1. Charakteristickd funkcia zloZeného Poissonovho procesu v case t md

tvar:

Elexp(iuS;)] = exp(M(¢Yx(u) — 1)),Vu € R (3.10)

kde 1 x(u) je hodnota charakteristickej funkcie ndhodnej premennej X; v bode u

pre nejaké i € N.

Pre distribiciu pravdepodobnosti F' trividlne plati 1 = ffooo 1F(dz). Charakte-
ristickt funkciu 1y (u) moézeme ako stredni hodnotu prepisat v integralnom tvare
Vx(u) = Elexp(iuX;)] = [7_e™*F(dz). Mame nové vyjadrenie charakteristickej
funkcie zlozeného Poissonovho procesu:

Elexp(iuS;)] = exp(t/\/ (e™* — 1)F(dx)),Vu € R. (3.11)

—00

Z tohto tvaru charakteristickej funkcie dostavame Lévyho trojicu zlozeného Pois-

sonovho procesu:

(a,0% 1) = (A /_l 2F(dz), 0, \F) (3.12)

1
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Centralne momenty prirastkov zlozeného Poissonovho procesu sa daju lahko

odvodit z vety 3.4.1 cez derivacie charakteristickej funkcie v bode 0 a maju tvar:

E[S) = E[X;].E[N)], Var[S] = Var[X;].E[N] + E[X;]*Var[N,], i € N (3.13)

3.4.2 Skokovo - difazny proces

Proces nazyvame diftiznym, ak je v Lévyho trojici parameter o2 nenulovy, t.j. ak je

stavebnym blokom procesu aj Wienerov proces.

Definicia 3.4.2. Stochastickiy proces (Lt)i>o nazgvame skokovo — difizny, ak sa dd

vyjadrit v tvare:

Lt :bt+0Wt+St,tZ 0, (314)

kde b € R0 > 0 su konstanty, (W;)i>o je Wienerov proces a (Si)i>o je zloZens

Poissonov proces.

Ak rozpiSeme skokovu zlozku S, dostaneme tvar:

Ny
Li=bt+oW,+ > X;,t>0, (3.15)
=1

kde skoky X; st podl'a definicie zlozeného Poissonovho procesu rovnako rozdelené
nezavislé premenné s distribciou F a (Ny)i>o je Poissonov proces s intenzitou A
nezavisly od (X;);en. Skokovo - diftzny proces a jeho parametre maji velmi jasnt
interpretaciu - je to sucet linéarnej Casti s parametrom b, Wienerovho procesu s
volatilitou o2 a postupne sa vyskytuji skoky s intenzitou Poissonovho procesu \ a
velkostou podla distribicie pravdepodobnosti F. Skokovo - diftizny proces je sucet
Brownovho pohybu a zloZeného Poissonovho procesu, preto zo vztahu 3.12 l'ahko

vidime, ze Lévyho trojica skokovo-difizneho procesu mé tvar:

(a,0%,v) = (b+ /\/1 vF(dz), 0% \F) (3.16)

-1

Stredna hodnota tohto procesu v ¢ase t je

E[Ly) = bt + ME[X], (3.17)
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kde X ma distribuciu F'.
Ak vynosy akcie modelujeme skokovo-difiznym procesom s normélnym rozde-
lenim skokov, dostavame tzv. Mertonov model, ktory je podrobne analyzovany v

kapitole 5.

3.4.3 Gama proces

V doteraz predstavenych procesoch boli skoky zriedkavou udalostou, prichadzali

po ur¢itom ndhodnom ¢ase. V procesoch s nekonec¢nou aktivitou skoky principélne

neustale vytvaraju proces — v kazdom ¢asovom intervale ich je nekone¢ne vela. Naj-

jednoduch§im prikladom procesov s nekonecnou aktivitou je Gama proces. Rozdele-

nie prirastkov procesu s ¢asovym rozpatim t je dané Gama-rozdelenim s parametrami

A > 0,ct > 0. Charakteristickd funkcia rozdelenia prirastkov mé jednoduchy tvar:
., _

Ele™*] = (1 - 7) ct (3.18)

7Z tvaru charakteristickej funkcie I'ahko vidiet, Ze rozdelenie je nekone¢ne delitelné
- je n-tou mocninou charakteristickej funkcie Gama-rozdelenia s parametrami A, ct/n.

Hustota rozdelenia Gama procesu v Case t ma tvar:

fi(x) = (3.19)
0, x <0.

Hustota rozdelenia prirastkov je nenulova len na kladnej osi, preto prirastky si
kladné takmer iste a tak Gama proces je subordinator - rastici Lévyho proces.

Lévyho trojica Gama procesu:

1— 67)\ e*/\:v
A\ 7070 x 1I>0> (320)

Z tvaru Lévyho miery v l'ahko ukaZeme, 7ze Gama proces je procesom s nekonec-

(a,0%,v) = (c

nou aktivitou, teda plati ¥(R\{0}) = oc.

00 ef)m 00 67)\3: 1 efx\.ac 1 67)\.1
I/(R\{O}):/ c dx:/ c dm—l—/ c— dx>0—i—/ c dx =
0 1 0 0

X i
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= [e’Acln(x)Ll] =ce *In(1) — ce * lim In(x) = oo (3.21)

z—0

= »(R\{0}) = cc

Prva nerovnost plati, pretoze funkcia e ** je v z klesajica a tak sa da zdola
ohranic¢it pravou hranicou vlastného integralu, resp. nevlastny integral kladnej funkcie

mozeme zdola ohrani¢it nulou. Posledna rovnost plati, pretoze lim, .o In(z) = —oo.

3.4.4 Subordinacia, Variance-Gamma proces

Lubovolnému Lévyho procesu (X;);>o mozeme preskalovat ¢asovi zlozku inym,
rasticim Lévyho procesom (Y;);>o (subordinatorom) nezavislym od procesu (X;)¢>o.
Je dokadzané, 7e vzniknuty proces je tiez Lévyho proces. Takéto odvodenie Lévyho
procesu sa nazyva subordinacia procesu (X;);>o procesom (Y;);>0. Novy proces ma
dobrii ekonomicki interpretaciu - ekonomicky proces sa pohybuje povodnym proce-
som X, avSak vnimame ho v stochastickom "trhovom" ¢ase. Nahodny a skokovy
vyvoj "trhového" ¢asu reprezentuje nadhodny prilev informacii a "nervozitu" na
trhu.

V praxi sa s oblubou vyuziva subordinacia Brownovho pohybu (vid def. 2.1.2).

Speciélne ak za zakladny proces zvolime Brownov pohyb
Bt :ut+O'Wt,t Z 0
a za subordinator zvolime Gama proces (Y;)¢>o, dostaneme tzv. Variance-Gamma

proces (VG-proces):

Zi = By, = pY; + oWy, t > 0. (3.22)
Nech ¢y, (.) je charakteristicka funkcia prirastkov Gama procesu. Uvadzame nacrt
odvodenia charakteristickej funkcie rozdelenia prirastkov VG procesu, vyuzivame
pritom nezavislost procesov (By)i>0 a (Y;)i>0:
1
Elexp(iuZ;)| = Elexp(iuBy,)] = Elexp(iY;puu — 5Yt02u2)] =
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. 11 11 iup — to%u?
= Elexp(iY;(up — ;502U2)] = ¢y, (up — ;50%2) =(1- +) '

VG proces je procesom s nekone¢nou aktivitou. Prekvapujtce je, ze VG-proces
mé kone¢nu variaciu, hoci Brownov pohyb ma nekonec¢ni variaciu. V r. 1998 Madan

a kol. ukazali, ze VG proces sa da vyjadrit ako rozdiel dvoch Gama procesov [5].

3.5 Lévyho procesy a finan¢né modelovanie

Tak ako v B-S modeli, aj pri modelovani procesu ceny podkladového aktiva pomocou
Lévyho procesov budeme pomocou zvoleného Lévyho procesu modelovat vynosy
akcie, nie proces absolitnych cien. Vynos akcie za pozorovani dobu ma hodnotu

prirastku procesu (X)>o :

log(%) =X —X,, 0<s<t. (3.23)

Definicia 3.5.1. Nech (X,);>0 je Lévyho proces, Sy € R. Potom proces
St = S() eXp(Xt), t 2 0 (324)
nazgvame exponencidlny Lévyho proces odvodeny od procesu (Xi)i>o-

Vyvoj ceny akcie teda (S;):>o budeme modelovat exponencialnym Lévyho proces
odvodenym od nami definovaného procesu (X;);>o. Presné charakteristiky procesu
(S¢)e>0 nas nezaujimaji. Vhodnost modelovania trhu cez exponenciélne Lévyho pro-

cesy potvrdzuje nasledujice tvrdenie:

Veta 3.5.1. Nech (X;)i>o0 je Lévyho proces s charakteristickou trojicou (a,0? v). Ak
nie si trajektorie (Xi)i>o takmer iste rastice alebo klesajice, tak financéng trh dany
numerairom typu spojité urocenie konstantngm urokom a exponencidlnym Lévyho

procesom odvodenym od (X)i>o je bezarbitrdzny.

Predpoklady vety mozeme rozvinit do nasledujicich podmienok bezarbitrazneho

trhu:
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e (X;);>0 mé nenulovu difiiznu zlozku, o2 > 0,

(X¢t)e>0 je procesom s nekone¢nou variaciou,

o (X})i>o mé s nenulovou pravdepodobnostou kladné aj zaporné skoky,

(X¢)t>0 méa kladné skoky a parameter a < 0 alebo (X;);>o mé zaporné skoky

a parameter a > 0.

Platnost aspon jednej z uvedenych podmienok implikuje bezarbitraznost trhu.

V literatire boli pri finanénom modelovani vyuzité niektoré Specifické Lévyho
procesy. V r. 1987 a 1990 analyzovali Madan a Seneta VG-proces, v r. 1995 vyuzil
Eberlein a Keller Hyperbolické Lévyho procesy, Barndorff-Nielsen zase NIG (Normal
Inverse Gaussian) procesy. Tieto tri boli v r. 1998 zaradené Eberleinom do spolo¢nej
sirsej triedy ZovSeobecnenych hyperbolickych procesov. Carr a spol. uviedli v r. 2002
triedu CGMY procesov. Schoutens predstavil v r. 2001 Meixnerov proces, atd.
Vycerpavajuce predstavenie tychto procesov ide za rdmec tejto prace. Definiciu a
vlastnosti mnohych z nich mozno néjst v [5].

Mozeme si vSimnit, Ze nasadenie Lévyho procesov na finanéné modelovanie je
velmi mladym a dynamicky sa rozvijajucim pristupom. V sucasnosti sa stale viac
dostéava do centra pozornosti vedeckého vyskumu i praktickych aplikacii. Dévodom
je velka flexibilita Lévyho procesov.

Lévyho procesy dokazu lepsie zachytit vlastnosti trhu - mozeme pracovat s roz-
licnymi pravdepodobnostnymi rozdeleniami, triedy Lévyho procesov obsahuju vacsi
poclet parametrov, vdaka ¢omu sa daju kontrolovat momenty rozdelenia. Do modelu
trhu mozeme zahrnut skoky v procese cien. Taktiez dostavame v mnohych pripadoch
netplny trh, ¢o koreSponduje s realitou. Pri viacerych Lévyho procesoch sa poda-
rilo ukazat, Ze model na nich postaveny vysvetluje krivku Volatility Smile z B-S
modelu. Nasadenie Lévyho procesov ndAm pomaéaha odstranit nedostatky B-S modelu
predstavené v kapitole 2.3. Cenou za to je vy$Sia matematickd naroc¢nost teodrie a

tiez horSia analytickd a numericka riesitelnost ocenovacieho problému.
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Kapitola 4

Ocenovanie derivatov na netplnych

trhoch

Modelovanie ceny finan¢ného aktiva pomocou exponencidlneho Lévyho procesu vedie
v mnohych pripadch na model netiplného trhu (vid kapitolu 1.3). Na netplnom
trhu existuje viacero ekvivalentnych martingalovych mier, ktoré moézeme vyuzit na
ocenovanie derivatov. V tejto kapitole bude predstavenych niekolko dolezitych ekvi-

valentnych martingalovych mier.

4.1 Optimalne martingalové miery

Mnozinu vSetkych ekvivalentnych martingalovych mier na danom trhu oznac¢me G.
Pri vybere konkrétnej ekvivalentnej martingalovej miery z G je ¢astym pristupom
optimalizédcia niektorej vlastnosti. Velmi obltibena je minimalizacia vzdialenosti
medzi povodnou a ekvivalentnou martingalovou pravdepodobnostnou mierou. Pre-
chod medzi rozliénymi mierami na tom istom meratelnom priestore (€2, F) zabez-

pecuje Radon-Nikodymova derivacia [11].

4.1.1 Radon-Nikodymova derivacia

Nech (Q, F,P) je pravdepodobnostny priestor a M je nezaporna F-meratelna na-

hodné premenna, pre ktort plati [, M(w)dP(w) = 1. Potom mo6Zeme na priestore
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(Q, F) definovat novi mieru Q vztahom:

dQ(w) = M (w)dP(w), (4.1)

teda plati

/A h(w)dQ(w) = / h(w) M (w)dP(w), (4.2)

A
pre vietky A € F a ndhodné premenné h, pre ktoré integral na pravej strane

rovnosti existuje. (2, F,Q) je novy pravdepodobnostny priestor. Vo vSeobecnosti
Q#P, LP(Q,F,P) # LP(Q,F,Q). Z toho vyplyva, ze danid ndhodna premenna X

mé na (2, F) vzhladom k P a Q rozdielne rozdelenie pravdepodobnosti.

Veta 4.1.1. (Radon-Nikodymova veta) Nech Q < P (miera Q je absolitne spo-
jitd vzhladom k miere P). Potom existuje jedind nezdpornd F-meratelnd ndhodnd

premennd M, pre ktorid plati vztah 4.1.

N&hodna premenni M z Radon-Nikodymovej vety volame Radon-Nikodymova

dQ

derivacia a Ooznacujeme ju aP

4.1.2 Minimalizacia vzdialenosti medzi mierami

Na meranie vzdialenosti mier moéZeme pouZit stredni hodnotu akejkol'vek ostro kon-

vexnej funkcie Radon-Nikodymovej derivacie uvazovanych mier:

dQ
)

Optimaliza¢nou tlohou je najst ekvivalentnid martingalovi mieru Q* s najmensou

Hy(Q,P) = E°[f( (4.3)

odchylkou od povodnej pravdepodobnostnej miery P podla funkcie vzdialenosti H:
t = inf H P). 4.4
Q" = arg inf Hy(Q.P) (4.4)

V stcasnej literatire st uviddzané predovsetkym nasledovné funkcie f, ktorym

st priradené aj nazvy ekvivalentnych martingalovych mier [9]:

1. f(z) = zlog(z), MM' s minimalnou relativnou entropiou

IMM - skr. Martingalova miera
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2. f(z) = —log(z), MM s minimélnou obratenou relativnou entropiou

3. f(z) = |z — 1|, MM s minimalnou totalnou variaciou

4. f(x) = —v/z, MM s minimélou Hellingerovou vzdialenostou
5. f(z) = |z — 1/°, MM s minimalnym p-tym momentom

6. f(z) = |z — 12, MM s minimalou varianciou

4.1.3 MartingalovA miera s minimalnou entropiou

Pojem entropia vychadza z teodrie informacii, kde reprezentuje opak informaécie -
mieru chaosu, nerozonatelnosti stavov systému. Zvycajne sa modeluje ako logarit-

mus poc¢tu (miery) mikrostavov prislichajicich danému makrostavu.

Definicia 4.1.1. Nech Q a P sid pravdepodobnostné miery na priestore (0, F). Re-
lativnu entropiu, alebo Kullback-Leiblerovu vzdialenost € definujeme:
EF[RIn()] ok Q<P
QP =g © " (4.5)
0, inak.
My uvazujeme ekvivalentné miery, pre ktoré plati Q < P (Q je absolatne spojita
vzhladom k miere P). Z definicie Radon-Nikodymovej derivacie plati:

(QIP) = E¥n( ) (4.6

. s - . - dQ .
Relativna entropia je vzdy neziporna a £(Q|P) = 0 len ak %5 = 1 takmer iste.

Martingalova miera s miniméalnou entropiou (skr. MEMM) je ziskané rieSenim

optimaliza¢nej tlohy 4.4, kde za funkciu H; zvolime relativnu entropiu e:

d@ dQ
dpP (d]P’)]

Vdaka tomu sa d& MEMM interpretovat ako martingalovd miera najmenej roz-

QMEMM — arg 1nf 5(Q|IP) =argl mf EF[—= (4.7)

mazavajica informéaciu obsiahnutt v pévodnom modeli. Preto je starostliva kalibra-
cia parametrov povodného modelu velmi doélezita. Efektivnu pracu s MEMM nam

umoziuje nasledovna veta [10]:
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Veta 4.1.2. Nech S; = Sypexp(Xy), kde (X;)i>0 je Lévyho proces s trojicou (a, 02, v).

Nech r je hodnota bezrizikovej drokovej miery. Ak existuje rieSenie 3 rovnice:

—0o0

a+ (8 + %O‘Q) + / ((e" — 1)eP Y — 21 y<y)v(da) = 7, (4.8)

potom exponencidlny Lévyho proces S; = e "SpeXt | kde (X[ )0 je Lévyho proces

s trojicou (a*, 02, v*), pricom plati:
a* =a+ fo* + /_1 2P Y — D(dx), (4.9)
1
v*(dz) = *¢ " Vy(dz), (4.10)
je martingalom vzhladom k miere MEMM.

Vdaka tejto vete pozname martingalovy proces diskontovanej ceny podkladového
aktiva a tak podla ocenovacieho pravidla 1.10 mdZeme nacenit T'ubovolny derivéat.
Poznamenavame, 7e v knihe [4] obsahuje tato veta chyby - nesprévne sa pracuje s
urokom r a zavazna chyba je vo vztahu 4.9.

Parameter (3 je zvy¢ajne zaporny (vzhladom k potrebnej kone¢nosti nevlastného
integralu vystupujiceho vo vete je tento fakt pre viacsinu Lévyho mier prirodzeny).
Zaporna (8 ohyna povodnit Lévyho mieru tak, ze pri ocenovani derivatov sa kladie
vacsi doraz na zaporné skoky, kym kladné skoky hraji mensiu ulohu. Z financ¢ného
hladiska je tato vlastnost pozitivne hodnotena, racionalna - zaporné skoky v procese

ceny akcie vnimaji investori citlivejsie ako kladné.

4.2 Mertonov pristup

Merton si zvolil konkrétny stochasticky proces ceny akcie, na ktorom demonstroval
Specificky pristup volby ekvivalentnej martingalovej miery. Postupoval podobne ako
v B-S modeli - skorigoval iba drift Brownovho procesu tak, aby dostal martingalovy
proces. Nemenil pravdepodobnostné miery nadhodnych premennych vystupujtcich v
podkladovom procese, vdaka ¢omu mohol analyticky prist k zavere¢nym vzorcom.
Blizgie sa na Mertonov pristup a jeho profilovy priklad pozrieme v kapitole 5.2.1.

Vseobecne by sa dal vyuzit pre vSetky skokovo-difizne procesy.
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Kapitola 5

Mertonov model

V tejto kapitole bude predstaveny Mertonov model a jeho aplikovanie na realne
data. Nasim cielom je nakalibrovat Mertonov model na zaklade Mertonovho pris-
tupu k vyberu ekvivalentnej martingalovej miery a tiez na zaklade martingalove]
miery s minimélnou entropiou. V prvej Casti kapitoly st predstavené a odvodené
teoretické vychodiskd a v druhej ¢asti kapitoly je predstavena kalibracia modelu na

akcii Google.

5.1 Kalibra¢ny model

Nasim cielom je nakalibrovat ocefiovaci model. Europske opcie st jednoduchymi a
mohutne obchodovanymi derivatmi, preto budeme predpokladat, ze ich trhové ceny
st spravne. Chceme ziskat implikované parametre modelu - parametre, pre ktoré
model najlepsie odhaduje trhové ceny europskych call opcii. Eurépska call opcia je
kontrakt, ktorého drzitel méa pravo od vypisovatela kupit v stanovenom ¢ase T' do-
hodnutt akciu za cenu K. Cenu K volame Strike Price. V danom momente zachytime
trhovu cenu akcie Sy a ceny k nej prislichajtcich n eurépskych call-opcii s rovnakou
dobou do splatnosti a rozlicnou Strike Price - vektor V... Odhadneme parametre
modelu a vypocitame modelové ceny - vektor V,,,q.;. Na meranie vzdialenosti cien

modelu od trhovych cien pouzivame nasledovni funkciu:
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n

p(‘/?“eala Vmodel) = Z( rieal - 7;£Lodel>27 V;“eab Vmodel € R™ (51)

i=1
Ulohou kalibracie je vhodnou optimaliza¢nou metédou najst bod minima funkcie

P(Vreat, Vinoder) Na d-rozmernom priestore parametrov © C R%:

arg I@Télél p(‘/reab Vmodel)> (52)

Ak zvolime pocet opcii n tak, aby n > d, je veImi pravdepodobné, Ze v bode
hladaného minima je nenulova vzdialenost p(Viear, Vinoder)- Model sice nevysvetluje
uplne presne ceny modelu, avsak lepsie odhaduje ceny SirSieho portfélia opcii. Najst
rieSenie tlohy 5.2 moze byt pre konkrétne modely netaplného trhu velmi tazko ana-
lyticky alebo numericky riesitelny problém. Funkcia p(Viear, Vinoder) ako funkcia kali-
brovanych parametrov nemusi byt konvexna a moze mat viac lokdlnych minim. Preto
nam v mnohych pripadoch stac¢i pseudorieSenie tlohy - bod blizko lokalneho minima,
v ktorom je hodnota funkcie p(Vi.car, Vinoder) nizka. Pseudoriesenie nam poskytne pa-

rametre, s ktorymi uspokojivo modelujeme realne data.

5.2 Mertonov model

Mertonov model trhu predpokladé, Ze proces ceny akcie sa riadi exponencidlnym
Lévyho procesom odvodenym od skokovo-difizneho procesu (vid kap. 3.4.2) s nor-
mélne rozdelenymi skokmi. Proces ceny akcie ma tvar:

Nt

Sy = Sp. exp(Xy) = Sp. exp(ut + oW, + ZYi),t >0, kde (5.3)

i=1

o (W)i>o - Standardny Wienerov proces

(Nt)i>0 - Poissonov proces s intenzitou A

o (Y))ien, Yi~ N(m,d?) st ndhodné skoky, rovnako rozdelené a nezévislé

Vsetky 3 procesy st stochasticky nezavislé.

5 parametrov: p € R0 > 0,0 >0,m € R, A > 0.
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Parametre p, o2 st drift a volatilita Brownovho pohybu, ktory je jednou zlozkou
procesu vynosov akcie. Hodnota At oznacuje intenzitu skokov za ¢as t. Hodnotu
A mozeme interpretovat ako priemerny pocet skokov za rok. Parametre m a § si
stredna hodnota a volatilita velkosti skokov. Zo vztahu 3.17 dostavame, Ze strednéa
hodnota vynosov akcie za ¢as t je E[X,] = ut + mAt.

Lévyho trojica Mertonovho modelu procesu vynosov akcie sa da vyjadrit nasle-

dovnym spdsobom:

1 z—m)? 1 z—m)?
(a,0%,v) = (u+ )\/1 \/2??6( . dm,aQ,)\We( s ) (5.4)

Proces cien akcii 5.3 spolu s bezrizikovym aktivom je modelom netiplného fi-

nancéného trhu.

5.2.1 Mertonove ceny

Pri odvodeni Mertonovych cien eurdpskej call opcie budeme vychédzat z kapitoly
4.2 o Mertonovom pristupe k zvoleniu ekvivalentnej martingalovej miery. Stru¢né
odvodenie Mertonovych cien je spracované podla knihy [4].
Podla Mertonovho pristupu na to, aby proces S, = S, bol martingalom pri
novej miere Q™ , zmenime len drift Wienerovho procesu:
Ny

Q" : Se = e "S- explpt + o WM 4 Y Y],

i=1
WM je standardny Wienerov proces pri novej miere Q.

uM ziskame z poznatku, Ze martingal ma konstantnia strednt hodnotu:

N
E@M [gt] = SO.E@M [eirt exp(th + O’WtM + Z Y;)] =5y

i=1

2
=M= — AT — 1]

Skokova cast procesu zostava nezmenend, redlne pravdepodobnosti skokov po-

vazujeme za rizikovo neutralne. Riziko vyplyvajtce zo skokov teda povazujeme za
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diverzifikovateIné a neprinasa rizikova prémiu. Tento predpoklad nie je v sulade s
realitou na finan¢nych trhoch.
Mame proces ceny akcie, ekvivalentni martingalovi mieru Q¥ , moézeme oceniovat

derivaty pomocou ocenovacej formuly:

Vi = Equle "0V (Sr)|7].
Symbolom 7 ozna¢me c¢as do splatnosti derivatu, 7 = T — t. Pre eurdpsku call
opciu dostavame po spocitani tejto podmienenej strednej hodnoty cenu vo forme
nekoneéného radu vazenych cien Black-Scholesovho modelu:

> e A (AT

CH(S)=e") CP3(1,8,,0,), kde (5.5)

n!
n>0

52

o2 =0+ n—, (5.6)
T
52 2

Sy = Sexp(nm + % —ATe™ T 4 AT), (5.7)
CP5(r,8,,0,) je cena podla B-S modelu. (5.8)

Cenu eurdpskej Call-opcie vypocitani podla vzorca 5.5 budeme nazyvat Merto-
nova cena.

Pre nasadenie gradientnej numerickej schémy na kalibraciu Mertonovho modelu
sme zo vzorca Mertonovych cien odvodili prvé parcialne derivécie tohto vzorca podla
jednotlivych parametrov. Uvaddzame tu oznacenie funkcii, ktoré v nich vystupuji a

samotny tvar parcidlnych derivacii:




CP% = CP%(1,8,,0,) = Spé(dy) — Ee”""¢(do)

2 2
a7 d.

> 8Sn Se” 3 —e "TEe 3

Zq - 8)\ Ah) Sn/ 2mO2T

n>0

oC . aSﬂ 062 S 962 S 2
9C N g2 d A
R nzq” goz V1) + o2ry/on

o = = et

5.2.2 Vypocet MEMM ceny derivatu v Mertonovom modeli

V tejto kapitole uvadzame vlastny pristup k vypoctu MEMM cien v Mertonovom
modeli. Uvazujme Mertonov model procesu ceny akcie s parametrami (i, A, 02, m, 6%).
Predpokladajme, ze mame nakalibrované vsetky jeho parametre. Z parametrov mo-
7eme odvodit Lévyho trojicu logaritmu tohto procesu (a,o?,v) podla vzfahu 5.4.
Ulohou je vypoéitat cenu eur6pskej call opcie pomocou MEMM. Na to nam poslazi
veta 4.1.2. Jej nasadenim ziskame Lévyho trojicu procesu (X} );>0 2z uvedenej vety

v nasledovnom tvare (a*, 02, v*):

A _(@—m)?

V212

-1
a* =a+ fo* + / (2P0 — 1)
1

. A @mm)?
vi(dr) = XD ——e” 57 dx, kde (5.10)
V 27T52
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[ je rieSenim rovnice:

1 - v A _@mm)?
a+ (B + 5)02 + / ((e" — 1)V — 21 <1)) \/We 22 dr=0. (5.11)

Parameter u moézeme z Lévyho trojice Skokovo-Diftizneho procesu vyjadrit nasle-

dovne:

N w2
/L:CI,—/I xme 2% dx. (5.12)

Na zéklade novej Lévyho trojice a vztahu 5.12 mozeme vypocitat modelové pa-

rametre nového procesu (X;)¢>o:

-1
pt=a*— / av*(dz) = p+ o83, (5.13)
1

— 00
A= / v*(dx). (5.14)
Parameter 02 sa nemenf a aj jeho interpretacia zostava rovnaki. Hodnoty para-
metrov m a 62 sa sice nemenia, av§ak uZ ich nemédzeme interpretovat ako strednt
hodnotu a varianciu skokov, nakol'ko rozdelenie skokov uz nie je normalne - ma nova
hustotu:
2
1 ]_ B(exfl) A _ (x—m)

() = FV*(daz) =3¢ \/We 257 . (5.15)

Odvodili sme parametre procesu ceny (Sg.e*t,);>¢ vyuzivaného pri vypocte ceny
derivatu
Ny

So.eX1 = So.explut + oWy + > V7]t > 0. (5.16)

i=1
Reélny proces ceny akcie (S;);>0 nas uz pri oceiiovani nezaujima.
Majme dany derivat V, ktory chceme ocenit v ¢ase t = 0. Jeho cenu ziskame

pomocou ocenovacej formuly:

Vo = E%e Vo ((So-€X )iepomy) | Fo)- (5.17)
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KedzZe chceme vypocitat cenu eurépskej call opcie, moézeme uvazovat, ze Vr je
funkciou len ceny akcie v Case splatnosti derivatu. Taktiez v ¢ase 0 pozname hodnotu
akcie Sy, preto mozeme prejst od podmienenej strednej hodnoty ku klasickej strednej

hodnote. Ocenovacia formula 5.17 tak nadobudne tvar

Vo = E%e ™V (Sp.e*T)). (5.18)

Pri odvodeni Mertonovych cien nam normalita skokov umoznila vypocitat rozde-
lenie vynosov akcie - bolo jednoduché spravit zo sumy nahodnych premennych vy-
stupujicich v definicii procesu jednu normélne rozdelent ndhodnd premennii. Zial
pri MEMM cenach uz nevieme analyticky spoc¢itat n-té konvolu¢né mocniny hustot
pravdepodobnostného rozdelenia skokov a ziskat explicitny vzorec pre vypocet ceny
derivatu. Preto sme pristapili k vypoc¢tu strednej hodnoty pomocou Monte-Carlo
metody.

Pre simulaciu ceny akcie v ¢ase T pod ekvivalentnou martingalovou pravde-
podobnostnou mierou Q by sme museli simulovat skoky s hustotou pravdepodob-
nosti f*, ktoré nie je hustotou niektorého zo znamych rozdeleni. Preto chceme prejst

pri v¥poéte strednej hodnoty 5.18 od miery Q k inej miere 7 splitajicej 2 podmienky:

1. vieme simulovat ndhodné premenné v modeli ceny akcie, pre ktoré n definuje

zdruzené rozdelenie,

2. vieme odvodit Radon-Nikodymovu derivaciu 42 (pozri kapitolu 4.1.1).
7

Mieru 7 sme sa rozhodli zvolit tak, aby distribiicia skokov bola z normalneho
rozdelenia s parametrami povodného procesu ceny pod realnou mierou P a distribu-
cia ostatnych nadhodnych premennych vystupujtucich v modeli ceny podkladového
aktiva zostala nezmenené. Chceme teda vo vypocte ceny derivatu pracovat s ndhod-
nou premennou

N

St = So.exp(u*T + oWr + Z Y;) = So. exp(X7}), (5.19)

=1

kde Y; ~ N(m,6%),i=1,2,..., Nj ~ Pois(A\*t) a Wy N(0,T).
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Cenu derivatu mozeme vyjadrit nasledovne:

Vo = E"[e"'(T)VT(S;?)%]. (5.20)

Nech v ¢ase T zahiha X prave n skokov, teda plati N = n. Nahodna pre-
menna X7 je potom stic¢tom n + 1 nezavislych ndhodnych premennych: Wy s hus-
totou ¢g a Y7, ..., Y, s hustotou f. Ndhodna premenna X7 je sictom n + 1 nezavis-

Iych ndhodnych premennych: Wy s hustotou g a Y}*, ..., Y* s hustotou f*. Chceme

ziskat Radon-Nikodymovu derivaciu %S ako funkciu ndhodnych premennych Wy a
Y1, ..., Yn. Zdruzené hustoty ndhodnej premennej X7, resp. X; maji pod pravde-

podobnostnymi rozdeleniami n a Q tvar:

n:h(@, o x) = g(@1).f(22). o f(Tng1) (5.21)

Q: K (@1, oo Ta) = g(2). (@), . () =
— gl@1)-f(w2) 2 exp(B(e™ — 1) o flann) & exp(Blenst — 1)) =
= h(z1, .oy Tpy1) ?;1 Aexp(B(e” —1)),z; € Ri=1,2,..,n+1.

Miery n a Q st ekvivalentné a ndhodna premenna

n

M = | —exp(B(e" — 1)) (5.22)

splia vztah 4.2 o Radon-Nikodymovej derivacii, preto M = fl%.

Chceme vypocitat hodnotu europskej Call opcie so strike price K:

d
CMEMM — prje=rT(S) — K)+(dLQ)] (5.23)
Ui
Podla vety o tplnej pravdepodobnosti mézeme strednt hodnotu 5.23 vypocitat

nasledovnym sposobom:
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> * n - A Y;
CMEJ\/[M — 6—7'T PIN%: = nlE[(S,.e* TH+oWr+y Y _ K + _eﬁ(e i—1) ’
> BIN; = B(S) e
(5.24)
e—T)\* (T)\*)n

kde PN} =n] = —— ">, Wr~N(0,T), Yi~N(m,d).

SSRPR oo .0 0 .
Na skréatenie zapisu vyuzivame konvenciu ), a; = 0, [[; a; = 1. Prvy ¢len sumy

5.24 vieme analyticky spocitat:

P[N;. = 0]E[(So.e™ oWt — k)] = e T\ (Soe™ 43T 3(dy)) — K(ds)), (5.25)

kde
_log(So/K) + T’ + 70> log(So/K) + T

o?T 7 ? vVo?T ’

kde ¢(.) je distribu¢né funkcia Standardného normalneho rozdelenia. Pri odvo-

dy

(5.26)

deni tohto vzorca sme postupovali analogicky ako sa postupuje pri odvodeni Black-
Scholesovho vzorca pre cenu eur6pskej call opcie (da sa najst napr. v [3]). Kedze
odvodenie tohto vzorca je dlhé a pre nasu pracu nezaujimavé, neuvadzame ho tu.
Zvlast pre nizke ¢asy do expiracie, resp. nizke A* moze byt P[N;” = 0] (t.j. pravde-
podobnost, ze do expirdcie nenastane skok v procese ceny) pomerne vysoka a tak
presnd znalost hodnoty prvého ¢lena je velmi vhodna - zniZuje trvanie vypoctu i

odchylku vypocitanej hodnoty.

Pre cenu eurdpskej call opcie v tvare 5.24 uz vieme efektivne simulovat vsetky
nahodné premenné vystupujice vo vzorci a tak mozeme nasadit metédu Monte
Carlo. Suma, ktori méme spocitat je nekone¢na. Simulovat budeme prvych N
¢lenov, ktoré signifikantne tvoria hodnotu ceny opcie. Pocet simulacii oznacujeme

PS. Algoritmus ocefiovacej metody Monte Carlo je nasledovny:

Vstup:
Parametre trhu: Sy, r, K, T

Parametre modelu: A\, m, 9, o, 3, pu*, \*
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Parametre rozmeru simulacie: N,PS

1. vypocitame Hy; prvy ¢len sumy 5.24 podla vzorca 5.25

2. pre dostatoc¢ne velké N € N a PS € N nasimulujeme PS krat N + 1 realizacii
ndhodnych premennych so §tandardnym normélnym rozdelenim x; x, ..., Zp41,

k=1, .., PS,

3. pre kazdé k =1, ..., PS vypocitame hodnoty y; = O'ﬁl’l’k,
Ynp =M+ 0Tpy, n=2, .,N+1

4. pre kazdé k =1, ..., PS vypocitame funkénta hodnotu

o~ TN (T\* ntl
Z (T)\ ) (So'eTl"*‘i‘yl,k‘f'Z?IQl Yik __ + H - exp eyivk — 1))

5. cena derivatu:

CJWEMM H + _ZHk:

Vystup: CMEMM

Navrhnuty postup vypocétu MEMM ceny mé vyhodu v tom, ze sa d& vyuzit na
vypocet cien vSetkych derivatov zavisiacich od koncovej ceny akcie. Tento postup
sa da vyuzit nielen v Mertonovom modeli, ale aj v dalsich modeloch postavenych
na baze skokovo-difiznych procesov obsahujticich ndhodné premenné, ktoré vieme

simulovat.

5.3 Vysledky kalibracie

Nasim cielom bolo nakalibrovat Mertonov model ceny akcie Google na zaklade 6

cien eur6pskych Call opcii bez dividend a porovnat ho s B-S modelom.

5.3.1 Podkladové adaje

Pouzili sme nasledovné podkladové trhové data:
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Zdroj: http://finance.yahoo.com/

Cas zberu dat: 25.9.2010, 13:31:15

Cena akcie: $527,29

Cas do splatnosti call opcif: 0,476 roka

Urok (polroény): 0,0019

Strike Price 480 200 920 540 560 | 580

Cena Call-opcie | 69,5 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 | 19,5

Cena Call opcie v naSej praci je priemer trhovych cien Bid a Ask.

5.3.2 Kalibracia Mertonovho modelu na zaklade Mertonovych
cien

Pri kalibracii Mertonovho modelu na zaklade Mertonovych cien odhadujeme 4 pa-

rametre rieSenim kalibracnej optimaliza¢nej tlohy 5.2:

6
. o . real M 2
arg min P(Vieats Vinodel) = arg min 5 (C! C) N0, >0,meR. (5.27)

a,m
I lA] .
=1

Optimalizovana funkcia v tomto pripade je zle podmienend a posta¢i nam pseu-
doriesenie. Numerickd metoda sieti na 4-rozmernom priestore nie je vobec vhodné
kvoli vysokej ¢asovej ndroc¢nosti. Nie je zarucené, ze optimalizovana funkcia je kon-
vexné a tak nie je vhodné nasadit ani Newtonovské optimaliza¢né metody ¢i metody
konjugovanych gradientov.

My sme tlohu rie§ili Cauchyho numerickou metodou najvacsich spadov. Hoci
tato numericka schéma je povazovana za malo efektivnu, postacila na pomerne rychlu
konvergenciu k bodu s nizkou hodnotou minimalizovanej funkcie. Ako optiméalny sme
dostali bod, v ktorom ma funkcia p hodnotu 0,1586 a gradient p méa euklidovski
normu ||Vpl|| = 0, 088.

Samotna funkcia p vyuzivana na kalibraciu modelov je stic¢tom kvadratickych

¢lenov a tak prilis "nafukuje" vzdialenosti vektorov s p > 1 a naopak "prilepsuje"
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vektorom s p < 1. Preto je na spravodlivé porovnanie modelov potrebné zobrat

odmocninu p, ktord je euklidovskou metrikou na n-rozmernom reidlnom priestore,

kde n je pocet uvazovanych opcii. Pre nasu kalibrdciu modelu mame ,/p = 0, 398,
Hodnoty kvality kalibracie prijimame ako uspokojujice a najdeny bod povazu-

jeme za pseudorieSenie kalibra¢nej tlohy. Odhadnuté parametre modelu:

e )\ = 3,8204045
e & = 0,0658669
e 1= —0,0391453

e §=0,1452225

Parametre v nasom modeli st vel'mi citlivé na odchylku, preto sme ich hodnoty
zaokruhlili na 6 desatinnych miest. Pre bod po zaokrthleni sme dostali uspokojivé
hodnoty /p = 0,398, ||Vp| = 0,154. Zaokrtihlenie parametrov na 4 desatinné
miesta zvysi hodnotu funkcie p 0 0,00013 a norma gradientu vystipi az na hodnotu
12,75.

Akcia Google skace podla nasho modelu priblizne 3,8 krat ro¢ne a skok znamené
priemerne zniZenie akcie o 3,9%. Volatilita Brownovej zloZzky procesu vynosov ak-
cie ma hodnotu 0,066 a Standardna odchylka skokov m& hodnotu 0,145. Vidime, ze
skokova cast procesu ma v naSom modeli vyznamnu tlohu, je signifikantnym fak-

torom pri ocenovani. Modelové odhady realnych cien:

Strike Price 480,00 | 500,00 | 520,00 | 540,00 | 560,00 | 580,00
Reélna cena 69,50 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 | 19,50

Mertonova cena | 69,69 | 56.53 | 44.69 | 34.36 | 25,91 | 19,51

Tabulka 5.1: Trhové a kalibrované Mertonove ceny eurdpskych Call opcii akcie

Google
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5.3.3 Kalibracia Black-Scholesovho modelu

Na kalibraciu B-S modelu sme vyuzili rovnaka kalibraéni metdédu a vstupné data
ako v pripade Mertonovych cien. V B-S modeli je potrebné odhadnut len jeden pa-
rameter - volatilitu o, ktorej hodnota sa Standardne nachadza vo vnitri intervalu
[0, 1]. Optimaliza¢na loha ma nizky rozmer a jedno globalne minimum. Preto sme
vyuzili jednoduchitt numericka schému - v danom bode vypocitame hodnoty sused-
nych bodov vzdialenych o krok s > 0 a pohneme sa tam, kde je niz§ia hodnota. V pri-
pade, 7Ze sa nie je kam pohnit, zmenSujeme krok s az po stanoveni hranicu. Dospeli
sme k vysledku p¢ = 0,27962. Optimalizovana funkcia vzdialenosti trhovych cien

od modelovych p ma hodnotu 16,78 a /p = 4,10. Vypocitané odhady reélnych cien:

Strike Price | 480,00 | 500,00 | 520,00 | 540,00 | 560,00 | 580,00
Reélna cena 69,50 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 | 19,50
Cena z modelu | 67,11 | 54,86 | 44,22 | 3517 | 27,60 | 21,40

Tabulka 5.2: Trhové a kalibrované MEMM ceny eurépskych Call opcii akcie Google

S Mertonovym modelom sme dosiahli lepsie vysledky kalibracie. Tento zaver nie
je prekvapujaci - Mertonove ceny obsahuji 4 parametre, pricom jeden zodpoveda
prave parametru B-S modelu a tak je prirodzené, ze Mertonov model je aspon taky

dobry ako B-S model.

5.3.4 Kalibracia Mertonovho modelu na ziklade MEMM ceny

Kalibracia vsetkych parametrov Mertonovho modelu by sa pri nami navrhnutej
metdode Monte Carlo vypocétu hodnoty jednej ceny opcie nedala efektivne nume-
ricky riesit, tloha je ¢asovo velmi narocné.

7 kapitoly 5.3.2 mame odhadnuté parametre Mertonovho modelu A, o, m,d na
zaklade Mertonovych cien. KedZe sme odhadovali parametre procesu ceny akcie
pod redlnou pravdepodobnostnou mierou P, teda parametre trhového procesu ceny,

mozeme tieto parametre povazovat za spravne aj pre ocenovanie na zaklade MEMM
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ceny. Dalsim cielom preto je nakalibrovat posledny parameter Mertonovho modelu
- koeficient u, ktory sa nachadza pri deterministickej zlozke dt v definicii procesu
ceny.

Pri odvodeni Mertonvych cien eurdpskej Call-opcie sme koeficient p vyjadrili
pomocou ostatnych parametrov, preto sme ho nemohli na zaklade Mertonovych cien
nakalibrovat. Vo vzorci MEMM ceny eur6pskej call opcie sa parameter p nachadza,
mozeme ho kalibrovat.

Opéat sme zvolili kalibracny model z kapitoly 5.1 avSak tentokrat len s jednou
opciou, n = 1. Nami zvolena podkladovéa opcia kalibracie ma strike price K = 520.
Sme totiz presvedceni, Ze v cene opcii s K blizkym cene akcie Sy = 527,29 je silne
pritomnd informacia o oc¢akavani budiceho vyvoja akcie. Dovod zniZenia poc¢tu pod-
kladovych opcii je, ze vypocet jednej ceny metdédou Monte Carlo trva pomerne dlho,
ak chceme dosiahnut mala odchylku odhadovanej strednej hodnoty. Pri Monte-Carlo
metode vypoctu strednej hodnoty podla algoritmu z kapitoly 5.2.2 sme pracovali s
kongtantami PS = 10%, N = 10, ktoré poskytovali dostato¢nt presnost pri vyhovu-
jacej casovej naroc¢nosti - odchylka sa prejavovala na trovni stotin a vypocet jednej
ceny trval priblizne 5 mintut. ZvySenie N sa vobec neprejavilo na odhadovanych
cenach (intuitivne sa to da vysvetlit tym, Ze pravdepodobnost vyskytu viac ako 10
skokov do polroka je pre vyuzivani intenzitu skokov velmi nizka). Ako najrychle-
jSia metoda nakalibrovania p sa nam javilo nastrelovanie hodnoty parametra tak,
aby sme dostali MEMM cenu opcie rovnu trhovej cene podkladovej opcie. Pri tom
sme vyuzili pozorovanie, Ze zvySenie hodnoty p vedie k zvySeniu MEMM ceny op-
cie. Tymto spdsobom sme vedeli odhadnit parameter pomerne presne po priblizne
Styroch pokusoch.

Vysledok kalibracie je odhad parametra p:

i =0,1302. (5.28)

Zo vztahu 3.17 vieme, Ze stredna hodnota roénych vynosov akcie je podl'a modelu
rovnd ji + A = —0.019. Podl'a modelu st teda v zachytenom momente o¢akavania
trhu o raste akcie mierne pesimistické, ofakava sa pokles hodnoty akcie o 1,9%.

Nakalibrovany model porovname s trhovymi cenami opcii na 6 opciach pouzitych
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pri kalibracii v prechédzajicich modeloch:

Strike Price 480,00 | 500,00 | 520,00 | 540,00 | 560,00 | 580,00
Redlna cena 69,5 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 19,5
Cena z modelu | 69,49 | 56,37 | 44,55 | 34,25 | 2591 | 19,63

Tabulka 5.3: Trhové a kalibrované ceny eur6pskych Call opcii akcie Google

Odchylka modelovych cien od trhovych ma hodnotu ,/p = 0,51. Parametre
martingalového procesu S, pre nakalibrovany model vysli g = —0,269, \* = 3,852,
w* = 0,129. Martingalovy proces ma mierne zvysent intenzitu skokov oproti pévod-
nému procese a naopak o trochu nizsi koeficient pri dt.

12 T T T T T T T T T 12

povodna Lévyho
martingalova Lévyho
miera

Obr. 5.1: Lévyho miera vynosov povodného a martingalového procesu akcie Google
pre MEMM cenu opcie v Mertonovom modeli, vlavo pre kalibrované [ a vpravo pre

p=fr+0,05

Na Obr. 5.1 vidime porovnanie Lévyho miery vynosov pévodného procesu v a
martingalového procesu v*. Rozdiel je velmi maly. Vac8ia plocha pod grafom Lé-
vyho miery znamend vyssiu intenzitu skokov, ¢o sme odhalili aj numericky. Mo6zZeme
pozorovat aj efekt zdpornej hodnoty parametra [, ktord naklonila Lévyho mieru
smerom dolava. Obrazok potvrdzuje komentar zo zavere¢ného odseku kapitoly 4.1.3,
ze pre zaporné ( déva Lévyho miera v* viac¢si déraz na zaporné hodnoty vynosov.

Pre porovnanie uvadzame aj obrazok s neoptimalnym p = i+ 0,05 = 0, 1802, pri
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ktorom mé parameter § hodnotu -0,85. Nova Lévyho miera je v tomto pripade eSte
viac posunutd smerom dolava - vyraznejSie zdoraziuje zaporné skoky a menej re-

flektuje povodny pravdepodobnostny model.

Zaujimavou otazkou je, aka je citlivost parametrov na jednostrannd vychylku.
V Tab. 5.4 uvadzame ceny podkladovych akcii, ak sa v jednotlivych parametroch
vychylime o hodnotu 0,05. Jednostranna vychylka zmeni pévodny pravdepodob-
nostny model tak, ze zvysi volatilitu alebo strednti hodnotu vynosov. Pri vypocte
cien s vychylenymi parametrami sme vzdy vypocitali aj parametre ekvivalentného

martingalového procesu, aby bolo oceiovanie danym modelom spréavne.

Strike P. 480 500 520 540 560 | 580 gl A U V77

Trh 69,50 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 | 19,50 - - - 0

Model 69,49 | 56,37 | 44,55 | 34,25 | 25,91 | 19,63 || -0,27 | 3,85 | 0,129 || 0,51

10,05 | 70,85 | 57,80 | 46,02 | 35,62 | 26,85 | 19,99 || -0,85 | 3,94 | 0,176 || 2,74

o+0,05 | 71,10 | 58,27 | 46,89 | 37,10 | 28,96 | 22,42 || -0,29 | 3,86 | 0,126 || 5,93

A+0,05 | 69,72 | 56,59 | 44,79 | 34,54 | 26,21 | 19,90 | -0,25 | 3,90 | 0,129 || 0,66

m+0,05 | 68,78 | 55,53 | 43,66 | 33,43 | 25,20 | 19,04 || -2.55 | 3,87 | 0,119 || 2,16

540,05 | 80,00 | 67,58 | 56,22 | 46,12 | 37,65 | 30,98 | -0,37 | 3,86 | 0,128 | 27,7

Tabulka 5.4: Trhové a MEMM ceny opcii akcie Google pri jednostrannych

vychylkach kalibrovanych parametrov

Stredna hodnota vynosov alebo riziko pritomné vo volatilite redlneho procesu
akcie sa zmenou parametrov zvysilo, preto vo vacsine pripadov model nadsadzoval
ceny opcii. Pri zvy8eni strednej hodnoty velkosti skokov m pozorujeme opacny jav
- podliezanie trhovych cien. Je to spdsobené miernym znizenim parametra p* a
velmi nizkou hodnotou parametra (3, ktora zvySuje vyznamnost skokov s nizkou
hodnotou a tym kompenzuje vplyv zvySenia velkosti skokov. Pre parameter A sme
nepozorovali velkd zmenu odhadu cien, ¢o méZze byt sposobené nizkou relativnou
zmenou parametra. Vel'kd zmena odhadu nastala pre parameter §. Volatilita skokov
mé teda v nasom modeli vyrazny vplyv na tvorbu ceny opcie.

f)alej sme uvazovali model, ktory ma dvojnasobnii intenzitu skokov A = 7,64,
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ktorych velkost mé poloviéni stredni hodnotu p = —0,0196 a polovi¢nt varian-
ciu 62 = 0,0105. V tomto modeli sa skoky vyskytuja priblizne 2 krat ¢astejsie ako
v nakalibrovanom, av8ak maja poloviénu velkost. Zo zvySenim intenzity skokov sa
zvySuje i pravdepodobnost vyssieho poc¢tu skokov za sledované obdobie a tak sme
v Monte Carlo algoritme zvysili hranicu sumacie na dvojnasobok N = 20. Vidime,
ze novy model neodhaduje trhové ceny tuplne zle, avSak badat systematicka od-
chylku - podhodnocovanie opcii s nizkou Strike Price a nadhodnocovanie opcii s
vysokou Strike Price. Parametre ekvivalentného martingalového procesu pre novy
model maji hodnoty § = —0,259, \* = 7,672, u* = 0,129. Parametre 3 a u*
zostali priblizne rovnaké ako v kalibrovanom modeli. Intenzita martingalového pro-
cesu je priblizne dvojnasobnéd. Odhadnuté ceny modelu s dvojnasobnou intenzitou

a polovi¢nou velkostou skokov moézeme vidiet v Tab. 5.5.

Strike Price 480,00 | 500,00 | 520,00 | 540,00 | 560,00 | 580,00
Reélna cena 69,5 | 56,85 | 44,55 | 34,35 | 25,95 19,5
Cena z modelu | 69,00 | 56,35 | 45,24 | 35,74 | 27,87 | 21,54

Tabulka 5.5: Trhové a MEMM ceny europskych Call opcii akcie Google pre dvojna-

sobni intenzitu a poloviéna velkost skokov oproti kalibrovanému modelu

Zaver analyzy citlivosti parametrov je, Ze zmena kalibrovanych parametrov zvy-
suje odchylku odhadovanych cien. Tym sa ¢iasto¢ne potvrdila optimalita kalibréacie

i dolezitost starostlivej kalibracie parametrov modelu.

5.3.5 Porovnanie modelov

V tejto kapitole podrobnejsie porovnédme nakalibrované modely. Nakalibrované para-
metre a podkladové data zostavaji rovnaké ako v predchidzajtcich kapitolach, iba
rozsirime portfolio podkladovych akcii. Porovnanie trhovych cien opcii a cien opcii
vypocitanych podla jednotlivych ocenovacich modelov vidime v Tab. 5.6 a Tab. 5.7.
V poslednom stipci Tab. 5.7 sa nachadza odmocnina funkcie p za dany riadok pre
obidve tabulky (definicia p je vo vztahu 5.1).

Moézeme si véimnut, Ze s Mertonovym modelom dokaZzeme ovela lepsie odhadovat
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Strike Price 450 | 460 | 470 | 480 | 490 | 500 | 510 | 520

Reélna cena 91,50 | 83,80 | 76,30 | 69,50 | 62,70 | 56,85 | 50,80 | 44,55

Mertonova cena | 91,69 | 84,07 | 76,73 | 69,69 | 62,95 | 56,53 | 50,44 | 44,69

B-S cena 88,44 | 80,96 | 73,84 | 67,11 | 60,78 | 54,86 | 49,34 | 44,22

MEMM cena 91,55 | 83,92 | 76,57 | 69,51 | 62,77 | 56,35 | 50,26 | 44,52

Tabulka 5.6: Trhové a roznymi modelmi odhadnuté ceny eurépskych Call opcii akcie

Google, Strike Price 450 az 520

Strike Price | 530 | 540 | 550 | 560 | 570 580 | 590 | 600 || \/p

Redlna cena | 39,25 | 34,35 | 30,125,095 | 22,15 | 19,5 | 164 | 14,05 || 0,00

Merton. cena | 39,32 | 34,36 | 29,88 | 25,91 | 22,47 | 19,52 | 17,01 | 14,88 || 1,36

B-S cena 39,50 | 35,17 | 31,21 | 27,60 | 24,34 | 21,40 | 18,76 | 16,40 || 7,95

MEMM cena | 39,17 | 34,25 | 29,82 | 25,91 | 22,52 | 19,63 | 17,15 | 15,04 || 1,56

Tabulka 5.7: Trhové a roznymi modelmi odhadnuté ceny eurépskych Call opcii akcie

Google, Strike Price 530 az 600

redlne ceny opcii a jeho parametre st stabilné - dobre odhaduji aj ceny opcii,
ktoré neboli vyuzité na kalibraciu modelu. V Mertonovom modeli dostdvame pre
Mertonove ceny a MEMM ceny priblizne rovnaka kvalitu odhadov trhovych cien.
Odchylku p MEMM cien velmi zvySuju posledné dve ceny pre Strike Price 590 a
600. Inak st MEMM ceny velmi kvalitnymi odhadmi trhovych cien.

Naproti tomu B-S dosahuje velka odchylku modelovanych cien od trhovych a
opciam s nizkou Strike Price priraduje cenu nizsiu ako je trhova a naopak opciam s
vysokou Strike Price dava vysSiu cenu.

Mozeme si taktiez v§imnit rozdiel medzi vypoc¢itanymi MEMM cenami z tejto a
predchadzajicej kapitoly pre tie isté Strike Price. Porovnanie cien nam déva pred-
stavu o tom, aku odchylku dosahuje nami pouzitd metoéda Monte Carlo. Napriklad
parameter [ bol kalibrovany tak, aby cena opcie so Strike Price bola 44,55. V tejto

kapitole ndm novéa simulacia vypocitala hodnotu 44,52.

Tabulky 5.6 a 5.7 st graficky zobrazené na Obr. 5.2. Aj na fiom je vidiet, ze
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trhové, MEMM a Mertonove ceny sa takmer prelinaja, kym B-S ceny vykazuju

systematickd odchylku.

100
30 J\.\

BO

70 \
60 =fPRedlna cena

50 \\ == Mertonova cena
40 3 B-Scena

30 =i EMM Cena

20 L —

10
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450 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600

Obr. 5.2: Trhové a roznymi modelmi odhadnuté ceny eurdpskych Call opcii akcie

Google

Kazdy model z analyzovanych modelov ma svoje vyhody a nevyhody. S naj-
jednoduchsim B-S modelom sa rychlo a elegantne pracuje, je lahky na pochopenie
a interpretaciu. Velkym problémom je, Ze nedokéZe kvalitne modelovat trhové data.

Mertonove ceny nam poskytli dobrit moznost kalibracie Mertonovho modelu -
nasadenie gradientnej numerickej optimalizacnej schémy a rychly vypocet ceny op-
cie. Odhady trhovych cien po kalibracii dosahovali vynikajice vysledky. Problémom
je ignorovanie prémie z rizika vyplyvajuceho zo skokov akcie a tak vhodnost vyuzitia
tohto modelu a ocenovacieho pristupu pre SirSiu triedu derivatov je otazna.

Ocenovanie pomocou MEMM v Mertonovom modeli mé rozumnu interpretaciu -
minimalizuje sa vzdialenost medzi pévodnou a ekvivalentnou martingalovou mierou.
Odhady trhovych dat tiez dosahovali veImi dobrt kvalitu. Nevyhodou je, Ze vypocet
ceny metodou Monte Carlo je ¢asovo pomerne naro¢ny a vysledok ma nahodny
charakter. Vyhodou nami predstaveného pristupu k vypoétu MEMM ceny je, Ze sa
da I'ahko pretransformovat na oceiiovanie inych derivatov i pomocou dalsich Lévyho

procesov modelujacich vyvoj podkladového aktiva.

66



Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo predstavit Lévyho procesy a ich vyuzZitie pri
ocenovani finan¢nych derivatov na nedplnych trhoch. Cielom vyskumnej ¢asti bolo
nakalibrovat vybrany model trhu postaveny na baze Lévyho procesu. Pre tspesné

dosiahnutie tohto ciela som zvolil rozdelenie prace na 5 logickych celkov.

V prvej kapitole je predstaveny matematicky model finan¢ného trhu a st odvo-
dené zékladné ocenovacie principy. Taktiez sa v nej nachadza definicia a vysvetlenie
tplnosti trhu.

V druhej kapitole st uvedené vychodiska a zavery Black-Scholesovho modelu ako
aj jeho podstatné nedostatky, ktoré viedli k potrebe zavedenia Sirsej triedy procesov
na modelovanie pohybu podkladového aktiva.

V tretej kapitole je zadefinovany Lévyho proces. Predstavené je tizka spojitost
Lévyho procesov s nekonecne delitelnymi rozdeleniami. Kapitola pokra¢uje uzi-
toénymi vlastnostami a prikladmi Lévyho procesov. Obzvlast podrobne sa venu-
jeme zlozenému Poissonovmu procesu pre jeho nazornost a vyznamnost v nasej
praci i vSeobecne vo finané¢nom modelovani. Predstavené vlastnosti Lévyho procesov
ukazuji, ze Lévyho procesy teoreticky odstranuju nedostatky Black-Scholesovho
modelu a st vhodné na finan¢né modelovanie.

Stvrta kapitola obsahuje dva pristupy k zvoleniu ekvivalentnej martingalovej
miery, ktoré sa vyuivaji na oceitovanie derivatov. Tu sa zameriavame na ekvivaletni
martingalovii mieru s minimalnou entropiou.

V piatej kapitole sa venujeme Mertonovmu modelu a jeho kalibracii. Mertonov
model ceny akcie Google sme nakalibrovali na eur6épskych call opciach pomocou
Mertonovych cien a cien vypocitanych z martingalovej miery s minimalnou entro-
piou. Na kalibraciu pomocou Mertonovych cien sme vyuzili gradientni numericka
schému - Cauchyho metédu najviacsich spadov. Na kalibraciu pomocou cien vy-
pocitanych z martingalovej miery s minimalnou entropiou sme vyuzili stochastickt
metodu vypoctu strednej hodnoty typu Monte Carlo. Na rovnakych datach sme

nakalibrovali Black-Scholesov model. Pomocou Mertonovho modelu sme dokazali
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velmi dobre replikovat trhové data, kym Black-Scholesov model vykazoval zna¢ni

systematickd odchylku.
Zaver prace je povzbudivy - Lévyho procesy st vhodnym teoretickym i prak-

tickym néastrojom na ocenovanie financénych deriviatov. Predpokladame, Ze v budic-

nosti sa stani mohutne vyuzivanym nastrojom na finan¢nych trhoch.
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