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Abstrakt

MACKOVÁ, Katarína: Pouºitie Greenovej vety pri rie²ení spojitých úloh optimálneho ria-
denia [Diplomová práca], Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a ²tatistiky.
Vedúci práce: Doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc, Bratislava, 2011, 55 s.

Cie©om diplomovej práce je matematicky odôvodni´ správnos´ postupu na rie²enie spo-
jitých úloh optimálneho riadenia, pri ktorom sa pouºíva Greenova veta. Podrobný postup
je najskôr popísaný na jednoduchom konkrétnom príklade. Ide o jednoduchý Model eko-
nomického rastu, ktorý je de�novaný na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom.
Následne je tento spôsob rie²enia úloh zov²eobecnený a taktieº je roz²írený o moºnos´
rie²i´ úlohy aj na nekone£nom £asovom horizonte. Nakoniec je spomínaný postup, ktorý
je podloºený vetami a tvrdeniami z prvých kapitol, ilustrovaný na konkrétnych príkladoch
z oblasti ekonómie, marketingu ale aj z oblasti prírodných zdrojov.

K©ú£ové slová: Úlohy optimálneho riadenia, Pontrjaginov princíp maxima, Greenova
veta, Model ekonomického rastu



Abstract

MACKOVÁ, Katarína: Application of Green's theorem for solving continuous optimal
control problems [Master thesis], Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.
Advisor: Doc. RNDr. Margaréta Halická, CSc, Bratislava, 2011, 55 pages.

Objective of the Master thesis is to mathematically justify the correctness of the procedure
for solving continuous optimal control problems, where Green's theorem is used. The de-
tailed procedure is �rst described on a simple example. It concerns the simple Model of
economic growth, that is de�ned on the �nal time horizon with the �xed end. Subsequently
is this manner of solving problems generalized and also it is extended to the possibility of
solving problems on the in�nite time horizon. Finally the used procedure, that is supported
by theorems and statements from the �rst chapter, is illustrated in the speci�c examples
from area of economics, marketing as well as from the area of natural resources.

Key words: Optimal Control Problems, Pontryagin Maximum Principle, Green's Theo-
rem, Model of Economic Growth



Obsah

1 Úvod 2

2 Model ekonomického rastu 4
2.1 Rie²enie pomocou PPM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1.1 �asový priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri kon²tantnom
riadení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1.2 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy na [0, T ] . . . . 10
2.2 Rie²enie pomocou Greenovej vety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy na [0, T ] . . . . 18

3 V²eobecný prípad 21
3.1 Rie²enie pomocou PPM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Rie²enie pomocou Greenovej vety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2.1 Poznámky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2.2 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy . . . . . . . . . 26

4 V²eobecná úloha na nekone£nom
£asovom horizonte 29

5 Iné rie²ené príklady 34
5.1 Model optimálneho výlovu rýb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.1.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom . . . . 35
5.1.2 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte . . . . . . . . . . . . . . 36

5.2 Vidale-Wolfeov reklamný model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom . . . . 38
5.2.2 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte . . . . . . . . . . . . . . 39

5.3 Model optimálneho riadenia epidémie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
5.3.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom . . . . 41

5.4 Model ekonomického rastu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.4.1 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte . . . . . . . . . . . . . . 42

6 Pouºitá matematická teória 45
6.1 Greenova veta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.2 Formulácia PPM pre úlohu optimálneho riadenia . . . . . . . . . . . . . . 46

7 Záver 47

Literatúra 48

1



Kapitola 1

Úvod

Optimálne riadenie je £as´ou matematiky, ktoré má ²iroké vyuºitie v rôznych oblastiach
©udského ºivota. Tejto £asti predchádzal varia£ný po£et, ktorého za£iatky sa datujú od £ias
I. Newtona a D. Bernoulliho, teda od konca 17. storo£ia. Zatia© £o úlohy optimálneho ria-
denia sa za£ali analyzova´ aº v druhej polovici 20. storo£ia, o £o sa zaslúºili R. E. Bellman
a L. S. Pontryagin. Teda postupom £asu sa objavovali rôzne metódy, pomocou ktorých sa
aj dnes rie²ia úlohy tohto typu.

Taktieº v oblasti ekonómie bolo potrebné vyuºi´ optimálne riadenie. Napríklad uº v roku
1928 sa F. P. Ramsey zaoberal problémom ako optimálne ur£i´ £asové rozloºenie spotreby,
pri£om treba dba´ na obmedzenos´ ekonomických zdrojov. Ramseyho model bol pôvodne
formulovaný ako úloha varia£ného po£tu, aº v druhej polovici 20. storo£ia ako úloha op-
timálneho riadenia. Tento model sa stal východiskom mnohých ¤al²ích modelov teórie
ekonomického rastu. �al²ím významným modelom zaoberajúcim sa ekonomickým rastom
je Solowov model ekonomického rastu, o ktorý sa zaslúºil R. M. Solow.

Pri na²om ²túdiu sme sa v²ak stretli len s nieko©kými spôsobmi po£ítania úloh, ako naprík-
lad s metódou varia£ného po£tu, s Pontrjaginovým princípom maxima (ozn. PPM) alebo
s dynamickým programovaním od Bellmana. Pri rie²ení spojitých úloh optimálneho riade-
nia je naj£astej²ie pouºitá metóda PPM, ktorá je pri zloºitej²ích príkladoch dos´ kompliko-
vaná.

Pri vä£²om záujme o optimálne riadenie a najmä o spojité úlohy sme ²tudovali rôzne
práce, aº sme objavili knihu [5], z ktorej sme sa dozvedeli, ºe existuje ¤al²í spôsob rie²enia
spojitých úloh z rôznych oblastí optimálneho riadenia. Touto novou metódou je pouºitie
Greenovej vety v postupe rie²enia. V spomínanej knihe je tento postup rie²enia ve©mi
zjednodu²ený, ale aj napriek tomu môºeme na ¬om vidie´, ºe sa týmto spôsobom dá rých-
lej²ie dosta´ k výsledku. Preto sme sa rozhodli, ºe sa budeme touto témou viac zaobera´.

Na²ím cie©om bude teda podrobne vysvetli´ postup rie²enia na jednoduchom konkrétnom
príklade. Za ilustra£ný príklad, na ktorom ukáºeme jednotlivé kroky rie²enia, zoberieme
jednoduchý model ekonomického rastu, ktorý je zade�novaný na kone£nom £asovom hori-
zonte s pevným koncom. Tento model, pod©a na²ích vedomostí, e²te nikde nebol rie²ený
pomocou pouºitia Greenovej vety, preto treba podotknú´, ºe táto celá £as´ bude vlastnou
prácou. Pre porovnanie budeme tento model rie²i´ aj pomocou pouºitia PPM a aj pomocou
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KAPITOLA 1. ÚVOD 3

Greenovej vety. Uvidíme, ºe oboma spôsobmi dostaneme rovnaký výsledok a tieº budeme
môc´ porovna´ zloºitos´ rie²enia modelu. Potom na²e vedomosti pouºijeme pri rie²ení
v²eobecnej úlohy na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom. Jednotlivé kroky sa
budeme snaºi´ urobi´ tak, aby sme pomocou nich mohli jednoduch²ie vyráta´ konkrétne
príklady. V práci [5] je uvedený aj príklad na nekone£nom £asovom horizonte. Av²ak jed-
notlivé kroky tam nie sú dostato£ne zdôvodnené. Preto sa v tejto práci budeme zaobera´ aj
týmito úlohami na nekone£nom £asovom horizonte a budeme sa snaºi´ matematicky lep²ie
zdôvodni´ správnos´ rie²enia. Napokon sa pokúsime vysvetlený postup rie²enia pri oboch
typoch úloh ilustrova´ na konkrétnych príkladoch.



Kapitola 2

Model ekonomického rastu

Tento model je popísaný v mnoºstve prác, my sme vychádzali z formulácie modelu uve-
deného v [1, str. 102-103]. Treba spomenú´, ºe ide o dynamickú verziu Solowovho mo-
delu, ktorá je doplnená o optimaliza£nú funkciu. V spomínanej knihe je úloha rie²ená
na kone£nom £asovom horizonte s vo©ným koncom. Pre na²e potreby v²ak tento model
mierne modi�kujeme a to tak, ºe pouºijeme úlohu s pevným koncom.
Tento jednoduchý model budeme rie²i´ aj pomocou Greenovej vety a aj pomocou Pontr-
jaginovho princípu maxima (ozn. PPM). Následne porovnáme obidve rie²enia. Formulácia
úlohy

J =

T∫

0

(1− s(t))f(k(t)) dt → max

pri podmienkach

k̇(t) = s(t)f(k(t))− δk(t), t ∈ [0, T ], T pevné,
k(0) = k0,

k(T ) = kT ,

s(t) ∈ [0, 1].

Nech k0, kT , T a δ sú dané kladné kon²tanty a o funkcii f(k) predpokladáme, ºe sp¨¬a
nasledovné podmienky (P):

Podmienky (P):
f(k) : R→ R, f(k) ∈ C2, f(0) = 0, f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0,
lim
k→0

f ′(k) = ∞, lim
k→∞

f ′(k) = 0.

Kapitál k(t) predstavuje stavovú premennú, ktorá sa exponenciálne znehodnocuje kon²tan-
tou úmernosti δ. Funkcia f(k) je produk£ná funkcia de�novaná pomocou podmienok (P).
�as´ vyprodukovaného kapitálu, ktorá sa znova investuje, sa ozna£uje s(t), ide o riadia-
cu premennú. Zvy²ok sa spotrebúva. Potom si môºeme ú£elovú funkciu predstavi´ ako
mnoºstvo kapitálu ur£eného na spotrebu v priebehu daného £asového horizontu [0, T ].

Pri rie²ení tohto príkladu aj pomocou PPM aj pomocou Greenovej vety budeme potrebova´
nasledovnú Lemu 2.1. s Dôsledkom 2.1.:

4



KAPITOLA 2. MODEL EKONOMICKÉHO RASTU 5

Lema 2.1. Nech funkcia f(k) sp¨¬a podmienky (P). Potom
(a) ∃! kZ: f ′(kZ) = δ,
(b) ∃! kM : f(kM) = δkM ,
(c) kZ < kM .

Dôkaz. (a) Na základe podmienok (P) vieme, ºe prvá derivácia produk£nej funk-
cie f(k) monotónne klesá z ∞ do 0 a tieº vieme, ºe δ je kladná kon²tanta. K lep²ej
predstave slúºi Obrázok 2.1.

Obrázok 2.1: Gra�cké znázornenie jednozna£nosti bodu kZ

Potom piamka y′ = δ a klesajúca funkcia y′ = f ′(k) musí ma´ práve jeden bod prieniku
a to bod kZ . To znamená, ºe ∃! kZ : f ′(kZ) = δ.

(b) Na základe podmienok (P) vieme, ºe produk£ná funkcia f(k) je rýdzokonkáv-
na. Majme priamku δk, ktorá samozrejme prechádza bodom 0. Situácia je zobrazená
na Obrázku 2.2.

Obrázok 2.2: Gra�cké znázornenie jednozna£nosti bodu kM

Priamka a rýdzokonkávna funkcia majú maximalne dva spolo£né body. V tomto prípade
okrem bodu 0 majú len jediný bod prieniku, ktorý ozna£íme kM . To znamená, ºe ∃! kM :
f(kM) = δkM .

(c) Vieme, ºe na základe podmienok (P) je produk£ná funkcia f(k) rýdzokonkávna
a rastúca. Bod kM je priese£ník f(k) a priamky δk a bod kZ je bod, kde sa f(k) dotýka
rovnobeºky s δk. Táto rovnobeºka musí by´ nad funkciou f(k) a ke¤ºe je funkcia rastúca
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a rýdzokonkávna musí bod kZ leºa´ v©avo od bodu kM . Teda platí kZ < kM . V opa£nom
prípade by bola poru²ená bu¤ konkávnos´ alebo rastúcos´ funkcie f(k). Moºno si to lep²ie
predstavi´ na Obrázku 2.3.

Obrázok 2.3: Gra�cké znázornenie bodov kZ a kM

Dôsledok 2.1. Nech funkcia f(k) sp¨¬a podmienky (P). Potom
(a) k ≤ kZ ⇔ f ′(k) ≥ δ,
(b) k ≥ kZ ⇔ f ′(k) ≤ δ,
(c) δkZ

f(kZ)
∈ (0, 1).

Dôkaz. (a) Z podmienok (P) vieme, ºe prvá derivácia produk£nej funkcie f(k) mono-
tónne klesá z ∞ do 0 (Obrázok 2.1). A teda pomocou Lemy 2.1.(a) platí, ºe ak k(t) ≤ kZ ,
tak f ′(k) musí v kaºdom prípade leºa´ nad y′ = δ, nanajvý² sa f ′(k) a δ rovnajú a to
v bode kZ . Naopak, ak f ′(k) leºí nad y′ = δ alebo sa v bode kZ rovnajú, tak potom musí
plati´ k(t) ≤ kZ . Tým je teda splnená ekvivalencia k(t) ≤ kZ ⇔ f ′(k) ≥ δ.

(b) Analogicky ako (a).
(c) Hodnota δkZ

f(kZ)
je kladná, pretoºe δ je kladná kon²tanta, hodnota kZ je takisto

kladná, £o vieme na základe podmienok (P) a Lemy 2.1.(a) a funkcia f(k) nadobúda
v bode kZ takisto kladnú hodnotu. A teraz treba dokáza´, ºe hodnota δkZ

f(kZ)
je men²ia

ako 1, teda δkZ < f(kZ). Z podmienok (P) vieme, ºe funkcia f(k) je rýdzokonkávna
a rastúca, preto aj s pomocou Lemy 2.1.(b) priamka δk medzi bodmi 0 a kM leºí pod f(k).
Z toho na základe Lemy 2.1.(c) vyplýva, ºe δkZ < f(kZ), t.j. £o bolo treba dokáza´. Lep²ie
to moºno vidie´ na Obrázku 2.3.

2.1 Rie²enie pomocou PPM
Prejdeme k rie²eniu úlohy pomocou PPM. Na úlohu aplikujeme podmienky PPM (Ve-
ta 6.2.).
V tomto príklade budeme pouºíva´ iba podmienku maxima a adjungovanú rovnicu. Pod-
mienky transverzality (PT) a stacionarity (PS) sú prázdne. Podmienka maxima (PM)
vyzerá nasledovne

Ψ0((1− s)f(k)) + Ψ(sf(k)− δk) → max
s∈[0,1]

, ∀t ∈ [0, T ] (PM)
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a adjungovaná rovnica (AR) má tvar

Ψ̇ = −Ψ0((1− s)f ′(k))−Ψ(sf ′(k)− δ), ∀t ∈ [0, T ]. (AR)

Najprv predpokladajme, ºe Ψ0 = 0. Podmienka maxima (PM) sa zjednodu²í na tvar

sf(k)Ψ → max
s∈[0,1]

, ∀t ∈ [0, T ].

Jej rie²ením dostávame

s =





1 ak Ψ > 0,
neur£ené ak Ψ = 0,
0 ak Ψ < 0.

(2.1)

Prípad, ke¤ riadenie s je neur£ené, môºeme vylú£i´, pretoºe táto moºnos´ je v rozpore
s podmienkou (Ψ0, Ψ(t)) 6= 0 (vi¤. Veta 6.2.). Preto v prípade, ke¤ Ψ0 = 0, dostaneme
len dve moºnosti pre riadenie s a to

s =

{
1 ak Ψ > 0,
0 ak Ψ < 0.

(2.2)

Teraz budeme predpoklada´, ºe Ψ0 = 1. Potom podmienku maxima (PM) môºeme
jednoduch²ie prepísa´ do tvaru

sf(k)[−1 + Ψ] → max
s∈[0,1]

, ∀t ∈ [0, T ]

a jej rie²ením dostávame

s =





1 ak Ψ > 1,
neur£ené ak Ψ = 1,
0 ak Ψ < 1.

(2.3)

Podrobnej²ie sa budeme venova´ prípadu, kde je riadenie neur£ené. Ke¤ºe Ψ sp¨¬a pomerne
zloºitú diferenciálnu rovnicu, nevieme poveda´, £i prípad Ψ = 1 nastane iba v kone£nom
po£te bodov a preto musíme pripusti´ moºnos´, ºe Ψ = 1 nastane na intervale nenulovej
d¨ºky, ktorý sa volá singulárny interval I. Potom je zrejmé, ºe Ψ̇ = 0 pre t ∈ I a teda
z adjungovanej rovnice (AR) dostaneme tvar

Ψ̇ = 0 = (s− 1)f ′(k)− (sf ′(k)− δ),

z ktorého získame
f ′(k) = δ, ∀t ∈ I. (2.4)

Z Lemy 2.1.(a) vyplýva, ºe existuje práve jedno k = kZ také, ºe je splnená rovnica (2.4).
Z toho vyplýva, ºe

k(t) = kZ , ∀t ∈ I (2.5)
a teda k̇Z = 0 na I. Dosadením stavovej rovnice do posledného vz´ahu dostávame, ºe
0 = k̇Z = sf(kZ)− δkZ a z toho

sZ =
δkZ

f(kZ)
, ∀t ∈ I. (2.6)
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Pod©a Dôsledku 2.1.(c) je riadenie sZ dané vz´ahom (2.6) z intervalu (0, 1) a teda je prí-
pustné. Tým sme skompletizovali optimálne riadenie pre v²etky moºnosti Ψ, ktoré vyzerá
nasledovne

s =





1 ak Ψ > 1,
δkZ

f(kZ)
ak Ψ = 1,

0 ak Ψ < 1.
(2.7)

Hodnota riadenia δkZ

f(kZ)
predstavuje ur£itú rovnováhu medzi spotrebou a investíciami, resp.

medzi sú£asnou a budúcou spotrebou.

2.1.1 �asový priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri kon²-
tantnom riadení

K jednotlivým typom riadenia, ktoré sme získali v predchádzajúcej £asti, treba dopo£íta´
optimálnu odozvu. Túto odozvu budeme po£íta´ na nejakom intervale J nenulovej d¨ºky.

Prípad Ψ0 = 0 spolu s Ψ(t) > 0, ∀t ∈ J
V tomto prípade ide o krajnú hodnotu riadenia a to s = 1. Po dosadení tejto hodnoty
do stavovej rovnice a (AR) dostávame

k̇ = f(k)− δk, ∀t ∈ J, (2.8)

Ψ̇ = −Ψ[f ′(k)− δ], ∀t ∈ J. (2.9)
Z týchto rovníc vyplývajú na intervale J nasledovné moºnosti:

k rastie, ak k < kM , (2.10)

k klesá, ak k > kM , (2.11)
Ψ rastie, ak k > kZ , (2.12)
Ψ klesá, ak k < kZ , (2.13)

kde pod©a Lemy 2.1. kM a kZ sú jednozna£ne de�nované rovnos´ami f ′(kZ) = δ, f(kM) =
δkM .

Heslovito dokáºeme tieto moºnosti, kde je takisto vyuºitá Lema 2.1.:
prvý prípad: k < kM ⇒ f(k) > δk ⇒ f(k)− δk > 0 ⇒ k̇ > 0 ⇒ k rastie,
druhý prípad by sme dokázali podobne.
Tretí prípad: k > kZ a zárove¬ z podmienok (P) vieme, ºe produk£ná funkcia je rastúca
a rýdzokonkávna⇒ f ′ je klesajúca funkcia⇒ f ′(k) < f ′(kZ) ⇒ f ′(k) < δ ⇒ f ′(k)− δ < 0
vynásobíme −1 a následne to vynásobíme aj Ψ > 1 ⇒ −Ψ[f ′(k) − δ] > 0 ⇒ Ψ̇ > 0 ⇒ Ψ
rastie,
posledný prípad by sme dokázali analogicky.

Prípad Ψ0 = 0 spolu s Ψ(t) < 0, ∀t ∈ J
Tu ide o druhú krajnú hodnotu riadenia a to s = 0. Po dosadení tejto hodnoty do stavovej
rovnice a (AR) dostávame

k̇ = −δk, ∀t ∈ J, (2.14)
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Ψ̇ = δΨ, ∀t ∈ J. (2.15)
Z £oho vyplýva, ºe funkcia k klesá exponenciálne a adjungovaná premenná Ψ bude takisto
klesa´ exponenciálne, ke¤ºe je na tomto intervale záporná.

V prípade Ψ0 = 0 nenastáva moºnos´ Ψ(t) = 0, teda nenastáva singulárna hodnota riade-
nia. Na základe diferenciálnych rovníc adjungovanej premennej v predchádzajúcich dvoch
prípadoch môºeme poveda´, ºe ak Ψ bude klesa´ (moºnos´ Ψ(t) < 0), tak uº bude kle-
sa´ stále. Vieme to na základe znamienka Ψ̇, ktoré sa nemení. To znamená, ºe s ≡ 0
pre v²etky t ∈ [0, T ], t.j. J = [0, T ]. Ψ nemôºe za£a´ rás´, lebo by na nejakom intervale
i²lo o moºnos´ Ψ(t) > 0 a ke¤ºe nenadobúda hodnotu nula, nebolo by Ψ spojité. A takisto
vieme, ºe ak Ψ bude rás´ (moºnos´ Ψ(t) > 0), tak uº bude ras´ stále. To znamená, ºe
s ≡ 1 pre v²etky t ∈ [0, T ], t.j. J = [0, T ]. Ψ na nejakom intervale nemôºe za£a´ klesa´,
lebo hoci Ψ by bolo spojité, tak spojitos´ odozvy k by bola poru²ená.

Prípad Ψ0 = 1 spolu s Ψ(t) = 1, ∀t ∈ I
Na singulárnom úseku I sme uº získali hodnotu optimálnej odozvy, ktorou je k = kZ .

Prípad Ψ0 = 1 spolu s Ψ(t) > 1, ∀t ∈ J
V tomto prípade ide o krajnú hodnotu riadenia, ak na nejakom intervale s = 1, po úprave
stavovej rovnice a adjungovanej rovnice (AR) dostávame

k̇ = f(k)− δk, ∀t ∈ J, (2.16)

Ψ̇ = −Ψ[f ′(k)− δ], ∀t ∈ J. (2.17)
Z týchto rovníc vyplývajú na intervale J rovnaké moºnosti, ako v prípade Ψ0 = 0 spolu
s Ψ(t) > 0, ∀t ∈ J , presnej²ie ide o vz´ahy (2.10), (2.11), (2.12) a (2.13).

Pri ¤al²ej analýze budeme potrebova´ nasledovnú lemu:

Lema 2.2. Ak Ψ0 = 1 a v nejakom t ∈ (0, T ) je Ψ(t) > 1 a k(t) ∈ (kZ , kM), tak potom je
Ψ(t) > 1 pre v²etky t ∈ [t, T ].

Dôkaz. Najprv si v²imnime, ºe ke¤ºe k(t) < kM , tak pod©a (2.10) funkcia k(t) rastie
v pravom okolí bodu t. Zárove¬ v²ak bude pre v²etky t ≥ t plati´, ºe k(t) < kM , pretoºe
k(t) ≡ kZ je rie²ením rovnice (2.16) a platí jednozna£nos´ rie²ení diferenciálnej rovnice.
Z toho vyplýva, ºe k(t) bude stále rás´ a navy²e k(t) bude z intervalu (kZ , kM). Zo spojitosti
adjungovanej premennej Ψ vyplýva, ºe v pravom okolí t je Ψ(t) vä£²ie ako 1. Ke¤ºe
k(t) > kZ pre v²etky t > t, tak pod©a (2.12) premenná Ψ(t) stále rastie a teda riadenie s
zostáva rovné 1 na celom intervale [t, T ].

Prípad Ψ0 = 1 spolu s Ψ(t) < 1, ∀t ∈ J
Tu ide o druhú krajnú hodnotu riadenia, ak na nejakom intervale s = 0. Po úprave stavovej
rovnice a adjungovanej rovnice (AR) dostávame

k̇ = −δk, ∀t ∈ J, (2.18)

Ψ̇ = −f ′(k) + δΨ, ∀t ∈ J. (2.19)
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Z £oho vyplýva, ºe funkcia k klesá exponenciálne a adjungovanú premennú Ψ dopo£ítame
v závislosti od tvaru funkcie k.

Pri ¤al²ej analýze budeme potrebova´ nasledovnú lemu:
Lema 2.3. Ak Ψ0 = 1 a v nejakom t ∈ (0, T ) je Ψ(t) < 1 a k(t) < kZ, tak potom Ψ(t) aj
k(t) klesajú na intervale [t, T ].
Dôkaz. Zo spojitosti adjungovanej premennej Ψ vyplýva, ºe v pravom okolí t je Ψ(t)
men²ie ako 1 a tieº, ºe k(t) je men²ie ako kZ . Z toho vyplýva (pod©a £asti Prípad Ψ0 = 1
spolu s Ψ(t) < 1 ∀t ∈ J), ºe k(t) je klesajúca funkcia a Ψ(t) takisto klesá. Ke¤ºe Ψ(t) klesá,
je stále men²ie ako 1 a teda riadenie s zostáva rovné 0 na celom intervale [t, T ].

2.1.2 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy na [0, T ]

Celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£ia-
to£nej a koncovej hodnoty kapitálu k0 a kT .

Poznámka Ku v²etkým obrázkom v tejto £asti, ktoré zobrazujú £asový priebeh optimál-
neho riadenia a jeho odozvy, sú uvádzané aj obrázky s £asovým priebehom adjungovanej
premennej Ψ(t), t ∈ [0, T ]. Pomôºe to k lep²ej analýze £asového priebehu optimálneho
riadenia a jeho odozvy. Kvôli spojitosti adjungovanej premennej Ψ(t) sa musí riadenie
a jeho odozva správa´, tak ako je to vyobrazené na daných obrázkoch. V opa£nom prípade
by do²lo k poru²eniu spojitosti adjungovanej premennej.

Najprv rozoberieme moºnos´, kedy Ψ0 = 0. Môºu nasta´ dva prípady a to bu¤ Ψ(t) > 0
alebo Ψ(t) < 0 pre v²etky t ∈ [0, T ]. Vieme to na základe analýzy z £asti 2.1.1 (�asový
priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri kon²tantnom riadení).

Prípad Ψ(t) > 0, ∀t ∈ [0, T ]
Ak Ψ(t) > 0 pre v²etky t ∈ [0, T ], tak s ≡ 1 pre v²etky t ∈ [0, T ]. V tomto prípade sa
bude odozva k a adjungovaná premenná Ψ chova´ pod©a (2.8) a (2.9). Ich priebeh závisí
od po£iato£nej hodnoty kapitálu k0 a od hodnoty Ψ(0). Napríklad, ak sa k0 nachádza
medzi kZ a kM , tak na celom intervale [0, T ] bude odozva rás´ a Ψ bude takisto rás´.
Priebeh riadenia a jeho odozvy je vyobrazený na Obrázku 2.4a. Táto moºnos´ môºe nasta´
iba v prípade, ºe hodnoty k0, kT a T sú také, ºe odozva na riadenie s = 1 pre v²etky t
sp¨¬a podmienku k(T ) = kT .

Obrázok 2.4a: Obrázok 2.4b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej
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Prípad Ψ(t) < 0, ∀t ∈ [0, T ]
Ak Ψ(t) < 0 pre v²etky t ∈ [0, T ], tak s ≡ 0 pre v²etky t ∈ [0, T ]. V tomto prípade sa
odozva k bude chova´ pod©a (2.14) a teda na celom intervale [0, T ] bude klesa´ do hod-
noty kT . Adjungovaná premenná sa bude chova´ pod©a (2.15) a taktieº bude na celom
intervale [0, T ] klesa´ aº do hodnoty Ψ(T ). Priebeh riadenia a jeho odozvy je vyobrazený
na Obrázku 2.5a. Opä´ aj tento prípad môºe nasta´ iba, ak hodnoty k0, kT a T sú také,
ºe odozva na riadenie s = 0 pre v²etky t sp¨¬a podmienku k(T ) = kT .

Obrázok 2.5a: Obrázok 2.5b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Teraz budeme analyzova´ moºnos´, kedy Ψ0 = 1. Nasledujúcu analýzu rozdelíme na £asti
v závislosti od po£iato£nej hodnoty stavu k0 a to tak, £i je táto hodnota men²ia ako kZ

alebo sa jej rovná, £i je vä£²ia ako kM alebo sa jej rovná alebo £i sa nachádza v intervale
(kZ , kM). My túto analýzu urobíme len pre prípad, ºe k0 ∈ (kZ , kM). Pre ostatné hodno-
ty po£iato£ného stavu k0 sa postupuje analogicky. Jednotlivé situácie budeme ilustrova´
obrázkami s £asovým priebehom riadenia a jeho odozvy.

Nech teda k0 ∈ (kZ , kM). �al²ia analýza závisí od hodnôt adjungovanej premennej Ψ,
ktorej hodnoty v²ak nepoznáme. Budeme preto postupne uvaºova´ v²etky hodnoty po£ia-
to£ného stavu adjungovanej premennej a to prípady Ψ(0) < 1, Ψ(0) = 1 a Ψ(0) > 1.

Prípad Ψ(0) < 1
Ak Ψ(0) < 1, potom zo spojitosti Ψ(t) vyplýva, ºe Ψ(t) < 1 na nejakom pravom okolí
bodu 0. Nech t1 je maximálne t1 ∈ [0, T ] také, ºe Ψ(t) < 1 pre kaºdé t ∈ [0, t1). Potom
v závislosti od hodnoty t1 dostávame nasledujúce moºnosti:

(A) Ak je t1 = T , potom s(t) = 0 na celom intervale [0, T ] a takéto riadenie teda
odpovedá prípadu, ke¤ hodnoty k0, kT a T vyhovujú rovnici kT = k0e

−δT . Optimálna
odozva bude ma´ teda tvar

k(t) = k0e
−δt, pre 0 ≤ t ≤ T , (2.20)

£o vidíme na Obrázku 2.6a.
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Obrázok 2.6a: Obrázok 2.6b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

(B) Ak je t1 < T , optimálna odozva na intervale [0, t1] klesá do hodnoty k(t1). Ke¤ºe
v bode t1 je Ψ(t1) = 1 a v ©avom okolí bodu t1 bolo Ψ(t) < 1, tak tam Ψ(t) muselo
rás´ a teda pod©a (2.19) bolo Ψ̇ = −f ′(k) + δΨ > 0 a to platí vtedy a len vtedy, ak
Ψ > f ′(k)

δ
. Ke¤ºe Ψ(t) < 1, tak dostávame, ºe v ©avom okolí bodu t1 je 1 > f ′(k)

δ
, £o pod©a

Dôsledku 2.1.(b) znamená, ºe k(t) ≥ kZ . Zo spojitosti k(t) teda dostávame, ºe k(t1) ≥ kZ .
• Najprv vy²etríme prípad k(t1) > kZ . Zo spojitosti k vyplýva, ºe k(t) > kZ v pravom

okolí bodu t1. Treba rozhodnú´, £i sa adjungovaná premenná Ψ v pravom okolí bo-
du t1 vyvíja pod©a (2.19) (prípad s = 0) alebo (2.17) (prípad s = 1). Ak by bolo
s = 0, tak by Ψ(t) rástlo, bolo by vä£²ie ako 1 a to by sme sa dostali do sporu s tým,
ºe pre Ψ(t) > 1 má by´ s = 1.
V prípade, ºe k(t1) > kZ , teda napravo od bodu t1 nastáva prípad s = 1 a pod©a
Lemy 2.2. toto platí na celom intervale [t1, T ]. Táto situácia je zobrazená na Ob-
rázku 2.7a.

Obrázok 2.7a: Obrázok 2.7b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

• Teraz vy²etríme prípad k(t1) = kZ . V tomto prípade dochádza k realizácií singulárne-
ho úseku na intervale [t1, t2], na ktorom platí: Ψ(t) = 1, k(t) = kZ , s(t) = δkZ

f(kZ)

pre t ∈ [t1, t2]. Pre interval [t2, T ] môºu nasta´ tieto prípady: Ak t2 = T , tak kon-
cový kapitál kT musí by´ na úrovni rovnováºnej hodnoty kZ (Obrázok 2.8a). Ak



KAPITOLA 2. MODEL EKONOMICKÉHO RASTU 13

t2 = t1, tak singulárny interval sa realizuje ako triviálny - jeden bod. V závis-
losti od koncovej hodnoty kapitálu kT môºu nasta´ prípady, ktoré môºeme vidie´
na Obrázkoch 2.9a a 2.10a. Ak t2 6= t1 < T , tak v závislosti od hodnoty kT môºu
nasta´ dve moºnosti, ktoré sme výpo£ítali v £asti 2.1.1 (�asový priebeh odozvy a ad-
jungovanej premennej pri kon²tantnom riadení). A to bu¤ k rastie, vtedy je riadenie s
jednotkové alebo k klesá, vtedy je riadenie s nulové. Tieto dve moºnosti sú zachytené
na Obrázkoch 2.11a a 2.12a.

Obrázok 2.8a: Obrázok 2.8b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Obrázok 2.9a: Obrázok 2.9b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Obrázok 2.10a: Obrázok 2.10b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej
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Obrázok 2.11a: Obrázok 2.11b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Obrázok 2.12a: Obrázok 2.12b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

V tomto prípade treba dokáza´, ºe singulárny úsek I nastáva len raz. Zo spojitosti ad-
jungovanej premennej Ψ(t) vieme, ºe ak kapitál nadobudne rovnováºnu hodnotu kZ ,
potom na nej zostane aº po kT (len ak kZ = kT ) alebo klesne na hodnotu kT (len
ak kZ > kT ) alebo stúpne na hodnotu kT (len ak kZ < kT ). Nemôºe nasta´ znovu
singulárny úsek I, lebo ak raz adjungovaná premenná Ψ rastie a prekro£í hodnotu 1,
tak uº bude stále rás´, v opa£nom prípade by bola poru²ená jej spojitos´. Môºeme to
podloºi´ aj Lemou 2.2. A ak adjungovaná premenná Ψ klesá a prekro£í hodnotu 1,
tak uº bude klesa´ stále, v opa£nom prípade by bola opä´ poru²ená jej spojitos´.
Túto situáciu vieme podloºi´ Lemou 2.3.

Prípad Ψ(0) = 1
Ke¤ºe k(0) = k0 > kZ , tak sme v situácii, ktorú sme analyzovali vy²²ie, ale v bode t1.
Pre tento prípad teda nastáva s = 1 pre v²etky t ∈ [0, T ]. Tvar riadenia a jeho odozvy je
vyobrazený na Obrázku 2.13a.
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Obrázok 2.13a: Obrázok 2.13b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Prípad Ψ(0) > 1
Ke¤ºe k(0) = k0 > kZ a Ψ(0) > 1, tak v pravom okolí bodu 0 je s = 1 a teda odozva k
a adjungovaná premenná Ψ sa vyvíjajú pod©a (2.16) a (2.17). To znamená, ºe Ψ rastie
a aj k rastie. Ke¤ºe Ψ rastie, tak bude pre Ψ stále plati´ Ψ > 1 a teda s = 1 na celom
intervale [0, T ]. �asový priebeh riadenia a jeho odozvy moºno vidie´ na Obrázku 2.14a.

Obrázok 2.14a: Obrázok 2.14b:
Optimálna odozva - plná £iara, �asový priebeh

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara adjungovanej premennej

Nakoniec môºeme poveda´, ºe rie²ením Modelu ekonomického rastu pomocou PPM sme
dospeli k záveru, ºe optimálna odozva je "najbliº²ie" ku rovnováºnej trajektórií k = kZ

spomedzi v²etkých prípustných trajektórií. V prípade ve©kého T to znamená, ºe optimálne
je dosta´ sa £o najskôr z hodnoty k0 na rovnováºnu hodnotu odozvy kZ , na tejto hodnote
£o najdlh²ie zotrva´ a potom £o najrýchlej²ie sa dosta´ na hodnotu kT . Ak je £asový ho-
rizont T krátky, tak sa odozva priblíºi £o najviac k rovnováºnej hodnote kZ tak, aby sa
stihla dosta´ na hodnotu kT .

Aj ke¤ sme zadanie úlohy mierne modi�kovali, tak v porovnaní s uvedeným rie²ením v knihe
[1, str. 110-112] sa výsledky zhodujú. Av²ak na²a analýza je zloºitej²ia, pretoºe nemôºeme
vylú£i´ moºnos´ Ψ0 = 0 a navy²e pri analýze £asového priebehu riadenia a jeho odozvy
a adjungovanej premennej nemôºeme vychádza´ z toho, ºe Ψ(T ) = 0.
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2.2 Rie²enie pomocou Greenovej vety
Teraz si ukáºeme rie²enie úlohy pomocou pouºitia Greenovej vety. Najskôr zo stavovej
rovnice k̇ = sf(k)− δk vyjadríme riadenie, £ím dostaneme

s =
k̇ + δk

f(k)

a následne ho dosadíme do ú£elovej funkcie tejto úlohy, £ím získame

J =

T∫

0

(
1− k̇ + δk

f(k)

)
f(k) dt. (2.21)

�alej vyuºijeme skuto£nos´, ºe k̇(t) = dk
dt

a to tak, ºe k̇(t)dt = dk. Po prepísaní (2.21)
dostávame nasledujúci krivkový integrál pozd¨º krivky Γ1,

JΓ1 =

∮

Γ1

([f(k)− δk]dt− dk) , (2.22)

pri£om krivka Γ1 spája body (t1, k1) a (t2, k2). Bliº²ie popí²eme krivku Γ1. Nech k(t) je
odozva odpovedajúca nejakému prípustnému riadeniu. Túto odozvu moºno chápa´ ako
spojitú krivku v (t, k) priestore spájajúcu body (0, k0) a (T, kT ). Uvaºujme len úsek tejto
odozvy a to krivku Γ1, ktorá spája body (t1, k1) a (t2, k2), pri£om t1 < t2. Zárove¬ uvaºujme
inú prípustnú odozvu k̃(t) sp¨¬ajúcu podmienku k̃(t1) = k1 a k̃(t2) = k2. Príslu²nú krivku
medzi týmito bodmi ozna£íme Γ2. Navy²e predpokladajme, ºe krivka Γ1 leºí pod kriv-
kou Γ2, t.j. k̃(t) > k(t) pre kaºdé t ∈ (t1, t2). Krivku Γ1 s uvedenou vlastnos´ou budeme
nazýva´ dolnou a Γ2 hornou krivkou. Túto situáciu môºeme vidie´ na Obrázku 2.15.

Obrázok 2.15: Prípustné krivky Γ1 a Γ2 v (t, k) priestore
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Nech Γ = Γ1−Γ2, kde Γ je jednoduchá uzavretá krivka orientovaná proti smeru hodinových
ru£i£iek, t.j. Γ obieha pozd¨º Γ1 z bodu (t1, k1) do bodu (t2, k2) a pozd¨º Γ2 z bodu (t2, k2)
do bodu (t1, k1). Teda dostávame

JΓ = JΓ1−Γ2 = JΓ1 − JΓ2 . (2.23)

Ozna£me R oblas´ uzavretú krivkou Γ. Teraz môºeme na integrál JΓ aplikova´ Greenovu
vetu, dostaneme

JΓ =

∮

Γ

[f(k)− δk]dt− dk

=

∫∫

R

[
∂

∂t
(−1)− ∂

∂k
(f(k)− δk)

]
dtdk

=

∫∫

R

[−f ′(k) + δ] dtdk.

Ozna£íme výraz v hranatej zátvorke ako

I(k) = [−f ′(k) + δ]. (2.24)

Je zrejmé, ºe ak I(k) má v R stále rovnaké znamienko, tak bude ma´ aj JΓ rovnaké
znamienko. Na nasledujúcom Tvrdení 2.1. aj s Dôkazom si ukáºeme význam znamien-
ka I(k).

Tvrdenie 2.1. Nech Γ1, Γ2, R a I(k) sú také, ako sú popísané vy²²ie. Nech krivka Γ1 je
dolná a krivka Γ2 horná prípustná krivka. Ak I(k) ≥ 0 pre v²etky (t, k) ∈ R, potom platí
JΓ1 ≥ JΓ2. A analogicky, ak I(k) ≤ 0 pre v²etky (t, k) ∈ R, potom platí JΓ1 ≤ JΓ2.

Dôkaz. Ak I(k) ≥ 0 pre v²etky (t, k) ∈ R a zárove¬ vieme, ºe I(k) má v R stále rovnaké
znamienko, tak bude ma´ aj JΓ rovnaké znamienko a teda JΓ ≥ 0. Potom zo vzorca (2.23)
dostávame JΓ1 ≥ JΓ2 . To znamená, ºe integrál pozd¨º krivky Γ1 dáva vy²²iu hodnotu ako
integrál pozd¨º krivky Γ2. A analogicky by sme dokázali aj opa£ný prípad.

Ak chceme Tvrdenie 2.1. pouºi´ na h©adanie optimálneho riadenia a jeho odozvy, potre-
bujeme nájs´ oblasti, kde I(k) je kladné a I(k) je záporné. Najprv poznamenajme, ºe
I(k) je rastúca funkcia premennej k. To vieme dokáza´ pod©a podmienok (P), produk£ná
funkcia f(k) je rastúca a konkávna funkcia, jej prvá derivácia je klesajúca, ale pred f ′(k) je
záporné znamienko. To znamená, ºe ak I(k) poloºíme rovné nule, tak dostaneme hodnotu,
ktorú ozna£íme kZ . Potom môºeme pozorova´ tú skuto£nos´, ºe nad touto hodnotou je
výraz I(k) kladný a pod ¬ou záporný. K lep²ej predstave nám pomôºe Tvrdenie 2.2.

Tvrdenie 2.2. Nech Γ1 a Γ2 sú také, ako sú popísané vy²²ie. Nech krivka Γ1 je dolná
a krivka Γ2 horná prípustná krivka. Ak obe leºia v oblasti k(t) ≤ kZ pre t ∈ (t1, t2), potom
JΓ1 < JΓ2. Ak obe leºia v oblasti k(t) ≥ kZ pre t ∈ (t1, t2), potom JΓ1 > JΓ2.

Dôkaz. Tvrdenie moºno dokáza´ na základe Lemy 2.1., Dôsledku 2.1. a vzorca (2.23).
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Teraz poloºíme výraz I(k) rovný nule a na základe Tvrdenia 2.2. dostaneme

f ′(k) = δ ⇔ k = kZ , (2.25)

£o je známe z Lemy 2.1.. Tým sme dostali rovnaký výsledok ako v £asti 2.1 (Rie²enie
pomocou PPM), konkrétne (2.4) a (2.5). Tento výsledok platí pre rovnováºny úsek, ktorý
zodpovedá singulárnemu intervalu I z PPM.
Ke¤ºe kZ je jedinou hodnotou stavu na rovnováºnej úrovni, tak odozva na tejto úrovni
musí by´ kon²tantná, t.j. k(t) = kZ pre v²etky t ∈ I. Teda platí k̇Z = 0 a tým môºeme
stavovú rovnicu poloºi´ rovnú nule, t.j. 0 = k̇Z = sf(kZ) − δkZ . Potom z nej vyjadríme
optimálne riadenie na rovnováºnom úseku

sZ =
δkZ

f(kZ)
. (2.26)

Znovu aj tento výsledok sme dostali v £asti 2.1 (Rie²enie pomocou PPM), konkrétne (2.6).
Na základe Dôsledku 2.1.(c) platí, ºe hodnota (2.26) musí by´ v intervale (0, 1).

Poznámka Analýza £asového priebehu odozvy pri kon²tantom riadení, pri ktorej pouºí-
vame Greenovu vetu, bude podobná a bude vies´ k rovnakým výsledkom ako analýza v £asti
2.1.1 (�asový priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri kon²tantnom riadení), kde sme
pouºili PPM. Av²ak nebudeme potrebova´ adjungovanú premennú Ψ.

2.2.1 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy na [0, T ]

Celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude taktieº závisie´ od ve©kosti £asu T
a od po£iato£nej a koncovej hodnoty kapitálu k0 a kT .
Predpokladajme, ºe po£iato£ná hodnota kapitálu k0 je medzi hodnotami kZ a kM , kon-
cová hodnota kapitálu kT je men²ia ako rovnováºna hodnota kZ a £asový horizont T je
dostato£ne dlhý. Teda táto situácia je zobrazená na Obrázku 2.12a. Pomocou nasledu-
júceho obrázku sa pokúsime vysvetli´, pre£o práve takto vyzerajúci priebeh riadenia a jeho
odozvy je optimálny. Obrázok 2.16 zobrazuje optimálnu trajektóriu (vyzna£ená plnou
£iarou) pre Obrázok 2.12a spolu s ©ubovo©ne vybratou prípustnou trajektóriou, ktorá je
vyzna£ená £iarkovane.

Obrázok 2.16: Optimálna trajektória verzus prípustná trajektória
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Najprv rozdelíme interval [0, T ] na podintervaly, pozd¨º ktorých je £iarkovaná krivka bu¤
nad, pod alebo je identicky rovná s plnou £iarou. Na Obrázku 2.16 sú tieto podintervaly
nasledovné: [0, t2], [t2, t3], [t3, t4] a tak ¤alej, aº napokon [t7, T ]. Potom nasledujúcu analýzu
rozdelíme na ²tyri £asti:

• Najskôr rozoberieme interval [0, t2]. �iarkovaná trajektória na tomto intervale nemôºe
pre´a´ krivku idúcu z bodu A do bodu B, pretoºe riadenie na intervale [0, t1] nadobú-
da hodnotu s = 0, no a pri tejto hodnote riadenia stav kapitálu najrýchlej²ie klesne
na rovnováºnu hodnotu kZ . Rýchlej²ie nemôºe klesa´, pretoºe riadenie je ohrani£ené
hodnotou 0. Vytvoríme uzavretú krivku na intervale [0, t2] a to krivku ABCA. Plnú
£iaru ozna£íme ako Γ1 (krivka v kladnom smere idúca z bodu A do bodu C), £iarko-
vanú £iaru ozna£íme ako Γ2 (krivka v zápornom smere idúca z bodu C do bodu A).
Po vypo£ítaní krivkového integrálu pozd¨º krivky Γ = Γ1−Γ2 dostaneme kladnú hod-
notu a teda výraz I(k) je kladný. Preto je na Obrázku 2.16 táto oblas´ vyzna£ená
znamienkom +. No a na základe Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme poveda´, ºe
trajektória ozna£ená plnou £iarou je lep²ím rie²ením ako trajektória ozna£ená £iar-
kovanou £iarou na danom intervale [0, t2]. Teda optimálne je dosta´ sa £o najskôr
na rovnováºnu hodnotu kZ .

• Podobne rozoberieme aj interval [t7, T ]. �iarkovaná trajektória nemôºe pre´a´ krivku
idúcu z bodu G do bodu H, pretoºe riadenie na intervale [t8, T ] nadobúda hodnotu
s = 0 a takisto pri tejto hodnote riadenia stav kapitálu najrýchlej²ie klesne na kon-
covú hodnotu kapitálu kT . Rýchlej²ie nemôºe klesa´, pretoºe riadenie je ohrani£ené
hodnotou 0. Po vytvorení uzavretej krivky FHGF a po vypo£ítaní krivkového integ-
rálu pozd¨º tejto krivky dostaneme zápornú hodnotu a teda výraz I(k) je záporný.
Preto je na Obrázku 2.16 táto oblas´ vyzna£ená znamienkom −. No a opä´ na základe
Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme poveda´, ºe trajektória ozna£ená plnou £iarou
je lep²ím rie²ením ako trajektória ozna£ená £iarkovanou £iarou na danom interva-
le [t7, T ]. Optimálne je £o najneskôr opusti´ rovnováºnu hodnotu kZ ale tak, aby
odozva stihla dosiahnu´ hodnotu kT .

• �alej treba dokáza´, ºe nie je optimálne opusti´ rovnováºnu hodnotu smerom nadol
a potom sa na ¬u vráti´. Po vypo£ítaní krivkového integrálu pozd¨º krivky DED
dostaneme zápornú hodnotu a teda výraz I(k) je záporný. No a opä´ na základe
Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme poveda´, ºe trajektória ozna£ená plnou £iarou
je lep²ím rie²ením ako trajektória ozna£ená £iarkovanou £iarou na danom interva-
le [t3, t4].

• A nakoniec nie je optimálne opusti´ rovnováºnu hodnotu smerom nahor a potom
sa na ¬u vráti´. Postupujeme podobne ako v predchádzajúcom bode. Dostaneme,
ºe trajektória ozna£ená plnou £iarou je lep²ím rie²ením ako trajektória ozna£ená
£iarkovanou £iarou na danom intervale [t5, t6].

Kone£ným výsledkom je, ºe na intervaloch [0, t2], [t3, t4], [t5, t6] a [t7, T ] je optimálna tra-
jektória vyzna£ená plnou £iarou a na ostatných intervaloch sú obe trajektórie identické.
Teda trajektória ozna£ená plnou £iarou dáva vy²²iu hodnotu krivkových integrálov na in-
tervale [0, T ] a preto je optimálna. Z toho vyplýva, ºe trajektória ozna£ená £iarkovanou
£iarou je hor²ím rie²ením ako trajektória ozna£ená plnou £iarou. Tým sme dokázali, ºe
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na²a pôvodne zvolená optimálna trajektória je najlep²ia zo v²etkých moºných prípustných
trajektórií.

Na základe tejto analýzy môºeme poveda´, ºe riadenie môºe nadobúda´ len tri hodnoty
a to

s =





1
δkZ

f(kZ)
,

0

(2.27)

£o je zhodné s (2.7).
�al²ie prípady, kde sú hodnoty k0 a kT iné a kde priebeh optimálneho riadenia a jeho
odozvy vyzerá odli²ne, by sa dokázali analogicky.

�alej spomenieme Vetu 2.1., ktorá hovorí o optimálnej odozve na celom intervale [0, T ].

Veta 2.1. Nech k̂(t) je optimálna odozva. Potom pre kaºdú prípustnú odozvu k(t) platí,
ºe |k̂(t)− kZ | ≤ |k(t)− kZ | v kaºdom t ∈ [0, T ].

Teda to znamená, ºe optimálne je, aby sa odozva dostala £o najrýchlej²ie na hodnotu kZ

a £o moºno najdlh²ie na tejto hodnote zotrvala, aº pokým sa nebude musie´ dosta´ do hod-
noty kT . Táto odozva sa realizuje spolu s riadením, ktoré je na danom intervale optimálne.

Nakoniec môºeme zhrnú´, ºe rie²ením jednoduchého Modelu ekonomického rastu pomocou
Greenovej vety sme dospeli k rovnakému záveru ako pri pouºití PPM. Optimálna odozva je
"najbliº²ie" ku rovnováºnej trajektórií kZ spomedzi v²etkých prípustných trajektórií. K to-
muto záveru sme sa dostali ove©a jednoduch²ím spôsobom ako pri rie²ení pomocou PPM,
kde sme museli pouºíva´ zloºitú analýzu adjungovanej premennej.



Kapitola 3

V²eobecný prípad

Na²e vedomosti získané pri rie²ení jednoduchého Modelu ekonomického rastu pomocou PPM
a pomocou Greenovej vety zov²eobecníme na nasledujúcu úlohu

T∫

0

e−ρt[F1(x(t)) + u(t)F2(x(t))] dt → max

pri podmienkach

ẋ(t) = f1(x(t)) + u(t)f2(x(t)), t ∈ [0, T ], T pevné,
x(0) = x0,

x(T ) = xT ,

u(t) ∈ [α, β], α < β,

kde α, β sú ©ubovo©né kon²tanty a kon²tanta ρ je nezáporná.
Táto úloha musí ma´ nasledovné vlastnosti, aby sa dala rie²i´ pomocou pouºitia Greenovej
vety:
- ú£elová funkcia lineárna v riadení (potrebujeme vedie´ odseparova´ £asti dt a dx, £o
uvidíme neskôr),
- stavová rovnica lineárna v riadení,
- úloha s pevným koncom, na kone£nom £asovom horizonte,
- ohrani£enie na riadenie, ke¤ºe úloha je lineárna v riadení.

Poznámka Neskor²ie sa budeme zaobera´ aj úlohami na nekone£nom £asovom horizonte.
S na²imi vedomos´ami o optimálnom riadení nevieme rie²i´ pomocou Greenovej vety úlohy
na kone£nom £asovom horizonte s vo©ným koncom.

3.1 Rie²enie pomocou PPM
Najskôr za£neme úlohu rie²i´ klasicky pomocou PPM. Teda na úlohu aplikujeme pod-
mienky PPM (Veta 6.2.).
V tomto príklade budeme pouºíva´ iba podmienku maxima a adjungovanú rovnicu. Pod-
mienky transverzality (PT) a stacionarity (PS) sú prázdne. Podmienka maxima (PM)

21
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vyzerá nasledovne

Ψ0(F1(x) + uF2(x)) + Ψ(f1(x) + uf2(x)) → max
u∈[α,β]

, ∀t ∈ [0, T ] (PM)

a adjungovaná rovnica (AR) má tvar

Ψ̇ = −Ψ0(F ′
1(x) + uF ′

2(x))−Ψ(f ′1(x) + uf ′2(x)) + Ψρ , ∀t ∈ [0, T ]. (AR)

Budeme predpoklada´, ºe Ψ0 = 1. Potom podmienku maxima (PM) môºeme jednoduch²ie
prepísa´ do tvaru

[F2(x) + Ψf2(x)]u → max
u∈[α,β]

, ∀t ∈ [0, T ]

a jej rie²ením dostávame

u =





β ak Ψ > −F2(x)
f2(x)

,
neur£ené ak Ψ = −F2(x)

f2(x)
,

α ak Ψ < −F2(x)
f2(x)

.
(3.1)

Podrobnej²ie sa budeme venova´ prípadu, kde je riadenie neur£ené. Ke¤ºe Ψ sp¨¬a pomerne
zloºitú diferenciálnu rovnicu, nevieme poveda´, £i prípad Ψ = −F2(x)

f2(x)
nastane iba v kone£nom

po£te bodov a preto musíme pripusti´ moºnos´, ºe nastane na intervale I nenulovej d¨ºky.
Ke¤ºe na tomto intervale poznáme hodnotu adjungovanej premennej (Ψ = −F2(x)

f2(x)
), tak

jej deriváciu Ψ̇ dáme do rovnosti s adjungovanou rovnicou (AR), v ktorej za Ψ dosadíme
výraz prislúchajúci danému intervalu. A z tejto rovnosti sa budeme snaºi´ vyjadri´ riadenie.
Derivácia adjungovanej premennej je

Ψ̇ =
1

f 2
2 (x)

[−F ′
2(x)f2(x)ẋ + F2(x)f ′2(x)ẋ] . (3.2)

Výraz (3.2) dáme do rovnosti s (AR), v ktorej za adjungovanú premennú Ψ dosadíme
−F2(x)
f2(x)

. Po nieko©kých operáciach dostaneme

0 =− F ′
2(x)f2(x)f1(x) + F2(x)f ′2(x)f1(x) + F ′

1(x)f 2
2 (x)−

− F2(x)f2(x)f ′1(x) + F2(x)f2(x)ρ.
(3.3)

Predpokladajme, ºe rovnica (3.3) má práve jedno rie²enie, ozn. xS. Potom práve toto
rie²enie je h©adaná optimálna hodnota odozvy na singulárnom úseku I. Ke¤ºe xS je
jedinou hodnotou stavu na singulárnom úseku I, tak odozva na I musí by´ kon²tantná,
t.j. x(t) = xS pre v²etky t ∈ I.
Optimálne riadenie u na I dorátame tak, ºe optimálnu odozvu xS zderivujeme, £ím dosta-
neme ẋS = 0. A teda stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a potom vyjadríme optimálne
riadenie na singulárnom intervale I v tvare

uS =
−f1(xS)

f2(xS)
. (3.4)
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Predpokladajme, ºe optimálne riadenie (3.4) je z intervalu (α, β). Tým sme zistili v²eobec-
ný tvar optimálneho riadenia na singulárnom intervale I. Takisto sme zistili, ºe optimálna
odozva na I bude kon²tantná na hodnote xS.

Poznámka Ke¤ºe je zadanie úlohy v²eobecné, nevieme nájs´ presný tvar optimálneho
riadenia a jeho odozvy. Aº v závislosti od tvaru funkcií F1, F2, f1 a f2 môºeme pokra£ova´
¤alej. Zistíme tvar optimálneho riadenia, najmä tvar riadenia na singulárnom intervale I.
Potom môºeme analyzova´ tvar optimálnej odozvy. Aº nakoniec môºeme ur£i´ v závislosti
od dát, presnej²ie od hodnoty x0, xT a T , £asový priebeh optimálneho riadenia a jeho
odozvy. Taktieº pri analýze £asového priebehu musíme dba´ na spojitos´ adjungovanej
premennej Ψ.

3.2 Rie²enie pomocou Greenovej vety
Teraz si ukáºeme rie²enie úlohy pomocou pouºitia Greenovej vety. Najskôr si zo stavovej
rovnice ẋ = f1(x) + uf2(x) vyjadríme riadenie, £ím dostaneme

u =
ẋ− f1(x)

f2(x)

a následne ho dosadíme do ú£elovej funkcie tejto úlohy, £ím získame

J =

T∫

0

e−ρt

[
F1(x) +

ẋ− f1(x)

f2(x)
F2(x)

]
dt. (3.5)

Tieº vieme, ºe ẋ(t) = dx
dt
. Po prepísaní (3.5) dostávame nasledujúci krivkový integrál pozd¨º

krivky Γ1

JΓ1 =

∮

Γ1

(
e−ρt

[
F1(x)− f1(x)

f2(x)
F2(x)

]
dt + e−ρt

[
F2(x)

f2(x)

]
dx

)
, (3.6)

pri£om krivka Γ1 spája body (t1, x1) a (t2, x2). Pre zjednodu²enie výraz (3.6) prepí²eme
nasledovne

JΓ1 =

∮

Γ1

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
, (3.7)

kde

A(x) =

[
F1(x)− f1(x)

f2(x)
F2(x)

]
, B(x) =

[
F2(x)

f2(x)

]
. (3.8)

Ako je písané v £asti 2.2 (Rie²enie pomocou Greenovej vety), krivka Γ1 je úsek odozvy x(t),
ktorý zodpovedá nejakému prípustnému riadeniu u(t). Potom krivku Γ1 moºno chápa´ ako
spojitú krivku v (t, x) priestore spájajúcu body (t1, x1) a (t2, x2), pri£om t1 < t2. Taktieº
uvaºujme inú prípustnú odozvu x̃(t), ktorá sp¨¬a podmienky x̃(t1) = x1 a x̃(t2) = x2. Úsek
medzi týmito bodmi budeme ozna£ova´ Γ2. Taktieº budeme predpoklada´, ºe krivka Γ1
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Obrázok 3.1: Prípustné krivky Γ1 a Γ2 v (t, x) priestore

leºí pod krivkou Γ2, t.j. x̃(t) > x(t) pre kaºdé t ∈ (t1, t2). Potom krivku Γ1 s uvede-
nou vlastnos´ou budeme nazýva´ dolnou a Γ2 hornou krivkou. K lep²ej predstave pomôºe
Obrázok 3.1.

Teraz si môºeme vytvori´ jednoduchú uzavretú krivku Γ, ktorá vznikne z rozdielu Γ1−Γ2.
Je orientovaná proti smeru hodinových ru£i£iek, t.j. Γ obieha pozd¨º Γ1 z bodu (t1, x1)
do bodu (t2, x2) a pozd¨º Γ2 z bodu (t2, x2) do bodu (t1, x1). Potom platí rovnaká rov-
nica (2.23) z £asti 2.2 (Rie²enie pomocou Greenovej vety)

JΓ = JΓ1−Γ2 = JΓ1 − JΓ2 . (3.9)

Ozna£me R oblas´ uzavretú krivkou Γ. A aº teraz môºeme na krivkový integrál JΓ aplikova´
Greenovu vetu. Dostaneme

JΓ =

∮

Γ

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
=

∫∫

R

e−ρt [−ρB(x)− A′(x)] dtdx.

Výraz v hranatej zátvorke pri dvojnom integráli ozna£me I(x)

I(x) = [−ρB(x)− A′(x)] . (3.10)

Je zrejmé, ºe ak I(x) má v R stále rovnaké znamienko, tak bude ma´ aj JΓ rovnaké
znamineko. Na základe Tvrdenia 2.1. z £asti 2.2 (Rie²enie pomocou Greenovej vety) vieme
ukáza´ význam znamienka I(x). Aby sme získali kladné a záporné oblasti JΓ, poloºíme
výraz I(x) rovný nule. Predpokladajme, ºe rovnica I(x) = 0 má práve jedno rie²enie.
Napríklad v závislosti od tvaru funkcií F1, F2, f1 a f2 môºe by´ výraz I(x) rastúca alebo
klesajúca funkcia od x. To znamená, ºe ak je táto funkcia rastúca, poloºíme ju rovnú nule.
Potom rovnica I(x) = 0 je splnená len pre jedinú hodnotu a to xS, pri ktorej môºeme
pozorova´ tú skuto£nos´, ºe nad touto hodnotou je výraz I(x) kladný a pod ¬ou záporný.
A naopak, ak je funkcia I(x) klesajúca, takisto ju poloºíme rovnú nule. Potom má rovnica
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I(x) = 0 jediné rie²enie a to xS, pri ktorom môºeme pozorova´ zasa tú skuto£nos´, ºe
nad touto hodnotou je výraz I(x) záporný a pod ¬ou kladný.
Hodnotu xS budeme ozna£ova´ ako rovnováºnu hodnotu odozvy. K lep²ej predstave nám
pomôºe Tvrdenie 3.1., ktoré sa viaºe k rastúcej funkcii I(x) a Tvrdenie 3.2., ktoré sa viaºe
ku klesajúcej funkcii I(x).
Tvrdenie 3.1. Nech Γ1 a Γ2 sú také, ako sú popísané vy²²ie. Nech Γ1 je dolná a Γ2 je
horná prípustná krivka. Ak obe leºia v oblasti x(t) ≤ xS pre t ∈ (t1, t2), potom JΓ1 < JΓ2.
Ak obe leºia v oblasti x(t) ≥ xS pre t ∈ (t1, t2), potom JΓ1 > JΓ2.
Tvrdenie 3.2. Nech Γ1 a Γ2 sú také, ako sú popísané vy²²ie. Nech Γ1 je dolná a Γ2 je
horná prípustná krivka. Ak obe leºia v oblasti x(t) ≤ xS pre t ∈ (t1, t2), potom JΓ1 > JΓ2.
Ak obe leºia v oblasti x(t) ≥ xS pre t ∈ (t1, t2), potom JΓ1 < JΓ2.
Teda potrebujeme poloºi´ výraz I(x) rovný nule

0 = [−ρB(x)− A′(x)] . (3.11)

Aby sme mohli porovna´ výsledky, ktoré sme dostali rie²ením úlohy pomocou PPM a po-
mocou pouºitia Greenovej vety, potrebujeme rovnicu (3.11) prepísa´ pomocou funkcií F1,
F2, f1 a f2. Po krátkych úpravách dostaneme

0 =− F ′
2(x)f2(x)f1(x) + F2(x)f ′2(x)f1(x) + F ′

1(x)f 2
2 (x)−

− F2(x)f2(x)f ′1(x) + F2(x)f2(x)ρ.
(3.12)

Tým sme dostali rovnaký vz´ah ako pri rie²ení PPM (v £asti 3.1 Rie²enie pomocou PPM
ide o vz´ah (3.3)). Ke¤ºe predpokladáme, ºe má rovnica (3.12) práve jedno rie²enie,
tak toto rie²enie budeme ozna£ova´ xS, £o je spomínaná rovnováºna hodnota odozvy.
Potom toto rie²enie je h©adaná optimálna odozva, ktorá pri rie²ení pomocou PPM zod-
povedá optimálnej odozve na sigulárnom úseku I. Ke¤ºe xS je jedinou hodnotou stavu
na rovnováºnej úrovni I, tak odozva na tejto úrovni musí by´ kon²tantná, t.j. x(t) = xS

pre v²etky t ∈ I. Teda platí ẋS = 0 a tým môºeme stavovú rovnicu poloºi´ rovnú nule,
t.j. 0 = ẋS = f1(xS)+uf2(xS). Potom z nej vyjadríme optimálne riadenie na rovnováºnom
úseku

uS =
−f1(xS)

f2(xS)
. (3.13)

Aj tento výsledok sme dostali v £asti 3.1 (Rie²enie pomocou PPM), konkrétne (3.4). A aj
tu musíme predpoklada´, ºe optimálne riadenie (3.13) musí by´ v intervale (α, β), pretoºe
platí pôvodné ohrani£enie na riadenie u ∈ [α, β]. Tým sme zistili v²eobecný tvar optimál-
neho riadenia, ktoré zodpovedá singulárnemu intervalu I z PPM. Takisto sme zistili, ºe
optimálna odozva na tomto intervale je kon²tantná.
Napokon môºeme zhrnú´, ºe oboma spôsobmi aj pouºitím PPM a aj pouºitím Greenovej
vety sme dostali rovnaké výsledky.

Poznámka Ke¤ºe je zadanie úlohy v²eobecné, tak aj pri jej rie²ení pomocou pouºi-
tia Greenovej vety nevieme nájs´ presný tvar optimálneho riadenia a jeho odozvy. Aº
v závislosti od tvaru funkcií F1, F2, f1 a f2 môºeme pokra£ova´ ¤alej. Potom zistíme tvar
optimálneho riadenia, najmä tvar riadenia na rovnováºnej úrovni a následne môºeme ana-
lyzova´ tvar optimálnej odozvy. Aº nakoniec môºeme ur£i´ v závislosti od dát, presnej²ie
od hodnoty x0, xT a T , £asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy.
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3.2.1 Poznámky
1. Riadenie u(t) musí by´ lineárne. Kontrapríkladom je napr. pouºitie kvadratického

tvaru riadenia. V tomto prípade po dosadení riadenia do ú£elovej funkcie nevieme
rozdeli´ dx a dt na dve £asti integrálu.

2. Optimálne riadenie û(t) na singulárnom intervale I dostaneme vºdy zo stavovej
rovnice aj v prípade pouºitia PPM aj pri rie²ení pomocou Greenovej vety. A to tak,
ºe na celom I dostaneme jedinú hodnotu optimálnej odozvy x̂(t) a teda musí plati´
˙̂x(t) = 0. Tým pádom stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a vyjadríme optimálne
riadenie. Preto optimálne riadenie bude vºdy pozostáva´ maximálne z troch moºnos-
tí a to z okrajových hodnôt intervalu, ktorý ohrani£uje pôvodné riadenie a z hodnoty
získanej zo stavovej rovnice.

3. Optimálna odozva x̂(t) bude na celom singulárnom intervale I stále rovnaká a dosta-
neme ju v prípade pouºitia Greenovej vety z rovnosti I(x) = 0. V prípade pouºi-
tia PPM ju dostaneme tak, ºe dáme do rovnosti:
- deriváciu adjungovanej premennej Ψ̇(t) z (AR), pri£om za Ψ(t) dosadíme výraz
prislúchajúci singulárnemu intervalu,
- deriváciu adjungovanej premennej Ψ̇(t) z tohto intervalu.

3.2.2 �asový priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy
Analýza v tejto podkapitole je analógiou s rie²ením v £asti 2.2.1 (�asový priebeh optimál-
neho riadenia a jeho odozvy na [0,T]).
Celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£ia-
to£nej a koncovej hodnoty kapitálu x0 a xT . No nevieme presne ur£i´ £asový priebeh, ale
odhadneme, ºe môºe vyzera´ ako na Obrázku 3.2.

Obrázok 3.2: Optimálna odozva - plná £iara, optimálne riadenie - £iarkovaná £iara

To znamená, ºe odhadujeme tvar optimálnej odozvy tak, aby prípustná odozva bola £o
najbliº²ie ku rovnováºnemu stavu xS.

Teraz sa budeme snaºi´ dokáza´, pre£o práve takto by malo vyzera´ riadenie a jeho odoz-
va. Takýto priebeh optimálnej odozvy porovnáme s inou ©ubovo©nou prípustnou odozvou
a dokáºeme, ºe nami zvolená optimálna trajektória je naozaj optimálna. Túto situáciu
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vidíme na Obrázku 3.3, pri£om optimálna trajektória je vyzna£ená plnou £iarou a ©ubo-
vo©ne zvolená prípustná trajektória je ozna£ená £iarkovane.

Obrázok 3.3: Optimálna trajektória verzus prípustná trajektória

Predpokladajme, ºe výraz I(x) daný vz´ahom (3.10) je rastúca funkcia. Najprv budeme
analyzova´ na Obrázku 3.3 interval [0, t2]. Chceme dokáza´, ºe úsek odozvy z bodu A do bo-
du C (plná £iara) dáva vy²²iu hodnotu ú£elovej funkcie danej úlohy ako úsek prípustnej
odozvy z bodu A do bodu C (£iarkovaná £iara). To znamená, ºe integrál pod krivkou ABC
dáva vy²²iu hodnotu ako integrál pod krivkou AC. Neskôr pri aplikovaní Tvrdenia 2.1.
chápme krivku AC ako krivku Γ1 a krivku ABC ako krivku Γ2. Teda vytvoríme krivkový
integrál pod uzavretou krivkou ACBA, ktorá je kladne orientovaná, t.j. orientovaná proti
smeru hodinových ru£i£iek.

JΓ =

∮

AC

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
+

∮

CBA

(
e−ρtA(x̂)dt + e−ρtB(x̂)dx

)

=

∮

ACBA

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)

Na krivkový integrál JΓ aplikujeme Greenovu vetu.

JΓ =

∮

ACBA

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
=

∫∫

R

(−ρe−ρtB(x)− e−ρtA′(x)
)

dtdx (3.14)

Po men²ích úpravách a po tom, ako výraz (−ρB(x) − A′(x)) ozna£íme I(x), z (3.14)
dostaneme

JΓ =

∫∫

R

e−ρtI(x) dtdx. (3.15)

Ke¤ºe sme predpokladali, ºe I(x) je rastúca funkcia, tak potom na základe Tvrdenia 3.1.
a rovnice (3.9) vieme, ºe pre rovnicu (3.15) platí JΓ ≤ 0. Teda celá oblas´ ohrani£ená
krivkou ACBA leºí v oblasti, kde I(x) ≤ 0. Preto je táto oblas´ ozna£ená na Obrázku 3.3
znamienkom −. A po pouºití rovnice (3.9) na nerovnos´ JΓ ≤ 0 sme dokázali, ºe opti-
málnou trajektóriu je krivka ABC ozna£ená plnou £iarou. Tak by sme mohli pokra£ova´
¤alej a vypo£íta´ v²etky krivkové integrály vytvorené na intervaloch [t3, t4], [t5, t6] a [t7, T ].
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Dosatali by sme znamienka, ktoré sú uº zobrazené na Obrázku 3.3. A po opätovnom
pouºití rovnice (3.9) na nerovnosti JΓ ≤ 0 alebo JΓ ≥ 0 môºeme prehlási´, ºe na daných
intervaloch je krivka vyzna£ená plnou £iarou optimálna a teda trajektória vyzna£ená plnou
£iarou na celom intervale [0, T ] je optimálnou odozvou danej úlohy. Tým sme dokázali, ºe
riadenie a jeho odozva vyobrazené na Obrázku 3.2 sú naozaj optimálne.

Sformulujeme Vetu 3.1., ktorá hovorí o optimálnej odozve na celom intervale [0, T ].

Veta 3.1. Nech x̂(t) je optimálna odozva. Potom pre kaºdú prípustnú odozvu x(t) platí,
ºe |x̂(t)− xS| ≤ |x(t)− xS| v kaºdom t ∈ [0, T ].

To znamená, ºe optimálne je dosta´ sa £o najrýchlej²ie na rovnováºnu hodnotu xS a £o
moºno najdlh²ie na tejto hodnote zotrva´, t.j. £o moºno najneskôr hodnotu xS opusti´.
Táto odozva sa realizuje spolu s riadením, ktoré je na danom intervale optimálne.

Inak povedané, nie je optimálne dosta´ sa neskôr na rovnováºnu hodnotu v porovnaní
s odozvou, ktorá sa realizuje s krajnou hodnotou riadenia. Nie je optimálne opusti´
rovnováºnu hodnotu smerom nahor a potom sa na ¬u vráti´, opusti´ rovnováºnu hod-
notu smerom nadol a potom sa na ¬u vráti´. A nakoniecc nie je optimálne natrvalo opusti´
rovnováºnu hodnotu e²te pred tým, ako ju opustí odozva, ktorá sa realizuje s krajnou
hodnotou riadenia.



Kapitola 4

V²eobecná úloha na nekone£nom
£asovom horizonte

V tejto kapitole ukáºeme, ºe pomocou Greenovej vety vieme vyrie²i´ aj úlohu na nekone£nom
£asovom horizonte. Budeme pouºíva´ upravenú v²eobecnú úlohu z Kapitoly 3. Úloha je
nasledovná

∞∫

0

e−ρt[F1(x(t)) + u(t)F2(x(t))] dt → max

pri podmienkach

ẋ(t) = f1(x(t)) + u(t)f2(x(t)),

x(0) = x0,

u(t) ∈ [α, β], α < β,

kde α, β sú ©ubovo©né kon²tanty a kon²tanta ρ je nezáporná.

Rie²enie bude podobné ako vo V²eobecnom prípade v Kapitole 3. Zo stavovej rovnice
ẋ = f1(x) + uf2(x) vyjadríme riadenie, £ím dostaneme

u =
ẋ− f1(x)

f2(x)

a následne ho dosadíme do ú£elovej funkcie tejto úlohy, £ím získame

J =

∞∫

0

e−ρt

[
F1(x) +

ẋ− f1(x)

f2(x)
F2(x)

]
dt. (4.1)

Po jednoduchých úpravách v rovnici (4.1) dostaneme krivkový integrál pozd¨º krivky Γ1

JΓ1 =

∮

Γ1

(
e−ρt

[
F1(x)− f1(x)

f2(x)
F2(x)

]
dt + e−ρt

[
F2(x)

f2(x)

]
dx

)
, (4.2)

29
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pri£om krivka Γ1 spája body (t1, x1) a (t2, x2). �al²í postup je rovnaký ako vo V²eobecnom
prípade v Kapitole 3. Teda vieme, ºe rovnováºnu hodnotu odozvy xS získame z rovnice,
o ktorej predpokladáme, ºe má jediné rie²enie.

0 =− F ′
2(x)f2(x)f1(x) + F2(x)f ′2(x)f1(x) + F ′

1(x)f 2
2 (x)−

− F2(x)f2(x)f ′1(x) + F2(x)f2(x)ρ
(4.3)

A ke¤ºe xS je opä´ jedinou hodnotou stavu na rovnováºnej úrovni I, tak odozva na tejto
úrovni musí by´ kon²tantná, t.j. x(t) = xS pre v²etky t ∈ I a teda platí ẋS = 0. Stavovú
rovnicu poloºíme rovnú nule, t.j. 0 = ẋS = f1(xS) + uf2(xS). Potom z nej vyjadríme
optimálne riadenie na rovnováºnom úseku

uS =
−f1(xS)

f2(xS)
. (4.4)

Aj v tomto prípade pre £asový priebeh riadenia a jeho odozvy platí Veta 3.1. Vieme teda,
ºe optimálne je dosta´ sa £o najrýchlej²ie na rovnováºnu hodnotu odozvy xS a £o moºno
najdlh²ie na tejto hodnote zotrva´. Zmena v²ak súvisí s nekone£ným £asovým horizontom.
Teda ide o prípad, kedy £as t ide do nekone£na a vtedy nemáme ur£enú koncovú hodnotu
odozvy. No my dokáºeme, ºe nie je optimálne natrvalo, ale ani do£asne opusti´ rovnováºnu
hodnotu xS.
Teda ¤alej budeme dokazova´, ºe tvar riadenia a jeho odozvy musí vyzera´ tak, ako to je
vyobrazené na Obrázku 4.1a alebo na Obrázku 4.1b. Závisí len od po£iato£nej hodnoty
odozvy x0.

Obrázok 4.1a: Obrázok 4.1b:
Optimálna odozva - plná £iara, Optimálna odozva - plná £iara,

optimálne riadenie - £iarkovaná £iara optimálne riadenie - £iarkovaná £iara

Zdôvodníme len prípad, ke¤ za£iato£ná hodnota odozvy x0 je men²ia ako rovnováºna
hodnota xS. Teda priebeh riadenia a jeho odozvy bude vyzera´ ako na Obrázku 4.1a.
Budeme sa snaºi´ ukáza´, pre£o práve takto by malo vyzera´ riadenie a jeho odozva. Priebeh
optimálnej odozvy porovnáme s inou ©ubovo©nou prípustnou odozvou a dokáºeme, ºe nami
zvolená optimálna trajektória je naozaj optimálna. Túto situáciu vidíme na Obrázku 4.2,
pri£om optimálna trajektória je vyzna£ená plnou £iarou a ©ubovo©ne zvolená prípustná
trajektória je ozna£ená £iarkovane.
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Obrázok 4.2: Optimálna trajektória verzus prípustná trajektória

Na Obrázku 4.2 je vyzna£ená optimálna aj prípustná trajektória len po £as T , pretoºe
v ¤al²ej analýze budeme pouºíva´ limitu pre T idúce do nekone£na. Na intervale [0, tn]
je vyzna£ená len optimálna trajektória a je identická s prípustnou trajektóriou. Tento
tvar optimálnej trajektórie sme analyzovali vo V²eobecnom prípade v £asti 3.2.2 (�asový
priebeh optimálneho riadenia a jeho odozvy na [0, T ]). Preto sa budeme zaobera´ len inter-
valom [tn, T ].

Pre zjednodu²enie budeme pouºíva´ ozna£enie z rovníc (3.7) a (3.8) a tieº vieme, ºe
výraz I(x) ur£ený vz´ahom (3.10) je rastúcou funkciou od x. Chceme nájs´ podmienky,
za ktorých v limite pre T idúce do nekone£na dáva úsek odozvy z bodu A do bodu C
(plná £iara) vy²²iu hodnotu ú£elovej funkcie danej úlohy ako úsek inej prípustnej odozvy
z bodu A do bodu B (£iarkovaná £iara). To znamená, ºe v limite pre T idúce do nekone£-
na integrál pod krivkou AC dáva vy²²iu hodnotu ako integrál pod krivkou AB. Neskôr
pri aplikovaní Tvrdenia 3.1. chápme krivku AB ako krivku Γ1 a krivku AC ako krivku Γ2.
Aby sme mohli na krivkový integrál aplikova´ Greenovu vetu, potrebujeme ma´ jednoduchú
uzavretú krivku. Preto pouºijeme spojnicu BC a tým vytvoríme uzavretú krivku ABCA.
Teda vytvoríme krivkový integrál JΓ pod uzavretou krivkou ABCA, ktorá je kladne orien-
tovaná, t.j. orientovaná proti smeru hodinových ru£i£iek.

∆ = JΓ + CB =

∮

AB

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)−
∮

AC

(
e−ρtA(x̂)dt + e−ρtB(x̂)dx

)

+

xS∫

xT

e−ρT B(x)dx +

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx

=

∮

ABCA

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
+

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx

(4.5)

V rovnici (4.5) je aj integrál CB, pretoºe pri vytvorení krivkového integrálu JΓ sme pridali
úse£ku BC. Preto sme ju museli znovu odobra´. Teraz môºeme na JΓ aplikova´ Gree-
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novu vetu.

∆ =

∮

ABCA

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
+

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx

=

∫∫

R

(−ρe−ρtB(x)− e−ρtA′(x)
)

dtdx +

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx

(4.6)

Výraz (−ρB(x) − A′(x)) pri dvojnom integráli v rovnici (4.6) ozna£íme I(x), potom
dostaneme

∆ =

∫∫

R

e−ρtI(x) dtdx +

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx. (4.7)

Ke¤ºe vieme, ºe pracujeme s nekone£ným £asovým horizontom, tak teraz pouºijeme na rov-
nicu (4.7) limitu pre T idúce do nekone£na.

lim
T→∞

∆ = lim
T→∞

∫∫

R

e−ρtI(x) dtdx + lim
T→∞

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx. (4.8)

Chceme ukáza´, ºe limita daná vzorcom (4.8) je nekladná, pretoºe potom po pouºití Tvr-
denia 3.1. by sme dokázali, ºe optimálnou trajektóriou je krivka AC ozna£ená plnou £iarou.

Na základe Tvrdenia 3.1. a rovnice (3.9) vieme, ºe platí

lim
T→∞

JΓ = lim
T→∞

∫∫

R

e−ρtI(x) dtdx ≤ 0, (4.9)

pretoºe sme predpokladali, ºe I(x) je rastúca funkcia od x a vieme, ºe oblas´ R ohrani£ená
krivkou ABCA leºí v oblasti, kde x(t) ≤ xS.

O výraze

lim
T→∞

xT∫

xS

e−ρT B(x)dx = lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

B(x)dx (4.10)

vo v²eobecnosti v²ak nemáme ºiadne informácie. Ak by v²ak platilo, ºe

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

B(x)dx ≤ 0, (4.11)

tak by bolo splnené, ºe výraz (4.8) je nekladný.

Predpoklad daný vz´ahom (4.11) je splnený napríklad, ak B(x) je v danej oblasti kladnou
kon²tantou a 0 ≤ x(t) ≤ xS. Potom

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

B(x)dx = lim
T→∞

e−ρT B(x)︸ ︷︷ ︸
>0

[xT − xS]︸ ︷︷ ︸
<0

≤ 0.
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Teraz môºeme poveda´, ºe na základe nerovnice (4.9) a predpokladu (4.11) je limita daná
vzorcom (4.8) nekladná a teda na intervale [tn, T ] pre T idúce do nekone£na je krivka AC
optimálna. Teda integrál pod krivkou AC dáva vy²²iu hodnotu ú£elovej funkcie ako in-
tegrál pod krivkou AB a preto je táto oblas´ ozna£ená na Obrázku 4.2 znamienkom −.
Potom optimálnou odozvou danej úlohy je trajektória vyzna£ená plnou £iarou na celom
intervale [0, T ], pri£om sme pouºili limitu pre T idúce do nekone£na. Tým sme dokázali,
ºe riadenie a jeho odozva vyobrazené na Obrázku 4.1a sú naozaj optimálne.

Poznámka Treba poveda´, ºe tieº nie je optimálne natrvalo opusti´ rovnováºnu hodnotu
odozvy smerom nahor. Postup dokazovania by bol analogický ako v prípade opustenia
rovnováºnej hodnoty odozvy smerom nadol. Rozdiel je v tom, ºe výraz ∆ má tvar

∆ = JΓ + CB =

∮

ABCA

(
e−ρtA(x)dt + e−ρtB(x)dx

)
+

xS∫

xT

e−ρT B(x)dx, (4.12)

pri£om sa krivka AB nachádza na rovnováºnej úrovni, teda je dolnou krivkou a krivka AC
sa nachádza nad ¬ou, je teda hornou krivkou. Po aplikovaní Greenovej vety na krivkový
integrál JΓ dostaneme

∆ =

∫∫

R

(−ρe−ρtB(x)− e−ρtA′(x)
)

dtdx +

xS∫

xT

e−ρT B(x)dx (4.13)

a potom limita z výrazu (4.13) musí by´ nezáporná, pretoºe potom po pouºití Tvrdenia 3.1.
by sme dokázali, ºe optimálna trajektória je krivka nachádzajúca sa na rovnováºnej úrovni.
Na základe Tvrdenia 3.1. a rovnice (3.9) vieme, ºe limita z výrazu JΓ je nezáporná. Platí
to na základe predpokladu, ºe I(x) je rastúca funkcia a vieme, ºe oblas´ R ohrani£ená
krivkou ABCA leºí v oblasti, kde x(t) ≥ xS. A o limite z výrazu CB musíme predpoklada´,
ºe je tieº nezáporná. Teda po zmene hraníc musí plati´

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

B(x)dx ≤ 0, (4.14)

£ím sme dostali rovnakú podmienku ako v prípade opustenia rovnováºnej hodonoty odozvy
natrvalo smerom nadol, ktorá je vyjadrená vz´ahom (4.11). Nakoniec môºeme zhrnú´, ºe
v oboch prípadoch opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy natrvalo smerom nahor alebo
smerom nadol, musí plati´ rovnaká limitná podmienka.

Na záver sformulujeme Vetu 4.1., ktorá hovorí o optimálnej odozve na nekone£nom £asovom
horizonte.
Veta 4.1. Nech je splnená podmienka (4.11) a nech x̂(t) je optimálna odozva. Potom
pre kaºdú prípustnú odozvu x(t) platí, ºe |x̂(t) − xS| ≤ |x(t) − xS| v kaºdom t ∈ [0,∞),
pri£om existuje také t1, ºe x̂(t) = xS pre kaºdé t ≥ t1.
To znamená, ºe optimálne je dosta´ sa £o najrýchlej²ie na rovnováºnu hodnotu xS a od £a-
su t1, ke¤ sa odozva dostane na hodnotu xS, na nej zotrva´ aº do nekone£na. Teda nie
je optimálne v nejakom £ase tn natrvalo, ale ani do£asne opusti´ rovnováºnu hodnotu xS.
Táto odozva sa realizuje spolu s riadením, ktoré je na danom intervale optimálne.



Kapitola 5

Iné rie²ené príklady

Nasledujúce príklady v tejto kapitole budeme rie²i´ len pomocou Greenovej vety, pri£om
budeme pouºíva´ rie²ený V²eobecný prípad (Kapitola 3) a tieº rie²enú V²eobecnú úlohu
na nekone£nom £asovom horizonte (Kapitola 4).

5.1 Model optimálneho výlovu rýb
Tento model je popísaný a rie²ený v knihe [5, str. 268-273]. V tejto práci je úloha rie²ená
na nekone£nom £asovom horizonte. My ju budeme rie²i´ aj na nekone£nom £asovom hori-
zonte aj na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom. Av²ak pre na²u potrebu tento
model mierne modi�kujeme. Ako zmeníme zadanie úlohy, popí²eme neskôr.

V modeli sa budeme zaobera´ optimálnym výlovom rýb pri ich optimálnom mnoºstve.
Predpokladáme, ºe výlov organizuje jedna osoba, ktorá je ich jediným vlastníkom. Tento
vlastník maximalizuje zisk z predaja rýb na kone£nom £asovovom horizonte s pevným
koncom alebo na nekone£nom £asovom horizonte, pri£om po£íta aj s nákladmi na ich
výlov. Úloha je nasledovná

J =

T∫

0

e−ρt(pqx− c)u dt → max

pri podmienkach

ẋ = g(x)− qux, t ∈ [0, T ], T pevné,
x(0) = x0,

x(T ) = xT ,

0 ≤ x < ∞,

0 ≤ u ≤ U,

kde p, q, c, ρ, U , x0, xT a T sú dané kladné kon²tanty. Stavová premenná x(t) popisu-
je mnoºstvo rýb v £ase t, ktorá logicky môºe nadobúda´ len nezáporné hodnoty a oproti
pôvodnému zadaniu nebudeme bra´ do úvahy jej ohrani£enie X. Riadiaca premenná u(t)
znamená mieru chytania rýb v £ase t. Hodnota U je maximálna miera chytania rýb,
ktorá je dostato£ne ve©kou hodnotou. Kon²tanta p je jednotková cena za predaj jednej

34
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ryby, kon²tanta q je celo£íselný koe�cient chytania rýb. Kon²tanta c sú jednotkové nák-
lady na chytanie rýb a kon²tanta ρ je diskontná úroková miera. Funkcia g(x) je funkciou
prirodzeného rastu mnoºstva rýb, ktorá je diferencovate©ná a konkávna. Od tejto funkcie
nebudeme vyºadova´ také vlastnosti, ako mala pôvodne, navy²e pre jednoduchos´ a ná-
zornos´ rie²enia zvolíme jej presný tvar a to g(x) = x.

5.1.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom
Teraz prejdeme k rie²eniu tejto úlohy. Aby sme mohli aplikova´ na úlohu V²eobecný prípad
z Kapitoly 3., zo vz´ahov (3.8) vyjadríme konkrétne A(x) a B(x), ktoré sú

A(x) =

(
pqx− c

q

)
, B(x) = −

(
pqx− c

qx

)
. (5.1)

Pre rie²enie je rozhodujúci výraz I(x) de�novaný v (3.10). Tento výraz má pre na²u úlohu
tvar

I(x) =

[
ρ

(
pqx− c

qx

)
− p

]
. (5.2)

Ke¤ºe je výraz (5.2) rastúcou funkciou od x, pouºijeme Tvrdenie 3.1.. Teda potrebujeme
poloºi´ výraz (5.2) rovný nule. Dostaneme

xS =
ρc

pq(1− ρ)
. (5.3)

Tým sme získali rovnováºnu hodnotu odozvy xS, ktorá musí sp¨¬a´ pôvodné ohrani£enie.
Kon²tanty ρ, c, p a q sú kladné a ke¤ºe diskontná miera je logicky men²ia ako jedna, tak
hodnota (1− ρ) musí by´ tieº kladná. Teda odozva xS je kladná kon²tanta.
Ke¤ºe xS je jedinou hodnotou odozvy na rovnováºnej úrovni, tak musí plati´ ẋS = 0.
Teda stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a vyjadríme z nej riadenie, kroré zodpovedá
rovnováºnej úrovni.

uS =
xS

qxS

=
1

q
(5.4)

Riadenie uS musí sp¨¬a´ pôvodné ohrani£enie na riadenie, teda musí leºa´ v intervale (0, U).
Vieme, ºe kon²tanta q je kladná, teda hodnota uS je kladná. Ke¤ºe maximálna miera
chytania rýb U je dostato£ne ve©ká, tak predpokladáme, ºe riadenie uS je men²ie ako
hodnota U . Tým sme získali, ºe riadenie u v závislosti od x môºe nadobúda´ len tri
hodnoty a to

u(x) =





U ak x > xS,
1
q

ak x = xS,
0 ak x < xS.

(5.5)

Aj v tejto úlohe celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti
£asu T a od po£iato£ného a koncového mnoºstva rýb x0 a xT . Ke¤ºe tieto hodnoty
nepoznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar riadenia a jeho odozvy. No na základe V²eobec-
ného prípadu z Kapitoly 3, konkrétnej²ie na základe Vety 3.1. vieme poveda´, ºe optimálne
je dosta´ sa £o najrýchlej²ie z hodnoty x0 na rovnováºnu hodnotu xS, na tejto hodnote zotr-
va´ £o moºno najdlh²ie a potom sa £o najrýchlej²ie dosta´ do hodnoty xT . Daná odozva
sa realizuje s prislúchajúcim riadením.
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Napriek tomu, ºe v knihe [5, str. 268-273] bola úloha rie²ená iba na nekone£nom £asovom
horizonte, tak sa na²e rie²enie zhoduje s rie²ením v spomínanej knihe. Ale treba vyzdvih-
nú´ prínos na²ej práce, ºe po dosadení funkcie x za funkciu prirodzeného rastu mnoºstva
rýb g(x) sme dostali aj konkrétne vz´ahy pre optimálne riadenie a jeho odozvu na rovnováº-
nej úrovni. Zatia© £o v uvedenej práci bolo rie²enie len v²eobecné a vyjadrené len po vý-
raz I(x).

5.1.2 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte
Na nekone£nom £asovom horizonte £as T nahradíme nekone£nom. O pevnom alebo vo©nom
konci netreba hovori´, preto v tomto prípade nie je podmienka na pevný koniec. Ú£elová
funkcia tejto úlohy bude vyzera´ nasledovne

J =

∞∫

0

e−ρt(pqx− c)u dt → max .

Optimálne riadenie a jeho odozva na rovnováºnej úrovni sú rovnaké ako v prípade kone£ného
£asového horizontu s pevným koncom. Teda riadenie uS je dané vz´ahom (5.4) a odoz-
va xS je ur£ená vz´ahom (5.3). A takisto riadenie môºe nadobúda´ len tri moºnosti, ktoré
sú dané (5.5).

Ke¤ºe ide o úlohu na nekone£nom £asovom horizonte, musí by´ splnená limitná podmien-
ka, ktorú sme de�novali vo v²eobecnej úlohe v Kapitole 4. Táto podmienka je daná vz´a-
hom (4.11) a pre na²u úlohu má tvar

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

(
−pqx− c

qx

)
dx ≤ 0. (5.6)

Túto podmienku následne rozpí²eme pre prípad opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy
natrvalo smerom nadol

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

(
−pqx− c

qx

)
dx = − lim

T→∞
pe−ρT

xT∫

xS

1dx + lim
T→∞

c

q
e−ρT

xT∫

xS

1

x
dx =

= − lim
T→∞

pe−ρT [xT − xS] + lim
T→∞

c

q
e−ρT [ln xT − ln xS].

Oba výrazy v hranatých zátvorkách sú záporné pre v²etky T a ke¤ºe odozva xT nemôºe
nadobúda´ záporné hodnoty, tak sú oba aj ohrani£ené. Prvá limita je nulová, pretoºe
výraz −p[xT − xS] je stále kladný a e−ρT v limite pre T idúce do nekone£na je nulový.
Druhá limita je nekladná, pretoºe pre v²etky hodnoty T je výraz c

q
[ln xT − ln xS] záporný

a výraz e−ρT je kladný. A teda celá limita je nekladná a podmienka daná vz´ahom (5.6) je
splnená.

Podmienka pre prípad opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy natrvalo smerom nahor je
rovnaká, teda daná vz´ahom (5.6). Rozpí²eme ju

− lim
T→∞

pe−ρT xT + lim
T→∞

pe−ρT xS + lim
T→∞

c

q
e−ρT ln xT − lim

T→∞
c

q
e−ρT ln xS. (5.7)
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Prvá limita je nekladná, pretoºe výraz −pxT je stále záporný a výraz e−ρT je kladný.
Druhý a ²tvrtý výraz je nulový, pretoºe hodnoty xS a ln xS sú kon²tanty a zárove¬ výraz
e−ρT v limite pre T do nekone£na je nulový. Na tretí výraz musíme pouºi´ L'Hospitalovo
pravidlo.

lim
T→∞

c

q
e−ρT ln xT =

c

q
lim

T→∞
ln xT

eρT

L′H
=

c

q
lim

T→∞

1
xT

ẋT

ρeρT
=

c

q
lim

T→∞
(1− qu)

ρeρT

Hodnotu riadiacej premennej u(t) v £itateli nepoznáme, preto tento výraz ohrani£íme kraj-
nými hodnotami riadenia.

c

q
lim

T→∞
(1− qU)

ρeρT
≤ c

q
lim

T→∞
(1− qu)

ρeρT
≤ c

q
lim

T→∞

(1− q 1
q
)

ρeρT

Obe krajné limity sa rovnajú nule, preto sa aj limita medzi nimi musí rovna´ nule. A ke¤ºe
sú tri výrazy vo vz´ahu (5.7) nulové a jeden je nekladný, tak je celý výraz (5.7) nekladný.
Tým je limitná podmienka daná vz´ahom (5.6) splnená aj pre prípad opustenia rovnováºnej
hodnoty odozvy smerom nahor.

Podobne ako v prípade kone£ného £asového horizontu s pevným koncom aj teraz celkový
£asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£iato£ného
mnoºstva rýb x0. Ke¤ºe tieto hodnoty nepoznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar riade-
nia a jeho odozvy. No na základe V²eobecnej úlohy na nekone£nom £asovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnej²ie na základe Vety 4.1. vieme poveda´, ºe optimálne je dosta´
sa £o najrýchlej²ie z hodnoty x0 na rovnováºnu hodnotu xS a na tejto hodnote zotrva´ aº
do nekone£na. Inými slovami nie je optimálne natrvalo, ale ani do£asne opusti´ rovnováºnu
hodnotu odozvy xS.

Taktieº môºeme spomenú´, ºe rie²enie je zhodné s rie²ením uvedeným v knihe [5, str. 268-
273], no na²e rie²enie je konkrétne a dopracovali sme sa aº k vz´ahom pre optimálne riadenie
a jeho odozvu na rovnováºnej úrovni.

5.2 Vidale-Wolfeov reklamný model
Aj tento model je popísaný a rie²ený v knihe [5, str. 194-205]. V tejto práci je úloha
rie²ená na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom. My ju v²ak budeme rie²i´ aj
na nekone£nom £asovom horizonte.

Model popisuje, ako reklama pôsobí na predaj daného výrobku. Maximalizuje príjem
z predaja výrobkov, pri£om ráta aj s výdavkami ur£enými na reklamu. Zastáva názor, ºe
efekt reklamy je potrebný na vy²²í zisk �rmy, ale vzh©adom na £as sa tento efekt zmen²uje.
Hoci tento model obsahuje aj ohrani£enia na stav, ukáºeme, ºe pomocou pouºitia Greenovej
vety sa dá ©ahko rie²i´. Ohrani£enia neskomplikujú postup rie²enia. Úloha je nasledovná

J =

T∫

0

e−ρt(πx− u) dt → max
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pri podmienkach

ẋ = ru(1− x)− δx, t ∈ [0, T ], T pevné,
x(0) = x0,

x(T ) = xT ,

0 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ u ≤ Q,

kde Q, r, δ, ρ, x0, xT a T sú dané kladné kon²tanty. Riadiaca premenná u(t) vyjadruje
mieru výdavkov na reklamu a stavová premenná x(t) popisuje mieru predaja. Ozna£me π
ako príjem z maximálneho predaja kore²pondujúci s x = 1. Kon²tanta Q je maximálne
dovolená miera výdavkov na reklamu. V porovnaní s pôvodným zadaním budeme bra´
do úvahy len dostato£ne ve©kú hodnotu tejto kon²tanty. A kon²tanta ρ je spojitá diskont-
ná miera.

Poznámka V spomínanej knihe [5] stavová premenná x(t) ozna£uje podiel aktuálnej
miery predaja S(t) k maximálne moºnej miere predaja M(t) na trhu v £ase t, t.j.

x =
S

M
. (5.8)

Potom je splnená podmienka x(t) ∈ [0, 1], ak x0 ∈ [0, 1]. Kon²tanty r a δ sú de�nované
ako

r =
a

M
, δ = b +

Ṁ

M
,

kde kon²tanta a je ú£inok reklamy, ktorá pôsobí na nepredaný výrobok na trhu a kon²tan-
ta b je strata zo zabudnutia, ktorá pôsobí na predaný výrobok na trhu.

5.2.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom
Prejdeme k rie²eniu tejto úlohy. Aby sme mohli aplikova´ na úlohu V²eobecný prípad
z Kapitoly 3., zo vz´ahov (3.8) vyjadríme konkrétne A(x) a B(x), ktoré sú

A(x) =

(
πx− δx

r(1− x)

)
, B(x) = −

(
1

r(1− x)

)
. (5.9)

Pre rie²enie je rozhodujúci výraz I(x) de�novaný v (3.10). Tento výraz má pre na²u úlohu
tvar

I(x) =

[
ρ

r(1− x)
− π +

δ

r(1− x)2

]
. (5.10)

Ke¤ºe je na intervale [0, 1] výraz (5.10) rastúcou funkciou od x, pouºijeme Tvrdenie 3.1..
Teda potrebujeme zisti´, kde je výraz I(x) daný vz´ahom (5.10) vä£²í od nuly a kde je
men²í od nuly a preto ho poloºíme rovný nule. Tým dostaneme

x = 1− 2δ

−ρ±
√

ρ2 + 4πrδ
. (5.11)
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Aby sme udrºali hodnotu x v intervale (0, 1), v menovateli pred odmocninou budeme bra´
kladné znamienko. A ke¤ºe táto hodnota môºe nadobúda´ aj záporné hodnoty a my vieme,
ºe musí plati´, ºe optimálne x musí by´ nezáporné, preto dostaneme

xS = max{1− 2δ

−ρ +
√

ρ2 + 4πrδ
, 0}. (5.12)

Tým sme získali rovnováºnu hodnotu odozvy xS.
Ke¤ºe xS je jedinou hodnotou odozvy na rovnováºnej úrovni, tak musí plati´ ẋS = 0.
Teda stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a vyjadríme z nej riadenie, kroré zodpovedá
rovnováºnej úrovni

uS =
δxS

r(1− xS)
. (5.13)

Riadenie uS musí sp¨¬a´ pôvodné ohrani£enie na riadenie, teda musí leºa´ v intervale (0, Q).
Vieme, ºe kon²tanty r a δ sú kladné, a hodnoty xS a (1 − xS) sú z intervalu (0, 1), teda
hodnota uS je kladná. Ke¤ºe kon²tanta Q je dos´ ve©ká, tak predpokladáme, ºe riadenie uS

je men²ie ako Q. Teda sme dostali, ºe riadenie môºe v závislosti od x nadobúda´ tri hodnoty
a to

u(x) =





Q ak x > xS,
δxS

r(1−xS)
ak x = xS,

0 ak x < xS.
(5.14)

Opä´ celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T
a od po£iato£nej a koncovej hodnoty miery predaja x0 a xT . Ke¤ºe tieto hodnoty ne-
poznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar riadenia a jeho odozvy. No na základe v²eobecného
prípadu, konkrétnej²ie na základe Vety 3.1. vieme poveda´, ºe optimálne je dosta´ sa £o
najrýchlej²ie z hodnoty x0 na rovnováºnu hodnotu xS, £o najdh²ie na tejto hodnote zotrva´
a potom £o najrýchlej²ie sa dosta´ na hodnotu xT . Daná odozva sa realizuje s prislúcha-
júcim riadením.

Tieº môºeme poveda´, ºe pôvodné rie²enie uvedené v spomínanej knihe je zhodné s na²ím,
pri£om sme uviedli len ten prípad, kedy je maximálne dovolená miera výdavkov na rekla-
mu Q dostato£ne ve©ká.

5.2.2 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte
Na nekone£nom £asovom horizonte £as T nahradíme nekone£nom. O pevnom alebo vo©nom
konci netreba hovori´, preto v tomto prípade nie je podmienka na pevný koniec. Ú£elová
funkcia tejto úlohy bude vyzera´ nasledovne

J =

∞∫

0

e−ρt(πx− u) dt → max .

Riadenie a jeho odozva na rovnováºnej úrovni sú rovnaké ako v prípade kone£ného £asového
horizontu s pevným koncom. Teda riadenie uS je dané vz´ahom (5.13) a odozva xS je ur£ená
vz´ahom (5.12). A teda riadenie môºe nadobúda´ len tri moºnosti, ktoré sú dané (5.14).
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Ke¤ºe ide o úlohu na nekone£nom £asovom horizonte, musí by´ splnená limitná podmien-
ka, ktorú sme de�novali vo v²eobecnej úlohe v Kapitole 4. Táto podmienka je daná vz´a-
hom (4.11) a pre na²u úlohu má tvar

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

(
− 1

r(1− x)

)
dx ≤ 0. (5.15)

Túto podmienku následne rozpí²eme

lim
T→∞

e−ρT

xT∫

xS

(
− 1

r(1− x)

)
dx = lim

T→∞
1

r
e−ρT

xT∫

xS

(
− 1

1− x

)
dx =

=
1

r
lim

T→∞
e−ρT [ln(1− xT )− ln(1− xS)].

Ke¤ºe vieme, ºe odozva xT je ohrani£ená intervalom (0, 1), tak v oboch prípadoch tr-
valého opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy smerom nahor alebo smerom nadol je výraz
v hranatej zátvorke ohrani£ený. V prípade opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy smerom
nadol je výraz 1

r
[ln(1 − xT ) − ln(1 − xS)] kladný a tieº vieme, ºe výraz e−ρT v limite

pre T idúce do nekone£na je nulový. Potom celá limita je nulová. V prípade opustenia
rovnováºnej hodnoty odozvy smerom nahor je výraz 1

r
[ln(1 − xT ) − ln(1 − xS)] záporný

a e−ρT je kladný. Tým je celá limita nekladná. A teda podmienka daná vz´ahom (5.15) je
pre oba prípady splnená.

Podobne ako v prípade kone£ného £asového horizontu s pevným koncom aj teraz celkový
£asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£iato£nej
hodnoty miery predaja x0. Ke¤ºe tieto hodnoty nepoznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar
riadenia a jeho odozvy. No na základe V²eobecnej úlohy na nekone£nom £asovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnej²ie na základe Vety 4.1. vieme poveda´, ºe optimálne je dosta´
sa £o najrýchlej²ie z hodnoty x0 na rovnováºnu hodnotu xS a na tejto hodnote zotrva´ aº
do nekone£na. Inými slovami nie je optimálne natrvalo, ale ani do£asne opusti´ rovnováºnu
hodnotu odozvy xS.

Hoci úloha na nekone£nom £asovom horizonte nebola v knihe [5, str. 194-205] rie²ená,
my sme ju vyrie²ili. Výsledky sa zhodujú s prípadom na kone£nom £asovom horizonte
s pevným koncom a taktieº je splnená limitná podmienka.

5.3 Model optimálneho riadenia epidémie
Tento model je tieº popísaný a rie²ený v knihe [5, str. 295-298]. V tejto práci je úloha
rie²ená na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom a takisto ju budeme aj my rie²i´.
Ke¤ºe sa jedná o epidémiu, tak nie je logické hovori´ o nekone£nom £asovom horizonte.

V modeli sa budeme zaobera´ po£tom nakazených obyvate©ov pri optimálnom stupni lie£e-
nia. Napriek tomu, ºe tento model obsahuje aj stavové ohrani£enia, ukáºeme, ºe pomocou
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pouºitia Greenovej vety sa dá ©ahko rie²i´. Teda ohrani£enia neskomplikujú postup rie²e-
nia. Ú£elom tejto úlohy optimálneho riadenia je minimalizova´ sú£asnú hodnotu nákladov
na lie£enie do £asového horizontu T . Úlohu sformulujeme nasledovne

J =

T∫

0

e−ρt [−(Cx + Ku)] dt → max

pri podmienkach

ẋ = βx(N − x)− ux, t ∈ [0, T ], T pevné,
x(0) = x0,

x(T ) = xT ,

0 ≤ x ≤ N,

0 ≤ u ≤ Q,

kde C, K, N , Q, β, ρ, x0, xT a T sú dané kladné kon²tanty. Kon²tanta N je celková pevná
populácia. Stavová premenná x(t) je po£et nakazených obyvate©ov v £ase t a N − x(t)
je mnoºstvo náchylného obyvate©stva. Pre jednoduchos´ modelu predpokladáme, ºe imu-
nita sa nedá získa´ tak, ºe nakazení ©udia budú v izolácií. Oni ostávajú stále náchylní.
Stavová rovnica reguluje dynamiku epidemického rozsahu populácie. Riadiaca premen-
ná u(t) popisuje stupe¬ lie£enia a kon²tanta β ur£uje nákazlivos´ choroby. �asový hori-
zont T ozna£uje koniec sezóny pre danú chorobu. Kon²tanta C ur£uje jednotku spolo£ens-
kých nákladov na nakazeného, kon²tanta K ozna£uje náklady na jeden stupe¬ lie£enia
a kon²tanta Q je maximálny stupe¬ lie£enia. Kon²tanta ρ je spojitá diskontná miera.

5.3.1 Rie²enie na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom
Prejdeme k rie²eniu tejto úlohy. Aby sme mohli aplikova´ na úlohu V²eobecný prípad
z Kapitoly 3., zo vz´ahov (3.8) vyjadríme konkrétne A(x) a B(x), ktoré sú

A(x) = (−Cx−Kβ(N − x)) , B(x) =

(
K

x

)
. (5.16)

Pre rie²enie je rozhodujúci výraz I(x) de�novaný v (3.10). Tento výraz má pre na²u úlohu
tvar

I(x) =

[
−Kρ

x
+ C −Kβ

]
. (5.17)

Ke¤ºe je tento výraz rastúcou funkciou od premennej x, pouºijeme Tvrdenie 3.1.. Teda
potrebujeme zisti´, kde je výraz I(x) daný vz´ahom (5.17) vä£²í od nuly a kde je men²í
od nuly a preto ho poloºíme rovný nule. Tým dostaneme

x =
ρ

C/K − β
=

ρ

θ
, (5.18)

kde θ = C/K − β. Treba predpoklada´, ºe hodnota θ je kladná kon²tanta. Tým sme
získali rovnováºnu hodnotu odozvy xS, ktorá musí by´ v intervale (0, N). Preto platí

xS =

{
ρ/θ ak 0 < ρ/θ < N ,
N inak.

(5.19)
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Ke¤ºe xS je v kaºdom prípade jedinou hodnotou odozvy (pre kaºdú presne zvolenú kon-
�guráciu dát) na rovnováºnej úrovni a to bu¤ ρ/θ alebo N , tak musí plati´ ẋS = 0.
Teda stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a vyjadríme z nej riadenie, kroré zodpovedá
rovnováºnej úrovni. Dostaneme

uS = β(N − xS) =

{
β(N − ρ/θ) ak 0 < ρ/θ < N ,
0 inak.

(5.20)

Teda sme dostali, ºe riadenie u môºe v závislosti od momentálneho stavu x nadobúda´ len
tri hodnoty a to

u(x) =





Q ak x > xS,
uS ak x = xS,
0 ak x < xS.

(5.21)

Celkový £asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£ia-
to£nej a koncovej hodnoty nakazeného obyvate©stva x0 a xT . Ke¤ºe tieto hodnoty ne-
poznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar riadenia a jeho odozvy. No na základe v²eobecného
prípadu, konkrétnej²ie na základe Vety 3.1. vieme poveda´, ºe optimálne je dosta´ sa £o
najrýchlej²ie z hodnoty x0 na rovnováºnu hodnotu xS, £o najdh²ie na tejto hodnote zotrva´
a potom £o najrýchlej²ie sa dosta´ na hodnotu xT . Daná odozva sa realizuje s prislúcha-
júcim riadením.

Tieº môºeme poveda´, ºe pôvodné rie²enie uvedené v spomínanej knihe je zhodné s na²ím.

5.4 Model ekonomického rastu
5.4.1 Rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte
Model z Kapitoly 2. budeme rie²i´ aj na nekone£nom £asovom horizonte ale s malou
zmenou, do ú£elovej funkcie pridáme diskontný faktor. �as T nahradíme nekone£nom
a preto v tomto prípade nie je podmienka na pevný koniec. Formulácia tejto úlohy bude
vyzera´ nasledovne

J =

∞∫

0

e−ρt(1− s(t))f(k(t)) dt → max

pri podmienkach

k̇(t) = s(t)f(k(t))− δk(t),

k(0) = k0,

s(t) ∈ [0, 1].

Prejdeme k rie²eniu tejto úlohy. Najskôr z Kapitoly 3., presnej²ie zo vz´ahov (3.8) vy-
jadríme konkrétne A(x) a B(x), ktoré sú

A(k) = (f(k)− δk) , B(k) = (−1) . (5.22)
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Pre rie²enie je rozhodujúci výraz I(x) de�novaný v (3.10). Tento výraz má pre na²u úlohu
tvar

I(k) = [ρ− f ′(k) + δ] . (5.23)
Ke¤ºe je tento výraz rastúcou funkciou od premennej k, pouºijeme Tvrdenie 2.1. a Tvr-
denie 3.1.. Teda potrebujeme zisti´, kde je výraz I(k) daný vz´ahom (5.23) vä£²í od nuly
a kde je men²í od nuly a preto ho poloºíme rovný nule. Tým dostaneme

f ′(k) = ρ + δ ⇔ k = kZ . (5.24)

Získali sme rovnováºnu hodnotu odozvy, ktorou je hodnota kZ . Ke¤ºe kZ je jedinou hod-
notou stavu na rovnováºnej úrovni, tak odozva na tejto úrovni musí by´ kon²tantná a teda
platí k̇Z = 0. Teda stavovú rovnicu poloºíme rovnú nule a dostaneme optimálne riadenie
na rovnováºnej úrovni

sZ =
δkZ

f(kZ)
. (5.25)

Výraz (5.25) je zhodný so vz´ahom (2.26), ktorý sme dostali v prípade kone£ného £asového
horizontu s pevným koncom bez diskontácie. Aj v takto zade�novanej úlohe môºe riadenie
nadobúda´ len tri moºnosti

s =





1
δkZ

f(kZ)
,

0

(5.26)

£o je zhodné so vz´ahom (2.27).

Ke¤ºe ide o úlohu na nekone£nom £asovom horizonte, musí by´ splnená limitná podmien-
ka, ktorú sme de�novali vo v²eobecnej úlohe v Kapitole 4. Táto podmienka je daná vz´a-
hom (4.11) a pre na²u úlohu má tvar

lim
T→∞

e−ρT

kT∫

kZ

(−1) dx ≤ 0. (5.27)

Podmienku (5.27) následne rozpí²eme

lim
T→∞

e−ρT

kT∫

kZ

(−1) dx = lim
T→∞

e−ρT [kZ − kT ]. (5.28)

V prípade trvalého opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy smerom nadol je rozdiel dvoch
hodnôt v hranatej zátvorke kladný, ale pretoºe kapitál kT nemôºe by´ záporný, tak je tento
rozdiel ohrani£ený. A tieº vieme, ºe výraz e−ρT v limite pre T idúce do nekone£na je nulový,
tak limitná podmienka daná vz´ahom (5.27) je nulová.

V prípade trvalého opustenia rovnováºnej hodnoty odozvy smerom nahor je výraz [kZ−kT ]
záporný pre v²etky T a zárove¬ výraz e−ρT je kladný. Tým pádom limita (5.28) je nekladná
a teda limitná podmienka, ktorá je daná vz´ahom (5.27), je splnená.
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Podobne ako v prípade kone£ného £asového horizontu s pevným koncom aj teraz celkový
£asový priebeh riadenia a jeho odozvy bude závisie´ od ve©kosti £asu T a od po£iato£nej
hodnoty kapitálu k0. Ke¤ºe tieto hodnoty nepoznáme, nemôºeme ur£i´ presný tvar riade-
nia a jeho odozvy. No na základe V²eobecnej úlohy na nekone£nom £asovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnej²ie na základe Vety 4.1. vieme poveda´, ºe optimálne je dosta´
sa £o moºno najrýchlej²ie z hodnoty k0 na rovnováºnu hodnotu kZ a na tejto hodnote
zotrva´ aº do nekone£na. Inými slovami nie je optimálne natrvalo, ale ani do£asne opusti´
rovnováºnu hodnotu odozvy kZ .

Podobne ako rie²enie modelu v prípade kone£ného £asového horizontu s pevným £asom
bez diskontácie je aj rie²enie na nekone£nom £asovom horizonte s diskontáciou na²ou vlast-
nou prácou, pretoºe pod©a na²ích vedomostí takto zade�novaný model nebol nikde rie²ený
pomocou pouºitia Greenovej vety.



Kapitola 6

Pouºitá matematická teória

6.1 Greenova veta
Greenova veta udáva vz´ah medzi krivkovým integrálom pozd¨º jednoduchej uzavretej
krivke C a dvojným integrálom na oblasti R, ktorá je krivkou C ohrani£ená.

Veta 6.1 (Greenova veta ). [3] Nech C je kladne orientovaná, po £astiach hladká, jedno-
duchá uzavretá krivka v rovine R2. A nech R je uzavretá oblas´ v rovine R2 ohrani£ená
krivkou C. Nech F (x, y) a G(x, y) sú funkcie de�nované na otvorenej oblasti obsahujúcej R,
ktoré majú v R spojité prvé parciálne derivácie. Potom

∮

C

Fdx + Gdy =

∫∫

R

(
∂G

∂x
− ∂F

∂y

)
dxdy, (6.1)

kde výraz na ©avej strane je krivkový integrál pozd¨º krivky C a výraz vpravo je ²tandardný
dvojný integrál na oblasti R.

Ilustra£ný príklad
Oblas´ R môºe by´ popísaná napríklad tromi nasledujúcimi krivkovými integrálmi.

∮

C

−ydx =

∮

C

xdy =
1

2




∮

C

−ydx + xdy


 .

Tieto integrály sme dali do rovnosti, pretoºe ak na ne aplikujeme Greenovu vetu, dostaneme
rovnaký výsledok. Je vidie´, ºe prvé dva krivkové integrály sa rovnajú výrazu

∫∫
R

dxdy.
Preto chceme overi´, £i aj tretí integrál dáva rovnaký výsledok ako prvé dva. Nech F = −y,
G = x, potom ∂G/∂x = 1 a ∂F/∂y = −1. Potom platí

1

2




∮

C

−ydx + xdy


 =

1

2

∫∫

R

[1− (−1)] dxdy =

∫∫

R

dxdy.

Tým sme dokázali, ºe sa v²etky tri integrály rovnajú.

45
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6.2 Formulácia PPM pre úlohu optimálneho riadenia
Pod úlohou optimálneho riadenia (ozn. ÚOR) budeme rozumie´ autonómnu úlohu s pevným
£asom a pevným koncom, bez ohrani£ení na stavovú premennú, s Lagrangeovou ú£elovou
funkciou popísanú nasledovne:

max J(T, u(.)) =

T∫

0

f 0(x(t), u(t))dt; kde f 0 : Rn × Rm → R;

ẋ(t) = f(x(t), u(t)); t ∈ [0, T ]; T pevné; kde f : Rn × Rm → Rn;

x(0) = x0;

x(T ) ∈ C = {x | g(x) = 0}; kde g : Rn → Rl;

u(t) ∈ U ; t ∈ [0, T ];

x(t) ∈ Rn; t ∈ [0, T ].

Budeme predpoklada´, ºe f, f 0, g ∈ C1. �alej budeme predpoklada´, ºe l ≤ n a ºe vektory
∂gi(x)

∂x
(x) sú lineárne nezávislé pre kaºdé x ∈ C.

Veta 6.2 (Pontrjaginov princíp maxima). [2] Nech û(t), t ∈ [0, T̂ ] je optimálne riadenie
pre ÚOR a nech x̂(t) je jeho odozva. Potom existuje (Ψ0, Ψ(t)) 6= 0, Ψ0 ≥ 0, ktoré je
spojitým rie²ením adjungovanej rovnice (AR) a podmienky transverzality (PT) také, ºe sú
splnené podmienka maxima (PM) a podmienka stacionarity (PS).

Pod adjungovanou rovnicou (AR) rozumieme

Ψ̇(t) = −Ψ0

(
∂f 0(x̂(t), û(t))

∂x

)T

−
(

∂f(x̂(t), û(t))

∂x

)T

Ψ(t). (AR)

Podmienka transverzality (PT) je de�novaná

∃χ ∈ Rl : Ψ(T ) =

(
∂g(x̂(T̂ ))

∂x

)T

χ. (PT)

Pod podmienkou maxima (PM) budeme rozumie´

Ψ0f 0(x̂(t), u(t)) + Ψ(t)T f(x̂(t), u(t)) → max
u(t)∈U

, ∀t ∈ [0, T̂ ] (PM)

a podmienkou stacionarity (PS)

Ψ0f 0(x̂(t), û(t)) + Ψ(t)T f(x̂(t), û(t)) ≡ kon²t. , ∀t ∈ [t0, T ]. (PS)

Poznámka
ÚOR je úloha autonómna. Pri neautonómnosti sa znenie PPM mierne zmení. Pod-
mienky (PM), (AR) a (PT) zostávajú rovnaké, zmení sa len podmienka (PS) a to tak,
ºe (PS) v tomto prípade neexistuje.
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Záver

Cie©om tejto práce bolo podrobne popísa´ postup rie²enia spojitých úloh optimálneho ria-
denia, pri ktorom sa pouºíva Greenova veta.

Najskôr sme predstavili jednoduchý Model ekonomického rastu, na ktorom sme podrob-
ne popísali jednotlivé kroky výpo£tu. Pre porovnanie sme tento model rie²ili aj pomo-
cou PPM. V oboch prípadoch vy²li rovnaké výsledky, ktoré sme zhrnuli do Vety 2.1.
Potom sme na²e vedomosti pouºili pri rie²ení v²eobecnej úlohy na kone£nom £asovom
horizonte s pevným koncom. Aj v tomto prípade sme dospeli k rovnakému záveru a to
k Vete 3.1. Neobmedzili sme sa len na úlohy na kone£nom £asovom horizonte s pevným
koncom. V²eobecnú úlohu z Kapitoly 3. sme roz²írili na nekone£ný £asový horizont.
Opä´ sme výpo£ty zhrnuli do Vety 4.1. a navy²e sme zistili, ºe v tomto prípade musí by´
splnená limitná podmienka vyjadrená vz´ahom (4.11). Nakoniec sme daný postup rie²enia
ilustrovali na konkrétnych príkladoch z ekonómie, marketingu ale aj z oblasti prírodných
zdrojov.

Napokon môºeme zhrnú´, ºe rie²enie jednotlivých príkladov pomocou pouºitia Greenovej
vety je ove©a jednoduch²ie ako pomocou pouºitia PPM. Za zjednodu²enie výpo£tov môºe
fakt, ºe nie je potrebné rozobera´ analýzu adjungovanej premennej. A tieº spomenieme
¤al²iu výhodu pouºitia Greenovej vety. Pomocou Greenovej vety vieme jednoduch²ie rie²i´
aj úlohy s ohrani£eniami na stavové premenné, ako to môºeme vidie´ na príkladoch 5.2 a 5.3
z Kapitoly 5. Zatia© £o pomocou pouºitia PPM by to bolo dos´ komplikované a navy²e by
adjungované funkcie mohli vykazova´ nespojitosti.

Tieº treba poveda´, ºe nevýhodou rie²enia úloh pomocou Greenovej vety je to, ºe sa tým-
to spôsobom nedajú vyrie²i´ v²etky úlohy. Dajú sa rie²i´ len úlohy optimálneho riade-
nia, ktoré sú de�nované na kone£nom £asovom horizonte s pevným koncom alebo úlohy
na nekone£nom £asovom horizonte. Pomocou na²ích doteraj²ích vedomostí nevieme rie²i´
úlohy na kone£nom £asovom horizonte s vo©ným koncom. Rovnako sa týmto spôsobom
dajú rie²i´ len úlohy s ú£elovou funkciou a stavovou rovnicou, ktoré sú lineárne v riadení.
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