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Abstrakt

MACKOVA, Katarina: Pouzitie Greenovej vety pri rieSeni spojitych tloh optiméalneho ria-
denia [Diplomova préca|, Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a statistiky.

Vedici prace: Doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc, Bratislava, 2011, 55 s.

Cielom diplomovej préace je matematicky odovodnit spravnost postupu na rieSenie spo-
jitych aloh optimalneho riadenia, pri ktorom sa pouziva Greenova veta. Podrobny postup
je najskor popisany na jednoduchom konkrétnom priklade. Ide o jednoduchy Model eko-
nomického rastu, ktory je definovany na kone¢nom c¢asovom horizonte s pevnym koncom.
Nasledne je tento spdsob rieSenia tloh zovSeobecneny a taktiez je rozSireny o moznost
riesit ulohy aj na nekone¢nom ¢asovom horizonte. Nakoniec je spominany postup, ktory
je podlozeny vetami a tvrdeniami z prvych kapitol, ilustrovany na konkrétnych prikladoch
z oblasti ekonémie, marketingu ale aj z oblasti prirodnych zdrojov.

Klaéové slova: Ulohy optimalneho riadenia, Pontrjaginov princip maxima, Greenova
veta, Model ekonomického rastu



Abstract

MACKOVA, Katarina: Application of Green’s theorem for solving continuous optimal
control problems [Master thesis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathema-
tics, Physics and Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics.
Advisor: Doc. RNDr. Margaréta Halicka, CSc, Bratislava, 2011, 55 pages.

Objective of the Master thesis is to mathematically justify the correctness of the procedure
for solving continuous optimal control problems, where Green’s theorem is used. The de-
tailed procedure is first described on a simple example. It concerns the simple Model of
economic growth, that is defined on the final time horizon with the fixed end. Subsequently
is this manner of solving problems generalized and also it is extended to the possibility of
solving problems on the infinite time horizon. Finally the used procedure, that is supported
by theorems and statements from the first chapter, is illustrated in the specific examples
from area of economics, marketing as well as from the area of natural resources.

Key words: Optimal Control Problems, Pontryagin Maximum Principle, Green’s Theo-
rem, Model of Economic Growth
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Kapitola 1

Uvod

Optimalne riadenie je ¢astou matematiky, ktoré mé Siroké vyuzitie v roznych oblastiach
Tudského zivota. Tejto Casti predchadzal variaény pocet, ktorého zaciatky sa datuji od ¢ias
I. Newtona a D. Bernoulliho, teda od konca 17. storo¢ia. Zatial ¢o ulohy optimélneho ria-
denia sa zacali analyzovat az v druhej polovici 20. storocia, o ¢o sa zasluzili R. E. Bellman
a L. S. Pontryagin. Teda postupom c¢asu sa objavovali rozne metddy, pomocou ktorych sa
aj dnes riesia tlohy tohto typu.

Taktiez v oblasti ekondémie bolo potrebné vyuzit optimalne riadenie. Napriklad uz v roku
1928 sa F. P. Ramsey zaoberal problémom ako optimalne ur¢it ¢asové rozlozenie spotreby,
pricom treba dbat na obmedzenost ekonomickych zdrojov. Ramseyho model bol povodne
formulovany ako tiloha varia¢ného poc¢tu, az v druhej polovici 20. storocia ako tloha op-
timéalneho riadenia. Tento model sa stal vychodiskom mnohych dalsich modelov teérie
ekonomického rastu. Dal§im vyznamnym modelom zaoberajicim sa ekonomickym rastom
je Solowov model ekonomického rastu, o ktory sa zasluzil R. M. Solow.

Pri naSom $tudiu sme sa v8ak stretli len s niekolkymi sposobmi pocitania uloh, ako naprik-
lad s metodou varia¢ného poctu, s Pontrjaginovym principom maxima (ozn. PPM) alebo
s dynamickym programovanim od Bellmana. Pri rieSeni spojitych tloh optimélneho riade-
nia je najcastejSie pouzita metoda PPM, ktora je pri zlozitejsich prikladoch dost kompliko-
vana.

Pri vi¢som zéujme o optiméalne riadenie a najmé o spojité tlohy sme Studovali rézne
préace, az sme objavili knihu [5], z ktorej sme sa dozvedeli, ze existuje d'alsi sposob riesenia
spojitych tloh z roznych oblasti optiméalneho riadenia. Touto novou metdédou je pouzitie
Greenovej vety v postupe rieSenia. V spominanej knihe je tento postup rieSenia velmi
zjednoduseny, ale aj napriek tomu mozeme na fnom vidiet, Ze sa tymto sposobom da rych-
lejsie dostat k vysledku. Preto sme sa rozhodli, Ze sa budeme touto témou viac zaoberat.

Nagim cielom bude teda podrobne vysvetlit postup rieSenia na jednoduchom konkrétnom
priklade. Za ilustra¢ny priklad, na ktorom ukézeme jednotlivé kroky rieSenia, zoberieme
jednoduchy model ekonomického rastu, ktory je zadefinovany na konec¢nom ¢asovom hori-
zonte s pevnym koncom. Tento model, podla naSich vedomosti, eSte nikde nebol rieseny
pomocou pouzitia Greenovej vety, preto treba podotknut, Ze tato celd ¢ast bude vlastnou
pracou. Pre porovnanie budeme tento model riesit aj pomocou pouzitia PPM a aj pomocou



KAPITOLA 1. UVOD 3

Greenovej vety. Uvidime, Ze oboma sposobmi dostaneme rovnaky vysledok a tiez budeme
moct porovnat zlozitost rieSenia modelu. Potom naSe vedomosti pouzijeme pri rieSeni
vSeobecnej tlohy na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom. Jednotlivé kroky sa
budeme snazit urobit tak, aby sme pomocou nich mohli jednoduchsie vyratat konkrétne
priklady. V praci [5] je uvedeny aj priklad na nekone¢nom ¢asovom horizonte. Avsak jed-
notlivé kroky tam nie st dostato¢ne zdovodnené. Preto sa v tejto praci budeme zaoberat aj
tymito tlohami na nekone¢nom ¢asovom horizonte a budeme sa snazit matematicky lepsie
zdovodnit spravnost rieSenia. Napokon sa pokitsime vysvetleny postup rieSenia pri oboch
typoch tloh ilustrovat na konkrétnych prikladoch.




Kapitola 2

Model ekonomického rastu

Tento model je popisany v mnozstve prac, my sme vychadzali z formulacie modelu uve-
deného v [1, str. 102-103]. Treba spomenit, ze ide o dynamickd verziu Solowovho mo-
delu, ktora je doplnena o optimaliza¢nt funkciu. V spominanej knihe je tloha rieSena
na kone¢nom c¢asovom horizonte s volnym koncom. Pre naSe potreby vsak tento model
mierne modifikujeme a to tak, Zze pouzijeme tlohu s pevnym koncom.

Tento jednoduchy model budeme riesit aj pomocou Greenovej vety a aj pomocou Pontr-
jaginovho principu maxima (ozn. PPM). Nasledne porovname obidve rieSenia. Formulécia
ulohy

J= /(1 — s(t))f(k(t)) dt — max

pri podmienkach

k(t) = s(t)f(k(t)) —0k(t), t €[0,T], T pevné,
k(0) = ko,

k(T) = kr,

s(t) € [0,1].

Nech ko, kp, T a § st dané kladné konstanty a o funkcii f(k) predpokladame, Ze splia
nasledovné podmienky (P):

Podmienky (P):

Jk):R—R, f(k)eC?  fO)=0, f(k)>0, f'(k)<0,
lim f'(k) = 00, lim f'(k) = 0.

Kapital k(t) predstavuje stavovii premennt, ktora sa exponencialne znehodnocuje konstan-
tou tmernosti 0. Funkcia f(k) je produkéna funkcia definovana pomocou podmienok (P).
Cast vyprodukovaného kapitalu, ktora sa znova investuje, sa oznacuje s(t), ide o riadia-
cu premenniu. ZvySok sa spotrebiva. Potom si mozeme tucelova funkciu predstavit ako
mnoZzstvo kapitalu uréeného na spotrebu v priebehu daného ¢asového horizontu [0, 7.

Pri rieseni tohto prikladu aj pomocou PPM aj pomocou Greenovej vety budeme potrebovat
nasledovni Lemu 2.1. s Dosledkom 2.1.:
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Lema 2.1. Nech funkcia f(k) spliia podmienky (P). Potom
(0,) 3! kiz.' f/<kiz) = (5,
(C) kz < k.

Doékaz. (a) Na zaklade podmienok (P) vieme, Ze prva derivacia produkénej funk-
cie f(k) monotonne klesa z oo do 0 a tiez vieme, Ze ¢ je kladna konStanta. K lepSej
predstave sluzi Obrazok 2.1.

y's

Obrazok 2.1: Grafické znazornenie jednoznacnosti bodu kz

Potom piamka 3’ = 0 a klesajuca funkcia ¥’ = f’(k) musi mat prave jeden bod prieniku
a to bod kz. To znamena, ze 3! kz: f'(kz) = 0.

(b) Na zéklade podmienok (P) vieme, Ze produkéné funkcia f(k) je rydzokonkav-
na. Majme priamku 0k, ktord samozrejme prechadza bodom 0. Situacia je zobrazena
na Obrazku 2.2.

y=0k
y=f(k)

=Y

Km

Obréazok 2.2: Grafické znézornenie jednoznac¢nosti bodu £,

Priamka a rydzokonkavna funkcia maji maximalne dva spolo¢né body. V tomto pripade
okrem bodu 0 maju len jediny bod prieniku, ktory oznac¢ime kj;. To znamend, ze 3! kjs:
f(kp) = 0k

(c) Vieme, Ze na zaklade podmienok (P) je produk¢éna funkcia f(k) rydzokonkavna
a rastica. Bod kj; je prieseénik f(k) a priamky 0k a bod kz je bod, kde sa f(k) dotyka
rovnobezky s k. Tato rovnobezka musi byt nad funkciou f(k) a kedze je funkcia rastiica
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a rydzokonkédvna musi bod kz lezat vlavo od bodu kj;. Teda plati k7 < kp;. V opa¢nom
pripade by bola porusena bud konkavnost alebo rasticost funkcie f(k). Mozno si to lepsie
predstavit na Obrazku 2.3.

y=0k
4
Y /// y=f(K)
/
/4
//‘
// ky Ky k

Obrazok 2.3: Grafické znazornenie bodov kz a kjs

Désledok 2.1. Nech funkcia f(k) spliia podmienky (P). Potom
(a) k<kz< f(k)>9,
(b) k>ky;< fl(k) <4,

(c) oz e (0,1).

Doékaz. (a) Z podmienok (P) vieme, ze prva derivacia produkénej funkcie f(k) mono-
tonne klesa z oo do 0 (Obrazok 2.1). A teda pomocou Lemy 2.1.(a) plati, ze ak k(t) < kg,
tak f’(k) musi v kazdom pripade lezat nad ¢y = J, nanajvys sa f'(k) a 0 rovnaji a to
v bode kz. Naopak, ak f'(k) lezi nad y' = ¢ alebo sa v bode kz rovnaju, tak potom musi
platit k(t) < kz. Tym je teda splnené ekvivalencia k(t) < kz < f'(k) > 6.

(b)  Analogicky ako (a).

(c) Hodnota f‘zzz) je kladna, pretoze 0 je kladna konStanta, hodnota kz je takisto
kladné, ¢o vieme na zdklade podmienok (P) a Lemy 2.1.(a) a funkcia f(k) nadobuda
v bode ky takisto kladnu hodnotu. A teraz treba dokazat, ze hodnota % je mensia
ako 1, teda 0kz < f(kz). Z podmienok (P) vieme, Ze funkcia f(k) je rydzokonkivna
a rastica, preto aj s pomocou Lemy 2.1.(b) priamka dk medzi bodmi 0 a kj, lezi pod f(k).
Z toho na zaklade Lemy 2.1.(c) vyplyva, 7e 0kz < f(kz), t.j. ¢o bolo treba dokéazat. Lepgie

to mozno vidiet na Obrazku 2.3.

2.1 RieSenie pomocou PPM

Prejdeme k rieeniu tilohy pomocou PPM. Na tlohu aplikujeme podmienky PPM (Ve-
ta 6.2.).

V tomto priklade budeme pouzivat iba podmienku maxima a adjungovant rovnicu. Pod-
mienky transverzality (PT) a stacionarity (PS) st prazdne. Podmienka maxima (PM)
vyzera nasledovne

WO((1—8)f(k)) + U(sf(k) — k) — max , Vt€ 0,7 (PM)

s€[0,1]
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a adjungovana rovnica (AR) mé tvar
W= =01 =)' (k) = W(sf'(k) = 6), ¥t €[0,T]. (AR)
Najprv predpokladajme, ze ¥° = 0. Podmienka maxima (PM) sa zjednodusi na tvar

sf(k)¥ — max, Vt e [0,T].

s€[0,1]

Jej rieSenim dostavame

1 ak U > 0,
s = ¢ neurcené ak ¥ =0, (2.1)
0 ak U < 0.

Pripad, ked riadenie s je neur¢ené, mozeme vylucit, pretoZze tato moznost je v rozpore
s podmienkou (VY W(t)) # 0 (vid. Veta 6.2.). Preto v pripade, ked ¥° = 0, dostaneme
len dve moznosti pre riadenie s a to

1 ak ¥ >0
s={ ° ’ (2.2)
0 ak ¥ <0.
Teraz budeme predpokladat, 7e ¥° = 1. Potom podmienku maxima (PM) moZzeme
jednoduchsie prepisat do tvaru
sf(k)[-14+¥] — max, Vte[0,T]
s€[0,1]
a jej rieSenim dostavame
1 ak U > 1,
5 = ¢ neur¢ené ak U =1, (2.3)
0 ak U < 1.

Podrobnejsie sa budeme venovat pripadu, kde je riadenie neurcené. Kedze U splita pomerne
zlozitu diferencialnu rovnicu, nevieme povedat, ¢i pripad ¥ = 1 nastane iba v kone¢nom
pocte bodov a preto musime pripustit moznost, ze ¥ = 1 nastane na intervale nenulovej
dizky, ktory sa vola singularny interval I. Potom je zrejmé, ze W = 0 pre t € I a teda
z adjungovanej rovnice (AR) dostaneme tvar

V=0=(s=1)f(k) = (sf'(k) = 0),

7 ktorého ziskame
f'(k) =29, Vtel. (2.4)

7 Lemy 2.1.(a) vyplyva, Ze existuje prave jedno k = k také, 7e je splnena rovnica (2.4).
7 toho vyplyva, ze

k(t)=ky, Vtel (2.5)
a teda kz = 0 na I. Dosadenim stavovej rovnice do posledného vztahu dostavame, ze

0= /{ZZ = Sf(kiz) - 5[€Z a z toho

57 = % Vtel (2.6)
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Podla Dosledku 2.1.(c) je riadenie sz dané vztahom (2.6) z intervalu (0,1) a teda je pri-
pustné. Tym sme skompletizovali optimalne riadenie pre vSetky moznosti ¥, ktoré vyzera
nasledovne

1 ak W1,
Sk

s =9 7o ak V=1, (2.7)
0 ak ¥ < 1.

Hodnota riadenia f?Zi 3 predstavuje urciti rovnovahu medzi spotrebou a investiciami, resp.

medzi si¢asnou a budicou spotrebou.

2.1.1 Casovy priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri kons-
tantnom riadeni

K jednotlivym typom riadenia, ktoré sme ziskali v predchadzajicej ¢asti, treba dopocitat
optimalnu odozvu. Tuto odozvu budeme pocitat na nejakom intervale J nenulovej dlzky.

Pripad ¥° =0 spolu s ¥(t) >0, Vt € J
V tomto pripade ide o krajni hodnotu riadenia a to s = 1. Po dosadeni tejto hodnoty
do stavovej rovnice a (AR) dostavame

k= f(k)— 6k, YtelJ, (2.8)
U= —U[f'(k)—0], VteJ (2.9)

7 tychto rovnic vyplyvaji na intervale J nasledovné moznosti:

krastie, ak k < kp, (2.10)
kklesa, ak k > kyy, (2.11)
U rastie, ak k> kg, (2.12)
U klesa, akk < kg, (2.13)
kde podla Lemy 2.1. kys a kz su jednoznaéne definované rovnostami f'(kz) =9, f(ky) =

Okpys.

Heslovito dokazeme tieto moznosti, kde je takisto vyuzita Lema 2.1.:

prvy pripad: k < ky = f(k) > 0k = f(k) — 0k >0 = k > 0 = k rastie,

druhy pripad by sme dokazali podobne.

Treti pripad: k > kz a zaroven z podmienok (P) vieme, Ze produkéna funkcia je rastica
a rydzokonkavna = f’ je klesajuca funkcia = f'(k) < f'(kz) = f'(k) <d= f'(k)—d <0
vynasobime —1 a nasledne to vynasobime aj ¥ > 1 = —U[f'(k) -] >0= ¥ >0 = U
rastie,

posledny pripad by sme dokéazali analogicky.

Pripad ¥° =0 spolu s ¥(t) <0, Vt € J
Tu ide o druha krajni hodnotu riadenia a to s = 0. Po dosadeni tejto hodnoty do stavovej
rovnice a (AR) dostavame

= —0k, VteJ, (2.14)
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U =60, Vtel (2.15)

7 ¢oho vyplyva, ze funkcia k klesa exponencidlne a adjungovana premenné W bude takisto
klesat exponencialne, kedZe je na tomto intervale zaporna.

V pripade ¥ = 0 nenastava moznost ¥(t) = 0, teda nenastava singularna hodnota riade-
nia. Na zéklade diferencidlnych rovnic adjungovanej premennej v predchadzajicich dvoch
pripadoch mozeme povedat, ze ak W bude klesat (moznost W(¢) < 0), tak uz bude kle-
sat stale. Vieme to na zaklade znamienka \i/, ktoré sa nemeni. To znamend, 7e s = 0
pre vsetky t € [0,7], t.j. J = [0,7]. ¥ nemdze zacat rast, lebo by na nejakom intervale
islo 0 moznost ¥(t) > 0 a kedze nenadobuda hodnotu nula, nebolo by ¥ spojité. A takisto
vieme, 7e ak U bude rast (moznost ¥(t) > 0), tak uz bude rast stale. To znamena, Ze
s = 1 pre v8etky t € [0,7], t.j. J =1[0,7]. ¥ na nejakom intervale nemoze zacat klesat,
lebo hoci ¥ by bolo spojité, tak spojitost odozvy k by bola poruSena.

Pripad V=1 spolus ¥(t)=1,Vte [
Na singularnom tiseku / sme uz ziskali hodnotu optimélnej odozvy, ktorou je k = k.

Pripad ¥° =1 spolu s ¥(t) > 1, Vit e J
V tomto pripade ide o krajnt hodnotu riadenia, ak na nejakom intervale s = 1, po tprave
stavovej rovnice a adjungovanej rovnice (AR) dostavame

k= f(k)— 6k, VtelJ, (2.16)

U= —U[f'(k)—9], VteJ (2.17)

Z tychto rovnic vyplyvaji na intervale J rovnaké moznosti, ako v pripade ¥° = 0 spolu
s U(t) > 0, Vt € J, presnejsie ide o vzfahy (2.10), (2.11), (2.12) a (2.13).

Pri dalsej analyze budeme potrebovat nasledovnu lemu:

Lema 2.2. Ak VY =1 a v nejakom t € (0,T) je U(t) > 1 a k(t) € (kz, k), tak potom je
U(t) > 1 pre vietky t € [t,T).

Doékaz. Najprv si viimnime, Ze kedZe k(f) < kys, tak podla (2.10) funkcia k(t) rastie
v pravom okoli bodu ¢. Zéaroven vSak bude pre vsetky ¢ > ¢ platit, ze k(t) < ks, pretoze
k(t) = kz je riesenim rovnice (2.16) a plati jednoznac¢nost rieseni diferencialnej rovnice.
Z toho vyplyva, ze k(t) bude stéle rast a navyse k(t) bude z intervalu (kz, kar). Zo spojitosti
adjungovanej premennej ¥ vyplyva, Ze v pravom okoli ¢ je W(t) vacsie ako 1. Kedze
k(t) > kz pre vetky t > t, tak podla (2.12) premenna W(¢) stéle rastie a teda riadenie s
zostava rovné 1 na celom intervale [t, 7.

Pripad ¥° =1 spolus ¥(t) < 1, Vt € J
Tu ide o druht krajna hodnotu riadenia, ak na nejakom intervale s = 0. Po tprave stavovej
rovnice a adjungovanej rovnice (AR) dostavame

= —6k, VteJ, (2.18)

U= —f'(k)+ 6V, VteJ (2.19)
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7 ¢oho vyplyva, ze funkcia k klesd exponencidlne a adjungovani premennt ¥ dopocitame
v zévislosti od tvaru funkcie k.

Pri dalsej analyze budeme potrebovat nasledovnu lemu:

Lema 2.3. Ak U° =1 a v nejakom t € (0,T) je U(t) <1 a k(t) < kz, tak potom ¥(t) aj
k(t) klesaji na intervale [t,T).

Doékaz. Zo spojitosti adjungovanej premennej ¥ vyplyva, ze v pravom okoli ¢ je W(t)
mensie ako 1 a tiez, 7e k(t) je mengie ako kz. Z toho vyplyva (podla ¢asti Pripad ¥° = 1
spolus U(t) < 1Vt € J), ze k(t) je klesajuca funkcia a W(¢) takisto klesa. Kedze W(t) klesa,
je stale mensgie ako 1 a teda riadenie s zostava rovné 0 na celom intervale [¢, T].

2.1.2 Casovy priebeh optimalneho riadenia a jeho odozvy na [0, 7]

Celkovy ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu T" a od podia-
toc¢nej a koncovej hodnoty kapitalu kg a kr.

Poznamka Ku vSetkym obrazkom v tejto casti, ktoré zobrazuju ¢asovy priebeh optimél-
neho riadenia a jeho odozvy, st uvadzané aj obrazky s ¢asovym priebehom adjungovanej
premennej ¥(t), t € [0,T]. Pomoze to k lepsej analyze ¢asového priebehu optimélneho
riadenia a jeho odozvy. Kvoli spojitosti adjungovanej premennej W (¢) sa musi riadenie
a jeho odozva spravat, tak ako je to vyobrazené na danych obrazkoch. V opa¢nom pripade
by doslo k poruseniu spojitosti adjungovanej premenne;j.

Najprv rozoberieme moznost, kedy ¥° = 0. Mo67u nastat dva pripady a to bud \If(vt) >0
alebo W(t) < 0 pre vSetky t € [0,7]. Vieme to na zaklade analyzy z ¢asti 2.1.1 (Casovy
priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri konstantnom riadeni).

Pripad ¥(t) > 0, Vt € [0, 7]

Ak U(t) > 0 pre vietky ¢ € [0,T], tak s = 1 pre vsetky ¢ € [0,T]. V tomto pripade sa
bude odozva k a adjungovana premenna ¥ chovat podla (2.8) a (2.9). Ich priebeh zévisi
od pociato¢nej hodnoty kapitalu ko a od hodnoty W(0). Napriklad, ak sa ky nachadza
medzi kz a ky, tak na celom intervale [0, 7] bude odozva rast a ¥ bude takisto rast.
Priebeh riadenia a jeho odozvy je vyobrazeny na Obrazku 2.4a. Tato moznost moze nastat
iba v pripade, ze hodnoty ko, kr a T su také, ze odozva na riadenie s = 1 pre vSetky ¢
splita podmienku k(T) = kr.

k's “ ]{[ “
¥(T)
N
Ko w(0)
0 0 T t
Obrazok 2.4a: Obrazok 2.4b:
Optimélna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh

optimalne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej
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Pripad V(t) <0, Vt € [0,7]

Ak U(t) < 0 pre vsetky ¢ € [0,T], tak s = 0 pre vsetky ¢ € [0,T]. V tomto pripade sa
odozva k bude chovat podla (2.14) a teda na celom intervale [0, 7] bude klesat do hod-
noty kr. Adjungovana premennd sa bude chovat podla (2.15) a taktiez bude na celom
intervale [0, 7] klesat a7z do hodnoty ¥ (7). Priebeh riadenia a jeho odozvy je vyobrazeny
na Obrazku 2.5a. Opéft aj tento pripad moze nastat iba, ak hodnoty ko, kr a T su takeé,
7e odozva na riadenie s = 0 pre v3etky ¢ splia podmienku k(7T = kr.

ksd ‘P“

~y

Kk, 0 =
kT LP(O) \

0 T t: ¥(T)
Obrazok 2.5a: Obrazok 2.5b:
Optimélna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optimalne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej

Teraz budeme analyzovat moznost, kedy U° = 1. Nasledujicu analyzu rozdelime na Casti
v zéavislosti od pociatocnej hodnoty stavu kg a to tak, ¢i je tdto hodnota mensia ako kz
alebo sa jej rovna, ¢ je vicsia ako kjs alebo sa jej rovné alebo ¢i sa nachddza v intervale
(kz, ka). My tito analyzu urobime len pre pripad, Ze ko € (kz, ky). Pre ostatné hodno-
ty pociato¢ného stavu kg sa postupuje analogicky. Jednotlivé situacie budeme ilustrovat
obrazkami s ¢asovym priebehom riadenia a jeho odozvy.

Nech teda ko € (kz, k). Dalsia analyza zavisi od hodndt adjungovanej premennej W,
ktorej hodnoty vSak nepozname. Budeme preto postupne uvazovat vSetky hodnoty pocia-
to¢ného stavu adjungovanej premennej a to pripady ¥(0) < 1, U(0) =1 a ¥(0) > 1.

Pripad ¥(0) < 1

Ak U(0) < 1, potom zo spojitosti WU(t) vyplyva, ze W(¢) < 1 na nejakom pravom okoli
bodu 0. Nech t; je maximalne t; € [0,7] také, ze U(t) < 1 pre kazdé t € [0,%1). Potom
v zavislosti od hodnoty ¢; dostdvame nasledujice moznosti:

(A) Ak je t; = T, potom s(t) = 0 na celom intervale [0,7] a takéto riadenie teda
odpoveda pripadu, ked hodnoty ko, kr a T vyhovuju rovnici kr = koe 7. Optimalna
odozva bude mat teda tvar

k(t) = koe ™, pre 0 <t < T, (2.20)

¢o vidime na Obrazku 2.6a.
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ksd w b
Kwm
k
Kk, ! ¥(0)
0 T t 0 T t
Obréazok 2.6a: Obréazok 2.6b:
Optiméalna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optimélne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej

(B) Ak je t; < T, optimalna odozva na intervale [0,%;] klesd do hodnoty k(t;). Kedze
v bode t; je U(t;) = 1 a v Tavom okoli bodu ¢; bolo ¥(t) < 1, tak tam W(¢) muselo
rast a teda podla (2.19) bolo ¥ = —f/(k) + 0¥ > 0 a to plati vtedy a len vtedy, ak
v > @. Kedze ¥(t) < 1, tak dostavame, ze v lavom okoli bodu t; je 1 > @, ¢o podla
Dosledku 2.1.(b) znamené, ze k(t) > kz. Zo spojitosti k(t) teda dostavame, ze k(t1) > kz.

e Najprv vySetrime pripad k(t;) > kz. Zo spojitosti k vyplyva, Ze k(t) > kz v pravom
okoli bodu ¢;. Treba rozhodnut, ¢ sa adjungovand premenna ¥ v pravom okoli bo-
du t; vyvija podla (2.19) (pripad s = 0) alebo (2.17) (pripad s = 1). Ak by bolo
s =0, tak by W(t) rastlo, bolo by vécsie ako 1 a to by sme sa dostali do sporu s tym,
ze pre ¥(t) > 1 ma byt s = 1.

V pripade, ze k(t;) > kz, teda napravo od bodu ¢; nastava pripad s = 1 a podla
Lemy 2.2. toto plati na celom intervale [t;,T]. Tato situdcia je zobrazena na Ob-

razku 2.7a.
k,S A ¥ A
K (T
K, k, 1
1 \ —
k, w(0)
p— o
0t T . 0t T t
Obrazok 2.7a: Obrazok 2.7b:
Optiméalna odozva - plna Ciara, Casovy priebeh
optimalne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej

e Teraz vySetrime pripad k(t,) = kz. V tomto pripade dochédza k realizécii singularne-
ho useku na intervale [t1,%5], na ktorom plati: WU(t) = 1, k(t) = kz, s(t) = %
pre t € [t1,t5]. Pre interval [to, T] mo6Zu nastat tieto pripady: Ak ¢, = T, tak kon-

covy kapital kr musi byt na trovni rovnovaznej hodnoty k7 (Obrazok 2.8a). Ak
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ty = t1, tak singularny interval sa realizuje ako trivialny - jeden bod. V zavis-
losti od koncovej hodnoty kapitdlu kr mozu nastat pripady, ktoré mozeme vidiet
na Obrazkoch 2.9a a 2.10a. Ak ty # t; < T, tak v zavislosti od hodnoty kr mézu
nastat dve moznosti, ktoré sme vypocitali v ¢asti 2.1.1 (éasovy priebeh odozvy a ad-
jungovanej premennej pri konstantnom riadeni). A to bud k rastie, vtedy je riadenie s
jednotkové alebo k klesé, vtedy je riadenie s nulové. Tieto dve moznosti si zachytené
na Obrazkoch 2.11a a 2.12a.

ksi
Ky v
0
k. Ky 1 w(T)
¥(0)
0 t, Tt 0 t, Tt
Obrazok 2.8a: Obrazok 2.8b:
Optiméalna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optimélne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej
k,S [} Wy A
K ¥
ko Ky 1
1 —_——
ks (0)
0t T T 0t Tt
Obrazok 2.9a: Obrazok 2.9b:
Optiméalna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optimélne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej
k,S [} ¥ A
Kw
Ko
1
k.
¥(0)
K, ¥(T)
e -~
0t T t 0t Tt
Obrazok 2.10a: Obrazok 2.10b:
Optiméalna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh

optimélne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej
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ks
Ku w i
Ko k
T w(T)
1 —_
K, / 1
¥(0)
- o -
0 t, t, T t 0 t, t, T t
Obrazok 2.11a: Obrazok 2.11b:
Optiméalna odozva - plna ciara, Casovy priebeh
optimélne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej
ks v
Kw
Ko
k; ¥(0) w(T)
— S o i
0 t, t. Tt 0 t, t, Tt

Obrazok 2.12a:
Optiméalna odozva - plna ciara,
optimalne riadenie - ¢iarkovana ciara

Obrézok 2.12b:
Casovy priebeh
adjungovanej premennej

V tomto pripade treba dokazat, ze singuldrny tsek I nastava len raz. Zo spojitosti ad-
jungovanej premennej V(¢) vieme, 7e ak kapital nadobudne rovnovaznu hodnotu k,
potom na nej zostane az po kr (len ak kz = kr) alebo klesne na hodnotu kr (len
ak kz > kr) alebo stapne na hodnotu kr (len ak kz < k7). Nemoze nastat znovu
singularny tsek I, lebo ak raz adjungovana premennda W rastie a prekroc¢i hodnotu 1,
tak uz bude stéle rast, v opa¢nom pripade by bola porusené jej spojitost. Mozeme to
podlozit aj Lemou 2.2. A ak adjungovani premenna VU klesi a prekro¢i hodnotu 1,
tak uz bude klesat stile, v opa¢nom pripade by bola opét poruSena jej spojitost.

Tuto situaciu vieme podlozit Lemou 2.3.

Pripad V(0) =1

Kedze k(0) = ko > kyz, tak sme v situécii, ktorta sme analyzovali vyssie, ale v bode t;.
Pre tento pripad teda nastava s = 1 pre vSetky ¢t € [0,T]. Tvar riadenia a jeho odozvy je

vyobrazeny na Obrazku 2.13a.
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y b
b 40))
¥ (0)=1
0 T t
Obrazok 2.13a: Obrazok 2.13b:
Optiméalna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optimalne riadenie - ¢iarkovana Ciara adjungovanej premennej

Pripad ¥(0) > 1

Kedze k(0) = ko > kz a W(0) > 1, tak v pravom okoli bodu 0 je s = 1 a teda odozva k
a adjungovana premennd ¥ sa vyvijaju podla (2.16) a (2.17). To znamené, ze ¥ rastie
a aj k rastie. KedZe W rastie, tak bude pre ¥ stéale platit ¥ > 1 a teda s = 1 na celom
intervale [0, 7. éasovy priebeh riadenia a jeho odozvy mozno vidiet na Obrazku 2.14a.

ksd w b

¥(T)

~y

Obrazok 2.14a: Obrazok 2.14b:
Optimélna odozva - plna ¢iara, Casovy priebeh
optiméalne riadenie - ¢iarkovana ciara adjungovanej premennej

Nakoniec mozeme povedat, ze rieSenim Modelu ekonomického rastu pomocou PPM sme
dospeli k zaveru, ze optimélna odozva je "najbliz§ie" ku rovnovéaznej trajektorii k = k
spomedzi v8etkych pripustnych trajektorii. V pripade velkého T to znamenad, Ze optimalne
je dostat sa ¢o najskor z hodnoty k¢ na rovnovaznu hodnotu odozvy kz, na tejto hodnote
¢o najdlhSie zotrvat a potom ¢o najrychlejsie sa dostat na hodnotu kr. Ak je ¢asovy ho-
rizont T kratky, tak sa odozva priblizi ¢o najviac k rovnovaznej hodnote k; tak, aby sa
stihla dostat na hodnotu kr.

Aj ked sme zadanie tlohy mierne modifikovali, tak v porovnani s uvedenym rieSenim v knihe
[1, str. 110-112] sa vysledky zhoduji. Avsak nasa analyza je zloZitejsia, pretoze nemozeme
vylacit moznost W0 = 0 a navySe pri analyze ¢asového priebehu riadenia a jeho odozvy
a adjungovanej premennej nemozeme vychadzat z toho, ze W(7T) = 0.
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2.2 RieSenie pomocou Greenovej vety

Teraz si ukdZeme rieSenie tlohy pomocou pouzitia Greenovej vety. Najskor zo stavovej
rovnice k = sf(k) — dk vyjadrime riadenie, ¢im dostaneme

e+ ok
— fk)

a nasledne ho dosadime do ucelovej funkcie tejto tlohy, ¢im ziskame

r k + ok
J:O/ (1— o >f(k) dt. (2.21)

Dalej vyuzijeme skutocnost, 7e k(t) = & a to tak, Ze k(t)dt = dk. Po prepisani (2.21)

dostavame nasledujici krivkovy integral pozdiz krivky I'y,

Jr, = 7{ (LF (k) — 5k|dt — d), (2.22)

INT

pricom krivka I'; spaja body (1, k1) a (t2, k). Blizsie popiSeme krivku I';. Nech k(t) je
odozva odpovedajica nejakému pripustnému riadeniu. Ttto odozvu mozno chépat ako
spojitu krivku v (¢, k) priestore spajajiacu body (0, ko) a (T, kr). Uvazujme len tsek tejto
odozvy a to krivku I'y, ktora spaja body (t1, k1) a (t2, k2), priom t; < to. Zarovein uvazujme
int pripustnt odozvu E(t) spliajicu podmienku E(tl) =k a %(t2) = ky. Prislusna krivku
medzi tymito bodmi oznacime I';. NavySe predpokladajme, Ze krivka I'y lezi pod kriv-
kou Ty, t.j. k(t) > k(t) pre kazdé t € (t1,t5). Krivku I'; s uvedenou vlastnostou budeme
nazyvat dolnou a I's hornou krivkou. Ttto situdciu mozeme vidiet na Obrazku 2.15.

k‘
P R (£2. k)
78 RERELEEEEE 4 i
(t1,0c) I
0 t tlz T 't

Obrazok 2.15: Pripustné krivky I'; a I'y v (¢, k) priestore
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Nech I' = I'y =Ty, kde I' je jednoduchd uzavreté krivka orientované proti smeru hodinovych
ruciciek, t.j. T obieha pozdlz 'y z bodu (¢1, k1) do bodu (2, k2) a pozdlz I'y z bodu (t2, k2)
do bodu (t1, k1). Teda dostavame

JF = JF1—F2 = Jrl — JFQ. (223)

Oznacme R oblast uzavretd krivkou I'. Teraz mo6zeme na integral Jr aplikovat Greenovu
vetu, dostaneme

Jro— %[f(k) — Sk|dt — dk

_ // {%(_1)_%@(@—5@ dtdk

_ // [~ f/(k) + 0] dtdk.

Oznacime vyraz v hranatej zatvorke ako
I(k) = [—f'(k) +4]. (2.24)

Je zrejmé, 7e ak I(k) ma v R stale rovnaké znamienko, tak bude mat aj Jr rovnaké
znamienko. Na nasledujicom Tvrdeni 2.1. aj s Dokazom si ukdZeme vyznam znamien-

ka I(k).

Tvrdenie 2.1. Nech I'y, T's, R a I(k) su také, ako si popisané vys§Sie. Nech krivka 'y je
dolnd a krivka Ty hornd pripustnd krivka. Ak I(k) > 0 pre vSetky (t,k) € R, potom plati
Jr, > Jr,. A analogicky, ak 1(k) <0 pre vsetky (t,k) € R, potom plati Jp, < Jr,.

Doékaz. Ak I(k) > 0 pre vietky (t,k) € R a zaroven vieme, ze (k) ma v R stale rovnaké
znamienko, tak bude mat aj Jr rovnaké znamienko a teda Jr > 0. Potom zo vzorca (2.23)
dostavame Jp, > Jp,. To znamena, 7e integral pozdlz krivky I'; dava vys$iu hodnotu ako
integral pozdlz krivky I's. A analogicky by sme dokazali aj opa¢ny pripad.

Ak chceme Tvrdenie 2.1. pouzit na hladanie optimélneho riadenia a jeho odozvy, potre-
bujeme najst oblasti, kde I(k) je kladné a I(k) je zaporné. Najprv poznamenajme, Ze
I(k) je rasttca funkcia premennej k. To vieme dokézat podla podmienok (P), produkéna
funkcia f(k) je rastuca a konkavna funkcia, jej prva derivacia je klesajtca, ale pred f'(k) je
zaporné znamienko. To znamené, Ze ak (k) polozime rovné nule, tak dostaneme hodnotu,
ktort ozna¢ime kz. Potom mozeme pozorovat tu skutocnost, Ze nad touto hodnotou je
vyraz I(k) kladny a pod tou zaporny. K lepsej predstave nam pomoze Tvrdenie 2.2.

Tvrdenie 2.2. Nech I'y a I'y su také, ako su popisané vyssie. Nech krivka I'y je dolnd
a krivka Ty hornd pripustnd krivka. Ak obe lezia v oblasti k(t) < kz pre t € (t1,t2), potom
Jr, < Jr,. Ak obe lezia v oblasti k(t) > kz pre t € (t1,1t2), potom Jr, > Jr,.

Doékaz. Tvrdenie mozno dokézat na zaklade Lemy 2.1., Dosledku 2.1. a vzorca (2.23).
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Teraz polozime vyraz I(k) rovny nule a na zéklade Tvrdenia 2.2. dostaneme
fl(k) =06 k=kz, (2.25)

¢o je zname z Lemy 2.1.. Tym sme dostali rovnaky vysledok ako v ¢asti 2.1 (RieSenie
pomocou PPM), konkrétne (2.4) a (2.5). Tento vysledok plati pre rovnovazny tusek, ktory
zodpovedé singularnemu intervalu I z PPM.

KedzZe kz je jedinou hodnotou stavu na rovnovaznej urovni, tak odozva na tejto trovni
musi byt konStantna, t.j. k() = kz pre vietky ¢t € I. Teda plati kz; = 0 a tym moZeme
stavovi rovnicu polozit rovnd nule, t.j. 0 = ky = sf(ky) — 0kz. Potom z nej vyjadrime
optimalne riadenie na rovnovaznom useku

. _ kg
727 flhg)

Znovu aj tento vysledok sme dostali v ¢asti 2.1 (RieSenie pomocou PPM), konkrétne (2.6).
Na zdklade Dosledku 2.1.(c) plati, Zze hodnota (2.26) musi byt v intervale (0, 1).

(2.26)

Poznamka Analyza ¢asového priebehu odozvy pri konstantom riadeni, pri ktorej pouzi-
vame Greenovu vetu, bude podobnéa a bude viest k rovnakym vysledkom ako analyza v ¢asti
2.1.1 (éasovy’ priebeh odozvy a adjungovanej premennej pri konstantnom riadeni), kde sme
pouzili PPM. Avsak nebudeme potrebovat adjungovant premennu W.

2.2.1 Casovy priebeh optimalneho riadenia a jeho odozvy na [0, 7]

Celkovy ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude taktiez zavisiet od velkosti ¢asu T
a od pociatocnej a koncovej hodnoty kapitalu kg a kr.

Predpokladajme, Ze pociato¢na hodnota kapitalu ko je medzi hodnotami kz a kj;, kon-
cova hodnota kapitalu k7 je mensia ako rovnovazna hodnota kz a ¢asovy horizont T' je
dostatocne dlhy. Teda tato situacia je zobrazend na Obrazku 2.12a. Pomocou nasledu-
juceho obrazku sa pokisime vysvetlit, prec¢o prave takto vyzerajuci priebeh riadenia a jeho
odozvy je optimalny. Obrazok 2.16 zobrazuje optimalnu trajektoriu (vyznacend plnou
¢iarou) pre Obréazok 2.12a spolu s Tubovolne vybratou pripustnou trajektoriou, ktora je
vyznacené Ciarkovane.

kh
' 5
NT~"~ D E 3"+~ F G
ke| v ]
-"‘-u. k
B T

0 t, t,t; t,t; tt, tg T t

Obrazok 2.16: Optimélna trajektoria verzus pripustnd trajektoria
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Najprv rozdelime interval [0, 7] na podintervaly, pozdiz ktorych je ¢iarkovana krivka bud
nad, pod alebo je identicky rovné s plnou ¢iarou. Na Obrézku 2.16 su tieto podintervaly
nasledovné: [0, ts], [to, 3], [t3, 4] a tak d'alej, az napokon [t7, T']. Potom nasledujucu analyzu
rozdelime na Styri Casti:

e Najskor rozoberieme interval [0, ¢5]. Ciarkovana trajektoria na tomto intervale nemoze
pretat krivku idicu z bodu A do bodu B, pretoZe riadenie na intervale [0, ¢;] nadob-
da hodnotu s = 0, no a pri tejto hodnote riadenia stav kapitalu najrychlejsie klesne
na rovnovaznu hodnotu kz. Rychlejsie nemoze klesat, pretoze riadenie je ohrani¢ené
hodnotou 0. Vytvorime uzavretu krivku na intervale [0, t5] a to krivku ABC'A. Plnu
¢iaru ozna¢ime ako I'y (krivka v kladnom smere idica z bodu A do bodu C'), ¢iarko-
vant ¢iaru ozna¢ime ako I'y (krivka v zdpornom smere idica z bodu C' do bodu A).
Po vypo¢itani krivkového integralu pozdlz krivky I' = T'; — Ty dostaneme kladni hod-
notu a teda vyraz I(k) je kladny. Preto je na Obrazku 2.16 tato oblast vyznacena
znamienkom +. No a na zdklade Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme povedat, Ze
trajektoria oznacend plnou ciarou je lepsSim rieSenim ako trajektoria oznacend cCiar-
kovanou ¢iarou na danom intervale [0,¢5]. Teda optimdlne je dostat sa ¢o najskor
na rovnovaznu hodnotu k.

e Podobne rozoberieme aj interval [t7, T']. Ciarkovana trajektoria nemoze pretat krivku
idacu z bodu G do bodu H, pretoZe riadenie na intervale [tg, 7] nadobiida hodnotu
s = 0 a takisto pri tejto hodnote riadenia stav kapitalu najrychlejsie klesne na kon-
covii hodnotu kapitalu k7. Rychlejsie nemoze klesat, pretoze riadenie je ohrani¢ené
hodnotou 0. Po vytvoreni uzavretej krivky FFHGF a po vypocitani krivkového integ-
ralu pozdlz tejto krivky dostaneme zapornt hodnotu a teda vyraz I(k) je zaporny.
Preto je na Obrazku 2.16 tato oblast vyznac¢ena znamienkom —. No a opét na zaklade
Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme povedat, Ze trajektoria oznacenéd plnou ¢iarou
je lepsim rieSsenim ako trajektoria oznacena ¢iarkovanou ¢iarou na danom interva-
le [t7,T]. Optimélne je ¢o najneskor opustit rovnovaznu hodnotu kz ale tak, aby
odozva stihla dosiahnut hodnotu kr.

° f)alej treba dokézat, Ze nie je optimalne opustit rovnovaznu hodnotu smerom nadol
a potom sa na fiu vratif. Po vypoéitani krivkového integralu pozdlz krivky DED
dostaneme zaporni hodnotu a teda vyraz (k) je zaporny. No a opat na zaklade
Tvrdenia 2.1. a Tvrdenia 2.2. vieme povedat, Ze trajektoria oznacena plnou c¢iarou
je lepsSim rieSenim ako trajektoria oznacena ciarkovanou ¢iarou na danom interva-
le [tg, t4]

e A nakoniec nie je optimélne opustit rovnovaznu hodnotu smerom nahor a potom
sa na nu vratit. Postupujeme podobne ako v predchadzajicom bode. Dostaneme,
7e trajektoria oznacCend plnou ciarou je lepsim rieSenim ako trajektoria oznacené
¢iarkovanou ¢iarou na danom intervale [t5, tg).

Koneénym vysledkom je, Ze na intervaloch [0, 5], [t3,t4], [t5,t6] a [t7,T] je optimélna tra-
jektoria vyznacend plnou ¢iarou a na ostatnych intervaloch st obe trajektorie identickeé.
Teda trajektoria oznacena plnou ¢iarou dava vyssiu hodnotu krivkovych integralov na in-
tervale [0,7] a preto je optiméalna. Z toho vyplyva, 7e trajektoria oznacend ¢iarkovanou
¢iarou je horsSim rieSenim ako trajektoria oznacend plnou ¢iarou. Tym sme dokazali, ze
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naSa povodne zvolena optimélna trajektoria je najlepSia zo vSetkych moznych pripustnych
trajektorii.

Na zaklade tejto analyzy mozeme povedat, Ze riadenie moze nadobudat len tri hodnoty

a to
1

_ ok
s =3 P (2.27)

0

¢o je zhodné s (2.7).
Dalgie pripady, kde st hodnoty kg a kr iné a kde priebeh optimélneho riadenia a jeho
odozvy vyzera odlisne, by sa dokazali analogicky.

Dalej spomenieme Vetu 2.1., ktora hovorf o optimalnej odozve na celom intervale [0, T7.

Veta 2.1. Nech l;‘(t) je optimdlna odozva. Potom pre kaZdi pripustni odozvu k(t) plati,
Ze |k(t) — kz| < |k(t) — kz| v kazdom t € [0,T].

Teda to znamend, 7e optiméalne je, aby sa odozva dostala ¢o najrychlejsie na hodnotu £k
a ¢o mozno najdlhsie na tejto hodnote zotrvala, az pokym sa nebude musiet dostat do hod-
noty kp. Tato odozva sa realizuje spolu s riadenim, ktoré je na danom intervale optimalne.

Nakoniec mozeme zhrnit, ze rieSenim jednoduchého Modelu ekonomického rastu pomocou
Greenovej vety sme dospeli k rovnakému zaveru ako pri pouziti PPM. Optimalna odozva je
"najblizsie" ku rovnovaznej trajektorii k; spomedzi vSetkych pripustnych trajektorii. K to-
muto zaveru sme sa dostali ovela jednoduch$im sposobom ako pri rieSeni pomocou PPM,
kde sme museli pouzivat zloziti analyzu adjungovanej premenne;j.




Kapitola 3
VsSeobecny pripad

Nase vedomosti ziskané pri rieseni jednoduchého Modelu ekonomického rastu pomocou PPM
a pomocou Greenovej vety zovSeobecnime na nasledujicu tlohu

/e_pt[Fl(x(t)) +u(t)Fo(z(t))] dt — max

pri podmienkach

i) = () +u®) ), € ,T), T peva,
z(0) = o,

x(T) = xp,

u(t) € [ao,f], a<p,

kde «, 3 st I'ubovolné konstanty a konStanta p je nezdporna.

Téato uloha musi mat nasledovné vlastnosti, aby sa dala riesit pomocou pouzitia Greenovej
vety:

- acelova funkcia linearna v riadeni (potrebujeme vediet odseparovat Casti dt a dx, ¢o
uvidime neskor),

- stavova rovnica linearna v riadeni,

- uloha s pevnym koncom, na kone¢nom ¢asovom horizonte,

- ohranicenie na riadenie, kedZe tloha je linearna v riadeni.

Poznamka Neskorsie sa budeme zaoberat aj ilohami na nekone¢nom ¢asovom horizonte.
S nasimi vedomostami o optimélnom riadeni nevieme riesit pomocou Greenovej vety tlohy
na kone¢nom ¢asovom horizonte s volnym koncom.

3.1 RieSenie pomocou PPM

Najskor za¢neme tlohu riesit klasicky pomocou PPM. Teda na tlohu aplikujeme pod-
mienky PPM (Veta 6.2.).

V tomto priklade budeme pouzivat iba podmienku maxima a adjungovant rovnicu. Pod-
mienky transverzality (PT) a stacionarity (PS) st prazdne. Podmienka maxima (PM)

21
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vyzera nasledovne

VO (Fy(x) + uFy(2)) + U(fi(z) + ufo(z)) — max , Vt € [0,7] (PM)

a adjungovana rovnica (AR) méa tvar
U= —WO(F () + uFy(2)) — U(fi(x) +ufsy(z) + Pp, ¥t € [0,T]. (AR)

Budeme predpokladat, ze ¥° = 1. Potom podmienku maxima (PM) moZeme jednoduchsie
prepisat do tvaru

[Fo(x) + Y fy(x)u — max , Vit e [0,T]

u€(a,f]
a jej rieSenim dostavame
—F>(x)
15} ak ¥ > O
u = < neurfené ak ¥ = 7&3(:3”), (3.1)
—F>(x)
o ak U < OR

Podrobnejsie sa budeme venovat pripadu, kde je riadenie neurc¢ené. KedZe W spliia pomerne

ST ., . . s . —F . v
zlozitu diferencialnu rovnicu, nevieme povedat, ¢i pripad ¥ = #S) nastane iba v kone¢nom

poéte bodov a preto musime pripustit moznost, e nastane na intervale I nenulovej dlzky.

Ked7e na tomto intervale pozndme hodnotu adjungovanej premennej (¥ = _ffig)), tak

jej derivaciu W dame do rovnosti s adjungovanou rovnicou (AR), v ktorej za ¥ dosadime
vyraz prislichajuci danému intervalu. A z tejto rovnosti sa budeme snazit vyjadrit riadenie.
Derivacia adjungovanej premennej je

- 1 , : o
V=5 (=5 (2) fo@) + Fo(2) fo(x)i] . (3:2)

Vyraz (3.2) dame do rovnosti s (AR), v ktorej za adjungovant premenni ¥ dosadime

_ff %f)”) Po niekolkych operaciach dostaneme

0= — Fy(z) fo(2) fi(2) + Fa(x) f3(2) i) + Fi(2) f5 (2)—
— By(2) fa(2) fi(2) + Fa(2) fa(2)p.

Predpokladajme, Ze rovnica (3.3) ma prave jedno rieSenie, ozn. xg. Potom préave toto
rieSenie je hladan& optimélna hodnota odozvy na singularnom useku I. Ked7ze zg je
jedinou hodnotou stavu na singularnom tuseku I, tak odozva na I musi byt konStantna,
t.j. (t) = xg pre vietky t € 1.

Optiméalne riadenie u na I doratame tak, ze optimalnu odozvu xg zderivujeme, ¢im dosta-
neme g = 0. A teda stavovi rovnicu polozime rovnid nule a potom vyjadrime optimalne
riadenie na singularnom intervale I v tvare

_ —filzs)
falzs)

(3.3)

(3.4)

us
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Predpokladajme, Ze optiméalne riadenie (3.4) je z intervalu («, 5). Tym sme zistili véeobec-
ny tvar optiméalneho riadenia na singularnom intervale /. Takisto sme zistili, Ze optimélna
odozva na I bude kon§tantna na hodnote zg.

Poznamka KedZe je zadanie tlohy v8eobecné, nevieme najst presny tvar optimélneho
riadenia a jeho odozvy. A7 v zavislosti od tvaru funkcii Fy, F3, f1 a fo mozeme pokracovat
dalej. Zistime tvar optimalneho riadenia, najmé tvar riadenia na singularnom intervale I.
Potom mo6zeme analyzovat tvar optimélnej odozvy. Az nakoniec mozeme urcit v zavislosti
od dat, presnejsie od hodnoty xy, xp a T, ¢asovy priebeh optimalneho riadenia a jeho
odozvy. Taktiez pri analyze ¢asového priebehu musime dbat na spojitost adjungovanej
premennej W.

3.2 RieSenie pomocou Greenovej vety

Teraz si ukdzeme rieSenie tlohy pomocou pouzitia Greenovej vety. Najskor si zo stavovej
rovnice & = fi(x) + ufe(z) vyjadrime riadenie, ¢im dostaneme

2= filz)
u —_—
fo()
a nasledne ho dosadime do tucelovej funkcie tejto ilohy, ¢im ziskame
/ i)
_ r — 1T
J:/e”t{ijL—Fx}dt. 3.5
/ 1( ) fg(ﬂf) 2( ) ( )

Tiez vieme, Ze @(t) = %£. Po prepisani (3.5) dostédvame nasledujici krivkovy integral pozdlz

krivky T,
Jp, = 7{ <e—f’f [Fl(x) - ggg FQ(JJ):| dt + e~ [%} dx>, (3.6)

1

pricom krivka I'; spaja body (t1,21) a (t9,22). Pre zjednoduSenie vyraz (3.6) prepiSeme
nasledovne

Jr, = 7{ (e " A(z)dt + e "' B(z)dx) (3.7)

I

kde

Az) = {Fl(x) _ 28@@)] . B(z) = {Q((g } | (3.8)

Ako je pisané v ¢asti 2.2 (RieSenie pomocou Greenovej vety), krivka I'y je usek odozvy Z(t),
ktory zodpoveda nejakému pripustnému riadeniu u(t). Potom krivku I'y mozno chéapat ako
spojitu krivku v (¢, x) priestore spajajicu body (t1,x1) a (t2, x2), priom t; < to. Taktiez
uvazujme ind pripustnt odozvu Z(t), ktora spliia podmienky Z(t,) = 21 a Z(ty) = x5. Usek
medzi tymito bodmi budeme oznacovat I'y. Taktiez budeme predpokladat, ze krivka I’y
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XA
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Obrazok 3.1: Pripustné krivky I'y a I's v (¢, z) priestore

lezi pod krivkou I'y, t.j. Z(t) > @(t) pre kazdé ¢t € (t1,t2). Potom krivku I'y s uvede-
nou vlastnostou budeme nazyvat dolnou a I's hornou krivkou. K lepsej predstave pomoze
Obrazok 3.1.

Teraz si mozeme vytvorit jednoduchu uzavretu krivku I, ktor& vznikne z rozdielu I'y — I's.
Je orientovana proti smeru hodinovych ruciciek, t.j. I' obieha pozdlz T'; z bodu (¢, z;)
do bodu (tz,75) a pozdlz I'y z bodu (ts, z2) do bodu (t1,7;). Potom plati rovnaka rov-
nica (2.23) z Casti 2.2 (RieSenie pomocou Greenovej vety)

Jp = JF1—F2 = Jrl — JF2' (39)

Oznacme R oblast uzavreti krivkou I'. A az teraz mézeme na krivkovy integral Jr aplikovat
Greenovu vetu. Dostaneme

Jr = ?{(eptA(x)dt + e "' B(x)dr) = // e " [—pB(z) — A'(z)] dtdx.

r

Vyraz v hranatej zatvorke pri dvojnom integréli ozna¢me I(x)
I(z) = [-pB(z) — A'(z)]. (3.10)

Je zrejmé, 7e ak I(zr) ma v R stéle rovnaké znamienko, tak bude mat aj Jr rovnaké
znamineko. Na zéklade Tvrdenia 2.1. z ¢asti 2.2 (RieSenie pomocou Greenovej vety) vieme
ukazat vyznam znamienka I(z). Aby sme ziskali kladné a zaporné oblasti Jr, polozime
vyraz I(z) rovny nule. Predpokladajme, Ze rovnica I(x) = 0 mé préave jedno rieSenie.
Napriklad v zavislosti od tvaru funkcii Fy, F», f1 a fo moze byt vyraz I(z) rastica alebo
klesajuca funkcia od x. To znamen4, Ze ak je tato funkcia rastica, polozime ju rovnid nule.
Potom rovnica I(x) = 0 je splnend len pre jedini hodnotu a to xg, pri ktorej mozeme
pozorovat ti skuto¢nost, Ze nad touto hodnotou je vyraz I(x) kladny a pod fiou zaporny.
A naopak, ak je funkcia I(x) klesajuca, takisto ju polozime rovna nule. Potom ma rovnica
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I(x) = 0 jediné rieSenie a to xg, pri ktorom moZeme pozorovat zasa ti skutocnost, Ze
nad touto hodnotou je vyraz I(x) zaporny a pod fou kladny.

Hodnotu xg budeme oznacovat ako rovnovaznu hodnotu odozvy. K lepsej predstave nam
pomoze Tvrdenie 3.1., ktoré sa viaZe k rasttcej funkcii (x) a Tvrdenie 3.2., ktoré sa viaze
ku klesajucej funkeii I(z).

Tvrdenie 3.1. Nech I'y a I's si také, ako si popisané vyssie. Nech I'y je dolnd a I's je
hornd pripustnd krivka. Ak obe leZia v oblasti x(t) < xg pre t € (t1,t3), potom Jr, < Jr,.
Ak obe lezia v oblasti x(t) > xg pre t € (t1,t2), potom Jr, > Jr,.

Tvrdenie 3.2. Nech I'y a U's si také, ako si popisané vyssie. Nech I'y je dolnd a I's je
hornd pripustnd krivka. Ak obe leZia v oblasti x(t) < xg pre t € (t1,t2), potom Jr, > Jp,.
Ak obe leZia v oblasti x(t) > xg pre t € (ty,12), potom Jr, < Jr,.

Teda potrebujeme polozit vyraz I(x) rovny nule
0=[-pB(x)— A(x)]. (3.11)

Aby sme mohli porovnat vysledky, ktoré sme dostali rieSenim tlohy pomocou PPM a po-
mocou pouZitia Greenovej vety, potrebujeme rovnicu (3.11) prepisat pomocou funkcii Fi,
Fy, f1 a fs. Po kratkych upravach dostaneme

0= — Fy(x) fa(x) fr () + Falz) f5(x) fr(z) + Fi(2) f3(x)—
— Fy(x) fa() fi () + Fa(x) f2() p.

Tym sme dostali rovnaky vztah ako pri rieSeni PPM (v ¢asti 3.1 RieSenie pomocou PPM
ide o vztah (3.3)). Kedze predpokladdame, Ze mé rovnica (3.12) prave jedno rieenie,
tak toto rieSenie budeme oznacovat xg, ¢o je spominand rovnovazna hodnota odozvy.
Potom toto rieSenie je hladana optimalna odozva, ktora pri rieSeni pomocou PPM zod-
poveda optiméalnej odozve na sigularnom tseku /. KedZe zg je jedinou hodnotou stavu
na rovnovaznej urovni I, tak odozva na tejto arovni musi byt konStantna, t.j. z(t) = zg
pre vSetky ¢t € I. Teda plati g = 0 a tym mozeme stavovi rovnicu polozit rovnu nule,
t.j. 0 = s = fi(xs) +ufz(xs). Potom z nej vyjadrime optimalne riadenie na rovnovaznom

useku
_ —fi(zs)
falzs)

Aj tento vysledok sme dostali v ¢asti 3.1 (RieSenie pomocou PPM), konkrétne (3.4). A aj
tu musime predpokladat, Ze optimalne riadenie (3.13) musi byt v intervale («, 3), pretoze
plati povodné ohranicenie na riadenie u € [, 5]. Tym sme zistili v§eobecny tvar optiméal-
neho riadenia, ktoré zodpovedé singularnemu intervalu 7 z PPM. Takisto sme zistili, ze
optimélna odozva na tomto intervale je konstantna.

Napokon mozeme zhrnat, Ze oboma spdosobmi aj pouzitim PPM a aj pouzitim Greenovej
vety sme dostali rovnaké vysledky.

(3.12)

us (3.13)

Poznamka Kedze je zadanie tlohy vSeobecné, tak aj pri jej rieSeni pomocou pouZi-
tia Greenovej vety nevieme najst presny tvar optimalneho riadenia a jeho odozvy. Az
v zavislosti od tvaru funkcii Fy, Fy, fi a fo moézeme pokracovat dalej. Potom zistime tvar
optimalneho riadenia, najma tvar riadenia na rovnovaznej tirovni a nasledne mozeme ana-
lyzovat tvar optiméalnej odozvy. Az nakoniec mozeme urcit v zavislosti od dét, presnejsie
od hodnoty xy, 7 a T', ¢asovy priebeh optimalneho riadenia a jeho odozvy.
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3.2.1 Poznamky

1. Riadenie u(t) musi byt linearne. Kontraprikladom je napr. pouZitie kvadratického
tvaru riadenia. V tomto pripade po dosadeni riadenia do ucelovej funkcie nevieme
rozdelit dx a dt na dve Casti integralu.

2. Optimalne riadenie 4(t) na singularnom intervale I dostaneme vzdy zo stavovej
rovnice aj v pripade pouzitia PPM aj pri rieSeni pomocou Greenovej vety. A to tak,
ze na celom I dostaneme jedint hodnotu optimalnej odozvy #(t) a teda musi platit
z(t) = 0. Tym padom stavovi rovnicu polozime rovni nule a vyjadrime optimélne
riadenie. Preto optimalne riadenie bude vZdy pozostavat maximélne z troch moznos-
ti a to z okrajovych hodnot intervalu, ktory ohrani¢uje povodné riadenie a z hodnoty
ziskanej zo stavovej rovnice.

3. Optimélna odozva Z(t) bude na celom singularnom intervale I stale rovnaké a dosta-
neme ju v pripade pouzitia Greenovej vety z rovnosti [(z) = 0. V pripade pouZi-
tia PPM ju dostaneme tak, ze ddme do rovnosti:

- derivaciu adjungovanej premennej ¥(t) z (AR), pricom za W(t) dosadime vyraz
prislichajici singularnemu intervalu,
- derivéciu adjungovanej premennej W(t) z tohto intervalu.

3.2.2 Casovy priebeh optimalneho riadenia a jeho odozvy

Analyza v tejto podkapitole je analogiou s rieSenim v Casti 2.2.1 (éasovy priebeh optimal-
neho riadenia a jeho odozvy na [0,T]).

Celkovy ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu T a od podia-
toc¢nej a koncovej hodnoty kapitalu xg a 7. No nevieme presne urcit ¢asovy priebeh, ale
odhadneme, Ze moze vyzerat ako na Obrazku 3.2.

Xuj
U= —
X\ /o ———————
X, Xy
— -
0 t, t, T t

Obrazok 3.2: Optimalna odozva - plna ¢iara, optimalne riadenie - ¢iarkované ciara

To znamena, ze odhadujeme tvar optimélnej odozvy tak, aby pripustna odozva bola ¢o
najblizSie ku rovnovaznemu stavu zg.

Teraz sa budeme snazit dokazat, preco prave takto by malo vyzeraf riadenie a jeho odoz-
va. Takyto priebeh optiméalnej odozvy porovname s inou Tubovolnou pripustnou odozvou
a dokdzeme, Ze nami zvolend optimélna trajektoria je naozaj optimalna. Tiuto situaciu
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vidime na Obrazku 3.3, pricom optiméalna trajektoria je vyznacend plnou ¢iarou a Tubo-
volne zvolené pripustna trajektoria je oznacena Ciarkovane.

Xll
Xs| B_C.-z-~ F G
4 o El|[~=- ".:k
XD - 'h‘. XT
A H

0 t, t,t, t,t; tt t, T t

Obrazok 3.3: Optimalna trajektoria verzus pripustna trajektoria

Predpokladajme, Zze vyraz I(z) dany vztahom (3.10) je rastica funkcia. Najprv budeme
analyzovat na Obréazku 3.3 interval [0, t5]. Chceme dokazat, ze usek odozvy z bodu A do bo-
du C (plna ¢iara) dava vyssiu hodnotu ucelovej funkcie danej tlohy ako tsek pripustnej
odozvy z bodu A do bodu C' (Farkovana ¢iara). To znamenad, Ze integral pod krivkou ABC
dava vyssiu hodnotu ako integral pod krivkou AC. Neskoér pri aplikovani Tvrdenia 2.1.
chapme krivku AC' ako krivku I'y a krivku ABC' ako krivku I's. Teda vytvorime krivkovy
integral pod uzavretou krivkou AC'BA, ktora je kladne orientované, t.j. orientované proti
smeru hodinovych ruciciek.

Jr = ]{ (e " A(x)dt + e "' B(z)dz) + ]{ (e " A(&)dt + e "' B(Z)dx)
= ?{ (e " A(z)dt + e "' B(z)dx)

ACBA

Na krivkovy integral Jr aplikujeme Greenovu vetu.

Jr = 7{ (e " A(z)dt + e " B(z)dz) = // (—pe ?*B(z) — e " A'(z)) dtde  (3.14)

ACBA

Po mensich apravich a po tom, ako vyraz (—pB(x) — A'(z)) oznac¢ime I(z), z (3.14)
dostaneme

Jr = // e "I(z) dtdx. (3.15)

Ked7e sme predpokladali, 7e I(x) je rastiica funkcia, tak potom na zaklade Tvrdenia 3.1.
a rovnice (3.9) vieme, Ze pre rovnicu (3.15) plati Jr < 0. Teda cela oblast ohrani¢enéa
krivkou ACBA lezi v oblasti, kde I(x) < 0. Preto je tato oblast ozna¢ena na Obrazku 3.3
znamienkom —. A po pouziti rovnice (3.9) na nerovnost Jr < 0 sme dokézali, ze opti-
malnou trajektoriu je krivka ABC' oznacena plnou ¢arou. Tak by sme mohli pokracovat
dalej a vypocitat vietky krivkové integraly vytvorené na intervaloch [ts, t4], [ts5,t¢] a [t7, T
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Dosatali by sme znamienka, ktoré st uz zobrazené na Obrazku 3.3. A po opédtovnom
pouziti rovnice (3.9) na nerovnosti Jr < 0 alebo Jr > 0 mozeme prehlésit, Ze na danych
intervaloch je krivka vyznacena plnou ¢iarou optimélna a teda trajektoria vyznacend plnou
¢iarou na celom intervale [0, T je optimalnou odozvou danej ulohy. Tym sme dokazali, ze
riadenie a jeho odozva vyobrazené na Obréazku 3.2 st naozaj optimalne.

Sformulujeme Vetu 3.1., ktora hovori o optimélnej odozve na celom intervale [0, T.

Veta 3.1. Nech &(t) je optimdlna odozva. Potom pre kaZdi pripustni odozvu x(t) plati,
Ze |&(t) — xg| < |x(t) — xs| v kazdom t € [0,T].

To znamena, Ze optimalne je dostat sa ¢o najrychlejSie na rovnovaznu hodnotu xg a ¢o
mozno najdlhsie na tejto hodnote zotrvat, t.j. ¢o mozno najneskér hodnotu xg opustit.
Tato odozva sa realizuje spolu s riadenim, ktoré je na danom intervale optimalne.

Inak povedané, nie je optimalne dostat sa neskor na rovnovaznu hodnotu v porovnani
s odozvou, ktora sa realizuje s krajnou hodnotou riadenia. Nie je optimélne opustit
rovnovaznu hodnotu smerom nahor a potom sa na nu vratit, opustit rovnovaznu hod-
notu smerom nadol a potom sa na nu vratit. A nakoniecc nie je optimalne natrvalo opustit
rovnovaznu hodnotu eSte pred tym, ako ju opusti odozva, ktord sa realizuje s krajnou
hodnotou riadenia.




Kapitola 4

Vseobecna tiloha na nekoneénom
¢asovom horizonte

V tejto kapitole ukdzeme, ze pomocou Greenovej vety vieme vyriesit aj ilohu na nekone¢nom
¢asovom horizonte. Budeme pouzivat upravenu vseobecni tlohu z Kapitoly 3. Uloha je
nasledovné

/ Ry (2(t)) + u(t) Fa(x(t))] dt — max

pri podmienkach

o(t) = fi(z(t)) + ult) f2(z(1)),
z(0) = o,
u(t) € [a,p], a<p,

kde a, (3 st I'ubovolné kongtanty a konStanta p je nezdporna.

Riesenie bude podobné ako vo Vseobecnom pripade v Kapitole 3. Zo stavovej rovnice
& = fi(z) + ufe(z) vyjadrime riadenie, ¢im dostaneme

- T — fl (ZE)
u —_—
fo()
a nasledne ho dosadime do ucelovej funkcie tejto tlohy, ¢im ziskame
[ & — fi(z)
J:/ept{Fx—l——Fx]dt. 4.1
(@) + O Ra) (4.1
0
Po jednoduchych tpravich v rovnici (4.1) dostaneme krivkovy integral pozdlz krivky I'y
- fi(z) ot | F2(2)
lej{(ept{Fx— Fy(x)| dt + e de |, 4.2
r 1( ) fg(l’) 2( ) fg(l’) ( )

I8}
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pri¢om krivka I'y spaja body (t1,21) a (t2, 22). Dalsi postup je rovnaky ako vo Veobecnom
pripade v Kapitole 3. Teda vieme, Ze rovnovaznu hodnotu odozvy zg ziskame z rovnice,
o ktorej predpokladame, 7e méa jediné rieSenie.

0= — Fy(z) fo(2) fi(2) + Fa(x) f3(2) fr(2) + Fi(2) f5 (2)—
— By(x) fa(2) fi(2) + Fa(z) fo()p

A kedze xg je opét jedinou hodnotou stavu na rovnovaznej urovni I, tak odozva na tejto
trovni musi byt kon§tantné, t.j. x(t) = xs pre vSetky t € I a teda plati g = 0. Stavova
rovnicu polozime rovna nule, t.j. 0 = &g = fi(xs) + ufe(rs). Potom z nej vyjadrime
optimalne riadenie na rovnovaznom useku

_ —fl(iUS)
fao(xg)

(4.3)

us (4.4)

Aj v tomto pripade pre ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy plati Veta 3.1. Vieme teda,
7e optimélne je dostat sa ¢o najrychlejSie na rovnovaznu hodnotu odozvy s a ¢o mozno
najdlhgie na tejto hodnote zotrvat. Zmena vSak suvisi s nekoneé¢nym ¢asovym horizontom.
Teda ide o pripad, kedy c¢as ¢ ide do nekone¢na a vtedy nemame urcend koncovi hodnotu
odozvy. No my dokazeme, Ze nie je optimélne natrvalo, ale ani do¢asne opustit rovnovaznu
hodnotu zg.

Teda dalej budeme dokazovat, Ze tvar riadenia a jeho odozvy musi vyzerat tak, ako to je
vyobrazené na Obrézku 4.1a alebo na Obrazku 4.1b. Zéavisi len od pociato¢nej hodnoty
odozvy x.

X‘u “ xlu ‘
XD
1]— —
Xs Xs \
XO
0 t4 r 0 t, ‘r
Obrazok 4.1a: Obrazok 4.1b:
Optimélna odozva - plna ¢iara, Optiméalna odozva - plna Ciara,

optimalne riadenie - ¢iarkovana Ciara optimalne riadenie - ¢iarkovana Ciara

Zdovodnime len pripad, ked zaciatoéna hodnota odozvy zy je mensSia ako rovnovazna
hodnota xg. Teda priebeh riadenia a jeho odozvy bude vyzerat ako na Obrazku 4.1a.
Budeme sa snazit ukazat, preco prave takto by malo vyzerat riadenie a jeho odozva. Priebeh
optimélnej odozvy porovname s inou [ubovolnou pripustnou odozvou a dokazeme, Ze nami
zvolena optimélna trajektoria je naozaj optimélna. Tiuto situaciu vidime na Obrazku 4.2,
pricom optimalna trajektoria je vyznacenad plnou ¢arou a Iubovolne zvolend pripustnéa
trajektoria je oznacend Ciarkovane.
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x A
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e
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Obrazok 4.2: Optimalna trajektoria verzus pripustna trajektoria

Na Obrazku 4.2 je vyznacend optimalna aj pripustna trajektoria len po cas T, pretoze
v dalsej analyze budeme pouzivat limitu pre 7" idace do nekoneéna. Na intervale [0, ¢,]
je vyznacCend len optimalna trajektoria a je identickd s pripustnou trajektoriou. Tento
tvar optimalnej trajektorie sme analyzovali vo V§eobecnom pripade v c¢asti 3.2.2 (éasovy
priebeh optiméalneho riadenia a jeho odozvy na [0, 7). Preto sa budeme zaoberat len inter-
valom [t,,, T'.

Pre zjednodu$enie budeme pouzivat oznafenie z rovnic (3.7) a (3.8) a tiez vieme, Ze
vyraz I(x) urfeny vztahom (3.10) je rasticou funkciou od z. Chceme najst podmienky,
za ktorych v limite pre T idice do nekone¢na dava tsek odozvy z bodu A do bodu C
(plna ¢iara) vyssiu hodnotu ucelovej funkcie danej ulohy ako usek inej pripustnej odozvy
z bodu A do bodu B (¢iarkovana ¢iara). To znamen4, Ze v limite pre 7" idiice do nekoned-
na integral pod krivkou AC' dava vyssiu hodnotu ako integral pod krivkou AB. Neskor
pri aplikovani Tvrdenia 3.1. chdapme krivku AB ako krivku I'y a krivku AC' ako krivku I's.
Aby sme mohli na krivkovy integrél aplikovat Greenovu vetu, potrebujeme mat jednoduchi
uzavrett krivku. Preto pouZijeme spojnicu BC' a tym vytvorime uzavreta krivku ABCA.
Teda vytvorime krivkovy integral Jr pod uzavretou krivkou ABC A, ktora je kladne orien-
tovana, t.j. orientovana proti smeru hodinovych ruciciek.

A=J-+CB= j{ (e " A(z)dt + e "' B(z)dz) — ]{ (e " A(2)dt + e "' B(%)dx)

AB AC
zs oy

+/GPTB(x)dx+/ePTB(x)dx (4.5)

T zs
T

_ 7{ (e " A(x)dt + e " B(x)dz) + / e " B(z)dx

ABCA zs

V rovnici (4.5) je aj integral C' B, pretoZe pri vytvoreni krivkového integralu Jr sme pridali
useCku BC. Preto sme ju museli znovu odobrat. Teraz moézeme na Jr aplikovat Gree-
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novu vetu.
A= }'{ (e " A(z)dt + e "' B(z)dz) + / e " B(z)dx
ABCA zs N (4.6)
= // (—pe”"B(z) — e " A'(z)) dtda:—i—/e'”TB(x)dx
R Tg

Vyraz (—pB(x) — A’(x)) pri dvojnom integrali v rovnici (4.6) ozna¢ime I(x), potom

dostaneme o
= // e 1(x) dtdx+/e_pTB(m)dm. (4.7)
R Tg

KedZe vieme, Ze pracujeme s nekoneénym ¢asovym horizontom, tak teraz pouzijeme na rov-
nicu (4.7) limitu pre T idiice do nekone¢na.

T
7lim A= 7lim //e PI(x) dtdr + 211m e "' B(x)dx. (4.8)
zg
Chceme ukézat, ze limita dana vzorcom (4.8) je nekladnéa, pretoZze potom po pouziti Tvr-

denia 3.1. by sme dokéazali, 7Ze optimalnou trajektoriou je krivka AC' oznacend plnou ¢iarou.

Na zaklade Tvrdenia 3.1. a rovnice (3.9) vieme, Ze plati

Thm Jr = hm //e P (z) dtdx <0, (4.9)

pretoze sme predpokladali, ze I(z) je rastica funkcia od x a vieme, Ze oblast R ohrani¢ena
krivkou ABCA lezi v oblasti, kde z(t) < zg.

O vyraze
xT T
Tlim e " B(z)dr = 71im epT/B(x)dx (4.10)
TS zs

vo vSeobecnosti vSak nemame ziadne informécie. Ak by v8ak platilo, ze

T
im e_”T/B(:r)dx <0, (4.11)
zs

tak by bolo splnené, 7e vyraz (4.8) je nekladny.

Predpoklad dany vztahom (4.11) je splneny napriklad, ak B(x) je v danej oblasti kladnou
konstantou a 0 < x(t) < xg. Potom
T
Tlgrolo e Pt / B(x)dr = Tlgrolo e_pTé(,:Q[xT — 5] <0.
s >0 <0
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Teraz mozeme povedat, Ze na zaklade nerovnice (4.9) a predpokladu (4.11) je limita dana
vzorcom (4.8) nekladné a teda na intervale [t,,T] pre T idice do nekonec¢na je krivka AC
optimélna. Teda integral pod krivkou AC' dava vysSiu hodnotu ucelovej funkcie ako in-
tegral pod krivkou AB a preto je tato oblast oznacenda na Obrazku 4.2 znamienkom —.
Potom optimélnou odozvou danej tlohy je trajektoria vyznacena plnou c¢iarou na celom
intervale [0, 7], pricom sme pouzili limitu pre T idice do nekone¢na. Tym sme dokazali,
7e riadenie a jeho odozva vyobrazené na Obrazku 4.1a si naozaj optiméalne.

Poznamka Treba povedat, Ze tiez nie je optimalne natrvalo opustit rovnovaznu hodnotu
odozvy smerom nahor. Postup dokazovania by bol analogicky ako v pripade opustenia
rovnovaznej hodnoty odozvy smerom nadol. Rozdiel je v tom, Ze vyraz A ma tvar

zs
A=Jr+CB= 7{ (e " A(z)dt + e "' B(z)dz) + /e_pTB(x)dx, (4.12)
ABCA Tr

pricom sa krivka AB nachédza na rovnovaznej irovni, teda je dolnou krivkou a krivka AC
sa nachadza nad nou, je teda hornou krivkou. Po aplikovani Greenovej vety na krivkovy
integral Jr dostaneme

zs

A= / / (—pe " B(x) — e " A(x)) dtdx + / e T B(z)dx (4.13)

rT

a potom limita z vyrazu (4.13) musi byt nezapornéa, pretoze potom po pouziti Tvrdenia 3.1.
by sme dokézali, ze optimalna trajektoria je krivka nachadzajica sa na rovnovaznej Grovni.
Na zéklade Tvrdenia 3.1. a rovnice (3.9) vieme, Ze limita z vyrazu Jr je nezdporna. Plati
to na zaklade predpokladu, ze I(z) je rastuca funkcia a vieme, 7e oblast R ohrani¢ena
krivkou ABC A lezi v oblasti, kde z(t) > xg. A o limite z vyrazu C'B musime predpokladat,
7e je tiez nezaporna. Teda po zmene hranic musi platit

T

lim e *T / B(z)dz <0, (4.14)

T—o00
s
¢im sme dostali rovnaka podmienku ako v pripade opustenia rovnovaznej hodonoty odozvy
natrvalo smerom nadol, ktoré je vyjadrena vztahom (4.11). Nakoniec moézeme zhrnut, ze
v oboch pripadoch opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy natrvalo smerom nahor alebo
smerom nadol, musi platit rovnaka limitna podmienka.

Na zaver sformulujeme Vetu 4.1., ktora hovori o optimélnej odozve na nekone¢nom ¢asovom
horizonte.

Veta 4.1. Nech je splnend podmienka (4.11) a nech &(t) je optimdlna odozva. Potom
pre kaZdi pripustni odozvu x(t) plati, Ze |T(t) — zg| < |x(t) — xg| v kaZdom t € [0, 00),
pricom ezistuje také ty, Ze T(t) = xg pre kaZdé t > t,.

To znamena, Ze optimalne je dostat sa ¢o najrychlejsie na rovnovaznu hodnotu xg a od ¢a-
su t1, ked sa odozva dostane na hodnotu zg, na nej zotrvat az do nekonec¢na. Teda nie
je optimélne v nejakom cCase t,, natrvalo, ale ani docasne opustit rovnovaznu hodnotu zgs.
Této odozva sa realizuje spolu s riadenim, ktoré je na danom intervale optimalne.




Kapitola 5
Iné riesené priklady

Nasledujuce priklady v tejto kapitole budeme riesit len pomocou Greenovej vety, pri¢om
budeme pouzivat rieSeny Vseobecny pripad (Kapitola 3) a tiez rieSentt VSeobecnu tlohu
na nekone¢nom ¢asovom horizonte (Kapitola 4).

5.1 Model optimalneho vylovu ryb

Tento model je popisany a rieSeny v knihe |5, str. 268-273|. V tejto praci je uloha riesena
na nekonec¢nom ¢asovom horizonte. My ju budeme riesit aj na nekone¢nom ¢asovom hori-
zonte aj na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom. AvSak pre nasu potrebu tento
model mierne modifikujeme. Ako zmenime zadanie tlohy, popiSeme neskor.

V modeli sa budeme zaoberat optimalnym vylovom ryb pri ich optimélnom mnozstve.
Predpokladédme, ze vylov organizuje jedna osoba, ktora je ich jedinym vlastnikom. Tento
vlastnik maximalizuje zisk z predaja ryb na kone¢nom c¢asovovom horizonte s pevnym
koncom alebo na nekonec¢nom ¢asovom horizonte, pricom pocita aj s nakladmi na ich
vylov. Uloha je nasledovna

T
J = /e P(pqr — c)u dt — max
0

pri podmienkach

t = g(x)—quz, t€[0,T], T pevné,
z(0) = o,
z(T) T,
0< =z <oo,
0< u <U,

kde p, q, ¢, p, U, xo, 7 a T st dané kladné konstanty. Stavova premenna z(t) popisu-
je mnozstvo ryb v case t, ktord logicky moze nadobudat len nezaporné hodnoty a oproti
povodnému zadaniu nebudeme brat do tvahy jej ohranic¢enie X. Riadiaca premenna u(t)
znamend mieru chytania ryb v c¢ase t. Hodnota U je maximalna miera chytania ryb,
ktora je dostato¢ne velkou hodnotou. Kon$tanta p je jednotkova cena za predaj jednej

34
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ryby, konstanta ¢ je celo¢iselny koeficient chytania ryb. Kon$tanta ¢ su jednotkové nak-
lady na chytanie ryb a konstanta p je diskontna trokova miera. Funkcia g(x) je funkciou
prirodzeného rastu mnozstva ryb, ktora je diferencovatelna a konkavna. Od tejto funkcie
nebudeme vyzadovat také vlastnosti, ako mala pévodne, navyse pre jednoduchost a na-
zornost rieSenia zvolime jej presny tvar a to g(z) = .

5.1.1 RieSenie na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom

Teraz prejdeme k rieSeniu tejto ulohy. Aby sme mohli aplikovat na tilohu VSeobecny pripad
z Kapitoly 3., zo vztahov (3.8) vyjadrime konkrétne A(x) a B(z), ktoré sa

aw) = (ME=2) | Bl = - (M1, (5.1)

q qr

Pre rieSenie je rozhodujtci vyraz I(x) definovany v (3.10). Tento vyraz ma pre nasu ulohu

- 1) = | (P2=5) - (5.2

Kedze je vyraz (5.2) rastticou funkciou od z, pouzijeme Tvrdenie 3.1.. Teda potrebujeme
polozit vyraz (5.2) rovny nule. Dostaneme

pc

pq(l—p) 5:3)

rs =

Tym sme ziskali rovnovaznu hodnotu odozvy g, ktora musi spliiat povodné ohranicenie.
Konstanty p, ¢, p a ¢ su kladné a kedze diskontna miera je logicky men§ia ako jedna, tak
hodnota (1 — p) musi byt tiez kladna. Teda odozva zg je kladné konstanta.

KedZe xg je jedinou hodnotou odozvy na rovnovaznej trovni, tak musi platit 25 = 0.
Teda stavovii rovnicu polozime rovnu nule a vyjadrime z nej riadenie, kroré zodpoveda

rovnovaznej urovni.

wg =25 1 (5.4)

qrs ¢

Riadenie ug musi spliiat povodné ohrani¢enie na riadenie, teda musf lezat v intervale (0, U).
Vieme, Ze konStanta ¢ je kladna, teda hodnota ug je kladna. KedZe maximaélna miera
chytania ryb U je dostato¢ne velka, tak predpokladame, Ze riadenie ug je mensSie ako
hodnota U. Tym sme ziskali, ze riadenie u v zavislosti od x modze nadobudat len tri
hodnoty a to

U akz > zg,
ak r = g, (5.5)

u(z) =94

0 akz <uxg.

Aj v tejto tlohe celkovy Casovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti
¢asu T a od pociato¢ného a koncového mnozstva ryb xp a zp. KedZe tieto hodnoty
nepozname, nemozeme urcit presny tvar riadenia a jeho odozvy. No na zdklade Vseobec-
ného pripadu z Kapitoly 3, konkrétnejsie na zaklade Vety 3.1. vieme povedat, ze optiméalne
je dostat sa ¢o najrychlejsie z hodnoty xy na rovnovaznu hodnotu zg, na tejto hodnote zotr-
vat ¢o mozno najdlhSie a potom sa ¢o najrychlejsie dostat do hodnoty z7. Dana odozva
sa realizuje s prislichajicim riadenim.
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Napriek tomu, ze v knihe [5, str. 268-273| bola tloha rieSena iba na nekone¢nom ¢asovom
horizonte, tak sa naSe rieSenie zhoduje s rieSenim v spominanej knihe. Ale treba vyzdvih-
nut prinos nasej prace, ze po dosadeni funkcie x za funkciu prirodzeného rastu mnozstva
ryb g(z) sme dostali aj konkrétne vztahy pre optimalne riadenie a jeho odozvu na rovnovaz-
nej urovni. Zatial ¢o v uvedenej praci bolo rieSenie len v8eobecné a vyjadrené len po vy-

raz I(z).

5.1.2 RieSenie na nekone¢nom ¢asovom horizonte

Na nekone¢nom ¢asovom horizonte ¢as 7' nahradime nekone¢nom. O pevnom alebo volnom
konci netreba hovorit, preto v tomto pripade nie je podmienka na pevny koniec. Ucelova
funkcia tejto ulohy bude vyzerat nasledovne

o0

J = /e_pt(pqx —c)udt — max.
0

Optimalne riadenie a jeho odozva na rovnovaznej irovni si rovnaké ako v pripade kone¢ného
¢asového horizontu s pevnym koncom. Teda riadenie ug je dané vztahom (5.4) a odoz-
va g je ur¢end vztahom (5.3). A takisto riadenie moze nadobudat len tri moznosti, ktoré
st dané (5.5).

KedZe ide o tlohu na nekone¢nom ¢asovom horizonte, musi byt splnené limitna podmien-
ka, ktoru sme definovali vo vSeobecnej tilohe v Kapitole 4. Této podmienka je dana vzta-
hom (4.11) a pre nasu ulohu ma tvar

zT
lim epT/ (_M) dz < 0. (5.6)
—00 ql’
s

Tito podmienku néasledne rozpiseme pre pripad opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy
natrvalo smerom nadol

T xT T
T —c c 1
lim e T / (—pq—) dx = — lim pe~*T / 1dz + lim Se~#T / Zdy =
T—o0 qr T—o0 T—o00 q X
Trg g Tg

= — lim pe " [zy — xg] + lim Ee*'”T[ln zr —Inzg].
T—o0 T—oo q

Oba vyrazy v hranatych zatvorkiach sa zaporné pre vsetky T a kedze odozva xr nemoze
nadobudat zaporné hodnoty, tak st oba aj ohranic¢ené. Prva limita je nulova, pretoze
vyraz —plzr — x| je stéle kladny a e ?T v limite pre T idtice do nekonecna je nulovy.
Druhé limita je nekladné, pretoZze pre vSetky hodnoty T je vyraz §[ln xp — Inxg| zaporny
a vyraz e T je kladny. A teda celd limita je nekladna a podmienka dani vztahom (5.6) je
splnena.

Podmienka pre pripad opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy natrvalo smerom nahor je
rovnaka, teda danéd vztahom (5.6). RozpiSeme ju

c c
— lim pe " zp + lim peTzg + lim —e T Inzy — lim —e T Inxg. (5.7)
T—o0 T—o0 T—o0 q T—o0 q
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Prva limita je nekladna, pretoze vyraz —pxr je stale zaporny a vyraz e ?? je kladny.
Druhy a stvrty vyraz je nulovy, pretoze hodnoty xg a Inxg si konstanty a zaroven vyraz
e PT v limite pre T' do nekoneé¢na je nulovy. Na treti vyraz musime pouzit L’Hospitalovo
pravidlo.
lim Ee_”T Inzy = ¢ lim Inzy L ¢ lim éxT ‘1 m
T—oo ¢ qT—oo el qT—oo peft  qT—oo  pefT

Hodnotu riadiacej premennej u(t) v ¢itateli nepozname, preto tento vyraz ohranic¢ime kraj-
nymi hodnotami riadenia.

1—qU
¢ lim —< qU) < ¢ lim ——= <
q T—oo pePT q T—oo pe/’T q T—oo pepT

Obe krajné limity sa rovnaju nule, preto sa aj limita medzi nimi musi rovnat nule. A kedze
st tri vyrazy vo vztahu (5.7) nulové a jeden je nekladny, tak je cely vyraz (5.7) nekladny.
Tym je limitnd podmienka dana vztahom (5.6) splnené aj pre pripad opustenia rovnovaznej
hodnoty odozvy smerom nahor.

Podobne ako v pripade kone¢ného ¢asového horizontu s pevnym koncom aj teraz celkovy
¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu T a od pociato¢ného
mnozstva ryb xo. Kedze tieto hodnoty nepozname, nemdzeme urcit presny tvar riade-
nia a jeho odozvy. No na zdklade VSeobecnej tlohy na nekone¢nom casovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnejSie na zdklade Vety 4.1. vieme povedat, ze optimélne je dostat
sa ¢o najrychlejsie z hodnoty xy na rovnovaznu hodnotu xg a na tejto hodnote zotrvat az
do nekone¢na. Inymi slovami nie je optiméalne natrvalo, ale ani do¢asne opustit rovnovaznu
hodnotu odozvy zg.

Taktiez mozeme spomenut, Ze rieSenie je zhodné s riesenim uvedenym v knihe [5, str. 268-
273|, no nase rieSenie je konkrétne a dopracovali sme sa az k vztahom pre optimalne riadenie
a jeho odozvu na rovnovaznej trovni.

5.2 Vidale-Wolfeov reklamny model

Aj tento model je popisany a rieSeny v knihe [5, str. 194-205|. V tejto praci je tuloha
rieSend na konec¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom. My ju v8ak budeme riesit aj
na nekone¢nom casovom horizonte.

Model popisuje, ako reklama posobi na predaj daného vyrobku. Maximalizuje prijem
z predaja vyrobkov, pricom rata aj s vydavkami urc¢enymi na reklamu. Zastava nézor, ze
efekt reklamy je potrebny na vyssi zisk firmy, ale vzhladom na ¢as sa tento efekt zmenguje.
Hoci tento model obsahuje aj ohrani¢enia na stav, ukdzeme, 7Ze pomocou pouzitia Greenovej
vety sa da Tahko riegit. Ohrani¢enia neskomplikuju postup riesenia. Uloha je nasledovna

T
J = /e_pt(ﬂx —u)dt — max
0
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pri podmienkach

t = ru(l —z)—dx, t€[0,T], T pevné,
z(0) = o,
z(T) = =z,
0< » <1,
0< u <Q,

kde Q, r, 9, p, o, xr a T st dané kladné konstanty. Riadiaca premenné u(t) vyjadruje
mieru vydavkov na reklamu a stavova premenna z(t) popisuje mieru predaja. Oznaéme 7
ako prijem z maximalneho predaja koreSpondujuci s x = 1. KonsStanta () je maximéalne
dovolena miera vydavkov na reklamu. V porovnani s povodnym zadanim budeme brat
do uvahy len dostato¢ne velku hodnotu tejto konstanty. A konStanta p je spojita diskont-
na miera.

Poznamka V spominanej knihe [5] stavova premennd x(t) oznatuje podiel aktuélne;
miery predaja S(¢) k maximélne moznej miere predaja M (t) na trhu v case ¢, t.j.

r= (5.8)

Potom je splnend podmienka x(t) € [0,1], ak 2o € [0,1]. KonStanty r a ¢ st definované
ako

a M
r=—, 0=b+—,
M M
kde konstanta a je t¢inok reklamy, ktord posobi na nepredany vyrobok na trhu a konstan-
ta b je strata zo zabudnutia, ktor&d posobi na predany vyrobok na trhu.

5.2.1 RieSenie na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom

Prejdeme k rieSeniu tejto tlohy. Aby sme mohli aplikovat na tlohu VsSeobecny pripad
z Kapitoly 3., zo vztahov (3.8) vyjadrime konkrétne A(x) a B(z), ktoré su

Alz) = (7r:v _ %) B(a) = - (ﬁ) | (5.9)

Pre rieSenie je rozhodujtci vyraz I(x) definovany v (3.10). Tento vyraz ma pre nasu ulohu

tvar
M@:{Rﬁ%5—7+RT§54. (5.10)

Kedze je na intervale [0, 1] vyraz (5.10) rasticou funkciou od x, pouzijeme Tvrdenie 3.1..
Teda potrebujeme zistit, kde je vyraz [(z) dany vztahom (5.10) va¢si od nuly a kde je
mensi od nuly a preto ho polozime rovny nule. Tym dostaneme

r—1- 2 (5.11)

—p P2+ 4w




KAPITOLA 5. INE RIESENE PRiKLADY 39

Aby sme udrzali hodnotu = v intervale (0, 1), v menovateli pred odmocninou budeme brat
kladné znamienko. A kedZe tato hodnota moze nadobudat aj ziporné hodnoty a my vieme,
7e musi platit, Ze optimalne x musi byt nezaporné, preto dostaneme

20
, 0}.
—p+ /Pt +4nrd J

Tym sme ziskali rovnovaznu hodnotu odozvy zg.

KedZe xg je jedinou hodnotou odozvy na rovnovaznej trovni, tak musi platit £ = 0.
Teda stavovi rovnicu polozime rovnu nule a vyjadrime z nej riadenie, kroré zodpoveda
rovnovaznej urovni

rg = max{l — (5.12)

. (51‘5
(1l —axs)

Riadenie ug musi spliiat povodné ohrani¢enie na riadenie, teda musf lezat v intervale (0, Q).
Vieme, Ze konstanty r a § s kladné, a hodnoty zg a (1 — zg) sa z intervalu (0,1), teda
hodnota ug je kladna. Kedze konStanta @ je dost velka, tak predpokladame, Ze riadenie ug
je menSie ako ). Teda sme dostali, Ze riadenie moze v zavislosti od x nadobudat tri hodnoty
a to

ug (5.13)

Q ak r > xg,
u(x) = T(ffis) ak v = xg, (5.14)
0 ak r < xg.

Opét celkovy ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu T
a od pociatoCnej a koncovej hodnoty miery predaja xo a xpr. KedZe tieto hodnoty ne-
pozname, nemozeme ur¢it presny tvar riadenia a jeho odozvy. No na zaklade vSeobecného
pripadu, konkrétnejsie na zaklade Vety 3.1. vieme povedat, ze optimalne je dostat sa ¢o
najrychlejsie z hodnoty zy na rovnovaznu hodnotu xg, ¢o najdhsie na tejto hodnote zotrvat
a potom ¢o najrychlejsie sa dostat na hodnotu x7. Dana odozva sa realizuje s prislicha-
jucim riadenim.

Tiez mozeme povedat, ze povodné rieSenie uvedené v spominanej knihe je zhodné s nasim,
pricom sme uviedli len ten pripad, kedy je maximalne dovolena miera vydavkov na rekla-
mu () dostato¢ne velka.

5.2.2 RieSenie na nekone¢nom c¢asovom horizonte

Na nekonec¢nom ¢asovom horizonte ¢as T nahradime nekone¢nom. O pevnom alebo volnom
konci netreba hovorit, preto v tomto pripade nie je podmienka na pevny koniec. Ucelova
funkcia tejto tlohy bude vyzerat nasledovne

J = /e”t(mr: —u)dt — max.
0

Riadenie a jeho odozva na rovnovaznej irovni st rovnaké ako v pripade kone¢ného ¢asového
horizontu s pevnym koncom. Teda riadenie ug je dané vztahom (5.13) a odozva xg je urcena
vztahom (5.12). A teda riadenie moze nadobudat len tri moznosti, ktoré su dané (5.14).
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Ked7ze ide o tlohu na nekone¢nom ¢asovom horizonte, musi byt splnené limitna podmien-
ka, ktort sme definovali vo vSeobecnej ulohe v Kapitole 4. Tato podmienka je dana vzta-
hom (4.11) a pre nasu tlohu ma tvar

Jim epT/ (—ﬁ) dr < 0. (5.15)

Tito podmienku nasledne rozpiseme

xT xT
1 1 1
lim e_pT/ ———— ) dz = lim —e_pT/ - dr =
T—o0 7“(1 — ,’L’) T—oo T 1—=x

Ts Ts

L.
= ;Tlggloe n(1 — z7) — In(1 — zg)].

KedZe vieme, Ze odozva zr je ohrani¢ena intervalom (0,1), tak v oboch pripadoch tr-
valého opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy smerom nahor alebo smerom nadol je vyraz
v hranatej zatvorke ohranic¢eny. V pripade opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy smerom
nadol je vyraz i[In(1 — z7) — In(1 — zg)] kladny a tiez vieme, Ze vyraz e #" v limite
pre T idace do nekonecna je nulovy. Potom celd limita je nulova. V pripade opustenia
rovnovézne]j hodnoty odozvy smerom nahor je vyraz 1[In(1 — zr) — In(1 — z5)] zaporny
a e T je kladny. Tym je celd limita nekladna. A teda podmienka dana vztahom (5.15) je
pre oba pripady splnené.

Podobne ako v pripade kone¢ného ¢asového horizontu s pevnym koncom aj teraz celkovy
¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu 7" a od pociatoc¢nej
hodnoty miery predaja xy. KedZze tieto hodnoty nepozname, nemozeme urcit presny tvar
riadenia a jeho odozvy. No na zaklade VSeobecnej tilohy na nekone¢nom ¢asovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnejSie na zaklade Vety 4.1. vieme povedat, ze optimélne je dostat
sa C¢o najrychlejsie z hodnoty xy na rovnovaznu hodnotu xg a na tejto hodnote zotrvat az
do nekone¢na. Inymi slovami nie je optimalne natrvalo, ale ani do¢asne opustit rovnovaznu
hodnotu odozvy zg.

Hoci tloha na nekonefnom ¢asovom horizonte nebola v knihe |5, str. 194-205| rieSena,
my sme ju vyrieSili. Vysledky sa zhoduji s pripadom na kone¢nom c¢asovom horizonte
s pevnym koncom a taktiez je splnena limitnd podmienka.

5.3 Model optimalneho riadenia epidémie

Tento model je tiez popisany a rieSeny v knihe [5, str. 295-298]. V tejto praci je tuloha
rieSend na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom a takisto ju budeme aj my riesit.
KedZe sa jedna o epidémiu, tak nie je logické hovorit o nekone¢nom ¢asovom horizonte.

V modeli sa budeme zaoberat po¢tom nakazenych obyvatelov pri optimalnom stupni lie¢e-
nia. Napriek tomu, Ze tento model obsahuje aj stavové ohranic¢enia, ukidZzeme, ze pomocou
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pouzitia Greenovej vety sa da Tahko riesit. Teda ohrani¢enia neskomplikuja postup riese-
nia. Ucelom tejto tlohy optimélneho riadenia je minimalizovat si¢asni hodnotu nakladov
na lie¢enie do ¢asového horizontu 7. Ulohu sformulujeme nasledovne

T
J = /ept [—(Cx + Ku)] dt — max
0

pri podmienkach

T Bx(N —z) —ux, t €[0,T], T pevné,
z(0) = o,
z(T) = xr,
0< = <N,
0< uw <Q,

kde C, K, N, Q, B3, p, zo, 7 a T st dané kladné konstanty. Konstanta N je celkova pevna
populécia. Stavova premenna z(t) je pocet nakazenych obyvatelov v ¢ase t a N — z(t)
je mnozstvo nachylného obyvatelstva. Pre jednoduchost modelu predpokladame, Ze imu-
nita sa neda ziskat tak, Ze nakazeni I'udia budu v izolacii. Oni ostavaji stale nachylni.
Stavova rovnica reguluje dynamiku epidemického rozsahu populacie. Riadiaca premen-
na u(t) popisuje stupen liecenia a konstanta 5 urCuje nakazlivost choroby. éasovy hori-
zont T" oznacuje koniec sezény pre dand chorobu. Konstanta C' urc¢uje jednotku spolocens-
kych nakladov na nakazeného, konstanta K oznacuje néklady na jeden stupen liecenia
a konstanta @) je maximalny stupen lie¢enia. Konstanta p je spojita diskontna miera.

5.3.1 RieSenie na kone¢nom ¢asovom horizonte s pevnym koncom

Prejdeme k rieSeniu tejto tlohy. Aby sme mohli aplikovat na tlohu VSeobecny pripad
z Kapitoly 3., zo vztahov (3.8) vyjadrime konkrétne A(x) a B(z), ktoré sa

K
Aw) = (~Ca - KN =) . Bw) = (), (5.16)
Pre rieSenie je rozhodujuci vyraz I(x) definovany v (3.10). Tento vyraz mé pre nasu tlohu
tvar

I(z) = {—% +C - Kﬂ] . (5.17)

Kedze je tento vyraz rastucou funkciou od premennej z, pouzijeme Tvrdenie 3.1.. Teda
potrebujeme zistit, kde je vyraz I(z) dany vzfahom (5.17) va&si od nuly a kde je mensi
od nuly a preto ho polozime rovny nule. Tym dostaneme

P P
- _F 5.18
kde 8 = C/K — (3. Treba predpokladat, ze hodnota 0 je kladn& konstanta. Tym sme
ziskali rovnovaznu hodnotu odozvy xg, ktora musi byt v intervale (0, V). Preto plati

{p/é’ ak 0 < p/f < N,
rs =

) (5.19)
N inak.
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Kedze zg je v kazdom pripade jedinou hodnotou odozvy (pre kazda presne zvoleni kon-
figuraciu dat) na rovnovaznej trovni a to bud p/f alebo N, tak musi platit g = 0.
Teda stavovii rovnicu polozime rovni nule a vyjadrime z nej riadenie, kroré zodpoveda
rovnovaznej urovni. Dostaneme

us = BN — z5) = (5.20)

inak.

{5(]\[ —pJ0) ak0<p/0 <N,
0

Teda sme dostali, Ze riadenie u moze v zavislosti od momentalneho stavu  nadobudat len
tri hodnoty a to
Q akz > xg,

u(z) =< ug ak x=xg, (5.21)
0 akx <uxg.

Celkovy ¢asovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu T a od pocia-
to¢nej a koncovej hodnoty nakazeného obyvatelstva z¢ a xr. KedZe tieto hodnoty ne-
pozname, nemozeme ur¢it presny tvar riadenia a jeho odozvy. No na zdklade vSeobecného
pripadu, konkrétnejsie na zaklade Vety 3.1. vieme povedat, ze optimalne je dostat sa ¢o
najrychlejsie z hodnoty xy na rovnovaznu hodnotu xg, ¢o najdhsie na tejto hodnote zotrvat
a potom ¢o najrychlejsie sa dostat na hodnotu xr. Dana odozva sa realizuje s prislicha-
jucim riadenim.

Tiez mozeme povedat, ze povodné riesenie uvedené v spominanej knihe je zhodné s nasim.

5.4 Model ekonomického rastu

5.4.1 RieSenie na nekoneé¢nom c¢asovom horizonte

Model z Kapitoly 2. budeme riesit aj na nekone¢nom c¢asovom horizonte ale s malou
zmenou, do tucelovej funkcie pridame diskontny faktor. Cas T nahradime nekonetnom
a preto v tomto pripade nie je podmienka na pevny koniec. Formulécia tejto tlohy bude
vyzerat nasledovne

o0

J = /ept(l —s(t)f(k(t)) dt — max

pri podmienkach
k() = s(t)f(k(t) = Ok(t),

k(0) = Ko,
s(t) € [0,1].

Prejdeme k rieSeniu tejto tlohy. Najskor z Kapitoly 3., presnejsie zo vztahov (3.8) vy-
jadrime konkrétne A(x) a B(x), ktoré si

A(k) = (F(k) = 8k) , B(k) = (~1). (5.22)
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Pre rieSenie je rozhodujtci vyraz I(x) definovany v (3.10). Tento vyraz ma pre nasu ulohu
tvar

1(k) = [p— f/(k) + 9] . (5.23)

KedZe je tento vyraz rasticou funkciou od premennej k, pouzijeme Tvrdenie 2.1. a Tvr-
denie 3.1.. Teda potrebujeme zistit, kde je vyraz I(k) dany vztahom (5.23) vacsi od nuly
a kde je mensi od nuly a preto ho polozime rovny nule. Tym dostaneme

fllk)=p+dek=ks (5.24)

Ziskali sme rovnovaznu hodnotu odozvy, ktorou je hodnota k7. Kedze kz je jedinou hod-
notou stavu na rovnoviznej urovni, tak odozva na tejto tirovni musi byt konstantna a teda
plati k; = 0. Teda stavovi rovnicu polozime rovnu nule a dostaneme optimalne riadenie
na rovnovaznej arovni

Okz
Vyraz (5.25) je zhodny so vztahom (2.26), ktory sme dostali v pripade kone¢éného ¢asového
horizontu s pevnym koncom bez diskontacie. Aj v takto zadefinovanej ilohe moze riadenie
nadobidat len tri moznosti
1

ok

¢o je zhodné so vztahom (2.27).

KedZe ide o tlohu na nekone¢nom ¢asovom horizonte, musi byt splnené limitna podmien-
ka, ktort sme definovali vo vSeobecnej tilohe v Kapitole 4. Této podmienka je dana vzta-
hom (4.11) a pre nasu tlohu ma tvar

kr
7lim e_”T/(—l)dx <0. (5.27)
kz
Podmienku (5.27) néasledne rozpiseme
k1
zlim e'”T/(—l) drx = Cllim e "k, — krl. (5.28)
kz

V pripade trvalého opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy smerom nadol je rozdiel dvoch
hodnot v hranatej zatvorke kladny, ale pretoze kapital kr nemdze byt zaporny, tak je tento
rozdiel ohrani¢eny. A tieZ vieme, 7e vyraz e ?? v limite pre T idtice do nekone¢na je nulovy,
tak limitnd podmienka dana vztahom (5.27) je nulova.

V pripade trvalého opustenia rovnovaznej hodnoty odozvy smerom nahor je vyraz [kz — k7|
zaporny pre vietky T a zaroveii viraz e *T je kladny. Tym padom limita (5.28) je nekladn4
a teda limitna podmienka, ktora je danéa vztahom (5.27), je splnena.
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Podobne ako v pripade kone¢ného ¢asového horizontu s pevnym koncom aj teraz celkovy
Casovy priebeh riadenia a jeho odozvy bude zavisiet od velkosti ¢asu 7" a od pociato¢nej
hodnoty kapitalu kg. Kedze tieto hodnoty nepozname, nemdzeme urcit presny tvar riade-
nia a jeho odozvy. No na zaklade VSeobecnej tlohy na nekone¢nom c¢asovom horizonte
z Kapitoly 4, konkrétnejsie na zaklade Vety 4.1. vieme povedat, ze optimalne je dostat
sa ¢o mozno najrychlejSie z hodnoty kg na rovnovaznu hodnotu kz a na tejto hodnote
zotrvat az do nekonec¢na. Inymi slovami nie je optimélne natrvalo, ale ani do¢asne opustit
rovnovaznu hodnotu odozvy k.

Podobne ako riesenie modelu v pripade kone¢ného ¢asového horizontu s pevnym ¢asom
bez diskontécie je aj rieSenie na nekone¢nom ¢asovom horizonte s diskontaciou nasou vlast-
nou pracou, pretoze podla nasich vedomosti takto zadefinovany model nebol nikde rieSeny
pomocou pouzitia Greenovej vety.




Kapitola 6

Pouzita matematicka teoéria

6.1 Greenova veta

Greenova veta udava vztah medzi krivkovym integralom pozdlz jednoduchej uzavretej
krivke C' a dvojnym integralom na oblasti R, ktora je krivkou C' ohranicené.

Veta 6.1 (Greenova veta ). [8] Nech C je kladne orientovand, po castiach hladkd, jedno-
duchd uzavretd krivka v rovine R?. A nech R je uzavretd oblast v rovine R? ohranicend
krivkou C. Nech F(x,y) a G(x,y) su funkcie definované na otvorenej oblasti obsahujicej R,
ktoré maju v R spojité prvé parcidlne derivdcie. Potom

oG OF
j[Fdﬂc + Gdy = // (% - 8_3/) dxdy, (6.1)
c R

kde viraz na lavej strane je krivkovy integrdl pozdlz krivky C a viraz vpravo je standardny
dvojny integrdl na oblasti R.

Ilustra¢ny priklad

Oblast R moze byt popisand napriklad tromi nasledujicimi krivkovymi integralmi.

1
%—ydw = %xdy =3 %—ydm—i—xd(y

C C C

Tieto integraly sme dali do rovnosti, pretoze ak na ne aplikujeme Greenovu vetu, dostaneme
rovnaky vysledok. Je vidiet, Ze prvé dva krivkové integraly sa rovnaju vyrazu [[ dxzdy.
R

Preto chceme overit, ¢i aj treti integral dava rovnaky vysledok ako prvé dva. Nech F' = —y,
G =z, potom 0G/0x =1 a OF /0y = —1. Potom plati

U1 f e+ aay :%4/[1—(—1>]da:dy=4/dxdy.

C

Tym sme dokazali, ze sa vSetky tri integraly rovnaju.
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6.2 Formulacia PPM pre tlohu optimalneho riadenia
Pod tlohou optimélneho riadenia (ozn. UOR) budeme rozumiet autonémnu tilohu s pevnym

¢asom a pevnym koncom, bez ohranic¢eni na stavovi premenni, s Lagrangeovou tucelovou
funkciou popisani nasledovne:

max J(T,u(.)) = /fo(a:(t),u(t))dt; kde f: R" x R™ — R;

x(t) f(z(t),u(t)); t€[0,T]; T pevné; kde f : R" x R™ — R";
z(0) = xo;

o(T) € C={z]|g(x)=0}; kde g:R" — R,

u(t) € U; te|0,T7;

xz(t) € R% tel0,T].

Budeme predpokladat, ze f, f°, g € C1. Dalej budeme predpokladat, ze [ < n a ze vektory

a%—f”)(:v) st linearne nezavislé pre kazdé = € C.

Veta 6.2 (Pontrjaginov princip maxima). /2] Nech a(t), t € [0,T] je optimdlne riadenie
pre UOR a nech Z(t) je jeho odozva. Potom existuje (WO, W(t)) # 0,¥° > 0, ktoré je
spojitym rieSenim adjungovanej rovnice (AR) a podmienky transverzality (PT) také, Ze su
splnené podmienka mazima (PM) a podmienka stacionarity (PS).

Pod adjungovanou rovnicou (AR) rozumieme

i) = —00 (afo(ig;,ﬂ(t)))T B (W)T\p@_ (AR)

Podmienka transverzality (PT) je definovana

Iy eR: U(T)= (%f))) X- (PT)

Pod podmienkou maxima (PM) budeme rozumiet

WO 02 (1), u(t)) + ()T f(a(t), u(t) — max , Vt e [0,T] (PM)

u(t)eU
a podmienkou stacionarity (PS)

WOFO(a(t), a(t)) + W) f(2(t),a(t)) = konst., Vt € [to, T). (PS)

Poznamka

UOR je tloha autonémna. Pri neautonémnosti sa znenie PPM mierne zmeni. Pod-
mienky (PM), (AR) a (PT) zostavaju rovnaké, zmeni sa len podmienka (PS) a to tak,
ze (PS) v tomto pripade neexistuje.




Kapitola 7

Zaver

Cielom tejto prace bolo podrobne popisat postup rieSenia spojitych tloh optiméalneho ria-
denia, pri ktorom sa pouziva Greenova veta.

Najskor sme predstavili jednoduchy Model ekonomického rastu, na ktorom sme podrob-
ne popisali jednotlivé kroky vypoctu. Pre porovnanie sme tento model riesili aj pomo-
cou PPM. V oboch pripadoch vysli rovnaké vysledky, ktoré sme zhrnuli do Vety 2.1.
Potom sme naSe vedomosti pouzili pri rieSeni vSeobecnej tlohy na kone¢nom c¢asovom
horizonte s pevnym koncom. Aj v tomto pripade sme dospeli k rovnakému zaveru a to
k Vete 3.1. Neobmedzili sme sa len na tlohy na kone¢nom c¢asovom horizonte s pevnym
koncom. VsSeobecnu tlohu z Kapitoly 3. sme rozsirili na nekoneény casovy horizont.
Opét sme vypocty zhrnuli do Vety 4.1. a navySe sme zistili, Ze v tomto pripade musi byt
splnend limitna podmienka vyjadrena vztahom (4.11). Nakoniec sme dany postup rieSenia
ilustrovali na konkrétnych prikladoch z ekonémie, marketingu ale aj z oblasti prirodnych
zdrojov.

Napokon mozeme zhrnut, Ze rieSenie jednotlivych prikladov pomocou pouzitia Greenovej
vety je ovela jednoduchsie ako pomocou pouzitia PPM. Za zjednoduSenie vypoc¢tov moze
fakt, Ze nie je potrebné rozoberat analyzu adjungovanej premennej. A tiez spomenieme
dalsiu vyhodu pouZitia Greenovej vety. Pomocou Greenovej vety vieme jednoduchsie riesit
aj ulohy s ohranic¢eniami na stavové premenné, ako to mozeme vidiet na prikladoch 5.2 a 5.3
z Kapitoly 5. Zatial ¢o pomocou pouzitia PPM by to bolo dost komplikované a navyse by
adjungované funkcie mohli vykazovat nespojitosti.

Tiez treba povedat, ze nevyhodou riesenia tloh pomocou Greenovej vety je to, zZe sa tym-
to sposobom nedaju vyriesit vSetky ulohy. Daju sa riesit len tlohy optimalneho riade-
nia, ktoré si definované na kone¢nom c¢asovom horizonte s pevnym koncom alebo tlohy
na nekone¢nom ¢asovom horizonte. Pomocou nasich doterajsich vedomosti nevieme riesit
ulohy na kone¢nom ¢asovom horizonte s volnym koncom. Rovnako sa tymto sposobom
daju riesit len ulohy s uc¢elovou funkciou a stavovou rovnicou, ktoré su linearne v riadeni.
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