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Abstrakt

Tato praca obsahuje stnil tedriu, rieSené priklady a priklady na samosétatn
precvicenie k predmetu Maticovy pet Il. Praca sa venuje dvom tematickym celkom, é&tor
su obsahom letného semestra. Mala by pgméckou pre Studentov, ktori si chca zl€pSi
svoje vedomosti a poznatky v oblasti maticovéh&tyno
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Abstract

This diploma thesis contains a concise theoryyesblexercises and exercises to
practice the subject Matrix calculation Il. Thie#s describes two thematic parts which are
taught in summer term. It should help students atewilling to improve their knowledge
and skills in the field of matrix calculation.
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.Matematika je veda o najzloZitejSich
abstrakciach, k akym moézZéidsky um
dospie’.”

-Alfred North Whitehead-

UvoD

Této praca je rozdelena na 2 kapitoly, z ktoryelkazda venuje jednému tematickému
celku. Praca obsahuje priklady na Jordanov normétagr, singularny rozklad
a pseudoinverzné matice. Téma Jordanov normalny Zasahuje hibSie do problematiky
a preto je mu v tejto praci venovan&$a cag’. Praca je wend predovSetkym Studentom
druhého ronika letného semestra predmetu Maticovycegpoll, Studijného programu
Ekonomick& a finatnd matematika. Na UspeSné rieSenie prikladov sdppkéada znalas
zakladov linearnej algebry a geometrie z prvélimita a problematiky zahrnutej v predmete
Maticovy paet I. Tato debnica je pouzitd v plnom rozsahu len, alitate’ navstevuje
predmet Maticovy peet I, kde sa dozvie vSetky teoretické podrobnpstrebné na Uspesné
zvladnutie vSetkych prikladov.

Na z&iatku kazdej kapitoly je sttmé zhrnutie tedrie a metdd vygiov, po ktorej
zv&Sa nasleduje niekKko vzorovych rieSeni. Na konci kazdej kapitoly jeedenych
niekd’ko prikladov na samostatné pre®inie. Kazda kapitola obsahuje dohromady priblizne
30 prikladov numerického a dbkazového charakteru. KéZzdému vzorovo nerieSenému
prikladu sa na konci prace, v kapitole 3. RieSenéjody a poznamky, nachadza rieSenie
prikladu, alebo stitny navod, ako priklad riegdi prip. tvrdenie dokaza Pri niektorych
typoch prikladov, kde rieSenie nie je jednaarg vam mbéze vyisiny vysledok. To vSak
neznamena, Ze je nespravny.

Priklady pre Gely tejto prace boli na Ziadbgadavatka praceterpané najma z
uvedenych zbierok

SMIRNOV, J.M.: Sbornik zadac po analyticeskoj getiina linejnoj algebre,

Moskva,Logos, 2005;
STRANG, G. : Linear algebra and its applicationgs®n, Thomson Learning, 1988;
HARVILLE, D.A. : Matrix algebra exercises and satut, New York, Springer-
Verlag,2001;

a zdalSich internetovych zdrojov. Pre \thové potreby neuvadzam zdroj kazdého jedného
prikladu, pretoZe by to zbierku spravilo zlyrie neprefadnou.

Dufam, Ze Vam praca poméze pEeni sa jednotlivych tém, ako aj priklady na ich
precvienie.
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"Matematické ulohy méZzeme rozdeia
trividlne a doteraz nevyrieSené."
-Ales Pultr-

KAPITOLA 1

JORDANOV NORMALNY TVAR MATICE

1.1. Vlastné &isla a vlastné vektory matice

Nech A je Stvorcova matica radu, ktora je maticovou reprezentaciou nejakého lineo
zobrazenia.

Definicia 1.1:Polynémn-tého radu
P(A) = det(A — Al)

nazyvamecharakteristicky polyndbm matice A a jeho korene, ktoré moézu tbypud’ realne
alebo komplexné, nazyvame charakteristickymi, aldastnymicislami maticed.

Definicia 1.2:Nenulovy vektor, pre ktory plati
Ah = Ah,
kdeA je vlastn&islo maticed, nazyvamevlastnym vektorom maticeA.

Definicia 1.3: Algebraickou nasobnoou m; vlastnéhocisla 4; nazyvame nasobnbs
koreia 4; v charakteristickom polynome.

Definicia 1.4: Geometrickou nasobna®u vlastnéhatisla nazyvame dimenziu podpriestoru
vlastnych vektoroch prislichajucich k danému viésingislu.

Definicia 1.5: Budeme hovoti, Ze polynonp(x) anuluje Stvorcovu maticd, akp(A) =0
(O-nulova matica). Potom normovany (tj. taky palgm ktorého koeficient pri najaej
mocnine x je rovny 1) polyndbm minimalneho stigy ktory anuluje maticuid, budeme
nazyva minimalny polyném maticedA a budeme ho oztava’ u(x).

Definicia 1.6:Nechh, je vlastny vektor maticd. To znamena, Ze plati rovnica

[11]



Ahy = Ahy
Vektor hi, ktory je rieSenim rovnice
(4- /U)h% = hy,
nazyvame pridruzenym vektorohradu. Vektorh?, ktory je rieSenim rovnice
(A — ADh? = hi,
nazyvame pridruzenym vektorom 2.rddul’.atVektorh?, ktory je rieSenim rovnice
(A — ADA}Y = A1,

nazyvame pridruzenym vektorom—tého radu.
VSimnite si, Ze plati

(A — AD¥h,, = hy.

Algoritmus najdenia vlastnycehisel a vlastnych vektorov

1. N&j« vlastnécisla matice :
a) napisd charakteristicku rovnicu :

det(A—2I) =0,

b) najg jej korenel;,j = 1,...,n aich algebraické nasobnosti.

2. N&jg vlastné vektory matice
a) pre vSetkyl; vyrieSit rovnicu :

(A—- AR =0,

b) takto vypaitany vektorh bude vlastnym vektorom maticé zodpovedajuci
vlastnémueislu ;.

Priklad 1: Najdite vlastn&isla a vlastné vektory matice

1 0 -1
A=12 2 2|
3 1 -1

RieSenie:Najdeme charakteristicky polyndm a rieSime chargdtiek( rovnicu

1-12 0 -1
det| 2 2-2 2 | ==-2+22=22-1)=0.
3 1 —-1-2

[12]



Dostaneme dve vlastnéisla 1, =0 s algebraickou nésobrtosl m; =2 a 1, =2
s algebraickou nasobnmaim, = 1. Vypoitame vlastné vektory pig = 0:

1-4 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
22— 2 |=(2 2 2]~lo0o 1 2]
3 1 -1-4 3 1 -1 0 O 0
Je zrejmé, Ze hodnsnatice je rovnd 2. Z toho vyplyva, Zelpo viastnych vektorov pre
A, = 0 jerovnyn — hod(A — A,I) = 1. Dostaneme jeden vlastny vektor a jeden pridruzeny

SRS

Analogicky najdeme vlastny vektor pite = 2. V tomto pripade to bude vektor

()
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1.2. Jordanova bunka aJordanova matice (Jordanov normalny tvar)

Definicia 1.7: Jordanovou bunkou radk matice A, ktora zodpoveda vlastnénislu A,
nazyvame maticu

A 1 0 0 0
0O A 1 0 0\
=% 04 1 0
0 O . A1
0 O . 0 A

Inymi slovami, na hlavnej diagonale tejto maticensahadza vlastnéslo A a na diagonale
nadiou su rozmiestnené jednotky. VSetky ostatné preftp tmatice su rovn0. NizSie su
uvedené priklady Jordanovych buniek prvého, drulz tretieho radu :

=@ @w= (1) ) <A ; 0)
JJWD=W, QW= , L =(0o 1 1
1 2 0/1 3 OOA

Definicia 1.8: Blokovo diagonalnu maticu, na diagonale ktorej astdprdanove bunk
nazyvamelordanova matica

Je,(A1) 0 0 0
0 Sl O 0 0
0 0 . R 0 /
0 0 0 0 0 Jk,(As)

Priklad 2: NiZSie je uvedena Jordanomatica, ktora pozostavatmch Jordanovych buni
e rozmerul zodpovedajuca vlastnémdislu i, = 3

e rozmeru2 zodpovedajlca vlastnéntislui,; = 4
e rozmeru3 zodpovedajluca vlastnéndislui, = 5

~

I
cooloolw
o ocoloh|o
o oo Rr|o
o oulo oo
coculr|o oo
Rk olo oo
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1.3. Poket a rozmer Jordanovych buniek

NechA je matica, ktorej Jordanov tvar chceme fiajs su vlastneisla tejto matice. Potom
pocet Jordanovych buniek rady ktoré zodpovedaju viastneniislu 4;, definujemetislom

pl=1 gl 4 gt
kde
k
rk = hod(A — /1]-1) , rf=n, rmitl = pmj,

kdek = 1, ..., m; am; je algebraicka nasobnokoraia 4;.

Priklad 3: Najdite Jordanov normalny tvar matice

0 3 3
A=|-1 8 6 |
2 —-14 -10

RieSenie:Najdeme pdet a rozmer Jordanovych buniek zodpovedajucich éakdviastnému
Cislu tejto matice. Ako néjsvlastnécisla sa podrobne rozoberalo v kapit@lie1). Nech
vlastné cisla matice Asd A, =0 s algebraickou nasobrnims m; =1 a A, =-1

s algebraickou nasobrtmai m, = 2. N&jdeme pe&et arozmer Jordanovych buniek
zodpovedajdcich vlastnéngislu 1, = 0 s algebraickou nasobnmaim, =1.

0 3 3 1 -8 -6
A-MI=[-1 8 6 |~.~l0 1 1)
2 —14 -10 0 0 0

Je zrejmé, z&dod(A — A,1) = 2 ateda

rl=7r2=hod(A— 1, =2,

Z toho vyplyva, Ze ptet Jordanovych buniek radu 1 je rovny
r®—2rt4+1r2=3-22+2=1.

Je jasné, ZelalSie bunky pre toto vlastn&slo neexistuju. To znamena, Ze pte=0
s algebraickou nasobrtmaim, =1 existuje len jedina Jordanova bunka tvaru

J1(0) = (0).

Dalej podobnym spdsobom &ime bunky pre druhé viastndslo 1, = —1 s algebraickou
nasobnofsum, = 2.

[15]



1 3 3 1 3 3
A-Xl=[-1 9 6|~.~[0 4 3|
2 —14 -9 0 0 0

Je jasné, Zkod(A — A,1) = 2 ateda

rl = hod(A — 2,1)! = 2.

1 3 3\ 2 4 12 6 2 -6 -3
A-1,D?=|-1 9 6| = 2 -6 =3|~..~l0 0 0]
2 —14 -9 -2 6 3 0 0 0

To znamena, zkod(A — 2,1)? = 1 ateda

Dalej

r2 =713 =hod(A—1,1)? =1.
Teraz mb6Zeme it patet a rozmer Jordanovych buniek pre toto viastae :

e radul:r®—2r1+1r?2=3-22+1=0;
e radu2:rt'—2r24+1r3=2-21+1=1.

Teda pret, = —1 dostaneme jednu bunku radu 2 :
-1 1
LED=(Ty )

Cize Jordanov normélny tvar danej maticge

0 0 0
J={0 -1 1]
0 0 -1

[16]



1.4. Jordanova baza

Nech maticad ma Jordanov normalny tvarBudeme Fada maticuH, pre ktora plati
HJ = AH,

kde
H = (hy;)

je matica prechodu od pévodnej b&zy (ey, ..., e,) k Jordanovej baze = (h4, ..., hy,).

1.4.1 Pridruzené vektory

Aby sme nasli Jordanovu bazu, je potrebné uskifonasledujuce vypay pre kazdu
Jordanovu bunku. VSimnime si Jordanovu bunku rédwdpovedajldcu vlastnéndislu A;.
K nej fadame vektory Jordanovej bazy

h,hY, h?, ..., %71

kde
h ... je vlastny vektor zodpovedajuci vlastnésiu A
h' ... je pridruZzeny vektor 1.radu
h? ... je pridruzeny vektor 2.radu

hk=1 ... je pridruzeny vektotk — 1).radu
Tato postupnasvektorov najdeme rieSenim nasledujdcich systémov

[(A=4Dh=0
(A— AR =h
(A — A 1)RF"1 = pk=2

Po vykonani tychto vypgov so vSetkymi Jordanovymi bunkami dostaneme vgktdgoré
tvoria Jordanovu bazu

hhY, R2, .. RK=L F, FL 2 FiL

kde h,f,.. st vlastné vektory. Vektorom, h',h?, ...,h*"1 zodpoveda Jordanova bunka
k —teho radu. Vektororfi, f1, 2, ..., f'~1 zodpoveda Jordanova bunkateho radu, at.

Priklad 4: Vratime sa k prikladu z predchéadzajicej kapitdhy8). V tomto priklade sme
dostali dve Jordanove bunky

[17]



J1 (0) = (0),
-1 Y

Najprv si vSimnimeJ;(0). Pomocou wahu (2.7) najdeme vlastny vektdr zodpovedajici

vlastnémwislu i, = 0:
-2
h=|-1).
1

Je zrejmé, Ze pridruzené vektory k danej Jordanbueke neexistuju. Teraz si vSimnime
druht Jordanovu bunkiy(—1). Je zrejmé, Ze k nej treba najeden vlastny vektor a jeden
pridruzeny . Ak pouZzijeme ¥ahy(2.13), dostaneme nasledujuce vektory

6
f= ( 6) ... vlastny vektor zodpovedajuci vlastnégtisiu 1, = —1
-8

3
fl= ( 1) ... a k nemu pridruzeny vektor 1.radu
0

Takto sme dostali vSetky vektory, ktoré tvoria roafif. Teda matica prechodu k Jordanovej
baze bude manasledujuci tvar
-2 6 3
H=|-1 6 1).
1 -8 0

Jordanova béaza je v tomto pripade tvorefgcami maticed. To znamena, Ze plati

-2 6 3\/0 0 0 0 3 3\/—2 6 3
H=|{-1 6 1|0 -1 1|=(-1 8 6 |]|-1 6 1]=AH.
1 -8 0/\0 0 -1 2 -14 -10 1 -8 0

[18]



1.4.2 Korenové podpriestory

Nech m& minimalny polynom maticetvar
p) = A= 21D" .. (2 = 29,

kdel,, ..., 4 sU r6zne viastné&isla maticed.

Definicia 1.9: Koreiovym podpriestorom maticé nazyvame linearny podpriestor
NA-2Dk, i=1,..,s,
kdecislal; ak; su dané rozkladom minimalneho polynopil).
Veta 1.1:NechA je Stvorcova matica radu, potomR"™ (C™) sa da rozloZina priamy stet
koreovych podpriesorov
R*(CY) = N(A—21)M @ ... N — 1)ks.

Linearne zobrazenie prislichajuce matikima potom v baze vytvorenej z baz tychto
koreiovych podpriestorov Specialnu blokovo-diagonélnuicoa

1.4.3 Jordanove refazce

NechB; je ohrantenieA — A;I na koréovy podpriestoi (4 — 1,)*i. Nech pre nejaky vektor
x plati

B/(x)#0 a B/*(x)=0.
Ozn&me
Bij(x) = eO,Bij_l(x) =el, .., Bi(x) =el L, x =¢/,
potome? je vlastnym vektorons;, pretoZe plati
Bi(e®) = B/*'(x) = 0.
Definicia 1.10:Nech pre vektorg?, ..., e/ plati
Bi(e}) =€ ..,Bi(e?) = €%, .., Bi(e/) = /7.

Potom hovorime, Ze vektorf, e, ..., e/ vytvaraji Jordanov tazec s p&atoinym
vektorome®.

PoznamkaVektorye?, ..., e/, ako vidno, st pridruzené vektory k vlastnému gake®.

[19]



Otazkou zostava, ako vyhralastné vektory v pripade, Ze vlastny podpriedt@i) vSetkych
vlastnych vektorov, ktoré prislichaju k tomu istémastnémuwiisiu A, ma dimenziu u&iu
ako 1.

1.4.4 KonStrukcia Jordanovej bazy (algoritmus 1)

Predpokladajme, Ze pozname korene charakteristickélyndmu maticel a ich algebraické
nasobnosti. Nechl je niektoré vlastnéislo maticeA. Zostavime maticdl — Al. Ak h(A —
AI) >n —m, kdem je algebraickd nasobnb&oraia 4, budeme postupne vytvdranatice
(A — AI)}, az kym nenajdeme takd mocnikpre ktort plati

(A-2ADF =n—-m.

Toto ¢islok sa rovna nasobnosti kaigek v minimalnom polyném@(A) maticeA. Potom
najdeme prienik

SA-AD*1Tnv(Q),

kde V(1) je mnozina (podpriestor) vilastnych vektorov maticerislichajucich vlastnému
gislu 2. Najdeme maximalnu linearne nezavisli mnozinu sekt zIm(4 — AD* 1 n vV (4).
Toto su tie vlastné vektory, z ktorych vytvaraméamee maximalnejidky k. Ak je celkovy
poet vektorov z tychto tazcov mensi ako algebraicka nasolimasvytvorime prienik

S(A—ADk2nvV ()
Doplnime predtym vybrané vlastné vektory z

S(A-AD*¥1nv()
do bazy podpriestoru

S(A-AD*2nvQ)

Tieto vlastné vektory budi vytvaraetazce dzky k — 1. Ak je celkovy sidet vektorov vo
vSetkych réazcoch mensi aka vytvorime podpriestor

S(A-AD*3nvQ)

...atl’, az kym spolény siEet vektorov vo vSetkych fazcoch nebude rovny algebraickej
nasobnostin.

V nasledujucich dvoch prikladoch je ilustrovany topsvypditu Jordanového normalneho
tvaru a bazy pdi algoritmu .

[20]



Priklad 5: Najdite Jordanov normalny tvar, bdzu a minimalnlypém maticed, kde

1 -1 0 -1 0

1 1 1 o 1%

2

A=i0 1 1 10i
o o o 1 2

2

\00 0 01/

RieSenie:Charakteristicky polynom tejto matice je
1-14 -1 0 1-2 >
P(A)=det| 1 1-2 1 |.det =(1-27
0 1 1-2 0 1-41

z ¢oho vyplyva, Ze maticd ma jediné vlastnéisloA = 1 algebraickej nasobnosti 5.
Postupne ptitame mocniny maticd — I

0 -1 0 -1 0 1 0 1 0 3
1 0 1 0 0 1 0 1 0
A-I=l 0 1 0 1 0 |[~[ 0 0 0 0 5 |
0o 0 0 0 3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
Cize
hod(A—-1)=3=r.
Dalej
/—1 0 -1 0 -1 \
0 0 0 0 O
4a-n0*= 1 0o 1 0 1 ‘
ko 0 0 0 o)
0 0 0 0 O
tj.
hod(A—-1)? =1 =r2.
A nakoniec
(4 — D3 = 0 (nulova matica)
a
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hod((A—-13) =0 =13
Z toho vyplyva, Ze existuje jedna Jordanova bygka) tretieho radu, lebo
r’2=2r3+r*=1-20+0=1
a jedna Jordanova bunkda1) druhého radu, pretoze

r1—2r2+r3=3-214+0=1.

Teda
11000
01100
]:(13(1) ): 00100
J2(1) 00011
0000 1

Minimalny polyném maticed je (1 — 1)3. Teraz budemellada Jordanovu bazu. Podpriestor
V(1) vlastnych vektorov, prislichajucich viastnéniislu A =1 je vytvoreny napriklad
vektormi

-1 0
0 -1
h, = 1 a h,=1 0 |,
0 1
0 0
ktoré dostaneme rieSenim systému
(A-Dx=0.

PodpriestorS((A — I)?), ako lahko vidno, je vytvoreny vektorom,, ktory je s@asne
koncom réazca dzky 3. P@itame postupne k nemu pridruzené vektiorya h?

(A - I)h% = hl'

o)
Y

Podobne vypsitameh? rieSenim systému linearnych rovnic

z ¢oho dostaneme, ze

(A—Dh% =h,
ateda
[ o)
0
h=|-1 |
0
2

[22]



Vektory hl a h? nie st dané jednozére, poda moZnosti vyberame tie najjednoduchsie.
Pretoze

dimS(A-DnV() =1,

lahko overime, Ze vlastny vektdy, je z podpriestoriS(A —I) (mdzeme ho dosfaako
linearnu kombinéciu tretieho a piatehdpsa maticed — I). Vypositame k nemu pridruzeny
vektor prvého rada}

(A — I)h% = hz,

Dostaneme

|
\

coror
or oo o
I
NORr OO
oroRr o
I
NON OO

Cize plati
AH = Hj.
Teda minimalny polynédm maticé je

pd) =00 -2 -

Priklad 6: Najdite Jordanov normélny tvar, bdzu a minimalnlypom maticeAd, kde

2.0 1.0 0 0
01 0 0 0 0
a-l0 0 1 0 1 0
0 0 0 4 0 -9
0 0-1 0 3 0
0 0 0 1 0 -2

RieSenie:Charakteristicky polynom tejto matice je
P(A) =det(A—2A) = (A—1)3(1 —2)3.

Teda vlastn&isla maticed suA; =1 a i, = 2, obe algebraickej nasobnosti 3.cAdame
s vlastnymiislom A, = 1. Zostrojime matice

[23]



1 0 1 0 0 O 1 0 1 0 0 O
/000000/00—1020
A—I=|000010|~00010_3|
0 0 0 3 0 — 0 0 0 0 1 O0FY
\o 0-1 0 2 0 \0 0 0 0 0 O
0 0 0 1 0 -3 0 0 0 0 0 O
teda
hod(A—1)=4=r1r1
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 O o\
2_10 0-1 0 2 0
4-n"= 0O 0 0 0 0 Of
0 0-2 0 3 0
0 0 0 0 0 O
gize
hod((A—1)?) =3 =72
Podobne vypéitame
1 0 0 0 3 0
/o 0 0 0 O o\
310 0-2 0 3 0
4 I)_lo 0 0 0 O o|'
\o 0 0 0 5 o/
0 0 0 0 0 O
gize

hod((A-D3>)=3=r*=r5=...
PretoZze plati

r—2rl+r2=6-24+3=1,

r'=2r2+r3=4-23+3=1,

r2—2r3+r*=3-23+3=0,

existuje jedna Jordanova bunig(1) prvého radu atiez jedna Jordanova burikél)
druhého rddu. Ak budeme §tat’ s vlastnynmtislom4, = 2, dostaneme

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 O

0-1 0 0 0 0\ /0 0 1 0 0 0\

o o0o-1 0 1 o 0 0 0 1 0 —4
A21_|00020—9||00001 0I
\o 0—1010/ \00000—1/

0 0 0 1 0 —4 0 0 0 0 0 O

hod(A—2I) =5 =71l

[24]



S OO OO O
S OO O O
O OCO OO =
I
NOoOUIDNO O
S OO OO
S—
l
—
S OO
S OCO OO =
OO O O
S OoOCO RO O
OO O O
S ORrRr OO O

(A4 = 21)? :k

Podobne vypgitame, Ze

hod((A —21)?) = 4 =12,

hod((A—-20)3)=3=r3=7r%=...
To znamena, ze
r0—2rl+r2=6-25+4=0,
r1—2r2+r3=5-24+3=0,
r2—2r3+r*=4-234+3=1,
a existuje len jedind Jordanova buriké2) tretieho radu a Jordanova matica je

100000
J1(D)
J= J2(1) =
J3(2)

SO OO
SO RrEk O

0
0
0
1

SO Or
S oOoON OO
SNk OO

0 00 2

Teraz sa vratime kvlastnémdislu 4, =1 angjdeme vlastné a pridruzené vektory
prislichajace tomuto vlastnéndislu. RieSenim homogénneho systému

A-Dx=0

zistime, Ze podpriestd(1) vlastnych vektorov je vytvoreny dvomi vektormi

0 0
10 10
h, = 0 a h,= 3 |
\! \?
0 1
Z toho vyplyva, Ze musi existov@&Ste jeden pridruZzeny vektor. Aby sme zistili, ktarému
vlastnému vektoru z podpriestadrifl) existuje, tiadame prienik

V() NnSA-D).

Lahko zistime, Ze Stvrty isec maticed — I sa zhoduje s vektorof,. PretoZe vektoh; sa
neda vyjadii ako linearna kombinaciaiptov maticed — I,

dim(S(A-D+V(1)) =5.
Pretoze

dimS(A—-1)+dimV(1) =6,

[25]



dostavame, ze
dim(S(A-DnV()) =1,
a teda bazou tohto prieniku je vekitgr. RieSenim systému linearnych rovnic
(A - I)h% = h,

vypolitame pridruzeny vektor prvého radu

Uz vieme, Ze k vlastnéméislu A, = 2 existuje len jedna Jordanova bunk#2) tretieho
radu. To znamena, Ze existuje jeden vlastny vektolwva k nemu pridruzené vektory.
RieSenim homogénneho systému linearnych rovnic

(A-2Dx =0
vypaocitame, Ze podpriestdt(2) vlastnych vektorov je v tomto pripade vytvorenktoeeom

1

0

lo

hy = 0

0

0

PridruZzené vektorit: ah3 k h; dostaneme ako rie$enia systémov
(A=2Dhy=h; a
(A—2Dh3 =hl (alebo (A —2D)%h% = hy),

¢ize napriklad

Takto dostaneme matidii tvorenti vektormhy, hy, hl, hs, hi, k3, 4.

000100
(1 0 o\
|o 0
H=| o |

_—
o o

_ owoo
(=N el ]
S oo OO
O RO RO
O =

S~—
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1.4.5 KonsStrukcia Jordanovej bazy (algoritmus I1)

Postupne rozoberieme nidko pripadov.
a) Nilpotentné matice

Definicia 1.11: Maticu A typu n X n budeme nazyvanilpotentna, ak jej charakteristicky
polyném
P(A) = £A™

To znamena, Ze existuje také prirodzeisio k < n, Ze platiA* = 0 (nulova matica).

Nechk je minimalnecislo s touto vlastna®u. Z toho vyplyva, Z& je s&asne aj maximalny
rozmer Jordanovej bunky v Jordanovom tvare maficeAby sme nasli Jordanovu bazu
maticeA, musime vybranejaki maximalnu mnoZzinu vektorov

{el(k), ez(k), . er(f)}

z podpriestoruV (4%) (v tomto pripadeV(4*) = R"), ktora je linearne nezavisla vatdom
k podpriestoru
N4k c N(45).

To znamenda, Ze Ziadna netrividlna linearna komlsndgchto vektorov nepatri do
podpriestoruV (4%~1). Inymi slovami, st&i vybra’ l'ubovd'ni bazu faktorového priestoru

N(Ak)/
N(Ak—l)
) K (%)

aza vektorye; e, , .., e~ zvolit Tubovdne vzory vektorov tejto bazy W(AF) pri
projekcii

. N(A*) - N(Ak)/N(Ak—l)'

Vektory ef"),eg"), ---:er(,lf) sl paiatosnymi vektormi réazcov dzky k, ktorym budd
zodpovedé Jordanove bunky radu

Dalej vytvorime vektory

(=1 _ 4,00
1 )

e; e = g

e €, e
ktoré st z podpriestomd(4*~1). DopInime ich vektormi

(k-1) (k-1)
T+l 2 eSk_1

e
do bazy podpriestorli (4¥~1), kde

Sk—1 =T T Te—1
tak, aby mnozina vektorov

(k=1) (k=1)
T+l 2 sy

bola linearne nezavisla k podpriestdé@a*—2).
Vektory, ktorymi dopnime mnoZinu

[27]



k-1 k-1
0D ok

bud( pa@iatoznymi vektormi réazcov dzky k — 1 a bud( im zodpovedalordanove bunky
raduk — 1. Takto postupujeméalej. Napriklad predpokladajme, Ze sme zostrogktery

(-1 (-1
ey s

kde
Sj =T +Tg—1t... 175
Doplnime vektory

eij_z) = Ael(j_l), ...,es(],'_z) = Aeij_l)

do bazy podpriestonN(Af‘l) tak, aby takto vzniknutd mnoZzina vektorov bolaeéime
nezavisla vziadom k priestorw (A/~1), ¢im dostaneme pigatosné vektory réazcov dzky
j-1 a im zodpovedajuce Jordanove bunky radul, at’...

b) Matica s jedinym vlastnym&islom 4,

Ak charakteristicky polyném

P(A) =12 — 20",
potom je matical — A,/ nilpotentna. V tomto pripadd’ddame Jordanovu bazu matice faod
bodu a) atato bdza bude Jordanovou bazoéassé aj maticel. Jordanova matica matice

A sa bude ligi od Jordanovej matice matigde— 1,/ len v tom, Ze na hlavnej diagonale bude
ma’ namiesto nul vSaddslo A,,.

¢) Lubovol’nd matica

Vo vS8eobecnom pripade, Keharakteristicky polynom
P() =+ — )% ...(1—2,)“,

t. ma aspt dva r6zne korene, sa linearny priesi®® rozkladd na priamy gét tzv.
koreovych podpriestorov zodpovedajucich viastngislam A;. PretoZze su tieto koiievé
podpriestory invariantné vfadom k maticiA, méZeme A chpd@ na kazdom z tychto
podpriestorov ako maticu s jedinym vlastngislom a teda budeme postupovat fsotodu
b).

Aby sme nasli Jordanovu formu a Jordanovu bazucenatj musime postupne uvaZava
vSetky vlastnécisla A; matice A a pre kazdéi; skima singularnu maticud — A;1, kde
i=12,...,q. PretoZze maticd — ;I je singularna, vzdy nijdeme takiglok, Ze

hod(A — A,1)*** = hod(A — L,1)*

To znamena, Ze ’'adame takd minimalnu mocnink, pri ktorej sa hodnaos A — A;1
stabilizuje. Dalej musime vybra nejaki maximalnu linearne nezavisli mnoZinu vektor
z podpriestoru

N(A — A;DF,
ktoré su linearne nezavislé Yauom na podpriestor
N(A — A, DF 1,

[28]



Potom najdeme ich obrazy pri transformaci 4,1 a doplnime do bazy podpriestoru
N(4A = ;,D* 1, atd.

Jediny rozdiel s pripadom b), tj. s maticou s jgdinvlastnym¢islom je v tom, Ze v tomto
pripade je

N(4 — A, D* = R?,
¢o neplati v pripade matic s agiptvomi roznymi vlastnymgislami.

O

V nasledujucich dvoch prikladoch je ilustrovany tapsvypditu Jordanového normalneho
tvaru a bazy pd algoritmu II.

Priklad 7: Najdite Jordanov normélny tvar, bdzu a minimalnlypom maticeAd, kde
/—7 —4 —4 6 8\
9 5 6 -9 -—-12
A=l o0 0 5 -9 -3 |.
\ 0 0 4 -7 =2 /
0O 0 0 0 -1

RieSenie:N4jdeme charakteristicky polynédm danej matice

—7-1 -4 —4 6 8
( 9 ) 6 -9  —12 w
P(}) = det 0 0 5—-1 -9 -3 |=
0 0 4 —7-1 =2
0 0 0 0 -1-2

= (-1=Wudee (7T TEYdee (P 0 ) =—a s

To znamena, Ze matigama prave jedno vlastriéslo A = —1. Budeme Kada’ vlastné
vektory tejto matice, tj. rieSime systém linearnyofanic
A+ADx=A+1Dx =0

Upravujeme maticd + I

/—6 —4 —4 6 8\ /3 2 2 =3 —4\ /3 2 0 0 —3\
9 6 6 —9 —12 0 0 0 0 O 0 0 2 -3 -1
A+I=| o0 0 6 -9 -3 |~ 0 O 2 -3 -1|~] 0 0 0 0 O
0 0 4 -6 =2 0 0 0 0 © 0 0 0 0 O
0 0 0 ©0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
a rieSime systém
3xq + 2x, —3x5 =0,

2x3 —3x4 — x5 = 0.

RieSenim tohto systému dostaneme, Ze vlastné yestior

[29]



2 1 0

-3 0 0

fi= 0.=2|.f=]|3
0 1 2

0 1 0

a vSetky ich linearne kombinacie. To znamena

w32
A

dimN(A+1) =3,
hod (A+1) = 2.

0
0
3
2
0

|
L

Vypoctom d'alej zistime, Z€A + 1)? = 0 (nulova matica). To znamena, Ze
N[(A+D?] =R>,
dimN[(A +1)?] =5,
hod (A+1)? = 0.
Patet Jordanovych buniek prvého radu witame zo véahu
r%—2rl+r2=5-22+0=1
a paet Jordanovych buniek druhého radu je
r!—2r24+r3=2-20+0=2.

Z toho vyplyva, Ze Jordanova matica ma tvar

J2(=1) . I/ -
= -1
! ” Ji(=1) \

Il
cococor
cCooRr R

I
coroo
orroo

_ o oo O
N

a minimalny polyném matica je rovny
u(A) = A+ 1%
Teraz prejdeme k vygitu Jordanovej bazy. PretozZe plati
NA+DcN[A+D?] =R
hradame dva vektory M[(A + I)?], ktoré su linearne nezavislé s podpriestorom

NA+]D),
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tj. lindrne nezavislé s vlastnymi vektormi matike- I. Tieto vektory budu tvofizatiatocné
vektory re'azcov dzky 2, tj. budd to pridruZené vektory. MéZeme ztvolapriklad vektory

h%=® a h%=/§w-
o\

Potom
-6
9
0
0
a
-4
6
4
0

Vektor h; musime vybré tak, aby bol vlastnym vektorom, ktory je linarnezavisly
s vektormihy, hi, h,, hl. Md6Zeme vybré napriklad vektor

1
0
1
1
Potom
-6 1 -4 0 1
9 0 6 0 O
H= 0 0 6 1 2
0 0 4 0 1
0 0 0 o0 1
a plati
AH = HJ.
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Priklad 8: Najdite Jordanov normélny tvar, bdzu a minimalnlypom maticeAd, kde

o 1 2-2 2 2-1 8

/O 0 0-2 1 0 -2 16\
0 0 0 1 -1 -2 -1 -14
A=10 0 0 0 -1 -3 -2 -9
o 0o 0 0 1 1-1 2
o 0o 0o 0 0 1 1 3
o 0 0 0 0 0 1 1

0O 0 o 0 O 0 O 1
RieSenie:PretoZze maticd je horné trojuholnikova matica, jej charakterisfipolynom je

P() = (-1)*1 - D*

Z toho vyplyva, Ze méa dva Stvornasobné korene 0 ad, = 1.

Pretoze
hodA =6 = 1!
a
0O 0 0 O 3 6 -1 23
/0 0O 0 O 3 7 1 34\
o 0 0 0 -2 -6 —4 -32
2 _ 0 0 0 0 —1 —4 —4 =22|_,4_ .2
hodA“ = hod 0 0 0 0 1 2 —1 6 =4=r
0O 0 0 O 0o 1 2 7
\O 0O 0 O 0o 0 1 2 /
0O 0 0 O 0O 0 O 1
vypctitame, Ze p&et Jordanovych bunigk(0) prvého radu je
r9—2rl4++r2=8-26+4=0
a patet Jordanovych bunigk(0) druhého radu je
rl—2r24+1r3=6—-24+4+4=2.
Podobne matica
-1 1 2 =2 2 2 -1 8
0 -1 0 -2 1 0 -2 16
0 0 -1 1 -1 -2 -1 —-14
_ 0 0 o -1 -1 -3 -2 -9
A=I=1"%9 0o 0o 0 o 1 -1 2 |
0 0 0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
Hodnos maticed — I je
hod(A—-1)=7,

[32]



-2 -4

1

oo

(A-D?

hod[(A —D?*] = 6.

\

Dalej pa@itame

%

-1 0 -6 -3 —-11 -4 8
0O -1 3 1 4 1 -4
-1 -1

0
0

1

-2
0 O

-1

hod[(A —1)?] =5,

a nakoniec

-2 3

4
15
-6

-8

6 =5

5
-2 -2

8
—4

2

hod[(4 — D)®].

hod[(A — D)*] = 4

Vypocétom zistime, Ze existuje len jedna

r3—2rt4+r5=5-24+4=1

OO OO

OO O O

OO O OO

Oy OO OO

OO OO OO

OO OO OO

0100O0O0TGO

0
0

Jordanova bunkg (1) Stvrtého radu. To znamena, ze

\|I|/
cCoocococ o

0 00O0O0O0OTO0?1

SO OO

,(
k

J2(0)
J2(0)
Jo(D)

Minimalny polynédm matice je

21— D%

nd) =

[33]



Teraz zostrojime Jordanovu bazu. Ak@iptoiné vektory réazcov dzky 2 pred; = 0, tj.
pridruzené vektory 1.rddu, méZeme vziektory

0
1
0
0
=10
0
0
0
potom
1
0
0
hy = Ahj = | 8 |
0
0
0
a
0
0
0
1
=10
0
0
0
potom
hz = Ah%

Il
—
coocoRrNN
~N

o

Tieto vektory su linedrne nezavislé a tvoria bamdppiestoruN (42). Aby sme nasli bazu
podpriestoru

N[(A - D],
musime vypditat vektorh3, pre ktory plati
(A—D*hi =0,

tj. pridruzeny vektor tretieho radu, ktory nepalwi podpriestoru
N[(A - D3]

[34]



Lahko zistime, Ze takym vektorom je napriklad vektor
1

h3 = | |

_ oo oo NUl

h5=(A-Dh3 =

)

)
\ i)

Potom ostatné vektory Jordanovej bazy Wfmome postupne
-9

8
[ 1)
2
hy = (A—Dh; = |

S oL NSO O

O OO RERE NWW

hs = (A—Dh} = |

k
E
k

Z toho dostavame, ze

1 0 -2 0 3 6 8
/0 1 -2 0 3 7 11
0O 0 1 0 -2 -6 -12 —
g=10 0 0 1-1 -4 -9
o 0 0 0 1 2 2
0o 0 0 0 o 1 3
\O 0o o0 0 0 0 1
0O 0 0 0 o0 o0 O

[35]
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1.4.6 Porovnanie algoritmov | a Il konsStrukcie Jordanovej bazy

Nasledujuci priklad ilustruje oba algoritnitatel’ si mdZze porovravyhody a nevyhody
oboch algoritmov.

Priklad 9: Najdite Jordanov normalny tvar, bdzu a minimalnlypém maticed, kde

coocor o
cCococor R
R RN OO R
orocoOr O
oORRROO

RieSenie:N4jdeme charakteristicky polyném tejto matice

2—12 0 1\1°
P(2) =det(4d — ) = det< 1 1-2 1) =[1-DA?-22+1D)P? =1 -21)°
-1 0 -1
Z toho vyplyva, Ze existuje jediné vlastiislo A = 1 s algebraickou nasobrtoal m = 6.
Zostrojime maticld — I a upravime ju na trojuholnikovy tvar

1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 O
/ 1 0 1 0 1 0\ /0 0 0 -1 1 O\
~1—-1 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 1 1
@=D=l"5 0 0o 10 1/7lo0o 0o 00 of
\ 0 O 0 1 0 1/ \0 0 0 0 O O/
0 O 0 -1 0-1 0O 0 0 0 0 O
teda
hod(A—1)=3=r.
Potom podobne upravime maticu
o 0 0 2 0 2 o 0 0 1 0 1
o 0 0 2 0 2 o 0 0 0O 0 O
(A—-D? = 6 0 0-2 0-21}]_10 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0 oOF
o 0 0 0 0 O 0o 0 0 0O 0 O
o 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0 O

cize
hod(A—1)? =1 =r2.
Lahko sa presveétme, Ze

(A — 1?3 = 0 (nulova matica)

hod(A—13}=0=r3=7r%*=..
PretoZe plati
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ro—2r'+r?2=6-23+1=1,
r!1—2r24+r3=3-2140=1,
r2+2rt4+r*=1-20+0=1,

Jordanova maticama tvar

110000
1 011000\
_]3() {oo0o1000
J= J,(1) = | I
000110

J1 (1) \000010/

000001

a minimalny polyném ma tvar

p@) =0 -°%

Jordanovu bazu budeméada’ najskor potla algoritmu I na str. 19. V prvom rade najdeme
vlastné vektory matice A rieSenim homogénneho systé

(A-Dx=0.

Pretoze

A4-D~

S OO OO -
S OO OO O
S oo OO -
S OO O -
S OO RrEr O
S oo RO O

rieSime systém linearnych rovnic
X1 +x3+x,=0

—X4 +x5=0

Xsg + Xe = 0,
ktorého vSeobecnym rieSenim je vektor
—X3 t+ X¢ 0 -1
()
X 0 1
0

:xz. O.+x3 +x6
0
Xe 0 0

w N

o)}

(4
)

—X

(o)}

To znamena, Ze vlastny podpriesidn ) je tvoreny vektormi

O

0 ) f2:

f3

S OO RO
I
=R OO

0
0
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Budeme Hada’ vlastny vektorh, € V(1), ktory vytvara réazec dzky 3. Pre tento vektor
musi plat’

hy €S((A-D*n V().
\|
)

L( 2>|‘1 !
/

Pretoze

[
s(a-n? =|
|

(
s
\ 2/ \

[2)

=2
=g |
0
0

Dalej vypaitame k nemu pridruzené vektoh} a h? prvého a druhého radu. Vektbt je
rieSenim systému line&rnych rovnic

(A - I)h% = hll

OOONNN

O
0

[N eNeNoN o)

dostavame, ze

z ktorého po Uprave dostaneme systém

X1+ X3+ x4=2

—X4+x5=0
X5 + x6 = 0.
VSeobecné rieSenie ma tvar
2 —x3+ xg
X2
X3

\ )

X6
Ak za parametre zvolime hodnos = 0,x; = 1,x, = —1, dostaneme pridruzeny vektor
prvého radu
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n =

=N =)

-1
Pomocouh] vypatitame pridruzeny vektor druhého raffizo systému
(A—Dht = hj
alebo
(A—1D?2h% = h,.
Upravou dostaneme rovnicu
Xg+xe=1 = x4=1—x.

Z toho dostaneme vSeobecné rieSenie

X1
X3
1—x5 I
Xs
\ =)

Ak zvolime za parametre hodnoty = x, = x; = x5 = 0 ax, = 1, dostaneme vektor

0
(O\
0
=l 0]
\ 0
1

ktory je poslednym vektorom prvéha’aeca dky 3, z&inajuceho vektorom,.
Pretoze

dimS((A-D>)nV(1) =1

viac vektorov @¥ky 3 neexistuje apreto musime tajeektory h, € V(1), ktorymi sa

NANEN
)

KedZe podpriestor
S(A_I):el=k_ ),ezzk ),e3=k

dimSA-Dn V(1) =2

SO OO R

Y e =R ==
—

SO O O

pricom
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S((A-D% cSsA-D,
doplnime vlastny vektok, do bazy podpriestor8i(4 — I) vektoromh, tak, abyh, € V(1).

Pretoze vektor
0
(1)

-1 1
[ En
fa=| o|=EDe+GEhes= D |+ D | € SA-D,
¢ FARY
0 0 0

f3& S(A-1)
atiez
hy = 2e;
moézZzeme za&, zvolit vektor f,. K nemu pridruzeny vektor vypdame rieSenim systému

(A - I)h% = th

—1—2x3+ x4
[
X3
_x6 .

1—xg
X6

Ak zvolime parametre, = x; = 0 ax, = 1, dostaneme pridruzeny vektb} prvého radu k
hy, 1.

ktorého vSeobecné rieSenie je

h

—_ o= OO0 O

PretoZe vlastny vektor

je linearne nezavisly s vektormhy, hl, h? h,, hl, méZzeme ho dado Jordanovej bazy za
vektorhs, ktory dava réazec dky 1.
To znamena, Ze matica
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T

Il

|
S oo NN DN
Y = ==
—o0o o0 O

cocoror
I

Teraz budeme llada’ Jordanovu bazu pdd druhéhoalgoritmu Il na strane 25 a preto
jednotlivé vektory tejto bazu budemgalda’ v opanom poradi. PretoZze

(A — 13 = 0 (nulova matica)
ateda
N((A-1D3) =R¢,

modZeme za vektoh? zvolit Tubovdny nenulovy vektor, ktory nepatri do podpriestoru
N((A — I)?). PretoZe tento podpriestor je dany podmienkou

X4 +x6 = 0.

Kvoli jednoduchosti nasledujdcich vygtov vyberieme

0

0

0

2

hi = 0

0

1

Potom
0
0
Rb=(@-Dh=|
1
-1
a

2
2
_ 1_|—2
hi=(A-Dhi=|"¢
0
0

Za vektorhl mézeme vybrataky vektor, ktory patri do/((4 —I)?) a je linearne nezavisly
s vektoromh] vzhladom k podpriestor/ (1), ¢o znamena, Ze stavzia také rieSenie
rovnice

x4 +x,=0 ((A—D%*x=0),

[41]



ktoré je linearne nezavisléhg a také, Ze Ziadna netrivialna ilnearna kombin&eigtorovh]
a hl nie je z podpriestorii (1), tj. nie je vlastnym vektorom. Napriklad tymto jpaig¢nkam
vyhovuje vektor

PretoZe vektoral ¢ V(1),s ta&i overit, Ze vektoth! + ah}, prea # 0, nespiia systém
X1+ X3+ x4=2
X4 +%x5=0

X5 + x5 =0,

ktorého rieSenia st z podpriesthlQ(A - I)) =V (1). Ak dosadime suradnice tohto vektora
hl + ahl do poslednej rovnice vysSie uvedénho systémuinmstzea = 0, ¢o nemdze
nastd pod’a predpokladu vybera # 0. Potom vektor

-1

0
1 1
hy=@A-Dhz=| . |
0

0
je linearne nezavisly s vektorohi, z¢oho vyplyva, Ze mnozina vektordwt,, hi, h%, h,, h3}
je lindrne nezavisla. Posledny vekthg Jordanovej bazy musi tylinearne nezavisly

s vektormihZ, h, a musi by stasne aj vlastnym vektorom a takymto vektorom jerikéaml
vektor

1
0
| o
hs =1 _ 1
-1
1
Ako vidno, dostali sme tymto postupom tu isti matit ako pri prvom postupe, avsak to
nemusi by pravidlom. Zavisi to od vyberu patotnych resp. koncovych vektorov
Jordanovych r&azcov.

N = ==

—o0 o0 O

O OO RO K
I

[ N = W e e )

_ R OO

[42]



1.5. Jordanov normalny tvar pre redlne matice s komplexgmi viastnymi
cislami

Definicia 1.12: Nech ¢:V - V je redlne linearne zobrazenie—rozmerného realneho
priestoru’. NechV ¢ je komplexifikacia redlneho priestolu Zobrazeniep®: V¢ — V¢, kde
V¢ =V @ iV je dané veahom

9¢.(v1 +iv) = p(vy) + ip(vy)
nazyvamekomplexifikacia linedrneho zobrazeniag.

Ak 1 = a +ip € C je vlastn&islo linearneho zobrazenia (resp. ) s vlastnym vektorom
w = v; + iv,, potom ajl = a — iff € C je vlastnégislo zobrazeniap (resp.¢), ktorému
zodpoveda vlastny vektow = v; —iv,. V redlnej baze si linearne zobrazegiaa ¢°
reprezentované tou istou realnou matidou

Nechg je vlastny vektor maticd ag?, ..., g*~* st k nemu pridruzené vektory’#, tj. plati

(A—ADg=0a (A-ADg’ =g/}, j=1,.., k-1,
podobne aj pre vektory, g1, ..., g1, kdeg je komplexne zdruZeny vektoigs plati
(A—ADg=0a (A-ADg’ =g/, j=1,..,k-1,

Vektoromg, g%, ..., g¥~* zodpoveda Jordanova bunka radu

a+ip 1 0 0 0
0 a+if 1 0 0
a+i 0
= 90 et
0 0 0 w a+ip 1
0 0 0 0 0o a+ip

Podobne vektororg, g%, ..., g*~* zodpoveda Jordanova bunka

a—ip 1 0 0 0
/ 0o a—-ip 1 0 8 \
R I L
0 0 0 a-—1if 1
0 0 0 0 a—ip

[43]



1.5.1 Tvorba reéalnej Jordanovej bazy

Z vektorovg, g%, ...,g* %, g, g% ..., g°"* vytvorime novu realnu bazu :

1 B 1 ~
h1—§(g+g) hz—z(g—g)

1 k-1 ~k—1 1 k-1 ~k—1
hak—1 =§(g +3g ) h2k=Z(g - g,

Cizeh, = Re(g), h, = Im(g), add’..., tj. plati
g:h1+lh2 g:hl_lhz

Pre vektor, dostaneme

1 1 1 _
o(hy) == (@) + (@) = 5 (Ag +2g) = 3 (g +2g) = Re(Ag) =

= Re(a + if)(hy + ihy) = ahy — Bhy,

podobne plati

@p(hy) = Bhy + ah,,
1 1 -1 L 1, = 1 o 53
o(hs) =5 (p(g") +9(gh) =5 (Ag" + g + 9" + g) = i +5(Ag" +1g") =
= hl + Re(lgl) = hl + Re(af + lﬁ)(hg + lh4) = hl + ahg —ﬁh4,

(p(h4) = hz + Bh3 + Olh4,

atd’...
; . - (k@) 0 ] )
Teda v bazeh,, ..., hy, sa komplexna2k x 2k matica 0 J (/T) zmeni na realnu
k
2k X 2k maticu
a B|1 0
B a0 1
a p 0
5«
a B|1 0
0 B a0 1
a B
B«

alebo v skratenej forme
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Ay I

kde

Priklad 10: N&jdite Jordanov normalny tvar a bazu mati¢&de

22 —17 —-19 4 -17
6 -4 -6 1 -5
A= 5 -3 —4 1 -4 |
—-32 26 29 -5 26
6 —6 -5 1 —4
a) nadc,
b) nadR.
RieSenie :
a)

det(A—AI) =2° —51* + 12213 — 1612 + 124 —4 = (A — 1) (A% — 21 + 2)?
—A-DA-a-0)(A-a+d).

Cize dostali sme vlastridslal, = 1 s algebraickou nasobrosim,; = 1,1, = 1+ i
s algebraickou nasobrtmsim, = 2 al; = 1 — i s algebraickou nasobrtagim; = 2.
Potom Jordanov normalny tvar matice je

Jc=

| m oo o

SO OO

[45]



1 — - R —— e S T
6t 9! 9 6" & 9 976"
. 2 2 5 2 2.5
§-|-l l a—l 9 l
I 13 8 8.1 138 8 1
¢ 187 9" 9 18 9" 9
217, 0 2+ 0
-1 18" 18"
11 1 1
1 2" 1 972" 1
91 9> 93 g2 g3

[ 5

2
h=g=| 0] 1 =%/
1o |_1| h4:§(g3+%): _8/9;

1 09

1

7/
6

_1
h 1( ) (12/9\| 5j6\‘
2 =592+ 32) = ; 1 -

’ k_/218) hszz(gss—%): 1/2 ;

0

Dostavame
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1 /6 S/C R VA VA

0 %/ 1 -2y - 5/9
- 13 8
Hyg 0 /18 /o _ 8, 1/,
_ 77
1 —2 -1 0 0
1 s 1/, 1 0

~

=

Il
T

o

I

[N
OO RER O

R R OR O

Priklad 11: N&jdite Jordanov normalny tvar matidekde

0O 0 1 O
1 0 0 O
A=lo o0 0 1)
0-1 0 O
a) nadc,
b) nadR.
RieSenie:

a) Najdeme vlastnéisla matice ako rieSenie systému

—A 0 1 0
_ _ 1 -2 0 0)_ 14 _ 2 . 2 N —
det(A — AlI) = det 0 0 -1 1 =A1+1=Q*+D)A*—-i)=0.
0 —1 0 -1

RieSime rovnicu

/12—1'—cosz+isinE
R X
s s
/1_§+..7_ 7T+..7T_1+1.
1 =5 +ising = cosy L.sm4—\/7 \/71,
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AZ=T+i.sin > :COST+i.SinT:_ﬁ_ﬁi’
2= 37T+_ . 3m
= l—c052 l.San,
3 3
A—7+' s 37r+_ _3m 1+1_
3= i.sin > = cos 2 i.sin i 7z ﬁl,
3—n+2n 3—n+2n 71T 71 1 1
14=2—+i.sin2—=cos—+i.sin—=———i,
2 2 4 4 2 2

Najdeme vlastné vektory prislichajice viastnétialu A, ako rieSenie systému linearnych
rovnic(A — A2, Dx =0

—(\/%+\/%i) 0 1 0
1 —(i+li> 0 0
A=1] = V2 V2 L1 ~
0 0 _<ﬁ+ﬁ) 1
1 1
0 -1 0 _<ﬁ+ﬁl>
1 —(%+\/—1§i> 0 0
0 1 0 %+%i
1 1
0 0 1 —ﬁ-l'ﬁl
0 0 0 0

Dostaneme homogénny systém rovnic

xl—(%+%i)x2 =0=>x = (%+%i)x2 = x = (%-l—%l) (—%—%i)n
= X1 = —iXg
1

HGrgdu=o=x=(-5"3)
X = — 1] Xy = = Xy =|l-———1)Xx
2 \/E \/E 4 2 4



x3+(%—%i>x4=0 = X3 =<%—\/—1§i)x4,

ktorého rieSenim je vektor

—i 0 -1
% 1 1 1 1
S i S
x 2 2 2 . 2
O I I Y |
i — N
T 2 2 V2 V2
1 1 0
pred, = 1, = \/% — %i dostaneme komplexne zdruZeny vlastny vektor

|
|
8
SRS A
+
o Hl-sl- -

Najdeme vlastné vektory prislichajuce vlastnéttislu 1, = 1, ako rieSenie systému

! + !, 0 1 0
—+—=i
V2 2
1+ L, 0 0
1 —+—i
_ V2 V2
—+—i
0 0 NN
1,1
— — 1T —=1
0 1 0 NG
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1 N 1 0
1 =T =l 0
V2 V2 .
0 1 0 _E_
0 1 !
0 —_——
V2
0 0 0 0
Dostaneme homogénny systém rovnic
( >x2—0$xl _i.X'4
V2 V2
+( L =0 = ( o ),
x ——=——=ixy = Xy = —i
Uz vz 2T \\z2 V2
+(1 1 ) 0= ( 1 4 1 )
———=l)x, = Xy =|——=+—=1]xy,
vZ vz /" ’ V2 vz /"
ktorého rieSenim je vektor
—i 0
X 1.1, 1
_[*)_ V2 N2 | _ V2
3=\ [THe) 1 1 |TT 1
& TR V2
1 1

X4

- Blmgl- o

Jordanov normalny tvar matigenadC bude mé tvar

[50]
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a Jordanova baza je tvorentpsami matice, kde

b) Jordanov normalny tvar matidenadR bude mé tvar

SRS
| |

o o ey
|

SIS
gy e o
I

Jr =
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SEETE
[ e
SIEIE

HR=
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1.6. Aplikacia Jordanového normélneho tvaru

Priklad 12: N&jdite A", akn je prirodzené&islo a

A= <1}2 g>'

RieSenie: A" budeme bada v tvare A" = HD™H™!, kde H je matica, ktora pozostava z
vlastnych vektorov @ je diagonalna matica, ktor4 pozostava z vliastriysél na diagonale
a vSade inde ma nuly.

H™'AH =D = diag(1)) > A = HDH™!

A" = AAA..A=(HDH Y)(HDH Y)(HDH™) ...(HDH™!) =
n — krat n — krat

=HD(H *H)D(H 'H)D(H™*H) ..D(H *H)DH™ ! =
= HDIDIDI ...DIDH =
= HDDD ..DH™ ' = HD"H™..

Charakteristicky polyném jedet(A —AI) =12 —1—-2=(1—2)(1+1). Dostali sme dve
vlastnégisla A, = 2 al, = —1. Vypitame vlastné vektory. Vlastny vektor prislichajdci
k vlastnémuislud, = 2 dostaneme ako rieSenie systéfdu- 1,1)x = 0, ¢ize

(17, 1)G=0)

rieSenim je vektorh; = (_i) Druhy vlastny vektor dostaneme ako rieSenie aysté

-1 4\ xq 0
(1, =2)CD=0)
rieSenim je vektoh, = (‘11) NechH je matica, ktorej $pce tvoria vlastné vektory. Potom

w= (2 Har=20 Y

Takto dostavame
H™'AH = D = diag(—1,2).

Potomn —t& mocnina maticd je
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1 —1)" —
et = (3D 20D

21" +4(2™) -8(—D"+8(2")

1
6\ —cDmr+2n 4D +202M)

Priklad 13: N4jditee4, ak

_( 5 1
A_(_2 2)
RieSenie: e4 budeme hada vtvare e = HDH™!, kde H je matica, ktorA pozostava
vlastnych vektorov @ je diagonalna matica, ktor4 pozostava z vliastriysél na diagonale

a v8ade inde ma nuly.
o 1
A _ Ak
¢ _ESMA
k=0

D= diag(e’l)

Charakteristicky polynom jelet(A —AI) = 22 — 71— 12 = (1 — 4)(1 — 3). Dostali sme
dve viastn&islal, = 4 al, = 3. Vypotitame vlastné vektory. Vlastny vektor prislichajuci
k vlastnémutisluA, = 4 dostaneme ako rieSenie systédu- 1,1)x = 0, ¢ize

1 1\(%1\_ [0\,
(_2 _2)(x2)_(0)'
rieSenim je vektorv; = (_1) Druhy vlastny vektor dostaneme ako rieSenie systé

rieSenim je vektor, = (

ed = (_1 _; ) ( 904 eO3 ) ( _i _1 ) = ( 22ee:_—zee34 Ze:g—_e(; )

Priklad 14: Definujemecos(A) maticed nasledovne

1 1
. 24 24
cos(A) =1 2!A +4!A

[54]



Nechv je vlastny vektor d vlastnéCislo maticed, tj. Av = Av. UkazZte, Ze je tiez
vlastnym vektorom maticens(A) a ndjdite vlastnéislacos(A).

RieSenie:
_ Vo Lo
cos(A)v = v — 2!A v +4!A v—_

1 1
1y 20 4 34
=v 2!/1 v+4!/1 v—_

1 1
— R V/ 14 _
_(1 at Tt )v
= cos(D)v

Tedav je vlastny vektoros(A) a k nemu prislichajice vlasttislo jecos(A).

Priklad 15: Dana je matica

=30 D)

Najdite vlastn&isla a vlastné vektory matice

RieSenie:Charakteristicky polyndbm maticteje
P =22 —-—nA=21(1—n),

z ¢oho dostavame, 78 = m al, = 0. Lahko zistime, Ze k nim prislichajuce vlastné vektor

su
vlz(i) a vzz(_i).

Z predchadzajuce prikladu vyplyva, Ze matioa(4) ma vlastny vektor, s vlastnyntisiom
cos(m) = —1 av, s vlastnyntislomcos(0) = 1. Z rozkladu

=G DG oG 1)
dostaneme, Ze

L
o =( D" w0 ) (1 o)

1

Priklad 16: Vypocitajtecos(A), ak

3 -8 3
A=11 -3 1]
0 -1 0

RieSenie: Najskdor n4jdeme Jordanov kanonicky tvar matide Lahko vypditame
charakteristicky polyném
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P(A) = =23

To znamena, 22 = 0 je jediné vlastnéislo maticed. PretoZze matica
1 -3 1
A2=1{ 0 0 0
-1 3 -1
mahod(A) = 1, Jordanova kanonicky tvarpozostava z jedinejdmjrernej bunky
0 1 0
J=10 0 1).
0 0 0

Aby sme nasli zodpovedajucu Jordanovu bazu, najgeidauzeny vektor tretieho radu, ktory
nie je z podpriestorly (4%). Takym je napriklad vektor

)

Postupne vyptitame

Cize
1 3 1 0 0 -1
H =< 0 1 0) a H'= <0 1 0)
-1 0 0 1 -3 1
Pretoze
1 o0 -1/,
COS(])= 0 1 0 B
0 0 1

dostaneme, Ze

/1/2 3/2 _1/2\

cos(4d) = H.cos()).H ! = k 0 1 0 )

1/2 _3/2 3/2

[56]



1.7. Priklady na precviéenie

17. Najdite algebraickd nasobrnbkazdého vliastnéhtisla matice

2 1 -1
d D= (o 1>,
0 1

a) A= (_i _é)

3 -1 1
b)B=(—1 5 —1)
3

1 -1

7 1 2
cC=| 17 2]
-2 2 8

18. Najdite vlastné&isla a vlastné vektory matic

a) A= (_é _g)

_(3 1
b) B = (—4 1)’
7 -12
c) C=110 -19
12 —24

4 2 2
d)Dz(Z 4 2),
2 2 4

19. Najdite Jordanove bunky matic

6
10
13

1 2 1
-2 3 4

-2 -1 -1
b) B =< 3 2 3)
-2 -2 =3
6 —7 4
6 —6 4
2 -1
d) D= ( 5 -3
-1 0 -2
6 -5 -3
2 =2 0

)

[57]

5 2 -1
e) E=| 2 -2 -2
1 -2 -5
5 —4 —2 4
(3 -2 0 2
f)F‘<0011’
0 0 1 1
2222
(o111
9>G‘<0022'
0001
4 -5 2
6 -9 4
15 28 —7
9 6= -6 —11 3),
2 4 0
1 0 2 -1
o 1 4 -2
h)H‘<2—101’
2 -1 -1 2
1-1 0 0
o [1-1 0 o
D I=\3 o 3 -3)
4 -1 3 -3



J

3
5

-4
)
—4
—12)
-5 0 -1

—-12
—16

-3
5
—4
-2
0
-3
8 1

8
—-22 13 5

2
-1
1
22
20
30
—13
<—22 13 0

h) H=<

N J

i) I

1

11 -1 -1
—64
—41)'
-1
-1

2 -1 2

5 -3 3)

0 -2

0
d) D=(

e) E

0=t ;
= (52
C) C=(_1

20. Najdite Jordanov normalny tvar matic
b) B

2 -1

0 -1
0 -1
0

3
-1 -3
-1 —4
3 12/

4
7

1
3
1
1

0
-2
-2

3

4
—-12 =20

2

|

K) K

2 1
1 -1
3 4

— — N

) L
g9 G

[58]

-1
_1>,
0
-5
_3>,
4
—4
o)
1
5
7
-10

-2
—4
-5
0
-1
0
—4
-3
4
-3
0
1
1
2
-2

1 3
0 7
0 9
3 01
0 3 0
0 0 3
-2
|
1
-2
-1
1
-2
-1
1
10
13
—20

fy F= <
9) G= (
21. Najdite Jordanov norméalny tvar matic a Jordanczub
a) A= <
b) B = <
c) C= (
d) D= (



2 1 1 1 0 0 1. 0 0 O
/ozooow (00100w
h I=l0 0 2 1 0] D L=lo 0o 0 1 o],
\00011/ \00001/
0 -1 -1 -1 0 1 3 2 -2 -3
5 -1 -3 2 -5 301111
(ozooow /030000\‘
=11 0o 1 1 2] ~loo0o3011
b J 0 -1 0 3 1 mM=l0 00300
\1_1_111/ \000030/
00000 3
/10123\
01012
kk K=[0010 1]
\00010/
00001

22. Najdite Jordanov normalny tvar pre matigw 5, ktorej charakteristicky polyndbm ma
tvarP(1) = (1 — 2)°.
23. N4jdite Jordanov normalny tvar pre maticu, ktategrakteristicky polynon® (1) ma tvar

a) P =@A-2°QA-5)?
b) P() =@A-2)*A-3)?
c) P =@A-7)°
d) P() =@A-2)
e) P =@A-3)*@A-5)"*

24.N@ajditeA™, akn je prirodzené&islo a

1 4 2
A={0 -3 =2|
0 4 3

10 1 5
A=| 13 2 7 )
=20 -2 -10

25. Najdite A1°°, ak

26. Najdite A%, ak
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27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.

34.

35.

36.

Najditee4, ak

) (339
V4G oa-( 9

b 4 4 16 .
©) A:(g a)’

N4jditesin acos matice
Najditeln A matice

Dokazte, Ze ak? = 0, potome4 = I + A.
NechA4? = A. Najdite vzorec pre“ (podobne ako v priklade 25).
Nech A je redlna matica typux n aA” = —A. DokaZzte, Ze“ je ortogonalna matica.

N4jdite normélny tvar a zodpovedajicu ortonormdaau kosohermitovskej matice

4=, o) oc=(-1 o 2}
2

b) B = (—ZZJ:i Z—Eii)’ -0

Najdite normalny tvar a zodpovedajucu ortonormddamu kososymetrickej matice

<0 2 1) 0 1 -1 0
a) A=(-2 o0 -2} (=1 0 o0 -1
1 2 0 C=l1 0 o0 1/
0 3 o 0 1 -1 0
b) B=(-3 0 —4)
0 4 0

N4jdite normélny tvar a zodpovedajicu ortonormdéau unitarnej matice

(2 1 2 1 i -1
a) A=< 1 2 -2 ) B=~ i 1 —1+1i).
-2 2 1 —1—i 1-i 0

Najdite normalny tvar a zodpovedajucu ortonormddému ortogonalnej matice
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Je razké presveil’ Ziakov, Ze ich
Zivotecakaju problémy podstatne hor
ako tie, ktoré poznaju z hodin algebr
geometrig'

-Edgar W. How-

KAPITOLA 2

SINGULARNY ROZKLAD MATICE A PSEUDOINVERZNE
MATICE

2.1 Singularny rozklad matice

2.1.1 Geometricka interpretécia

Nech $" 1je jednotkova sféra VR™ anechAje matica typum xn, m>n. Pre
jednoduchos predpokladajméod (4) = n. ObrazomA(S™1) sféryS™~1 je elipsoid v R™,
Najskor definujmen singularnychiisel maticeA, ktoré predstavujaidky n hlavnych poloos
obrazuA(s™1), ozn.oy, 05, ..., 0, pPricom predpokladame, g > o, > --- > g,,.
Definujme n Tavych singularnych vektorov maticA. To su jednotkové vektor
{uy,uy, ..., u,} orientované smere hlavnych poloosi hyrelipsy A(S™ 1), ktorych
¢islovanie zodpovedéislovaniusingularnychtisel.

Dalej definujmen pravych singularnych vektorov matid. To su jednotkové vektor
{v1, vy, ..., vy} SféryS™ 1, ktoré si predobraznhlavnych polosid(S™~1), pricom plati

Avj = oju;.

Taly
SK‘/ a1 A

Zobrazenie \R?.

N
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2.1.2 Redukovany singularny rozklad matice

Z rovnostidv; = oju;, 1 < j <n dostavame maticové vyjadrenie

{ , } bl 7

¢o skratene zapisujemgQ, = Q,%, kde £ je diagonalnan x n matica so singularnyn
&islami na hlavnej diagonale® je m x n matica sortonorméalnymi dpcami. Pretoz«Q, je
unitarna, dostavame

V| V7] ... Uyl ...

A= @1§Q§'

kde Q,” je inverzna kQ,. Takyto rozklad maticA nazyvame redukovanyngularny rozklac
matice.

A Qs g Q2
2.1.3 Uplny singularny rozklad matice

Maticu Q; nahradime matico@,, ktori dostaneme tak, Zeimte maticeQ, doplnime do
ortonormalnej bazy priestofR™. Podobne matic& nahradime maticol, ktort dostanen
doplnenim nulovych riadkov ako je zndzornené naz

r—- -

1 |
11 |
Il ———= 1

A 0, z Q2

Teda dostavamd = Q,2QI, kde Q, je v3eobecne unitarna x m matica, Q, je unitarna
n X n matica & je reélna diagonalnm x n matica.
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2.1.4 Vlastnosti singularneho rozkladu matice

a) Stipcovy podpriestor matice A j&S(4) = [uy, Uy, ..., u,] anulovy podpriestor je
N(A) = [Vys1,Vpsz V). Je to dosledok faktu, Ze Imtovy podpriestor
S(Z) = (e, ey, ..., &) € R™ a nulovy podpriestaN (Z) = (e;41, €r42, ---, €n) S R™.

b) 2-norma matice A |All, = a4 a Frobeniova norma matice A4

lAllp = /o? + 02 + - + 2.

c) Ak AT = A, potom singularngisla maticed sa rovnaju absolttnym hodnotam vlastnych
¢isel maticed.

d) Ak A € M,,5,,(R), potom

m

|det(A)] = ﬂai.

i=1
e) Zmena bazy
Pri vhodnej vébe béz singularny rozklad matice umoje transformovékazdd maticu
na diagonalnu. Ak
b"=0Q;.b
x = QF.x,
potom
Ax=b © Q;.b = Q;Ax = Q;Q:ZQlx © b" =3x".

Priklad 1:  Vypogitajte singularny rozklad matice= Q,%Q%, ak
0 1
A= (—1 1).
1 0

0 1
Ta_ (0 -1 1)\[_ (2 -1
AA_(1 1 o) L _(—1 2)'
1 0
Vypotitame vlastné ¢&isla matice ATA ako korene charakteristického polynomu
det(A—AI) =22 —-42+3 =0, kde A, =3, 1, =1. Normalizovany vlastny vektor
prislichajuci vlastnémgislu

RieSenie:

11:3je'l71:

_1 1
1/\/5 , Ah=1jev, = 1/\/5 ,
/2 /2

gize
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_ 1/ 1/
Q= 172)T=< 1ﬁ 1ﬁ>-
I Yo
Singularnezisla sto, = \/1; = V3, 0, = /1, = 1. Dalej paitame

() i
u, = \/% U, = Av, = 0 |
v \Ya/

Vektoru; vypasitame napriklad tak, Ze ndjdeme bazu podpriet@Al), tj. vektor

_1/\/§
w=| gl
1/\/§
Potom
1/\/8 1/\/§ _1/\/§
Q= 2/\/5 0 1/\/_ )
_1/\/8 1/\/§ 1/\/§
ateda

A= Q12Qg =

1 1

2

e ° 1 1, 1 )
/g

_1/\/8 1/\/5 1/\/_/ V2 V2

—

Priklad 2:  Vypocitajte singularny rozklad matice s ortogonalnyripeami, ak

30
A=14 0]
0 7

RieSenie:PretozeATA = (205 409) al, =49, 1, = 25, singularngisla sto; = 7, g, = 5.
Matica

(0 1
Potom

[65]



=3t o0 =3(3)

au; dostaneme ako vektor kolmy naau,, ¢ize

_4/5
0

Potom
0 S5 %5
A=0Q2Q7 = ¢ 4/5 3/5
0 0

[EN

[66]
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7 0
0 5
0 0

X
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2.2 Pseudoinverzné matice

Def|n|C|a 2.1: Nech A je matica typum Xxn anechh(4d) =r. Ak A=LU (resp. A =

P~1LU), potom z maticd/ vytvorime maticul typu r X n odstranenim poslednyoh -7
nulovych riadkov. Podobne z matiée(resp.P~1L ) odstranenim poslednyeh — r stipcov
vytvorime maticu. (resp.P~1 L) typum x r pricom plati

A=L.U (resp.A=P-1L.0)

PotomA = L. U nazyvamekostrovy rozklad maticeA.
Nech A je matica typum x n, na ktord nekladieme Ziadne podmienky. Potom optigrél
pseudorieSenim systéru = b nazyvame vektof, ktory je ugeny dvomi podmienkami:

1. vektorAx je rovny ortogonalnej projekcii vektotanaS(4),
2. vektorx € S(AT).

Definicia 2.2:MaticaXZ™ je matica typu

It =

kdeo; su singularngisla maticed.

Definicia 2.3: Maticu A* budeme nazyw¥apseudoinverznou maticou k matidj ak spia
nasledujlice podmienky

a) AATA=4A

b) AtAA* = At

c) (44T = 44t

d) (A*A)7T =4*4A

2.2.1.Vlastnosti pseudoinverznej maticed*

a) AT = A7, akA je regularna.
b) (AH)* =4
c) (AN =@An*
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(ATA) AT akhod(Apxy) =1

+
d A7 = { AT(AAT)1 ak hod(Ayxn) = m

e) (PAQ)* = QTA*PT, akP aQ su ortogonalne matice, ale vo vieobecnosti

(AB)* # B*A*

2.2.2.VVypocéet pseudoinverznej matice
Budeme pouZziwadva spbésoby vypitu pseudoinverznej matice.

a) Nech A ma singularny rozklad = Q,XQZ, potom pseudinverzni matielf vypasitame
pomocou vEahuA* = Q,2*QT.
b) Ak A = BC je kostrovy rozklad matic&, potom pseudonverznl maticu vyjiiame

At =C*B*=CcT(cc™)"Y(BTB)™'BT.

Ak A* je pseudoinvezna matica k matici A, potom optiregdseudorieSenie k systému Ax=b
je dané véahom
X =A"h.

Priklad 3: N4jdite optimalne pseudorieSenie systénu= b, kde
0 1 1
A=<_1 1) a b=<1).
1 0 1

ATA = (_i _;)

RieSenie:Paitame

Vlastné hodnoty maticd” A siA; = 3 al, =1. Preto singularné&sla sio; = 3 ao, = 1.
Prisluchajuce vlastné vektory su

. _ 1/\/5 o 1/\/E
1 1 ’ 2 1 .
/5 /5
1
) ;
U = LAW = 2/\/_ ’ U, = Av, = 0
V3 \ Ve )
_ /\/E /\/E

Vektoru; najdeme ako bazu nulového podpriestoru matice
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— 1/\/5
w=| Y5l
1/\/5
Potom singularny rozklad matice je
1 L _1
, 2/@ . 1/@\ 3o\ (=Yg Y
A=0,20Q; = | /\/g 0 /ﬁl(g (1)) 1/\/_ 1/\/_ .

_ 1/\/6 1/\/5 1/\/§ 2 2

Pseudoinverzni maticdi- matice4 dostaneme ako

1 1
A+:Q2+QT:< fe o
2 1 1 1
XA

_ (1/3 -1/ 2/3)_

- 2/3 1/3 1/3

Potom rieSenie systémix = b dostaneme ako optimalne pseudorie$gnieA*b, Cize
1 1 2 2
S At — /3 - /3 /3 L _ /3
X=A"b = 2 1 1 1|= 4, |
/3 /3 /\1 /3

Priklad 4. Pomocou kostrového rozkladu matiteajditeA™, ak

1 2
A=1|2 5]
3 7
RieSenie:

1 2 10 0\/1 2 10\ . 5
A=25=LU=21001=21( )=LU,
0 1
3 7 31 1/\0 0 3 1

kde LU je kostrovy rozklad maticel, ktory dostaneme pomocdil/-rozkladu matice A.
Potom

>< 1/\/5 2/\/6 _1/\/8

1
//300) 1 0 1
0 1 0 /2 /2

_1/\/§ 1/\/§ 1/\/§
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2/ _1 1
At = [IT @I ME D = () f)( 5?3 4;3 1§3>
—>/3 3 /3

()
—5/3 s _1/3'
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2.3 RieSené priklady

Priklad 5: Predpokladajme, Ze
2000
A=020T = Uz u)|[0100|(W1 v2 vz w7,
0000

a) Najditehod(A4) a bazu podpriestois(A).
b) Aké su vlastnéisla a vlastné vektory maticg A?
c) Comu sa rovnélv, ?

RieSenie:
a) hod(4) = hod(ATA) = 2 — pocet nenulovych singularnych ¢isel
b) ATA = (Q1ZQ§)T(Q1ZQ§) = QZZTQ}‘Q1ZQT = QZZTZQ; tize ATAQ, = Q.27%,
z ¢oho vyplyva, Ze vlastnéisla maticeATA si diagonalne prvky matic's, tj. 4, 1,

0, 0 a vlastné vektory matié€ A stv,, v,, vs, v, stipce matice,.

— T
c) Qlv, = B ZZT B (v) = 8 , pretoZe vektory; st navzajom ortogonalne,
3

— o 0

1
2 2

)} 8 = <0> a Q (0) = 2uy, . Avy = QEQ}vy = 2u,.
0 0 0

O
Priklad 6: Najdite pseudoinverzn matielt pomocou singularneho rozkladu a maticu

ortogonalnych projekciP; nas(4) aP, naS(AT), ak

3
. (4)
0
RieSenie:VSimnime si, Zze matica

9 —-12 0
ATA:(—12 16 0

0 0 0

[71]



3

ma jeden vlastny vektor; = (4) ktory zodpoveda vlastnej hodnote = 25 a dva vlastné
0

vektory, ktoré su kolmé na; a zodpovedaju vlastnémiislu 0. Tieto vlastné vektory

najdeme ako bazu nulového podpriestifd). Teda

e

Potom singularneéislo o; = V25 = 5. Nakoniec, pretoz8, je 1 X 1 matica, mdze kiyrovna
bud’ (1) alebo(—1). RieSenim rovnice

Axy = 01y
dostaneme; = (1) = Q,. Teda
T
3/5 _4/5 0
A=Q2QF =G o0 0) 4. 3
0 0 1
Pseudoinverznd maticu dostaneme
3 4 3 T
) - /s =%/s 0\ [1/ /25
AT =Q,2 =14 3 1=\ _4
QX" Q; /e /e 0 o |(M /25
0 0 1/ \ 0 0

Matica ortogonélnej projekcie $4A) je

P = AAT = Q12Q}‘Q22+Q}‘ = (D).

Matica ortogonalnej projekcie A7) je

100 Ve 12/5c 0
P, =A%A =Q,2tQTQ,2qQT = 0 0 0|]QT=x,xT=|12 16
2 Q:X7Q1Q,2Q; = Q, 0 0 0 2 1X1 /25 /25 0

0 0 0

a pretoZex; je jednotkovy vektor, je to prave matica ortogoeglprojekcie na podpriestor
generovany vektorom,, ¢o je S(AT).

O

Priklad 7: Dokazte, Zéhod(A) = r, tj. paitu nenulovych singularnyatisel.
RieSenie: Hodnos diagonalnej matice je rovna ga nenulovych prvkov, av rozklade
A = Q,ZQ} majuQ,, Q} pInt hodnos. Pretohod(A) = hod(Z) =r.
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Priklad 8: Dokazte, Ze obrazom jednotkovej sf6f7t = {x : ||x||, = 1} pri linearnej
transformacii danej regularnou maticou A je eliplsoi

RieSenie: Nech 4 je regularna matica a ned® ! = {x : ||x|l, = 1} je jednotkova sféra.

NechA ma singularny rozklad
A=Q;2Q} ateda A™1 =Q,D71Q],

kde D = diag (04, 05, ..., 0,) aQ;, Q, SU ortogonalne matice. Potom pre kajdé AS™1

existujex € S™! také, ze platy = Ax. Ozngmew = Q1ly, potom plati

1= |lxll3 = A7 4113 = 147"yl = |[Q:D7"Qly[|; = [[D~"QTy||} = ID~"wl)3
_wi owi o owh
LS WL L
1 2

g2’

O

Priklad 9: Nech¢islo podmienenosti maticgév 2 —norme jex, = ||A]|,]|A71||,. Dokazte,
~ (o2
ZeKZ == é.
RieSenie:
max || Ax|l; = [l4ll; = ||Q12Q§||2 = |IDll; = 01

llxll2=

1 1
min ||Ax||, = = = =0
Iellz=1" 0 AT, QoD QT], DM T

Inymi slovami najdlhdi a najkratsi vektotS™ ! maju prislusné idky o, = |l4]l, a

1 .
0, = gizex, = ||A|l,||1A71]..
n = Ay 2 = llAll211A7H];

O
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2.4 Priklady na precviéenie

10.Dokéz?te, Ze nenulové singularrgsla matice A su druhé odmocniny z nenulovych
vlastnycheisel AT A aleboAAT.

11.Ak g, = o, = -+ = 0, SU nenulové singularngsla matice A, potom funkcié, (4) =

J (02 + 02 + - + af) definuje jednotkovu invariantn normuRF™™ (aleboC™ ™) pre
kazdék = 1,2,...,r. Ukazte, Ze pre 2-normu a Frobeniovu normu platfl = 62 a
A2 = 62 + 6% + -+ + 02.

12.Kazda zo Styroch nasledujucich noriem matice jaobena zhora aj zdola konStantnym
nasobkom ostanych maticovych noriem. Presnejjgid; < «||Al|;, kdea je (i, j)-prvok

v nasledujlcej matici

1 2 o F

1 x Yn n Vn
2 [vn xVn 1
0 nvn o+ vn
F \Vn vn Vn =

Pri analyze limitnych hodn6t nerozliSuje, ktord ariem je pouZita, preto hovorime
o ekvivalentnych maticovych norméach. Ukazte ¢prel prvky(2, F) a(F,2) spravne.
13.Ak Ax = b je rieSitény, potomx = A*b je rieSenie s minimalnou euklidovskou normou.
14.Ak Ax =b nie je rieSitény, potom x = A*h je rieSenim normalneho systému
s minimalnou euklidovskou normou.
15.Dokazte, Zze ake| < o2 pre najmensie nenulové singulartislo maticeA,,x,, potom
existuje(ATA + D)t alim,_ (ATA + e])714T = A7,

16.Dokazte, Ze ak, je najmensSie nenulové singulartislo maticeA,, «,, potom

o, = min ||4Ax||, = ———.
r lxll,=1 ” ”2 ”A+||2
x€S(AT)

17.N4jdite pseudoinverznd maticu k matici= O (nulova matica) typun x n.

18.NechA4 = G 1 1) b= ((1)) Vypcitajte pseudoinverzni maticlia vektorx, ktory

je rieSenim systémdix = b = Pb.
19.Nech matica méa ortonormalne fice.Comu sa rovna pseudoinverzna matc¢®
20.Nech matica4” je regularna. Potom ukazte, ze
a) At =AT(4AT) Y ax = A'*h.
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b) A = (11). N4jdite optiméalne rieSenie+ v = 3.

21.N4jdite singularny rozklad matice, ak

2 0 0 1
a) A=<0 —3), e) E=<1 0),
0 0 11
1 0100
b)B=< 2), ) F:<—1 0 1 0),
2 00 00
1 -1 11
c) c::(—z 2), g)G::(l 1)
2 =2 0 0
4 11 14
d) D:(s 7 —2>

22.Miniméalna dzka riesenia systémix = b ziskaného pomocou metédy najmensich
Stvorcov jext = A*b = Q,2TQTb. Dokazte.
23.N4jdite pseudoinverzn maticu pre matice

a) A=(1 1 1 1), /0 0 0\
04 2
_(0 10 d DbD=|0o0 0]
b) B"(1 0 0)’ \0 3 3
- 000
7¢76 o) oe-(327170)
—4 1 —4 =2

24.NechQ je matica typun x n a méa ortonormalneigce. Najdite jej pseudoinverznu
maticuQ*.
25.Aka je minimalna t#ka rieSenia systémut = A*b ziskaného metddou najmensich

Stvorcov, ak
1 0 0\ /%1 0
Ax =1 0 0]l*x2]=12]?
1 1 1/ \X3 2

26.Ak A = Q,XQ;! je rozlozena n&S’ (prevrateny polarny rozkladyp suQ as’?

Gll G12
621 G22

p X m, reprezentujéubovd’nd pseudoinverznd maticu tyfm + n) x (p + q) blokovo

g V(I)/) Ukazte, Z2€5,, je pseudoinverzna matica matice

G,, je pseudoinverznid matica matite d’alej ukazte, z&G,,W = 0 aWG,,T = 0.

27.NechT jem X p matica dV jen X g matica. Necltz = ( ) kdeG,; je typu

diagonalnej maticd = (

28.Vysvetlite, préo sUAA*T aA*A matice projekcie (a preto symetrické). Na aké adké
podpriestory sa premietaju?
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29.Dokazte nasledujlce viastnosti matice
a) AT = A7, akA je regularna.
b) VA € R™™ potomA* = AT(AAT)* = (ATA)*AT.
c) Ak A ma linearne nezavislé iste, potom(ATA)~'AT je jej pseudoinverzna
matica. Dokazte.
d) Ak A ma linearne nezavislé riadky, potodf (ATA)~! je jej pseudoinverzna

matica. Dokazte.
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.Matematik je slepylovek v temnej
miestnosti Fadajuciciernu maku, ktora
tam nie je.”

-Charles Darwin-

KAPITOLA 3

RIESENIA , NAVODY , POZNAMKY

Kapitola 1 - Jordanov normalny tvar matice

Al =2, m=14=4 my=1,b) =2, m=1,1,=3, my=1, 13 =6,
my=1,c)4=6,m =14, =8m,=2;d)41=1,m =1,4, =2, m, =2;e) =2,
m; =3

Najdite vlastné&isla a vlastné vektory matic

a) Alzllmlzl 1 —1 —1
vy =(0),v,=| 1),v3=|-2

et _ 2 H 1, =0 =1
Ul—(l),vz—(_s) ) 1 My
b) A=—-1,m=2 A =1,mp =1
A3 =2, mgy =2
1 _ 1 3 ’ 3
V1= (2)'"2 = (3) 0 1 4
C) Al—l,mlz v1: 2 ,vz_ g.) ,U3= g,
Ah==1m,=1 -1 0 0

d) 11:2,m1:2
12:8,m2:1

g) /11:2,m1=2

A,=1,m, =2
1 1 1 2 ?
171:( 1 ,172:( 2 , U3 = 1 é i
-2 -3 1 v=(g|v2= _0
e) 4, =—-6,m; =2 0 0

12=0,m2=1
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a) 3(2); b) Jo(=1) @ J1(-1); c) J,(—=1) & J1(10); d) J3(=1); e) J,(1) B J1(2);
f) J2(0) & J; (1); 9 /WD LMDNLR); h) J3) D) i) J(0)DJ(0);
1) 12(8) ©J1(12) D J1(12); k) J1(3) @ J3(2).

1 1), 310 2100
a) (0 1)’ 0) <0 3 0); K) <0200>.

-1 1 0 0 3 0020y
D (To _y); 110 0002

1 1\ h)<011>; aloo
C)(O—l)’ 0 0 1 I)<882(1)>;

-1 1 0 - 2 10 000 g
d)(o -1 1) ) <0 2 0>;

0 0 —1 0 0 2

2 1 0 2000
oz a3y

0 0 2

110 0001
f) (010);

0 0 1

Néjdite Jordanov normalny tvar a Jordanovu baziiamat

-1 1 0
a) 11:—1,7’1’11:3,]:(0 -1 0,

0 0 -1
bazai{(1,1,-1),(0,0,—1),(-1,0,1)};

1
b) 11=—1,m1=2a12=1,m2:1,]=< 0 -1
0

o (o
=]
~———

baza:{(1,1,-1),(—1,0,0), (—2,—-1,2)};

1
©) 11=—1,m1=2a12=1,m2:1,]=< 0 -1
0

o —=
=]
~——

baza:{(1,1,-1),(—1,0,0), (—1,1,0)};

1 1 0
d) /11:1,m1:2a/12=0,m2=1,]:<0 1 0),
0 0 O

baza{(1,1,-2),(1,2,-2),(-3,-5,7)};

1100
0110
e) 11:1,m1:4,]:<001 1),
0001
baza{(1,—1,0,0), (1,0,—1,0), (1,0,0, —1),

f) /11:1,m1:2a/12=_1,m2:2,]=<

S OO = ~

0 O

0 0)
-1 1)

0 -1

baza:{(1,1,-3,3),(—1,0,1,—-1),(2,1,-3,3), (-6, —3,10,—9)}:

COoOR R
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11 0 0
0 h=1m=2al,=-1m=2]=9 5 9 9
00 0 -1
baza:{(0,1,-2,2),(1,0,—1,1), (-1, 1,4, —4), (3,3, —11,12)};
01 0 0
h) 4, =0,m =2al, =—1,m,=2,] = 8 8 _‘1’ ‘1’ ,
0 0 0 -1
baza:{(1,1,-3,3),(—1,0,1,—1),(0,0,1,—1), (-2, —1,6, =5)};
20000
02000
) 41 =1m =3al,=2,m=2,J=|10011 0],
00011
00001
baza {(1,0,0,0,0), (0,1, —1,0,0), (0,0,1,—1,0), (—=1,0,0,1, —1), (—=1,0,0,0,1)};
/2 000 0\
02100
) h=2m=3a1,=3m;=2,J=[0020 0]
00031
0000 3/
baza {(2,1,0,0,1), (1,0,1,0,0), (0,1,0,1,0), (—=1,0,0,1,0), (2,0,0,0,1)};
11000
(o 110 o\
Kl 2=1m;=5]=[0010 0|
00011
00001
baza {(1,0,0,0,0), (3,2,1,0,0), (0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0), (0,0, —2,1,0)};
1 0 0 0 O
0-1 1 0 0
D {1 =1m =1al,=-1,my=4,J=|0 0 -1 1 0]
0 0 0 -1 1
0 0 0 0 -1

baza {(1,0,0,0,0), (3,2,1,0,0), (0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0), (0,0, —2,1,0)};

310000
(031000\
mh=am=es=|8 888 86|
000030/
00O0O0O03

baza {(1,0,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0), (0,1,—2,1,0,1), (0,1,—1,1,—1,1),
(0,1,0,0,—1,1),(0,0,0,0,—1,1)};
J musi pozostavaz jednej Jordanovej bunky radu ostatné musia byradu 2 alebo 1
Z toho vyplyva, Ze su len dve mozno:

2 1.0 0 0 2 1.0 0 0
0. 2:0 0 0 0 2:0 0 O
] = 0 02 110 ) 0 0i2i/0 0 ;
0 0:;0 2:0_ 0 0 0:2:0.
0 0 0 02 0 0 0 0:2



VSimnite si, Ze na diagonalne musia’ lsamé 2, pretoZze 2 je jediné viastiso.

a) Ked’Ze vyraz(t — 2) sa\ charakteristickom polyndme nachadrakrét, z toho
vyplyva, Ze 2 sa musi na hlavnej diagonale vyslatidieZ 3 —krat. Podobne 5 sa musi
hlavnej diagonale nachadza —kréat. Dostdvame 6 r6znych moznych Jordanovych w:

2 1 2 1} 2
2 1! 2! 2
2 : 2 ol 2 :
51 | | 5 1 | | i 51
5 .5 5
2 1 2 11 2
2 1 2r | T 2
2 ol 12 ol 2 ;
5 1 | ‘5. 1 5!
e 5 _________ =
b)
2 1 2 1
2 2
2 ’ 2 ’
"""""" 31 31
3 3
c)
71 7 1
7 7
""""""" 7 1 , T ;
2T N 7
S e -
d)
2 1 2 1
( 2 1 ) ( 2 1 )
2 2
2! 21
\ T )\ > /
2 1 2 1
( 2 1 \ ( 2 1 )
2 2
”””””””” 2 1 , 2] :
2 2]
___________ 5 ]
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31 3 1.
[ 75 \ [/ 3
L3 -3
_________ 51 ’ e L
. 5 . 5
_________ 51 5
5 ) T
3 1 3 1.
3 \ 3
s s
5 1! N I ‘5 1!
i 5 i 5
_________ 5 1 5]
\ sy
1 21+ (=)™ 14+ (=D)"*
An = <0 —142(-D" -1+ (—1)">;
0 2[1+ (D™ 24 (—1)n*t
307 100 203
[25] A100 = ( 310 101 205);
—614 —-200 —-406
—102 -103 -—-204
[26] AT01 = (—101 —~100 —200);
101 101 201
4e—3 2-—2e 2 —e? e? b.e“ 3/2
2710) (o 25 43D (52 o )a(G Tl |-z
— 1/2
. 13e'® —e* 13el® —5e*  2e16 — 2¢*
e)z(—9el6 +e* —9el® +5e* —2e1° 4+ Ze4>;
16e16 16et° 4el6

[28]sinA = A; cos A =

o

1/2 _1/2

1/2

[t

J

-1 _1/2
1 3/,

1 =9, =7/,
1 -1y, 29 )
-1 11/2 9/2

[29]InA =

[81]



1
Vyplyva priamo z definicie e4 = Z FAk ;

[31] Ak A% = A, potome? = I + (e — 1)4;
Plati(e4)” = eA”. Ak AT = —A4, potom(e4)Te4 = eATed = g=4pA = gA~4 = o0 = [

BT _0) vera{(52) (5 D0 (3 _0) meee{(52.2). (3.2
9 (?Ef Y 8), pazaf(8 7109 1) (1% St )

0 0 0
030 5 -2 4 2 1 21 2 050 p:
a)(—g 0 g) bazal(37 553) (0 @) Gra =) b)(—g 0 g)v baza
0 10 0 0
(€02, 010 0019 8 8 8) baza
0 0 00
(0200, (0252.0 ) (5.0-2.0).(07.022)
1 0 0
B5la)( 0 1+i2v2/3 0\/_/ , baza{=(1,1,0),5(1,-1,iv2) 5 (1, -1,-iv2)};
0 0 1-i2v2/3
1 0 0
)0 (1+D/NV2 0 , baza:
0 0 —-(1+)/2

{£=0,000,501,61,-0,26,1, -, 1, (0,1,i,0)}
/ 1/2 \/§/2 0\

o o/

0

b) —@/2 1, 0 o

\ 0 0 1 0/
0 0 0 -1

béza{=(-12,-1,6), 7= (32,1,0), = (1,-2,1,1), 7= (2,-1,-4,0)}

 baza{=(-1,-12), = (-1,1,0), =(1,1D};

Kapitola 2 - Singularny rozklad a pseudoinverzné mtce

[10] Z vypastu ATA = (Q:2QD)"(Q:2Q}) = Q.2"Q1Q;2Q} = Q(2™)Q} vidime, zeA"A
je podobnaxTy a preto ma rovnaky petn vlastnychéisel. Vlastn&isla diagonalnej matice
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2TY sl of,0%,...,05, sn—p dodanymi viastnymisislami akn > p. Podobny vypoet

pouzijeme aj pren vlastnycheisel AAT.
[11]9,(A) = o = ||Al|3 je zrejmé. Vyrad?Z(A) = ||A]|? dostaneme nasledovne:

2
A2 = trace(ATA) = traceQ, b= 0
0 0

kdeD = diag( gy, 0y, ..., 0,) @"trace" ozn&uje stopu matice.

Ak g, = g, = -+ = g, sU nenulové singularndsla matice A, potom pdd cvienia
XX dostavamd|A|l3 = o < 62 + - + 0% = ||A||Z2 < na? = n||All5.

Predpokladajme, Z&x, = b a nahrd'me A vyrazomAA* A, tedab = Ax, = AATAx, =

AA*b. PretoA*b je rieSenimdx = b, ak je rieSitény. Aby sme ukazali, Z&*b je rieSenim,

)QZT = trace(D?) = 6% + 0% + -+ + dZ,

vSimnite si, Ze vSeobecnym rieSenim 4&b + N(A) (Ciastané rieSenie plus vSeobecné
rieSenie homogénnej rovnice), teda kazdé rieSedigvarz = A*b + n , kden € N(A). Je
zrejmé, zeA*bh € S(A*) = S(AT) atedad*b L n. Preto||z||3 = ||A*b + n||3 = ||A*b]|5 +
In|l3 = ||A*b ||2. Rovnos nastava len vtedy, ak = 0, takzeA™b je jedinym rieSenim s
minimalnou euklidovskou normou.

RieSenia normalneho systému su rieSenia normaloepice ATAx = ATh aje
jednoduché ukaraze A*b je jednym takym rieSenim. Aby sme ukazali,#& je rieSenim
normalneho systému s minimalnou euklidovskou normmuZzijeme rovnaky postup ako

v predoSlom priklade.
Ak A=Q, (D 0) QY je singularny rozklad, kde = diag(oy,0,, ...,0,), potom

(D2 + ¢l

ATA+el=Q gl) QT je singularny rozklad so singularnyrmsislami, z ktorych

Ziadne nie je nulové, takze je regularna. Okreno toh

(ara+entam = g, (P F TP g1 q, (O O)qt = ar

[16] Ak A = Q, (0 O)Q je singularny rozklad, kd® = diag(oy, 05, ...,0,) @ Abyn =

-1

A

Q,; tvoria ortonormalnu bazu podpriestas@d?), ¢ize x € S(AT) a||x||, = 1 vtedy alen

g) QY su singularne rozklady, v ktoryo, = (Q11] Q;2), potom sipce matice

vtedy, akx = Q,,y, kde||yl|l, = 1. Preto 2-norma je jednotkovy invariant,

1
mln Ax||, = mln A mln D — =0, = —.
xes(AT)

Ak A = 0, riadkovy podpriestor priestor fgx = 0 a4* = 0;
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. - 11 N (Y,
A=(1)(1 1 1):LU,A+:g(1 1),x:A+b=g(1),Ax=<1/>=p;

1 1 1 2
AT = AT, pretoze rieSenim systému = b pod’a metddy najmensich Stvorcov je vektor
x=ATh;
i=v=3
— 1/3 2/3 2/3

1 0 0\/2 0 3
a)<o ~1 0)(0 3)((1) (1)); b)/ 2/y =1/g 2/3\<0)(1);
0

0 0 1/\0 O \ 2/3 2/3 _1/3

/s 2/\/_ Z/x/_ 1 1

_2 1 V2 O\(z Tz
s s ( ) )
\ 25 o s/r/ i s

/\/—> (6\/_ 0 0/ RERNE 2/3\
3

_2/ _1/ 2/ ;
<1/r 3/\/_ V10 0>\ 2/§ _2/§ 1/?/
1,  _1 1
1/\/_ 1/\/_ 1/\/§ i o\ (g g
/f o /@(o 1) )0
_1/\/§ U V2 V2
_1 1 0
V2 0 00 / {)ﬁ f /(;/E o\‘
0 100 ;
(IR
Y 0 Yz O

Yﬁ 1/x/7 ° (f 0 (1/f 1/@>
/ _/ 0 0 ) 1 ;
8/7 0\/7 /\/— /@

0
N&sobenim ortogonélnej maticg/ sa dzka vektorax nemeni, takZd|Ax — b|| =
1Q:2QTx — b|| = ||IZQLx — QTb||. Zavelme nova premenny = QI x = Q;x, ktord ma
rovnaki dzku ako x. Potom minimalizovanid|Ax — b|| je rovnaké ako minimalizacia
IZy — QTh||. Tento vyraz ma diagonalnu maticu a pozname rigep” = =*QTh, cize
najlepSiext je x* = Q,y* = Q,ZTQTh. MbZeme priamo oveij Ze totox* je v riadkovom

podpriestore a to vyhovujgx* = p.
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1/4

1 01 1
[23] @) A* = 1;4 ,b)B+=(1 0>,c)c+=(/2 0);

1
\ 4 / 00 /2 0
1/4
—4 2 —4
0 0 0 0 0
d)ﬁ(o 3 0 -2 0);e)é ‘_148 ‘128 _Z
0 -3 0 4 1
[24]*=Q";
1 "
[25] vSeobecné rieSenie= (1 - x3>, rieSenie s najmen3olztoux* = [ /2 |:
X3 1/2

= 012051 = 010510, 201 = 05°Q, Q = Q10;1, 5" = Q,2Q5 Y,

TGy, TGIZ) _(TGuT TGy W

T 0\_ , _ o
(o w)=a=46a= (W621 WGy, )4 ™ (WGZlT WG W

(G141 Je pseudoinverzna matica matieg WG,,W = W (G,, je pseudoinverzna matica
maticeW), TG;,W =0 a WG,,W = 0.

A=0Q:20;" = AT =Q27Q] = AAT = Qi327Q] = (4A%)? = Q,EX*izte] =
Q.Zx*QT = AA*, z rovnakého dévodu to plati aj pafA. A*A sa premieta na igcovy

). PretoTG1T =T

podpriestor a1A* na riadkovy podpriestor.
a) Ak Aje regularna, potomQ; =Q, =1 aX=A atedaAd* = A~'; b) PouZite

T -2
singularny  rozklad na  napisanie AT (44T)* = Q, (DO 8) 10, (DO 8) Ql =

_1 )
Q1 (DO g) Q} = A*; c) Ak A ma linedrne nezavislélgte, potom riadkovy podpriestor je

celé R™, ATAx* = ATb je zrejmé;d) AT(ATA)~b je vriadkovom podpriestore, pretoZze
AT-kréat je kazdy vektor v tomto priesto" Ax* = ATAAT (AAT)"1b = ATb.
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.Matematik je c¢lovek, ktory hovori a,
mysli b, piSe c, ale spravne je d."
-Jan Hric-

KAPITOLA 4
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