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Abstrakt

Simeunovi¢ Tomislav : Kompaktné konecno-diferencné schémy na vypocet
Americkych typov financniych derivatov

Diplomovy vedtci: prof. RNDr. Daniel Sevéovie, CSc.

Bratislava 2011

Tato praca sa zaobera problematikou ocenovania americkych finanénych deri-
vatov. Ulohy takéhoto typu vedu k tazko riesitelnym parcialnym diferencial-
nym rovniciam, ktoré nevieme analyticky riesit. Sme preto odkézani pouzivat
rozne numerické schémy. Tie ¢asto transformuji rovnicu, ktort chceme riesit
na iny tvar, pre ktory vieme zostrojit numericki schému, ktora je jednoduch-
Sia, alebo stabilnejsia. Pri americkych opcidch mame oproti eur6pskym navyse
jednu premennt, ktorou je hranica predc¢asného uplatnenia. To vnasa do mo-
delu dalsiu zlozitost. V praci sa pozrieme aj na to, ako vieme v existujucich
numerickych schémach zohl'adnit dividendy, transakéné naklady, alebo iné ne-
dokonalosti trhu. V poslednej casti si ukazeme, ako jednotlivé parametre opcie
ovplyviiuja jej cenu a hranicu pred¢asného uplatnenia. Budeme pouzivat nu-
merickd schému pre tzv. transformovant rovnicu. Pre tito metédu st v praci
navrhnuté rieSenia na odstranenie skokovej zmeny numericky pocitanej hranice
predcasného uplatnenia put opcie a jednoduchy princip zrychlenia konvergen-
cie, ktory je taktiez mozné vyuzit na zvySenie presnosti metody.

KItacové slova

Opcie, Americka put opcia, Hranica predc¢asného uplatnenia, Transformacna
metoda, Numerické metody, Nelinearne modely volatility, Black-Scholes, Me-
toda konecénych diferencii



Abstract

Simeunovic Tomislav : Compact finite-difference methods for computing
american types of financial derivatives

Supervisor: prof. RNDr. Daniel Sevéovie, CSc.

Bratislava 2011

The thesis deals with the numerical pricing of American financial derivatives.
Such problems that are discussed in the thesis often lead to partial differential
equations, which are not possible to be solved analytically. Therefore, it is ne-
cessary to use some kind of numerical scheme. This scheme use to transform
original equation which should be solved to a new form that is simpler, or more
stable. In case of American options, pricing task is more complicated than of
the European. It is because of free boundary occurrance, which means one
more variable in the model. Thesis also describes how in the existing nume-
rical models are taken into account dividend yield, transaction costs or other
market imperfections. The last part of the thesis is focused at how different
parameters affect the option price and the free boundary position. It is used
a numerical scheme for so called transformed equation. There is also proposed
solution for removing initial step change in numerical free boundary solution
and as well introduced simple method for accelerating convergence, which it is
possible to use for improving the quality of the mentioned model.

Keywords
Option, American put options, Free boundary, Numerical methods, Non-linear

volatility models, Black-Scholes, Transformed Black-Scholes PDE, Finite dif-
ference method
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Pouzité symboly

V,V(S,t) - cena opcie

S - cena podkladového aktiva, najcastejsie akcie

t - Casova premenna

T - Cas expiracie opcie

E' - expiracné cena opcie

o - volatilita podkladového aktiva. V pripade, ak sa nejedna o konstantu,
tak oznac¢ime o(.)

i - trendova zlozka vyvoja ceny aktiva

r - bezrizikova trokova miera

D - dividendovy vynos

S¢(t), o(T) - poloha hranice predéasného uplatnenia

w; - Wienerov proces v Case t

C' - trhové transakéné naklady spojené s ndkupom/predajom

m - pocet dielikov delenia ¢asovej premennej v numerickych schémach
k - dlzka ¢asového delenia v numerickych schémach

n - pocet dielikov delenia priestorovej premennej v numerickych sché-
mach

h - dlzka priestorového delenia v numerickych schémach

e ODR - oby¢ajné diferencidlna rovnica
e PDR - parcidlna diferencidlna rovnica
e PSOR - "Projected Successive Over Relaxation"numerickd metoda na

vypocet ceny opcie
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Uvod

Vo svete sa na finan¢énych trhoch okrem komodit, akcii a dlhopisov obchoduji
aj finanéné derivaty. Tymto terminom oznacujeme produkt, ktorého cena je
nejakym sposobom odvodena od ceny podkladového aktiva. Mnohé z tychto
derivatov su natolko komplikované, Ze rézne modely ich ocenovania sa ski-
maji desatrocia. Napriklad v USA sa kazdoro¢ne na finan¢nych trhoch uzavrie
objem obchodov, ktory niekolkonisobne prevysuje HDP tejto krajiny !. Preto
vyuzitie aj drobnej chyby, v cene nejakého instrumentu, méze zarobit obrovské
finan¢né prostriedky. Z 500 najvykonnejsich superpocitacov vo svete sa 8.60
% pouziva prave na finanéné vypocty 2. Preto sa hladaji stale nové modely a
zdokonaluju sa existujuce, aby sa ¢o najviac zhodovali s realitou a zaroven boli
¢o najmenej vypoctovo narocné. Pomocou réznych metod volatility vieme mo-
delovat nedokonalosti trhu, ako st nekompletny trh, alebo transakéné naklady.
V tejto praci sa budeme zaoberat americkimi put opciami, metédami ich oce-
novania, polohou hranice predcasného uplatnenia a nakoniec si na praktickych
testoch ukazeme vplyv jednotlivych parametrov na dosiahnuté vysledky. Kedze
americké call a put opcie maju z hladiska finan¢nej matematiky vela spoloc-
ného, ukdzeme si aj aplikdcie na vypocet call opcie. Poc¢as toho si ukazeme, s
akymi problémami sa potykame pri jednotlivych metédach a pokisime sa ich
odstranit.

Préaca je rozdelenéd na pét kapitol, zaver a prilohy. V prvej kapitole sa zo-
znamime vieobecne s opciami, ukdZeme si analytické rovnice, ktoré splha ich
cena a povieme si, v ¢om sa liSi ocenovanie americkych a eurépskych opcii.
Druha kapitola je venovana réznym modelom volatility, ktoré maja za tlohu
modelovat nedokonalosti na finanénych trhoch. V tretej kapitole si ukazeme,
ako transformovat BS nerovnicu pre americké opcie na systém, v ktorom ne-
budu vystupovat nerovnosti a bude jednoduhsie rieSitelny. V stvrtej kapitole
zostrojime numericka schému pre takuto transformovant tulohu a numerické
vysledky potom prezentujeme v piatej kapitole. Na konci prace sa nachadza
zaver, v ktorom st zhrnuté novo nadobudnuté poznatky a osobitné kapitola
s prilohami, kde najdeme pouzity kod v jazyku Matlab. Stuc¢astou prace su aj
obrazky, ktoré maji nazornejsie dopomoct k pochopeniu danej problematiky.

"http://en.wikipedia.org/wiki/Financialization
Zhttp:/ /www.top500.org/stats/list /36 /apparea



Opcie

1 Opcie

1.1 O opciach
1.1.1 Co su to opcie

Opcia vo vSeobecnosti predstavuje pravo, nie vSak povinnost uskutoé¢nit v do-

hodnutom ¢ase kontrakt na ktory sa viaze. To dava majitelovi opcie vyhodu
. . > . . ’ z v b s 10 v

oproti vypisovatelovi opcie, ktory neméa moznost sa rozhodnut ¢i sa kontrakt

uskutocni, alebo nie. Za toto pravo musi majitel opcie nieco zaplatit, preto je

¢astou ulohou opciu ocenit.

1.1.2 Typy opcii

Najcastejsim a najviac obchodovanym typom opcie je taky, kde podkladové
aktivum tvori obchodovatelné akcia. Opcia sa uzavrie na stanovenu expira¢nu
cenu F a expiratny ¢as T' (mdze byt aj interval) urcujici, kedy mozno opciu
uplatnit. Podl'a typu opcie ma drzitel pravo podkladové aktivum v ¢ase expira-
cie kupit (tzv. Call, alebo kipna opcia), alebo predat (tzv. Put, alebo predajnd
opcia) za expirani cenu. Po uplynuti expiracnej doby je opcia bezcenné a
neumozinuje vykonat dohodnuty kontrakt. Ako podkladové aktivum moze byt
okrem akcie pouzita aj komodita, dlhopis (alebo iny derivat trokovej miery),
burzovy index, menovy vymenny kurz alebo aj future zmluva. Téato praca sa
bude zaoberat americkymi opciami, ktoré sa od eurépskych lisia tym, Ze ich
mozme uplatnit eSte pred expiraénym ¢asom. To zvyhodhuje drZitela americ-
kej opcie, oproti drzitelovi opcie eurdpskej. Vo svete existuju Specializované
burzy, ktoré sa zameriavaji na obchodovanie s opciami (napr. Chicago Bo-
ard Options Exchange). V roku 2009 bolo iba v USA uzavretych skoro 4 mld.
op¢nych kontraktov a celosvetovo 9.5 mld. [1]

1.1.3 Uvod do ocenovania opcii

V ¢ase expiracie opcie (t = T') méa podkladové aktivum cenu S a drZitel opcie sa
moze rozhodnut, ¢i sa kontrakt uskutocéni a ¢i podkladové aktivum kupi (resp.
preda) za cenu E. V pripade, Ze sa jedna o call opciu a drzitel sa rozhodni
ju uplatnit, tak ziska akciu o hodnote S za cenu E. Predpokladajme vsak, ze
tuto akciu mozno predat aj kupit na finanénom trhu za cenu S v Iubovolnom
mnozstve. Kedze aj drzitel opcie ma moznost takéhoto nédkupu (resp. predaja),
oplati sa mu uplatnit opciu iba v pripade, Ze mu umozni kupit podkladové
aktivum lacnejSie, resp. predat drahSie. Hodnota opcie v ¢ase uplatnenia je
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Cena call opcie Cena put opcie
B0 T T T T T T T
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Obr. 1: Hodnota call a put opcie v expiracnom case s expiracnou cenou 40

hodnota jej finanéného prinosu pre majitela:

V(S,T)=(S—E)", (1)
v pripade call opcie a

V(S,T)=(FE-9)", (2)

v pripade put opcie. Aby sme vedeli urcit cenu opcie aj pred ¢asom expira-
cie, musi existovat model popisujici vyvoj ceny podkladového aktiva. Kedze
dopredu nevieme uréit cenu akcie v budicnosti, tak do modelu musime za-
hrnit stochastickti premennti. Na to pouzijeme Wienerov proces wy, ktorého
rozdelenie v ¢ase t zodpoveda normalnemu rozdeleniu, N(0,t). Extrémne hod-
noty su teda nepravdepodobné a najcastejsie bude proces nadobudat hodnoty
okolo bodu nula. f)alej mozme predpokladat, ze akcia méa okrem stochasticke;j
zlozky aj zlozku trendovu p, ktoré sa da interpretovat ako priemerny prirastok
za jednotku Casu. Mozme ocakavat, ze pre vicsie hodnoty S bude aj absolutna
hodnota jej zmeny AS vicsia. Preto namiesto modelu dS = f(t) + g(t)dwy,
budeme uvazovat takéto zmeny pre podiel %. Vyvoj zmeny S bude preto
vyhovovat stochastickej diferenciélnej rovnici:

dS = pSdt + oSdw, (3)

kde volatilita ¢ > 0 ndm urcuje vplyv stochastického clena. Cim je o Vac-
Sia, tym je stochasticky vplyv vyraznejsi a zmena S menej predpovedatelna.
éasty sposob ocenovania derivatov vo financiach je pomocou derivatu s nezné-
mou cenou vytvorit znamy produkt, ktorého cenu pozname. Takto postupovali
aj Black so Scholesom, ked v ¢lanku [8] odvodili cenu eurdpskej call opcie bez
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dividend. Princip spociva vo vytvoreni portfélia s konstantne nulovou hod-
notou pomocou akcie S, opcie V' a dlhopisu B. Takéto ocenovanie ma vsak
aj obmedzenia. Predpoklad4 splnenie niekolkych podmienok, ktoré ako sa v
praxi ukazuje, nebyvaju splnené. Poskytuje nam vsak aspon zakladné teore-
tické vychodisko pre d'al'sie modely ocenovania. Medzi zakladné predpoklady
tohto ocenovania patri:
e Ziadna arbitraz na trhu - nemozno pomocou nakupu/predaja inStrumen-
tov existujucich na trhu zarucit isty zisk
e Dokonale likvidny trh bez transakénych nakladov - mozno kupit resp.
predat Tubovolné mnoZstvo akcii za rovnaki trhova cenu bez toho, aby
sa tymto ich cena zmenila
e Rovnaka trokova miera - irokova miera r je rovnaké pre vSetky obdobia
a mozno si za hu pozicat I'ubovolné mnoZstvo penazi
Za tychto predpokladov dokdzeme skonstruovat portfolio, zlozené z Qs kusov
akcie S, Qv kusov opcie V' a jedného bezrizikového dlhopisu B, ktoré mé v ¢ase
konstantne nulovi hodnotu. Ak takéto portfélio oznac¢ime ako II, tak nutne
musi platit % = 0 pre vsetky ¢ € (0,7"). Hodnota takéhoto portfolia sa meni
zmenou S a V', ako aj zmenou ceny dlhopisu B (ktora je vSak deterministicka,
lebo % = rBdt). Tieto zmeny treba kompenzovat zmenou podielov Qg a
Qv v portfoliu, a tiez ndkupom resp. predajom dlhopisov dB. Nasledovna
stochastickd ODR, popisujica zmenu hodnoty hedgeovacieho portfolia IT musi
byt z toho dévodu konstantne nulova (obsiahlejsie v [3]):

QsdS + QuvdV —r(SQs + VQv)dt = 0. (4)
Pouzijuc Itovu Lemmu [9] a poznatok, ze dS = pSdt + o Sdw:
ov o 1 0*V ov
v = 292% ) it + 0S%-d
V <8t —|—uSaS S@S) +JSE)Sw (5)

a dosadenim do (4) dostaneme:

v 1 25282

ov
(QSMS + Qv ( + MS(‘?S 532

)—T’SQs—TVQv> dt

(QSO'S + QVUS(;‘S/> dw. (6)

Kedze prirastok na hodnote portfélia II ma byt konstantne rovny nule, musi
aj stochasticky aj deterministicky prirastok byt stale rovny nule. Zo stochas-

tického ¢lena l'ahko vycitame, Ze 85 = g‘é a naslednym dosadenim do deter-
ministického prirastku ziskame vztah:
8V 1, 0?V ov
0*S*—— +rS—= —rV =0. 7
o 9z Tas T @)
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Této rovnost je zndma ako Black-Scholesova rovnica (odvodené spolu s cenou
eurdpskej call opcie bez dividend v ¢lanku [8]). Uvedomme si, Zze pri celom
procese odvodenia ceny pomocou zahedgeovaného portfolia sme ani raz nevy-
uzili to, aké ma V' vlastnosti a akd je jej hodnota. Black-Scholesova rovnica
musi byt splnena pre v8etky typy derivatov, ktoré maju byt obchodovatelné na
dokonale likvidnom trhu, bez moznosti arbitraze. Pokial do modelu pridame
dividendy D > 0, ktoré bude spojito vyplacat podkladové aktivum, zmeni
sa aj tvar Black-Scholesovej rovnice a tieto dividendy tam budt zohladnené
(obsirnejsie v [3]) nasledovne:

ov. 1, ,0%V oV
ov 2 gr —D)SZ— —rV = 0.
5 +2US 8524—(7" )S(?S rV =0 (8)

Na rozdiel od eurdpskych opcii nemédze byt cena tych americkych nizsia ako

G0

Obr. 2: Typicky graf ceny eurdpskej call opcie na akciu vypldcajicu dividendy

hodnota pay-off diagramu. Je to sposobené tym, ze drzitel ma v kazdom case
moznost opciu uplatnit, ¢im by si zabezpecil rovnaky zisk ako drzitel eurdpske;j
opcie v expira¢nom case. Cena americkej opcie sa preto vzdy nachadza nad
grafom pay-off diagramu, alebo sa ho dotyka. V pripade, ak sa ho dotyka,
znamena to, ze jej hodnota je rovnaka ako zisk z jej aktualneho uplatnenia,
a preto je jej uplatnenie optimélne. Cena akcie (alebo iného podkladového
aktiva), pre ktori sa oplati v ¢ase t opciu uplatnit, sa oznacuje S¢(t) a nazyva
sa hranica predéasného uplatnenia, alebo volnd hranica (z ang. free boundary).
Black-Scholesova rovnica pre cenu americkej opcie je splnena ako nerovnost:

oV 1, ,0%V oV
2y 2s252t DSt — vV <
at+205’852+(r D)Sas rV <0, (9)
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Obr. 3: Typicky graf ceny americkej call opcie na akciu vypldcajicu dividendy

kde rovnost sa pre call opcie nadobtida na intervale S € [0,S¢(t)] (S €
[S¢(t),00] pre put opcie). Nerovnost je na intervale, kde dochadza k uplatne-
niu opcie S € [Sf(t),00] (S € [0, Sf(t)] pre put opcie). Mozme to interpretovat
tak, ze ak call opciu drzime pre 0 < S < Sy(t), je to optiméalna hedgeovacia
stratégia, ak ju v8ak drzime aj pre S¢(t) < S < 0o, nie je to optiméalne a z ma-
jetku stracame. To nam spolu dava jeden vztah pre linearnu komplementaritu
americkej opcie:

OV 1, L0V oV -
(a*a“ A s rv) (V(s.t) ~V(S.T) =0. (10)

V pripade put opcie sa cena akcie nachadza nad hranicou predcasného uplat-
nenia S¢(t) < S < oo, a uplatiiujeme ju v pripade, Ze cena pod tato hranicu
padne. Az kym sa tak nestane, opciu drzime. Obréazok (Obr. 4) ilustruje pri-
pad drzania put opcie vypisanej na expira¢nu cenu E = 100. V case t = 0 mé
podkladova akcia hodnotu S = 95. Cierna krivka predstavuje hranicu pred-
casného uplatnenia. 7 obrazku si moézme vSimnut, ze opciu drzime, az kym sa
cena akcie nedostane aspon na aroven hranice predcasného uplatnenia. V tomto
konkrétnom pripade dochadza k uplatneniu v ¢ase t ~ 0.9 pri cene S = 80.
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Obr. 4: Zivotnost americkej put opcie a jej uplatnenie v pripade S = St(t)

1.1.4 Suvislost hranice predéasného uplatnenia s cenou opcie

Uloha na ocenenie americkej call opcie je ilohou na rieSenie systému:

ov 1 0*V ov

5 + 50 S 52 + (r D)SOS rV =0 pre 0 < S < Sf(t), (11)
V(0,t) =0, (12)
V(S t) =S —E, (13)
ov

55t =1, (14)
V(S,T)=(S—-E)". (15)

kde podmienka (12) znamend, Ze call opcia vypisana na akciu, ktorej cena je
konstantne nulova ma tiez nulovi hodnotu. Vzorec (13) znamena, Ze v momente
ako akcia dosiahne v Case t cenu Sf(t), tak ju uplatnime. Vzorec (14) mozeme
interpretovat tak, Ze narast ceny o jednotku na hranici uplatnenia (rovnako aj
nad fiou), zvysi cenu opcie tiez o jednotku. Dosledkom je, Ze sa cena opcie v
kazdom ¢ase t > 0 napoji na pay-off diagram hladko.

V pripade put opcie je systém analogicky:

ov. 1, ,0%V ov

OV 1229V 0 pygOV Ly 1
8t+2058S2+(T )Sas rV =0 pre S¢(t) < S < oo, (16)
V(0,t) = Be "0, (17)
V(S t) = E — Ss(t), (18)
ov

(St =1, (19)
V(S,T)=(E—-S)". (20)
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Tentoraz podmienka (17) znamena istotu ziskania finanénych prostriedkov v
hodnote E za ¢as T' — t. Hodnota tohto obchodu je v tom pripade iba od-
iskontovana budica hodnota (trokovou mierou 7). Vzorec (18) znamend, ze
dochédza k uplatneniu podobne ako v pripade call opcie. Taktiez podobné si-
tuacia ako v pripade call opcie je aj na hranici predcasného uplatnenia, kde
dochadza k hladkému napojeniu na pay-off diagram. Na rozdiel od call opcie,
v8ak s rastiicou cenou S hodnota put opcie V klesa.



Nelinearne modely

2 NelineArne modely

2.1 Potreba nelinearnych modelov volatility

Klasicky model ocenovania opcii s konstantnou volatilitou, ¢ > 0, sleduje
hodnotu opcie vypisanej na podkladové aktivum S, ktorého cena sa vyvyja

podla stochastickej ODR:
dS = (n — D)Sdt + o SdW. (21)

Akykol'vek derivat aktiva S, ktory méa byt obchodovatelny, musi nutne splhat
Black-Scholesovu PDR:
1 2

%—‘; + 50252% + TSZ_Z —rV =0. (22)
Pricom z (21) sa k (22) dopracujeme cez konstrukciu portfolia s konstant-
nou hodnotou v priebehu ¢asu. Takéto portfolio sa da konstruovat iba pri
splneni niektorych silnych predpokladov, ako je kompletny trh 3 s nulovymi
transakénymi nédkladmi. Na modelovanie niektorych javov, ako st spominané
transakéné naklady, nedokonaly trh, alebo riziko z nezaisteného portfélia, je
vSak potrebné zamenit konstantny c¢len o za vSeobecnejSiu funkciu volatility,
zavisli od zvySnych parametrov. Vo vSeobecnosti sa pouziva funkcia v tvare:

o =0(S?03V,S, T —t). (23)

Volatilita je teda funkciou ceny podkladového aktiva .S, druhej derivacie ceny
opcie podla ceny podkladového aktiva 92V a ¢asu do expiracie T — t.

2.2 Lelandov model

Leland sa v svojom ¢lanku [12] zaobera hedgeovanim, ktorym Black so Scholes-
som [8] odvodili nearbitraznu cenu pre opciu V. Najskor rozobera, aky vplyv
mé rebalancovanie portfolia v diskrétnom ¢ase (namiesto spojito) na kvalitu
zahedgeovania. Podobne ako Black a Scholles, snazil sa replikovat opciu V'
portfoliom II = §S + B. Zistil, Ze aj ked v pripade diskrétneho hedgeova-
nia nevieme zarucit dokonald replikdciu, vieme ho zahedgeovat tak, aby pre
vzniknuti hedgeovaciu chybu AH,, za ¢as At platilo: E(H;) = 0. Zmena vsak
nastane zvySenim volatility o. Za ¢asovy okamih At sa hodnota portfolia II

3 kompletny trh je taky, kde st mozné vietky stavky na budici stav sveta s pouZitim
existujacich aktiv

10



2.3 RAPM model

zmeni vplyvom transakénych nakladov, zmeny hodnoty dlhopisu a zmeny hod-
noty akcie nasledovne:

ATl = AGS + rBAt — % |AG] S. (24)

Kedze toto portfolio replikuje opciu V', musia sa ich ceny rovnat, inak by
nastala arbitraz. Preto plati AV = AIl. Zmena hodnoty opcie sa da vyjadrit
z Itovej lemy ako:

oV ov. o ,0°V
AV = —AS —52 At. 25
95" " ( Ji 682) (25)
Odtial je zrejmé, ze 6 = g—‘g, ¢o je rovnaky vztah ako pri hedgeovani bez

transakénych nakladov. Porovnanim zvysnych ¢lenov, zistime, ze musi platit:

C oV o? 0V
BAL = o [A0] S = ( -+ 55 At. 26
" 3 189 <8t 352) (26)
Leland dalej ukazal, ze § |AS| S = " 2 LeS? ‘325‘2{ At, kde Le sa nazyva Lelan-

dovo ¢islo a je dané ako Le = \/%< ¢ ) Dosadenim do (26) dostaneme

oVAL
rovnost:
8V &2 282 ov

s modifikovanou volatilitou 6% = o2 (1 + Le sign (%)), pricom ¢ je odpo-

zorované historicka volatilita a Le je Lelandovo ¢islo. Lahko sa presvedéime,
7e tato modifikovana volatilita je klesajucou funkciou dlzky doby rebalancova-
nia. Tento dosledok je prirodzeny, kedze so skracovanim At nam rastu trans-
akcne néklady. Vieme, Ze pre eurdpske call a put opcie bez dividend plati
852 > O preto je modlﬁkovana volatilita konstantna a vzdy vacsia ako histo-
ricka: 6% = 0%(1 + Le) > 0. Vo vieobecnosti je viak volatilita skakajica:

ak 92V <0

, 28
ak 92V >0 (28)

(3'2
o(S?0LV, S, 1) = A;
P
kde 0? = 0%(1 — Le) a 02 = 0*(1 + Le).

2.3 RAPM model

Risk adjusted pricing methodology je model volatility, ktory je pripa-
dom v8eobecného tvaru (23). Prvykrat bol odvodeny v ¢lanku od M.Kratka

11



2.3 RAPM model

[10] a neskor zovieobecneny D.Sevéovicom a M.Jandackom [11]. Tento model
sa snazi zohladnit v cene opcie riziko, ktorému je investor vystaveny kupou
opcie, alebo jej vypisanim. Prirodzene mozme ocakavat, ze investor vystaveny
riziku (¢i uz je to drzitel, alebo vypisovatel), bude za toto rizikov pozadovat
finanéna kompenzéciu. Vieme, Ze funkcia ceny opcie V (S, ¢, o) je rasticou fun-
kciou parametra o. Preto, ak je riziku vystaveny vypisovatel, o¢akavame vyssiu
volatilitu a tym aj vyssiu vyslednu cenu. Pokial je riziku vystaveny majitel,
je to naopak. Riziko spociva v tom, Ze na rozdiel od modelu, kde uvazujeme
konstantni o a splnené vSetky potrebné predpoklady, v tomto pripade nevieme
dokonale replikovat dlhopis iba pomocou opcie V' a ¢asti podkladového aktiva
0S. Kvoli pritomnosti transakénych nakladov uz nie je mozné robit potrebné
rebalancovanie spojite. Je preto nutné najst optimalny ¢asovy krok medzi zme-
nami v portfoliu At. Tento jednak nebude prili§ kratky, kvoli transakénym na-
kladom a ani prilis dlhy, kvoli riziku z nezaisteného portfélia. Podobne ako v
pripade dokonalého trhu bez transakénych nékladov, vychadzame aj tentokrat
z portfolia:

=V +48. (29)

Je zloZeny z jedného kusu opcie a d kusov aktiva S. Zmena za jednotku casu At
je sposobené zmenou hodnoty dlhopisu, vyplatenim dividend, ale aj zmenou
sposobenou nezaistenym portféliom:

AlIl = rIIAt — 0DSAt — (TTC + TVP>SAt. (30)

Celkové riziko rg je suctom rizika vyplyvajiceho z transakénych nakladov rp¢
a rizika z volatilného nezaisteného portfolia ry p. Platia pre ne nasledovné
vztahy:

C6S 1
rre = —— |03V | —=, 31
e m‘ 5 ‘m (31)
rvp = %R&452F2At. (32>

Riziko z transakénych nakladov rr¢ je rovnaké ako v Lelandovom modeli, kde
bolo zahrnuté do zmeny portfélia ako:

o0?V
052

CoS?
v/ 211

Tento vyraz je rovnaky ako rroSAt. Transakéné naklady C' = % sd rov-
naké, ako v Lelandovom modeli. Leland vSak neuvazoval nad finan¢nou kom-
penzaciou za riziko, ktoré vyplyvalo z nedokonalého hedgeovania. Uspokojil sa

VAL, (33)

AHLel = —g ‘AU‘ S =

12



2.4 Barles-Sonerov model

s tym, Ze stredna hodnota straty je nulova. V [11] je navrhnuté zohladnenie
rizika z nezaisteného portfolia pomocou variancie ceny portfolia vzhladom k
cene akcie, var (A—SH), ktora je navySe nasobené faktorom averzie vo¢i riziku
R. Tato hodnota reprezentuje averziu investora voci riziku a aj rre je rastu-
cou funkciou R. Sevéovi¢ a Jandacka v [11] pomocou Itovej lemy odvodili tvar
(32), kde T' = 92V a C oznacuje transakéné néaklady prislichajice k aktivu

S. Minimalizaciou celkového rizika At = argmin rg ziskame optimalny ¢asovy
At
krok medzi rebalancovaniami:

N; <R\(j§) g (34)

52 |ST)3
s optimélnym rizikom:
1
3 (C?R\3 4
FR= — 5% |ST|3 .
TR 2<2W)0]S| (35)

Aplikaciou modelu na Black-Scholesovu rovnicu ziskame rovnicu, v ktorej je
oproti (22) navySe ¢len —rgS na lavej strane. Ten vSak vieme zahrnut do
rovnice pomocou tpravy volatility o nasledovne:

3 <C2R -

S =-
"R 2

C2R\ 3
. .

™

% 4 52 1
> 62 |ST|3 S = ?SQF (T'S)s 3 (

Kedze I' = g%/, tak prvé ¢leny su ¢lenmi druhej derivacie V' podla S v Black-

Scholesovej rovnici:

o1, ., C2R\® , .,
o T35 (H?’(%) (SO2V)

Wl

a—SQ—i‘T’S%—TV:O. (37)

) PV OV

Lahko sa presvedéime o tom, Ze v pripade C' = 0 (Ziadne transakéné naklady,
rebalancujeme spojito), alebo R = 0 (Ziadna averzia k riziku, nerebalancujeme
vobec) dostaneme linearnu BS rovnicu (22).

2.4 Barles-Sonerov model

Barles a Soner odvodili nelinearny model pre call opciu, ktory je zlozitejsi ako
predchédzajice dva. Vychadzali pritom z prace Hodgesa a Neubergera [23],
ktory pouzili uzitkova funkciu. Ich princip bol zalozeny na tom, Ze stanovime
pociatoénu hodnotu dlhopisov x a akcii y. Ich objem v ¢ase vyjadruju funkcie

13



2.4 Barles-Sonerov model

X(s)aY(s)pres € [t,T]. S plynicim ¢asom menime ich objem a to predajom
dlhopisov a ndkupom akcii, alebo naopak. Ttto obchodnu stratégiu popisuja
funkcie L(s) (predaj dlhopisov, ndkup akcii) a M(s) (predaj akcii, nakup dl-
hopisov). Menované fukcie st vlastne agregovanym stu¢tom nakupu/predaja v
¢ase. Uvazujeme aj pritomnost transakénych nakladov C' € (0, 1). Vyvoj poctu
dlhopisov potom mozme vyjadrit nasledovne:

X(s—x—/S )(1+ C)dL(r /s (1= C)aM(r).  (38)

Hodnotu dlhopisov si mézeme zamenit za hodnotu penazi, ktordt mame k dis-
pozicii. Prvy ¢len nam vyjadruje nakup akcii za zvySend trhova cenu a druhy
¢len je predaj akcii za znizend cenu o transakéné néklady. Hodnota akcii je
jednoduhsia, kedze funkcie L(s) a M(s) agreguji nékup (resp. predaj) pocas
plynutia casu:

Y(s) =y + L(s) — M(s). (39)

Podl'a Hodgesa a Neubergera je cena opcie maximélna jej cena taka, aby maxi-
méalna ocakivané uzitocnost z koncového kapitalu bola rovnaka, ¢i akciu vlast-
nime, alebo nie. To znamena, ze ak je maximélna uzito¢nost bez opcie dané
ako:

Vi(z,y,S(t),t) = L(.S)u]\I/;(.)E [U(X(T) +Y(T)S(T))], (40)

tak maximélna uzitocnost koncového kapitalu pri predaji N call opcii za cenu
A je:
Vo(x + NA,y,S(t),t) = sup E [U(X(T) + NA+Y(T)S(T)— N(S(T) — K)*)] .
L(.),M(.)
(41)

Ako funkciu uZito¢nosti pouzili Barles so Sonerom funkciu U(§) = 1 — e™%.
Moézme si vSimnut, ze uzito¢nost z predaja N opcii pri rizikovej averzii v, ndm
dava rovnaki uzitoCnost ako predaj 1 opcie pri averzii vIN. Preto sa zvykne
sktimat asymptoticky prlpad vYN — oo s asymptotickou funkciou uzito¢nosti
U(§)=1—e€" Z kdee = —%- Po zavedeni pomocnych funkeif 215 : R x (0, 00) x

(0,7) — R, ktoré VyJadFUJu hodnotu opcie v pripade oboch stratégii. Lahko
nahliadneme, Ze z;(y, S(t),T) = 0 pre stratégiu bez opcii, a 2z5(y, S(t),T) =
(S(T) — K)* pre stratégiu s opciou. Cena opcie vychadzajtca z optimalizacie
uzito¢nosti je potom A(z,y,S(t),t) = 2o(y, S(t),t) — z1(y, S(t),t). Nakoniec
Barles a Soner ukazali, Zze ak plati C' = a+/e, tak pre e = 0 a C — 0:

z1 — 0,

2o =V,

14



2.4 Barles-Sonerov model

kde V' je rieSenim nelinearnej Black-Schollesovej rovnice:

8V 62 0%V oV
T & =0. 42
81& S 532 +rS— 95 —rV =0 (42)

Vyraz 62 oznacuje nelinedrnu funkciu volatility spliajtcu:

52— (1 L ( 25225V>) | (43)

s historickou volatilitou o, averziou voci riziku a = % > 0 a funkciou ¥
splhajacou ODR:
U(x)+1
U (z) = re x # 0, 44
() =3 ) _a pre x # (44)
s pociato¢nou podmienkou:
v(0)=0. (45)

Analyzou tejto funkcie este Barles a Soner ukazali, ze plati:

Y(z)

lim =1, (46)
r—o0 U

lim ¥(z)=—1. (47)
T——00

Mézme preto pre dostatocne velky argument x funkciu W(z) aproximovat iden-
titou. V tom pripade volatilitu aproximujeme vyrazom:

62 = <1—|—e (T=) ZSQZS‘/). (48)

Pre mala hodnotu argumentu z funkciu ¥(z) sa vsak nemozno s touto apro-
ximéciou uspokojit. V ¢lanku [14] je odvodeny implicitny vztah, ktory splia
funkcia U(z):

inh /T i
arcsin
P L AN v U > 0, 49
( VT ) P )

T = (ar%__q’ \/__) pre —1 < >0, (50)

Ako vidiet z grafu (Obr. 5), tak funkcie ¥~!(z) a ¥(x) st rastice. Dostato¢ne
presné rieSenie vdaka tomu nie je problém ziskat numericky.
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2.4 Barles-Sonerov model

Irwerznd funkcia k Psi(x)

Obr. 5: Inverznd funkcia k W(x)

16



Transformacné metoda

3 Transformac¢na metdda

V ¢lanku [6] Sevcovic navrhuje rieSenie ceny americkej call opcie pomocou
transforméciu v tvare:

r=T-t, (51)
o (ST, o

Tato transforméacia nam okrem obrateného plynutia ¢asu transformuje aj pries-
tor S € (0, 5¢(t)), (na ktorom je splnena Black-Scholessova nerovnost (9) ako
rovnost) na priestor € (0,00) (11). Poloha voInej hranice S(t) zostéva na-
priek tomu stéle neznama. Seveovic dalej ukézal, Ze existuje pomocné portfolio
[T, pomocou ktorého dokazeme vyjadrit Black-Scholessovu rovnicu v novych
premennych. Zaroven dostaneme aj vztah pre polohu volnej hranice. My si naj-
skor ukazeme ako sa podobné transformacia da aplikovat na put opcie a potom
si pripomenieme tranforméciu pre call opciu z ktorej tato idea vychadza [5].
Nakoniec si ukdzeme ako do transformovanej rovnice mozno zakomponovat
model s nelinearnou volatilitou.

3.1 Put opcia
3.1.1 Transformécia funkcie ceny put opcie

Na zaciatku tejto prace sme si ukazali, ze ak chceme riesit ilohu na ocenenie
put opcie, tak je potrebné vyriesit systém:

57

%‘; ; 252252 +(r— )Sg—g —rV =0 pre Sy(t) < .S < oo, (53)
V(oo t) = (54)
V(Sy1) = B 55, )

oV

O (sr0 =1 .

657)

V(S,T) = (E - 8)*.

7 poznatkov o eurépskych opciach vieme, Ze pre podobny systém existuje ex-
plicitné rieSenie. Tam vSak bola nerovnost (9) splnena ako rovnost na celom
intervale S € (0,00) a tiez sa tam nevyskytovala neznama Sy. Systém pre
americku opciu je navySe obtiazne rieSitelny aj numericky, kedze kvoli pritom-
nosti volnej hranice uz nevieme, kde je nerovnost splnené ako rovnost, a kde
nie. Ako mozné rieSenie sa javi pouzit podobnu trasformaciu ako (51),(52),
ktora tieto dve oblasti odseparuje. Na rozdiel od call opcie drzime put opciu
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3.1 Put opcia

pri vysokej cene a uplatiujeme pri dostato¢ne nizkej. Preto Black-Scholessova
rovnica nie je splnend na intervale S € (0, Sy cqau(t)) ako v pripade call opcie,
ale na intervale S € (Sf,ut(t),00). Na prvom spominanom intervale dochadza
k uplatneniu opcie, preto sa jej cena rovna cene dosadenej do pay-off diagramu.
Tuto oblast preto nie je nutné skimat, bude nas zaujimat iba poloha hranice
predcasného uplatnenia. Aby sme ziskali Black-Scholessovu rovnicu platnii na
intervale x € (0,00) je nutné pouzit tranformaciu:

r=T—t, (58)

r=In (ﬁ) | (59)

kedze plati S > Sy pocas celého ¢asu drzania opcie. Oznacme si o(7) = Sy(T —
7), potom definujeme pomocné portfolio I1 nasledovne:

oV

(x,7) =V(S,t) — S==(5,1). (60)

oS
Portfolio II pozostava z 1 ks opcie a —g—‘é ks akcie. Teda rovnako ako za-
hedgeované portfolio, pomocou ktorého Black a Scholess odvodili (7). Ak si
vyjadrime premenné S, ¢ pomocou novych premennych x, 7:

S =¢e"5(T — 1) =e"p(1), (61)
t=T—r1. (62)

Lahko teraz vyjadrime, ¢omu sa rovna II v novom priestore:

av
(r,7) = V(o). T~ 7) = (Tolr) G (o), T = 7). (63
DalSou tlohou je ziskat vztah medzi portfoliom [I(x,7) a p6vodnou rovnicou
(7). Kvoli tomu je nutné poznat parcialne derivacie IT podla jednotlivych pre-
mennych. Derivovanim podla z dostaneme:

T = 5 (DT = 1) e(r) - (olr) (gl T - 1)
- o) (Gga(eeln. T =)l
— (o) (Folr). T~ 7) = 5T L (S.1) (64)
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3.1 Put opcia

V rovnici (7) sa nachédza aj druhé derivacia podla S, preto budeme potrebovat
0211,
Bx? "

O*11 0*V

o2 = —2(e"e(n))(e"o(r)) 5z (e"o(7), T — 7) (65)
(o) DN (e olr). T 7)(ee(r))
L2V OV
= —28°5 1 (5,6) = 2 (5.0). (66)

Nakoniec vyjadrime derivaciu podla ¢asovej premennej. Netreba zabudnut na
to, zZe aj premenna x je zavisla od casu:

O = Tl olr). T =) () + S (e 0(r), T~ 7)(~1)
- (@) (Gg@etn.T =)
~ o) (s (a0 T = H) + (). T = ()
oV 0*V o?V
=50~ STL (S 00 () + S (5.1), (67

3.1.2 Black-Scholesova rovnica pre transformovanu funkciu put opcie

Budeme predpokladat, Ze riesenie V' (.5,t) je hladké. Téato vlastnot je splnena
pre t € (0,T), a v Case expiracie rieSenie pozndme. Rovnost (7) potom bude
platit aj po zderivovani podla S. Po prenasobeni oboch stran hodnotou S
dostaneme nasledovny vztah:

02V oV L0V
Sasat+( >S%+<T— ”%
0%V oV oV
2S 832 S 553 S@S (68)

Teraz treba nahradit tieto ¢leny novymi premennymi pomocou derivécii port-
folia II. Prvy ¢len vieme napisat ako:

PV gn gon oV

050t~ 0r ooz ot (69)
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3.1 Put opcia

Vyuzili sme, Ze EIQT,(T) = Ql(m. Clen (r — D)S g% ponechdme v povodnom tvare.

7)
Ostatné ¢leny prepiSeme gnasledovne:
, O*V oIl
(r— D)S*—— 23 = (T—D)%, (70)
o2 OV o? 282
75 252 ~ 27 o52 )
O*V. o OV o 9T Ol
2
- R - = - - 2
5352+2 953 2(8x2+8x) (72)
oV
—TS% =rll —rV. (73)

Poskladanim dostaneme nasledovnu rovnost, v ktorej sa mieSaji netransfor-
mované premenné S, t s transformovanymi premennymi x, 7:

ol oIl ov ov oIl
o gon T T Pgg Dy,
2 2 2 2
0" 0V o ( Ol O\ B
+ 55 e T ( T T )V Arii=0. (74)

Netransformované premenné, nam spolu vytvaraju Black-Scholesovu rovnicu
(7). Kedze pracujeme na intervale x € (0, 00), tam je rovna nule. Po odstraneni
¢lenov tychto nadbyto¢nych ¢lenov ziskame rovnost pre II:

oIl oIl o2 9%l

or a(r) or 2 Ox? =0 73)

kde « sme pre jednoduchost oznacili mnozinu ¢lenov a(7) = ggl((:)) +r—D—

"72. Dostali sme PDR pre II. Potrebujeme k nej eSte pociatoéné a okrajové
podmienky a nejaké dodatocné podmienky pre o, kedze aj to je stile nezname.
Prva podmienku ziskame z (18),(19) a (60):

11(0,7) = V(SH(T —7), 7~ 7) = §;(T ) 9 (Sy(T — 1), T~ 7)
— E—S{T —7) — S;(T — r)(~1) = E. (76)

Okrajova podmienka x — oo reprezentuje stav, kedy S > S;. Vtedy opcia
nems4 Ziadnu hodnotu a rovnako 2 aS = (. Preto mé druhé okrajova podmienka
nesledovny tvar:

(oo, ) = 0. (77)

Pociatoéné podmienky pre ¢as 7 = 0, ktory zodpoveda ¢asu maturity opcie,
ziskame z (60). Staci si uvedomit, Ze cena V(95,t) je dana z pay-off diagramu
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3.1 Put opcia

a pre hodnotu derivacie plati g—‘g = —1 v pripade, Ze je cena dostatocne mala
a opciu uplathujeme. Inak je tato hodnota rovné nule. Pociato¢na podmienka
ma preto tvar:

E
E pre x < In (—)
I(z,0) = 0(0) ) .
0 inak

Poslednt podmienku dostaneme zo vztahu medzi II a o(7). Pri dosiahnuti
drovne uplatnenia opciu okamzite uplatnujeme, z toho dévodu musi pre jej
cenu platit

E — S5(t) = V(S4(1),1). (78)

Po zderivovani tejto rovnosti podla ¢t dostavame vztah:

d OV (Sy(t), 1) d OV (5y(t),1)
- 1)) = — t .
77 (9r(1) 55 g or) +—— (79)
Kedze Y00 — 1 pre vietky hodnoty S < Sy(t), tak 2200 — o Ako

poslednu vec si treba uvedomit, ze x — 07 reprezentuje pripad, kedy sa cena
akcie priblizuje k volnej hranici. Kedze kvoli pouzitej transformaécii sa stéle
nachédzame v zéne S € (o(t), 00), tak sa moézeme priblizovat jedine zhora. Pre
hodnoty x — 0 preto platia nasledovné vztahy:

ov
5%(57 t) = —o(7), (80)
LV ot

Z (60) vyplyva SZ¢(S,t) = V(S,t)—II(z, ) a nasledne Iahko z (53) odvodime
rovnost:

(r = D)(~o(r)) = - 20,7) ~ r(E ~ o{)) = 0 (52)

z ktorej nam potom vyplynie vztah medzi II a o:

rE % Ol

D + E%(O,T). (83)

o(r) =

3.1.3 Nulové dividendy

Pripad kedy neuvazujeme dividendy, tj. D = 0, je vlastne iba zovSeobecnenim
modelu, kde ich uvazujeme. Pri call opcii nie je dovod sa takymto pripadom
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3.2 Call opcia

zaoberat, kedze jej cena by sa vtedy zhodovala s cenou eurépskej opcie, pre
ktori je zname explicitné rieSenie. V pripade put opcie je situacia odlisna a méa
zmysel uvazovat aj nad pripadom, kedy akcia nevyplaca dividendy. Do vzora
(83) napriklad nemozeme dosadit D = 0 a pokracovat vo vypoctoch podla
tejto schémy. Z rovnice (82) nevieme vyjadrit explicitny vztah medzi IT a 7
pre D = 0, dostaneme vSak iny vztah:

—(0,7) = ——-. (84)

3.2 Call opcia
3.2.1 Transforméacia funkcie ceny call opcie

V tejto casti sa pozrieme na transformacni metédu pre americkid call opciu
ako bola popisané v knihe [5]. Black-Scholesova linedrna rovnica ma tvar:

v 1, ,0*V ov
— 4 = - — - — = t
5 —|—20 552 + (r D)Sas rV =0 pre 0 < S < Sf(t), (85)
V(0,t) =0, (86)
V(Sy,t) =S —E, (87)
ov
— (5, t) =1 88
S =1, (53)
V(S,T)=(S—-E)". (89)
Aplikujeme na nu transforméciu v tvare:
T=T—t, (90)
r=In (%) . (91)

Vsimnime si, ze = € (0, 00) zodpoveda v pévodnym premennym S(t) € (0, o(t)).
Transformécia je teda opa¢na ako (52). Hodnoty S(t) > po(t) nie je potrebné
skimat, kedze vieme, Ze v tomto pasme je cena opcie totozna s pay-off dia-
gramom. Polohu hranice predcasného uplatnenia Sy(T — 7) ozna¢ime rovnako
ako pri put opcidch o(7). Pomocné portfolio IT definujeme rovnako ako v (60).
Z (91) vieme vyjadrit S = e *S¢(T — 1) = e “p(1) az (90) t =T — 7. Teda
pre II dostaneme:

(2, 7) = V(e~0(r). T — 1) — (e~ olr) Do), T~ 7)  (92)
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3.2 Call opcia

Nésledne uz nie je narocné odvodit vSetky potrebné derivacie:

O = B (e T = =) - (o) (g el T - )

~ (e 0(r) (G (e T = (e ol) )

= (o) T e o), T — ) = 591 (S 1) (93)

22721 = 2(6xQ(T))(—er(T))%(eIQ(T), T—7)

+ (o) (e o(r). T — 1) (=~ (r)
PV OV
= —25- 2 (5,1) - S°2 = (5.1) (94)

Nakoniec vyjadrime derivaciu podla ¢asovej premenne;j:

(?91;[ g‘g(e “o(1), T —1)(e "0 (1)) + aa_‘t/( “o(r), T —7)(=1)

—(e00) (Gga e o) T = D)) + e (o). T = 1))

oV 02V iy 02V
= —SH(8.0) = S (S (e 7)) + S

(S,1) (95)

3.2.2 Black-Scholesova rovnica pre transformovani funkciu call opcie

Rovnako ako v pripade put opcie budeme predpokladat, zZe riesenie V (S, ) je
hladké. Tato vlastnot je splnené pre ¢as t € (0,7'). Zderivujeme (7) a ziskanu
rovnost (68) vyjadrime pomocou II nasledovne:

Ol ool 9V 1% Ol 020l
o Voo T TU T P T Dty
0?V  o? 0?11 oIl
+_S_as2+_< 7~ 25 )—rV—l—TH— . (96)

Aj tu sa nachédzajua ¢leny z Black-Scholesovej rovnice, ktoré mézme odstranit,
kedze st rovné nule. Potom:

o1l Ol o291
E—f‘ ()6_1‘_761‘2+TH:O’ (97)
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3.2 Call opcia

kde a(7) = (( )) +r—D— "7 Z podmienok (86),(87) a (88) dostaneme okrajové
podmienky pre (97):
v
110, 7) = V(SH(T — 7). T~ 7) = Sy(T ~ ) g (S/(T 7). T ~ 7)
= S{T —7)—E—S)(T —7) = —E, (98)
M(co,7) =V (0, T —7) — Og—‘S/(O,T —7)=0. (99)

Pociatotné podmienky nam vyplyna z pay-off diagramu. Pre hodnoty S(7')
ostro mensie ako E, nema opcia ziadnu hodnotu. Preto pre hodnotu derivaci
podla S plati 2% = 0. Hodnoty S v pésme (E, S¢(T)) znamenaji nenulovi
hodnotu opcie a Sov _ = 1. Preto:

as
-k pre x < In <@>

[(z,0) = E

0 inak

Dalsiu podmienku dostaneme zo vztahu medzi IT a o(7). Pri dosiahnuti trovne
uplatnenia opciu okamzite uplatiujeme, z toho dévodu musi pre jej cenu platit:

S5(t) = B = V(S;(1).1). (100)
Po zderivovani tejto rovnosti podla ¢t dostavame vztah:

d OV (S4(t),t) d OV (S4(t), 1)

— (S¢(t)) = ——=="——(S¢(t —_— 101
2 (85(1)) = TEL L (5,0 + L (101)
KedZe opciu by sme uplatnili aj pre vyssiu cenu ako S, tak plati VS _ g
Po dosadeni do (101) dostaveme, Ze musi nutne platit w = 0. Stav v

blizkosti hranice uplatnenia nam popisuji hodnoty x =~ 07. Preto pre hodnoty
x — 0 platia nasledovné vztahy:

ov

S5 (5.1) = of7), (102)
,0*V oIl
5255 (S.8) = S-(0.7), (103)

kedze S9%(S,t) = V(S,t)—I(z, 7). Ich dosadenim do (85) dostavame rovnost,
ktora plati pre  na okoli bodu nula:

(r = D)olr) + G 20(0,7) ~ r(olr) ~ E) =0 (104)

Z rovnice (104) vyjadrenim o(7) dostaneme rovnaky vztah ako ten, ktory nam
explicitne previzuje hodnoty Il a g pri put opcii (83).
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3.3 Model s nelinearnou volatilitou

3.3 Model s nelinearnou volatilitou

Doteraz sme sa zaoberali pripadmi call a put opcii s konStantnou volatilitou,
o = konst. Vo vSeobecnosti vak moze byt volatilita dana ako funkcia ostatnych
premennych:

o =0(S?03V,S, T — 1), (105)
s Black-Scholesovou rovnicou v zovSeobecnenom tvare:
8V 1 9 282 ov
T — — —D)S— — = 1
o+ ( (S*02V, S, t)) S 557 + (r )Sas rV =0. (106)

Rovnakym postupom ako v pripade konstantnej volatility zostrojime porfélio
I1. Rovnosti (64),(66) a (67) pre americka put opciu zostavaju zachované. Pri
derivovani (106) podla S v8ak uz nemozno brat o ako konstantu. Po zderivo-
vani a prenasobeni S dostaneme nasledovnii rovnost:

0*V ov 0?V 1. 0o ,0°V

e - D 27 7 iy 3
588815 - )Sas T DS T35 s
82V PV oV
2 3
— — S —rS— = 1
25552 (’952 S 053 S@S 0 (107)
Oproti rovnosti (68) méame v pripade nelinearnej volatility navyse ¢len 08" S3 g?;
Pokial sa pozrieme na vztah medzi S a x, tak z (59) dostaneme:
dx Sf
1
s~ S Sf (108)

a teda dz = 9. Pokial v rovnici (75) nahradime ¢len %8—H ¢lenom 1L (5291
ziskame pozadovany tvar, kedze:

1d [ ,0lI 1 dodSoll 1 Nl
——— 2 ———— = 1
2dx ( 8x) dS dx Ox 7 o (109)
Tym sme dostali povodny ¢len %ngg a navySe aj pozadovany clen 0‘9" S3 822 ,

.ol 202V
lebo plati - = —S5°9=7.

podobny vztah ako (75):
o1l ol 1d ( 5, OI1

dr  2dx Ox

or o >E)m 2dx

Pri pouziti nelinearnej volatility dostaneme pre II

)wn—o (110)

pre americky put a analogicky:

a—H‘f‘ or_1d (026H) + 7l =0, (111)

pre americky call.
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3.4 Vypocet ceny opcie z rieSenia transformovanej rovnice

3.4 Vypocet ceny opcie z rieSenia transformovanej rov-
nice

Vychadzat budeme z knihy [5], kde je ukdzané ako z rieSenia I vypocitat cenu
americkej call opcie V. Vztah (60) si vieme napisat ako:

ov ,d o
U(e,7) = V(S,t) = S5=(5.6) = =S 2= (STV(S.8),  (112)

7 &oho Tahko dostaneme rovnost:

—S(x,7) = —S°11 <1n (ﬁ) T — t) = % (S7'V(S,1)) (113)

Ked tento vyraz zintegrujeme na intervale [S(t), S] a vyuzijeme poznatok, ze
V(S¢(t),t) = E — S¢(t) dostaneme:

SV(S,1) - ﬁ) (E - o(r)) = /: —sem (m (ﬁ) T - t> as.
(114)

Teraz v integrale vyuzijeme, ze z = In <%) adr = %dS a dostaneme:

S

s (x,7)Sdz. (115)

1 1 In
V(5.0 - == (E-o) = [

Nakoniec v integrale pouZzijeme rovnost S = e®o(7) a dostaneme vztah na
vypocet ceny americkej put opcie z rieSenia transformovanej rovnice:

V(S,t) = 5 (E —o(r) — /OIHQ(T) e‘“’H(m,ﬂda:) . (116)

o(7)

Podobne je to pre cenu americkej call opcie, ak pozname rieSenie II transfor-
movanej roviice:

ln%
V(S,t) = % (Q(T) —-FE —i—/o exH(x,T)dx) : (117)
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Numericka aproximacna schéma

4 Numerickid aproximac¢na schéma

V minulej kapitole sme si ukazali ako transformovat systém (53)-(57) na sys-
tém:

o1l Ol o2 9%l
d(7) o’
a(r) = 4r—D——, 119

s dodato¢nymi podmienkami:

E
two- {7 me<n()
0 inak
[I(oco,7) =0, (121)
1(0,7) = E, (122)
o) =2+ T 0.7). (123)

V pripade, Ze neuvazujeme dividendy sa podmienka (123) zmeni nasledovne:

Zbavili sme sa nerovnosti, ktora bola najvic¢sou prekdzkou v rieseni systému.
Napriek tomu je stéle zlozity, najmé preto, Ze sa v iom nachadzaji 2 nezname
funkcie II(z,7) a o(7). Tieto st navySe previazané vztahom (123). Na rieSe-
nie preto potrebujeme dobry numericky systém. Numerickym rieSenim trans-
formovanej rovnice pre americké call opcie sa zaoberali autori v knihe [5] a
podrobnejsie ho rozvinuli Kandilarov a Valkov v ¢lanku [15]. V nasledujtcich
odstavcoch sa pozrieme na to, akym sposobom sa dé numericky riesit systém
(118)-(122),(123), respektive (118)-(122),(124) v pripade, Ze nie st pritomné
dividendy.

4.1 Numerickd metéda pre transformovanii rovnicu ceny
americkej put opcie

Aby sme vedeli vypocitat cenu americkej put opcie V' (S, t), potrebujeme tiplne

poznat rieSenie I1(z,7) a zéroven o(7). Systém ktory musime riesit je 2D par-

cidlna diferencialna rovnica. Z pociatoénej podmienky (120) poznéme rieSenie

v ¢ase 7 = 0. Podmienky (121) a (122) nam zase urcuju, ako vyzera funkcia
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4.1 Numerickd metéda pre transformovant rovnicu ceny americkej put opcie

II(z, ) v krajnych bodoch priestoru x € (0,00). Vdaka tomu sa ako vhodny
nastroj javi metdéda konec¢nych diferencii. éasovy priestor 7 € (0,7 diskre-
tizujeme pomocou m + 1 bodov s krokom k = %, kde 75,7 = 0,...,m bude
predstavovat j-ty bod a jeho hodnota bude 7; = jk. Co sa tyka priestorovej
premennej x, obmedzime sa na priestor € (0, L) pre dostatocne velké L. V
tomto pripade nam postaci L ~ 4, kedze v povodnych premennych to znamena
S € (o(7),e*o(7)). Hodnoty, ktoré nepokryjeme znamenajt, Ze cena podklado-
vého aktiva je 54.60 nasobne vyssia, ako ta pri ktorej by doslo k predé¢asnému
uplatneniu. Cenu takejto opcie moézeme aproximovat V' = 0 bez toho, aby sme
sa dopustili vyraznejSej chyby. O rozsireni intervalu (0,4) pre z mé zmysel
uvazovat pri dlhych ¢asoch expiracie, alebo ak je opcia vypisana na akciu s
vysokou volatilitou. Vtedy je vysSia pravdepodobnost, Ze aj v pripade takto
vysokej ceny dojde k uplatneniu, a preto aj opcia moéze mat hodnotu, ktora
nie je zanedbatelna. Priestor x € (0, L) rozdelime podobne ako ¢asovy priestor
na n + 1 bodov s krokom h = %, kde z;,2 = 0,...,n predstavuje i-ty bod s
hodnotou z; = L. Mohli by sme pouzit aj nelinearne delenie, aby sme lepSie
pokryli hodnoty S blizke o(7). AvSak vdaka transformacii S = e”o(7) st body
blizke o(7) lepsie pokryté ako tie vzdialené (Obr. 6). Preto nam postadi aj
linearne rozlozenie bodov ;. Symbolom II/ oznaéime numerick aproximéciu

Obr. 6: Numerické rozloZenie bodov S, pre o(T) = 20

II(x;, 7;). Obrazok (7) znazoriuje ako tato numerickd tloha vyzera. V case
7 = 0 pozname rieSenie, kedze ide o Cas expiracie opcie. Rovnako v kazdom
¢ase pozname aj okrajové hodnoty I1(0, 7;) a II(x,, 7;). Preto zaéneme pocitat
na ¢asovej vrstve 71, kde vypoéitame numerickt aproximaciu splhajicu systém
(119)-(123). Potom pristupime k posunu do dalSej ¢asovej vrstvy a vypocet
zopakujeme. Takymto sposobom doriesime tlohu az do konca.

4.1.1 Metoda konecnych diferencii pre transformovani rovnicu

Ako prvé sa musime zamysliet, aké vztahy by mala spliiat numerické aproxi-
mécia rieSenia II. Budeme vychadzat zo vztahu (110), ktory je na rozdiel od
vztahu (119) splneny ako pre linearne, tak aj pre nelinearne modely volatility.
Pozrieme sa teraz ako bude vyzerat tato rovnica pre bod H‘Z . Pouzijuc Fulerovu
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4.1 Numerickd metéda pre transformovant rovnicu ceny americkej put opcie

Ta
T
& smer vypottu
INEEE
n rH T
0 n’ T

Obr. 7: Schéma numerického riesenia transformovanej rovnice

spatni diferenciu pre Casovi derivaciu dostaneme:

mw-mw" o 14 [ ;,00
i S SN i 3 i 2 12
k “or T 2dx ( > (125)

kde ag = o v pripade, ak uvazujeme konstantni volatilitu. Ak nie, tak musime
o] vy¢cislit v bode z;, 7;. Rovnako aj o] je iba funkciou ¢asu, ak uvazujeme
konstantnu volatilitu, pretoze s meniacim ¢asom sa nam meni hodnota ¢lena
T])
Q(T
kazdé x;. Rovnica (125) by bola jednoducho riesiteln4, ak by sa v nej nenaché-

dzal ¢len (( )) Tento je priamo zéavisly od riesenia IT7, kvoli podmienke (123).

.V pripade nelinearnej volatility treba samozrejme vycislovat o aj pre

Preto pridame do rovnice (125) premennt T/~ 2, ktora bude predstavovat akysi

medzikrok. Zavedieme aj premennii b’ = ((T])) +r — D, ktora sa lisi od o iba

tym, Ze neobsahuje volatilitu 7. Preto je 1/ uz iba funkciou ¢asovej premenne;j.
Nésledne rozdelime rovnicu na 2 casti:
Konvektivna cast

ot 9

N HJ 7 _ = 0. 126
k ox (126)
Difuzivna c¢ast
W1 (o029 . 14d L OTT
i A (. P = 0, 12
k + 2 Oz 2 dx (0 ) O + 0 (127)
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4.1 Numerickd metéda pre transformovant rovnicu ceny americkej put opcie

Lahko si mézme vSimnut, Ze rovnice (126) a (127) ndm v stcéte daji velmi
podobny vyraz ako (125). Rozdiel je iba ten, Ze sme v (126) namiesto 4

1 )
pouzili argx >, Vdaka tomu ndm v rovnici (126) vystupuji iba premenné 117!

. 1 . . L . _l - " "
a [I’72 a v rovnici (127) méame zase premenné 1772 a [IV. Aby takto ziskané
rieSenie bolo dostatoc¢ne presné, je nutné, aby sme sa touto zdmenou nedopustili

. i1
velkej chyby a aby sa derivacie ¢o najviac zhodovali, 86% ~ anafx 2. Zatial
budeme len predpokladat, Ze ich m6zme zamenit, neskor si ukazeme, preco to
tak je. Konvektivna rovnica (126) pripomina jeden krok z numerickej schémy

na rieSenie transportnej PDR, 0,11—b(7)0,11. Vieme, Ze rieSenim PDR rovnice:

ou ou

A e

ot ( )890 ’

u(z,0) = uo(),
je funkcia u(z,t) = up(x + F(t)), kde F(t) je primitivna funkcia f(¢). Primi-
tivna funkcia b(7) = £2 + r — D je B(7) = In o(7) + (r — D). Aplikovanim

~o(7)
na konvektivnu rovnicu dostaneme:

V72 (z) = TP (z 4+ In o(7;) — In o(7j_1) + (r — D)k). (128)

Teda I7~3 ziskame posunutim hodnét z I, Hranica predcasného uplatnenia
o(t) je rasttca funkcia (napr. Obr. 4). Kedze sme pouzili transformaciu ¢asu,
tak o(7) je klesajucou funkciou parametra 7. Vyraz In o(7;) —In o(7;_1) je teda
zaporny na kazdej ¢asovej vrstve. Naopak, pre tirokova mieru a dividendy pre-
podkladédme, Ze r > D, a preto je ¢len (r — D)7 kladny. Riesenie IV ! je zname
pre hodnoty = € (0, L). V pripade, ze budeme pri vypocte -2 potrebovat
funk¢éni hodnotu mimo tohto intervalu, tak pouzijeme okrajové podmienky
(121) a (122). Taktiez treba mat na paméti, Ze pri vypocte vieme vy¢islit fun-
kciu II7~! iba v bodoch mriezky. Pri hodnotach mimo nich pouZijeme linedrnu
interpolaciu:

7~ (z) = allV ™! (2;) + (1 — o)1V (2414), (129)

pre z=ax;+(1—a)r;y ,0<a<]1. (130)
Problémom zostava, ze nepozname hodnotu p(7;), ktora je ako vidime potrebna
na vypocet II7. Tento algoritmus preto funguje itera¢ne. Najprv vypocitame
[i-20 5 [17-! a 0(1)0 = 0(7j—1) pomocou konvektivnej rovnice. Nasledne vy-
poditame 170 z difuzivnej rovnice pouzijic I7~20 a vypocitame aj nové o(7;),
z podmienky (123). Takymto spésobom iterativne pokracujeme:

0 S0 STy gy (131)
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4.1 Numerickd metéda pre transformovant rovnicu ceny americkej put opcie

Iterdciu ukonéime v pripade, ze |0 — o*~!| < ¢, kde € je stanovena presnost.

V tomto momente ju médzeme ukoncit na ¢asovej vrstve j, kedze vypocitané
. .1 . - . . ;

hodnoty ¢/*, TI7-2*=1 TI9%*~1 gplhaju (126) a (127) a tiez pre o plati:

e (o) i -
D 2D h ’

ot = (132)
¢o je vlastne vztah (123) vyjadreny numericky. O tomto zobrazeni (o**~1 —
0’*) predpokladame, Ze je kontraktivne a zobrazuje mnozinu < 0, F >—<
0, E >. To nam zarucuje na zaklade Banachovej vety o pevnom bode linearnu
rychlost konvergencie.

Este je nutné predstavit numericky vypocet difuzivnej rovnice. PouZijeme cen-
tralnu diferenciu na (127) a dostaneme:

I —knz‘-% ot 7 T TEy
L <(05)2Hz+1h— LA —hnz_1> . 133
V tejto chvili uz mame vypocitané 1ERES Horeuvedeny vztah méa platit pre
1t =0,...,n. Po prendsobeni k a po separovani premennych dostaneme:
QT + BT 4 AT, =10, (134)
af _ _k(:é)Z B k’(;i—;)i (135)
i =gt (130
Bl=1+rk+ k(‘;i‘;)z + k(z‘;?? =1+7rk—(a] +7)). (137)
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4.2  Pripad nulovych dividend

Ak neuvazujeme nelinearny model volatility, tak af = ¢. Inak je nutné vycis-

lovat af pre v8etky ¢ = 0,...,n. Nasledne potrebujeme vyriesit systém:
1 0o 0 o0 ... ... .. I E
, oY - _1
a By oA 11 I ?
of B A | = )
a1 B Yoo H"jfl I, 3

Lahko zistime, Ze namiesto n+ 1 poc¢itame rovnicu o n+ 2 neznamych ¢lenoch.
Prva a posledna rovnica vyjadruja okrajové podmienky (121) a (122). Preto
hodnota I , slazi iba za ucelom splnenia okrajovej podmienky, a vo vysledku
ju nepouzijeme. Systém (138), ktory potrebujeme riesit, pozostava z riedkej
matice, ktord méa 3 diagonaly. Na rieSenie pouzijeme Thomasov algoritmus
[16], ktory je zovSeobecnenym pripadom Gausovej elimindcie. No na rozdiel

od Gausovej elimindcie je zlozitost algoritmu O(n), namiesto O(n?®). Pokial
1 1

plati, ze h? > k, tak o/, 7/ ~ 0 a 8/ ~ 1. Hodnoty I} 2,TI._? sa preto iba

malo liSia od hodnot Hg , Hf;l. Chyba, ktorej sme sa dopustili zdmenou %l; za,
-1
—81]8; 2 v konvektivnej casti je vdaka tomu tiez mala.

4.2 Pripad nulovych dividend

V pripade, ak neuvazujeme dividendy, sa nam zmeni rovnica (123) na (124).
Neméame uz k dispozicii vztah, ktory by nam previzoval hodnoty IIV a .
Namiesto toho musime néjst taki hodnotu ¢’, aby boli splnené rovnice (118)-
(122) a (124). Zachovame v platnosti avahy o rozdeleni rovnice (118) na kon-
vektivnu a difuzivnu Cast. Kedze nam uz neplati rovnost (123), tak by sme s
nevedeli po ukondeni iterdcie vypocitat z I hodnotu ¢! pre dalsiu iteréaciu.
Namiesto toho sa moéZme pozriet na vypocet I/ —34 a I ako na funkciu:

[ = &(oh TV 1), (139)

Takto vypo¢itané rieSenie spliia vztahy (118)-(122) pre Iubovolne zvolené o
Nagim cielom je ndjst taka hodnotu ¢’, aby bola splnena aj podmienka (124).
Ak mame vypocitané I17%, tak pouZijuc spéitni diferenciu overime, & plati:
' — E 2rE
. = (140)
(o6)
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4.3 Pouzitie nelinedrneho modelu volatility

NaSou tlohou je dosiahnit splnenie tohto vztahu. Hodnota derivicie y :=
' —F
h

je vyjadritelna ako funkcia II'~! a hodnoty ¢, ktortt hladame:
y=W(" V7). (141)

Potrebujeme néjst koreii rovnice W(g’* IP71) + 22£; = (. Aby sme mohli

O']
pouzit Newtonovu metédu na hladanie koreia, pogr(é)bujeme vediet odhadnut
derivaciu funkcie ¥(o?*, TI7~1) podl'a ¢’'. Preto popri iteracii pre bod ¢’*, spra-
vime vypocet aj v bode ¢/ + A, kde A je dostatoéne malé. Derivaciu v tomto
bode odhadneme doprednou diferenciou:

Q]ﬂ + Aa Hjil) B W<y7ia Hjil)
A Y

(g = U (142)

bod pre dal8iu iterdciu potom vypocitame pomocou Newtonovej metody:

o 2rE
(o7, T 1) + %
A — 0 14
=g V(i T 1) (143)

Tento algoritmus méa ini schému ako v pripade, Ze uvazujeme dividendy. V
kazdej iteracii poc¢itame II772 II7 pre ¢’ aj pre ¢ + A.

& STV 2 I y
¢ } — ot (144)

P+ A oI ST
[teracie na j-tej casovej vrstve ukonc¢ime v pripade, ze dostaneme riesenie, ktoré
s dostatofnou presnostou vyhovuje rovnici (140). Pre zrychlenie konvergencie
mozme zacat v bode /0, ktory bude ¢o najblizgie vyslednému riegeniu ¢’. Pre
nase potreby by postacil aj bod ¢* = ¢/~!. Ak v8ak predpokladame, Ze druha
derivacia funkcie o(7) je mal4, lepsia aproximacia je o0 = 20771 — /72,

4.3 Pouzitie nelineArneho modelu volatility

V kapitole o nelinedrnych modeloch volatility sme si ukézali vSeobecny tvar
pre volatilitu:

o =0(S?0%V,S, T —t). (145)
Numerickt schému mame vSak zostrojent pre transformované premenné II, z, 7.

Z (64) ném vyplyva, ze S?03V = —9. 7 (61) vieme, Ze S = e"o(7) a z (62)
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4.4 Vypocet ceny opcie z numerického rieSenia transformovanej rovnice

T —t = 7. Preto, ak pozname predpis ¢(S*03V, S, T — t), tak vieme vycis-
lit o} na ¢asovej vrstve j, na ktorej pracujeme nasledovne (pouzijiuc dopredni
diferenciu):

i—1 j—1
) I’ —1r .
Jj_ i i+l xy gp -
lop —U(T,el T - (146)
V ¢ase vypoctov na Gasovej vrstve j eSte nepozname ¢/, musime pouzit bud
hodnotu ¢’~!, alebo sti¢asnt iteraciu o’*.

4.4 Vypocet ceny opcie z numerického rieSenia transfor-
movanej rovnice

Pokial by sme po vypocitani numerického rieSenia transformovanej rovnice II
mali zaujem sa vratit k povodnej premennej V', aby sme vypocitali cenu opcie,
tak pouzijeme vztah (116). Predpokladajme, Ze pozname riesenie I pre jednu
konkrétnu casovi hodnotu 7;, a iba v diskrétnych bodoch z;,7 = 0,1,2, ..., n.
Mame k dispozicii hranicu predcasného uplatnenia o(7T) pre vSetky predché-
dzajice ¢asové body, ale posta¢i nam poznat o(7;). Chceme vypocitat hodnotu
V(S,t),pret =T —1; a S € (0(75),00). Integral vo vztahu (116) vypocitame
numericky a pouzijeme pri tom zname hodnoty rieSenia II(z,7;). Definujme

In -2
Nint 1= % , tj. i je maximalny taky index ¢ pre ktory je este z; < In %.
Integral teraz numericky vyriesime sumovanim diskrétnych hodnot:
V(S,t) = —— (B — o(ry) — Sige ™ (a1, )h) . (147)

o(7;)
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Praktické testy

5 Praktické testy

5.1 Porovnanie presnosti numerickej schémy pre trans-
formovanu rovnicu a metédu PSOR

5.1.1 Pripad nulovych dividend

V nasledujiicom odstavci porovname numericky algoritmus PSOR s numeric-
kym algoritmom pre transformovand rovnicu. Pozrieme sa na rychlost oboch
algoritmov, ako aj na odchylku vysledkov. Ako prvé treba pripomenit, v ¢om
sa tieto 2 algoritmy lisia. Pri metode PSOR aplikujeme na pévodny systém
(16)-(20) transforméciu:

(). s
T=T—t, (149)

u(z, 7) = eV (e T — 1), (150)

a nasledne vhodne zvolime « a [, ¢im dostaneme zakladny tvar parabolic-
kej rovnice. RieSime to pomocou metoédy konecnych diferencii, avSak na kaz-
dej ¢asovej vrstve sa eSte musime presvedcit, ze aktuélna cena sa nenachadza
pod pay-off diagramom. Spétnou transformaciou na zaklade znameho u(z;, 7;)
vieme vypocitat V'(S;, ;). RieSenie ndm bude zname iba v diskrétnych bodoch
S;, pri dostatocne jemnom deleni sa bude javit ako hladké. Primarnym vystu-
pom z PSOR metody je teda cena V' (S,t). Pokial by sme cheeli zistit polohu
hranice predcasného uplatnenia, tak na zaklade vypocitaného rieSenia V (S, tj-)
a vztahu (18) vieme, ze S¢(t) je najvicsie také S, pre ktoré V(S,t) = E—S. My
v8ak pozname rieSenie V' (5,t) iba v niektorych diskrétnych bodoch S;. Kedze
predpokladdme m > n, delenie ¢asu je omnoho jemnejSie ako priestorové, a
preto sa ndm jedna hodnota S; bude zdanlivo vyskytovat ako hranica predcas-
ného uplatnenia vo viacerych ¢asoch. Graf takto ziskaného rieSenia Sy (t) uz nie
je na pohlad hladky ako numerické riesenie V'(S,t). V pripade numerickej me-
tody pre transformovani rovnicu je situédcia opacné. Na kazdej casovej vrstve
7; pocitame II(z;, 7;) na zéklade o(7;). Po ukonéeni vypoc¢tov mame k dispozi-
cii rieSenie o(7;), pre j = 0,1,...,m, ktoré vdaka jemnému ¢asovému deleniu
pdsobi hladko. Cenu opcie V(.S,t) potom dopocitame na zaklade vztahu (147).
Tu nam do rovnice vstupuje II(z;, 7;), a rovnako ako v pripade PSOR metody
kvoli hrubsiemu deleniu priestorového kroku dostaneme vysledok, ktory nie je
hladky a obsahuje skokové zmeny.
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5.1 Porovnanie presnosti numerickej schémy pre transformovanii rovnicu a

metédu PSOR

Tabul'ka 1: Porovnanie numerickej metédy pre transformovani rovnicu a metddy

PSOR
T| o r | o(T)psor | o(T)rrans | % odchylka | ¢aspsor | CasTrANs
11025 0.02| 66.8981 66.8988 0.00 5.2098 | 200.0696
110451 0.02 | 45.0229 44.4618 1.25 4.9704 | 209.0676
110.651]0.02] 29.7601 29.3923 1.24 5.9977 | 209.2457
11095 0.02| 16.4310 16.0275 2.46 5.9295 | 211.6556
1 10.25]0.05| 74.5276 74.8896 0.49 4.5094 | 201.1528
11045 0.05| 53.9021 53.5101 0.73 5.0498 | 227.9200
1 10.65]0.05| 38.2893 37.7591 1.38 5.6066 | 235.6828
11095 0.05| 22.7183 22.4931 0.99 6.2823 | 212.3895
210251002 | 61.1402 60.7843 0.58 4.7446 | 224.3866
21045002 36.9354 36.3565 1.56 5.3581 | 206.5770
2 10.65|0.02]| 22.3130 21.8205 2.20 5.3394 | 208.9566
21095 |0.02 | 10.8609 10.5790 2.59 6.4803 | 209.9023
2 10.2510.05| 70.6099 71.0355 0.60 4.6092 | 218.1504
2 1045 |0.05 | 47.5209 47.0575 0.97 5.1455 | 206.1572
2 10.65|0.05| 30.8510 30.8742 0.07 5.1431 | 147.2501
21095 10.05| 17.0333 16.8116 1.30 4.1542 | 180.4971
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Obr. 8: Porovnanie vyslednej ceny V(S,t) pre metédu PSOR (modrd) a transfor-
movani numerickd schému (Gervend), T =1, E = 100,0 = 0.65,r = 0.02

5.1.2 Porovnanie s inymi znamymi met6dami

V tejto Casti vyuzijeme vysledky z ¢lanku [2], kde sa autori zaoberaju porov-
nanim presnosti roznych numerickych metod pri vypocte hranice predcasného
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5.1 Porovnanie presnosti numerickej schémy pre transformovanii rovnicu a

metédu PSOR

100

o : : : ‘ '
o 02 04 08 08 10 12
Obr. 9: Porovnanie polohy hranice predéasného uplatnenia o(t) pre metédu PSOR

(modrd) a transformovanid numericki schému (cervend), T 1,E = 100,06 =
0.65,r = 0.02

uplatnenia, ako aj vyslednej ceny put opcie. Na kratkom horizonte, T < 0.1,
porovnavaji analytické aproximacéné metody réznych autorov:

o Kuske a Keller (KK) [21]

e Evans, Kuske a Keller (EKK) [22]

e Stamicar, Sevéovi¢ a Chadam (SSCh-A) [19]

e Zhu (ZHU) [20]
s numerickymi schémami:

e PSOR (PSOR)

e Upraveny iteracny algoritmus zalozeny na analytickej metode SSCh-A

(SSCh)

My k nim priddme numerickt schému, ktort sme ziskali z transformovane;j
rovnice v podkapitole (4.1). V&cSina analytickych aproximécii sa sustredi na
Casy blizke expiracii, a pri dlh§om horizonte davaju vysledky, ktoré st uz velmi
nepresné. Kvoli tomu aj autori ¢lanku 2] pri porovnavani vysledkov na dlhsom
¢asovom horizonte, T' > 0.1, pouzili iba metédy PSOR, ZHU a SSCh. Vsetky
hodnoty st vypocitané pre americki put opciu vypisani na expira¢ni cenu

= 100, pricom podkladové aktivum mé volatilitu ¢ = 0.30 a bezrizikova
trokova miera je r = 0.1. Z porovnani (Tab. 3 a 5) vidime, Ze nasa numericka
schéma pre transformovand rovnicu mierne zaostava v presnosti pri ¢asoch
blizkych expiracii. Naopak, ak sledujeme vysledky na dlhom horizonte, tak sa
v porovnani s ostatnymi metoédami javi ako najpresnejsia. Pri vSetkych vypoc-
toch bolo pouzité ¢asové delenie m = 10000 a priestorové delenie n = 1000
pre z € (0,3), avSak ani zjemnenie delenia nepomohlo dosiahnut presnejsie
vysledky. Pre T" = 0.00001, m = 100000 a n = 1000 sa vypocitanid hodnota
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5.2 Zvysenie presnosti metody pre casy blizke expiracii

Tabul'ka 2: Porovnanie hodnoty volnej hranice pre viaceré numerické a analytické
metody

| 7 [ EKK | ZHU | SSCh-A [ SSCh | PSOR | TRANS |
0.00001 [ 99.69 [ 99.51 | 99.69 [ 99.69 [ 99.70 | 99.08
0.00005 || 99.37 | 99.03 | 99.37 | 99.36 | 99.40 | 98.62
0.0001 | 99.14 | 98.72 | 99.15 | 99.11 | 99.20 | 98.38
0.0005 | 98.28 | 97.57 | 98.29 | 98.27 | 98.31 | 97.57
0.001 | 97.70 | 96.83 | 97.72 | 97.66 | 97.73 | 97.03
0.01 |/ 95.62|94.27 | 95.69 | 95.50 | 95.60 | 93.72
0.02 || 94.33 9273 | 9443 | 94.07 | 94.18 | 92.06
0.04 |/ 91.12|88.66 | 91.31 |90.21 | 90.30 | 90.01
0.1 ]/ 89.29 |85.25| 89.42 | 86.76 | 86.94 | 86.67

Tabul'ka 3: Porovnanie relativnych chyb vzhladom na metédu PSOR

| 7 | EKK | ZHU | SSCh-A | SSCh | TRANS |
0.00001 | 0.01% | 0.19% | 0.01% | 0.01% | 0.63%
0.00005 || 0.03% | 0.37% | 0.03% | 0.04% | 0.79%
0.0001 || 0.06% | 0.49% | 0.06% | 0.09% | 0.83%
0.0005 | 0.03% | 0.76% | 0.02% | 0.04% | 0.75%
0.001 | 0.03% | 0.92% | 0.01% | 0.07% | 0.72%
0.01 | 0.02% | 1.39% | 0.09% | 0.10% | 2.01%
0.02 | 0.16% | 1.54% | 0.27% | 0.11% | 2.30%
0.04 | 0.90% | 1.82% | 1.12% | 0.11% | 0.32%
01 | 2.70% | 1.93% | 2.86% | 0.20% | 0.31%

zmeni z povodnych 99.08 na 99.17.

5.2 ZvySenie presnosti metdédy pre casy blizke expiracii

Ako vidiet z tabulky (Tab. 3), numerickd metoda pre transformovani rovnicu
najviac zaostava v presnosti za ostatnymi metodami v casoch, ktoré s blizke
expiracii. Problémom je skok, ktory vykona numericky vypocitana hodnota
o(m1) (Obr. 10). Na rozdiel od metédy PSOR, kedy mame aj v ¢ase 7 = 0
nenulovy vektor hodnot, je zac¢iato¢na informacia v pripade transformovane;
numerickej metédy minimalna. Mame k dispozicii vektor dizky n, ktory je

38



5.2 Zvysenie presnosti metody pre casy blizke expiracii

Tabulka 4: Porovnanie volnej hranice na dlhsom casovom horizonte

[+ [ PSOR [ ZHU [ SSCh | TRANS |

0.02 || 92.87 | 90.86 | 92.35 | 91.79
0.04 | 90.77 | 88.66 | 90.21 | 89.82
0.06 || 89.33 | 87.22 | 88.78 | 88.48
0.08 || 88.24 | 86.13 | 87.67 | 87.43
0.1 | 87.33 | 85.25 | 86.76 | 86.58
0.2 | 84.30 | 82.38 | 83.75 | 83.69
0.4 | 81.02 | 79.36 | 80.48 | 80.56
0.6 | 79.06 | 77.60 | 78.54 | 78.69
0.8 | 77.70 | 76.38 | 77.19 | 77.35

1 76.67 | 75.46 | 76.16 | 76.33
1.5 || 7491 | 73.89 | 74.41 | 74.65
73.81 | 72.87 | 73.27 | 73.59
72.58 | 71.62 | 7T1.87 | 72.33
72.01 | 70.88 | 71.05 | 71.63
71.80 | 70.39 | 70.51 | 71.22
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Obr. 10: Skokovd zmena medzi o(70) a o(m1). E = 100, ¢ = 0.30,7 = 0.00001,r =
0.02

plny nal. RieSenie ma spliat okrajovii podmienku (122) a zarovein méa pre
o(71) platit podmienka (140). Kvoli charakteru ulohy je v tomto stave rieSenie
mimoriadne citlivé na zvoleny spdsob aproximécie g—{j(o, 7). Kym ako najpri-

39



5.2 Zvysenie presnosti metody pre casy blizke expiracii

Tabul'ka 5: Porovnanie relativnych chyb na dlh§om horizonte vzhladom na metédu
PSOR

| 7 | ZHU [ SSCh | TRANS |

0.02 | 2.16% | 0.56% | 1.18%
0.04 | 2.33% | 0.62% | 1.06%
0.06 || 2.37% | 0.62% | 0.96%
0.08 || 2.39% | 0.64% | 0.96%
0.1 || 2.38% | 0.65% | 0.87%
0.2 || 2.28% | 0.65% | 0.73%
0.4 | 2.05% | 0.66% | 0.57%
0.6 || 1.85% | 0.66% | 0.47%
0.8 || 1.70% | 0.66% | 0.45%

1 1.58% | 0.66% | 0.45%
1.5 || 1.37% | 0.67% | 0.35%
1.27% | 0.73% | 0.30%
1.32% | 0.97% | 0.35%
1.58% | 1.34% | 0.53%
1.96% | 1.79% | 0.81%

Ot = W DN

rodzenejsi sposob sa javi pouzit:

o1l I’ — E
%(Oﬁj) ~ OTa (151)

tak v [17] odporacaju autori pouZit aproximaciu:

oIl —3F + 4ATT) — 1T}

0~ T
Ox 2h

Rovnako aj aproximécie najbliz§im bodom dava zmysel v pripade, Ze je druha

derivécia dostato¢ne malé a nedopustime sa tym velkej chyby:

(152)

oIl I’ — 11
—(0,7;) = %

o (153)

Kazdy z tychto spésobov nam vSak pri rieSeni o(71) na prvej ¢asovej vrstve
d4 iné riesenie a ani jeden neodstrani povodny skok. Dovod preco ku skokom
nedochadza aj pri rieSeni tlohy na dalsich ¢asovych vrstvach je ten, Ze tloha
je v stave, kedy bola podmienka (140) splnené na predchadzajicej ¢asovej
vrstve. Na Casovej vrstve j potom potrebujeme najst také o(7;), aby sme nim
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5.2 Zvysenie presnosti metody pre casy blizke expiracii

korigovali rieSenie I/ a podmienka (140) bola splnené aj na ¢asovej vrstve j.
Na prvej ¢asovej vrstve viak za¢iname s rieSenim, ktoré nesplha podmienku
(140). Aby sme dosiahli pozadovani hodnotu, musime hodnoty IT' korigovat
velkou zmenou o(71) oproti o(7p). To je dévod, preco dochadza ku skokove;
zmene, ako na obrazku (Obr. 10). Pre casy blizke expiracii su v8ak hodnoty
pre voInu hranicu dostatocéne dobre aproximovatelné, pretoze vieme, Ze plati
limitny vztah (pozri [2]):

. E—o(r)
lim ————= = Fo. 154
0t VTV —InT ’ (154)

Vdaka tomu pozname dostato¢ne presne rieSenie o(79). Vypocitame podla
Standardnej schémy II' aj o(7;) a nésledne zamenime o(7;) za rieSenie vypodci-
tané pomocou (154). Tymto krokom zabezpedime, Ze mame riesenie II' splia-
juce (122) aj (140) a zaroven o(7), ktoré je omnoho presnejsie, ako to povodne
vypocéitané iba pomocou transformovanej rovnice. Pokial sa teraz pozrieme sa
asymptotiku celého rieSenia pre nejaky maly ¢as (napr. T = 0.00001), oc¢aka-
vame na zaklade vztahu (154), ze funkcia f(7) = \/?7/—97(17%
v blizkosti g(7) = Eo. Obrazok (Obr. 11) zobrazuje asymptotiku numerického
rieSenia o(7) pre ¢as T' = 0.00001. Pozadovanti hodnotu Eo = 30 dosiahne iba
na prvej ¢asovej vrste a to vdaka tomu, Ze sme zasiahli do vypoctu a zame-
nili hodnotu g(7;). Porovnanie s vysledkom do ktorého sme nespravili takyto
zasah, alebo s metoédou PSOR nema vyznam, kedze v jednom pripade méame
na zaciatku skok a v druhom musime riesenie o(7) vyhladit linedrnou inter-
polaciou. Tabulka (Tab. 6) porovnava takto ziskané vysledky s vysledkami,

sa bude nachadzat
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Obr. 11: Asymptotika upraveného numerického rieSenia o(T) v blizkosti expirdcie
do ktorych sme v prvom kroku nezasiahli. Pre tieto nové vypocty sme pouzili

41



5.3 Vplyv nelinearnych modelov volatility na polohu volnej hranice a cenu
opcie

Tabul'ka 6: Porovnanie presnosti modifikovanej numerickej metédy pre transformo-
vand rovnicu o metédy PSOR

| 7 | PSOR [ ORIG | MODIF | % ORIG | % MODIF |

0.00001 || 99.70 | 99.08 | 99.47 0.63 % 0.23 %
0.00005 | 99.40 | 98.62 99.00 0.79 % 0.40 %
0.0001 | 99.20 | 98.38 | 98.76 0.83 % 0.45 %
0.0005 | 98.31 | 97.57 | 97.94 0.75 % 0.38 %
0.001 97.73 | 97.03 | 97.40 0.72 % 0.34 %
0.01 95.60 | 93.72 94.08 2.01 % 1.62 %
0.02 94.18 | 92.06 | 92.44 2.30 % 1.88 %
0.04 90.30 | 90.01 90.40 0.32 % 0.11 %
0.1 86.94 | 86.67 | 87.07 0.31 % 0.15 %

parametre metody T = 3, m = 100000 a n = 1000. Ako z tychto vysledkov
mozeme vidiet, zdsah do hodnoty hranice predcéasného uplatnenia na prvej ¢a-
sovej vrstve nam sposobuje skoro konstantny rozdiel ~ 0.40 vo vysledku. Toto
je priblizne hodnota skoku, ktora vykona o(7). Toto odstranenie skoku nam
zlepsi vysledky na malom ¢asovom horizonte, pri dlh§om obdobi{ uz nemé taky
vyrazny efekt.

5.3 Vplyv nelinearnych modelov volatility na polohu vol-
nej hranice a cenu opcie

V tejto Casti sa pozrieme na to, aky vplyv ma pouzitie nelinedrnych mode-
lov volatility na polohu volnej hranice, ako aj na vysledni cenu opcie. V pri-
pade eur6pskych opcii vieme, 7ze Vi, (S,t,01) < Voo (S, t,02) pre o1 < o3.
U americkym opcii uz to nie je také zrejmé, kedze volatilita vplyva na cenu
aj prostrednictvom polohy wvolnej hranice. Zo vztahu (146) a z definicie (28)
nam vyplyva, ze pouzitim Lelandovho modelu bude volatilita nadobtidat iba
hodnoty ov/1 4 Le a o, kde o je prislusné line4drna volatilita. Vyplyva to z po-
vahy numerického riegenia IV o ktorom vieme, Ze je nerasttice a v ¢ase 7 = 0
obsahuje iba hodnoty 0. Vdaka tomu 52% = —g—g > 0. Preto pomocou Lelan-
dovho modelu dostaneme volatilitu oz, = 01 4+ Le v pripade, ze Hg > Hz_l
aoppr = 0, ak Hg = Hg_l = 0. balej sa pozrieme na vplyv volatility modelu
Barles-Soner na vysledky. Tento model bol sice odvodeny ako model volatility
pre call opcie, to nam vSak nebrani experimentalne ho pouzit aj pri vypoc¢toch
pre put opcie. Namiesto konstantnej volatility ¢ budeme pouzivat parametri-
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5.3 Vplyv nelinearnych modelov volatility na polohu volnej hranice a cenu
opcie

zovani volatilitu opsoy = a\/l + U (er@-10q25288) . O funkeii ¥(z) vieme,
ze je rastuca a ze plati ¥(0) = 0. Argument funkcie ¥ pouzity v Barles-Soner
modeli volatility je vzdy nezaporny vdaka nezépornosti vyrazu S 2%. Vdaka
tomu ogson > o a pouzitim jedného, alebo druhého modelu dojde iba k zvy-
Seniu volatility, nikdy nie k zniZeniu. Priebeh volatility pri pouziti modelu
Barles-Soner ilustruje obrazok (Obr. 12). Ako z neho mézme vidiet, hodnoty
volatility pre tento nelinedrny model su vzdy vyssie ako pri pouziti linearnej
volatility. V bode, kde sa nadobtida maximum je vyraz —‘3—5 = SZ% maxi-
maélny. Ako vidiet z obrazku, maximalna hodnota sa pre casy blizke expiracii
nadobida pre hodnoty = &~ 0 a ¢im sa viac ¢asovo vzdalujeme od expiracie,
tak aj maximum sa posiva. Zaroven vSak jeho hodnota klesa, takze najvolatil-
nejsie by mali byt opcie, ktoré sa blizia k expirécii a cena podkladového aktiva
je blizka realizaCnej cene opcie, tj. S ~ F a 7 ~ 0. Numerickd metdéda bude

n45F
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0.4t
T3

T4

035r
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Obr. 12: Priebeh volatility Barles-Soner pre E = 100,60 = 0.3,r = 0.02. 7, = 0.025,
=01 m713=025 =1

velmi podobna, ako ta pouzita v pripade linedrneho modelu. Rozdiel nastava
v podmienke (84), ktorej tvar sa zmeni kvoli zéavislosti o od 9,11

o1l oIl

o’ (—%(0,7‘),7) %(0,7‘) = —2rE. (155)

Pre kazda ¢asovi vrstvu potrebujeme néjst hodnotu 3—5(0, 7), pre ktora bude
rovnost splnena. Hladame korefi rovnice (o(—x))* x = —2rE. Lahko sa mo7me
presvedcit, ze ak existuje hodnota = = 2—2(0,7) splhajica tuto rovnost, tak

musi byt zéporna. To je koznistentné s doterajSou teoériou, kedze ocakavame
17 nerastiicu. Vieme, ze o(x) je rastucou funkciou x (resp. klesajicou funkciou
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5.3 Vplyv nelinearnych modelov volatility na polohu volnej hranice a cenu
opcie

—x). S rasticim x, teda hodnota funkcie g(z) = (o(—x))* z tieZ rastie. g(z) je
teda monotonna funkcia a zobrazuje:

gpson(—M) = (—M)cr\/l + U (erT=Ha2 M), (156)
grer(—M) = (=M )ov1+ Le, (157)
gpson(0) = gre1(0) = 0, (158)
kde —M oznacuje najmensiu mozndi hodnotu 2—5(0,7’). Dostato¢ne velké M

nam zarucuje existenciu korena a vdaka monotoénnosti funkcie g(x) ho vieme
jednoducho najst. Ked uz pozname pozadovani hodnotu z pre g—g (0,7), tak do-
rieSime tlohu rovnako ako v pripade linearneho modelu. Tabulka (Tab. 7) po-
rovnava polohu volnej hranice pre linearnu volatilitu, Lelandov model a Barles-
Sonerov model. Vietky metody pouzivali ¢asové delenie m = 10000 a priesto-
rové delenie m = 500, parametre nelinearnych modelov C = 0.02, AT = 1,
a = 0.02. Ako z tabulky (Tab. 7) vidiet, tak pouzitie nelinearneho modelu ma

Tabul'ka 7: Porovnanie polohy predéasnej hranice pre rézne modely volatility

T[ o [ £] r [ LIN [ LEL [ BSON |
0.1 10.25 | 100 | 0.02 || 83.17 | 82.63 | 77.67
1 10.25 100 | 0.02 || 66.90 | 65.86 | 58.73
0.1 [ 0.65 | 100 | 0.02 || 58.94 | 58.53 | 53.17
1 10.65| 100 | 0.02 || 29.39 | 28.91 | 25.57
0.1 [ 0.25 | 100 | 0.05 || 86.45 | 85.96 | 80.89
1 10.25 100 | 0.05 || 74.89 | 73.95 | 66.46

podobny vplyv ako zvySenie volatility, tj. hranica predcasného uplatnenia sa
posunie smerom nadol. Obrazok (Obr. 13) porovnava priebeh o(7). Tabulka
(Tab. 8) porovnava cenu opcie, ktora je vypocitanad pomocou roéznych mode-
lov volatility. Ako z tabulky (Tab. 8) mézeme vidiet, tak pouzitim nelineérnej
volatility sa cena opcie vzdy zvysila, ¢o je vysledok aky sme ocakavali. Dalsie
poznatky, ktoré sa daju z tabulky vycitat, ako napriklad to, Ze vyssia bezri-
zikova drokova miera r znizuje cenu put opcie, alebo to, zZe vyssia volatilita
o ju zvySuje, si vo vSeobecnosti zname. Obrazok (Obr. 14) porovnéava cenu
americkej put opcie pre vSetky tri nami pouzité modely volatility. Fakt, Ze
nam hranica predcasného uplatnenia o, ako aj cena V opcie vypocitané pomo-
cou Lelendovho modelu lepsie kopiruji hodnoty ziskané pomocou linearneho
modelu, ako tie z modelu Barles-Soner, je dany v tomto pripade kalibraciou
oboch modelov, kedze volatilita z modelu Barles-Soner, nam davala podstatne
vysSie hodnoty ako Lelendov model.
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5.3 Vplyv nelinearnych modelov volatility na polohu volnej hranice a cenu
opcie
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Obr. 13: Porovnanie o(7) pre E = 100,0 = 0.25,r = 0.02,7p74x = 1. Modry graf
predstavuje linedrnu volatilitu, zeleny Lelandov model a cervend predstavuje model
Barles-Soner

Tabul'ka 8: Porovnanie ceny opcie pre rozne modely volatility

| S|T]| o | E| r | LIN|LEL | BSON |
80 [0.1]025[100[0.02] 20 | 20 | 20.04
100 | 0.1 [ 0.25 | 100 | 0.02 || 3.58 | 3.69 | 4.97
150 | 0.1 | 0.25 | 100 | 0.02 | 0.24 | 0.26 | 0.35
80 | 1 |0.25|100{0.02 | 21.50 | 21.70 | 23.45
100 | 1 [0.25]100 | 0.02 | 9.62 | 9.95 | 12.67
150 | 1 |0.25|100 | 0.02 || 1.26 | 1.39 | 2.55
80 | 0.1|0.65 | 100 | 0.02 || 21.60 | 21.66 | 23.12
100 | 0.1 | 0.65 | 100 | 0.02 | 8.98 | 9.09 | 11.62
150 | 0.1 0.65 | 100 | 0.02 || 1.19 | 1.23 | 2.04
80 | 1 |0.65]100 | 0.02 | 34.32 | 34.60 | 38.76
100 | 1 |0.65 | 100 | 0.02 || 26.17 | 26.50 | 31.49
150 | 1 | 0.65 | 100 | 0.02 || 14.60 | 14.95 | 20.24
80 | 0.1]0.25|100|0.05| 20 | 20 20
100 | 0.1 [ 0.25 | 100 | 0.05 || 3.33 | 3.44 | 4.74
150 | 0.1 [ 0.25 | 100 | 0.05 | 0.19 | 0.20 | 0.27
80 | 1 |0.25]100 | 0.05 | 20.45 | 20.59 | 22.15
100 | 1 |0.25|100 | 0.05 | 830 | 8.61 | 11.30
150 | 1 ]0.25]100 | 0.05 | 0.86 | 0.96 | 1.91
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5.4 Vplyv jednotlivych parametrov nelinearnych modelov na vysledky

Obr. 14: Porovnanie ceny opcie V(S,t) pre rozne modely volatility. E = 100,T =
1,0 = 0.65,r = 0.02. Modry graf predstavuje linedrnu volatilitu, zeleny Lelandov
model a Cervend predstavuje model Barles-Soner

5.4 Vplyv jednotlivych parametrov nelineArnych mode-
lov na vysledky

Predoslé vysledky sme vSetky vypocitali pre presne stanovené parametre ne-
linearnych modelov volatility. V Lelandovom modeli sme uvazovali transakéné
naklady C' = 0.02 a casovy krok AT = 1. V modeli Barles-Soner sme rovnako
uvazovali transakéné naklady C' = 0.02 a ¢ = 1. Parameter a = % vystupu-
juci vo vztahu (43) mal teda stale hodnotu 0.02. Pokial by sme v8ak tymito
parametrami hybali, ocakavame, Ze sa to prejavi na polohe hranice predcas-
ného uplatnenia, ako aj na cene opcie. V ¢lanku [18] autori pracuju s hodno-
tami a = 0.01,0.07,0.13,0.25,0.35. Oznac¢me si b = \/%7 a porovnajme vplyv
zmeny parametrov a a b na vysledky. Pouzijeme rovnaké hodnoty ako autori
¢lanku [18] a parametre opcie E = 100, o = 0.3, r = 0.02. Ziskané vysledky
ilustruje tabulka (Tab. 9). Ako mézme z tabulky vidiet, pokial nastavime v
Lelandovom modeli a Barles-Sonerovom modeli a = b a pouzijeme rovnaké o,
tak Barles-Sonerov model sa ndm sprava ako model s vyssou volatilitou. Preto
je vzdy prislusna hodnota ceny opcie vyssia pre Barles-Sonerov model ako pre
Lelandov model a prislusné hodnota hranice predcasného uplatnenia je nizsia.
Obréazok (Obr. 15) porovnava ceny V (S,t) pre t = T = 1, pouzijuc rézne hod-
noty parametrov a a b. Podobne obrazok (Obr. 16) porovnava polohu volnej
hranice pre oba modely pri pouziti rovnakych hodnét a a b.
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami

Tabul'ka 9: Porovnanie polohy volnej hranice a ceny opcie pre rézne nakalibrované
nelinedrne modely

| T | model |a(b)|[V(ET)] oT) |
0.1 Leland 0.01 4.31 79.50
0.1 | Barles-Soner | 0.01 5.20 76.84
1 Leland 0.01 11.85 | 60.01
1 | Barles-Soner | 0.01 13.51 57.68
0.1 Leland 0.07 4.61 77.99
0.1 | Barles-Soner | 0.07 8.19 66.17
1 Leland 0.07 12.79 | 57.30
1 | Barles-Soner | 0.07 19.98 | 42.90
0.1 Leland 0.13 4.91 76.60
0.1 | Barles-Soner | 0.13 10.49 59.64
1 Leland 0.13 13.67 | 54.86
1 | Barles-Soner | 0.13 24.58 35.78
0.1 Leland 0.25 5.43 74.09
0.1 | Barles-Soner | 0.25 14.37 50.23
1 Leland 0.25 15.28 | 50.63
1 | Barles-Soner | 0.25 32.19 26.79
0.1 Leland 0.35 5.84 72.22
0.1 | Barles-Soner | 0.35 17.20 | 44.43
1 Leland 0.35 16.51 | 47.61
1 | Barles-Soner | 0.35 37.59 | 21.94

5.5 Numerickd metéda pre model s nenulovymi dividen-
dami

Doteraz sme sa zaoberali iba modelmi opcii vypisanymi na podkladové ak-
tivum, ktoré nevyplécalo ziadne dividendy. V pripade, ak uvazujeme tento
vSeobecnejsi pripad, musime zahrnut prislusné zmeny do modelu. Pre tento
model platia vztahy (118)-(123), preto jedin& zmena nastéva v zameneni do-
teraz pouzivanej podmienky (124) za podmienku (123). To je mierna kompli-
kicia, kedze pri vypocte 2—5(0,7’) pouzivame hodnotu ¢’?, ktora sa rovnako
nachadza aj vo vztahu (123). Kvoli tomu dopredu nevieme povedat, aka hod-
ot

notu 5-(0,7) pozadujeme. V knihe [5] autori pouzivaji v pripade put opcie

iterativny algoritmus:

OF — T3P — [PP — ghPtl (159)
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami
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Obr. 15: Porovnanie ceny opcie V(S,t) pre Lelandov model (vlavo) a Barles-
Sonerov model (vpravo) pri pouZiti réznych hodndt pre parametre a,b =
0.01,0.07,0.13,0.25,0.35
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Obr. 16: Porovnanie polohy predéasnej hranice o(T) pre Lelandov model (viavo)
a Barles-Sonerov model (vpravo) pri pouZiti roznych hodnét pre parametre a,b =
0.01,0.07,0.13,0.25,0.35

ktory hodnotu ¢?*! vypocita tak, aby spliiala spolu s vtedy znamym II/?
numericky zapisany vztah (123):

2 Jip
32)4’1 — Z:ggz EZ;_ ]iIO - lz; ]
o D + D <—h . (160)

Tento algoritmus je ukonceny v pripade, ak rozdiel medzi predchadzajicim
a sticasnym rieSenim dosiahne stanovent presnost, tj. |oP*1 — ¢?| < . Po
dosiahnuti takéhoto stavu vieme, Ze rieSenie IT7?,07P spliia vztah (160) s ma-
ximéalnou odchylkou e. Tento algoritmus sa nevyznacuje takou rychlou konver-
genciou, ako odhad P! pomocou Newtonovej metddy. UkaZzeme si vak, Ze
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami

Newtonova metoda sa dé aplikovat aj na model s dividendami. V modeli bez
dividend sme hladali ¢/, ktoré je koreiom rovnice:

v,y + 25—, (161)

(o3)°

kde VU je definované ako (141). Povaha tlohy nam zarucuje klesajtcost W,
ako funkcie od parametra o, vdaka tomu sme vedeli spolahlivo najst rieSenie
pomocou Newtonovej metody. V pripade, ak teraz budeme uvazovat dividendy,
potrebujeme, aby ¢/ splialo rovnicu:

(o0)”

D

U/, 7Y + % — 0 =0. (162)

Lahko sa presved¢ime, Ze aj tento vyraz je klesajucou funkciou od parametra
0. Vdaka tomu vieme zarucit konvergenciu Newtonovej metddy aplikovanej na
tato ulohu. Aby sme vedeli zhodnotit, ¢i takdto metoda dava presné vysledky
porovname ju s modelom, kde sme neuvazovali dividendy. Budeme ocakavat,
ze ak pouzijeme hodnoty D = 0, tak aj vysledky sa budu priblizovat k vy-
sledkom vypocitanym pomocou bezdividendového modelu. Tabulka (Tab. 10)
porovnava vysledky pre rozne hodnoty o,r a D. Ako mdzme z tejto tabulky
vycitat, tak znizovanim dividendovej miery nam vysledky konverguju k tym
vypocitanym pomocou bezdividendového modelu. Vyplacanie dividend zvy-
Suje cenu put opcie, kedze konStantne znizuje jej cenu. Este vyraznejsi vplyv
mé vSak na polohu volnej hranice, ktora sa s rastucimi dividendami posuva
smerom nadol. Tato skuto¢nost ilustuje obrazok (Obr. 17).

5.5.1 Rychlost konvergencie Newtonovej met6dy oproti pé6vodnému
iteracnému algoritmu

V poslednej casti tejto kapitoly sa pozrieme na to, ¢i pouzitie Newtonovej
metddy zrychluje konvergenciu a ako velmi. Porovnat ju moézme s iteracnou
metdédou pouzitou pre call opcie v 5], ako aj s najjednoduhsou metédou na
najdenie korenia monoténnej funkcie - metédou bisekcie. Pri itera¢nej schéme
(159) sa vsak ukazuje, Ze nemusi konvergovat, ako tomu bolo v pripade call
opcie. Je tomu tak, kvoli vyraznej zmene okrajovej podmienky. Hoci maju obe
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami

Tabul'ka 10: Porovnanie vijsledkov modelu s dividendami a modelu bez dividend

’ T \ o \ E \ r \ D H metoda \ o(T) \ V(E,T) ‘
0.1 | 0.25 | 100 | 0.05 0 bez dividend | 86.45 3.33
0.1 | 0.25 | 100 | 0.05 | 0.0001 || s dividendami | 86.44 3.33
0.1 | 0.25 | 100 | 0.05 | 0.001 || s dividendami | 86.38 3.34
0.1 0.25 | 100 | 0.05 | 0.01 s dividendami | 85.72 3.40
0.1 0.25 | 100 | 0.05 | 0.03 | s dividendami | 83.79 3.55

1 ]10.25 (100 | 0.05 0 bez dividend | 74.89 8.30
1 10.25 | 100 | 0.05 | 0.0001 || s dividendami | 74.87 8.30
1 ]10.25|100 | 0.05 | 0.001 || s dividendami | 74.74 8.33
1 10.25|100 | 0.05| 0.01 s dividendami | 73.31 8.63
1 10.25|100 | 0.05 | 0.03 | s dividendami | 69.48 9.37
0.1 | 0.65 | 100 | 0.05 0 bez dividend | 63.85 8.69
0.1 | 0.65 | 100 | 0.05 | 0.0001 || s dividendami | 63.84 8.69
0.1 | 0.65 | 100 | 0.05 | 0.001 | s dividendami | 63.77 8.69
0.1 | 0.65 | 100 | 0.05 | 0.01 s dividendami | 62.99 8.75
0.1 | 0.65 | 100 | 0.05 | 0.03 | s dividendami | 60.98 8.90
1 ]0.65 | 100 | 0.05 0 bez dividend | 37.76 | 24.25
1 ]10.65 | 100 | 0.05 | 0.0001 || s dividendami | 37.75 | 24.25
1 10.65| 100 | 0.05 | 0.001 || s dividendami | 37.65 | 24.28
1 10.65|100 | 0.05 | 0.01 s dividendami | 36.73 | 24.59
1 1065|100 0.05| 0.03 s dividendami | 34.63 | 25.28
0.5 0.45 | 100 | 0.02 0 bez dividend | 52.82 | 13.06
0.5 ] 0.45 | 100 | 0.02 | 0.0001 || s dividendami | 52.79 | 13.06
0.5 ] 0.45 | 100 | 0.02 | 0.001 | s dividendami | 52.60 | 13.08
0.51]0.45 | 100 | 0.02 | 0.01 s dividendami | 50.40 | 13.33
podobny tvar:
E pre x < In (i)
(put) II(z,0) = 0(0) /),
0 inak
-F pre x < In (@)
(call) [I(z,0) = :
0 inak

avsak vdaka tomu, Ze pre americké call opcie s dividendami plati g..; (0) =
za¢iname na prvej casovej vrstve pocitat s vektorom I1° = (0, h, 2h, ..., ih, . ..
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami
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Obr. 17: Porovnanie hodndét o(1) pre parametre E = 100,0 = 0.65,r = 0.05 a
Dy =0,Dy =0.0001,D3 = 0.001,D4 = 0.01,D5 = 0.03

(-E,—E,...,—FE,0,...,0). Oproti tomu, pre put opciu vzdy plati g..;;(0) =
E, ana prvej ¢asovej vrstve mame I1° = (0, h, 2h, ..., ih,..., L) = (E,0,...,0,0,...,0).
Vnttorné iteracie na kazdej casovej vrstve maji za ciel splnenie rovnosti (160).

Clen H%J;_E je kvoli zaciatoénej podmienke velmi citlivy na ¢’f pre 7; = 0.
Toto vietko ma za nésledok narugenie kontraktivnosti zobrazenia ¢/? — o/P*+1,
ktora bola podmienkou konvergencie takejto schémy. Vztah (160) je vSak stale
klesajicou funkciou od p. Vdaka tomu, vieme pouZit najjednoduhsie mozné
rieSenie, a to delenie intervalu, kym nenajdeme hodnotu s pozadovanou pre-
nostnou. Tabulka (Tab. 11) porovnava ¢as vypoctu a priemerny pocet itera-
cii pre Newtonovu metodu a pre metdédu delenia intervalu. Vsetky hodnoty v
tejto tabulke boli poé¢itané pre E' = 100 a s pozadovanou presnostou pre (160)
e = 0.00000001. Vdaka takejto presnosti sa dosiahnuté vysledky liSia az za
4-tym desatinnym miestom, a preto nemé velky vyznam ich porovnavat. Po-
kial sa pozrieme na vysledky, v§imneme si, ze Newtonova metdda bola v tomto
pripade priemerne 5.96 nasobne rychlejsia (pocet iteracii) a potrebovala na to
priemerne 12.59 nasobne menej ¢asu. Tieto ¢isla sa liSia priblizne 2 nasobne,
prave kvoli tomu, Ze pri kazdej iteracii Newtonovej metddy musime pocitat cely
systém 2 krat. Obrazok (Obr. 18) porovnava pocet iteracii na vSetkych ¢aso-
vych vrstvach. Z tedrie vieme, ze Newtonova metoda konverguje kvadraticky.
Bohuzial, pre tento konkrétny priklad sme neboli schopni urobit porovnanie s
iteracnou metédou (159), ktord ma linearnu rychlost konvergencie. Rovnako
aj metoda bisekcie ma linearnu rychlost konvergencie. Tieto teoretické znalosti
sa nam na tomto priklade potvrdili, kedze Newtonova metoda skonvergovala
vzdy niekolkonasobne rychlejsie.
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5.5 Numericka metéda pre model s nenulovymi dividendami

Tabul'ka 11: Porovnanie rijchlosti konvergencie Newtonovej metddy a metédy bisek-
cie

model H T ‘ o ‘ r ‘ D H itericie ‘ cas ‘
Newt | 0.1 | 0.25 | 0.02 | 0.01 2.00 50.40
Bise | 0.1 10.25]0.02 | 0.01 22.96 | 277.19
Newt 1 10.2510.02] 0.01 2.00 49.37
Bise 1 10250.02| 0.01 24.27 | 283.09
Newt | 0.1 | 0.65 | 0.02 | 0.01 2.01 49.60
Bise | 0.1 |0.65]0.02 | 0.01 24.66 | 287.27
Newt 1 10.65|0.02| 0.01 2.01 49.29
Bise 1 10.65|0.02| 0.01 25.89 | 300.93
Newt || 0.5 0.5 | 0.05| 0.01 2.01 49.49
Bise || 0.5 0.5 | 0.05] 0.01 26.46 | 306.47
Newt || 0.5 0.5 | 0.05 | 0.02 2.01 49.49
Bise || 0.5 | 0.5 | 0.05] 0.02 25.29 | 293.84
Newt || 0.5 | 0.5 | 0.05 | 0.04 2.01 49.33
Bise || 0.5 0.5 [ 0.05| 0.04 23.77 | 275.96
Newt || 0.5 | 0.5 | 0.02 | 0.001 2.01 49.63
Bise || 0.5 | 0.5 | 0.02 | 0.001 || 28.86 | 341.15

pocet iteracii

L L L L L L L L L
0 0.1 nz 03 04 05 06 07 08 09 1

Obr. 18: Pocet iterdcii pre Newtonovu metddu (zelenym) a metodu bisekcie (mod-
rgm). T = 0.1,0 = 0.25,F = 100,r = 0.02,D = 0.01
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6 Zaver

V tejto praci sme sa venovali numerickym metoédam na vypocet cien ame-
rickych finan¢nych derivatov. Zamerali sme sa hlavne na americkid put opciu,
aj ked sme si velku c¢ast postupov predstavili aj na call opcidch. Venovali
sme sa numerickej metode pre transformovani rovnicu, ktora bola navrhnuté
v ¢lanku [6]. Metodu PSOR, ktora je omnoho viac preskiimand, sme mierne
zanedbali a pouzili sme ju iba na porovnanie dosiahnutych vysledkov. Nami
pouzivani metdda je pomalsia ako metdéda PSOR a pri put opciv trpi nedos-
tatkom presnosti pre ¢asy blizke expiracii. Naproti tomu mé ti vyhodu, Ze
jej vystupom je uz vyhladené hranica predcasného uplatnenia, kym v metode
PSOR ide iba o sekundéarny vysledok, ktory je nutné dopocitat dodatocne. Ak
nés zaujima viac cena opcie, tak s tou je to presne naopak. Va¢sina problémov
tejto metody je sposobend "mélo informaciami"v case 7 = 0 oproti metdde
PSOR. To mé& za nésledok velky rozdiel vo vysledkoch, pri pouZiti réznych
numerickych metod, na aproximéciu derivacie. Zaujimavé by bolo preskiimat
tuto metodu aplikovant na call opciu, kedze v tomto pripade je metoda v case
7 = 0 "bohatsia", ak » > D. Tym sme sa ale v tejto praci nezaoberali a za-
merali sme sa iba na put opcie. Hoci metode PSOR staci riesit trojdiagonélny
systém na kazdej ¢asovej vrstve raz a nami pouzivana metdda ho potrebuje
rieSit v priemere Styrikrat, rozdiel v Zlozitosti sa konstantne drzi na drovni
Stvor az péat nasobku. DalSou vyhodou tejto metody je konvergencia aj pre
relativne "riedke"priestorové a ¢asové delenie m = 10000,n = 500, ktoré dava
uspokojivo presné vysledky. Specifikom tejto metody je nutnost najst koren
rovnice na kazdej Casovej vrstve. Tato rovnica je vSak monoténna, ¢o nam
poniika vela moznosti na najdenie korena. Ako velmi vhodné sa ukazala Ne-
wtonova metoda, ktora ma kvadraticka rychlost konvergencie. Ukézali sme si,
ze ani pridanim dividend sme vykon metédy nijako vyrazne neovplyvnili. Este
vSeobecnejSiu metdédu sme ziskali pouzitim jedného z nelinedrnych modelov
dividend. Kym Lelandov model nam metdédu takpovediach neskomplikoval, pri
pouziti modelu Barles-Soner sme museli poc¢itat hodnotu volatility pre kazdy
bod priestorového delenia zvlast. To je obzvlast naro¢né, ak sa neuspokojime s
analytickou aproximéciou, ale pozadujeme rieSenie, ktoré je extrémne presné.
7 numerickych vysledkov d'alej vyplynulo, Ze pouZitim neline4rnej volatility sa
vysledky zmenia podobne, ako po zvySeni linedrnej volatility. Vysledna cena
je vysSia a hranica predcasného uplatnenia sa naopak posunie nizsie (pri put
opcii). Takyto vysledok sme predpokladali a nie je v ni¢om prekvapivy. Na
vypocet vsetkych vysledkov v tejto praci sme pouzili jazyk Matlab, ktory je
oproti kompilovanym jazykom vyrazne pomalsi. Cas, ktory sme potrebovali na
cely vypocet sa pohyboval okolo dvoch mintut. Z toho mézme usudit, Ze pokial
by cielom bol maximalny vykon metody, tak na vykonnom poéitaci by sme po
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dodato¢nej optimalizacii vedeli rovnako presny vysledok ziskat v priebehu par
sekind.
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Prilohy
Zdrojové kody v jazyku Matlab

Numerickd metéda pre nelinearny model bez dividend

function [ro, Slast,Vlast]=PredcasnaHranicaLinearTransformPutNoDividNelinear (T,sigma ,E,r,typ)
Z%premenna typ je typ nelinearnej volatility

m = 10000; %casove delenie
n = 500; %priestorove delenie

epspresnost = 0.0000001;
dx = 0.00000001;

tmax = T;

xmax = 5;

h = xmax/n;

k = tmax/m;

q = 0;

aktualpi = zeros(1l,n+1);
PI_jpol = zeros(1l,n+1);
%rho=zeros (m+1,1);

%Cena
Vlast
Slast

[15
0:0.1:2xE;

%naplnime cas t=0
for i = 1 : n+tl
if ((xmax * (i—1)) / n)<O0
aktualpi(l,i) = E;
else
aktualpi(1l,i) = 0;

end
end
rho(1,1) = E;
lastpi = aktualpi;

Ina kazdej dalsej vrstve riesime sustavu linearnych rovnic
for j = 2:m+1
%disp (rho(j—1,1));

aktualpi = lastpi;
if j>2
aktualrho = rho(j—1) + (rho(j—1) — rho(j—2));
else
aktualrho = rho(j—1);
end

%disp (’Iteracia cislo:’);
%disp (5);:

%Rho + deltaX na vypocet derivacie FI(rho)
aktualrho = exp(log(aktualrho)—(r—q)*xk — dx);

minaktualrho = 0;
maxaktualrho = rho(j—1);
rhovalmin = [];
rhovalmax = [];

%Zistime aku derivaciu chceme dosiahnut v case 0

pozaktual = —2xrxE/(sigma ~2);
pozmax = 0;
pozmin = —5xrxE/(sigma ~2);

odchylka = (NelinearnaSigma(—pozaktual, exp((xmax*(0))/n)*aktualrho,
(tmax*(j—1))/m, r,typ,sigma)~2)*pozaktual + 2xr=E;

while abs(pozmax — pozmin) > (epspresnost)
if odchylka < 0
pozmin = pozaktual;
else
pozmax = pozaktual;
end
pozaktual = (pozmax+fpozmin)/2;
odchylka = (NelinearnaSigma(—pozaktual, exp((xmax*(0))/n)*aktualrho,
(tmax=*(j—1))/m,r,typ,sigma)~2)xpozaktual + 2xrxE;
end
poz = pozaktual;
for mikroiteracia = 1:100

%Rho + deltaX na vypocet derivacie FI(rho)
aktualrhoder = aktualrho + dx;
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%Krok2
%vypocitame PI_j—1/2,p41 = Tau(PI_j,p;rho_j,p)
PI_ jpolder = zeros(1l,n+1);
for it = 1 : n+1
rhojminule = rho(j—1,1);
korekcia = 4 log(aktualrho) — log(rhojminule) + (r—q)xk;
korekciader = 4 log(aktualrhoder) — log(rhojminule) + (r—q)x*k;
%if korekcia > 0
Z%disp ("nieco ’);
Z%end
ksii = (xmaxx*(it —1))/n + korekcia;

dol
hor

floor (ksii*n/(xmax));
dol+1;

if dol < n

if dol >= 0

dolnahodnota = lastpi(1,dol+1);
else

dolnahodnota = E;
end
if hor >= 0

hornahodnota = lastpi(1l,hor+1);
else

hornahodnota = E;
end

PI_jpol(1,it) = dolnahodnota*(hor — (ksii*n/(xmax))) +
hornahodnota*(( ksii*n/(xmax)) — dol);

else
PI jpol(l,it) = 0;

end -

%Pre rho+delta
ksiider = (xmaxx*(it —1))/n + korekciader;

dol = floor (ksiider=n/(xmax));
hor = dol+1;

if dol < n

if dol >= 0

dolnahodnota = lastpi(l,dol+1);
else

dolnahodnota = E;
end
if hor >= 0

hornahodnota = lastpi(l,hor+1);
else

hornahodnota = E;
end

if dol < n

PI_jpolder(1,it) = dolnahodnotax*(hor — (ksiider*n/(xmax))) +
hornahodnota*(( ksiider*n/(xmax)) — dol);

else
PI_jpolder(1,it) = 0;

end

end
end

%Krok3

%vypocitame 8 diagonalny system A(PI_j,p;rho_j,p+1)PI_j,p+1 = PI_j—1/2
a = zeros(n+2,1);

b = zeros(n+2,1);

c = zeros(n+2,1);

d = zeros(n+2,1);

ader = zeros(n+2,1);
zeros (n+2,1);
zeros(n+2,1);
zeros(n+2,1);

o
o
)
=
([t

sigmaijnl = zeros(1l,n+1);
for sigi = 1:n+2
if sigi > n
sigmaijnl(sigi) = sigmaijnl(sigi —1);
else
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sigmaijnl(sigi) = NelinearnaSigma ((lastpi(sigi) — lastpi(sigi-+1))/h,

end

exp ((xmax=(sigi —1))/n)*aktualrho , (tmax*(j—1))/m,1,typ,sigma);

end

if (mikroiteracia >= 100)
disp ( ’Problem_s_konvergenciou’);

ro = [—1];
Slast = [—1];
Vlast = [—1];
return;

end

Znaplnime maticu pre rho

for it = 1:n42
if it =— 1
a(it) = 1;
d(it) = E;
elseif it — n+42
a(it) = 1;
d(it) = 03
else
%vycislime alfa, beta, gama pre sucasny bod
Z%it >= 2
sigmaij sigmaijnl (it );
sigmaijminus = sigmaijnl (it —1);
alphai = — kx(sigmaijminus ~2)/(2%(h~2)) — kx*(sigmaij~2)/(4xh);
gammai = — kx*(sigmaij~2)/(2x(h~2)) + kx(sigmaij ~2)/(4xh);
betai = 1 + rxk — (alphai + gammai);
c(it —1) = alphai;
a(it) = betai;
b(it) = gammai;
d(it) = PI_ jpol(l,it —1);
end -
end
Fnaplnime maticu pre rho+dx
for it = 1:n42
if it =— 1
ader (it) = 1;
dder(it) = E;
elseif it — n+2
ader (it) = 1;
dder(it) = 0;
else
sigmaij sigmaijnl (it );
sigmaijminus = sigmaijnl (it —1);
alphai = — kx(sigmaijminus~2)/(2+%(h"~2)) — kx(sigmaij~2)/(4xh);
gammai = — kx*(sigmaij~2)/(2x(h~2)) + kx(sigmaij ~2)/(4xh);
betai = 1 + rxk — (alphai + gammai);

cder (it —1) = alphai;

ader (it) = betai;

bder (it) = gammai;

dder(it) = PI_jpolder(1,it —1);
end

end

%urcime hodnoty PI_p+1 pre movu casovu vrstvu
PI_n = thomas(a,b,c,d);

PITn(1) = [I;

PI_nder = thomas(ader ,bder,cder,dder);
PI_nder (1) = [];

PI_n(n+1)=0;

der0 (PI_n(1) — E)/h;
derOder = (PI_nder(l) — E)/h;

%F(aktualrho) = der0, F(aktualrho + dzx) = derOder, chceme F(xz) =
%—2rE/sigma "2
derder = (derOder — der0)/dx; %zmena derivacie v bode 0

Z%ukoncovacia podmienka

if abs(poz — der0) < epspresnost
%disp (mikroiteracia);
aktualpi = PI_n’;
break;

end
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if (der0 < rhovalmin)
disp ( "Chyba’);

ro = [—1];
Slast = [—1];
Vlast = [—1];
return;

end

ro = [—1];
Slast = [—1];
Vlast = [—1];
return;

if der0 < poz
maxaktualrho = aktualrho;
rhovalmin = der0;

else
minaktualrho = aktualrho;
rhovalmax = der0O;

end

zmena = ((poz — der0)/derder);

aktualrho = aktualrho 4+ zmena;

if (aktualrho < minaktualrho) || (aktualrho > maxaktualrho)
%zabezpeci, ze mnebudeme oscilovat okolo mejakej hodnoty
aktualrho = (minaktualrho + maxaktualrho)/2;

end

aktualpi = PI_n’;

end
lastpi = aktualpi;
rho(j,1) = aktualrho;

%Vypocitame aj cenu
if j =— m+t1
Vlast = zeros(1,length(Slast));
for jV = 1l:length(Slast) %Pre kazdu hodnotu S
currentS = Slast (jV);

if currentS <= aktualrho
Vlast (jV) = E — currentS;
continue;

end

nint = log(currentS/aktualrho);

%Spocitame integral

iter = 1;

intSUM = 0;

currentx = (xmaxxiter)/n;

while currentx < nint && iter < length(aktualpi)
intSUM = intSUM + aktualpi(iter )*exp(—currentx)s*h;

iter = iter + 1;

currentx = (xmaxxiter)/n;
end
if iter < length(aktualpi)

lastx = (xmaxx*(iter —1))/n;

cast = (nint — lastx)/(currentx — lastx);

intSUM = intSUM + aktualpi(iter )*xexp(—currentx)*hxcast;
end

Vlast (jV) = (currentS/aktualrho)*(E — aktualrho — intSUM);
if(Vlast (jV) > Vlast(jV—1)) %zabezpecime nerastucost odstranenim vykyvov
Vlast (jV) = Vlast (jV—1);
end
end
Vlast = Vyhlad(Vlast);
ro = rho;
return;

end
Z%plot (rho);

%ro = rho;
end
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function [sigma] = NelinearnaSigma (S2partialV, S, tau, r, typ, sigmalin)

if stremp(typ, linear’) == 1
sigma = sigmalin;
return;

end

if stremp(typ,’leland’) == 1
Tcas = 1;
C = 0.02;
Lelandovocislo = sqrt(2/pi)*(C/(sigmalinxsqrt(Tcas)));
sigma = sigmalin * sqrt(l + Lelandovocislo * sign(S2partialV));
return;

end

if stremp(typ, ' barlessoner’) == 1
a = 0.02;
argumentpsi = exp(r * tau)x(a~2)xS2partialV;
psi = FindPsiRoot (argumentpsi);
sigma = sigmalin * sqrt(l+psi);
return;

end

end

function [y| = FindPsiRoot(x)
epsilon = 0.000001;

Z%prvotny nastrel y = x
ymin = —0.9999; %Psiinv(—1) = —inf
ymax = max(10,2xx); %Psiinv(2z) ~ 2z
ycurrent = x;
if ycurrent > ymax
ycurrent = ymax;
end
if ycurrent < ymin
ycurrent = ymin;
end

bestresult = Psilnv (ycurrent);
bestresulteps = Psilnv (ycurrentfeps);
if bestresult > x

ymax = ycurrent;
end
if bestresult < x

ymin = ycurrent;
end

while abs(bestresult — x) > 0.0001

Z%skusime T = y
deriv = (bestresulteps — bestresult)/epsilon;
ycurrent = ycurrent — (bestresult/deriv);
if ycurrent > ymax
ycurrent = (3xymax + ymin)/4;
end
if ycurrent < ymin
ycurrent = (ymax + 3xymin) /4;
end
bestresult = Psilnv (ycurrent);
bestresulteps = Psilnv(ycurrentfeps);

if bestresult > x

ymax = ycurrent;
end
if bestresult < x
ymin = ycurrent;
end
end
y = ycurrent;
end
function [x] = Psilnv (y)
if abs(y) < 0.01
X =Y
return;
end
if y >0
x = ( —(asinh(sqrt(y)))/(sart(y+1)) + sart(y))"~2;
return;
end
if -1 < y&&y<O0
x = —( (asin(sart(-y)))/(sart(y+1)) — sart(-y))"2;
return;
end
x = 1/0;
end
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Numerickd metéda pre model s dividendami

function [ro, Slast, Vlast]=PredcasnaHranicaLinearTransformPut (T,sigma,E,r,D)
%Parametre funkcie

%T — cas do expiracie

%sigma — wvolatilita podkladoveho aktiva
%E — strike price

%r — bezrizikova wurokova miera

%D — spojity dividendovy vynos z akcie

%N avratove hodnoty

%ro — pole hodnot pre precasnu hranicu uplatnenia
%Slast , Vlast — cena opcie pre mniektore vybrane ceny v case t=0

%Numericke parametre

m = 10000; %casove delenie
n = 500; %priestorove delenie

epspresnost = 0.00000001; %presnost pre derivaciu dPI(0)
dx = 0.00000001; %pouzity krok ma vypocet derivacie

tmax = T;
xmax = 5;
h = xmax/n;
k = tmax/m;
q = D;

%Inicializacia premennych
aktualpi = zeros(1l,n+1);
PI_jpol = zeros(1l,n+1);
PI_jpolder = zeros(1l,n+1);

%Cena
Vlast = [];
Slast = 0:0.1:2%E;

%Naplnime cas t=0, j=0
for i = 1 : n+l1
if ((xmax * (i—1)) / n)<O0
aktualpi(l,i) = E;

else
aktualpi(1l,i) = 0;
end
end
rho(1,1) = E;
lastpi = aktualpi;

%Na kazdej dalsej vrstve riesime sustavu linearnych rovnic, t>0
for j = 2:m+1

%Zaciname pocitat s poslednym riesenim

aktualpi = lastpi;

%0Odhad rTiesentia pre zrychlenie konvergencie

if j>2
aktualrho = rho(j—1) + (rho(j—1) — rho(j—2));
else
aktualrho = rho(j—1);
end

%Rho + deltaX na vypocet derivacie FI(rho)

aktualrho = exp(log(aktualrho)—(r—q)xk — dx);

%Hranice na riesenie rho(tau), kvoli kontrole konvergencie
minaktualrho = 0;

maxaktualrho = rho(j—1);

%Vnutorny cyklus na majdenie riesenta na casovej vrstve j
for mikroiteracia = 1:100

%Poistka pre pripad meskonvergovania
if (mikroiteracia >= 100)
disp ( 'Problem_s_konvergenciou’);

ro = [—1];
Slast = [—1];
Vlast = [—1];
return;

end

%Rho + deltaX na vypocet derivacie FI(rho)
aktualrhoder = aktualrho + dx;

%Krok2
%vypocitame PI_j—1/2,p+1 = Tau(PI_j,p;rho_j,p)
for it = 1 : n+1

%pre rho

rhojminule = rho(j—1,1);
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korekcia = + log(aktualrho) — log(rhojminule) 4+ (r—q)=xk;

korekciader = +
ksii =

dol =

hor = dol+1;

if dol < n

if dol >= 0
dolnahodnota

else
dolnahodnota

end

if hor >= 0
hornahodnota

else
hornahodnota

end

log(aktualrhoder) — log(rhojminule) +
(xmax* (it —1))/n + korekcia;

floor (ksii*n/(xmax));

lastpi(1,dol+1);

E;

lastpi(1l,hor+1);

E;

(r—q)=*k;

PI_jpol(1,it) = dolnahodnotax(hor — (ksii*n/(xmax))) +
hornahodnota*(( ksii*n/(xmax)) — dol);

else

PI_jpol(1l,it) = 0;

end

%Pre rho+delta

ksiider =

dol =

hor dol+1;

if dol < n

end

if dol >= 0
dolnahodnota

else
dolnahodnota

end

if hor >= 0
hornahodnota

else
hornahodnota

end

if dol < n
PI_jpolder(1,it)

hornahodnota*(( ksiider *n/(xmax))

else

(xmax#* (it —1))/n + korekciader;

floor (ksiider*n/(xmax));

lastpi(1l,dol+1);

E;

lastpi(1,hor+1);

E;

dolnahodnota*(hor —

PI_jpolder(1,it) = 0;

end

end

%Krok3
%vypocitame 38 diagonalny system A(PI_j,p;rho_j,p+1)PI_j,p+1 = PI_j—1/2
= — kx*(sigma~2)/(2%(h~2)) — kx(sigma~2)/(4xh); %konstantna sigma pre linearny model

alphai
gammai
betai = 1 + rxk — (alphai + gammai);

— _ ks(sigma~2)/(2+(h~2)) + kx(sigma~2)/(4h);

a = zeros(n+2,1);
b = zeros(n+2,1);
c = zeros(n+2,1);
d = zeros(n+2,1);
ader = zeros(n+2,1);
bder = zeros(n+2,1);
cder = zeros(n+2,1);
dder = zeros(n+2,1);
Fnaplnime maticu pre rho
for it = 1:n+42
if it =1
a(it) = 1;
d(it) = E;
elseif it — nt+2
a(it) = 1;
d(it) = 0;
else

c(it —1) = alphai;
a(it) = betai;
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= gammai;
PI_jpol(1,it —1);

b(it)
d(it)
end
end

Inaplnime maticu pre rho+dx
for it = 1:n42
if it = 1

ader (it) = 1;

dder(it) = E;

elseif it — n+2
ader (it) = 1;
dder(it) = 0;
else
cder (it —1) = alphai;
ader (it) = betai;
bder (it) = gammai;
dder (it) = PI_ jpolder(1,it —1);
end -
end
%Krok 4

%vypocitame PI_j_p

PI_n = thomas(a,b,c,d);

PIn(1) — (];

PI_nder = thomas(ader ,bder,cder ,dder);
PI_nder (1) = [];

PI_n(n+1)=0;

der0 = (PI_n(1) — E)/h;

%Sucasna hodnota vyrazu — rho + rE/D — sigma~2 x dPI(0) / 2D
delta0 = r+*E + ((sigma~2xder0)/2) — aktualrhox*q;

derOder = (PI_nder(1) — E)/h;

deltaO0der = r*E 4 ((sigma~2+derOder)/2) — aktualrhoderxq;

derder = (deltaOder — delta0)/dx; %zmena derivacie v bode 0, podla
%Pozadovana hodnota vyrazu — rho + rE/D — sigma~2 x dPI(0) / 2D
poz = 0;

%ukoncovacia podmienka ma vnutorny cyklus —> prechod na
%dalsiu casovu vrstvu
if abs(poz — delta0) < epspresnost
aktualpi = PI_n’;
break;
end

%urcente hranic pre riesenie
if delta0 < poz

maxaktualrho = aktualrho;
else

minaktualrho = aktualrho;
end

%hodnota pre dalsiu iteraciu urcenu na zaklade Newtonho algoritmu
aktualrho = aktualrho + ((poz — delta0)/derder);

if aktualrho < minaktualrho || aktualrho > maxaktualrho
Y%zabezpeci, ze nebudeme oscilovat okolo mejakej hodnoty
aktualrho = (minaktualrho 4+ maxaktualrho)/2;

end

Z%urcime hodnotu PI pre dalsiu iteraciu
aktualpi = PI_n’;

end
lastpi = aktualpi;
rho(j,1) = aktualrho;

%Na poslednej casovej vrstve vypocitame aj cenu
if j =— m+tl
Vlast = zeros(1l,length(Slast));
for jV = 1l:length(Slast) %Pre kazdu hodnotu S
currentS = Slast (jV);

if currentS <= aktualrho
Vlast (jV) = E — currentS;
continue;

end

nint = log(currentS/aktualrho);
%Spocitame integral

iter = 1;

intSUM = 0;

currentx = (xmaxxiter)/n;
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while currentx < nint && iter < length(aktualpi)
intSUM = intSUM + aktualpi(iter )*exp(—currentx)s*h;

iter = iter + 1;
currentx = (xmaxxiter)/n;
end
if iter < length(aktualpi)
lastx = (xmaxx*(iter —1))/n;
cast = (nint — lastx)/(currentx — lastx);

intSUM = intSUM + aktualpi(iter )*exp(—currentx)*hxcast;
end

Vlast (jV) = (currentS/aktualrho)*(E — aktualrho — intSUM);

if(Vlast (jV) > Vlast(jV—1)) %zabezpecime nerastucost odstranenim vykyvov
Vlast (jV) = Vlast (jV—1);

end
end
Vlast = Vyhlad(Vlast);
ro = rho;
return;
end
end
end

PSOR metéda
http:/ /www.mathworks.com/matlabcentral /fileexchange /17523
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