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Abstrakt

V tejto práci sa venujeme moºnostiam pouºitia Monte Carlo simulácii v oblastí �nancií,
konkrétne sa zameriavame na oce¬ovanie �nan£ných derivátov. Cie©om práce je vysvetli´
teoretický podklad pre aplikáciu Monte Carlo simulácii a následne praktická implemen-
tácia simulácie vývoja �nan£ných aktív a úrokových mier a výpo£et cien ich �nan£ných
derivátov. Budeme sa snaºi´ diskutova´ efektívnos´, výhody a nevýhody pouºitia tejto me-
tódy v rôznych aplikáciach a porovnáva´ s inými metódami a taktieº rozoberieme niektoré
metódy, ktorých ú£elom je zefektívnenie simulácii.

K©ú£ové slová: Monte Carlo simulácie, oce¬ovanie �nan£ných derivátov, opcie, úrokové
miery, generovanie náhodných £ísel

Abstract

In this work we present applications of Monte Carlo simulations in �nance, especially we
focus on pricing �nancial derivatives. The aim of this work is to explain the theoretical
basis for the application of Monte Carlo simulations and then the practical implementation
of simulations of �nancial assets and interest rates and calculation prices of their �nancial
derivatives. We will try to discuss the e�ectiveness, advantages and disadvantages of using
this method in various applications and compare it with other methods and also we discuss
some methods which are designed to improve e�ciency of simulations.

Key words:Monte Carlo simulations, pricing �nancial derivatives, options, interest rates,
generating random numbers
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Úvod

S rozvojom �nan£ných trhov a výpo£tovej techniky sa rozvinula prirodzená snaha ma-
tematikov, ekonómov £i �nan£níkov uchopi´ vývoj �nan£ných aktív ako akcie a dlhopisy
prostredníctvom matematických modelov. Av²ak kvôli stochastickému charakteru �nan£-
ných trhov nedokáºeme predpoveda´ ich presný vývoj. Náhodnos´ je prirodzenou vlastnos-
´ou, s ktorou sa stretávame u mnohých prírodných procesov, pre �nan£ný a ekonomický
sektor to platí taktieº, a jedinou na²ou moºnos´ou je ²tatisticky skúma´ pozorovaný jav a
vyuºíva´ pravdepodobnostné modely na ich popis.

V prípade �nan£ných trhov to znamená, ºe pomocou modelov, o ktorých si myslíme ºe
pomerne presne popisujú ich vývoj, získavame informáciu v podobe pravdepodobnostného
vývoja a snaºíme sa to vyuºi´ v ná² prospech. Naj£astej²ie ide o snahu zostavi´ obchodnú
stratégiu £i portfólio, ktoré bude minimalizova´ riziko vyplývajúce s náhodnosti �nan£ných
trhov. Za týmto ú£elom sa rozvinul pomerne ve©ký trh �nan£ných derivátov a jednou z
úloh �nan£nej matematiky je ur£ovanie cien týchto �nan£ných in²trumentov. Postupom
£asu vznikali deriváty rôzneho charakteru, jednoduch²ie ale samozrejme aj zloºité. Ceny
jednoduch²ích derivátov sa dali nájs´ aj h©adaním analytických rie²ení, zloºitej²ie typy
v²ak bolo potrebné rie²i´ numericky, £ím vznikol priestor na rozvoj mnoºstva metód na
výpo£et cien rôznych druhov derivátov. Jednou z týchto metód je aj simula£ná metóda
Monte Carlo.

Cie©om práce je teoretická a praktická implementácia metód Monte Carlo na rôzne
problémy v oblasti oce¬ovania �nan£ných derivátov a prezentácia metódy ako univerzál-
neho nástroja, ktorým sa dajú rie²i´ takmer v²etky problémy v danej oblasti �nancií a
zhodnoti´, v ktorých aplikáciach sa javí ako najefektívnej²ia alebo naopak nevhodná.

Metóda Monte Carlo je svojou my²lienkou ve©mi jednoduchá a ²iroko pouºite©ná. Ne-
bola dizajnovaná selektívne na pouºitie vo �nanciách, ale dá sa pouºi´ v kaºdej oblasti,
kde sa snaºíme získa´ informáciu o nejakom jave, ktorý vykazuje náhodnú dynamiku.
V princípe pozostáva z nieko©kých základných krokov: poprvé zostavenie parametrického
modelu popisujúceho sledovanú udalos´, po druhé generovanie náhodných £ísel z konkrét-
nymi vlastnos´ami a následné dosadenie vygenerovaného £ísla do parametrického modelu,
£o môºeme nazva´ ako realizácia náhodného procesu a ako posledný krok je opakovanie
tohto procesu a následné ²tatistické vyhodnotenie získaných výsledkov. Práca je £lenená s
podobnou logikou, v prvých ²tyroch kapitolách je snaha o teoretickú implementáciu Monte
Carlo metód vo �nanciách, tj. hlavne zostavenie parametrického modelu a generovanie ná-
hodných £ísel, kapitoly 5 a 6 sú viac venované praktickej implementácii a ²tatistickému
vyhodnocovaniu pouºitia metód Monte Carlo v rôznych aplikáciach v oblasti �nancií.
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Úvod 2

V kapitole 1 je úlohou £o najjednoduch²ie priblíºi´ my²lienku metódy Monte Carlo,
moºnosti jej vyuºitia vo �nan£nej, ale aj iných oblastiach a nakoniec sú vyloºené prvé
jednoduché príklady pouºitia metódy Monte Carlo vo �nanciách, konkrétne pre oce¬ovanie
derivátov ázijského a európskeho typu.

Metóda Monte Carlo ako taká pracuje len v rámci istého modelu, v tomto prípade
vyuºíva modely �nan£nej matematiky, preto je potrebné sa oboznámi´ so základnými
pojmami z tejto oblasti, ktoré budú vyuºívané v priebehu celej práce ako sú markovovské
procesy, Brownov pohyb, Black-Scholes model a najmä pre aplikácie Monte Carlo simulácii
dôleºitý princíp bezrizikového oce¬ovania �nan£ných derivátov, a o ktorých sa dá do£íta´
v kapitole 2. Taktieº budú opísané rôzne typy opcií a ich výplatná ²truktúra £i podané
základné fakty o modeloch úrokových mier.

Kapitola 3 je venovaná tomu, £o sa dá povaºova´ za jadro Monte Carlo metód - ge-
nerovanie náhodných £ísel resp. náhodných procesov. Po zade�novaní modelu, v tomto
prípade nejakého modelu �nan£nej matematiky, si simulácia metódou Monte Carlo ºiada
vygenerovanie náhodného £ísla z nejakého rozdelenia. Metódy generovania týchto £ísel sú
univerzálne a moºno ich pouºi´ vo �nan£ných ale aj fyzikálnych modeloch, pre prípad pou-
ºitia vo �nanciách sú zaujímavé spôsoby generovania jedno a viac rozmerných náhodných
£ísel z normálneho rozdelenia. Generovanie náhodných procesov predstavuje uº konkrétnu
aplikáciu generovania náhodných £ísel na simuláciu dynamiky vývoja �nan£ných aktív,
príkladom je simulácia stochastickej diferenciálnej rovnice vývoja ceny �nan£ného aktíva,
ktorá sa dá následne vyuºi´ na po£ítanie cien derivátov.

�tvrtá kapitola pojednáva o metódach, ktoré majú za úlohu zefektívni´ výpo£ty po-
mocou Monte Carlo simulácii, tj. metódy redukcie variancie, ktoré sa stali neoddelite©nou
sú£as´ou pri pouºívaní v²etkých Monte Carlo metód.

V kapitolách 5 a 6 sú diskutované numerické výsledky, konkrétne bude venovaná po-
zornos´ simuláciam cien jednorozmerných európskych, ázijských, bariérových a americ-
kých opcií, dvojrozmerných spread opcií, mnohorozmerných ko²íkových opcií európskeho
a ázijského typu, ale aj simulácia LIBOR modelu úrokových mier a výpo£et jeho deri-
vátov, konkrétne typu cap. Kaºdému typu derivátu je venovaná samostatná podkapitola,
v ktorej sa dajú nájs´ niektoré z numerických výsledkov daných simulácii, porovnanie s
inými numerickými £i analytickými metódami a závere£né zhodnotenie výhod, nevýhod £i
efektívnosti pouºitia Monte Carlo metód v jednotlivých prípadoch.



Kapitola 1

Úvod do metódy Monte Carlo

1.1 Základné fakty

Svojou my²lienkou prvý predchodca Monte Carlo simulácii sa dá povaºovat známy expe-
riment Bu�onovej ihly, ktorý spo£íval v náhodných hodoch ihly dlºky L na plochu, ktorá
bola predelené rovnobeºnými úse£kami vo vzdialenosti d (d > L), a pýtal sa aká je prav-
depodobnos´, ºe ihla pretne úse£ku. Matematicky pri²iel na vz´ah: P = 2L

πd
, pri£om tento

experiment sa dá pouºi´ aj na zistenie £ísla π. Toto bol teda prvý príklad generovania ve©-
kého po£tu náhodných, v tomto prípade hodov, na zistenie istých ²tatistických vlastností.

Prvýkrát v pravej podstate slova, bola metóda Monte Carlo pouºitá uº po£as druhej
svetovej vojny v Los Alamos, ke¤ vedci pracovali na prvej atómovej bombe a museli rie²it
problém neutrónu a jeho správania sa v rozli£ných podmienkach. Bol to pomerne zloºitý
matematický problém, ktorý nebolo moºné rie²it analyticky. Vtedy John von Neumann a
Stanislaw Ulam pri²li s rie²ením, ktoré bolo zaloºené na modelovaní experimentu istými
po£íta£ovými simuláciami. Z tejto doby pochádza aj názov, projekt bol nazvaný "Monte
Carlo", pravdepodobne pod©a kasína Monte Carlo. Za ú£asti dal²ích vedcov ako Fermi
alebo Metropolis sa koncom 4O-tych rokov ¤alej rozvíjala. Prirodzene dal²í rozvoj metódy
bol závislý na pokroku po£íta£ovej techniky a preto plné uplatnenie na²la aº ove©a neskôr
v dobe výkonnej²ích po£íta£ov.

Metóda sa teda najviac spája s pojmom stochastické procesy, ktoré sú v dne²nej dobe
v²adeprítomné v matematickom modelovaní rôznych javov a sú úzko spojené s teóriou
pravdepodobnosti, modelujeme nimi rôzne procesy v rôznych oblastiach, ktoré zah¯¬ajú
istú dávku neistoty a náhodného správania sa.

Vo svojej podstate sú Monte Carlo simulácie zaloºené na úplne jednoduchom princípe.
Zostrojíme model, ktorým vieme £o najlep²ie popísa´ skúmaný objekt, a ktorého správa-
nie je stochastické, napríklad vývoj ceny akcie na �nan£nom trhu. Vygenerujeme ve©ké
mnoºstvo náhodných £ísel, po ich vhodnej transformácii a iných úpravách budú vstupom
do modelu. Nakoniec zozbierame a ²tatisticky vyhodnotíme výsledky.
Jednoduchá schéma Monte Carlo simulácie by vyzerala nasledovne:
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KAPITOLA 1. ÚVOD DO METÓDY MONTE CARLO 4

1. Vytvorenie konkrétneho parametrického modelu

2. Vygenerovanie náhodných £ísel a ich dosadenie do modelu

3. Výstup z modelu

4. Opakovanie krokov 2 a 3

5. Analýza numerických výsledkov

Aby sme si lep²ie dokázali predstavi´, £o táto schéma znamená v nejakom konkrétnom
prípade, tak v bode 1 môºeme pouºi´ geometrický Brownov pohyb ako ná² parametrický
model(s parametrami £as do expirácie, expira£ná cena, volatilita,..), v bode 2 vygenerujeme
£íslo zo ²tandardného normálneho rozdelenia a dosadíme ho do predpisu pre geometrický
Brownov pohyb(pod©a de�novaných pravidiel) a v bode 3 výstupom modelu je výplata
opcie v terminálnom £ase diskontovaná do £asu 0. Potom nám sta£í len opakova´ takéto
simulácie a priemerova´ takto získané ceny, £ím získame ²tatistický odhad ceny opcie.
Kaºdý z týchto krokov si postupne v priebehu práce rozoberieme podrobnej²ie.

1.2 Jednoduchý príklad

Dobrým príkladom jednoduchého pouºitia metódy Monte Carlo je výpo£et jednoduchého
jednorozmerného ur£itého integrálu. Práve na jednoduchom výpo£te integrálu si teraz
ukáºame základné ²tatistické vlastnosti simulácii Monte Carlo.

Uvaºujme ur£itý integrál α =
´ 1
0
f(x)dx, ktorý môºeme reprezentova´ ako o£akávanú

hodnotu E[f(U)], s U uniformne distribuovanými náhodnými £íslami v intervale < 0, 1 >.
Potrebujeme ma´ nejaký mechanizmus, ktorý náhodne vyberá £ísla z daného intervalu
(napríklad rovnomerné rozdelenie, ktoré ponúka matlab). Ak je funkcia integrovate©ná
na danom intervale, výpo£tom hodnoty funkcie f(x) v tomto kone£nom po£te bodov U ,
získame odhad Monte Carlo :

α̂ =
1

n

n∑
i=1

f(Ui)

pod©a zákona ve©kých £ísel α̂→ α pre zvä£²ujúce sa n. Ak by nás zaujímala chyba problém
formulujeme naledovne:

σ2
f =

ˆ 1

0

(f(x)− α)2dx

potom ²tandardná chyba α̂−α je normálne rozdelená so strednou hodnotou 0 a ²tandard-
nou odchýlkou σf/

√
n. Takto formulovaná ²tandardná chyba je centrálnym znakom Monte

Carlo metódy. Je pomerne náro£ná na zvy²ovanie presnosti a má pomalú konvergenciu,
zvý²enie presnosti o jedno desatinné miesto by si vyºiadalo dodato£ných 100 násobne viac
bodov £i pozorovaní. Na ukáºku v tabu©ke metódou Monte Carlo simulujeme hodnotu
konkrétneho integrálu vy²²ie uvedeným postupom

I =

ˆ 1

0

x.exdx
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Tabu©ka 1.1: Výpo£et integrálu I =
´ 1
0
x.exdx metódou Monte Carlo pre daný po£et N

simulácii a jeho ²tandartná chyba(SE), po£ítané pre 10 replikácii

N 100 1000 10000 100000

I 1.0221 0.9979 1.0040 1.0004

SE 0.0770 0.0246 0.0078 0.0024

presná hodnota je I = 1 vypo£ítaná analyticky.
Tento príklad bol len ilustra£ný, ale Monte Carlo metóda nie je ve©mi efektívnou me-

tódou pri malých dimenziách a podobných jednoduchých problémoch. Av²ak s nárastom
dimenzií £i zloºitosti problému jeho aktraktivita a efektivita narastá. A tak nám poslú-
ºil hlavne ako prvé zoznámenie s týmito simuláciami a ich systémom fungovania. Tieº si
treba uvedomi´, ºe schopnos´ vypo£íta´ nejaký intergál ako o£akávanie (strednú hodnotu),
nám dáva dobrý nástroj pre pouºitie vo �nanciách, kde sú matematické modely de�nované
pomocou stochastických integrálov a ceny �nan£ných derivátov môºeme vyjadri´ ako isté
o£akávané (stredné)hodnoty.

1.3 Pouºitie

Metóda má ve©mi ²iroké pouºitie, spomenieme aspo¬ niektoré.
Ve©mi dôleºitou oblas´ou je fyzika, fyzikálna chémia a príbuzne obory. �iroké pouºitie
nachádza v ²tatistickej fyzike, napríklad pri modelovaní molekulovej dynamiky, v expe-
rimentálnej £asticovej fyzike, alebo dokonca aj v astromómii prípadne v predpovediach
po£asia. Fyzika aj matematika £asto pouºíva vo svojich modeloch a výpo£toch viacroz-
merné, výpo£tovo náro£né integrály a práve tu sa Monte Carlo metóda hlási o slovo.
�alej sa vyuºíva napríklad v hrách, významnú úlohu má pre tvorbu umelej inteligencie
herných systémov.Takisto v mnohých oblastiach inºiniestva alebo optimaliza£ných úloh.

Pomocou Monte Carlo metód môºeme generova´ náhodné £ísla z rôznych rozdelení a
preto nachádzajú dobré pouºitie aj pre samotnú ²tatistiku.

S vý£tom pouºitia by sa dalo pokra£ovat, ale v tejto práci nás zaujímajú hlavne apliká-
cie v oblasti �nancií, kde nimi môºeme rie²it ²irokú paletu problémov. Vo �nan£nej mate-
matike modelujeme v²etky procesy ako stochastické procesy, ktoré £asto nemajú analytické
rie²enie alebo analytické výpo£ty sú ve©mi zloºité, preto sa vyºaduje kvalitný numerický
aparát. Jedným z týchto numerických rie²ení sú Monte Carlo simulácie.

Môºeme nimi modelova´ základné aktíva obchodované na �nan£ných trhoch ako sú
akcie, futures alebo dlhopisy a obrovského mnoºstva ich �nan£ných derivátov. Ur£ujú
hodnotu ²irokej palety opcií - od jednoduchých európskych cez ázijské, ktoré závisia na
ceste, aº po komplikované americké opcie, ktorých £as uplatnenia je ©ubovo©ný, ale aj
pre ne existuje vhodný algoritmus, ktorý implementuje Monte Carlo metódy na výpo£et.
Okrem toho simuláciami vieme ur£i´ aj tvz. "greeks", ktoré hovoria o citlivosti cien opcií
na rôzne parametre £i pohyb podkladového aktíva, ktoré v práci nebudeme spomína´, ale
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viacero autorov sa venovalo aj tomuto problému, mnoºstvo o danom probléme nájdeme v
[3][5][2][21].

�al²ou ve©kou oblas´ou je oce¬enie dlhopisov a ich derivátov, ktoré sa £asto modelujú
napríklad short-rate modelmi, alebo forwardovými úrokovými mierami a výstupom sú
o£akávané výnosové krivky. Na reálnych trhoch sú £asto vyuºívané swapy alebo cap-y,
ktorých cena sa dá takisto dobre odhadnú´ týmito metódami.

Okrem toho majú MC simulácie pouºitie aj v poistnom sektore, kde slúºia ako metóda
simulovania modelov, ktoré istým spôsobom merajú a oce¬ujú riziká vyplývajúce z poist-
ných udalostí. Princíp vyuºitia Monte Carlo simulácii je v zostrojení distribu£nej funkcie
rozdelenia �nan£ných rizík. V sú£astnosti sa pomerne £asto pouºíva model riadenia rizík s
názvom Value at Risk, ktorý sa dá efektívne oceni´ simuláciami Monte Carlo, viac v[16][5]
a dobrý preh©ad o aplikáciach Monte Carlo v pois´ovníctve nájdeme aj v[2].

Samozrejme nemusíme sa obmedzova´ len na uvedené pouºitie a môºeme vytvára´
komplexnej²ie modely a simulova´ napríklad vývoj portfólia pozostávajúceho z mnoºstva
akcií a prípadne aj dlhopisov a tým pádom rie²i´ akúsi optimaliza£nú úlohu, pýta´ sa £i
danú akciu kúpi´ preda´ £i ¤alej drºa´ s oh©adom na pravdepodobnostné o£akávania, sta-
novova´ strednú o£akávanú hodnotu výnosu za isté obdobie takéhoto portfólia, názorným
výstupom z takýchto simulácii bude napríklad histogram alebo iné ²tatistické ukazovatele.

Efektívnos´ Monte Carlo simulácii vo v²etkých prípadoch záleºí od toho, aký model
zostavíme aké techniky generácie náhodných £ísel pouºijeme a podobne a tým môºeme
ovplyvni´ výsledok simulácie.

1.4 Oce¬ovanie derivátov

1.4.1 Európske opcie

Ako prvú ukáºku pouºitia Monte Carlo simulácii vo �nanciách si ukáºeme schému na
výpo£et sú£asnej o£akávanej hodnoty výplatnej funkcie európskej call opcie(viz. kapitola
2.2).

Uvaºujme nasledujúce premenné: S(t) bude hodnota vybranej akcie v £ase t, T bude
£as výplaty opcie (expira£ný £as), K bude ozna£ova´ expira£nú cenu, r bude bezriziková
úroková miera, σ ozna£uje volatilitu akcie. Tento typ opcie sa uplat¬uje len v dobe splat-
nosti T s výplatou

(S(T )−K)+ = max(0, S(T )−K)

a následne túto hodnotu musíme diskontova´ do £asu 0, teda h©adáme

E[e−rT (S(T )−K)+]

Teraz potrebujeme model, ktorým budeme modelova´ cenu akcie. Tu si prizveme na pomoc
stochastický kalkulus z �nan£nej matematiky(viac v kapitole 2), ktorý budeme pouºíva´
aj v ¤al²ích aplikáciach a cenu akcie opí²eme stochastickou diferenciálnou rovnicou s Bro-
wnovým procesom(viz. kapitola 2.1) W

dS(t)

S(t)
= rdt+ σdW (t)
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Rovnica opisuje percentuálne zmeny ceny akcie, popisované geometrickým Brownovým
pohybom(viz. kapitola 2.1), £o je výhodnej²ie ako opisova´ absolútny pohyb. Rie²ením
tejto rovnice , teda rie²enie geometrického Brownového pohybu je

S(T ) = S(0) exp([r − 1/2σ2]T + σW (T )) = S(0) exp([r − 1/2σ2]T + σ
√
TZ) (1.1)

Cena v £ase 0, tj. S(0), je nám známa. Náhodná premenná W (T ) je normálne rozdelená
so strednou hodotou 0 a disperziou T , kde to isté platí aj o výraze

√
TZ, za predpo-

kladu, ºe premenná Z je normálne rozdelená so strednou hodnotou 0 a disperziou 1.
Potom o akcii môºeme poveda´, ºe jej pohyb je z lognormálneho rozdelenia. H©adaný vý-
raz E[e−rT (S(T )−K)+], tj. o£akávaná hodnota výplatnej funkcie európskej opcie v £ase 0
je integrál s náhodnou premennou S(T ) lognormálne rozdelenou. Tento typ úloh má v²ak
pomerne jednoduché explicitné vzorce na rie²enie(2.1), £iºe Monte Carlo simulácie nie je
efektívne pouºíva´, ale na ukáºku schémy ich fungovania to posta£uje.

Ke¤ sa e²te raz pozrieme na rovnicu (1.1), zis´ujeme, ºe potrebujeme vedie´ generova´
náhodné premenné, v tomto prípade Z, zo ²tandardného normálneho rozdelenia. Ke¤ to
budeme vedie´, simulácia vývoja premennej S(T ) nie je problém. Podrobnej²ie sa proble-
matike generovania takýchto náhodných premenných £i vzoriek dostaneme v kapitole 3.
Za predpokladu znalosti mechanizmu generovania z normálneho rozdelenia, algoritmus na
výpo£et ceny európskej call opcie v matlabe bude ma´ nasledovný tvar.

������������
function Cn = EUcal(n, r, T,K, S0, σ)
vygeneruj maticu Z rozmeru [1xn], Zi ∼ N(0, 1)
for i=1:n

ST = S(0) ∗ exp((r − 1/2 ∗ sigma∧2) ∗ T + sigma ∗
√
T ∗ Z(i)); (1.2)

C(i) = exp(−r ∗ T ) ∗max(0, ST −K);
end
Cn = mean(C)
������������

Generujeme n Monte Carlo simulácii a pre kaºdú sme vygenerovali náhodnú premennú
Zi ∼ N(0, 1). Pre výsledný odhad Cn pod©a zákona ve©kých £ísel platí pre n→∞,

Ĉn → C

s pravdepodobnos´ou 1.
Okrem tohto môºe by´ výstupom takýchto Monte Carlo simulácii aj interval spo©ahli-

vosti. Vezmime ve©ké kone£né n, potom interval spo©ahlivosti(1− δ percentný) má tvar

Cn ± zσ/2
sc√
n

kde sc =
√

1
n−1

∑n
i=1(Ci − Ĉn)2 je výberová ²tandardná odchýlka a zσ je 1 − σ kvantil

²tandardného normálneho rozdelenia (φ(zσ) = 1− σ)).
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Týmto sme ukázali pouºitie jednoduchej Monte Carlo schémy na výpo£et ceny európ-
skeho typu derivátu. V kapitole 5.1 nájdeme podrobnej²í výstup z takýchto simulácii a ich
²tatistickú analýzu.

1.4.2 Ázijské opcie

V druhom príklade bude ukázaný analogický postup oce¬ovania pre Ázijské opcie, ktoré
majú o nie£o zloºitej²iu schému fungovania a to hlavne preto, ºe nás zaujíma hodnota
akcie po£as celého obdobia platnosti opcie, je to od cesty závislá opcia. Opä´ viac k nim
sa dá nájs´ v kapitole 2.2 .

Ke¤ v prípade európskych opcií sme potrebovali vedie´ len pravdepodobnostné roz-
loºenie ceny akcie v terminálnom £ase S(T ), teraz budeme musie´ simulova´ celú cestu
vývoja akcie a pozna´ pravdepodobnostné rozloºenie v kaºdom £ase, presnej²ie v kaºdom
diskrétnom bode £asového intervalu. A teda interval [0, T ] rozdelíme na m podintervalov,
a na kaºdom z nich budeme vykonáva´ náhodný výber pod©a danej schémy. Opä´ pohyb
ceny akcie vyjadríme stochastickou diferenciálnou rovnicou

dS(t) = rS(t)dt+ σS(t)dW (t)

v zmysle zna£ení minulej sekcie. Rie²enie si musíme vhodne aproximova´ na diskrétne
intervaly, a to konkrétne pouºitím tvz. Eulerovej schémy

S(t+4t) = S(t) + rS(t)4t+ σS(t)
√
4tZ (1.3)

kde opä´ vystupuje náhodná premenná Z zo ²tandardného normálneho rozdelenia. Ke¤
sa pozrieme na vlastnosti takýchto stochastických procesov(viz. kapitola 2.1), teda ºe
výraz W (t + 4t) - W (t) má strednú hodnotu 0 a ²tandardnú odchýlku

√
4t, môºeme

urobi´ m nezávislých výberov v na²ej m vrstvovej schéme, aº sa nakoniec dopracujeme(pre
zvä£²ujúce sa m) k £o najpresnej²ej aproximácii rozdelenia pre premennú S(T ).

Vieme, ºe výplatná funkcia pre ázijský typ opcií má výplatnú funkciu v tvare

(S −K)+ kde S =
1

m

m∑
j=1

S(tj) (1.4)

s delením £asu na intervaly 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T . Teraz potrebujeme opä´ ur£i´
diskontovanú hodnotu pre výplatnú funkciu E[e−rT (S −K)+].

Od tohoto bodu uº môºeme postupova´ analogicky pod©a na²ej schémy ako pre európ-
sku opciu z minulej sekcie, teda

S(tj+1) = S(tj) exp([r − 1

2
σ2](tj+1 − tj) + σ

√
tj+1 − tjZj+1) (1.5)

kde Zj+1 je z N(0, 1). Týmto spôsobom sme vytvorili mnoºstvo rôznych ciest, z ktorých
©ahko vieme vypo£íta´ priemernú cenu. Takto by vyzeral algoritmus pre Monte Carlo si-
mulácie ázijských opcií, pri£om opä´ sme predpokladali schopnos´ generovania náhodných
£ísel z normálneho rozdelenia a konkrétne simulácie a ²tatistické vyhodnotenie takéhoto
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typu opcií nájdeme v kapitole 5.2 .

�������������
function Cn = AsianCall(n,m, S0, σ, r,4t)
for i=1:n
vygeneruj maticu náhodných £ísel Z rozmeru [n x m], Zij ∼ N(0, 1)
for j=1:m-1

S(j + 1) = S(j) ∗ exp((r − 1/2 ∗ sigma∧2) ∗ dt+ sigma ∗ sqrt(dt) ∗ Z(i, j)); (1.6)

end
priemerS = mean(S);
C(i) = exp(−r ∗ T ) ∗max(0, priemerS −K);
end
Cn = mean(C)
���������������-

kde dt = tj+1 − tj. Algoritmus pre kaºdú z n simulácii vygeneruje m náhodných £ísel
Zij ∼ N(0, 1), kde m zna£í po£et delení £asového intervalu jednej simulácie. V týchto
m bodoch vypo£ítame cenu podkladového aktíva a spriemerujeme na danej ceste. Toto
opakujeme n krát, priemerovaním n ciest dostaneme odhad Ĉn.

1.5 Efektívnos´ simulácii

Pri vykonávaní po£íta£ových simulácii potrebujeme zade�nova´ isté kritéria, ktoré nám
dokáºu rozlí²i´ efektivitu rozli£ných simulácii rôznych modelov. Hlavne atribúty sú výpo£-
tový £as, (ne)vychýlenos´ odhadu a variancia.

Doteraz sme mohli predpoklada´, ºe tieto odhady Ĉn sú nevychýlené, tj. E[Ĉn] =
C. Odhad bol rovný jednochucho priemeru v²etkých odhadov s kone£nou varianciou. Z
centrálnej limitnej vety potom vieme, ºe pre zvy²ujúci sa po£et simulácii n platí

Ĉn − C
σC/
√
n
→ N(0, 1)

resp. môºme zapísa´

lim
n→∞

P

(
Ĉn − C
σC/
√
n
≤ x

)
= φ(x)

z toho ¤alej vyplýva dôleºitý vz´ah pre rozdelenie chyby Monte Carlo simulácii

Ĉn − C ∼= N(0, σ2
C/n)

Zo simulácii by sme v mnohých prípadoch ´aºko ur£ili paramater σC , av²ak vieme ho
vhodne aproximova´ tak, aby sme ho zo simulácii vedeli ur£i´ a pritom zachovali vy²²ie

uvedené vz´ahy: σC ∼= sc =
√

1
n−1

∑n
i=1(Ci − Ĉn)2. Tento vz´ah priamo hovorí ako vybra´

odhad s niº²ou varianciou.
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Variancia sama o sebe v²ak nemôºe by´ faktor, ktorý jednozna£ne ur£í lep²í odhad, ale
musí by´ vnímaná v kontexte ¤al²ích faktorov, a to konkrétne s oh©adom na výpo£tový
£as. Môºe sa sta´, ºe odhad s malou varianciou bude ma´ mnohonásobne vy²²í výpo£tový
£as ako odhad s ove©a men²ou náro£nos´ou ale len o málo vä£²ou varianciou. Ako teba
jednozna£ne vybera´ najlep²í odhad. Tento problém sa dá sumarizova´ nasledovne: pri
porovnávaní viacerých nevychýlených odhadov musíme preferova´ ten, ktorý má najniº²iu
hodnotu ti.σ2

i , pre po£et odhadov i = 1, .., n, σi je výberová variancia odhadu a ti ozna£uje
výpo£tový £as. Ak predpokladáme zvä£²ujúcu výpo£tovú kapacitu, tak tento odhad bude
asymptoticky dáva´ najpresnej²í výsledok a najuº²í interval spo©ahlivosti.

Tento rezultát je potrebné e²te ¤alej upravi´, pretoºe sa ©ahko môºe sta´, ºe pri oce-
¬ovaní derivátov ako americké opcie, £as uplatnenia v kaºdej simulácii bude odli²ný, teda
aj výpo£tový £as bude rôzny, na rozdiel napríklad od ázijských opcií, kde po£et £asových
krokov a generovanie náhodných vzoriek vºdy prebiehalo v rovnakom objeme.

Toto dosiahneme jednoducho zov²eobecnením predchádzajúcich úvach, ke¤ predpokla-
dáme, ºe odhad a jeho výpo£tový £as sú nezávislé pre v²etky simulácie (Ci, ti),i = 1, .., n.
Problém vo©by najefektívnej²ieho z n odhadov tak môºeme zapísa´ v naledujúcom tvare

najefektívnej²í odhad = min
i=1,2..n

m∑
j=1

σCj × tj

kde suma prebieha cez jednotlivých m simulácii jediného odhadu, podrobnej²í argument
pre toto kritérium nájdeme v [23][5].

Môºe samozrejme nasta´ situácia, ºe odhad Cn bude vychýlený, teda odhad zo si-
mulácii nebude kore²pondova´ s o£akávanou strednou hodnotou(teoretickou), to je napr.
prípad amerických opcií, kde pri malom po£te £asových uzlov, cez ktoré sa simuluje, £asto
dostávame odhad vychýlený nadol. Tomu sa chceme samozrejme vyhnú´. �asto sa stretá-
vame s prípadom, ke¤ odhad bude vychýlený, ale pre zva£²ujúci sa po£et simulácii resp.
vy²²í po£et £asových uzlov ho budeme môc´ povaºova´ za asymptoticky nevychýlený teda
vychýlenos´ dokáºeme eliminova´ zvý²ením výpo£tovej náro£nosti. Av²ak vyskytnú sa aj
prípady, ke¤ takéto rie²enia úplne neodstráni problém vychýlenosti. S problémom vychý-
lenosti je £asto spojená tvz. diskretiza£ná chyba, a metódy na jej elimináciu sa nazývajú
diskretiza£né metódy, ktorými sa nebudeme zaobera´, viac na túto tému sa dá nájs´ v [5].

Aj na tieto fakty je nevyhnutné prihliada´ pri formulácii modelu aby nevznikali vychý-
lené odhady a nezvy²ovali sme zbyto£ne výpo£tovú náro£nos´.



Kapitola 2

Stochastický charakter aktív

Metódy Monte Carlo sami o sebe majú síce ve©mi jednoduchú my²lienku a sú pomerne
ú£inné a efektívne, ale musíme si uvedomi´, ºe len akýmsi spôsobom ²tatisticky vyhodno-
cujú model, ktorý pre nich zostrojíme. Zostrojenie komplexných modelov, pomerne presne
fungujúcich je v²ak uº druhá vec. Vedný odbor �nan£ná matematika nahromadil pomerne
ve©kú teóriu a mnoºstvo modelov, ktoré opisujú v podstate v²etky dôleºité procesy, s kto-
rými sa stretávame v reálnom �nan£nom svete. Pri pouºívaní Monte Carlo metódy vo
�nanciách budeme pouºíva´ práve tieto modely, preto je namieste sa s niektorými dôleºi-
tými my²lienkami zoznámi´ a vysvetli´ aké je prepojenie Monte Carlo metódy a �nan£ného
modelovania.

Hlavné my²lienky, ktoré sú pre na²e potreby dôleºité, sa dajú zhrnú´ do nasledujúcich
pár viet. Ak môºe by´ derivát perfektne zaistený obchodovaním s inými aktívami na trhu,
tak potom cena derivátu je cena zais´ovacej stratégie, £asto sa stretneme s pojmom samo-
�nancovate©ná stratégia. Diskontované ceny aktív sú martingalmi pri miere naviazanej na
diskontný faktor a ceny sú potom o£akávané hodnoty diskontovanej výplaty daného aktíva.
Táto miera naviazaná na martingal a diskontný faktor je jediná. Potom vývoj ceny aktíva
vieme popísa´ napríklad Brownovým pohybom. A práve vz´ah vyjadrenia ceny aktíva ako
o£akávania, ktoré môºeme stotoºni´ so stochastickými integrálmi, je klú£ovým pojmom
pre oce¬ovanie derivátov. Okrem iného nám to hovorí, ºe pri pouºívaní Monte Carlo si-
mulácii musíme vychádza´ z vy²²ie spomínanej pravdepodobnostnej miery. Pri oce¬ovaní
derivátov si musíme uvedomi´, ºe ceny derivátov vyjadrujeme vºdy relatívne ku istému
podkladovému aktívu, aby sme tím mohli zostroji´ stratégiu zais´ovania portfólia.

2.1 Brownov pohyb

Najskôr potrebujeme zade�nova´ niektoré pojmy. Ako prvé treba poveda´, £o to vlastne je
stochastický proces, o ktorom je stále re£. Majme náhodnú premennúX(t), pre nejaké £asy
t z konkrétneho intervalu I. Potom stochastickým procesom nazývame systém takýchto
premenných X(t), t ∈ I. Kaºdý takýto proces má význa£nú vlastnos´, je Markovovský.
Je to vlastnos´, ktorá hovorí, ºe budúca hodnota (napr. cena akcie) náhodnej premennej

11
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závisí len od poslednej hodnoty, nie v²ak uz predchádzajúcej "histórie", v²etky informá-
cie sú obsiahnuté v sú£asne hodnote, nepotrebujeme pozna´ v²etky doteraj²ie hodnoty.
Matematicky zapísané v re£i podmienených pravdepodobností

P (X(t) < x|X(s)) = P (X(t) < x|X(s), X(u)) kde u ≤ s

Teraz môºeme zade�nova´ Brownov pohyb[9][10]. Je to systém náhodných premenných
v zmysle vy²²ej de�nície a zna£enia, pre ktorý platí

• Jednotlivé prírastky X(t+4t)−X(t) sú normálne rozdelené so strednou hodnotou
µ4t a varianciou σ24t

• pre ©ubovo©né delenie intervalu t0 = 0 < t1 < · · · < tn sú prírastky de�nované
ako X(t1) − X(t0), . . . , X(tn) − X(tn−1) nezávislé náhodne premenné s rozdelením
de�novaným v predchádzajúcom bode

• X(0) = 0

Wienerov proces, ozn. W (t), je taký ²peciálny prípad Brownovho pohybu, ktorého para-
metre sú µ = 0 a σ2 = 1 a pre jeho prírastky platí: dW = Z

√
dt a je Z normálne rozdelená

náhodná premenná N(0, 1) . Tejto pojem nám teraz umoºní pomenova´ matematicky to,
s £ím budeme £asto pracova´ - stochastickú diferenciálnu rovnicu

dX(t) = µdt+ σdW (t)

ktorá popisuje dynamiku prírastkov nejakej premennej (môºe ¬ou by´ cena akcie), kde
W (t) je zade�novaný Wienerov proces. Z tejto rovnice budeme vychádza´ ako zo základnej
pre oce¬ovanie derivátov £i simuláciu ceny akcií, ak berieme S(t) ako cenu akcie v £ase t
potom

dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW (t)

popisuje dynamiku vývoja ceny aktíva opísaného geometrickým Brownovým pohybom. Z
£oho sa dostávame k zade�novaniu tvz. geometrickej verzie Brownovho pohybu. Majme
Brownov pohyb X(t) v zmysle vy²²ej de�nície, nech y0 ∈ <+, potom proces Y (t), t ≥ 0

Y (t) = y0e
X(t), t ≥ 0

sa nazýva geometrický Brownov pohyb[9][10]. O premennej, ktorá sa riadi týmto procesom
budeme hovori´, ºe má lognormálne rozdelenie.

2.2 Opcie

Na �nan£ných trhoch sú obchodované rôzne typy opcií, ktoré sú derivátmi podkladových
aktív, slúºia hlavne na zais´ovanie portfólii, tvorbu stratégii, ale samozrejme aj na ²pe-
kulácie. Rozli²ujú sa rôznym typom výplatnej funkcie £i po£tom derivátov, z ktorých sú
odvodené. Tu je nieko©ko najpouºívanej²ích, ktoré budú v tejto práci hlavnou oblas´ou
simulácii a oce¬ovania derivátov.
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Európske opcie: Sú to najjednoduch²ie opcie, dávajú majite©ovi právo, ale nie povinnos´
preda´ resp. kúpi´ aktívum v stanovenom £ase v budúcnosti za vopred stanovenú expira£nú
cenu K. Pre potreby simulácii Monte Carlo nás bude zaujíma´ pravdepodobnostné rozlo-
ºenie ceny S(T ) v terminálnom £ase, nie v²ak v £asom po£as celej platnosti opcie
.

Výplatná funkcia je jednoduchá pre call opciu V = (S(T )−K)+ resp. pre put opciu V =
(K−S(T )+. Ich oce¬ovanie je pomerne jednoduché, existujú pre ne explicitné vzorce, ktoré
sú rie²ením Black-Scholesovej parciálnej direfenciálnej rovnice(2.11), odvodenie nájdeme
v[10]

Vcall(S0, t) = S0Φ(d1)−Ke−rTΦ(d2), Vput(S0, t) = Ke−rTΦ(−d2)− S0Φ(−d1) (2.1)

kde Φ je distribu£ná funkcia ²tandardného normálneho rozdelenia, S0 je po£iato£ná cena,
K je expira£ná cena, T je terminálny £as, r je bezriziková úroková miera a

d1 =
(r + σ2/2)T + ln(S0/K)

σ
√
T

, d2 = d1− σ
√
T

okrem toho existuje viacero ¤al²ích numerických schém. Tento typ opcií svojou jednodu-
chou ²truktúrov je vhodný pre pochopenie hlb²ej podstaty oce¬ovania derivátov a tieº
rôznych vlastností simulácii Monte Carlo. Viac, vrátane numerických simulácii a porovna-
nia s analytickým rie²ením môºeme nájs´ v kapitole 5.1 .

Od cesty závislé opcie: Z názvu vidíme, ºe to sú opcie, ktoré istým dopredu de�no-
vaným spôsobom budú závisie´ na hodnotách podkladového aktíva po£as celej doby [0, T ]
platnosti opcie.
Medzi zástupcov tejto kategórie patria bariérové opcie, ázijské opcie, look-back opcie a ¤al-
²ie. Z h©adiska pouºitia metódy Monte Carlo oproti európskym opciám nastáva významná
zmena, a teda zaujíma nás pravdepodobnostné rozloºenie ceny podkladového aktíva nielen
v £ase S(T ), ale aj vo v²etkých £asoch na intervale [0, T ] resp. v daných bodoch delenia
tohoto intervalu. Priblíºim aspo¬ niektoré z týchto opcií.

Bariérové opcie[9]- sú zvy£ajne charakterizované funkciami, ktoré de�nujú akúsi ba-
riéru, ktorú ke¤ podkladové aktívum prekro£í, tak opcia v momente stráca svoju hodnotu
resp. vstúpi v platnos´. Opcie sa delia na down/up pod©a toho, £i bariéru prekro£ili zdola
resp. zhora a in/out pod©a toho, £i prekro£ením bariéry vstúpili v platnos´ resp. stratili
platnos´.

Za bariéru môºe by´ zvolená kon²tanta alebo aj funkcia, okrem toho môºeme de�nova´
dolnú aj hornú bariéru sú£asne. Niekedy sa zvykne vypláca´ aj tvz. rabat, £o je suma, ktorú
obdrºí majite© opcie od vypisovate©a v prípade, ºe opcia pred£asne vypr²í (dosiahnutím
bariéry). Jednou moºnos´ou výpo£tu je spojitá aproximácia v tvare

Ccall
down−out = Ccall

BS − (Ccall
down−in|B ≤ K) (2.2)

kde (Ccall
down−in|B ≤ K) = Se−DT

(
B
S

)2m
Φ(y)−Ke−rT

(
B
S

)2m−2
Φ(y − σ

√
T ) a

m = r−D+0.5σ2

σ2 , y = ln(B2/SK)

σ
√
T

+mσ
√
T

kde Φ je distribu£ná funkcia ²tandardného normálneho rozdelenia a B je hodnota bariéry,
K je expira£ná cena, T je expira£ný £as, r bezriziková úroková miera a CBS je cena
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európskej opcie zo vz´ahu 2.1.
Ázijské opcie[6]: tento typ je charakteristický tým, ºe sú vyplácané v £ase T rovnako ako
európske opcie, av²ak expira£ná cena záleºí na priemere (bude nás zaujíma´ aritmetický)
ceny podkladového aktíva po£as celej doby platnosti opcie, teda

V (S,A, T ) = max(S − A, 0) kde A =
1

n

n∑
i=1

Sti (2.3)

resp. iný typ
V (S,A, T ) = max(A−K, 0) (2.4)

problém oce¬ovania ceny ázijskej opcie sa dá vyjadri´ rie²ením parciálnej diferenciálnej
rovnice viac k tomuto problému nájdeme napríklad v [9] a na rie²enie je moºné pouºi´
metódu predstavenú u Ve£e°[20]

Simulácie a numerické výsledky oce¬ovania týchto typov opcií nájdeme v kapitole
5.2(ázijské opcie) resp. 5.3(bariérové opcie)

Spread opcia. Opcia na dve podkladové aktíva, výplatná funkcia je závislá od roz-
dielu hodnoty týchto aktív v terminálnom £ase,tj. Ccall = max((S1(T )−S2(T ))−K) resp.
Cput = max(K − (S1(T )− S2(T ))).
Existuje analytická aproximácia ceny tohoto derivátu, tvz. Kirkova aproximácia, má na-
sledovný tvar

Cspreadcall = (S2(0) +K)(e−rT [SA.Φ(d1)− Φ(d2)] (2.5)
Cspreadput = (S1(0) +K)(e−rT [Φ(−d2)− SAΦ(−d1)] (2.6)

SA = S1(0)
S2(0)+K

, σ =
√
σ2
1 + [σ2

S2(0)
S2(0)+K

]2 − 2ρσ1σ2
S2

S2+K

d1 = ln(SA)+0.5σ2T

σ
√
T

, d2 = d1 − σ
√
T

kde S1(0), S2(0) sú za£iato£né hodnoty ceny podkladových aktív, K je expira£ná cena, ρ
je korelácia podkladových aktív, σ1, σ2 sú volatility aktív, T je £as expirácie, r bezriziková
úroková miera a Φ je distribu£ná funkcia ²tandardného normálneho rozdelenia.

Jedným z ¤al²ích typov opcií, ktoré majú viac podkladových aktív sa nazývajú Ko-
²íkové opcie a predstavujú ²irokú triedu opcií, tj. môºeme ma´ ko²ík európskych £i ázij-
ských opcií. Sú to v podstate opcie na indexy £i portfólia pozostávajúce z n rôznych akcií,
²peci�cké tým, ºe potrebujeme vedie´ koreláciu daných aktív. Výplatná funkcia môºe ma´
tvar (pre európsky typ) Ccall = max(S1(T ) + S2(T ) + · · ·+ Sn(T )−K).

Americké opcie[9][5]: sú jednozna£ne najviac obchodovaným derivátnym artiklom.
Uvádza sa, ºe viac ako 95% kontraktov je amerického typu. Od iných skôr spomínaných
opcií sa lí²ia tým, ºe poskytujú právo nie povinnos´ preda´ alebo kúpi´ dané aktívum za
dohodnutú expira£nú cenu K, kedyko©vek po£as jej platnosti na intervale [0, T ]. Uº na
prvý poh©ad je evidentné, ºe oceni´ takýto typ kontraktu bude o poznanie zloºitej²ie ako
u ostatných typov opcií. Vyplýva to aj z toho, ºe táto opcia poskytuje vlastníkovi omnoho
vä£²iu �exibilitu ako napríklad európska, kde si opciu len kúpim a £akám, £o sa stane, u
americkým mám moºnos´ zasiahnu´. Jej výplata je rovnakého charakteru ako európskych
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opcií, pri£om americké sú logicky drah²ie, teda

Vamericke(S, t) ≥ Veuropske(S, t)

výplata pre call : Vamericke(S, t) ≥ Vamericke(S, T ) = max(0, S −K)

výplata pre put : Vamericke(S, t) ≥ Vamericke(S, T ) = max(0, K − S)

S rie²ením týchto opcií to uº nie je také jednoduché, existuje mnoºstvo schém, ktoré umoº-
¬ujú prevod problému na numerické rie²enie, analyticky ich rie²i´ nedokáºeme. Zaujíma
nás ako si s rie²ením týchto opcií poradia Monte Carlo simulácie. Existuje nieko©ko Monte
Carlo algoritmov, ktoré sú schopné oce¬i´ americké opcie, niektoré z nich sme rozobrali a
numericky porovnali jednu z nich s inými numerickými metódami v kapitole 5.6.

2.3 Modely úrokovej miery

Podkladovým aktívom pre deriváty úrokovej miery je dlhopis P . Hlavnou úlohou je nájs´
£asovú ²truktúru úrokových mier R(T0, T ) ako funkciu £asu expirácie dlhopisu. Cena pre
typický dlhopis je daná

P (T0, T ) = e−R(T0,T )(T−T0) potom R(T0, T ) = − 1

T − T0
lnP (T0, T )

s T0 ozna£ujúcim dne²ný £as. Budú nás zaujíma´ kontrakty s názvom forwardové úrokové
miery[9][10], ktoré predstavujú hodnotu úrokovej miery medzi dvoma budúcimi £asovými
obdobiami. My²lienka kontraktu je jednoduchá, je to dohoda ºe v £ase t1 kúpime dlhopis
za cenu K s £asom vypr²ania v £ase t2. Pre cenu takéhoto dlhopisu platí

P (t, T ) = exp

(
−
ˆ T

t

f(t, u)du

)
Z £oho vyplýva, ºe ak poznáme tvar forwardovej krivky, budeme pozna´ aj cenu dlhopisu
v kaºdom £ase.

Na modelovanie dynamiky vývoja týchto úrokových mier existuje viacero modelov,
ktoré opä´ vychádzajú z my²lienok stochastického kalkulu. Forwardové miery sú ©ah²ie
modelovate©né z matematického h©adiska, preto sa modely vz´ahujú na ne, ale vieme, ºe
sú ekvivalentné(v zmysle, ºe ich vieme navzájom matematicky previes´ jednu na druhú) s
£asovou ²truktúrou úrokových mier R. Najv²eobecnej²í a najpouºívanej²í rámec pre tieto
modely je Heath-Jarrow-Morton model [9][10]. �asový priebeh úrokových mier je v nich
daný stochastickou diferenciálnou rovnicou

df(t, T ) = µ(t, T )dt+ σ(t, T )dW (t)

Teda platia pre ¬u vlastnosti ako pre stochastickú direrenciálnu rovnicu dynamiky vývoja
akcie. Konkrétny model dostaneme, ke¤ ur£íme konkrétny tvar pre volatitilu, ktorá môºe
by´ pre kaºdý model rôzne de�novaná. Integrovaním dostaneme

f(t, T ) = f(0, T ) +

ˆ t

0

µ(u, T )du+

ˆ t

0

σ(u, T )dW (u)
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po dosadení a nahradení driftu výrazom µ = σ(t, T )(αt − Σ(t, T )), kde α je trhová cena
rizika(v riziko neutrálnom svete je rovná 0) a

Σ(t, T ) = −
ˆ T

t

σ(t, u)du

potom pre cenu dlhopisu dostaneme

P (t, T ) = exp(−
ˆ T

t

f(t, u)du)

V¤aka tomu, ºe cena dlhopisu je ur£ená pri martingalovej miere, vieme ho simulova´
pomocou Brownovho pohybu a vypo£íta´ celú ²truktúru úrokových mier.

�al²ím typom modelu úrokových mier sú modely jednoduchých úrokových mier, tvz.
LIBOR modely, ktorým sa ²peciálne venujeme v kapitole 6, a ktoré sú význa£né diskrét-
nym charakterom narozdiel oproti vy²²ie spomínaným spojitým prípadom. Tento prípad
sa zdá by´ prirodzenej²í v spojitosti s Monte Carlo simuláciami, ktoré simulujú pohyb v
zvolených £asových uzloch, £o presne zodpovedá LIBOR modelom, pre ktoré sú rovnako
de�nované vopred zvolenými terminálnymi £asmi. Úlohou Monte Carlo simulácii je gene-
rova´ forwardovú ²truktúru úrokových LIBOR mier, £o sa dá následne vyuºi´ na po£ítanie
derivátov úrokových mier.

2.4 Bezrizikové oce¬ovanie

Majme trh s r aktívami, potom ich môºeme popísa´ stochastickými diferenciálnymi rov-
nicami

dSi(t)

Si(t)
= µi(S(t), t)dt+ σi(S(t), t)>dW (t), i = 1, ..., r (2.7)

kde W je r-rozmený Brownov pohyb, σi má hodnoty z <r, µi je skalár, µ a σ sú determi-
nistické funkcie ceny S(t) = (S1(t), ..., Sr(t))

> v £ase t. �alej treba de�nova´ kovarianciu
výnosov aktív

Σij = σ>i σj, i, j = 1, .., r

Budeme teraz zostavova´ obchodnú stratégiu, a na jej popis potrebujeme ma´ zade�-
nované portfólio, ktoré bude hovori´, ko©ko ktorých aktív máme v drºaní v danom £ase.
Teda majme portfólio P ∈ <r, kde Pi je mnoºstvo i-teho aktíva v portfóliu, jeho hodnota
v danom £ase t bude

P1S1(t) + · · ·+ PrSr(t)

Obchodná stratégia je potom stochastický proces P (t). V súlade s de�níciou markovov-
ským procesov, rozhodnutia robíme len na základe informácie v £ase t, nie jej predchá-
dzajúcim £asom, aby sme mali dobre de�novanú merate©nos´. Pod©a obchodnej stratégie
za�xujeme portfólio na hodnote P (t) pre £asový interval (t, t+ h), potom zmena hodnoty
portfólia po£as tohoto £asového intervalu , kde h je nejaká malá veli£ina, vieme zapísa´
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ako: P>(t)[S(t + h) − S(t)], £o vieme ¤alej ©ahko vyjadri´ ako stochastický integrál pri
danej pravdepodobnostnej miere

ˆ t

0

P (x)>dS(x)

ktorý pri spojitom obchodovaní predstavuje ná² zisk zo stratégie. Samozrejme, toto platí
pri istým dos´ nereálnych podmienkach obchodovania, ale na modelovanie to zatia© sta£í.

Aby platila podmienka samo�nancovate©nosti[5][10] musí plati´ pre v²etky t nasledovná
rovnos´

P (t)>S(t)− P (0)>S(0) =

ˆ t

0

P (x)>dS(x) (2.8)

Interpretácia je zrejmá, na ©avej strane máme zmenu portfólia od jeho po£iato£ného stavu
v £ase 0 aº po £as t s tým, ºe sme dodrºiavali zade�novanú stratégiu, a pravá strana je ich
akýmsi sú£om, teda na²ím ziskom.

Teraz do úvah pripojíme nejaký derivát vypísaný na aktíva vy²²ie, ktorý má výplatnú
funkciu závislú na hodnote akcie v koncovom £ase: f(S(T )) (Teda v tomto prípade ne-
jaká európska opcia). Potom hodnota tohoto derivátu v £ase t je daná nejakou funkciou
V (S(t), t), ktorá závisí v kaºdom £ase t na hodnote podkladového aktíva S(t). Ke¤ navy²e
prijmeme predpoklad, ºe je to spojitá funkcia, vyuºitím Itóovej lemy [10][9] dostaneme

V (S(t), t) = V (S(0), 0) +
∑r

i=1

´ t
0
∂V (S(x),x)

∂Si
dSi(x) +

´ t
0

[
∂V (S(x),x)

∂x
+

1
2

∑r
ij=1 Si(x)Sj(x)Σij(S(x), x)∂

2V (S(x),x)
∂Si∂Sj

]
dx

rovnako ak môºeme dosiahnu´ V (S(t), t) z po£iato£nej hodnoty pomocou samo�nan-
covanej stratégie, potom dostávame

V (S(t), t) = V (S(0), 0) +
r∑
i=1

ˆ t

0

Pi(x)dSi(x)

posledné dve rovnice sú splnené vtedy ak

Pi(x) =
∂V (S(x), x)

∂Si
, pre i=1,..,r

a
∂V (S, x)

∂x
+

1

2

r∑
ij=1

Σij(S, x)SiSj
∂2V (S, x)

∂Si∂Sj
= 0 (2.9)

navy²e platí V (S(t), t) = P>(t)S(t) dostávame

V (S, t) =
r∑
i=1

∂V (S, t)

∂Si
Si (2.10)

Táto posledná formulka má ústredný význam, hovorí sa jej aj paramater delta, respektíve
stratégia delta hedºingu, a v preklade nám hovorí, ko©ko podkladového aktíva musíme
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drºa´ v portfóliu, ke¤ drºíme daný po£et derivátov. A nakoniec v koncovom £ase musí
plati´

V (S, T ) = f(S)

Táto kon²trukcia dáva návod ako oceni´ deriváty, sp¨¬a podmienku samo�nancovate©-
nosti a dodrºiava obchodnú stratégiu de�novanú cez(2.8). Potom musíme preda´ tento deri-
vát za cenu V (S(0), 0) v £ase 0 pri£om obdrºíme ºiadanú výplatu f(S(T ), T ) = V (S(T ), T )
v £ase T , pri£om nemáme ºiadne riziko z tejto £innosti. Ak by predsalen niekto predal de-
rivát v £ase 0 za inú cenu, vy²²iu £i niº²iu, vznikla by arbitráºna príleºitos´ a niekto by ju
na trhu ve©mi rýchlo vyuºil a zarobil bez rizika.

Musíme si v²imnú´ jednu ve©mi dôleºitú vec, konkrétne parameter µ, ktorý vystupuje
v základnej rovnici(2.7). �itate© si mohol v²imnú´, ºe tento parameter nevystupuje ani v
predchádzajúcej kapitole, kde boli ukázané prvé príklady pouºitia Monte Carlo vo �nan-
ciách a takisto nevystupuje v rie²eniach rovníc (2.10)(2.11). Tento parameter, nazývaný
drift, zodpovedá akejsi rýchlosti návratnosti akcie prípadne o£akávanému výnosu. V reál-
nom svete platí vz´ah, ºe £ím vy²²í o£akáva investor výnos, tým musí prija´ vy²²iu mieru
rizika, v tomto prípade σ. To, ºe tento paramater vypadáva je odôvodnené tým, ºe drift
je zahrnutý uº v podkladovom aktíve, na ktorom závisí derivát. Okrem toho to implikuje
fakt, ºe pri oce¬ovaní derivátov nás nezaujíma investorov vz´ah k riziku.

Pri parametri µ e²te ostaneme, pretoºe by mohol by´ problematický, keby sme chceli
na celú túto schému aplikova´ metódu Monte Carlo. Ak by sme v modeli dospeli k takejto
pomerne jednoduchej a jednozna£nej rovnici, máme ©ahkú úlohu, av²ak ak by výplatná
funkcia a cena závisela na ceste ako u mnohých opcií, takto jednoducho problém nevy-
rie²ime. �asto nenájdeme ani analytické rie²enie a rovnaké tvrdenie platí ak derivát je
odvodený z viacerých aktív. Toho sú faktory, ktoré ve©mi komplikujú rie²enie. V takýchto
situáciach sa otvára priestor pre Monte Carlo simulácie. Aby sme ich v²ak mohli aplikova´
musíme vyrie²i´ jeden k©ú£ový problém, ktorý sa týka pravdepodobnostnej miery, na ktorej
po£ítame ceny derivátov pomocou Monte Carlo simulácie. Budeme sa snaºi´ v jednodu-
chosti ukáza´ v £om spo£íva problém a jeho rie²enie, presnej²ie matematické odvodenia sa
dajú nájs´ v [5][10] .

Vo forme ako máme zapísanú stochastickú diferenciálnu rovnicu, jej dynamiku popi-
suje pravdepodobnostná miera Mr (snaºí sa popísa´ reálne správanie, reálna miera). My
budeme chcie´ na na²e simulácie pouºi´ vhodnej²iu mieru, takzvanú bezrizikovú Mrn.

Na toto potrebujeme zade�nova´ stochastický diskontný faktor. Je to nejaký vºdy
kladný proces Z(t), v jeho re£i bude cena derivátu o£akávaná hodnota v terminálnom £ase
V (T ), ktorú diskontujeme faktorom Z(t)

Z(T )
a v £ase 0 má hodnotu

V (0) = Er

[
V (T )

Z(T )

]
£o môºeme interpretova´ tak, ºe terminálna hodnota V (T ) ur£uje hodnotu V (0) pomocou
stochastického diskontovania. Samozrejme platí, ºe výplatu nedostaneme skôr ako v £ase
T . Fundamentálna veta �nancií nám v²ak hovorí, a dá sa to samozrejme dokáza´, ºe
nemoºnos´ arbitráºe implikuje existenciu stochastického diskontného faktoru, £o je pre
dal²ie potreby pri pouºívaní Monte Carlo simulácii ve©mi dôleºité, pretoºe nás priamo
navádza na my²lienky riziko-neutrálneho oce¬ovania[5][10][9].
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Dostávame sa teda k spomínanej riziko-neutrálnej miere, pod ktorou budeme oce¬o-
va´ prostredníctvom Monte Carlo metód. Táto miera Mrn je ekvivalentná k spomenutej
reálnej pravdepodobnostnej miere Mr. Otázka, £o znamená, ºe je ekvivalentná, je £isto
technická záleºitos´, pouºitím nástrojov ako martingal[10], adaptované procesy[10] £i Gir-
sanova veta[10], sa to dá ukáza´ a matematicky vysvetli´, pre potreby tejto práce to nie je
nutné, podrobnej²ie to nájdeme rozobraté v [10][5].

A práve konkrétnu transformáciu, zobrazuje rovnica, ktorá je k©ú£ová pre Monte Carlo
metódy

V (0) = Ern

[
V (T )

B(T )

]
= e−rTErn[V (T )]

potom rovnica dynamiky vývoja ceny aktíva na trhu prejde na tvar

dSi(t)

Si(t)
= rdt+ σi(S(t), t)TdW (t)

kde B(t) = B(0)ert ozna£uje aktívum zhodnocované bezrizikovou úrokovou mierou
r (napríklad dlhopis). �o to v praktickom zmysle znamená? Asi to©ko, ºe diskontova´
cenu musíme a cez stochastický diskontný faktor by to ²lo ve©mi ´aºko a numericky to
implementova´ by bolo ve©mi problematické. Na²tastie matematicky vieme previes´ túto
"reálnu"mieru na bezrizikovú aparátom �nan£nej matematiky.

Pri oce¬ovaní derivátov majú diskontované ceny aktív teda dôleºitú technickú vlast-
nos´, sú to martingaly, pri£om táto vlastnos´ sa zais´uje predov²edkým cez vhodnú vo©bu
driftu (teda môºeme ho napríklad nahradi´ bezrizikovou úrokovou mierou r pri oce¬ovaní
akciových derivátov). Ke¤ºe Monte Carlo simulácie po£ítajú o£akávanú hodnotu neja-
kej veli£iny, tento prevod mier nám umoºní po£íta´ cenu derivátu ako Ern[e−rTf(S(T )),
kde Ern znamená o£akávanie pri bezrizikovej miere Mrn. Za ú£elom získania tejto hod-
noty simulujeme cestu podkladového aktíva na £asovom intervale [0, T ] pomocou riziko
neutrálnej dynamiky, teda pod riziko-neutrálnou mierou. V kaºdej simulácii potom cenu
diskontujeme do £asu 0 teda :e−rTf(S(T )). Nakoniec priemerovaním obrovského mnoºstva
diskontovaných cien dostaneme danú o£akávanú hodnotu ceny derivátu v £ase 0, £iºe ceny,
za ktorú by sme mali derivát predávaj resp. kupova´.

2.5 Black Scholes model

V skratke si povieme nie£o o najznámej²ommodeli �nan£nej matematiky, Black-Scholesovom
modeli[10][9], ktorý sa uvádza v kaºdej publikácii, ktorá sa dotýka �nan£nej matematiky,
a to pravdepodobne z toho dôvodu, ºe sa na ¬om názorne a jednoducho dajú ukáza´
my²lienky, na ktorých stojí teória, prípadne je tento model odrazový mostík ku kompliko-
vanej²ím problémom.

Majme portfólio zloºené z dvoch aktív, akcie a dlhopisu. Akcia sa riadi stochastickou
diferenciálnou rovnicou a nesie riziko

dS(t)

S(t)
= µdt+ σdW (t)
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W je Brownov pohyb, ¤alej máme dlhopis zhodnocovaný bezrizikovou mierou r

dB(t)

B(t)
= rdt

rie²ením tejto rovnice je B(t) = B(0)ert. Ak uvaºujeme klasickú európsku call opciu s
výplatou f(S(T )) = (S(T ) − K)+ v terminálnom £ase T s expira£nou cenou K, spolu
s terminálnou podmienkou vieme ur£i´ na základe rovníc (2.9)(2.10) cenu derivátu V .
Dal²ími krokmi (celé odvodenie sa dá nájs´ napríklad v [10][9]) by sme dospeli k �nálnej
parciálnej diferenciálnej rovnici pre európsku call opciu

∂V

∂t
+ rS

∂V

∂S
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
− rV = 0 (2.11)

s terminálnou podmienkou V (S, T ) = max(S−E, 0), pri£om pre tento model poznáme aj
explicitné vzorce(2.1).

Ke¤ budeme pracova´ pod riziko neutrálnou mierou Mrn, cenu akcie v modeli môºeme
vyjadri´ ako

S(T ) = S(0)e([r−
1
2
σ2]T+σW (T )) (2.12)

Aktíva rastú v £ase t pod©a dynamiky B(t) = ert. Potom cena opcie v £ase 0 implikuje
formulku : E[e−rT (S(T )−K)+]. Tento tvar je dôleºitý pre Monte Carlo simulácie, pretoºe
numerická schéma bude vychádza´ z daného tvaru rie²enia(2.12).



Kapitola 3

Generovanie náhodných £ísel a procesov

Ústredným znakom metód Monte Carlo je generovania náhodných £ísel resp. spôsob ich
generovania. Ako sme spomenuli pre prípad ceny akcie, jej simulovanie zjednodu²ene pre-
bieha tak, ºe vygenerujeme obrovské mnoºstvo náhodných £ísel, ktoré predstavujú akési
cesty, ktorými cena akcie môºe ís´. Samozrejme, toto je zjednodu²ene povedané a nasle-
dova´ by mala otázka, ako numericky generova´ tieto £ísla aby mali výpovednú hodnotu.
Výpo£tové programy ako napr. matlab ponúkajú svoje generátory náhodných £ísel rôz-
neho druhu, o to ako tieto generátory fungujú sa uº vä£²inou ve©mi nezaujímame. V tejto
kapitole si ukáºeme základnú schému, na ktorej sú zaloºené generátory generujúce £ísla
z rovnomerného (uniformného) rozdelenie, pozrieme sa na niektoré algoritmy generujúce
náhodné £ísla £i náhodné vektory z normálneho rozdelenia, ktoré nás v súvislosti s �nan-
ciami najviac zaujímajú. Predstavíme si aj algoritmy, ktoré generujú náhodné premenné
z viacrozmerného normálneho rozdelenia, £o je ve©mi uºito£né, keby sme chceli simulova´
vývoj viacerých aktív na trhu sú£asne, teda akési portfólio akcií. V neposlednej rade si
ukáºame ako vygenerova´ resp. simulova´ Brownov pohyb pomocou náhodných £ísel.

3.1 Lineárne kongruentné generátory

Pod týmto názvom sa naj£astej²ie rozumie rekurentný predpis v²eobecného lineárneho
kongruentného generátora[1][3][7][5][6] náhodných £ísel

xi+1 = (axi + c) mod m

ri+1 = xi+1/m

kde £ísla a, c,m sú £íselné kon²tanty,m je funkcia modulo (celý zvy²ok po delení £íslomm),
ktorých vo©ba je rozhodujúca pre kvalitu generovania náhodných £ísel, x sú dané náhodné
£ísla a r sú náhodné £ísla transformované na jednotkový interval (teda generátor z rovno-
merného rozdelenia R(0, 1)). Algoritmus je lineárny, teda je pochopite©né, ºe má pomerne
vysokú rýchlos´ a navy²e existuje viacero modi�kácii tohoto základného algoritmu.

Dôleºitá vec, nad ktorou sa treba pozastavi´ je slovo "náhodný", pretoºe v²etky tieto
generátory, ktoré sa pouºívajú, nie su náhodné v pravom slova zmysle de�nícii teórie

21



KAPITOLA 3. GENEROVANIE NÁHODNÝCH �ÍSEL A PROCESOV 22

pravdepodobnosti, £asto sú preto ozna£ované ako pseudo-náhodné generátory. Uº z tvaru
týchto generátorov, teda je to akýsi rekurentný predpis, sa dá vytu²i´, ºe po sebe nasle-
dujúce £ísla xn−1 a xn nie sú nezávislé a ani sekvencia takto vygenerovaných £ísel nie je
náhodná. Av²ak vhodnou vo©bou parametrov, prípadne inými vylep²eniami vieme spravi´
numericky takú sekvenciu náhodných £ísel, ktorá je takmer totoºná s teoreticou sekvenciou
náhodných £ísel z de�nície resp. sa k nej ve©mi pribliºuje. Av²ak faktom ostáva, ºe algorit-
mus po zvolení náhodného za£iato£ného £ísla x0 pracuje ¤alej deterministicky. Moºnosti
ako overi´, ºe algoritmus vygeneroval £ísla, ktoré naozaj sp¨¬ajú poºadované vlastnosti, sú
²tatistické testy.

Potrebujeme teda zostoji´ algoritmus s nasledujúcimi vlastnos´ami: a)£ísla ri sú roz-
nomerne rozdelené v intervale (0,1), následne si toto rozdelenie vieme transformova´ do
©ubovo©ného iného rozdelenia, b) £ísla ri sú vzájomne nezávislé, teda nie je medzi nimi
ºiadna korelácia, a nie je moºné predpoveda´ nasledovnú hodnotu z predchádzajúcich, teda
nájs´ vzor generovania.

Nasledujúca veta hovorí ako vhodne zvoli´ parametre lineárneho kongruentného gene-
rátora aby sme dosiahli plnú periódu predtým ako sa zopakuje sekvencia, ke¤ºe dlh²ia
sekvencia predstavuje "lep²iu"náhodnos´.
Veta: V²eobecný(zmie²aný) kongruentný generátor má plnú periódu práve vtedy ke¤
1) c a m sú nesúdelite©né (jediný spolo£ný delite© je 1)
2) kaºdé prvo£íslo, ktoré delí m delí aj a− 1
3) a− 1 je delite©né £íslom 4 ak aj m je delite©né £íslom 4

Na základe týchto faktov bolo navrhnutých viacero modelov, ktorá sa lí²ia pochopite©ne
hodnotami paramaterov, uvádzame preh©ah[1][6][5][7] niektorých z nich.

• m = 231 − 1, a = 16807, c=0, Lewis,Goldman,Miller

• m = 231 − 1, a = 742938285,c=0, Fishman,Moore

• m = 2147483399, a = 40692, c=0, L'Ecuyer

Hlavným zameraním je ma´ £o najdlh²iu periódu, v ktorej sa £ísla neopakujú, d¨ºka ta-
kejto periódy jem−1. Je o£ividné, ºe £ím dlh²ia perióda, tým akoby stále lep²ie numericky
aproximujeme rovnomerné rozdelenie.

Môºeme si vygenerova´ jednoduchú sekvenciu s parametrami a = 7, m = 13, c = 0 a
vyzerá nasledovne

1, 7, 10, 5, 9, 11, 12, 6, 3, 8, 4, 2, 1, 7, ..

teda po dvanástich £íslach sa opakuje, £o je maximálna perióda (m− 1), keby sme zvolili
parameter m = 12 dostaneme

1, 7, 1, 7, ..

£iºe sme dostali naopak najkrat²iu moºnú periódu. Hodnota parametra je teda k©ú£ová.
Podobný postup môºeme aplikova´ aj pre viacrozmerný prípad, £iºe budeme generova´

k-dimenzionálny vektor náhodných £ísel X. Ozna£me A maticu s náhodnými £íslami z
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intervalu 0,1,. . . ,m-1 rozmeru k × k, a za predpokladu, ºe máme vstupný vektor X0,
maticový kongruentný generátor de�nujeme ako

Xn = (AXn−1 + C)modm

Na záver tohoto odseku, treba poveda´, ºe v²etky výpo£tové programovacie jazyky
ako napríklad matlab majú zabudované svoje generátory, ktoré sú zaloºené na podob-
ných princípoch. Av²ak na zapezpe£enie predov²etkých vä£²ej vierohodnosti výpo£tov, sú
naprogramované s vyuºitím pokro£ilej²ích techník ako napríklad tvz. zamie²avanie[8][7],
ktoré spo£íva v tom, ºe sa vygenerujú dve nezávislé sekvencie náhodných £ísel a potom sa
konkrétnym algoritmom premie²avajú. Výsledkom je omnoho dlh²ia perióda bez opakova-
nia a tým dá sa poveda´ vä£²ia náhodnos´. V matlabe na generovanie náhodných £ísel z
rovnomerného rozdelenia na intervale (0,1) slúºi funkcia rand.

3.2 Generovanie z normálneho rozdelenia

Predtým ako sa pustíme do konkrétnych algoritmov na generovanie náhodných £ísel z
normálneho rozdelenia je potrebné poveda´ o v²eobecných metódach generovania z ©ubo-
vo©ného rozdelenia.

Jednou moºnos´ou je metóda inverznej transformácie[7][5][8][1]. Ak teda uvaºujeme
distribu£nú funkciu F nejakého rozdelenia (exponenciálneho, normálneho, gamma, at¤.)
úlohou je generova´ náhodnú premennú X pre ktorú platí P (X ≤ x) = F (x), kde vyuºitím
fungujúceho generátora z rovnomerného rozdelenia platí

X = F−1(U), U ∼ R(0, 1) (3.1)

Toto pravidlo sa dá ©ahko uplatni´ na viaceré pravdepodobnostné rozdelenia, a má svoje
výhody pre ²peciálne typy úloh a rozdelenia ako napríklad exponenciálne. V²eobecne
v²ak nie je najrýchlej²ia a vºdy vhodná, ²ir²ie upltnenie nachádza druhá metóda: me-
tóda Acceptance-Rejection[1][6][5][7] (Prijatie-Zamietnutie).

Táto metóda je ²ir²ie uplatnite©ná a jej my²lieka je ve©mi jednoduchá. Vygeneruje ná-
hodnú vzorku z jednoduchého rozdelenia (rovnomerného), a následne ho presne zade�no-
vaných mechanizmom zamieta resp. príjma vzh©adom na poºadované pravdepodobnostné
rozdelenie. Majme cie©ové pravdepodobnostné rozdelenie s hustotou f de�nované na mno-
ºine < a druhé rozdelenie s hustotou g na rovnakej mnoºine, z ktorého vieme generova´
náhodné £ísla. Budeme sa riadi´ predpisom

f(x) ≤ cg(x), ∀x ∈ <

c je kon²tanta. Postup je taký, ºe vygenerujeme £íslo X z g a akcepta£né kritérium
bude hodnota pravdepodobnosti f(X)/cg(X). Pre premennú U z rovnomerného rozde-
lenia R(0, 1) teda máme pravidlo: príjmeme £íslo X ak

U ≤ f(X)/cg(X)
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Ke¤ je X zamietnuté postup opakujeme aº kritérium príjme danú hodnotu X, potom táto
hodnota bude ºelané náhodné £íslo z rozdelenia s hustotou f . Ku konkrétnym algoritmom
s touto schémou sa dostaneme ¤alej v tejto sekcií.

Predtým si e²te potrebujeme ujasni´ niektoré dôleºité vlastnosti normálneho rozdelenia.
Jeho rozdelenie so strednou hodnotou µ a disperziou σ2 je dané hustotou

f(x, µ, σ) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2

a kumulatívnou distribu£nou funkciou

Φ(x, µ, σ) = φ

(
x− µ
σ

)
, Φ(x) =

1√
2πσ

ˆ x

−∞
eu

2/2du

Teraz prichádza dôleºitá vlastnos´ pre kon²trukciu simulácii. Ak je náhodná premenná Z
z normálneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou 1, tj. Z ∼ N(0, 1) potom
platí

µ+ σZ ∼ N(µ, σ2)

Z tohto vyplýva, ºe sta£í pozna´ vhodné algoritmy na generovanie premennej Z ∼ N(0, 1) a
uvedenou transformáciou získame náhodnú premennú z normálneho rozdelenia s ©ubovo©ne
zvolenými parametrami.

Pre metódy Monte Carlo sú zaujímavé viacrozmerné prípady, napríklad simulácia port-
fólia zloºeného z viacerých akcií, £iºe prípady ke¤ potrebujeme generova´ k-rozmerný vek-
tor náhodných £ísel. Pre prípad normálneho rozdelenia to znamená pozna´ k-rozmerný
vektor µ a k × k kovarian£nú maticu Σ, teda N(µ,Σ). Hustota má v tomto prípade tvar

f(x, µ,Σ) =
1

(2π)d/2|Σ|1/2
exp

(
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
, ∀x ∈ <k

kde |Σ| je determinant Σ a zárove¬ platí, ºe Σ je symetrická a kladne semide�nitná
(xTΣx ≥ 0 pre ∀ x ∈ <k).

Dosadením µ = 0 a Σ = Ik dostaneme hustotu aj pre viacrozmerné ²tandardné nor-
málne rozdelenie N(0, Ik).

Potom daný k-rozmerný vektor X ∼ N(µ,Σ) má jednotlivé zloºky dané rozdelením
Xi ∼ N(µi, σ

2
i ) a σ

2
i = Σii. Zloºky i a j vektora X majú kovarianciu danú

Cov[Xi, Xj] = E[(Xi − µi)(Xj − µj)] = Σij (3.2)

a tieº vieme o ich korelácii ρij, ºe platí

ρij =
Σij

σiσj
(3.3)

resp. iný tvar rovnosti prepísaný do maticového tvaru

Σ =

σ1 . . .
σk


ρ11 ... ρ1k

... . . . ...
ρk1 ... ρkk


σ1 . . .

σk

 (3.4)
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3.2.1 Algoritmus Box-Muller

Tento algoritmus[17][7][5] generuje náhodné £ísla z 2-rozmerného ²tandardného normál-
neho rozdelenia N(0, I2). Je pomerne jednoduchý a jeho systém fungovania je zaloºený na
nasledujúcich faktoch

• premenná R = Z2
1 + Z2

2 je exponenciálne rozdelená so strednou hodnotou 2

P (R ≤ x) = 1− e−x/2

• bod R so súradnicami (Z1, Z2) je rovnomerne distribuovaný na kruºnici s priemerom√
R so stredom v (0, 0).

Postup bude nasledovný. Najprv vygenerujeme R, za týmto ú£elom vyuºijeme spomínanú
metódu inverznej transformácie, teda bude plati´: R = −2 log(U1), kde U1 ∼ R(0, 1) je z
rovnomerného rozdelenia, ktoré vieme generova´. �alej potrebujeme vygenerova´ náhodný
bod na kruºnici, £o sa dá spravi´ tak, ºe rovnomerne generujeme uhol na mnoºine (0, 2π),
£iºe : K = 2πU2, U2 ∼ R(0, 1). Týmto dostaneme poºadovaný bod na kruºnici so súrad-
nicami (Z1, Z2) = (

√
R cosK,

√
R sinK). Algoritmus v matlabe môºe vyzera´ nasledovne

��������
function [Z1,Z2]=BoxMuller(n)
U1 = rand(n, 1);U2 = rand(n, 1);
R = −2. ∗ log(U1);K = 2 ∗ pi. ∗ U2;
Z1 = sqrt(R). ∗ cos(K);
Z2 = sqrt(R). ∗ sin(K);
��������
Ako príklad výstupu pre n = 15 dostávame sekvenciu 15 náhodných £ísel zo ²tandardného
normálneho rozdelenia:
DATA1=[-0.26535,1.5728,0.86633,-1.0154,0.37656,0.6889,-0.75427,1.0919
,0.62607,0.8183,0.28815,0.21628,-0.32071,-0.10827,0.58895]
O normalite vygenerovaných dát sa môºeme presved£i´ ²tatistickým testom, napríklad v
programe R-Gui Shapiro-Wilk testom testujem hypotézu, ºe dáta sú z normálneho rozde-
lenia.

Tento algoritmus sa dá zefektívni´, a to konkétne do podoby navrhnutej autormi Mar-
saglia a Bray[5]. Ich algoritmus zniºuje výpo£tovú náro£nos´ tým, ºe sa vyhýba po£ítaniu
funkcií sin(x) a cos(x) a vyuºíva spomínanú schému acceptance-rejection, kde generuje
£ísla (U1, U2) uniformne vo ²tvorci so súradnicami [−1, 1]× [−1, 1] a následne príjma také
£íslo X, pre ktoré platí: X = U2

1 +U2
2 ≤ 1(akcepta£né kritérium). Tým dostávame sekven-

ciu £ísel rovnomerne rozloºených na jednotkovom disku. �alej analogicky ako v pôvodnom
algoritme vyuºívam metódu inverznej transformácie z exponenciálneho rozdelenia a po-
sledným krokom je predelenie súradníc (U1, U2) hodnotou

√
X, £ím spravíme transformáciu

z jednotkového disku na jednotkový kruh. Kód v matlabe môºe ma´ nasledovný tvar
��������
function [Z1,Z2]=MB(n)
U1 = rand(n, 1);U2 = rand(n, 1);
U1 = 2. ∗ U1− 1;U2 = 2. ∗ U2− 1;
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X = U1.̂ 2 + U2.̂ 2; I = find(X <= 1);
Y = sqrt(−2. ∗ log(X(I)));
Z1 = U1(I). ∗ Y./sqrt(X(I));
Z2 = U2(I). ∗ Y./sqrt(X(I))
��������
Normalitu môºeme preveri´ analogicky nejakým ²tatistickým testom normality dát.

3.2.2 Metóda inverznej transformácie

Tento algoritmus vychádza zo schémy spomínanej na za£iatku sekcie (3.1), vracia hodnotu
Φ−1, viac na túto tému sa dá nájs´ v [1][5][7]. Nieko©ko konkrétnych algoritmov môºeme
nájs´ v [7] a rovnako jeden algoritmus bol navrhnutý autormi Beasly,Springer a Moro[5],
ktorý navrhli aproximáciu inverznej distribu£nej funkcie normálneho rozdelenia, vyuºitím
vlastnosti symetrie normálneho rozdelenia Φ−1(1 − u) = −Φ−1(u), £o znamená, ºe nám
sta£í pracova´ na intervale [0.5,1) resp. (0,0.5]. Ich aproximácia má nasledovný tvar

Φ−1(u) ≈
∑3

n=0 an(u− 1/2)2n+1

1 +
∑3

n=0 bn(u− 1/2)2n
, 0.5 ≤ u ≤ 0.92

pre u>0.92 je presnej²ia aproximácia nasledovného tvaru

Φ−1(u) ≈ g(u) =
8∑

n=0

cn[log(− log(1− u))]n, 0.92 ≤ u < 1

Môºeme si v²imnú´, ºe sa tu vyskytuje pomerne ve©a kon²tánt, ktoré samozrejme majú
svoju presnú hodnotu. V matlabe algoritmus vyzerá nasledovne
�����������
function x=InverseN(n)
x=zeros(n,1);

a0=2.50662823884;a1=-18.61500062529;a2=41.39119773534;a3=-25.44106049637;

b0=-8.47351093090;b1=23.08336743743;b2=-21.06224101826;b3=3.13082909833;

c0=0.3374754823;c1=0.976169019;c2=0.160797972;c3=0.027643881;c4=0.00384057;

c5=0.0003951897;c6=0.00003217679;c7=0.000000288817;c8=0.0000003960315;

for i = 1 : n
u = rand(1, 1); y = u− 0.5;
if (abs(y) < 0.42) r = y ∗ y;
x(i) = y ∗ (((a3 ∗ r + a2) ∗ r + a1) ∗ r + a0)/((((b3 ∗ r + b2) ∗ r + b1) ∗ r + b0) ∗ r + 1);
else
if (y > 0) r = 1− u; r = log(−log(r));
x(i) = c0 + r ∗ (c1 + r ∗ (c2 + r ∗ (c3 + r ∗ (c4 + r ∗ (c5 + r ∗ (c6 + r ∗ (c7 + r ∗ c8))))))); end
if (y < 0) r = u; r = log(−log(r));
x(i) = −1∗(c0+r∗(c1+r∗(c2+r∗(c3+r∗(c4+r∗(c5+r∗(c6+r∗(c7+r∗c8)))))))); end
end
end
�������������
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3.2.3 Viacrozmerné normálne premenné

Niektoré základné vlastnosti pre viacrozmerné normálne premené boli uvedené na za£iatku
kapitoly a z nich budeme teraz vychádza´. Máme teda daný k-rozmerný vektor X ∼
N(µ,Σ), µ je k-rozmerný vektor, Σ je de�novaná prostredníctvom vlastností (3.2) a (3.4).

Pre potreby numerického algoritmu musíme prede�nova´ rozdelenie N(µ,Σ) v²eobec-
nej²ím predpisom. Pouºíva sa nasledujúca schéma, v ktorejX = µ+AZ, Z ∼ N(0, I) a kde
A je ©ubovo©ná matica, pre ktorú platí AA> = Σ. Potom bude plati´, ºe X ∼ N(µ,AA>).
Toto je vlastnos´, ktorá umoº¬uje pracova´ s maticou Σ nepriamo prostredníctvom ma-
tice A. Pouºi´ ju môºeme ako dôsledok vlastnosti viacrozmerného normálneho rozdelenia
, konkrétne lineárnej transforma£nej vlastnosti.

Vyuºitím metód na generovanie zo ²tandardného normálneho rozdelenia vieme zostro-
ji´ Z ∼ N(0, I) pozostávajúci z nezávislých náhodných premenných Z1, . . . , Zk. Z toho
vyplýva, ºe jediné £o potrebujeme pre generovanie premennej X z viacrozmerného nor-
málneho rozdelenia, je nájs´ spomínanú maticu A.

Na tento ú£el bol zostrojený algoritmus, ktorý h©adá maticu A s danými vlastnos´ami
reprezentujúcu maticu Σ a ozna£uje sa ako Choleskyho faktorizácia.

Rie²enie A bude v tvare dolnej trojuholníkovej matice, pretoºe je to numericky naj-
výhodnej²í tvar, budeme vlastne rie²i´ nasledovnú sústavu

X1 = µ1 + A11Z1

X2 = µ2 + A21Z1 + A22Z2

...
Xk = µk + Ak1Z1 + Ak2Z2 + · · ·+ AkkZk

Pre 2-rozmerný prípad by faktorizácia vyzerala nasledovne

Σ =

(
σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

)
prejde na tvar→ A =

(
σ1 0

ρσ2
√

1− ρ2σ2

)
Ke¤ to dosadíme do sústavy vy²²ie pre (X1, . . . , Xk) dostaneme predpis ako generova´ z
2-rozmerného rozdelenia

X1 = µ1 + σ1Z1

X2 = µ1 + σ2ρZ1 + σ2
√

1− ρ2Z2

Vidíme teda, ºe ke¤ vieme generova´ premenné Z1,2 ∼ N(0, 1), máme jednozna£ný predpis
ako vygenerova´ 2-rozmernú premennú X ∼ N(µ,Σ). Tento postup sa dá zov²eobecni´ na
k-rozmer, a poºadovaná matica sa dá nájs´ algoritmom, ktorého schéma a ¤al²ie fakty
nájdeme napríklad v [5][18][7]. Algoritmus vychádza z nasledovných rovností

Aij =

(
Σij −

j−1∑
k=1

AikAjk

)
/Ajj, j < i a Aii =

√√√√Σii −
i−1∑
k=1

A2
ik

V matlabe to vyzerá nasledovne
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�������������
function L = MultiN(n, Sigma)
L = zeros(n, n);L(1, 1) = sqrt(Sigma(1, 1));
if(eig(Sigma)) > 0 disp(′je kladne de�nitná′) end
for j=1:n
for i=j:n
v(i) = Sigma(i, j);
for k=1:(j-1)
v(i) = v(i)− L(j, k) ∗ L(i, k);
end
L(i, j) = v(i)/sqrt(v(j));
end
end
��������
Matlab ponúka predde�novanú funkciu L=chol(Sigma), ktorá dáva totoºný výsledok. Pred
spustením algoritmu je potrebné overi´, £i je matica kladne de�nitná, jednou moºnos´ou
je ur£i´ vlastné £ísla, v matlabe na tento ú£el sta£í pouºi´ funkciu - eig(Sigma). Z teórie
platí, ºe vlastné £ísla musia by´ kladné a ak je to splnené môºeme pokra£ova´. Ako príklad
môºeme uvies´ nasledovný výstup, ak poznáme tvar kovaria£nej matice Σ

Σ =

(
0.25 0.32
0.32 0.64

)
prejde na tvar → L =

(
0.25 0
0.64 0.48

)
�ahko si overíme, ºe je naozaj splnená vlastnos´ L ∗ L′ = Σ.

3.3 Simulácia geometrického Brownovho pohybu

V tejto kapitole sme doteraz hovorili iba o metódach, ktoré generujú náhodné £ísla, av²ak
zatia© sme neukázali konkrétnu moºnos´ ako ich implementova´, £ím by bolo docielené
premostenie Monte Carlo algoritmov a �nan£ných modelov. K tomuto ú£elu zostrojíme
numerickú schému pre generovanie Brownovho pohybu, jedno a viacrozmernú a aj jej
geometrickú verziu.

Zámerom je generova´ hodnoty Brownovho pohybu X(t1), .., X(t2) v zadaných bodoch
£asového intervalu 0 < t1 < · · · < tn. Kedºe uº vieme generova´ náhodné premenné (napr.
algoritmom Box-Muller, alebo metódou inverznej transformacie) zo ²tandardného nor-
málneho rozdelenia, ozn. Z1, ..., Zn, dostávame konkrétnu numerickú schému na simuláciu
náhodného procesu s Brownovým pohybom

X(ti+1) = X(ti) + µ(ti+1 − ti) + σ
√
ti+1 − tiZi+1, i = 0, . . . , n− 1

pre X(0) dané, £o sa dá zapísa´ aj ako

X(ti+1) = X(ti) +

ˆ ti+1

ti

µ(s)ds+

√ˆ ti+1

ti

σ2(u)duZi+1, i = 0, . . . , n− 1

pre £asovo závislé koe�cienty, £o môºeme nahradi´ Eulerovou numerickou aproximáciou

X(ti+1) = X(ti) + µ(ti)(ti+1 − ti) + σ(ti)
√
ti+1 − tiZi+1, i = 0, . . . , n− 1
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Takáto kon²trukcia je posta£ujúca pre mnoºstvo aplikácii pri modelovaní akcií, opcií £i
úrokových mier. Existuje v²ak viacero algoritmov, ktoré sa snaºia aproximova´ celý vývoj,
teda snaºia sa zisti´, £o sa deje medzi bodmi ti. S podobnými snahami sú spojené problémy
ako diskretiza£ná chyba. Iné metódy ako napr. "Brownian bridge"generujú Brownov pohyb
odli²ným a zloºitej²ím algoritmom, ktorý sa dá efektívne pouºi´ pri niektorých aplikáciach
hlavne v zmysle redukcie variancie. Nebudeme sa im venova´ bliº²ie, viac detailov sa dá
nájs´ v [5][2][3].

V modelovaní �nan£ných aktív sa preferuje geometrický Brownov pohyb, pretoºe na
rozdiel od klasického, sú pre takéto modelovanie dôleºité len relatívne prírastky a nie
absolútne, £o má samozrejme svoje výhody.

Zmena explicitného rie²enia nastáva pre paramater driftu, uº to bolo spomínané v
(2.11) a (2.12), a teda geometrický Brownov pohyb N(µ, σ), kde µ v drifte nahradíme
bezrizikovou úrokovou mierou r pod©a princípu bezririkového oce¬ovania, s po£iato£nou
hodnotou S(0) je daný vz´ahom

S(t) = S(0) exp

(
[r − 1

2
σ2]t+ σW (t)

)
Ke¤ºe vieme, ºe prírastky premennej W (t) sú nezávislé a normálne rozdelené môºeme
tento vz´ah prepísa´ do rekurzie vracajúcej hodnoty v uzlových bodoch delenia £asového
intervalu [0, T ] : 0 = t0 < t1... < tn = T do tvaru

S(ti+1) = S(ti) exp

(
[r − 1

2
σ2](ti+1 − ti) + σ

√
ti+1 − tiZi+1

)
kde Z1, . . . , Zn sú nezávislé premenné z normálneho rozdelenia N(0, 1). �alej mnohonásob-
ným simulovaním ciest podkladového aktíva pod©a tejto schémy a princípov bezrizikového
oce¬ovania derivátov z kapitoly 2.4 dostávame ²iroko pouºite©ný nástroj pre po£ítanie cien
rôznych derivátov. Príkladom môºu by´ ázijské, bariérové opcie alebo look-back opcie,
ktoré sa dajú modelova´ týmto jednoduchým geometrickým Brownovým pohybom, kde
pre kaºdý typ je potrebná istá úprava algoritmu, napríklad zade�novanie bariéry a zazna-
menávanie jej prekro£enia pre bariérové opcie. Pre v²etky tieto príklady výplatná funkcia
závisí na hodnotách (S(t1), S(t2), . . . , S(tn)) v daných uzlových bodoch £asového intervalu
a odhady týchto cien sú asymptoticky nevychýlené. Akýmsi vylep²ením tohoto modelu
môºe by´ zahrnutie tvz. deterministickej funkcie volatility, ktorá umoº¬uje de�nova´ pa-
rameter σ ako funkciu podkladového aktíva, £iºe

dS(t)

S(t)
= rdt+ σ(S(t), t)dW (t)

problémom môºe by´ nájs´ takú funkciu, ktorá bude platná pre v²etky aktíva daného port-
fólia, hlavne ak rôzne aktíva majú rôzne doby splatnosti a expira£né ceny. Za predpokladu
znalosti takejto funkcie vieme napísa´ rekurziu v tvare

S(ti+1) = S(ti) exp

(
[r − 1

2
σ2(S(ti), ti)](ti+1 − ti) + σ(S(ti), ti)

√
ti+1 − tiZi+1

)
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Obr. 3.1: 1 realizácia geometrického Brownovho pohybu

Uvaºujme teraz, ºe akcie budú vypláca´ dividendy. Nech D(t) je hodnota dividend
vyplatených za £as [0, t], a nech akcia vypláca spojitý dividendový výnos δ, tj.δS(t). Potom
D(t) bude rás´ pod©a dynamiky

dD(t)

dt
= δS(t) + rD(t)

Ak vieme, ºe cena akcie S(t) sp¨¬a geometrický Brownov pohyb s parametrami GBP(µ, σ2),
potom drift bude ma´ tvar

µS(t) + δS(t) + rD(t)

a pod©a princípov bezrizikového oce¬ovania drift prejde na tvar: µ = r− δ, £iºe dynamika
vývoja ceny podkladového aktíva vyplácujúceho dividendy má tvar

S(t) = S(0) exp

(
[(r − δ)− 1

2
σ2]t+ σW (t)

)
ktorý nahradíme opä´ Eulerovou schémou. Teda dopad dividend sa prejavuje zníºením
miery rastu aktíva o hodnotu dividendového výnosu. Zahrnutie dividendového výnosu
môºe by´ potrebné vo viacerých prípadoch. Ako príklad môºeme uvies´ akciové indexy, kde
desiatky akcií môºu vypláca´ rôzne hodnoty dividend a práve ich aproximácia pomocou
parametra δ môºe by´ dôleºitá pre presnej²ie ur£enie ceny indexu. Iným príkladom sú
komodity, kde skladovacie náklady môºu by´ modelované ako záporné dividendy, prípadne
výmenné kurzy alebo future kontrakty, kde dynamika ich vývoja bude ma´ tvar

S(t) = S(0) exp

(
[M − 1

2
σ2]t+ σW (t)

)
kde

• M = 0 pre modelovanie futures kontraktov. Tento fakt môºe by´ mierne prekvapu-
júci, takºe sa pozrieme na jeho krátke zdôvodnenie. Nech F (t, T ) ozna£uje budúcu
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cenu v £ase t pre kontrakt s expiráciou v £ase T . Vieme, ºe tento typ kontraktu má
nulovú hodnotu v za£iato£nom £ase t = 0 a platí

0 = e−r(T−t)E[(S(T )− F (t, T ))|Ft]

kde Ft ozna£uje históriu trhových cien do £asu t a v £ase t = T platí vz´ah S(T ) =
F (T, T ), £o je ekvivalentné s podmienkou: F (t, T ) = E[F (T, T )|Ft]. Teda future cena
je martingal pod rizikovo neutrálnou mierou a musíme zvoli´ hodnotu 0 za parameter
driftu, £iºe future cena sa riadi dynamikou

dF (t, T )

F (t, T )
= σdW (t) (3.5)

• M=(úroková miera domácej meny - úroková miera zahrani£nej meny) pre výmenné
kurzy.

Toto potom opä´ analogicky nahradíme numerickou schémou a môºeme simulova´ po-
hyby aktív.

Obr. 3.2: 1 realizácia 7-rozmerného geometrického Brownovho pohybu

Poslednou vecou, na ktorú sa pozrieme bude viacrozmerný Brownov pohyb a jeho ge-
nerovanie. Uº sme uviedli základné vlastnosti, takºe ich znova nebudeme opakova´. Ke¤
si vezmeme d-aktív na trhu, ktoré sa riadia geometrickým Brownovým pohybom s drif-
tom µ, kovarian£nom maticou Σ s vlastnos´ami (3.2),(3.4),(3.3) a pouºitím Choleskyho
faktorizácie z £asti 3.2.3 túto dynamiku zapí²eme systémom

dSi(t)

Si(t)
= µidt+

d∑
j=1

AijdWj(t), i = 1, . . . , d

Potom vieme napísa´ predpis pre simulovanie viacrozmerného GBP(µ,Σ), v uzlových bo-
doch 0 = t0 < t1 < ... < tn

Si(tk+1) = Si(tk)exp

(
[µi −

1

2
σ2
i ][tk+1 − tk] +

√
tk+1 − tkΣd

j=1AijZk+1,j

)
, i = 1, ..., d
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kde k = 0, ..., n − 1, Z je matica rozmeru [d × n], ktorej elementy sú nezávislé náhodné
£ísla z rozdelenia N(0,1) a pre potreby oce¬ovania derivátov nahradíme drift µ bezrizikovou
úrokovou mierov r, tj. µi = r. Schopnos´ generova´ viacrozmerný Brownov pohyb otvára
moºnos´ simulovania a oce¬ovania ¤al²ích typov derivátov, v ktorých Monte Carlo metódy
môºu nachádza´ dobré uplatnenie, kedºe je známe, ºe sú dobre aplikovate©né na problémy
s vy²²ími dimenziami.

Ako príklad takýchto simulácii môºeme uvies´ nieko©ko príkladov. Simulácia dvoch
aktív S1(t), S2(t), kde výplata je daná rozdielom ich ceny a expira£nej ceny K teda:
([S1(T ) + S2(T )] − K)+, takýto typ opcií sa nazýva spread opcia. Iným príkladom sú
ko²íkové opcie, teda akési opcie na portfólio pozostávajúce z dvoch a viac podkladových
aktív. Takisto bariérové opcie sa vyskytujú ako dvojrozmerný problém. K týmto problé-
mom oce¬ovania derivátov sa vrátime pri konkrétnych simuláciach v kapitole 5.

Ako ukáºku na obr. 3.1 je zobrazená jedna realizácia jedno-rozmerného geometrického
Brownovho pohybu resp. viacrozmerného na obr. 3.2. Pre jednorozmerné aj viacrozmerné
problémy nám potom sta£í generova´ rovnaké pohyby £i vzorky tisíc aº milión krát pomo-
cou predpisov uvedených v tejto £asti(v závislosti od toho, £i chceme zahrnú´ do simulácie
dividendy alebo simulova´ cenu derivátu na future a pod.), dode�nova´ ²peci�cké okra-
jové podmienky pre konkrétny typ derivátu, diskontova´ do sú£asného £asu (£asu 0) a
následne ako posledný krok spriemerova´ cez v²etky simulácie. Pre de�novanie okrajových
podmienok a diskontovanie vyuºijeme znalosti z kapitoly 2 o stochastickom charaktere ak-
tív a fakty o vlastnostiach rôznych typov derivátov, pri následnom generovaní pouºívame
metódy z kapitoly 3, tj. metóda Box-Muller,Choleského faktorizácia a podobne . �al²ím
roz²írením týchto teoretických modelov bude aplikácia na deriváty úrokovej miery(kapitola
6), £i h©adanie ceny amerických opcií(kapitola 5.6).



Kapitola 4

Redukcia variancie

V tejto kapitole sa pokúsime predstavi´ metódy, ktorých cie©om je zníºi´ varianciu simu-
lácii, £o ako uº bolo povedané predstavuje pomerne ve©ký problém Monte Carlo metód,
ktorých konvergencia sa pohybuje v ráde O(n−1/2), £o spôsobuje, ºe za ú£elom zvy²ovania
presnosti potrebujeme výrazne zvy²ova´ po£et simulácii. Týmito metódami môºeme u²et-
ri´ nejaký výpo£tový £as, tým ºe na dosiahnutie rovnakej variancie budeme v¤aka nim
potrebova´ menej simulácii.

4.1 Metóda kontrolovaných variet

Ako prvú vec si zade�nujme premenné Y1, .., Yn, ktoré predstavujú výstup z daného po£tu
n simulácii(ako príklad môºeme uvies´ Yi = e−rT (S(T ) − K)+), resp hocijaký iný pay-
o�). Tu by sa skon£ilo a vypo£ítal by sa priemer z takýchto simulácii. My²lienka metódy
kontrolovaných variet spo£íva v tom, ºe dode�nujeme ¤al²í súbeºný proces s Y , ktorý
ozna£íme X. V jednotlivých simuláciach dostaneme páry (Xi, Yi), ktoré budú nezávislé
náhodné premenné a navy²e predpokladáme, ºe o£akávanie E[X] je známe. Ako výsledok
dostanem nový odhad

Y (b) = Y − b(X − E[X]) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − b(Xi − E[X]))

kde b je parameter, dá sa poveda´, ºe výraz (X − E[X]) slúºi ako kontrolný faktor pre-
mennej E[Y ]. Navy²e platí, ºe tento odhad je nevychýlený a konzistentný.

�o nás ve©mi zaujíma je variancia tohoto odhadu

V ar[Yi(b)] = V ar[Yi − b(Xi − E[X])] = σ2
Y − 2bσXσY ρXY + b2σ2

X ≡ σ2(b) (4.1)

σ je variancia X resp. Y a ρ je ich korelácia, a teda varincia odhadu Y (b) je σ2(b)/n pri£om
²tandardný odhad Y má varianciu σ2

Y /n. Zo vz´ahu (4.1) vyplýva, ºe nový odhad metódou

33
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kontrolovaných variet má niº²iu varianciu ak: b2σX < 2bσY ρXY . Navy²e vidie´, ºe existuje
optimálna úrove¬ hodnoty parametra b = b∗, ktorá minimalizuje hodnotu variancie v (4.1)

b∗ =
σY
σX

ρXY

odhad tejto hodnoty môºe by´ problematický, jednou z moºností je pouºi´ regresiu. Ke¤
hodnotu b∗ opä´ dosadíme do (4.1) dostávame vz´ah medzi varinciou nového a pôvodného
odhadu bez redukcie variancie

V ar[Y − b∗(X − E[X])]

V ar[Y ]
= 1− ρ2XY

Implementácia. Nadviaºeme na teóriu a pokúsime sa implementova´ túto metódu
na problém simulovania podkladových aktív a neskôr pouºi´ pri simuláciach aktív a ich
derivátov. Uvaºujme podkladové aktívum, ktoré sa riadi geometrickým Brownovým po-
hybom. Pod©a zna£enia vy²²ie, potrebujeme identi�kova´ proces Y a X. Nech proces Y
je diskontovaný payo� napr. Európskej opcie Y = e−rT (S(T ) − K)+. Pre proces X ako
bolo povedané, potrebujeme vedie´ jeho o£akávanie, toto v²ak môºe by´ nejaký martingal,
pretoºe jeho o£akávanie v nejakom budúcom £ase je jeho po£iato£ná hodnota. V re£i si-
mulácie akcií, ak S(t) je cena akcie v £ase t, potom e−rtS(t) je martingal a jeho o£akávaná
hodnota je E[e−rTS(T )] = S(0). Pod©a teoretickej schémy tejto metódy môºeme napokon
zostroji´ odhad metódy kontrolovaných variet

Ŷ (b) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − b[Si(T )− erTS(0)]) (4.2)

Takto navrhnutá implementácia je vhodná pre európsky typ opcií, pre iné deriváty sa
bude lí²i´ tvarom kontrolného faktoru X. Pre ázijské opcie sa pouºíva ako kontrolný faktor
cena vypo£ítaná pomocou geometrického priemeru, konkrétne by odhad kontrolovanými
varietami mal tvar

Ŷ (b) = Ca − b(Cg − Cga)

kde Ca je cena vypo£ítaná Monte Carlo simuláciami z aritmetického priemeru, Cg je cena
vypo£ítaná Monte Carlo simuláciami pomocou geometrického priemeru a Cga je cena vy-
po£ítaná analytickým vzorcom s geometrickým priemerom. Prípustné sú samozrejme aj
iné moºnosti. Podrobnej²ie o kontrolovaných varietách pre ázijské opcie nájdeme v [1].

Parameter b jednozna£ne závisí od pomeru expira£nej ceny a ceny podkladového aktíva,
pri£om ak �xujeme cenu podkladového aktíva S0 a meníme expira£nú cenuK, tvar funkcie,
ktorou vieme ur£i´ optimálnu hodnotu b ostáva prakticky nezmenený s absolútnou zmenou
ceny S0, £iºe je tu len akási relatívna závislos´. V¤aka tomu vieme nájs´ funkciu, ktorá
zobrazuje optimálnu hodnotu paramametra b vzh©adom na pomer K/S0. Funkcia má tvar
ako na obrázku 4.1. Dá sa v²imnú´, ºe pre rozumný pomerK/S0, sa dá hodnota parametra
aproximova´ lineárnou funkciou, ako dobrá aproximácia môºe poslúºi´ nasledovný odhad

b̂ = 1.3− 0.7
K

S0
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Obr. 4.1: Hodnoty koe�cientu b pre rôzny pomer expira£nej ceny a ceny aktíva

kde za rozumné sa dajú povaºova´ hodnoty v rozmedzí K/S0 ∈ (0.5, 1.5), pre hodnoty
niº²ie ako 0.5(resp vä£²ie ako 1.5) sta£í nastavi´ b = 0.1(resp. b = 0.95). Prípadne môºeme
odhadnú´ parameter b regresiou pod©a vz´ahu

b̂ =

∑n
i=1(Xi −X)(Yi − Y )∑n

i=1(Xi −X)2
≡ Cov[X, Y ]

V ar[X]

4.2 Matching metóda

Táto metóda na rozdiel od predchádzajúcej je zaloºená na transformácii simulovaných ciest
podkladového aktíva. Opä´ budeme predpoklada´ bezrizikovú dynamiku podkladového
aktíva v zmysle E[S(t)] = ertS(0) a predpokladáme odhad ako priemer simulovaných ciest

S(t) =
1

n

n∑
i=1

Si(t)

zdrojom variancie je, ºe pre kone£né n takýto odhad nebude kore²pondova´ s hodnotou
E[S(t)] £iºe

e−rtS(t) 6= S(0)

Táto metóda navrhuje ako predís´ týmto chybám transformáciou simulovaných ciest v
zmysle

S̃i(t) = Si(t)
E[S(t)]

S(t)
, i = 1, ..., n (4.3)

resp.
S̃i(t) = Si(t) + E[S(t)]− S(t), i = 1, ..., n (4.4)

Implementácia. Týchto nieko©ko teoretických my²lienok metódy sa teraz pokúsime im-
plementova´ na geometrický Brownov pohyb, aby sme tak metódu mohli pouºi´ na simu-
láciu aktív. Vieme, ºe geometrický Brownov pohyb budeme simulova´ dynamikou

S(tk) = S(tk−1)exp([r − 1/2σ2](tk − tk−1) + σ
√
tk − tk−1Zi), i=1,. . . ,n je po£et simulácii
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Ako prvá moºnos´ je upravi´ spôsob generovania náhodných £ísel Zi ∼ N(0, 1) v danej
schéme. Najjednoduch²ia takáto transformácia Brownovho pohybu pod©a schémy (4.4) by
mohla ma´ tvar

W̃i(t) = Wi(t)−W (t)

resp. sa ponúka aj formulácia

W̃i(t) =
Wi(t)−W (t)

s(t)/
√
t

kde s(t) je výberová ²tandardná odchýlka W1(t), ...,W (t) a W je ich priemer. Imple-
mentácia tejto my²lienky na geometrický Brownov pohyb pre potreby simulácii vyzerá
nasledovne

Wi(tk) =
k∑
j=1

√
tj − tj−1Zij

kde Zij ∼ N(0, 1) a zade�nujeme si nasledovné premenné

Zj =
1

n

n∑
i=1

Zij, s
2
j =

1

n− 1

n∑
i=1

(Zij − Zj)
2

a

W̃i(tk) =
k∑
j=1

√
tj − tj−1(Zij − Zj) (4.5)

W̃i(tk) =
k∑
j=1

√
tj − tj−1

Zij − Zj

sj
(4.6)

Pre geometrický Brownov pohyb môºeme zvoli´ aj inú transformáciu, na základe (4.3)
nadobudne tvar

S̃i(t) = S(0)erT
neσWi(t)∑n
j=1 e

σWj(t)
(4.7)

Kon²trukcie (4.5),(4.7),(4.6) pouºijeme a zhodnotíme ich efektívnos´ na základe konkrét-
nych simulácii v kapitole 5.

4.3 �al²ie metódy

Redukcia variancie sa stala dôleºitým predmetom skúmania pre pouºitie Monte Carlo
metód. Postupne bolo predstavených viacero metód od ve©mi jednoduchých a univerzálne
aplikovate©ných aº po zloºité a len na ²peci�cké problémy pouºite©né.

Najjednoduch²ou metódou sú tvz. Antithetics varietes, ktoré sú aplikovate©né v pod-
state na ©ubovo©ný problém a sú jednoduché na implementáciu. Poskytujú v²ak oproti
iným metódam relatívne malé zníºenie variancie. Základný princíp metódy je nasledovný:
v kaºdej simulácii vygeneruj náhodné £íslo Zi a k nemu prislúchajúci odhad Yi, rovnaké ná-
hodné £íslo, ale negatívne vzaté, tj. −Zi, pouºi na výpo£et odhadu Y a

i . Dostaneme dvojice
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nezávislých odhadov (Y1, Y
a
1 ), (Y2, Y

a
2 ), ..., (Yn, Y

a
n ), av²ak vrámci dvojice medzi odhadom

Yi a Y a
i môºe by´ prítomná korelácia. Poºiadavkou na ú£inné fungovanie metódy je, aby

táto korelácia bola záporná. Antithetics odhad Yi v kaºdej simulácii je priemerom odhadov
Yi a Y a

i teda

Yi =
Yi + Y a

i

2
⇒ V ar(Yi) =

V ar(Yi) + V ar(Y a
i ) + 2Cov(Yi, Y

a
i )

4

výsledný antithetics odhad má tvar

Ŷantithetics =
1

n

n∑
i=1

(
Yi + Y a

i

2

)
(4.8)

kde n ozna£uje po£et Monte Carlo simulácii. Cie©om metódy je teda dosiahnu´ niº²iu
varianciu vygenerovaním dvoch odhadov v kaºdej z n simulácii, ako pouºitím 2n ²tandard-
ných simulácii.

Pomerne ú£innou metódou sa javí aj tvz. Strati�ed sampling, ktorá sa snaºí kontrolova´
distribúciu generovaných náhodných £ísel, ale je pomerne zloºitá a £asto sa musí vytvori´
pre konkrétny model. V²eobecné skúsenosti ukazujú jej schopnos´ výrazne zníºi´ varianciu.

Najzloºitej²ou metódou je tvz. Importance sampling, ktorá vyºaduje precíznu imple-
mentáciu a dokáºe zníºi´ varianciu výrazne viac ako iné metódy, av²ak pri nevhodnej
implementácii môºe naopak varianciu aj zvý²i´.

V práci zvolené metódy predstavujú istý kompromis medzi zloºitos´ou implementá-
cie a ve©kos´ou redukcie variancie. O v²etkých týchto metódach môºeme nájs´ mnoºstvo
materiálu v[1][2][3][5][6].



Kapitola 5

Simulácia a oce¬ovanie opcií

5.1 Európske opcie

Predtým ako za£neme simuláciami po£íta´ ceny opcií, je potrebné poveda´ tri poznámky.
Prvá sa týka generátorov náhodných £ísel. Pre potreby práce budeme potrebova´ len

náhodné £ísla z normálneho rozdelenia, pri£om na tento ú£el môºu slúºi´ generátory ná-
hodných £ísel z normálneho rozdelenia opísané v kapitole 3.2 a tieto naozaj aj dávajú
hodnoverné ceny opcií pri ich pouºití v simuláciach. Na v²etky simulácie budeme pouºíva´
generátor £ísel normálneho rozdelenia prístupný v matlabe randn a to hlavne z dôvodu jeho
vy²²ej rýchlosti oproti ostatným generátorom. Okrem toho treba poveda´, ºe ako pomerne
zlá metóda sa ukazuje metóda inverznej transformácie, ktorú neodporú£ame pouºíva´.

Druhá poznámka sa týka hodnôt parametrov pouºitých v simuláciach. V tejto práci
nie je úlohou presné ur£enie parametrov a ani sa nezaoberáme metódami ako dosiahnu´
£o moºno najhodnovernej²ie parametre. Uvádzané parametre vychádzajú z reálnych dát,
na odhad parametra volatilita bola pouºitá historická volatilita resp. implikovaná volati-
lita. �ahko si vieme predstavi´ software, ktorý by ako vstupy do Monte Carlo simulácii
s´ahoval a presne po£ítal hodnoty parametrov a tým zabezpe£il maximálnu vierohodnos´
vypo£ítaných cien opcií tak, aby súhlasili s reálne obchodovanou cenou. Dôleºitej²ie je po-
rovnanie cien opcií s danými parametrami relatívne ku iným metódam, resp. vplyv zmeny
parametrov ako £as do expirácie alebo expira£ná cena a ¤al²ie na hodnotu opcie.

Posledná poznámka spo£íva v uvedomení si, ºe vypo£ítané ceny opcií nie sú nemenné,
ale kaºdá ¤al²ia simulácia by mohla da´ mierne odli²nú cenu v dôsledku ²tandardnej chyby
daného odhadu.

V tejto £asti za£neme simuláciami najjednoduch²ieho typu opcií, európskych opcií. O
simuláciach tohoto typu sme uº hovorili v kapitole 1.4 a tak len nadviaºeme na spomí-
nané fakty a pouºijeme jednoduchý algoritmus (1.2) na získanie cien opcií. Kedºe je to
jednoduchý typ opcií s malou výpo£tovou náro£nos´ou, môºeme si dobre otestova´ vlast-
nosti metódy pre rôzny po£et simulácii, rôzne parametre a taktieº otestujeme diskutované
metódy redukcie variancie z kapitoly 4, ktorých pouºitie je nutné pre efektívnos´ a kon-
kurenciaschopnos´ Monte Carlo simulácii.

38
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Tabu©ka 5.1: Ceny európskych call a put opcií pre rôzne parametre,σ(INTC) =

0.18, σ(IBM) = 0.26, úroková miera r = 1%
S01(INTC)=20.48 call,T1=0.12 call,T2=0.48

strike|po£et MCs 103 104 105 106 CBS 103 104 105 106 CBS

K1=20 0.57 0.51 0.52 0.52 0.52 1.76 1.74 1.74 1.75 1.75

K2=24 0.05 0.04 0.03 0.03 0.03 00.44 0.44 0.44 0.44 0.434

K3=17 3.53 3.52 3.52 3.51 3.51 3.59 3.81 3.82 3.81 3.81

S01(INTC)=20.48 put,T1=0.12 put,T2=0.48

K1=20 0.50 0.52 0.50 0.50 0.50 1.27 1.19 1.18 1.18 1.18

K2=24 3.54 3.50 3.52 3.53 3.52 3.74 3.85 3.85 3.84 3.84

K3=17 0.00 0.01 0.01 0.01 0.01 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25

S02(IBM)=144.17 call,T1=0.12 call,T2=0.48

K1=145 3.31 3.25 3.27 3.27 3.27 7.14 7.11 7.10 7.10 7.10

K2=155 0.58 0.59 0.59 0.59 0.59 3.42 3.45 3.44 3.44 3.44

K3=135 10.02 9.94 9.96 9.96 9.96 12.83 12.96 12.90 12.91 12.91

£as 10−3s 0.009s 0.088s 0.88s

Tabu©ka 5.2: Porovnanie priemerných cien európskych opcií pre rôzne metódy redukcie

variancie, výsledky pre 1000 replikácii Monte Carlo simulácii pre parametre: S0=144.17,

σ =0.18,T=0.48,r=0.01,K=135
n=50 n=100 n=250 n=1000 n=2000

C std(C) C std(C) C std(C) C std(C) C std(C)

BR 12.74 2.15 12.84 1.51 12.88 0.93 12.93 0.47 12.90 0.34

KV 12.90 0.67 12.92 0.49 12.90 0.32 12.91 0.15 12.91 0.1

MM1 12.87 0.73 12.88 0.51 12.88 0.32 12.90 0.17 12.91 0.12

MM2 12.84 0.57 12.87 0.42 12.90 0.25 12.91 0.13 12.91 0.08

MM3 12.84 0.25 12.89 0.18 12.90 0.11 12.90 0.05 12.91 0.04
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Obr. 5.1: Konvergencia ceny call opcie pre zvä£²ujúci sa po£et simulácii s parametrami

S0=144.17, σ =0.18,T=0.48,r=0.01,K=135

V tabu©ke 5.1 sú zaznamenané ceny call resp. put opcií pre akcie Intel(INTC) a IBM
pre rôzne parametre £asu a expira£nej ceny, pri£om ceny môºeme porovna´ s analyticky
vypo£ítanou cenou CBS pod©a vzorca (2.1). Na obrázku 5.1 je gra�cky zobrazená konver-
gencia ceny call opcie vypo£ítanej z Monte Carlo simulácii pre zvy²ujúci sa po£et simulácii
n, a ako vieme z kapitoly 1 o efektívnosti simulácii, ²tandardná chyba závisí od ve©kosti
vzorky a zmen²uje sa faktorom O(n−1/2), £o sa dá pozorova´ aj na danom obrázku.

V tabu©ke 5.2 sme porovnávali rôzne metódy redukcie variancie, preto si pripome¬me
o ozna£me predstavené metódy redukcie variancie z kapitoly 4:
1)KV:Kontrolované variety (4.2), 2)MM1: Moment matching metóda 1 (4.5), 3)MM2:Moment
matching metóda 2 (4.7), 4)MM3: Moment matching metóda 3 (4.6)
Kaºdá z týchto metód bola otestovaná pri simuláciach cien call opcií pre dané parametre,
vrátane odhadov bez redukcie variancie, pre rôzne hodnoty po£tu simulácii n na vzorke
1000 replikácii. Z týchto replikácii bola odhadnutá priemerná cena opcie a jej ²tandartná
odchýlka, výsledky môºeme vidie´ v tabu©ke 5.2. Gra�cké porovnanie ²tandardných od-
chýlok môºeme vidie´ na obrázku 5.2. Je o£ividné, ºe kaºdá redukcia variancie je výrazne
lep²ia ako keby sa nepouºila, najefektívnej²ie sa ukazujú metóda kontrolovaných variet
a metóda MM3, ktoré odporú£ame pouºíva´ a budeme ich aplikova´ aj na ¤al²ie prob-
lémy. �asovo dávajú v²etky metódy porovnate©né výsledky okrem metódy MM2, ktorá je
výrazne najpomal²ia.

Záver: Testovali sme Monte Carlo simulácie za ú£elom výpo£tu ceny európskych opcií
a mohli sme sa presved£i´ o platnosti teoretických vlastností rozoberaných v predchá-
dzajúcich kapitolách. Vo v²eobecnosti sme zistili, ºe odhad ceny z Monte Carlo simulácii
dáva rovnaké resp. porovnate©né výsledky s cenami ur£enými pod©a analytického vzorca
(2.1), av²ak spo©ahlivos´ ve©mi závisela hlavne od po£tu Monte Carlo simulácii, pri£om pre
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Obr. 5.2: Porovnanie ²tandardnej odchýlky pre rôzne metódy redukcie variancie pre

1000 replikácii a daný po£et n simulácii, pre cenu call opcie s parametrami S0=144.17,

σ =0.18,T=0.48,r=0.01,K=135

dostato£nú spo©ahlivos´(teda presnos´ aspo¬ na druhom desatinnom mieste) sme potre-
bovali pouºi´ rádovo vysoký po£et(v ráde 104) simulácii a preto v porovnaní s analytickou
metódou má výrazne vy²²iu výpo£tovú náro£nos´. Okrem toho ako v²eobecný trend mô-
ºeme pozorova´, ºe presnos´ resp. rýchlos´ konvergencie sa zvy²uje so zniºujúcou sa cenou
opcie, teda inak povedané Monte Carlo simulácie sú mierne závislé £i citlivé na hodnotu
parametrov, hlavne na volatilitu a £as expirácie.

Pouºitím metód redukcie variancie, sme výrazne zlep²ili spo©ahlivos´, ²tandardná od-
chýlka pre niektoré metódy klesla aj viac ako o polovicu. Zlep²enie spo©ahlivosti odhadu
dosiahneme ak skombinujeme men²í po£et Monte Carlo simulácii s istým po£tom repli-
kácii(zvolíme tak aby výpo£tový £as simulácii+replikácii bol men²í ako pôvodný £ase 1
replikácie vä£²ieho po£tu simulácii), pouºijeme niektorú z metód redukcie variancie a ceny
z replikácii spriemerujeme, dosiahneme podstatne vy²²iu spo©ahlivos´ odhadu pri niº²om
výpo£tovom £ase, av²ak stále ostáva v platnosti, ºe pre tento typ derivátu, Monte Carlo
simulácie nie sú vhodnou metódou výpo£tu. Priestor sa v²ak ukazuje pre výpo£et viacroz-
merných európskych opcií(viz kapitola 5.5).

5.2 Ázijské opcie

V nasledujúcich dvoch £asti si ukáºeme ako oce¬ova´ od cesty závislé opcie pomocou si-
mulácii, konkrétne za£neme s ázijskými opciami. O Monte Carlo algoritme pre oce¬ovanie
tohoto typu opcií sme uº hovorili v kapitole 1.4 (1.6) a budeme teda postupova´ pod©a
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tejto schémy. Ke¤ºe je to typ od cesty závislý, musíme by´ schopný uchováva´ pri simulácii
pohyb ceny aktíva po£as celej doby platnosti, a práve na tento ú£el môºe dobre poslúºi´
práve Monte Carlo metóda. Ako sme videli v kapitole 2, poznáme viac typov výplatnej
funkcie(2.3)(2.4), pouºitie budeme demon²trova´ na type (2.3) a budeme pouºíva´ aritme-
tické priemerovanie. Budeme sledova´ hlavne optimálny po£et bodov delenia intervalu, cez
ktoré budeme priemerova´ cenu, kedºe príli² ve©a bodov by ve©mi zvy²oval výpo£tový £as,
na druhej strane malý po£et môºe dáva´ nepresné(tvz. nadol vychýlené) výsledky. Tieº
budeme sledova´ vplyv metód redukcie variancie, konkrétne metódy kontrolovaných variet
a moment matching 3, ktoré poskytovali pomerne ve©ké zníºenie variancie u európskych
opcií.

Po£ítali sme cenu ázijskej call opcie s konkrétnymi parametrami, pri£om sledujeme
kvalitu simulácii pre rôzny po£et bodov delenia n £asového intervalu a daný po£et Monte
Carlo simulácii. Výsledky nájdeme v tabu©ke 5.3.

V ¤al²ej tabu©ke 5.4 nájdeme porovnanie efektívnosti Monte Carlo simulácie v porov-
naní s výpo£tom ceny ázijských opcií rie²ením parciálnej diferenciálnej rovnice metódou
predstavenou u Ve£e°[20].

Tabu©ka 5.3: Cena ázijských call opcií typu (2.3) na akcie INTC s parametrami

S0=144.17,σ=0.18,r=1%, po£ítané pre 3000 MC simulácii a 100 replikácii, n=po£et bodov delenia

£asového intervalu
n=20 n=50 n=100 n=150 n=200

C C C C C std(C)

K=145,T=0.12 BR 1.65 1.69 1.71 1.71 1.72 0.05

KV 1.66 1.70 1.71 1.72 1.72 0.05

MM3 1.66 1.69 1.70 1.71 1.72 0.03

K=135,T=0.48 BR 10.28 10.33 10.34 10.37 10.38 0.17

KV 10.28 10.36 10.37 10.36 10.36 0.09

MM3 10.26 10.34 10.36 10.36 10.37 0.05

Záver:Metóda Monte Carlo nachádza dobré uplatnenie pre oce¬ovanie ázijských opcií

Tabu©ka 5.4: Porovnanie výpo£tu ceny ázijskej call opcie typu (2.3) metódou Monte Carlo(s

po£tom bodov delenia £asového intervalu n=300), rie²ením parciálnej diferenciálnej rovnice(PDE)

pre rôzny po£et bodov delenia priestoru(n) a £asu(n=200)

S0=144.17 Monte Carlo PDE

n=20000 n=50000 n=105 n=100 n=500 n=1000

K=140,T=0.48 6.68 6.69 6.69 6.70 6.69 6.69

K=135,T=0.48 10.36 10.37 10.37 10.38 10.38 10.38

K=145,T=0.12 1.71 1.72 1.72 1.73 1.73 1.72

std(C) 0.02 0.01 0.007

£as ≈ 1.6s ≈ 4.5s ≈ 9s 1.5s 2.7s 15s
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Obr. 5.3: Konvergencia ceny ázijskej call opcie pouºitím moment matching metódy s vyzna£eným

95% intervalom spo©ahlivosti a porovnanie s cenou vypo£ítanou rie²ením PDE, pouºitých bolo

200 bodov priemerovania

s aritmetickým priemerovaním, pre ktoré neexistuje uzavretá analytická formula, preto po-
uºitie simulácii môºe by´ pre aritmetické ázijské opcie vhodnou vo©bou na výpo£et, hlavne
pre malý po£et bodov priemerovania dostávame rýchle a presné výsledky. Navy²e oproti
analytickým aproximáciam nepotrebujem pozna´ informáciu o minulých cenách, ale vysta-
£íme si so simuláciami. Pouºitie metódy Monte Carlo pre ázijský typ opcií dáva relatívne
porovnate©né výsledky aj vzh©adom na rie²enie získané z PDE, £o sa týka presnosti aj
rýchlosti, a to aj v prípadoch vyºadujúcich pouºitie pomerne ve©kého po£tu bodov prie-
merovania. Osved£ilo sa opä´ pouºitie metódy moment matching(MM3) a kontrolovaných
variet na redukciu variancie, ktoré signi�kantne zrých©ujú konvergenciu. V platnosti ostáva
aj citlivos´ na ve©ké hodnoty parametra £asu do expirácie a volatility. �asto je potrebné
pouºi´ pomerne ve©ký po£et bodov priemerovania (aspo¬ 150), £o je aj zdrojom zvy²ovania
výpo£tovej náro£nosti a aj vzh©adom na dané pozorovania je v²eobecne lep²ie pouºi´ me-
tódu rie²enia PDE pre vysoký po£et bodov priemerovania, ktorá je pomerne málo citlivá
na hodnoty parametrov a zárove¬ pomerne rýchla. Treba v²ak e²te upriami´ pozornos´ na
situácie, kedy je výhodné pouºíva´ metódu Monte Carlo, a to je hlavne prípad viacroz-
merných ázijských opcií(ko²íkových £i amerických ázijských, viz. kapitola 5.5 a 5.6).

5.3 Bariérové opcie

Budeme pokra£ova´ v opciách závislých na ceste a metódou Monte Carlo oceníme jeden typ
bariérových opcií, menovite down-and-out bariérovú opciu. Princíp Monte Carlo algoritmu
je opä´ pomerne jednoduchý, podobný princípu, ktorý platil pre ázijské opcie, av²ak v
kaºdom kroku £asového vývoja podkladového aktíva S(t) sledujeme, £i jeho cena prekro£ila
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zade�novanú bariéru B, tj. sledujeme podmienku S(t) < B, pri£om ak prekro£ila bariéru,
tak danú simuláciu zastavíme a cenu opcie z danej simulácie nastavíme rovnú 0, v opa£nom
prípade bude cena opcie daná diskontovaním výplatnej funkcie do £asu 0. Po vykonaní
dostato£ného mnoºstva simulácii dostaneme Monte Carlo odhad. Teda schematicky

1. Generuj pohyb podkladového aktíva: dt = T/n, t ∈ [0, T ]
S(t+ 1) = S(t) exp([r − 1

2
σ2]dt+ σ

√
dtZt+1), Zi ∼ N(0, 1)

2. Nastav Ci =

{
0 ak S(t) < B pre ©ubovo©né t ∈ [0, T ]

e−rT max(0, S(T )−K) inak

3. Vypo£ítaj priemer(Monte Carlo odhad): Ĉ = 1
m

∑m
i=1Ci

Simuláciami uvedeným algoritmom narazíme na problém, ktorý je spojený s faktom,
ºe na presný výpo£et ceny opcie potrebujem ove©a jemnej²ie delenie £asového intervalu,
obzvlá²´ v prípade, ke¤ bariéra leºí blízko za£iato£nej hodnote aktíva, alebo má dlhú
dobu do splatnosti a je pravdepodobná vä£²ia frekvencia zásahu bariéry. Pre oce¬ova-
nie ázijských opcií nebola potrebná taká jemnos´ delenia £asového intervalu, kedºe sme
vysta£ili s diskrétnym aritmetickým priemerom, av²ak ak chceme presnú cenu bariérovej
opcie potrebujeme spravi´ istú korekciu, ktorá bude zoh©ad¬ova´ diskrétny charakter bari-
éry. Rie²ením tohoto problému je korekcia navrhnutá u Glasserman,Broadie,Kou[13]. Nová
bariéra B∗ pod©a tejto korekcie bude ma´ tvar

B∗ = B(±βσ
√
dt), β ≈ 0.5826((+) ak B ≥ S0, inak (−)) (5.1)

V tabu©ke 5.5 môºeme naozaj pozorova´ výrazné zlep²enie Monte Carlo odhadu a rov-
nako pozorujeme, ºe pre bariéru blízko za£iato£nej hodnote s dlh²ím £asom do vypr²ania
je odhadnutá cena opcie výrazne menej presnej²ia ak nepouºívame korekciou a dosahuje
vysokú chybu aj pri po£te viac ako n = 500 delení £asového intervalu, pri£om v prípade
krátkej doby do splatnosti a vzdialenej²ej bariére sme dostali pomerne presný výsledok aj
bez korekcie uº pre n = 200. Výsledky Monte Carlo metódy môºeme porovna´ s inými
numerickými metódami v tabu©ke 5.6, konkrétne metódami kone£ných diferencií Crank-
Nicholson a explicitnou metódou kone£ných diferencií. Okrem toho existujú viacere ana-
lytické aproximácie a tvz. metódy stromov, dobrý preh©ad týchto metód ponúka [19].

Tabu©ka 5.5: Cena bariérových call opcií typu down-and-out na akcie INTC s parametrami

S0=144.17,sigma=0.18,r=1%, po£ítané pre 3000 MC simulácii a 100 replikácii
n=50 n=100 n=200 n=300 n=500

C C C C C std(C)

K=142,T=0.48 B=140 5.03 4.74 4.54 4.47 4.36 0.14

B* 4.06 4.03 4.02 4.00 4.00 0.14

K=150,T=0.12 B=130 1.47 1.48 1.50 1.50 1.50 0.04

B* 1.47 1.48 1.50 1.50 1.50 0.04
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Obr. 5.4: 8 simulácii vývoja ceny akcie, taktieº je vyzna£ená bariéra, ak cena klesne pod túto

bariéru cena opcie z danej simulácie je nulová, v simuláciach kde sa udrºí nad bariérou jej cena

bude daná diskontovaním konkrétnej výplatnej funkcie

Tabu©ka 5.6: Porovnanie výpo£tu ceny bariérovej call opcie metódou Monte Carlo(s po£tom bo-

dov delenia £asového intervalu n=200), analytického rie²enia a metódy kone£ných diferencií(FD):

Crank-Nicholson FD a Explicitná metóda FD, tieº môºeme vidie´ priemerný £as 1 simulácie
S0=144.17 Analytic Monte Carlo C-N FD Explicit FD

n 2.104 5.104 105 100 500 100 500

K=142,B=140,T=0.48 4.02 3.99 4.01 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02

K=150,B=130,T=0.12 1.50 1.51 1.50 1.50 1.52 1.50 1.52 1.51

£as(std) 15s(0.02) 38s(0.01) 76s(0.008) 0.23s 9.7s 0.23s 1.52s

Záver: Pouºitie Monte Carlo metód pre jednorozmerné bariérové opcie sa ukazuje ako
neefektívne a to z dôvodu vysokej výpo£tovej náro£nosti a nepresností ako dôsledku dis-
krétneho generovania pohybu ceny, ke¤ bolo treba pouºi´ viac ako 200 delení £asového
intervalu a taktieº korekciu(5.1). Okrem toho je metóda ve©mi citlivá na ve©kos´ bariéry a
£as do vypr²ania. Výhodnej²ie je preto pouºi´ niektorú zo spomínaných metód kone£ných
diferencií. Av²ak Monte Carlo metóda by mohla nájs´ uplatnenie pre ²peciálne typy barié-
rových opcií, napríklad takých, ktorých bariéra sa mení postupom £asu v závislosti od ceny
podkladového aktíva resp. iných komplikovanej²ích typov. Taktieº nachádza uplatnenie pri
viacrozmerných problémoch bariérového typu.

5.4 Spread opcie

V tejto £asti aplikujeme metódy Monte Carlo na dvojrozmerný problém opcií vypisova-
ných na rozdiel v cene dvoch aktív. Konkrétne si vezmeme do pozornosti tvz. crack spread
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opcie, ktoré sa vypisujú na rozdiel future ceny crude oil a ceny heating oil. Kedºe simulu-
jeme ceny dvoch aktív potrebujeme okrem ich volatilít na korektné ocenenie pozna´ aj ich
koreláciu a tým danú kovarian£nú maticu(3.4). Následne aplikujeme my²lienky Choleskyho
faktorizácie resp. generovania náhodných £ísel z dvojrozmerné normálneho rozdelenia, kon-
krétne pre dvojrozmerný problém pouºijeme vz´ahy z kapitoly 3.2.3.. �al²ou vecou, ktorú
musíme zoh©adni´ je, ºe pre oce¬ovanie future kontraktov musíme zobra´ nulový drift, tj.
µ = 0 pod©a princípu (3.5).

Na ocenenie potrebujeme teda nasledovné informácie, ktoré boli odhadnuté na základe
historických dát, a ktoré vyuºijeme v nasledovnom algoritme :

1. Parametre: σ1(Crude oil)=0.41,σ2(Heating oil)=0.37,ρ(korelácia)=0.96

2. Náhodné £ísla generuj pod©a predpisu:
X = (X1, X2) = (σ1Z1, σ2ρZ1 + σ2

√
1− ρ2Z2), kde Z = (Z1, Z2) ∼ N(0, I)

3. Simuluj pod©a predpisu:
Si(T ) = Si(0)exp( [1/2σ2

i ]T +
√
TXi ), i=1,2

Cj = e−rT max(0, [S1(T )− S2(T )]−K)

4. Opakuj n krát získaj Monte Carlo odhad: Ĉ = 1
n

∑n
j=1Cj

Bez vä£²ích problémov sme sa preniesli do problému o vy²²ej dimenzii. V tabu©kách
5.7 a 5.8 si opä´ môºeme pozrie´ numerické výsledky takto aplikovanej metódy na výpo£et
ceny call crack spread opcie na futures s danými parametrami.

Tabu©ka 5.7: Cena crack spread call opcií na rozdiel ceny crude oil a heating oil s po£iato£nou

cenou S0ho=2.27,S0co=84.71,r=1%
n=100 n=1000 n=5000 n=20000

C std(C) C std(C) C std(C) C std(C)

K=80,T=0.48 BR 10.35 1.71 10.42 0.54 10.43 0.24 10.43 0.13

MM3 10.35 0.45 10.43 0.14 10.42 0.06 10.43 0.03

K=90,T=0.12 BR 2.03 0.51 2.02 0.16 2.01 0.07 2.01 0.03

MM3 2.01 0.22 2.01 0.07 2.01 0.03 2.01 0.01

Záver: Výpo£et ceny crack spread call opcií metódou Monte Carlo (viz. tabu©ka 5.7)
dáva porovnate©né výsledky v porovnaní s analytickým rie²ením a lep²ie výsledky v porov-
naní s metódou binomického stromu (porovnanie nájdeme v tabu©ke 5.8) a taktieº dosahuje
pomerne rýchlu konvergenciou. Napriek tomu pre takýto jednoduchý typ dvojrozmernej
opcie je výhodnej²ie pouºi´ analytickú aproximáciu. Ponúka sa v²ak mnoºstvo modi�kácii
pre daný typ opcie, ktorý by Monte Carlo metóda pomerne jednoducho vyrie²ila naproti
tomu analytické rie²enie by bolo nedostupné. Ako príklad by sme mohli uvaºova´ rozdiel
cien priemerných cien dvoch aktív, rozdiel maxima jedného aktíva a priemernej ceny dru-
hého aktíva, resp. by sme mohli problém roz²íri´ aj na rozdiel 3 aktív a podobne a práve
v týchto prípadoch je vhodné pouºi´ metódu Monte Carlo.
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Tabu©ka 5.8: Porovnanie analytickej aproximácie, Monte Carlo simulácie a 3D binomickej metódy

stromov pre výpo£et crack spread call opcií na rozdiel ceny futures kontraktov crude oil a heating

oil s po£iato£nou cenou S0ho=2.27,S0co=84.71,r=1%
T=0.48 Kirk MC(n=3000,rep=100) 3D binomický strom

n=50 n=100 n=200

K=85 8.23 8.24 8.23 8.22 8.24 8.30 8.25 8.25

K=95 4.97 4.97 4.97 4.96 4.96 4.99 4.97 4.98

£as ≈ 0 0.27s 0.04s 0.20s 1.40s

5.5 Ko²íkové opcie

Budeme pokra£ova´ vo zvy²ovaní dimenzie (po£et podkladových aktív) a v tejto £asti
oceníme ko²íkové opcie, konkrétne budeme po£íta´ ceny opcií na ko²ík 10 podkladových
aktív. Vyuºijeme poznatky z oce¬ovania ázijských a európskych opcií a vypo£ítame ko²í-
kové ázijské opcie a ko²íkove európske opcie na 10 podkladových aktív. Práve pre tento
typ opcií je o£akávané najlep²ie vyuºitie Monte Carlo metódy, kedºe ide o vysokorozmerný
problém, na ktorý je ú£inné pouºi´ jedine vhodnú numerickú metódu, pri£om analytické
rie²enie ako u jednorozmerných problémov tentoraz absentuje.

V²eobecná schéma algoritmu:

1. Z dát odhadni korela£nú maticu ρ(3.3) a volatilitu σ = (σ1, .., σn) a vypo£ítaj kova-
rian£nú maticu Σ(3.2)

2. Vygenerej vektor náhodných £ísel Z ∼ N(0, I) s rozmerom [1xn], kde n je po£et
podkladových aktív

3. Pouºi Choleského faktorizáciu a pod©a princípu z kapitoly 3.2.3 vygeneruj n-rozmerný
vektor z normálneho rozdelenia X ∼ N(0,Σ)

4. Generuj n-rozmerný pohyb podkladového procesu

Si(t+ 1) = Si(t) exp([r − 1/2σ2]dt+
√
dtX)

i = 1, .., n, , t ∈ [0, T ], dt = T/N,N=po£et delení £asového intervalu

5. Vypo£ítaj diskontovanú cenu opcie z danej výplatnej funkcie:
Cj = e−rT max(0,

∑n
i=1 Si(T )−K) pre európsky typ resp.

Cj = e−rT max(0,
∑n

i=1 Si −K) pre ázijský typ

6. Opakuj m-krát, priemeruj a získaj odhad ceny opcie: Ĉ = 1
m

∑m
j=1Cj

Záver: Ke¤ºe viackrát po£as práce sme poukazovali na výhodnos´ pouºitia metódy
Monte Carlo vo vysokých dimenziách, v tejto £asti sme ukázali jej pouºitie na 10-rozmerný
problém oce¬ovania opcií. �i uº pre ko²íkové opcie európskeho typu alebo ázijského(aritmetického)
typu, pomerne jednoduchou implementáciou, ktorá bola oproti problému jednoromerných
opcií roz²írená iba o potrebu zahrnutia kovarian£nej matice do výpo£tov, sme ur£ili ceny
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Tabu©ka 5.9: Cena európskych ko²íkových opcií pre parametre σ(T = 0.1) =

(0.155, 0.278, 0.188, 0.213, 0.288, 0.156, 0.196, 0.205, 0.299, 0.175), σ(T = 1) =

(0.158, 0.298, 0.2, 0.21, 0.3, 0.134, 0.231, 0.246, 0.234, 0.178), r = 1%,S0=(150,348.5,21.08,

28.3,33.79,28.43,35.46,46.25,21.21,79.08), korelácie a uvedené parametre sú získané na základe

historických dát, £as 1 Monte Carlo replikácie
n=1000 n=10000 n=50000 n=100000

C std(C) C std(C) C std(C) C std(C)

K=800,T=0.1 13.22 0.68 13.12 0.24 13.12 0.09 13.11 0.07

kontrolované variety 13.12 0.40 13.11 0.14 13.10 0.05 13.12 0.04

K=850,T=1 22.89 2.03 22.68 0.64 22.69 0.3 22.73 0.21

kontrolované variety 22.80 1.37 22.71 0.45 22.68 0.22 22.75 0.18

£as 0.04s 0.31s 3.37s 35s

Tabu©ka 5.10: Cena ázijských ko²íkových call opcií typu (2.3), s rovnakými parametrami ako pre

európske opcie v tab. 5.9, N=po£et bodov priemerovania, po£et simulácii=5000(resp.2500 +2500

antithetics pre odhad s redukciou variancie), zobrazený je aj £as jednej replikácie

N=20 N=50 N=100 N=150 N=200

C C C C C std(C)

K=800,T=0.1 5.85 6.06 6.18 6.16 6.20 0.17

antithetics 5.90 6.14 6.18 6.15 6.23 0.15

K=850,T=1 12.14 12.80 12.98 13.05 13.04 0.45

antithetics 12.38 12.98 12.91 13.00 13.04 0.43

£as 1.19s 2.37s 4.39s 6.42s 8.44s

daných opcií, o výsledkoch sa môºeme presved£i´ v tabu©kách 5.9 a 5.10 . Výpo£tový £as
bol relatívne rozumný vzh©adom na dimenziu problému. Zistili sme opä´ aj citlivos´ me-
tódy na parametre(hlavne £asu do expirácie a volatility). Pokúsili sme sa implementova´
aj predtým diskutované metódy redukcie variancie. Pre európsky typ metóda kontrolova-
ných variet poskytla signi�kantné, aj ke¤ malé zvý²enie spo©ahlivosti, ostatné rozoberané
metódy nie je vhodné pouºi´. Pre ázijský typ nebolo moºné pouºi´ ºiadnu z daných me-
tód a preto sme sa pokúsili pouºi´ inú metódu, konkrétne antithetics variates. Táto v²ak
nepriniesla ºiadne signi�kantné zníºenie variancie. Pre oba prípady preto ostáva skúmanie
metód redukcie variancie otvorené. Sumárom môºeme poveda´, ºe pre daný typ opcií je
vhodné pouºíva´ Monte Carlo simulácie.

5.6 Americké a bermudské opcie

Týmto typom opcií budeme venova´ o nie£o vä£²í priestor ako druhom derivátov rozo-
beraných doteraz. Hlavným dôvodom je ich vä£²ia komplexnos´ a samozrejme aj fakt, ºe
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americké opcie sú suverénne najviac obchodovaným derivátom na svetových �nan£ných
trhoch. Algoritmická náro£nos´ spo£íva hlavne v tom, ºe majú viac moºností kedy sa dajú
uplatni´, bermudské vo vopred ur£ených £asoch(napríklad raz za de¬, raz za mesiac), ame-
rické dokonca kedyko©vek. Bolo zostavených nieko©ko algoritmov, ktoré umoº¬ujú pouºitie
Monte Carlo metódy, pokúsime sa teoreticky ukáza´ v £om spo£ívajú dve z nich vybrané
a na konkrétnych simuláciach zhodnoti´ presnos´ £i numerickú náro£nos´ a porovna´ tieto
výsledky z výsledkami iných numerických metód.

5.6.1 Formulácia problému

V skratke si potrebujeme zade�nova´ rie²ený problém, mnoºstvo faktov ostáva v platnosti
ako v predchádzajúcich simuláciach: problém simulácie je de�novaný ako Markovovský
proces {X(t), 0 ≤ t ≤ T}, generovanie podkladových aktív bezrizikovou dynamikou ako
geometrický Brownov pohyb s rozdelením N(r, σ2), navy²e rozhodovanie o uplatnení opcií
v £ase t je dané funckiou X(t), av²ak sú tu isté podstatné rozdiely.

Majme teda proces predstavujúci diskontovaný payo� opcie v £ase t, ozn. C(t), 0 ≤
t ≤ T . Okrem toho máme mnoºinu prípustných zastavovacích £asov (τ ,τ ∈ [0, T ]). Na²ou
v²eobecnou úlohou je nájs´ maximum funkcie C(t) cez mnoºinu zastavovacích £asov

sup
τ
E[C(τ)]

Najlep²ie to bude vidie´ na príklade americkej put opcie, jej hodnota bude

sup
τ
E[e−rτ (K − S(τ))+]

h©adáme optimálny zastavovací £as τ ∗, pre ktorý platí

τ ∗ = inf(t ≥ 0 : S(t) ≤ b∗(t))

kde b∗ je optimálna hranica uplatnenia opcie, ak podkladové aktívum dosiahne túto hra-
nicu je optimálne uplatni´ opciu.

Je o£ividné, ºe bude potrebné zvoli´ inú diskrétnu mnoºinu zastavovacích £asov a nedá
sa úplne vyhovie´ podmienke spojitej moºnosti uplat¬ovania amerických opcií. Pre do-
stato£ne malé £asové delenie intervalu zastavovacích £asov sme v²ak schopný ve©mi dobre
aproximova´ cenu americkej opcie a súbeºne s tým dostávame vhodnú metódu na oce¬o-
vanie bermudských typov derivátov.

5.6.2 Metóda náhodných stromov

Ako uº nazna£uje názov, podstatou tohoto algoritmu bude simulovanie Markovovských
procesov X(t), t ∈ [0, T ] pomocou geometrického Brownovho pohybu nasledovným sche-
matickým systémom: zo za£iato£nej hodnoty X0 vygenerujeme v vetiev X1,..,v

1 , z kaºdého
takéhoto uzlu vygenerujeme ¤al²ích v vetiev a pokra£ujem aº kým nevy£epáme predpí-
saný po£et u uzlov. Do pozornosti hne¤ na za£iatku treba da´ zjavne exponenciálne na-
rastajúcu náro£nos´ metódy s oh©adom na parametre v:=parameter vetvenia a u:=po£et
zastavení(uzlov), kde hlavne druhý z nich je jej ve©kým zdrojom.
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Dôleºitá my²lienka metódy je, ºe pouºíva na odhad ceny opcie dva vychýlené odhady,
horný a dolný, av²ak ich vhodným de�novaním a kombináciou vieme dosta´ jeden odhad,
ktorý bude takmer taký efektívny ako jeden nevychýlený odhad. De�nujme si V̂h ako horný
odhad a V̂d ako dolný odhad, pri£om oba sú priemerom n Monte Carlo simulácii pre dané
parametre a danú de�níciu odhadu. Potom pre kon²trukciu metódy je typická nerovnos´

E[V̂h(v, u)] ≥ V0 ≥ E[V̂d(v, u)]

Pre oba, horný aj dolný odhad, vieme nájs´ interval spo©ahlivosti (povedzme 95%)

(IS)h = (V̂h(v, u)± I(V̂h(v, u)) resp (IS)d = (V̂d(v, u)± I(V̂d(v, u))

kde I je horná resp. dolná hranica intervalu spo©ahlivosti(kvantil), ktorý sa zuºuje pre
zvä£²ujúci sa parameter n, u a v. Ke¤ ich skombinujeme v tom zmysle, ºe vezmem hornú
hranicu horného odhadu a dolnú hranicu dolného odhadu, dostanem 90% interval spo©ah-
livosti pre hodnotu V0

IS(V̂0) = (V̂d(v, u)− I(V̂d(v, u), V̂h(v, u) + I(V̂h(v, u)) (5.2)

Pre takto de�novaný interval spo©ahlivosti uº platí, ºe zvy²ovaním paramateru vetvenia
v a po£tu uzlov u a tieº nárastom po£tu simulácii n sa hodnota bude limitne blíºi´ ku
skuto£nej hodnote. Ako blízko sa k nej dostaneme záleºí na vo©be parametrov v a u, av²ak
pre ich ve©ké hodnoty výpo£tový £as narastá exponenciálnou rýchlos´ou.

Teraz sa bliº²ie pozrieme na to ako zostroji´ horný resp. dolný odhad a na ich praktickú
implementáciu. Pri implementácii budeme pouºíva´ takzvanú spätnú rekurziu dynamic-
kého programovania v tvare

Vi,u = p(xi,u) (5.3)
Vi,j−1 = max(p(xi,j−1), E[V (xij)|Xi,j−1]) (5.4)

kde p(xi,u) je diskontovaná výplatná funkcia v uzle xi,u, Vij je hodnota opcie v danom
£ase(uzle) xij, u je po£et uzlových bodov. Vo vz´ahu 5.4 prvý výraz v maximaliza£nej
funkcii je aktuálna hodnota, druhý výraz je odhadnutá hodnota, £iºe ak je v danom £aso-
vom uzle vä£²ia prvá hodnota, oplatí sa uplatni´ opciu, v opa£nom prípade je výhodnej²ie
neuplatni´ a pokra£ova´. Horný a dolný odhad sa bude lí²i´ spôsobom výpo£tu tohoto
odhadu v kaºdom uzle. Zave¤me si najskôr vhodné ozna£enie uzlov stromu. Hodnota xi,j
znamená i-ty uzol na j-tej £asovej vrstve (viz. obrázok 5.5).

Horný odhad. Pod©a systému spätnej rekurzie indukcie (5.3) a (5.4) potrebujeme teda
nájs´ nejaký odhad hodnoty opcie V (xi,j−1) v danom £asovom uzle xij. Budeme postupova´
spätne a to spôsobom, ºe odhad ceny opcie V (xi,j−1) v predchádzajúcom £asovom uzle
ur£íme ako priemer hodnôt vo v²etkých v uzloch(parameter vetvenia) v dal²ej £asovej
vrstve, ktoré z neho vychádzajú. Matematicky pre odhad ceny opcie

V̂ (xi,j−1) = max

(
p(xi,j−1),

1

v

v+c∑
i=1+c

xi,j

)
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Obr. 5.5:

kde c ozna£uje z ktorého uzla vychádzam a nadobúda hodnoty v,2v,3v,. . . ,uv, tj. v=prvý
uzol,2v=druhý uzol at¤., inak povedané ak sa nachádzame v j-tej £asovej vrstve, v ktorej
poznám výplatné funkcie p(xij), a chcem vypo£íta´ odhad pre cenu opcie v predchádzajúcej
vrstve v uzle xi,j−1 musím vypo£íta´ priemer z výplatných funkcií v j-tej £asovej vrstve v
bodoch xij, ktoré vychádzajú z uzla xi,j−1.

Interval spo©ahlivosti pre horný odhad má tvar

IS = V h(u, v)± zδ/2
sh(u, v)√

n

kde V h(u, v) je výberový priemer a sh(u, v) je výberová ²tandardná odchýlka z n replikácii
a zδ/2 je 1-δ kvantil.

Hovoríme, ºe tento odhad je vychýlený zhora v zmysle

E[V̂ (xi,j)] ≥ V (xij)

£o vyplýva z faktu, ºe pri rozhodovaní o tom £i uplatni´ opciu v danom £asovom uzle
a výpo£te odhadu ceny opcie pouºívame tú istú informáciu. Vlastne poru²ujeme pravidlá
toku informácii tým, ºe pri rozhodovaní pozeráme o krok do budúcnosti.

Dolný odhad. Tento odhad má snahu odstráni´ práve spomínaný defekt horného
odhadu a to tak, ºe sa snaºí rozhodovanie o uplatnení a výpo£et odhadu ceny opcie
informa£ne oddeli´. Vysvetlíme si to na nasledovnej zjednodu²enej schéme, majme problém
ur£i´

max(p, E[Y ])

kde p je výplatná funkcia v nejakom uzle a E[Y ] odhad ceny opcie pre daný uzol. Dolný
odhad spo£íva v modi�kácii výpo£tu daného odhadu ceny opcie a to nasledovne. Mnoºinu
Y si rozdelíme na dve disjunktné podmnoºiny Y1 a Y2 a vypo£ítame ich priemery Y 1 a Y 2

a tie pouºijeme na odhad ceny pod©a nasledovnej v²eobecnej schémy

V̂ =

{
p ak Y 1 < p

Y 2 inak
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�iºe hodnota Y 1 sa pouºila na rozhodovanie o tom £i uplatni´ opciu a v prípade
rozhodnutia neuplatni´ slúºi Y 2 ako odhad pre pokra£ujúcu hodnotu, tj. hodnotu v ¤al²ej
£asovej vrstve. Takýto odhad je zdola vychýlený v zmysle

E[V̂d] = Pr(Y 1 ≤ p).p+ (1− Pr(Y 1 ≤ p))E[Y ] ≤ max(p, E[Y ])

Teraz sa to pokúsime vysvetli´ konkrétnej²ie. Vezmime si nejaký uzol xi,j, majme para-
meter v = 3, potom z neho budú vychádza´ tri vrcholy x1+c,j+1, x2+c,j+1, x3+c,j+1, pre
c = 0, v, 2v.., uv. Ozna£me N1 = p(x1+c,j+1), N2 = p(x2+c,j+1), N3 = p(x3+c,j+1). Zrátame
odhady

ak (N2 +N3)/2 > p(xij)⇒ P1 = N1 inak P1 = p(xij)

ak (N1 +N3)/2 > p(xij)⇒ P2 = N2 inak P2 = p(xij)

ak (N1 +N2)/2 > p(xij)⇒ P3 = N3 inak P3 = p(xij)

resp. v²eobecne

ak (N1 + · · ·+Nk−1 +Nk+1 + · · ·+Nv)/(v − 1) > p(xij)⇒ Pk = Nk inak Pk = p(xij)

�o sme teda spravili. Za ú£elom odhadu sme vºdy vynechali jeden vrchol a zo zvy²ných
dvoch(resp. v−1 vrcholov pre iné hodnoty parametra v) vrcholov sme vypo£ítali o£akávanú
výplatu, teda priemer výplat pre danú mnoºinu v− 1 vrcholov. Túto odhadnutú hodnotu
porovnáme s hodnotou výplaty vo vrchole xij a pod©a toho sa rozhodujeme, £i uplatni´
opciu alebo pokra£ova´. Vynechaná hodnota bude slúºi´ ako výplata, ktorú dostaneme ak
sa rozhodneme neuplatni´ opciu vo vrchole xij. Ako posledný krok dopo£ítame výplatu v
uzle xij ako priemer

V̂d = (P1 + · · ·+ Pv)/v

Interval spo©ahlivosti pre dolný odhad má tvar

IS = V d(u, v)± zσ/2
sd(u, v)√

n

kde V d(u, v) je výberový priemer a sd(u, v) je výberová ²tandardná odchýlka z n replikácii
a zσ/2 je 1-δ kvantil.

Nakoniec z týchto odhadov, dolného a horného odhadu, dostaneme interval spo©ahli-
vosti pre odhad hodnoty V̂0 nazna£ený v (5.2) v konkrétnom tvare

IS(V̂0(u, v)) =

(
V0d(u, v)− zδ/2

sd(u, v)√
n

, V0h(u, v) + zδ/2
sh(u, v)√

n

)
V0d(u, v) je stredná hodnota dolného odhadu ceny opcie v £ase 0, sd(u, v) je ²tandardná
odchýlka týchto dolných odhadov a zδ/2 je 1−δ kvantil normálneho rozdelenia, analogicky
sme získali hodnoty pre horný odhad. Tento odhad sa potom asymptoticky so zvy²ujúcou
sa po£íta£ovou náro£nos´ou blíºi ku skuto£nej hodnote a pod©a uvedenej schémy môºeme
vypo£íta´ cenu konkrétnej bermudskej opcie alebo aproximova´ cenu americkej opcie.
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Broadie a Glasserman[5][11] navrhli zefektívnenie algoritmu z poh©adu výpo£tového
£asu a redukcie variancie. Vychádza z faktu, ºe hodnota horného a dolného odhadu v
konkrétnom uzle závisí len od podstromu vychádzajúceho z tohoto uzla, v¤aka £omu sa
dá skon²truova´ algoritmus, ktorého výpo£tová náro£nos´ sa zníºi z exponenciálnej na rád
O(uv + 1).

My²lienku metódy si môºeme demon²trova´ na zjednodu²enom príklade. Ozna£me si
postupnos´ uzlov ako j1j2 . . . ji, kde kaºdé ji môºe nadobudnú´ v hodnôt 1, ..., v, v je
parameter vetvenia, a majme nejakú za£iato£nú hodnotu ozn. R, z ktorej vychádzame.
Budeme sledova´ len jednu vetvu namiesto toho aby sme vygenerovali celý strom. Majme
²tvorkrokový strom(viz. obr.(5.6)) s parametrom vetvenia v = 3. Za£neme vygenerova-
ním "najvrchnej²iehoüzla- 1111, kde zistíme ºe nemôºeme ís´ dalej, a preto vygenerujeme
v²etkých nasledovníkov uzla 111- tj. máme tri uzly 1111,1112,1113. Z týchto uzlov vypo-
£ítame dolný a horný odhad. Odhady si uloºíme, uzly "zahodímeä pokra£ujeme kde sme
skon£ili, teda vygenerujeme dal²ieho nasledovníka uzla 11- tj uzol 112 jeho nasledovníkov
1121,1122,1123 a znova vypo£ítame odhady, "zahodímeüzly a pokra£ujeme vygenerovaním
uzla 113 a jeho nasledovníkov a postup opakujeme. Týmto spôsobom pokra£ujeme, aº kým
neprídeme k hodnote R, £o bude poºadovaná cena bermudskej resp. americkej opcie.

Obr. 5.6: Priebeh algoritmu na zníºenie výpo£tovej náro£nosti, uzly sú generované po-

stupne

5.6.3 Regresná metóda Monte Carlo

V tejto sekcií sa budeme venova´ vyuºitiu regresie pre výpo£et cien bermudských a americ-
kých opcií, známy algoritmus tohoto typu navrhli Longsta� a Schwartz[14] viac k problému
môºeme nájs´ aj u Glassermana[5] a u Korn,Korn,Kroisandt[2] a tieº u Chidinma[15].

Základná my²lienka je výpo£et cien opcií Ci(x) ako regresie z hodnôt Vi+1(Xi+1) sta-
vovej premennej x, ktorá môºe predstavova´ hodnoty stochastického procesu. Regresný
odhad spo£íva v lineárnej kombinácii funkcií premennej x a výpo£te regresných koe�cien-
tov. Úlohu si môºeme vyjadri´ nasledovne

E[Vi+1(Xi+1)|Xi = x] =
M∑
r=1

βirψr(x)
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kde ψr : Rd → R sú bázické funkcie pre regresiu a βir sú kon²tanty, r = 1, . . . ,M . Cenu
opcie Ci môºeme prepísa´ do nasledovného tvaru

Ci(x) = β>i ψ(x)

kde β>i = (βi1, ..., βiM) a ψ(x) = (ψ1(x), ..., ψM(x)) vektor koe�cientov βi bude daný
vz´ahom

βi = (E[ψ(Xi)ψ(Xi)
>])−1E[ψ(Xi)Vi+1(Xi+1)] ≡ B−1ψ BψV

pre nejakú maticu Bψ rozmeru M ×M a vektor BψV rozmeru M . Koe�cienty βir budeme
odhadova´ z dvojíc hodnôt (Xi, Vi+1(Xi+1,j)), j = 1, ..., b, £iºe z hodnoty procesu X v £ase
i a hodnoty opcie v £ase i + 1. Ke¤ predpokladáme, ºe hodnoty Vi+1(Xi+1,j) sú známe a
procesy (X1j, ..., Xmj) sú nezávislé potom odhad metódou najmen²ích ²tvorcov je daný

β̂i = B̂−1ψ B̂ψV (5.5)

a elementy matice B̂ resp. vektora B̂ψV majú predpis

1

b

b∑
j=1

ψq(Xij)ψr(Xij) resp.
1

b

b∑
k=1

ψr(Xik)Vi+1(Xi+1,k)

Samozrejme hodnoty Vi+1 sú zvy£ajne neznáme preto ich nahradíme odhadmi V̂i+1. V²etky
ostatné hodnoty vieme odhadnú´ z párov po sebe nasledujúcich vygenerovaných hodnôt
podkladového procesu (Xi, Xi+1,j), j = 1, .., b. Pod©a takto zade�novaných pravidiel do-
stávame odhad ceny opcie v tvare

Ĉi(x) = β̂>i ψ(x) (5.6)

Pre takto zade�novanú regresnú metódu môºeme zostavi´ algoritmus na Monte Carlo
odhad bermudskej resp. americkej opcie, má nasledovný v²eobecný tvar:
����������������������������

1. Generuj b nezávislých ciest (X1j, ..., Xmj), j = 1, ..., b podkladového Markovovského
procesu

2. V koncových uzloch nastav V̂mj = pm(Xmj), pm je výplatná funkcia opcie

3. Pouºi spätnú indukciu(dynamiku): pre i = m− 1, .., 1
-pre dané hodnoty V̂i+1,j, j = 1, ..., b pouºi regresiu pod©a zade�novaných pravidiel
a vypo£ítaj odhad β̂i = B̂−1ψ B̂ψV (5.5)

-vypo£ítaj Ĉi pod©a vz´ahu(5.6) a nastav

V̂ij = max{pi(Xij), Ĉi(Xij)}, j = 1, ..b (5.7)

4. Nastav V̂0 = (V11 + · · ·+ V1b)/b, dostávame Monte Carlo odhad ceny opcie
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Tabu©ka 5.11: Porovnanie výpo£tu ceny americkej call opcie regresnou metódou Monte

Carlo (pre N = 50000 simulácii a n=po£et delení £asového intervalu), metódou Cox-Ross-

Rubenstein(n=po£et delení £asového intervalu) a metódou kone£ných diferencií(n=po£et delení

priestoru ceny akcie a £asu), parametre: σ(T = 0.33) = 0.236, σ(T = 1) = 0.279, r = 1%

S0=46.12 Regresia Monte Carlo CRR metóda Kone£né diferencie

n 100 200 300 100 300 100 300 500

K=48,T=0.33 1.77 1.77 1.78 1.78 1.77 1.48 1.73 1.78

K=40,T=1 8.68 8.69 8.71 8.71 8.70 8.70 8.70 8.70

£as(std) 18s(0.01) 36s(0.01) 55s(0.01) 0.22s 1.35s 0.01s 0.02s 0.04s

�����������������������������
Pre b → ∞ odhad V̂0 konverguje ku skuto£nej hodnote V0(X0). Najznámej²ia úprava
tohoto v²eobecného algoritmu navrhli Longsta� a Schwartz[14], konkrétne odhad (5.7) v
algoritme nahradili nasledovným odhadom

V̂ij =

{
pi(Xij) ak pi(Xij) ≥ Ĉi(Xij)

V̂i+1,j ak pi(Xij) < Ĉi(Xij)

rovnako navrhujú vynecha´ uzly pre ktoré platí: p(Xij) = 0. Takýto odhad opä´ kon-
verguje pre b→∞ ku skuto£nej hodnote. Av²ak z dôvodu diskrétneho generovania pohybu
ceny opcie bude v praxi prítomné vychýlenie smerom nadol od skuto£nej hodnoty.

Presnos´ £i úspe²nos´ po£ítania cien opcií na základe regresie závisí aj od vhodne zvole-
ných bázickách funkcií. Naj£astej²ou vo©bou sú polynómy, a navy²e platí, ºe so stúpajúcou
dimenziou (po£tom podkladových aktív) rýchlo narastá po£et bázických funkcií, ktoré mu-
síme pouºi´. Na stru£ný preh©ad moºných tvarov bázických funkcií je moºné nahliadnu´ v
nasledujúcej tabu©ke, tak ako boli navrhnuté u Korn,Korn,Kroisandt[2].

typ Bázické funkcie
1 Im = (1, 1, 1..1, 1)
2 S1, S2, .., Sm + typ 1
3 v²etky mocniny do 3. rádu:Si, S2

i , S
3
i ,i=1,..,m

4 Si, S
2
i , S

3
i , i = 1, ..,m+ h(S1, S2, .., Sm)

5 mocniny do 3. rádu jednej premennej + h(S1, S2, .., Sm) + kríºne násobky: Si.Sj(i 6= j)
6 v²etky mocnicy do 7.rádu

V²eobecne lep²ie výsledky sa dosahujú s typom 5 s kríºnymi násobkami, ale prezento-
vané bázické funkcie nie sú záväzné a prípustné sú ¤al²ie modi�kácie týchto základných
funkcií.

Pre lep²ie pochopenie mechanizmu metódy si ukáºeme výpo£et ceny opcie s paramet-
rami T = 1, σ = 0.279, r = 0.01, K = 40, S0 = 46.12, pri£om budeme pre jednoduchos´
uvaºova´ dva zastavovacie £asy: t1 = 0.5, t2 = 1 a vykonáme 3 simulácie. Zna£enie je nasle-
dovné: V :=matica odhadnutých výplat v danom £ase ti(pod©a( 5.7)), E :=matica výplat
ak vyuºijeme opciu v danom £ase ti, St :=£asový vývoj podkladového aktíva a β ozna£uje
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regresný koe�cient. St¨pce matíc ozna£ujú zastavovacie £asy a riadky matice predstavujú
jednotlivé simulácie. Potom algoritmus má nasledovný priebeh:
1. Simuluj podkladové aktívum a vypo£ítaj matice C, E v koncovom £ase:

St =

46.12 49.659 52.581
46.12 36.262 41.586
46.12 52.165 41.135

 , V =

0 0 12.581
0 0 1.586
0 0 1.135

 , E =

0 9.659 52.581
0 0 41.586
0 12.165 41.135


2. V £ase t1 = 0.5(tj. v druhom st¨pci) nájdi riadky, v ktorých sú hodnoty matice St
nenulové(v tomto prípade 1 a 3) a vektor týchto hodnôt pouºi ako vstup do regresie X, ako
vstup Y do regresie diskontuj hodnoty (v riadkoch 1 a 3) prislúchajúce nasledovnej £asovej
vrstve (t2 = 1) matice V :

X =

(
49.659
52.165

)
, Y =

(
12.5178
1.1295

)
3. Odhadni koe�cient β, v tomto prípade je daný ako:

RegMat = [ones(size(X, 1), 1), X,X.∧2, X.∧3], β = RegMat \ Y
(zápis regresie v matlabe, bázické funkcie sú X,X2, X3)

⇒ β = (0, 0, 0.0974413,−0.001859985)

a vyuºi metódu spätnej indukcie pod©a (5.7), potom odhad pre V je pomocou regresie
daný ako

V ([1, 3], 2) = 0 + 0.X + 0.0974413.X2 − 0.001859985.X3 =

(
12.5178
1.1295

)
teda matica V má tvar a porovnaním s maticou E dostávame strátegiu uplatnenia

V =

0 12.5178 12.581
0 0 1.586
0 1.1295 1.135

 ,
uplatni ak E>V−−−−−−−−−→ stratégia =

0 0 1
0 0 1
0 1 0


ak stratégia=1 (pre daný index ij matíc) nahra¤ hodnotu v matici V hodnotou z

matice E, ak stratégia=0 nahra¤ hodnotu vo V diskontovanou hodnotou E z nasledujúcej
£asovej vrstvy, potom dostávame kone£ný tvar matice V , ktorý by sme mohli pouºi´ v
¤al²ej iterácii ak by sme mali viac £asov zastavenia. Pre tento príklad tu algoritmus kon£í,
pokra£ujeme výpo£tom ceny

V =

0 12.5178 12.581
0 1.578 1.586
0 12.165 1.135


4. Vypo£ítaj cenu opcie pod©a stratégie uplatnenia z matice St

St =

46.12 49.659 52.581
46.12 36.262 41.586
46.12 52.165 41.135

 ,
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cena =
payo�

po£et simulácii
=
e−0.01.1(12.581 + 1.586) + e−0.01/212.156

3
= 8.71

Zvy²ovanie po£tu simulácii prirodzene zvý²i po£et riadkov matíc, a zvy²ovanie po-
£tu zastavovacích £asov zase zvý²i po£et st¨pcov matíc. Analogickým spôsobom pre men²í
po£et zastavavacích £asov môºeme oce¬ova´ rôzne bermudské opcie a vysokým po£tom za-
stavovacích £asov môºeme aproximova´ americké opcie a tieº môºeme meni´ pod©a potreby
výplatnú ²truktúru.

Záver: V tejto sekcií sme predstavili dva spôsoby, ktorými sa dajú metódami Monte
Carlo oce¬ova´ americké resp. bermudské opcie. Vzh©adom na komplikovanej²í charakter
tohoto druhu opcií aj algoritmy vychádzajúce z princípov Monte Carlo boli komplikova-
nej²ie v porovnaní s algoritmami európskych £i exotických typov opcií a bolo navrhnutých
viacero rozli£ných metód výpo£tu, dobrý preh©ad nájdeme u Glassermana[5]. My sme sa
zamerali na najpouºívanej²í z týchto algoritmov, ktorým je regresná metóda Monte Carlo.
Ukazuje sa, ºe je dobrým nástrojom na oce¬ovanie bermudských opcií malým po£tom za-
stavení, kde sa javí ako ve©mi efektívna vo©ba. Metóda náhodných stromov je vhodnou na
pouºitie len pre malý po£et bodov zastavenia, inak sa stáva ve©mi neefektívnou a môºe
by´ metódou výpo£tu rovnako pre bermudské opcie s malým po£tom moºností uplatnenia
opcie. Konkuren£nou a porovnate©nou moºnos´ou v jednorozmernom prípade je pouºitie
metódy binomických stromov.

Rovnako pre ve©ký po£et zastavení môºeme touto metódou aproximova´ aj cenu ame-
rickej opcie(viz. tabu©ka 5.11, pouºili sme bázické funkcie typu 3 ), kde v²ak naráºame
na problém rýchlo sa zvy²ujúceho výpo£tového £asu s rastom po£tu bodov zastavenia a
taktieº diskrétny charakter moºností zastavenia bude generova´ podhodnotené, tvz. nadol
vychýlené odhady, ktoré pre zvy²ujúci sa po£et Monte Carlo simulácii nekonvergujú ku
skuto£nej hodnote, ale len ku hodnote závislej od po£tu bodov zastavenia. Rovnako ako v
ostatných jednorozmerných prípadoch aj na americké opcie sme aplikovali metódu reduk-
cie variancie, konkrétne metódu moment matching, a výrazne zvý²i´ spo©ahlivos´ odhadov.
Výpo£tový £as rýchlo rastie pri pouºití ve©kého po£tu simulácii (v rádoch vy²²ích ako 104)
a vysokého po£tu £asov zastavení z dôvodu rýchlo sa zvy²ujúcich nárokov na pamä´ovú
kapacitu. V jednorozmernom prípade preto nájdeme spo©ahlivej²ie resp. rýchlej²ie metódy
na ich oce¬ovanie ako sa dá vidie´ v tabu©ke 5.11.

Av²ak rovnako ako pre uº analyzované problémy aj regresnú metódu Monte Carlo
vieme aplikova´ na vy²²ie dimenzie a týmto efektívne oceni´ viacrozmerné bermudské
opcie, ko²ík amerických opcií resp. iné ²peci�cké typy viacrozmerných opcií daného typu.
Glasserman v [5] pouºil metódu na 7-rozmerný problém oce¬ovania americkej opcie, Long-
sta� a Schwartz[14] po£ítali americko-ázijské opcie, teda ázijské opcie s ©ubovo©ným £asom
uplatenia, Korn,Korn,Kroisandt[2] pouºili metódu na výpo£et americkej 3-rozmernej max
opcie, teda opcie ktorá vypláca rozdiel maximálnej hodnoty z troch aktív a expira£nej ceny
a okrem toho v²etci z týchto autorov porovnávali výsledky pre rozli£né pouºité bázické
funkcie, ktoré taktieº mali vplyv na výsledok. Aj na základe týchto výsledkov a na²ich zis-
tení môºeme poveda´, ºe regresná metóda Monte Carlo môºe by´ efektívny spôsob výpo£tu
rozli£ných typov viacrozmerných amerických £i bermudských opcií a poskytuje zaujímavú
oblas´ na ¤al²ie skúmanie moºností aplikácie metódy.



Kapitola 6

Simulácia modelov úrokových mier

V tejto kapitole prejdeme od simulácii cien opcií ku derivátom úrokovej miery. Aj v tejto
oblasti nachádzajú Monte Carlo metódy ²iroké uplatnenie. Môºeme ju aplikova´ na short-
rate modely a modely vychádzajúce z Heath-Jarrow-Morton rámca predstavené v kapitole
2.3, a boli by sme schopný zostroji´ numerickú schému vyuºívajúcu my²lienok Monte Carlo
metód a v¤aka tomu simulova´ vývoj úrokových mier resp. £asovú ²truktúru úrokových
mier a následne po£íta´ ceny dlhopisov alebo ceny derivátov ako sú swapy a capy. Mnoºstvo
podrobností o daných aplikáciach nájdeme v [5][2][22]. My sme vybrali pre aplikáciu Monte
Carlo simulácii LIBOR model, ktorého podstatu vysvetlíme v ¤al²om texte a následne
ukáºeme aj spôsob, ako pomocou simulácii vypo£íta´ cenu derivátu cap.

6.1 Forwardové úrokové miery

6.1.1 LIBOR model úrokových mier

Tento model popisuje vývoj £asovej ²truktúry úrokových mier prostredníctvom forwar-
dových úrokových mier. Oproti spomínaných modelom z kapitoly 2.3 nie je zaloºený na
spojitom priebehu, ale £asová ²truktúra úrokových mier je ur£ovaná len v daných £asových
uzloch. Práve tento prípad sa lep²ie pribliºuje reálnej situácii, ke¤ºe úrokové miery nie sú
ur£ované spojite. Takýto model sa nazýva aj LIBOR model úrokových mier.

Ozna£me si L ako nejakú mieru prislúchajúcu pre nejaký £asový interval δ(typicky
nadobúda hodnoty δ = 1/4 pre ²tvr´rok a podobne). Úrokový výnos z jednej pe¬aºnej
jednotky v danom £asovom intervale je δL. Potom forwardovú úrokovú mieru si môºeme
predstavi´ tak, ºe ke¤ za�xujeme δ a ur£íme si nejaký £as do expirácie, potom forwardová
miera L(0, T ) je miera nastavená pre £as 0 a platná na intervale [T, T+δ]. �iºe ak vstúpime
do nejakého konkraktu v £ase 0 za ú£elom poºi£ania si jednej pe¬aºnej jednotky v £ase
T a vyplatíme ju úrokom v £ase T + δ, tak výnos za toto obdobie bude δL(0, T ). Vz´ah

58
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medzi forwardovou LIBOR mierou a cenami dlhopisov je daný vz´ahom

L(0, T ) =
B(0, T )−B(0, T + δ)

δB(0, T + δ)

okrem toho vieme napísa´ vz´ah medzi LIBOR mierou a spojitou forwardovou mierou

L(0, T ) =
1

δ

(
exp

(ˆ T+δ

T

f(0, u)du

)
− 1

)
�alej treba poznamena´, ºe LIBOR miery budeme povaºova´ za bezrizikové, teda budú

sp¨¬a´ podmienku bezarbitráºneho oce¬ovania.
Ako bolo povedané, v tomto type modelu budeme uvaºova´ kone£nú, vopred �xovanú

mnoºinu expira£ných £asov

0 = T0 < T1 < ... < TM < TM+1

¤alej ozna£me d¨ºku £asového intervalu medzi jednotlivými expira£nými £asmi ako

δi = Ti+1 − Ti, i = 0, 1, ...,M

Pre kaºdý £as do expirácie Tn majme de�novanú Bn(t) cenu dlhopisu v £ase t, ktorý vypr²í
v £ase Tn, 0 ≤ t ≤ Tn. Obdobne forwardovú mieru v £ase t zodpovedajúcu expira£nému
£asu [Tn, Tn+1] budeme ozna£ova´ ako Ln(t). Na základe tejto terminológie si môºeme
vyjadri´ vz´ah medzi forwardovou mierou a cenou dlhopisu ako

Ln(t) =
Bn(t)−Bn+1(t)

δnBn+1(t)
, 0 ≤ t ≤ Tn, n = 0, 1, ...,M

kde si treba uvedomi´, ºe po £ase Tn ur£enie Ln(t) nemá zmysel, a platí ºe Ln(t) = Ln(Tn)
pre t > Tn. Okrem toho vieme obráti´ tento vz´ah a ur£i´ cenu dlhopisu v expira£ných
£asoch zo znalosti forwardových mier

Bn(Ti) =
n−1∏
j=i

1

1 + δjLj(Ti)
, n = i+ 1, ...,M + 1

kde treba ma´ na pamäti, ºe LIBOR forwardové miery ur£ujú cenu dlhopisu len v daných
expira£ných £asoch, nie v²ak v ©ubovo©nom £ase Tn ≤ t ≤ Tn+1 medzi nimi, a to kvôli
neznalosti diskontného faktora v £asoch t. Celú túto schému si môºeme prehliadnu´ na
obrázku 6.1. .

Majme funkciu q : [0, TM+1]→ {1, ..,M + 1}, kde q(t) bude práve jedno £íslo také, ºe

Tq(t)−1 ≤ t ≤ Tq(t)

£o znamená, ºe funkcia q(t) prira¤uje index nasledujúceho expira£ného £asu pre ©ubo-
vo©ne zvolené t a v¤aka tomu môºeme dode�nova´ cenu dlhopisu aj v ©ubovo©nom £ase t
predpisom

Bn(t) = Bq(t)(t)
n−1∏
j=q(t)

1

1 + δjLj(t)
, 0 ≤ t < Tn
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Obr. 6.1: Schéma fungovania LIBOR úrokových mier

Pokra£ujme ¤alej v zostrojovaní modelu, ktorý bude opisova´ vývoj forwardových LI-
BOR mier. Budeme vyuºíva´ rovnaké nástroje ako pri simuláciach cien opcií, a konkrétne
na tento ú£el budeme pouºíva´ stochastickú diferenciálnu rovnicu, pre ktorú platia fakty
uvedené v kapitole 2

dLn(t)

Ln(t)
= µn(t)dt+ σn(t)>dW (t), 0 ≤ t ≤ Tn, n = 1, ...,M (6.1)

kde W je k-rozmerný Brownov pohyb. Koe�cienty µn a σn navy²e môºu návisie´ na ak-
tuálnej hodnote forwardových mier v £ase t (L1(t), ..., LM(t)) a tieº od £asu t a na²ou
teoretickou úlohou je nájs´ daný predpis pre koe�cient driftu µn(t) aby bola splnená pod-
mienka zamedzenia arbitráºe. Koe�cient σ sa môºe vhodne zvoli´, ale £asto sa uvaºuje
ako kon²tatna a tak ho budeme bra´ aj my pre potreby simulácii. Inou moºnos´ou je ur£i´
kompletnú ²truktúru volatility pomocou metód na to ur£ených na základe trhových dát.

Budeme sa teda zaujíma´ o tvar driftu a potrebujeme ur£i´ tvz. numeraire. Pre spojitý
prípad nám posta£oval ako numeraire rizikovo neutrálna miera v tvareB(t) = exp(

´ t
0
r(u)du).

Ukáºeme si dva spôsoby vo©by driftu, ke¤ºe úlohou práce nie je podrobná analýza mo-
delu, nebudeme ich podrobne odvodzova´, pouºijeme len výsledky, ktorých odvodenie sa
dá nájs´ v [5].

Prvá moºnos´ je vyuºitie tvz. spotovej miery, kde ako numeraire si ur£íme aktívum,
ktoré rastie pod©a predpisu

B∗(t) = Bq(t)(t)

q(t)−1∏
j=0

(1 + δjLj(Tj))

a dode�nujeme si diskontovaný dlhopis ako Dn(t) = Bn(t)/B∗(t) a následne mate-
matickým aparátom by sme zistili tvar stochastickej diferenciálnej rovnice pre dynamiku
LIBOR mier ako

dLn(t)

Ln(t)
=

n∑
j=q(t)

δjLj(t)σn(t)>σj(t)

1 + δjLj(t)
dt+ σn(t)>dW (t), 0 ≤ t ≤ Tn (6.2)



KAPITOLA 6. SIMULÁCIA MODELOV ÚROKOVÝCH MIER 61

Druhá moºnos´, ktorú môºeme vyuºi´ je modelova´ vývoj pod tvz. forwardovou mierou,
ozn. PM+1, s prislúchajúcim expira£ným £asom TM+1 a vzia´ ako numeraire dlhopis BM+1

a opä´ de�nova´ diskontovaný dlhopis ako Dn(t) = Bn(t)/BM+1 kde

Dn(t) =
M∏

j=n+1

(1 + δjLj(t))

a znova by sme boli schopný zisti´, ºe stochastická diferenciálna rovnica pre dynamiku
LIBOR mier prejde na tvar

dLn(t)

Ln(t)
= −

M∑
j=n+1

δjLj(t)σn(t)>σj(t)

1 + δjLj(t)
dt+ σn(t)>dWM+1(t), 0 ≤ t ≤ Tn (6.3)

Ke¤ vezmeme n = M dostávame

dLM(t)

LM(t)
= σM(t)>dWM+1(t)

a zis´ujeme, ºe LM je martingal pod forwardovou mierou pre £as expirácie TM+1 a navy²e
ak σM je deterministické potom LM(t) má lognormálne rozdelenie logN(−σ̃2

M(t)/2, σ̃2
M(t)),

kde

σ̃M(t) =

√
1

t

ˆ t

0

||σM(u)||2du (6.4)

6.1.2 Simulácia LIBOR forwardových mier a oce¬ovanie derivátov

Oce¬ovanie derivátov úrokových mier si zvy£ajne vyºaduje pouºitie simulácii, práve Monte
Carlo simulácie sú ve©mi £astou vo©bou ako získa´ cenu derivátov ako sú caplets resp. capy
alebo swaptions resp. swapy, a samozrejme mnoºstva iných typov derivátov.

Pri simuláciach LIBOR mier budeme vºdy �xova´ £asové uzly 0 = t0 < t1 < ... < tm <
tm+1, ktoré budú splýva´ so zade�novanými £asmi expirácie. Ako sme spomínali budeme
pouºíva´ kon²tantnú volatilitu. Okrem toho musíme akceptova´, ºe pri simuláciach bude
prítomná istá diskretiza£ná chyba, ktorej sa ´aºko vyhnú´, aj ke¤ existujú diskretiza£né
metódy vyvinuté za týmto ú£elom, ktoré sa ju snaºia minimalizova´.

Máme viacero moºností ako simulova´ LIBOR miery, £astá vo©ba je jednoduchá Eule-
rova schéma, ktorá v princípe simuluje dynamiku ©ubovo©nej stochastickej diferenciálnej
rovnice(pre ná² prípad 6.3), ktorú aj pouºijeme.

Budeme postupova´ pod©a nasledujúcej schémy, ktorá v súlade s (6.3) má tvar

Ln(ti+1) = Ln(ti) + µn(L(ti), ti)Ln(ti)[ti+1 − ti] + Ln(ti)
√
ti+1 − tiσn(ti)

>Zi+1 (6.5)

s driftom v tvare

µn(L(ti), ti) = −
M∑

j=n+1

δjLj(ti)σn(ti)
>σj(ti)

1 + δjLj(ti)
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kde Z1, Z2, .. sú nezávislé náhodné vektory s rozdelením N(0, I) v priestore Rm. Okrem
toho predpokladajme, ºe máme k dispozícii vstupný vektor cien dlhopisov, a nastavíme
za£iatocný vektor LIBOR mier pod©a predpisu

Ln(0) =
Bn(0)−Bn+1(0)

δnBn+1(0)
, n = 1, ...,M (6.6)

Na základe takto de�novaného modelu pre dynamiku vývoja LIBOR úrokových mier
si ukáºeme ako oce¬ova´ deriváty typu cap. Cap si môºeme predstavi´ ako mnoºinu tvz.
capletov, pri£om kaºdý caplet môºeme chápa´ ako jednoduchú call opciu na forwardovú
mieru (LIBOR).

Ak uvaºujeme £asový interval pre konkrétny expira£ný £as [Tn, Tn+1], k nemu uvaºujme
podkladovú úrokovú mieru Ln, ktorej hodnota Ln(Tn) je �xovaná v £ase Tn. �alej si ozna-
£íme expira£nú cenu ako K a výplatnú funkciu pre caplet v tvare δn(Ln(Tn)−K)+. Cenu
takto de�novaného capletu v £ase t ozna£me Cn(t), cenu v terminálnom £ase poznáme:
Cn(Tn+1) = δn(Ln(Tn)−K)+ a na²ou úlohou bude nájs´ cenu v £ase 0, tj. Cn(0).

Pri forwardovej miere Pn+1 s prislúchajúcim expira£ným £asom Tn+1, vlastnos´ mar-
tingalu sa aplikuje na výraz Cn(t)/Bn+1(t) a pre hodnotu Cn(0) teda dostávame

Cn(0) = Bn+1(0)En+1

[
δn(Ln(Tn)−K)+

Bn+1(Tn+1)

]
(6.7)

kde En+1 je o£akávanie pri miere Pn+1 a navy²e Bn+1(Tn+1) = 1 a teda dané o£akávanie
závisí len od pravdepodobnostného rozloºenia Ln(Tn). Ak navy²e vezmeme σn ako de-
terministické, potom Ln(Tn) má lognormálne rozloºenie logN(−σ̃2

n(Tn)/2, σ̃2
n(Tn)), kde σ̃n

sp¨¬a (6.4).
Pre analogicky de�novaný caplet existuje aj analytická aproximácia, tvz. Black formula,

ktorá má tvar

Cn(0) = b

(
FΦ

(
log(F/K) + σ2T/2

σ
√
T

)
−KΦ

(
log(F/K)− σ2T/2

σ
√
T

))
(6.8)

kde v súlade s doteraj²ím zna£ením F = Ln(0), σ = σ̃n(Tn), T = Tn a b = δnBn+1(0).
Ako sme povedali derivát typu cap je súborom vy²²ie zade�novaných capletov, teda

istých platieb vyplácaných v stanovených expira£ných termínoch Ti. Nasledujúca schéma
podrobne popisuje jeden konkrétny výstup a predstavuje v²eobecný algoritmus na výpo£et
ceny derivátu cap

1. Zade�nujeme si parametre δ = 0.25(rovnaké £asové rozostupy medzi expira£nými
£asmi),σ = 0.2(kon²tatná volatilita),K = 0.02(expira£ná cena) a zvolíme n=6(£iºe
máme 1.5 ro£ný cap derivát),vstupný vektor forwardových
cien je Ln(0) = (0.02, 0.011, 0.02, 0.03, 0.036, 0.041, 0.045)

2. Vygeneruj forwardovú LIBOR ²truktúru úrokových mier predpisom (6.5) a vypo£ítaj
prislúchajúci numeraire pod©a predpisu

Bn+1(Ti) =
n+1∏
j=i

1

1 + δjLj(Ti)



KAPITOLA 6. SIMULÁCIA MODELOV ÚROKOVÝCH MIER 63

Obr. 6.2: Simulácia ²truktúry úrokovej miery, plnou £iarou je znázornená po£iato£ná ²truktúra

LIBOR mier a preru²ovanou £iarou 3 jej simulácie

a diskontovanú cenu opcie ako

Ci(Ti+1) =
(Li(Ti)−K)+

Bn+1(Ti+1)
(6.9)

jeden takýto výstup je v nasledujúcich tabu©kách (viz. tabu©ka 6.1)

Tabu©ka 6.1: Jeden výstup výpo£tu ceny cap pod©a schémy (6.9) pomocou simulácii LIBOR

modelu, následný výstup cien pre daný po£et n simulácii spolu so ²tandartnou chybou odhadu a

porovnanie s antithetics odhadom(4.8) pre n=(n/2+n/2 antithetics) simulácii

Ti 0 0.25 0.50 0.75 1.0 1.25 1.5

Li(Ti) 0.0200 0.0136 0.0217 0.0339 0.0379 0.0423 0.0528

Bn+1(Ti+1) 0.9454 0.9547 0.9581 0.9686 0.9782 0.9870 V =
∑n
i=1 Ci(Ti+1)

Ci(Ti+1) 0 0 0.0017 0.0144 0.0183 0.0226 0.0569

n=1000 n=10000 n=100000

V SE V SE V SE

50.14 0.71 49.01 0.22 48.94 0.07 prenásobené *1000

antithetics 49.06 0.75 48.72 0.24 48.94 0.08 prenásobené *1000

£as(antithetics) 0.37(0.24)s 3.7(2.1)s 55(28)s

3. Vypo£ítaj cenu opcie z danej simulácie ako: V =
∑n

i=1Ci(Ti+1) = 0.0569

4. Opakuj N -krát a získaj Monte Carlo odhad: V̂ =
∑106

i=1 Vi = 0.04898(SE=0.0002)
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Záver: Monte Carlo simulácia je ú£inným a ²iroko pouºite©ným nástrojom na simulo-
vanie vývoja úrokových mier, £i uº spojitého charakteru alebo ako sme ukázali v tejto
kapitole diskrétneho charakteru, £iºe LIBOR modely úrokových mier a navy²e simulá-
cia ponúka vysokú �exibilitu pre oce¬ovanie derivátov úrokových mier. Zaoberali sme sa
oce¬ovaním derivátu typu cap, kde sme neboli obmedzovaný mnoºstvom a charakterom
expira£ných £asov £i tvarom volatility. Aj ke¤ sme pouºili kon²tatnú volatilitu, v praxi
pomocou zloºitej²ích metód môºeme ur£i´ presnú ²truktúru volatility, krátko k tomuto
problému nájdeme v [5], na presnej²ií vypo£et ceny derivátu. V analytickom prístupe sa
nám ponúka Blackova formula na výpo£et caplets majúca obmedzenia a £asto na rie²enie
problémov nie je posta£ujúca.
Celkovo je preto simula£ný prístup metódy Monte Carlo výhodnej²í a prirodzenej²í pre oce-
¬ovanie reálnych cien derivátov trhových úrokových mier. Taktieº sme skúmali moºnosti
pouºitia jednoduchej metódy redukcie variancie, tvz. antithetics, ktorá aj ke¤ signi�kantné
zníºenie variancie neponúka, ²etrí istý výpo£tový £as. Av²ak zostáva tu otvorený priestor
na skúmanie so�stikovanej²ích metód zvy²ovania efektívnosti metódy.

Ako iné aplikácie podobného typu môºeme uvies´ £asto pouºívané swapy[10] a pomocou
Monte Carlo metód simulova´ vývoj swapových mier a následne po£íta´ deriváty ako sú
swaptions, na túto tému môºeme nájs´ viac v [5][2][22].



Záver

V práci sme sa zaoberali pouºitím Monte Carlo metódy v oblasti �nancií, konkrétne sme
ich aplikovali na simulácie vývoja �nan£ných aktív ako sú akcie, futures £i LIBOR úro-
kové miery a výpo£et cien ich derivátov. Sledovali sme hlavne efektívnos´ tejto metódy,
£iºe sme sledovali výpo£tovú náro£nos´ a varianciu, pri jej pouºití na výpo£et cien rôznych
typov �nan£ných derivátov. Rovnako sme sledovali vplyv zmeny parametrov na výsledky
simulácii, diskutovali sme pouºitie metód redukcie variancie na ich zefektívnenie a taktieº
sme porovávali výsledky získané Monte Carlo simuláciami s inými analytickými £i nume-
rickými metódami a na základe toho zhodnocovali vhodnos´ £i efektívnos´ pouºitia Monte
Carlo metódy pri rie²ení rôznych problémov.

Danou metódou sme schopní vypo£íta´, dá sa tvrdi´, v²etky typy derivátov, av²ak ako
sme zistili s pomerne odli²nou efektivitou. V²eobecbou £rtou pouºitia pri v²etkých typoch
derivátov je prítomnos´ ²tandardnej chyby, ktorá je závislá od po£tu pouºitých simulácii a
predstavuje najvä£²í problém metódy. Preto je nevyhnutné pouºíva´ rôzne metódy redukcie
variancie, v práci boli pouºité hlavne metódy kontrolovaných variet a moment matching
metóda, pouºitím ktorých sa vo viacerých prípadoch výrazne podarilo zníºi´ varianciu a
tým aj zníºi´ výpo£tový £as a zvý²i´ spo©ahlivos´ výpo£tov. Medzi výhody metódy môºeme
zahrnú´ pomerne jednoduchú algoritmickú implementáciu.

Pri oce¬ovaní derivátov sa efektívnos´ metódy lí²i s oh©adom na ²truktúru derivátu £i
po£et podkladových aktív. Zistenia môºeme zhrnú´ do nasledovných nieko©kých bodov:
- Jednorozmerný prípad: ako uºito£ná a pomerne efektívna sa ukazuje aplikácia na výpo-
£et aritmetických ázijských opcií, pre niº²í po£et bodov priemerovania dostávame presné
a rýchle rie²enia, v ostaných prípadoch je vhodnej²ie po£íta´ ceny rie²ením parciálnej di-
ferenciálnej rovnice. Naopak najmenej efektívnou vo©bou je pouºitie metódy v prípade
bariérových opcií, z dôvodu vysokého výpo£tové £asu a vychýlenia odhadu ceny z dô-
vodu diskrétneho sledovania prekro£enia bariéry a v tomto prípade je vhodnej²ie pouºi´
inú numerickú metódu ako napríklad metódu kone£ných diferencií. Spo©ahlivú cenu s rela-
tívne nízkym výpo£tovým £asom dostávame aj pre prípad európskej opcie, av²ak z dôvodu
existencie jednoduchého analytického rie²enia nie je efektívne v tomto prípade pouºíva´
simulácie.
- �peciálnu pozornos´ sme venovali Monte Carlo metódam oce¬ovania amerických a ber-
mudských opcií, ktorých implementácia je náro£nej²ia ako v ostatných jednorozmerných
aplikáciach z dôvodu komplikovanej²ej výplatnej ²truktúry, konkrétne sme najviac pozor-
nosti venovali regresnej metóde Monte Carlo. Zistili sme, ºe metóda poskytuje porov-
nate©né výsledky s inými numerickými metódami av²ak s pomerne vysokou výpo£tovou
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náro£nos´ou. Získaná cena je závislá na po£te £asov zastavenia a pouºitých bázických
funkcií, ktoré môºu by´ zdrojom zvy²ovania výpo£tového £asu resp. vychýlenosti odhadu
ceny a v jednorozmernom prípade je preto vhodnej²ie pouºi´ iné numerické metódy. Druhá
metóda, ktorej sme venovali pozornos´, metóda náhodných stromov, je numericky ve©mi
náro£ná a vhodná len na oce¬ovanie bermudských opcií s malým po£tom moºností uplat-
nenia.
- Viacrozmerný prípad: atraktivita metódy narastá s nárastom dimenzií problému. Po-
darilo sa nám oce¬i´ dvojrozmernú crack spread opciu a takisto desa´rozmerné ko²íkové
opcie ázijského aj európskeho typu. Dosiahli sme kvalitatívne rovnaké výsledky ako v
jednorozmerných prípadoch, a preto metódy Monte Carlo umoº¬ujú prechod do vy²²ích
dimenzií iba s relatívne nízkym nárastom výpo£tového £asu a pomocou nich sme schopní
oce¬i´ ko²ík opcií ©ubovo©ných výplatných ²truktúr. Regresná metóda Monte Carlo rov-
nako umoº¬uje prechod do vy²²ích dimenzí, £ím poskytuje moºnos´ výpo£tu rozli£ných
viacrozmerných amerických typov derivátov a môºe by´ £asto vhodnou vo©bou pre výpo-
£et a tieº poskytuje zaujímavý výh©ad na skúmanie Monte Carlo metód pre viacrozmerné
americké deriváty.
- V prípade jednorozmerných opcií sa dosahujeme najvýraznej²ie zníºenie variancie po-
mocou metódy moment matching, kde sa podarilo zníºi´ varinciu rádovo na tretinu, v
prípade kontrolovaných variet pribliºne o polovicu. Tieto metódy sa v²ak nedajú uplatni´
vo vy²²ích dimenziách resp. nedávajú dobré výsledky, preto pre viacrozmerné simulácie
treba h©ada´ iné metódy redukujúce varianciu. Oblas´ zaoberajúca sa redukciou variancie
Monte Carlo odhadov necháva priestor pre ¤al²ie skúmanie , ke¤ºe pouºívanie týchto me-
tód je ve©mi ºiadúce.
- Zistili sme taktieº citlivos´ metódy na parametre, konkrétne ²tandartná chyba simulácii
narastá so zvy²ovaním ceny opcie, rovnako je podstatná zvolená jemnos´ delenia £asového
intervalu, ktoré na jednej strane rýchlo zvy²uje výpo£tovú náro£nos´ na druhej strane pri
ve©mi hrubom delení £asto dostávame cenu derivátu, ktorá je vychýleným odhadom.
- Ve©kou oblas´ou uplatnenia Monte Carlo simulácii sú úrokové miery a výpo£et ich derivá-
tov. Konkrétne sme sa zaoberali simuláciou dynamiky vývoja LIBOR modelov úrokových
mier a výpo£tom derivátu typu cap. Monte Carlo metódy sú v tejto oblasti ve©mi uºi-
to£né, ke¤ºe £asto nie je moºné v reálnych aplikáciach analytické rie²enie, a táto metóda
je efektívnym spôsobom výpo£tu. Samozrejme moºnosti pouºitia sú ²iroké a táto oblas´
taktieº poskytuje výh©ad na ¤al²ie skúmanie moºností efektívnej aplikácie Monte Carlo
metódy v oblasti �nancií.

Na záver sa dá zhodnoti´, ºe metóda Monte Carlo si ur£ite nachádza svoje miesto
medzi metódami na rie²enie problémov v oblasti �nancií a taktieº sa dá predpoklada´, ºe
nebude stráca´ na atraktivite, kedºe jej najvä£²ia nevýhoda - výpo£tový £as sa neustále
zmen²uje s rozvojom výkonnej²ej výpo£tovej techniky.



Príloha

Tu sa dajú nájs´ kódy v matlabe pouºité na Monte Carlo simulácie rôznych typov derivá-
tov.

1. Algoritmus na Monte Carlo simuláciu ceny ázijskej aritmetickej call opcie

function Price=Asiancall(n,N,m,r,T,S0,K,sigma)
%%Price=cena azijskej aritmetickej opcie,n=pocet simulacii,m=pocet replikacii,
%%N=pocet casovych krokov,r=bezrizikova ur.miera,T=expiracny cas,
%%K=strike cena,sigma=volatilita,S0=pociatocna cena,
%%se=standardna chyba 1 replikacie,t=vypoctovy cas
C=zeros(n,1);dt=T/N;S(1)=S0;e=cputime;b=0.4;
for ii=1:m
Z=randn(n,N);pZ=mean(Z);sZ=std(Z);
for i=1:n
for j=1:N-1
S(j+1)=S(j)*exp((r-1/2*sigma∧2)*dt+sigma*sqrt(dt)*(Z(i,j)-pZ(j))/sZ(j) );
end
C(i)=exp(-r*T)*max(0,mean(S)-K);
end
Cn(ii)=mean(C);
end
Price=mean(Cn);odchylka=std(Cn),t=cputime-e,se=std(C)/sqrt(n)
������������������
2. Algoritmus na Monte Carlo simuláciu ceny ko²íkovej európskej call opcie

function [Price,t]=kosik(n,m,T,r,K,D,sigma,S0)
%%n=pocet simulacii,m=pocet replikacii,T=cas espiracie,r=bezrizikova miera,
%%K=strike cena,D=matica vyvoja cien jednotlivych aktiv(D=load('data.txt'));
%%price=priemerna cena kosikovej europskej opcie z m replikacii,t=cas vypoctu,
%% S0=vektor pociatocnych cien,sigma=volatilita aktiv
nn=length(sigma);korelacia=corrcoef(D);S0=S0';sigma=sigma';e=cputime;
COVM=diag(sigma*ones)*korelacia*diag(sigma*ones);A=chol(COVM)';
for j=1:m
Z=randn(nn,n);
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for i=1:n
X=A*Z(:,i);
S=S0.*exp((r-0.5*sigma.∧2)*T+sqrt(T).*X);
C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(S)-K);
% redukcia variancie, je potrebne odhadnut koe�cient b
%C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(S)-K)-sum(b*(S-exp(r*T)*S0));
end
Cn(j)=mean(C);
end
Price=mean(Cn);rozptyl=std(Cn),t=cputime-e;
�����������������
3. Algoritmus na Monte Carlo simuláciu ceny ko²íkovej ázijskej(aritmetickej)
call opcie

function [Price,t]=kosikasian(n,N,m,T,r,K,D,S0,sigma)
%%N=pocet casovych krokov, ostatne znacenie ostava rovnake
nn=length(sigma);S=zeros(nn,N);korelacia=corrcoef(D);S(:,1)=S0;
S0=S0';sigma=sigma';e=cputime;
COVM=diag(sigma*ones)*korelacia*diag(sigma*ones);
A=chol(COVM)';dt=T/N;
for j=1:m
for i=1:n
Z1=randn(nn,N-1);
for k=1:N-1
X=A*Z1(:,k);
S(:,k+1)=S(:,k).*exp((r-0.5*sigma.∧2)*dt+sqrt(dt).*X);
end
C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(mean(S'))-K);
end
Cn(j)=mean(C);
end
Price=mean(Cn);rozptyl=std(Cn),t=cputime-e;
����������������-
4. Algoritmus na Monte Carlo simuláciu ceny americkej a bermudskej call opcie
regresnou metódou

function [Price,t]=LSMamerican(n,N,m,S,K,T,r,sigma)
%%N=pocet casovych krokov,n=pocet MC simulacii
%%m=pocet replikacii,S=zaciatocna cena,T=maturita,K=strike
%%cena,v=volatilita,r=urokova miera
%%Price=cena americkej opcie,t=cas vypoctu
e=cputime;St=zeros(n,N);V=zeros(n,N);E=zeros(n,N);strategia=zeros(n,N);
for ii=1:m
dt=T/(N-1);St(:,1)=S;
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drift=(r-sigma∧2/2)*dt;BP=sigma*sqrt(dt);Z=randn(n,N);pZ=mean(Z);sZ=std(Z);
for i=1:n, %simulacia n ciest
st=S; for k=2:N, %simulacia jednej cesty
st=st*exp(drift+BP*(Z(i,k)-pZ(k))/sZ(k));St(i,k)=st;%zahrnuta redukcia variancie
end
end
st=St(:,N);E(:,N)=max(st-K,0);
V(:,N)=E(:,N);strategia(:,N)=(E(:,N)>0);
for k=N-1:-1:2,
st=St(:,k);
E(:,k)=max(z*(st-K),0);%zahrnieme iba nenulove payo�s
id=�nd(E(:,k)>0);%najde in-the-money indexy
X=St(id,k);Y=V(id,k+1)*exp(-r*dt);
RegMat=[ones(size(X,1),1),X,X.∧2,X.∧3]; % regresia
p=RegMat\ Y;
R=p(1)+p(2)*X+p(3)*X.∧2+p(4)*X.∧3;
V(id,k)=R;
%Ak exercise hodnota je viac ako pokracujuca hodnota uplatnit
strategia(id,k)=E(id,k) > V(id,k);strategia(�nd(strategia(:,k)),k+1:N)=0;
id=�nd(strategia(:,k) == 0);
V(id,k)=V(id,k+1)*exp(-r*dt);
id=�nd(strategia(:,k) == 1);V(id,k)=E(id,k);
end
%vypocitaj vyplatu z uplatnenia opcie
vyplata=0;
for i=1:N
id=�nd(strategia(:,i) == 1);st=St(id,i);
vyplataS=exp(-r*(i-1)*dt)*max(st-K,0);vyplata=vyplata+sum(vyplataS);
end
LSMprice(ii)=vyplata/n;
end
Price=mean(LSMprice),Rozptyl=std(LSMprice),t=cputime-e,
����������������
5. Algoritmus na Monte Carlo simuláciu LIBOR mier a ceny cap

function [price,SE,t]=LIBORcap(N,vol,K,dT,L)
%%N=pocet simulacii,vol=volatilita,K=strike,
%%L=pociatocny vektor urokovych mier,n=pocet bodov zastavenia
%%vstupy vol,K,dt mozu byt aj konstatny aj vektory
n=length(L)-1;e=cputime;C=zeros;V=zeros;
%%zade�nujeme volatilitu a terminalne casy
delta=dT.*ones(n+1,1);sigma=vol.*ones(n+1,n+1);
for ii=1:N
Z=randn(n+1,1);
%% simulacia vyvoja LIBOR mier %%



Príloha 70

for i=n+1:-1:1
for k=1:i-1
suma=sum((delta.*sigma(:,k).*L(:,k))./(1 + delta.* L(:,k)));
drift=suma*sigma(i,k)*L(i,k)*dT;BP=sigma(i,k)*L(i,k)*sqrt(dT)*Z(k);
L(i,k+1)=L(i,k)-drift+BP;
end
end
%% vypocet numeraire %%
for k=1:n+1
num=1./(1+delta.*L(:,k));
B(n+1,k)=prod(num);
end
%% vypocet cien jednotlivych capletov(call typ) %%
for i= 1:n
C(i+1)=max(0,L(i,i)-K)/B(n+1,i+1);
end
V(ii)=sum(C); %% vypocet ceny cap %%
end
price=1000*mean(V);SE=1000*std(V)/sqrt(N);t=cputime-e;
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