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Abstrakt

V tejto praci sa venujeme moznostiam pouzitia Monte Carlo simulacii v oblasti financii,
konkrétne sa zameriavame na ocehovanie finan¢nych derivatov. Cielom préce je vysvetlit
teoreticky podklad pre aplikiciu Monte Carlo simulécii a nasledne praktickd implemen-
tacia simulécie vyvoja finan¢nych aktiv a trokovych mier a vypocet cien ich finan¢nych
derivatov. Budeme sa snazit diskutovat efektivnost, vyhody a nevyhody pouzitia tejto me-
tody v roznych aplikaciach a porovnavat s inymi metédami a taktiez rozoberieme niektoré
metody, ktorych tcelom je zefektivnenie simulécii.

Krladové slova: Monte Carlo simulécie, ocenovanie finan¢nych derivatov, opcie, tirokové
miery, generovanie nahodnych ¢isel

Abstract

In this work we present applications of Monte Carlo simulations in finance, especially we
focus on pricing financial derivatives. The aim of this work is to explain the theoretical
basis for the application of Monte Carlo simulations and then the practical implementation
of simulations of financial assets and interest rates and calculation prices of their financial
derivatives. We will try to discuss the effectiveness, advantages and disadvantages of using
this method in various applications and compare it with other methods and also we discuss
some methods which are designed to improve efficiency of simulations.

Key words: Monte Carlo simulations, pricing financial derivatives, options, interest rates,
generating random numbers
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Uvod

S rozvojom finan¢nych trhov a vypoctovej techniky sa rozvinula prirodzend snaha ma-
tematikov, ekonémov ¢ finan¢énikov uchopit vyvoj finanénych aktiv ako akcie a dlhopisy
prostrednictvom matematickych modelov. AvSak kvoli stochastickému charakteru financ-
nych trhov nedokédzeme predpovedat ich presny vyvoj. Nadhodnost je prirodzenou vlastnos-
tou, s ktorou sa stretdvame u mnohych prirodnych procesov, pre finanény a ekonomicky
sektor to plati taktiez, a jedinou nasou moznostou je Statisticky skimat pozorovany jav a
vyuzivat pravdepodobnostné modely na ich popis.

V pripade finan¢nych trhov to znamend, ze pomocou modelov, o ktorych si myslime ze
pomerne presne popisuji ich vyvoj, ziskavame informéaciu v podobe pravdepodobnostného
vyvoja a snazime sa to vyuzit v nas prospech. Najcastejsie ide o snahu zostavit obchodnu
stratégiu ¢i portfolio, ktoré bude minimalizovaf riziko vyplyvajice s ndhodnosti finanénych
trhov. Za tymto ucelom sa rozvinul pomerne velky trh finan¢énych derivatov a jednou z
uloh finan¢nej matematiky je urcovanie cien tychto finan¢nych instrumentov. Postupom
¢asu vznikali derivaty rozneho charakteru, jednoduchgie ale samozrejme aj zlozité. Ceny
jednoduchsich derivatov sa dali najst aj hfadanim analytickych rieSeni, zloZitejSie typy
vSak bolo potrebné riesit numericky, ¢im vznikol priestor na rozvoj mnozstva metoéd na
vypocet cien roznych druhov derivatov. Jednou z tychto metdd je aj simula¢nd metoda
Monte Carlo.

Cielom prace je teoretickd a praktickd implementacia metod Monte Carlo na rdzne
problémy v oblasti ocenovania finan¢nych derivatov a prezentacia metdédy ako univerzal-
neho nastroja, ktorym sa daju riesit takmer vSetky problémy v danej oblasti financii a
zhodnotit, v ktorych aplikiaciach sa javi ako najefektivnejsia alebo naopak nevhodné.

Metoda Monte Carlo je svojou myslienkou velmi jednoduché a Siroko pouzitelna. Ne-
bola dizajnované selektivne na pouzitie vo financiach, ale da sa pouzit v kazdej oblasti,
kde sa snazime ziskat informaciu o nejakom jave, ktory vykazuje ndhodnt dynamiku.
V principe pozostava z niekolkych zakladnych krokov: poprvé zostavenie parametrického
modelu popisujiceho sledovani udalost, po druhé generovanie ndhodnych ¢isel z konkrét-
nymi vlastnostami a nasledné dosadenie vygenerovaného ¢isla do parametrického modelu,
¢o mozeme nazvat ako realizacia ndhodného procesu a ako posledny krok je opakovanie
tohto procesu a nasledné statistické vyhodnotenie ziskanych vysledkov. Praca je ¢lenené s
podobnou logikou, v prvych styroch kapitolach je snaha o teoretickd implementaciu Monte
Carlo metod vo financiach, tj. hlavne zostavenie parametrického modelu a generovanie na-
hodnych ¢isel, kapitoly 5 a 6 st viac venované praktickej implementacii a Statistickému
vyhodnocovaniu pouzitia metéd Monte Carlo v roznych aplikdciach v oblasti financii.



Uvod 2

V kapitole 1 je tilohou ¢o najjednoduchsie priblizit myslienku metédy Monte Carlo,
moznosti jej vyuzitia vo financnej, ale aj inych oblastiach a nakoniec st vylozené prvé
jednoduché priklady pouzitia metoédy Monte Carlo vo financiach, konkrétne pre ocenovanie
derivatov azijského a eurdpskeho typu.

Metoda Monte Carlo ako taka pracuje len v rdmci istého modelu, v tomto pripade
vyuziva modely financnej matematiky, preto je potrebné sa oboznamit so zdkladnymi
pojmami z tejto oblasti, ktoré buda vyuzivané v priebehu celej prace ako st markovovské
procesy, Brownov pohyb, Black-Scholes model a najmé pre aplikacie Monte Carlo simulacii
dolezity princip bezrizikového ocenovania finan¢nych derivatov, a o ktorych sa da docitat
v kapitole 2. Taktiez budi opisané rozne typy opcii a ich vyplatna Struktiara ¢i podané
zakladné fakty o modeloch trokovych mier.

Kapitola 3 je venovana tomu, ¢o sa da povazovat za jadro Monte Carlo metod - ge-
nerovanie ndhodnych ¢isel resp. ndhodnych procesov. Po zadefinovani modelu, v tomto
pripade nejakého modelu finan¢nej matematiky, si simulacia metédou Monte Carlo ziada
vygenerovanie nahodného ¢isla z nejakého rozdelenia. Metoédy generovania tychto ¢isel st
univerzalne a mozno ich pouzit vo finan¢nych ale aj fyzikalnych modeloch, pre pripad pou-
zitia vo financiach s zaujimavé sposoby generovania jedno a viac rozmernych ndhodnych
¢isel z normalneho rozdelenia. Generovanie ndhodnych procesov predstavuje uz konkrétnu
aplikdciu generovania nahodnych ¢isel na simulaciu dynamiky vyvoja financ¢nych aktiv,
prikladom je simulacia stochastickej diferencialnej rovnice vyvoja ceny finan¢ného aktiva,
ktora sa da nasledne vyuzit na pocitanie cien derivatov.

Stvrta kapitola pojednava o metddach, ktoré majia za tlohu zefektivnit vypodcty po-
mocou Monte Carlo simulécii, tj. metédy redukcie variancie, ktoré sa stali neoddelitelnou
stucastou pri pouzivani vSetkych Monte Carlo metod.

V kapitolach 5 a 6 si diskutované numerické vysledky, konkrétne bude venovana po-
zornost simuldciam cien jednorozmernych eurépskych, azijskych, bariérovych a americ-
kych opcii, dvojrozmernych spread opcii, mnohorozmernych kosikovych opcii eur6pskeho
a azijského typu, ale aj simulidcia LIBOR modelu drokovych mier a vypocet jeho deri-
vatov, konkrétne typu cap. Kazdému typu derivatu je venovana samostatné podkapitola,
v ktorej sa daji najst niektoré z numerickych vysledkov danych simulécii, porovnanie s
inymi numerickymi ¢i analytickymi metoédami a zaverecné zhodnotenie vyhod, nevyhod ¢i
efektivnosti pouzitia Monte Carlo metéd v jednotlivych pripadoch.



Kapitola 1

Uvod do metody Monte Carlo

1.1 Zakladné fakty

Svojou myslienkou prvy predchodca Monte Carlo simulécii sa da povazovat zndmy expe-
riment Buffonovej ihly, ktory spoc¢ival v ndhodnych hodoch ihly dlzky L na plochu, ktora
bola predelené rovnobeznymi tsec¢kami vo vzdialenosti d (d > L), a pytal sa aké je prav-
depodobnost, 7e ihla pretne usecku. Matematicky priSiel na vztah: P = %, pricom tento
experiment sa d& pouZit aj na zistenie ¢isla 7. Toto bol teda prvy priklad generovania vel-
kého poctu ndhodnych, v tomto pripade hodov, na zistenie istych Statistickych vlastnosti.

Prvykrat v pravej podstate slova, bola metéda Monte Carlo pouzita uz pocas druhej
svetovej vojny v Los Alamos, ked vedci pracovali na prvej atémovej bombe a museli rieSit
problém neutrénu a jeho spravania sa v rozlicnych podmienkach. Bol to pomerne zlozity
matematicky problém, ktory nebolo mozné riesit analyticky. Vtedy John von Neumann a
Stanislaw Ulam prisli s rieSenim, ktoré bolo zaloZzené na modelovani experimentu istymi
pocitacovymi simulaciami. Z tejto doby pochadza aj nazov, projekt bol nazvany "Monte
Carlo", pravdepodobne podla kasina Monte Carlo. Za tucasti dalSich vedcov ako Fermi
alebo Metropolis sa koncom 40-tych rokov dalej rozvijala. Prirodzene dal$i rozvoj metody
bol zavisly na pokroku pocita¢ovej techniky a preto plné uplatnenie nasla az ovela neskor
v dobe vykonnejsich pocitacov.

Metoda sa teda najviac spaja s pojmom stochastické procesy, ktoré si v dne$nej dobe
vSadepritomné v matematickom modelovani roznych javov a st tzko spojené s tedriou
pravdepodobnosti, modelujeme nimi rézne procesy v roznych oblastiach, ktoré zahfnaja
istt davku neistoty a ndhodného spréavania sa.

Vo svojej podstate st Monte Carlo simulécie zaloZzené na tplne jednoduchom principe.
Zostrojime model, ktorym vieme ¢o najlepSie popisat skimany objekt, a ktorého sprava-
nie je stochastické, napriklad vyvoj ceny akcie na finanénom trhu. Vygenerujeme velké
mnozstvo ndhodnych ¢isel, po ich vhodnej transformécii a inych dpravach buda vstupom
do modelu. Nakoniec zozbierame a Statisticky vyhodnotime vysledky.

Jednoduché schéma Monte Carlo simulacie by vyzerala nasledovne:
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1. Vytvorenie konkrétneho parametrického modelu

2. Vygenerovanie ndhodnych ¢isel a ich dosadenie do modelu
3. Vystup z modelu

4. Opakovanie krokov 2 a 3

5. Analyza numerickych vysledkov

Aby sme si lepSie dokdzali predstavit, ¢o tato schéma znamend v nejakom konkrétnom
pripade, tak v bode 1 moézeme pouzit geometricky Brownov pohyb ako nas parametricky
model(s parametrami ¢as do expiracie, expira¢na cena, volatilita,..), v bode 2 vygenerujeme
¢islo zo standardného normalneho rozdelenia a dosadime ho do predpisu pre geometricky
Brownov pohyb(podla definovanych pravidiel) a v bode 3 vystupom modelu je vyplata
opcie v terminalnom case diskontovana do ¢asu 0. Potom nam staci len opakovat takéto
simulacie a priemerovat takto ziskané ceny, ¢im ziskame Statisticky odhad ceny opcie.
Kazdy z tychto krokov si postupne v priebehu prace rozoberieme podrobnejsie.

1.2 Jednoduchy priklad

Dobrym prikladom jednoduchého pouzitia metoédy Monte Carlo je vypocet jednoduchého
jednorozmerného uréitého integralu. Prave na jednoduchom vypocte integralu si teraz
ukdzame zakladné Statistické vlastnosti simulacii Monte Carlo.

Uvazujme urcity integral a = fol f(z)dz, ktory mozeme reprezentovat ako oc¢akavani
hodnotu E[f(U)], s U uniformne distribuovanymi ndhodnymi ¢islami v intervale < 0,1 >.
Potrebujeme mat nejaky mechanizmus, ktory nahodne vybera ¢isla z daného intervalu
(napriklad rovnomerné rozdelenie, ktoré pontika matlab). Ak je funkcia integrovatelna
na danom intervale, vypoc¢tom hodnoty funkcie f(x) v tomto kone¢nom pocte bodov U,
ziskame odhad Monte Carlo :

a==3" W)
=1

podla zakona velkych ¢isel & — a pre zvacsujice sa n. Ak by nas zaujimala chyba problém
formulujeme naledovne:

oF = /Ol(f(az) — a)?dw

potom Standardné chyba & — « je normélne rozdelena so strednou hodnotou 0 a standard-
nou odchylkou o¢/+/n. Takto formulovana standardna chyba je centralnym znakom Monte
Carlo metody. Je pomerne naro¢na na zvySovanie presnosti a ma pomali konvergenciu,
zvySenie presnosti o jedno desatinné miesto by si vyziadalo dodato¢nych 100 nasobne viac
bodov ¢ pozorovani. Na ukazku v tabulke metodou Monte Carlo simulujeme hodnotu
konkrétneho integralu vyssie uvedenym postupom

1
I:/ z.edx
0
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Tabulka 1.1: Vypocet integralu I = fol z.e®dr metdédou Monte Carlo pre dany pocet N
simulécii a jeho Standartna chyba(SE), po¢itané pre 10 replikacii
N 100 1000 | 10000 | 100000
I | 1.0221 | 0.9979 | 1.0040 | 1.0004
SE | 0.0770 | 0.0246 | 0.0078 | 0.0024

presna hodnota je I = 1 vypocitana analyticky.

Tento priklad bol len ilustracny, ale Monte Carlo metdda nie je velmi efektivnou me-
todou pri malych dimenzidch a podobnych jednoduchych problémoch. Avsak s narastom
dimenzii ¢i zlozitosti problému jeho aktraktivita a efektivita narasta. A tak nam posla-
7il hlavne ako prvé zoznamenie s tymito simulaciami a ich systémom fungovania. Tiez si
treba uvedomit, Ze schopnost vypocitat nejaky intergal ako o¢akavanie (stredni hodnotu),
nam dava dobry nastroj pre pouzitie vo financiach, kde st matematické modely definované
pomocou stochastickych integralov a ceny financnych derivatov moézeme vyjadrit ako isté
oCakdvané (stredné)hodnoty.

1.3 Pouzitie

Metéda ma velmi Siroké pouZzitie, spomenieme aspon niektoreé.

Velmi dolezitou oblastou je fyzika, fyzikdlna chémia a pribuzne obory. Siroké pouzitie
nachidza v Statistickej fyzike, napriklad pri modelovani molekulovej dynamiky, v expe-
rimentalnej Casticovej fyzike, alebo dokonca aj v astromoémii pripadne v predpovediach
pocasia. Fyzika aj matematika ¢asto pouziva vo svojich modeloch a vypoctoch viacroz-
merné, vypoctovo naro¢né integraly a prave tu sa Monte Carlo metoda hlasi o slovo.
Dalej sa vyuziva napriklad v hrach, vyznamna dlohu méa pre tvorbu umelej inteligencie
hernych systémov.Takisto v mnohych oblastiach inZiniestva alebo optimalizac¢nych tloh.

Pomocou Monte Carlo metéd mozeme generovat nahodné ¢isla z roznych rozdeleni a
preto nachadzaju dobré pouzitie aj pre samotni Statistiku.

S vy¢tom pouzitia by sa dalo pokracovat, ale v tejto praci nas zaujimaja hlavne aplika-
cie v oblasti financii, kde nimi mézeme riesit Siroka paletu problémov. Vo financ¢nej mate-
matike modelujeme vSetky procesy ako stochastické procesy, ktoré ¢asto nemaji analytické
rieSenie alebo analytické vypocty su velmi zlozité, preto sa vyZzaduje kvalitny numericky
aparat. Jednym z tychto numerickych rieseni st Monte Carlo simulécie.

Moézeme nimi modelovat zékladné aktiva obchodované na finan¢nych trhoch ako st
akcie, futures alebo dlhopisy a obrovského mnozstva ich finan¢nych derivatov. Urcéuji
hodnotu Sirokej palety opcii - od jednoduchych eurépskych cez azijské, ktoré zévisia na
ceste, aZ po komplikované americké opcie, ktorych ¢as uplatnenia je Tubovolny, ale aj
pre ne existuje vhodny algoritmus, ktory implementuje Monte Carlo metdédy na vypocet.
Okrem toho simuldciami vieme urcit aj tvz. "greeks", ktoré hovoria o citlivosti cien opcif
na rozne parametre ¢i pohyb podkladového aktiva, ktoré v praci nebudeme spominat, ale
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viacero autorov sa venovalo aj tomuto problému, mnozstvo o danom probléme najdeme v
3lI5)[21121]:

DalSou velkou oblastou je ocefienie dlhopisov a ich derivatov, ktoré sa ¢asto modeluju
napriklad short-rate modelmi, alebo forwardovymi trokovymi mierami a vystupom si
ocakavané vynosové krivky. Na redlnych trhoch st ¢asto vyuzivané swapy alebo cap-y,
ktorych cena sa da takisto dobre odhadnut tymito metodami.

Okrem toho maji MC simulécie pouzitie aj v poistnom sektore, kde slizia ako metoda
simulovania modelov, ktoré istym sposobom meraji a ocenuju rizika vyplyvajice z poist-
nych udalosti. Princip vyuzitia Monte Carlo simulécii je v zostrojeni distribu¢nej funkcie
rozdelenia finan¢nych rizik. V sucastnosti sa pomerne ¢asto pouziva model riadenia rizik s
nazvom Value at Risk, ktory sa da efektivne ocenit simulaciami Monte Carlo, viac v|16][5]
a dobry prehTad o aplikaciach Monte Carlo v poistovnictve najdeme aj v|[2].

Samozrejme nemusime sa obmedzovat len na uvedené pouzitie a mdzeme vytvarat
komplexnejsie modely a simulovat napriklad vyvoj portfélia pozostavajiceho z mnozstva
akcii a pripadne aj dlhopisov a tym padom rieSit akiasi optimaliza¢na tlohu, pytat sa ¢i
danu akciu kuapit predat & dalej drzat s ohladom na pravdepodobnostné ocakévania, sta-
novovat strednii oc¢akavani hodnotu vynosu za isté obdobie takéhoto portfélia, nazornym
vystupom z takychto simulacii bude napriklad histogram alebo iné Statistické ukazovatele.

Efektivnost Monte Carlo simulécii vo vSetkych pripadoch zalezi od toho, aky model
zostavime aké techniky generacie ndhodnych ¢isel pouzijeme a podobne a tym mozeme
ovplyvnit vysledok simuléacie.

1.4 Ocenovanie derivatov

1.4.1 Eurdépske opcie

Ako prva ukazku pouzitia Monte Carlo simulécii vo financiach si ukdZeme schému na
vypocet siucasnej o¢akavanej hodnoty vyplatnej funkcie eurdpskej call opcie(viz. kapitola
2.2).

Uvazujme nasledujice premenné: S(¢) bude hodnota vybranej akcie v ¢ase t, T bude
¢as vyplaty opcie (expiraény ¢as), K bude oznacovat expira¢ni cenu, r bude bezrizikova
urokova miera, o oznacuje volatilitu akcie. Tento typ opcie sa uplatiuje len v dobe splat-
nosti 1" s vyplatou

(S(T) — K)" = max(0,S(T) — K)
a nasledne tuto hodnotu musime diskontovat do ¢asu 0, teda hladame
Ele™(S(T) - K)7]

Teraz potrebujeme model, ktorym budeme modelovat cenu akcie. Tu si prizveme na pomoc
stochasticky kalkulus z finan¢nej matematiky(viac v kapitole 2), ktory budeme pouzivat
aj v dalsich aplikaciach a cenu akcie opiSeme stochastickou diferencialnou rovnicou s Bro-
wnovym procesom(viz. kapitola 2.1) W

dS(t)
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Rovnica opisuje percentudlne zmeny ceny akcie, popisované geometrickym Brownovym
pohybom(viz. kapitola 2.1), ¢o je vyhodnejsie ako opisovat absolitny pohyb. RieSenim
tejto rovnice , teda riesenie geometrického Brownového pohybu je

S(T) = S(0) exp([r — 1/20%|T + oW (T)) = S(0) exp([r — 1/202]T +oVTZ)  (1.1)

Cena v ¢ase 0, tj. S(0), je nAm znama. Nahodna premenna W (7T je norméalne rozdelena
so strednou hodotou 0 a disperziou T, kde to isté plati aj o vyraze VT Z, za predpo-
kladu, ze premennd Z je normalne rozdelena so strednou hodnotou 0 a disperziou 1.
Potom o akcii moézeme povedat, ze jej pohyb je z lognorméalneho rozdelenia. Hladany vy-
raz E[e™™(S(T) — K)™], tj. otakavana hodnota vyplatnej funkcie eurépskej opcie v ¢ase 0
je integral s ndhodnou premennou S(7') lognormalne rozdelenou. Tento typ aloh ma vsak
pomerne jednoduché explicitné vzorce na rieSenie(2.1), ¢ize Monte Carlo simulécie nie je
efektivne pouzivat, ale na ukazku schémy ich fungovania to postacuje.

Ked sa este raz pozrieme na rovnicu (1.1), zistujeme, Ze potrebujeme vediet generovat
nahodné premenné, v tomto pripade Z, zo Standardného normalneho rozdelenia. Ked to
budeme vediet, simuldcia vyvoja premennej S(7') nie je problém. Podrobnejsie sa proble-
matike generovania takychto ndhodnych premennych ¢i vzoriek dostaneme v kapitole 3.
Za predpokladu znalosti mechanizmu generovania z norméalneho rozdelenia, algoritmus na
vypocet ceny eurdpskej call opcie v matlabe bude mat nasledovny tvar.

function Cn = EUcal(n,r, T, K, S0, 0)
vygeneruj maticu Z rozmeru [1xn|, Z; ~ N(0, 1)

for i=1n
ST = S(0) « exp((r — 1/2 * sigma’2) « T + sigma * VT % Z(i)); (1.2)
C(i) = exp(—r * T) x max(0, ST — K);
end
Cn = mean(C)

Generujeme n Monte Carlo simulécii a pre kazdd sme vygenerovali ndhodni premennt
Z; ~ N(0,1). Pre vysledny odhad C,, podla zakona velkych ¢isel plati pre n — oo,

A~

c,—C

s pravdepodobnostou 1.
Okrem tohto moze byt vystupom takychto Monte Carlo simulécii aj interval spolahli-
vosti. Vezmime velké konecné n, potom interval spolahlivosti(1 — ¢ percentny) ma tvar

Sc

7

Cn + ZJ/Q

kde s. = \/ﬁ Yo, (Cr = C,)? je vyberova standardna odchylka a z, je 1 — o kvantil
standardného norméalneho rozdelenia (¢(z,) =1 — 0)).
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Tymto sme ukazali pouzitie jednoduchej Monte Carlo schémy na vypocet ceny eurdp-
skeho typu derivatu. V kapitole 5.1 nadjdeme podrobnejsi vystup z takychto simulacii a ich
Statisticka analyzu.

1.4.2 Azijské opcie

V druhom priklade bude ukazany analogicky postup ocefiovania pre Azijské opcie, ktoré
maju o nieco zlozitejSiu schému fungovania a to hlavne preto, Ze nas zaujima hodnota
akcie pocas celého obdobia platnosti opcie, je to od cesty zavisla opcia. Opét viac k nim
sa d& néajst v kapitole 2.2 .

Ked v pripade eurdpskych opcii sme potrebovali vediet len pravdepodobnostné roz-
loZenie ceny akcie v terminalnom ¢ase S(7'), teraz budeme musiet simulovat cela cestu
vyvoja akcie a poznat pravdepodobnostné rozlozenie v kazdom ¢ase, presnejsie v kazdom
diskrétnom bode ¢asového intervalu. A teda interval [0, 7] rozdelime na m podintervalov,
a na kazdom z nich budeme vykonavat ndhodny vyber podla danej schémy. Opéat pohyb
ceny akcie vyjadrime stochastickou diferenciédlnou rovnicou

dS(t) = rS(t)dt + o S(t)dW (t)

v zmysle znaceni minulej sekcie. RieSenie si musime vhodne aproximovat na diskrétne
intervaly, a to konkrétne pouzitim tvz. Eulerovej schémy

S(t+ At) = S(t) + rSE) At + oS(H)\/AtZ (1.3)

kde opét vystupuje nahodné premenné Z zo Standardného normélneho rozdelenia. Ked
sa pozrieme na vlastnosti takychto stochastickych procesov(viz. kapitola 2.1), teda Zze
vyraz W(t + At) - W(t) ma strednia hodnotu 0 a Standardnt odchylku /A, mozeme
urobit m nezavislych vyberov v nasej m vrstvovej schéme, az sa nakoniec dopracujeme(pre
zvadsujuce sa m) k ¢o najpresnejSej aproximécii rozdelenia pre premennu S(7).

Vieme, Ze vyplatna funkcia pre azijsky typ opcii mé vyplatnu funkciu v tvare

(S— K)" kde S = %isuj) (1.4)

s delenim c¢asu na intervaly 0 = ¢y < t; < --- < t,, = T. Teraz potrebujeme opéat urcit
diskontovanti hodnotu pre vyplatnt funkciu E[e~"7(S — K)7].

Od tohoto bodu uz mézeme postupovat analogicky podla nasej schémy ako pre eurdp-
sku opciu z minulej sekcie, teda

1
S(tjy1) = S(t;) exp([r — 502](7%1 —tj) +o\/tin —tjZj41) (1.5)

kde Z;1 je z N(0,1). Tymto sposobom sme vytvorili mnozstvo réznych ciest, z ktorych
T'ahko vieme vypocitat priemerna cenu. Takto by vyzeral algoritmus pre Monte Carlo si-
mulacie azijskych opcii, pricom opét sme predpokladali schopnost generovania nahodnych
¢isel z norméalneho rozdelenia a konkrétne simulacie a Statistické vyhodnotenie takéhoto
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typu opcii nadjdeme v kapitole 5.2 .

function C,, = AsianCall(n,m, S0, 0, r, At)

for i=1:n

vygeneruj maticu ndhodnych ¢isel Z rozmeru [n x m|, Z;; ~ N(0,1)
for j=1:m-1

S(j+1) = 8(j) * exp((r — 1/2 % sigma”2) * dt + sigma * sqrt(dt) x Z(i,7));  (1.6)

end

priemerS = mean(S);

C(i) = exp(—r « T) * maz(0, priemerS — K);
end

Cn = mean(C)

kde dt = t;;1 — t;. Algoritmus pre kazda z n simulacii vygeneruje m nédhodnych ¢isel
Zij ~ N(0,1), kde m zna¢i pocet deleni ¢asového intervalu jednej simulacie. V tychto
m bodoch vypocitame cenu podkladového aktiva a spriemerujeme na danej ceste. Toto
opakujeme n krat, priemerovanim n ciest dostaneme odhad C..

1.5 Efektivnost simulacii

Pri vykonavani pocitac¢ovych simulacii potrebujeme zadefinovat isté kritéria, ktoré nam
dokazu rozligit efektivitu rozlicnych simulacii ré6znych modelov. Hlavne atributy st vypoé-
tovy ¢as, (ne)vychylenost odhadu a variancia.

Doteraz sme mohli predpokladat, ze tieto odhady C, st nevychylené, tj. E[én] =
C. Odhad bol rovny jednochucho priemeru vsetkych odhadov s kone¢nou varianciou. Z
centralnej limitnej vety potom vieme, ze pre zvysujuci sa pocet simulacii n plati

C,—C
oc/Vn

lim P (C’n—C <[E> = ¢(x)

— N(0,1)

resp. mozme zapisat

n—o00 O'C/\/ﬁ -

z toho dalej vyplyva doélezity vztah pre rozdelenie chyby Monte Carlo simulécii
C, —C = N(0,0%/n)

Zo simulacii by sme v mnohych pripadoch tazko uréili paramater oo, avSak vieme ho
vhodne aproximovat tak, aby sme ho zo simulécii vedeli ur¢it a pritom zachovali vyssie

. s . ~ o 1 n ~ ) 5 . ., ,
uvedené vztahy: o¢ & s, = \/ —= > i1(C; — €)% Tento vztah priamo hovori ako vybrat
odhad s niZSou varianciou.
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Variancia sama o sebe vSak nemoze byt faktor, ktory jednoznacne urci lepsi odhad, ale
musi byt vnimana v kontexte dalsich faktorov, a to konkrétne s ohladom na vypoctovy
¢as. Moze sa stat, ze odhad s malou varianciou bude mat mnohonésobne vyssi vypoctovy
¢as ako odhad s ovela menSou naroc¢nostou ale len o malo va¢Sou varianciou. Ako teba
jednoznac¢ne vyberat najlepsi odhad. Tento problém sa da sumarizovat nasledovne: pri
porovnavani viacerych nevychylenych odhadov musime preferovat ten, ktory mé najnizsiu
hodnotu t;.0%, pre pocet odhadov i = 1, ..,n, 0; je vyberova variancia odhadu a ¢; oznacuje
vypoctovy ¢as. Ak predpokladame zviacsujicu vypoctovi kapacitu, tak tento odhad bude
asymptoticky davat najpresnejsi vysledok a najuzsi interval spolahlivosti.

Tento rezultat je potrebné este dalej upravit, pretoze sa lahko moze stat, ze pri oce-
novani derivatov ako americké opcie, ¢as uplatnenia v kazdej simulacii bude odlisny, teda
aj vypoctovy c¢as bude rozny, na rozdiel napriklad od azijskych opcii, kde pocet ¢asovych
krokov a generovanie ndhodnych vzoriek vzdy prebiehalo v rovnakom objeme.

Toto dosiahneme jednoducho zov§eobecnenim predchadzajicich avach, ked predpokla-
dame, ze odhad a jeho vypoctovy ¢as su nezavislé pre vSetky simulacie (C;,¢;),i = 1,..,n.
Problém vol'by najefektivnejSicho z n odhadov tak moZeme zapisat v naledujicom tvare

m
najefektivnejsi odhad = ninQn E oc; X t;
i=1,2.n 4
J=1

kde suma prebieha cez jednotlivych m simulécii jediného odhadu, podrobnejsi argument
pre toto kritérium najdeme v [23][5].

Moéze samozrejme nastat situacia, ze odhad C),, bude vychyleny, teda odhad zo si-
mulécii nebude korespondovat s ocakavanou strednou hodnotou(teoretickou), to je napr.
pripad americkych opcii, kde pri malom poc¢te casovych uzlov, cez ktoré sa simuluje, ¢asto
dostavame odhad vychyleny nadol. Tomu sa chceme samozrejme vyhnit. Casto sa streta-
vame s pripadom, ked odhad bude vychyleny, ale pre zva&sujici sa pocet simulécii resp.
vy$Si pocet ¢asovych uzlov ho budeme moct povazovat za asymptoticky nevychyleny teda
vychylenost dokdzeme eliminovat zvySenim vypoctovej naro¢nosti. AvSak vyskytnu sa aj
pripady, ked takéto rieSenia tplne neodstrani problém vychylenosti. S problémom vychy-
lenosti je ¢asto spojend tvz. diskretizacna chyba, a metody na jej eliminaciu sa nazyvaju
diskretizacné metody, ktorymi sa nebudeme zaoberat, viac na tato tému sa da najst v [5].

Aj na tieto fakty je nevyhnutné prihliadat pri formulacii modelu aby nevznikali vychy-
lené odhady a nezvySovali sme zbytocne vypoc¢tovi néroc¢nost.



Kapitola 2

Stochasticky charakter aktiv

Metody Monte Carlo sami o sebe maji sice velmi jednoduchi myslienku a st pomerne
ucinné a efektivne, ale musime si uvedomit, 7e len akymsi spésobom Statisticky vyhodno-
cuji model, ktory pre nich zostrojime. Zostrojenie komplexnych modelov, pomerne presne
fungujicich je vsak uz druha vec. Vedny odbor finanéna matematika nahromadil pomerne
velka tedriu a mnoZstvo modelov, ktoré opisuju v podstate vSetky doélezité procesy, s kto-
rymi sa stretavame v realnom finan¢nom svete. Pri pouzivani Monte Carlo metody vo
financiach budeme pouzivat prave tieto modely, preto je namieste sa s niektorymi dolezi-
tymi myslienkami zoznamit a vysvetlit aké je prepojenie Monte Carlo metody a finan¢éného
modelovania.

Hlavné myslienky, ktoré st pre naSe potreby dolezité, sa daji zhrnut do nasledujtcich
par viet. Ak moze byt derivat perfektne zaisteny obchodovanim s inymi aktivami na trhu,
tak potom cena derivatu je cena zaistovacej stratégie, Casto sa stretneme s pojmom samo-
financovatelné stratégia. Diskontované ceny aktiv st martingalmi pri miere naviazanej na
diskontny faktor a ceny st potom o¢akavané hodnoty diskontovanej vyplaty daného aktiva.
Tato miera naviazana na martingal a diskontny faktor je jedina. Potom vyvoj ceny aktiva
vieme popisat napriklad Brownovym pohybom. A prave vztah vyjadrenia ceny aktiva ako
ocakavania, ktoré mozeme stotoznit so stochastickymi integralmi, je kluc¢ovym pojmom
pre ocenovanie derivatov. Okrem iného nam to hovori, Ze pri pouzivani Monte Carlo si-
mulacii musime vychéadzat z vyssie spominanej pravdepodobnostnej miery. Pri ocenovani
derivatov si musime uvedomit, ze ceny derivatov vyjadrujeme vzdy relativne ku istému
podkladovému aktivu, aby sme tim mohli zostrojit stratégiu zaistovania portfolia.

2.1 Brownov pohyb

Najskor potrebujeme zadefinovat niektoré pojmy. Ako prvé treba povedat, ¢o to vlastne je
stochasticky proces, o ktorom je stale re¢. Majme ndhodni premennia X (t), pre nejaké casy
t z konkrétneho intervalu /. Potom stochastickym procesom nazyvame systém takychto
premennych X (t),t € I. Kazdy takyto proces mé vyzna¢nu vlastnost, je Markovovsky.
Je to vlastnost, ktora hovori, Ze budica hodnota (napr. cena akcie) ndhodnej premennej

11
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zéavisi len od poslednej hodnoty, nie vSak uz predchadzajticej "historie", vSetky informé-
cie su obsiahnuté v stcasne hodnote, nepotrebujeme poznat vSetky doterajSie hodnoty.
Matematicky zapisané v re¢i podmienenych pravdepodobnosti

P(X(t) < z|X(s)) = P(X(t) < z|X(s),X(u)) kde u < s

Teraz mozeme zadefinovat Brownov pohyb|9][10]. Je to systém ndhodnych premennych
v zmysle vys$Sej definicie a znacenia, pre ktory plati

e Jednotlivé prirastky X (¢ + At) — X(¢) st norméalne rozdelené so strednou hodnotou
At a varianciou o?At

e pre Tubovolné delenie intervalu to = 0 < ¢; < --- < t, st prirastky definované
ako X (t1) — X(to),..., X(tn) — X(t,_1) nezavislé ndhodne premenné s rozdelenim
definovanym v predchadzajicom bode

e X(0)=0

Wienerov proces, ozn. W (t), je taky $pecialny pripad Brownovho pohybu, ktorého para-
metre si 4 = 0 a 02 = 1 a pre jeho prirastky plati: dW = Z+/dt a je Z norméalne rozdelena
nahodna premenna N(0,1) . Tejto pojem nam teraz umozni pomenovat matematicky to,
s ¢im budeme casto pracovat - stochasticki diferencidlnu rovnicu

dX (t) = pdt + odW (t)

ktora popisuje dynamiku prirastkov nejakej premennej (moze fiou byt cena akcie), kde
W (t) je zadefinovany Wienerov proces. Z tejto rovnice budeme vychadzat ako zo zakladnej
pre ocenovanie derivatov ¢i simuldciu ceny akcii, ak berieme S(t) ako cenu akcie v ¢ase t
potom

dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (t)

popisuje dynamiku vyvoja ceny aktiva opisaného geometrickym Brownovym pohybom. Z
¢oho sa dostavame k zadefinovaniu tvz. geometrickej verzie Brownovho pohybu. Majme
Brownov pohyb X (¢) v zmysle vy$3ej definicie, nech yo € R*, potom proces Y (¢),t > 0

Y (t) = yoeX W, t >0

sa nazyva geometricky Brownov pohyb|9][10]. O premennej, ktora sa riadi tymto procesom
budeme hovorit, ze méa lognormélne rozdelenie.

2.2 Opcie

Na finan¢énych trhoch st obchodované roézne typy opcii, ktoré sa derivatmi podkladovych
aktiv, sluzia hlavne na zaistovanie portfélii, tvorbu stratégii, ale samozrejme aj na Spe-
kulacie. RozliSuju sa roznym typom vyplatnej funkcie ¢i po¢tom derivatov, z ktorych si
odvodené. Tu je niekolko najpouZivanejsich, ktoré budu v tejto praci hlavnou oblastou
simulacii a ocenovania derivatov.
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Eurdépske opcie: Su to najjednoduchsie opcie, davaji majitelovi pravo, ale nie povinnost
predat resp. kipit aktivum v stanovenom ¢ase v budiicnosti za vopred stanovent expira¢ni
cenu K. Pre potreby simulacii Monte Carlo nas bude zaujimat pravdepodobnostné rozlo-
zenie ceny S(7') v termindlnom ¢ase, nie v8ak v ¢asom pocas celej platnosti opcie

Vyplatna funkcia je jednoduchéa pre call opciu V' = (S(T)—K)™ resp. pre put opciu V' =
(K—S(T)*. Ich ocenovanie je pomerne jednoduché, existuji pre ne explicitné vzorce, ktoré
st rieSenim Black-Scholesovej parcidlnej direfencidlnej rovnice(2.11), odvodenie najdeme
v[10]

Veaur(So, 1) = So®(d1) — Ke ™' ®(d2), Vpus(So, 1) = Ke "™ ®(—d2) — So®(—dl) (2.1)

kde @ je distribu¢né funkcia standardného normélneho rozdelenia, Sy je pociato¢na cena,
K je expiracna cena, 1" je termindlny ¢as, r je bezrizikova tirokova miera a

r+0%/2)T + In(Sy/K)
VT

okrem toho existuje viacero dalsich numerickych schém. Tento typ opcii svojou jednodu-
chou §truktirov je vhodny pre pochopenie hlbSej podstaty ocenhovania derivatov a tiez
roznych vlastnosti simulicii Monte Carlo. Viac, vratane numerickych simulécii a porovna-
nia s analytickym rieSenim mozeme najst v kapitole 5.1 .

Od cesty zavislé opcie: Z nazvu vidime, Ze to si opcie, ktoré istym dopredu defino-

vanym sposobom budu zavisiet na hodnotach podkladového aktiva pocas celej doby [0, T]
platnosti opcie.
Medzi zastupcov tejto kategorie patria bariérové opcie, azijské opcie, look-back opcie a d'al-
Sie. Z hladiska pouzitia metody Monte Carlo oproti eurépskym opciam nastava vyznamna
zmena, a teda zaujima nés pravdepodobnostné rozlozenie ceny podkladového aktiva nielen
v tase S(T), ale aj vo vSetkych ¢asoch na intervale [0, 7] resp. v danych bodoch delenia
tohoto intervalu. PribliZim aspon niektoré z tychto opcii.

Bariérové opcie|9]- st zvycajne charakterizované funkciami, ktoré definuju akusi ba-
riéru, ktoru ked podkladové aktivum prekroci, tak opcia v momente straca svoju hodnotu
resp. vstipi v platnost. Opcie sa delia na down/up podla toho, ¢ bariéru prekro¢ili zdola
resp. zhora a in/out podla toho, & prekro¢enim bariéry vstipili v platnost resp. stratili
platnost.

Za bariéru moze byt zvolena konstanta alebo aj funkcia, okrem toho mozeme definovat
dolnt aj hornu bariéru siucasne. Niekedy sa zvykne vyplacat aj tvz. rabat, ¢o je suma, ktori
obdrzi majitel opcie od vypisovatela v pripade, ze opcia predcasne vyprsi (dosiahnutim
bariéry). Jednou moznostou vypoctu je spojita aproximacia v tvare

dlz(

d2=dl—oVT

Ccall — %aél - (Ccall ’B < K) (22)

down—out down—in

_ 2m oy 2m—2
kde (Cioin—in| B < K) = Se™PT (3)7 0y) = Ke™™ (3)" " @y —oVT) &
m = =Rapset -y = MR 4o T

kde ® je distribu¢na funkcia standardného normalneho rozdelenia a B je hodnota bariéry,

K je expiracna cena, T je expira¢ny cas, r bezrizikova turokovad miera a Cpg je cena
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eurdpskej opcie zo vztahu 2.1.

Azijské opcie|6]: tento typ je charakteristicky tym, 7e st vyplacané v ¢ase T rovnako ako
europske opcie, aviak expira¢na cena zalezi na priemere (bude nas zaujimat aritmeticky)
ceny podkladového aktiva pocas celej doby platnosti opcie, teda

1 n
V(8,A,T) = max($ — A,0) kde A = — Y s, (2.3)

=1

resp. iny typ
V(S,A,T) = max(A — K,0) (2.4)

problém ocenovania ceny azijskej opcie sa da vyjadritf rieSenim parcialnej diferencialnej
rovnice viac k tomuto problému najdeme napriklad v [9] a na rieSenie je mozné pouzit
metodu predstavent u Vecer|20]

Simulédcie a numerické vysledky ocehovania tychto typov opcii ndjdeme v kapitole
5.2(azijské opcie) resp. 5.3(bariérové opcie)

Spread opcia. Opcia na dve podkladové aktiva, vyplatna funkcia je zavisla od roz-
dielu hodnoty tychto aktiv v terminalnom ¢ase,tj. Ceoy = max((S1(T) — So(T)) — K) resp.
Cput = max(K — (S1(T) — 52(T))).

Existuje analyticka aproximécia ceny tohoto derivatu, tvz. Kirkova aproximéacia, ma na-
sledovny tvar

Copreadey = (S2(0) + K) (e [Sa.®(d1) — ®(do)] (2.5)
Copreadys; = (S1(0) + K)(e 7" [®(—dp) — Sa®(—d1)] (2.6)
Sy = 20 o= /02 + [032 012 — 2p0y 0y 2
AT S01K 1 25,(0)+K PO1025, 1 K
dl = —IH(SAU)—;%502T, dg = dl - U\/T

kde S1(0), S2(0) st zaciato¢né hodnoty ceny podkladovych aktiv, K je expira¢na cena, p
je korelacia podkladovych aktiv, o1, o9 st volatility aktiv, T je Cas expiracie, r bezrizikova
urokova miera a ® je distribu¢né funkcia standardného normalneho rozdelenia.

Jednym z dalSich typov opcii, ktoré maju viac podkladovych aktiv sa nazyvaju Ko-
§ikové opcie a predstavuju Siroku triedu opcii, tj. moézeme mat kosik europskych ¢i azij-
skych opcii. St to v podstate opcie na indexy ¢i portfolia pozostavajice z n réznych akcii,
Specifické tym, Ze potrebujeme vediet koreldciu danych aktiv. Vyplatna funkcia moze mat
tvar (pre europsky typ) Ceay = max(Sy(T) + So(T) + - - - + Sp(T) — K).

Americké opcie|9|[5]: st jednozna¢ne najviac obchodovanym derivatnym artiklom.
Uvadza sa, ze viac ako 95% kontraktov je amerického typu. Od inych skor spominanych
opcii sa lisia tym, Ze poskytuju pravo nie povinnost predat alebo kupit dané aktivum za
dohodnutt expira¢ni cenu K, kedykolvek pocas jej platnosti na intervale [0,7]. Uz na
prvy pohlad je evidentné, Ze ocenit takyto typ kontraktu bude o poznanie zlozZitejsie ako
u ostatnych typov opcii. Vyplyva to aj z toho, ze tato opcia poskytuje vlastnikovi omnoho
vacsiu flexibilitu ako napriklad eurdpska, kde si opciu len kipim a ¢akdm, ¢o sa stane, u
americkym mam moznost zasiahnut. Jej vyplata je rovnakého charakteru ako eurépskych
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opcii, pricom americké st logicky drahsie, teda

Vamericke(sa t) Z ‘/europske(sa t)
Vyplata pre call : Vamericke(su t) Z %mem’cke(sv T) = H’laX(O, S — K)
vyplata pre put : Vamericke (S5 1) > Vamericke (S, T) = max(0, K — S)

S rieSenim tychto opcii to uz nie je také jednoduché, existuje mnozstvo schém, ktoré umoz-
nuju prevod problému na numerické rieSenie, analyticky ich riesit nedokdzeme. Zaujima
nas ako si s rieSenim tychto opcii poradia Monte Carlo simulécie. Existuje niekolko Monte
Carlo algoritmov, ktoré st schopné ocenit americké opcie, niektoré z nich sme rozobrali a
numericky porovnali jednu z nich s inymi numerickymi metédami v kapitole 5.6.

2.3 Modely turokovej miery

Podkladovym aktivom pre derivaty tarokovej miery je dlhopis P. Hlavnou tlohou je najst
¢asovi Struktiru urokovych mier R(7p,T') ako funkciu ¢asu expiracie dlhopisu. Cena pre
typicky dlhopis je dana

1
P(Ty, T) = e RI0DT=T0) hotom R(Ty, T) = — = In P(Ty, T)

— 1o
s Ty oznacujucim dne$ny ¢as. Budu néas zaujimat kontrakty s ndzvom forwardové trokoveé
miery[9][10], ktoré predstavuji hodnotu trokovej miery medzi dvoma budicimi ¢asovymi
obdobiami. Myslienka kontraktu je jednoducha, je to dohoda 7e v ¢ase t; kuipime dlhopis
za cenu K s Casom vyprSania v Case ty. Pre cenu takéhoto dlhopisu plati

P(t,T) = exp (- /t ' f(t,u)du)

7 ¢oho vyplyva, ze ak pozname tvar forwardovej krivky, budeme poznat aj cenu dlhopisu
v kazdom case.

Na modelovanie dynamiky vyvoja tychto trokovych mier existuje viacero modelov,
ktoré opit vychadzaja z mySlienok stochastického kalkulu. Forwardové miery su lahSie
modelovatelné z matematického hladiska, preto sa modely vztahuji na ne, ale vieme, Ze
st ekvivalentné(v zmysle, Ze ich vieme navzajom matematicky previest jednu na druhi) s
¢asovou Struktdrou trokovych mier R. NajvSeobecnejsi a najpouzivanejsi ramec pre tieto
modely je Heath-Jarrow-Morton model[9][10]. Casovy priebeh trokovych mier je v nich
dany stochastickou diferenciadlnou rovnicou

df(t,T) = p(t, T)dt + o(t, T)dW (t)

Teda platia pre nu vlastnosti ako pre stochasticki direrencidlnu rovnicu dynamiky vyvoja
akcie. Konkrétny model dostaneme, ked urc¢ime konkrétny tvar pre volatitilu, ktord moze
byt pre kazdy model rozne definované. Integrovanim dostaneme

f&,T)=f(0,T) +/0 ,u(u,T)du—I—/O o(u, T)dW (u)
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po dosadeni a nahradeni driftu vyrazom pu = o(t,T)(cy — X(t,T)), kde « je trhova cena
rizika(v riziko neutralnom svete je rovna 0) a

X(t,T)=— /Ta(t,u)du

potom pre cenu dlhopisu dostaneme

P(t,T) = exp(—/t f(t,u)du)

Vdaka tomu, Ze cena dlhopisu je urcena pri martingalovej miere, vieme ho simulovat
pomocou Brownovho pohybu a vypocitat celd Struktdru drokovych mier.

Dalsim typom modelu trokovych mier si modely jednoduchych tdrokovych mier, tvz.
LIBOR modely, ktorym sa Specidlne venujeme v kapitole 6, a ktoré si vyznac¢né diskrét-
nym charakterom narozdiel oproti vyssie spominanym spojitym pripadom. Tento pripad
sa zda byt prirodzenejsi v spojitosti s Monte Carlo simulaciami, ktoré simuluji pohyb v
zvolenych ¢asovych uzloch, ¢o presne zodpovedd LIBOR modelom, pre ktoré st rovnako
definované vopred zvolenymi terminalnymi ¢asmi. Ulohou Monte Carlo simulécii je gene-
rovat forwardova Struktiru trokovych LIBOR mier, ¢o sa da nasledne vyuzit na pocitanie
derivatov arokovych mier.

2.4 Bezrizikové ocenovanie

Majme trh s r aktivami, potom ich mozeme popisat stochastickymi diferencidlnymi rov-
nicami
dS;(t)
Si(t)

kde W je r-rozmeny Brownov pohyb, o; ma hodnoty z %", p1; je skalar, p a o st determi-
nistické funkcie ceny S(t) = (S1(t), ..., S,(t))" v ¢ase t. Dalej treba definovat kovarianciu
vynosov aktiv

= 1;(S(t), t)dt 4+ oy (S(t),t) dW (t), i =1,...,r (2.7)

T ..
Eij =o0;,05 L,7=1,.,71

Budeme teraz zostavovat obchodnu stratégiu, a na jej popis potrebujeme mat zadefi-
nované portfolio, ktoré bude hovorit, kolko ktorych aktiv mame v drzani v danom case.
Teda majme portfolio P € R", kde P; je mnozstvo i-teho aktiva v portféliu, jeho hodnota
v danom c¢ase t bude

PSy(t) +--- + P.S.(t)

Obchodna stratégia je potom stochasticky proces P(t). V silade s definiciou markovov-
skym procesov, rozhodnutia robime len na zéklade informécie v Case t, nie jej predchéa-
dzajucim ¢asom, aby sme mali dobre definovanu meratelnost. Podla obchodnej stratégie
zafixujeme portfolio na hodnote P(t) pre ¢asovy interval (¢,¢+ h), potom zmena hodnoty
portfolia pocas tohoto ¢asového intervalu , kde h je nejakd mala veli¢ina, vieme zapisat
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ako: PT(t)[S(t + h) — S(t)], ¢o vieme dalej Tahko vyjadrit ako stochasticky integral pri
danej pravdepodobnostnej miere
t
/ P(x)"dS(z)
0

ktory pri spojitom obchodovani predstavuje nas zisk zo stratégie. Samozrejme, toto plati
pri istym dost nerealnych podmienkach obchodovania, ale na modelovanie to zatial stadi.

Aby platila podmienka samofinancovatelnosti[5|[10] musi platit pre vSetky ¢ nasledovna
rovnost

P(1)TS(t) — P(0)TS(0) = /0 P(x)TdS(x) (2.8)

Interpretécia je zrejma, na l'avej strane mame zmenu portfolia od jeho pociato¢ného stavu
v Case 0 az po Cas t s tym, Ze sme dodrziavali zadefinovant stratégiu, a prava strana je ich
akymsi stic¢om, teda nasim ziskom.

Teraz do tvah pripojime nejaky derivat vypisany na aktiva vysSie, ktory ma vyplatna
funkciu zavisla na hodnote akcie v koncovom case: f(S(T')) (Teda v tomto pripade ne-
jaka europska opcia). Potom hodnota tohoto derivatu v ¢ase ¢ je danad nejakou funkciou
V(S(t),t), ktora zavisi v kazdom ¢ase ¢t na hodnote podkladového aktiva S(t). Ked navyse
prijmeme predpoklad, Ze je to spojita funkcia, vyuzitim Itéovej lemy [10][9] dostaneme

V(S(t),t) =V(S(0),0)+ >0, [y ZA5ED 4S8, () + [ [.BV St)o) |
3 iyt Si(@)S;(2) By (S (), z)%} dx

rovnako ak mozeme dosiahnut V(S(t),t) z po¢iato¢nej hodnoty pomocou samofinan-
covanej stratégie, potom dostavame

V(S(t),t) = v<s<o>,o>+i/otp 2)dS;(x

posledné dve rovnice s splnené vtedy ak

oV (S(x), z)

Pi(x) = —gg » bre i=1,.r
a
oV (S,x) S x) 8 V(S,x)
by = 2.
;”Sx %5505, " (29)
navyse plati V(S(t),t) = P'(t)S(t) dostavame
V(S,t) = ava(g g, (2.10)

=1

Tato posledna formulka mé dstredny vyznam, hovori sa jej aj paramater delta, respektive
stratégia delta hedzingu, a v preklade nam hovori, kolko podkladového aktiva musime
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drzat v portfoliu, ked drzime dany pocet derivatov. A nakoniec v koncovom ¢ase musi
platit
V(5,T) = f(5)

Tato konstrukcia dava navod ako ocenit derivaty, spliia podmienku samofinancovatel-
nosti a dodrziava obchodn stratégiu definovant cez(2.8). Potom musime predat tento deri-
vat za cenu V' (S(0),0) v ¢ase 0 pricom obdrzime ziadant vyplatu f(S(7),T) = V(S(T),T)
v Case T, pricom nemame 7ziadne riziko z tejto ¢innosti. Ak by predsalen niekto predal de-
rivat v ¢ase 0 za ind cenu, vyS8iu ¢i nizsiu, vznikla by arbitrdzna prilezitost a niekto by ju
na trhu velmi rychlo vyuzil a zarobil bez rizika.

Musime si v§imnut jednu velmi doélezita vec, konkrétne parameter p, ktory vystupuje
v zékladnej rovnici(2.7). Citatel si mohol vSimnit, ze tento parameter nevystupuje ani v
predchéadzajicej kapitole, kde boli ukdzané prvé priklady pouzitia Monte Carlo vo finan-
ciach a takisto nevystupuje v rieSeniach rovnic (2.10)(2.11). Tento parameter, nazyvany
drift, zodpoveda akejsi rychlosti navratnosti akcie pripadne oc¢akavanému vynosu. V real-
nom svete plati vztah, Ze ¢im vy8si ocakava investor vynos, tym musi prijat vys$iu mieru
rizika, v tomto pripade o. To, Ze tento paramater vypadava je odovodnené tym, ze drift
je zahrnuty uz v podkladovom aktive, na ktorom zavisi derivat. Okrem toho to implikuje
fakt, ze pri ocenovani derivatov nas nezaujima investorov vztah k riziku.

Pri parametri ;o eSte ostaneme, pretoze by mohol byt problematicky, keby sme chceli
na cela tito schému aplikovat metodu Monte Carlo. Ak by sme v modeli dospeli k takejto
pomerne jednoduchej a jednoznac¢nej rovnici, mame l'ahka ulohu, av8ak ak by vyplatna
funkcia a cena zavisela na ceste ako u mnohych opcii, takto jednoducho problém nevy-
riesime. Casto nenajdeme ani analytické rieSenie a rovnaké tvrdenie plati ak derivat je
odvodeny z viacerych aktiv. Toho su faktory, ktoré velmi komplikuju rieSenie. V takychto
situaciach sa otvara priestor pre Monte Carlo simulacie. Aby sme ich v8ak mohli aplikovat
musime vyriesit jeden kI'i¢ovy problém, ktory sa tyka pravdepodobnostnej miery, na ktorej
pocitame ceny derivatov pomocou Monte Carlo simulacie. Budeme sa snazit v jednodu-
chosti ukazat v ¢om spociva problém a jeho rieSenie, presnejsie matematické odvodenia sa
dajua najst v [5][10] .

Vo forme ako méme zapisani stochasticku diferencidlnu rovnicu, jej dynamiku popi-
suje pravdepodobnostna miera M, (snazi sa popisat redlne spravanie, realna miera). My
budeme chciet na nase simulacie pouzit vhodnej$iu mieru, takzvani bezrizikovi M,.,.

Na toto potrebujeme zadefinovat stochasticky diskontny faktor. Je to nejaky vzdy
kladny proces Z(t), v jeho re¢i bude cena derivatu o¢akiavana hodnota v terminalnom ¢ase

Z(t)

V(T), ktora diskontujeme faktorom 7y @ v Case 0 ma hodnotu

¢o mozeme interpretovat tak, ze terminalna hodnota V(7') urc¢uje hodnotu V(0) pomocou
stochastického diskontovania. Samozrejme plati, Ze vyplatu nedostaneme skor ako v case
T. Fundamentalna veta financii nAm vSak hovori, a da sa to samozrejme dokazat, ze
nemoznost arbitraze implikuje existenciu stochastického diskontného faktoru, ¢o je pre
dalsie potreby pri pouZivani Monte Carlo simulécii velmi délezité, pretoZze nas priamo
navadza na myslienky riziko-neutralneho ocefiovanial5][10][9].
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Dostavame sa teda k spominanej riziko-neutralnej miere, pod ktorou budeme oceno-
vat prostrednictvom Monte Carlo metod. Tato miera M,., je ekvivalentnd k spomenutej
realnej pravdepodobnostnej miere M,. Otazka, ¢o znamend, Ze je ekvivalentna, je ¢isto
technicka zélezitost, pouZitim néastrojov ako martingal[10], adaptované procesy[10] ¢i Gir-
sanova veta[10], sa to da ukazat a matematicky vysvetlit, pre potreby tejto préace to nie je
nutné, podrobnejsie to najdeme rozobraté v [10][5].

A préave konkrétnu transformaciu, zobrazuje rovnica, ktora je kI'i¢ova pre Monte Carlo

metody

V(0) = E,, {%} = e "B, [V(T)]

potom rovnica dynamiky vyvoja ceny aktiva na trhu prejde na tvar

dsi(t)
0

= rdt +0i(S(t),t)TdW (1)

kde B(t) = B(0)e™ oznacuje aktivum zhodnocované bezrizikovou trokovou mierou
r (napriklad dlhopis). Co to v praktickom zmysle znamena? Asi tolko, ze diskontovat
cenu musime a cez stochasticky diskontny faktor by to §lo velmi tazko a numericky to
implementovat by bolo velmi problematické. NaStastie matematicky vieme previest tito
"realnu"mieru na bezrizikovi aparatom finan¢nej matematiky.

Pri ocenovani derivatov maju diskontované ceny aktiv teda dolezitu technicku vlast-
nost, st to martingaly, pri¢com tato vlastnost sa zaistuje predovsedkym cez vhodni vol'bu
driftu (teda mozeme ho napriklad nahradit bezrizikovou trokovou mierou r pri ocenovani
akciovych derivatov). Kedze Monte Carlo simuldcie poéitajiu ofakavani hodnotu neja-
kej veli¢iny, tento prevod mier ndm umozni poéitat cenu derivitu ako E,,[e™ f(S(T)),
kde F,, znamena ocCakavanie pri bezrizikovej miere M,.,. Za tcelom ziskania tejto hod-
noty simulujeme cestu podkladového aktiva na ¢asovom intervale [0,7] pomocou riziko
neutralnej dynamiky, teda pod riziko-neutralnou mierou. V kazdej simulacii potom cenu
diskontujeme do ¢asu 0 teda :e=" f(S(T')). Nakoniec priemerovanim obrovského mnozstva
diskontovanych cien dostaneme danti o¢akévani hodnotu ceny derivatu v ¢ase 0, ¢iZe ceny,
za ktord by sme mali derivat predavaj resp. kupovat.

2.5 Black Scholes model

V skratke si povieme niec¢o o najznamejSom modeli finan¢nej matematiky, Black-Scholesovom
modeli[10]|9], ktory sa uvadza v kazdej publikacii, ktora sa dotyka finan¢nej matematiky,
a to pravdepodobne z toho dévodu, Ze sa na nom nézorne a jednoducho daju ukazat
myslienky, na ktorych stoji teéria, pripadne je tento model odrazovy mostik ku kompliko-
vanejsim problémom.

Majme portfolio zlozené z dvoch aktiv, akcie a dlhopisu. Akcia sa riadi stochastickou
diferencialnou rovnicou a nesie riziko

ds(t)

ol pdt + odW (t)
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W je Brownov pohyb, dalej méme dlhopis zhodnocovany bezrizikovou mierou r

dB(t)
W = rdt

rieSenim tejto rovnice je B(t) = B(0)e™. Ak uvazujeme klasickia eurépsku call opciu s
vyplatou f(S(T)) = (S(T) — K)* v terminalnom ¢ase T s expira¢nou cenou K, spolu
s terminalnou podmienkou vieme urcit na zaklade rovnic (2.9)(2.10) cenu derivatu V.
Dalsimi krokmi (celé odvodenie sa da najst napriklad v [10][9]) by sme dospeli k finalne;j
parcidlnej diferenciilnej rovnici pre eurépsku call opciu

1 2
%—‘;—FT’S(;—‘S/—FéO'QSQgTZ—TV:O (2.11)
s terminalnou podmienkou V' (S,7T) = max(S — F,0), pri¢om pre tento model pozname aj
explicitné vzorce(2.1).
Ked budeme pracovat pod riziko neutralnou mierou M,,,, cenu akcie v modeli mézeme
vyjadrit ako
S(T) = S(0)ellr— 21T +oW(T)) (2.12)

Aktiva rastu v ¢ase t podla dynamiky B(t) = €. Potom cena opcie v ¢ase 0 implikuje
formulku : E[e™"T(S(T) — K)*]. Tento tvar je dolezity pre Monte Carlo simulacie, pretoZe
numericka schéma bude vychadzat z daného tvaru rieSenia(2.12).



Kapitola 3

(Generovanie nahodnych cisel a procesov

Ustrednym znakom met6d Monte Carlo je generovania nahodnych ¢isel resp. sposob ich
generovania. Ako sme spomenuli pre pripad ceny akcie, jej simulovanie zjednodusene pre-
bieha tak, ze vygenerujeme obrovské mnozstvo nahodnych cisel, ktoré predstavuju akési
cesty, ktorymi cena akcie moéze ist. Samozrejme, toto je zjednoduSene povedané a nasle-
dovat by mala otézka, ako numericky generovat tieto ¢isla aby mali vypovedni hodnotu.
Vypoctové programy ako napr. matlab pontkaju svoje generatory ndhodnych cisel roz-
neho druhu, o to ako tieto generatory funguji sa uz vac¢sinou velmi nezaujimame. V tejto
kapitole si ukdzeme zakladnd schému, na ktorej st zalozené generatory generujice cisla
z rovnomerného (uniformného) rozdelenie, pozrieme sa na niektoré algoritmy generujice
ndhodné ¢isla ¢i ndhodné vektory z normalneho rozdelenia, ktoré nas v sivislosti s finan-
ciami najviac zaujimajd. Predstavime si aj algoritmy, ktoré generuji ndhodné premenné
z viacrozmerného normélneho rozdelenia, ¢o je velmi uzitocné, keby sme chceli simulovat
vyvoj viacerych aktiv na trhu sucasne, teda akési portfolio akcii. V neposlednej rade si
ukdzame ako vygenerovat resp. simulovat Brownov pohyb pomocou ndhodnych éisel.

3.1 Linearne kongruentné generatory

Pod tymto nidzvom sa najcastejSie rozumie rekurentny predpis vSeobecného linedrneho
kongruentného generatora|l|[3][7]|5][6] ndhodnych ¢isel

Tiv1 = (ax;+¢) mod m

Tit1 = Tit1 / m
kde ¢isla a, ¢, m su ¢iselné konstanty, m je funkcia modulo (cely zvySok po deleni ¢islom m),
ktorych voIba je rozhodujica pre kvalitu generovania nahodnych ¢isel, x st dané ndhodné
¢isla a r st nadhodné ¢isla transformované na jednotkovy interval (teda generator z rovno-
merného rozdelenia R(0,1)). Algoritmus je linearny, teda je pochopitelné, ze ma pomerne
vysoki rychlost a navySe existuje viacero modifikacii tohoto zakladného algoritmu.

Dolezita vec, nad ktorou sa treba pozastavit je slovo "nahodny", pretoze vSetky tieto
generatory, ktoré sa pouzivaji, nie su ndhodné v pravom slova zmysle definicii teoérie

21
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pravdepodobnosti, ¢asto st preto oznacované ako pseudo-ndhodné generatory. Uz z tvaru
tychto generatorov, teda je to akysi rekurentny predpis, sa da vytusit, ze po sebe nasle-
dujuce c¢isla x, 1 a x, nie su nezavislé a ani sekvencia takto vygenerovanych cisel nie je
nahodna. Av8ak vhodnou volbou parametrov, pripadne inymi vylepSeniami vieme spravit
numericky takt sekvenciu ndhodnych ¢isel, ktora je takmer totozné s teoreticou sekvenciou
nahodnych ¢isel z definicie resp. sa k nej velmi priblizuje. Av8ak faktom ostava, Ze algorit-
mus po zvoleni ndhodného zaciato¢ného ¢isla xy pracuje dalej deterministicky. MoZnosti
ako overit, 7e algoritmus vygeneroval ¢isla, ktoré naozaj spliiaju pozadované vlastnosti, st
Statistické testy.

Potrebujeme teda zostojit algoritmus s nasledujicimi vlastnostami: a)cisla r; sa roz-
nomerne rozdelené v intervale (0,1), nasledne si toto rozdelenie vieme transformovat do
Tubovolného iného rozdelenia, b) ¢isla r; st vzajomne nezavislé, teda nie je medzi nimi
ziadna korelacia, a nie je mozné predpovedat nasledovnii hodnotu z predchadzajucich, teda
najst vzor generovania.

Nasledujuca veta hovori ako vhodne zvolit parametre linedrneho kongruentného gene-
ratora aby sme dosiahli plnt periodu predtym ako sa zopakuje sekvencia, kedze dlhgia
sekvencia predstavuje "lepsiu"nahodnost.

Veta: Vieobecnyj(zmiesany) kongruentny generdtor md plni periddu prave vtedy ked
1) ¢ a m st nesudelitelné (jediny spolo¢ny delitel je 1)

2) kazdé prvocislo, ktoré deli m deli aj a — 1

3) a — 1 je delitelné ¢islom 4 ak aj m je delitelné ¢islom 4

Na zaklade tychto faktov bolo navrhnutych viacero modelov, ktora sa liSia pochopitelne
hodnotami paramaterov, uvadzame prehlah[1]|6][5]|7] niektorych z nich.

e m =23 —1 a=16807, ¢c—0, Lewis,Goldman,Miller
o m =23 — 1, a = 742938285,c=0, Fishman,Moore
e m = 2147483399, a = 40692, c=0, L’Ecuyer

Hlavnym zameranim je maft ¢o najdlhsiu periodu, v ktorej sa ¢isla neopakuju, dizka ta-
kejto periody je m—1. Je ocividné, ze ¢im dlhsia perioda, tym akoby stale lepSie numericky
aproximujeme rovnomerné rozdelenie.

Moézeme si vygenerovat jednoduchi sekvenciu s parametrami a =7, m = 13, ¢ =0 a
vyzerd nasledovne

1,7,10,5,9,11,12,6,3,8,4,2,1,7, ..
teda po dvanastich ¢islach sa opakuje, ¢o je maximéalna perioda (m — 1), keby sme zvolili
parameter m = 12 dostaneme
1,7,1,7, ..

¢ize sme dostali naopak najkrat$iu moznu periodu. Hodnota parametra je teda kItacova.
Podobny postup moézeme aplikovat aj pre viacrozmerny pripad, ¢ize budeme generovat
k-dimenzionédlny vektor ndhodnych ¢isel X. Ozna¢me A maticu s ndhodnymi ¢islami z
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intervalu 0,1,...,m-1 rozmeru k£ X k, a za predpokladu, Ze mame vstupny vektor X,
maticovy kongruentny generator definujeme ako

X, = (AX,—1 + C)modm

Na zaver tohoto odseku, treba povedat, ze vSetky vypoctové programovacie jazyky
ako napriklad matlab maja zabudované svoje generatory, ktoré su zalozené na podob-
nych principoch. Av8ak na zapezpecenie predovsetkych vic¢sej vierohodnosti vypoctov, si
naprogramované s vyuzitim pokrocilejsich technik ako napriklad tvz. zamieSavanie|8|[7],
ktoré spociva v tom, Ze sa vygeneruju dve nezavislé sekvencie ndhodnych ¢isel a potom sa
konkrétnym algoritmom premiesavaji. Vysledkom je omnoho dlhSia periéda bez opakova-
nia a tym d4a sa povedat vicsia ndhodnost. V matlabe na generovanie ndhodnych ¢isel z
rovnomerného rozdelenia na intervale (0,1) slazi funkcia rand.

3.2 Generovanie z normalneho rozdelenia

Predtym ako sa pustime do konkrétnych algoritmov na generovanie ndhodnych cisel z
normélneho rozdelenia je potrebné povedat o v§eobecnych metodach generovania z Tubo-
voIného rozdelenia.

Jednou moznostou je metdda inverznej transformdcie|7|[5][8][1]. Ak teda uvazujeme
distribu¢nu funkciu F' nejakého rozdelenia (exponencidlneho, normalneho, gamma, atd.)
ulohou je generovat ndhodni premenni X pre ktorua plati P(X < x) = F(x), kde vyuzitim
fungujiceho generatora z rovnomerného rozdelenia plati

X =FYU), U~ R(0,1) (3.1)

Toto pravidlo sa da Tahko uplatnit na viaceré pravdepodobnostné rozdelenia, a mé svoje
vyhody pre Specidlne typy tloh a rozdelenia ako napriklad exponencialne. VSeobecne
vSak nie je najrychlejsia a vzdy vhodné, SirSie upltnenie nachiddza druhd metoda: me-
tdda Acceptance-Rejection|[1][6][5][7] (Prijatie-Zamietnutie).

Tato metoda je Sir§ie uplatnitelna a jej myslieka je velmi jednoduché. Vygeneruje na-
hodnt vzorku z jednoduchého rozdelenia (rovnomerného), a nasledne ho presne zadefino-
vanych mechanizmom zamieta resp. prijma vzhladom na pozadované pravdepodobnostné
rozdelenie. Majme cie[ové pravdepodobnostné rozdelenie s hustotou f definované na mno-
zine R a druhé rozdelenie s hustotou g na rovnakej mnozine, z ktorého vieme generovat
nahodné ¢isla. Budeme sa riadit predpisom

f(x) <cg(z), Vo e R

c je konstanta. Postup je taky, Ze vygenerujeme ¢islo X z g a akceptacné kritérium
bude hodnota pravdepodobnosti f(X)/cg(X). Pre premennt U z rovnomerného rozde-
lenia R(0,1) teda méame pravidlo: prijmeme &islo X ak

U < f(X)/cg(X)
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Ked je X zamietnuté postup opakujeme az kritérium prijme dand hodnotu X, potom této
hodnota bude Zelané ndhodné ¢islo z rozdelenia s hustotou f. Ku konkrétnym algoritmom
s touto schémou sa dostaneme dalej v tejto sekcii.

Predtym si eSte potrebujeme ujasnit niektoré dolezité vlastnosti normélneho rozdelenia.
Jeho rozdelenie so strednou hodnotou p a disperziou o2 je dané hustotou

1 _(@—p)?
e 202

f(‘/'r;?/’b’o-) -

2o
a kumulativnou distribu¢nou funkciou

O(x,p,0) = ¢ <%) , O(x) = ! /x e /2du

210 J—o

Teraz prichadza dolezita vlastnost pre konstrukciu simulacii. Ak je nadhodné premennd Z
z normalneho rozdelenia so strednou hodnotou 0 a disperziou 1, tj. Z ~ N(0,1) potom
plati

p+oZ ~ N(u,o?)

Z tohto vyplyva, 7e sta¢i poznat vhodné algoritmy na generovanie premennej Z ~ N(0,1) a
uvedenou transforméciou ziskame ndhodna premennt z normélneho rozdelenia s Tubovolne
zvolenymi parametrami.

Pre metody Monte Carlo st zaujimavé viacrozmerné pripady, napriklad simulacia port-
folia zlozeného z viacerych akcii, ¢ize pripady ked potrebujeme generovat k-rozmerny vek-
tor ndhodnych c¢isel. Pre pripad normélneho rozdelenia to znamena poznat k-rozmerny
vektor u a k x k kovarianént maticu X, teda N(u,>). Hustota méa v tomto pripade tvar

1 1 _
[z, 1, X) = Q)RS (—5(37 — )2z - M)) , Vo e R

kde |X| je determinant ¥ a zaroven plati, 7ze X je symetrickd a kladne semidefinitna
(27¥2 > 0 pre V x € RF).

Dosadenim p = 0 a ¥ = [, dostaneme hustotu aj pre viacrozmerné Standardné nor-
malne rozdelenie N(0, [).

Potom dany k-rozmerny vektor X ~ N(u,X) ma jednotlivé zlozky dané rozdelenim
X; ~ N(u;,0?) a 02 =Y. Zlozky i a j vektora X maji kovarianciu dant

Cov[X;, Xj] = E[(X; — ) (X; — p5)] = g5 (3.2)

a tieZ vieme o ich koreldcii p;;, Ze plati

- 3.3
Pij 0 (3.3)
resp. iny tvar rovnosti prepisany do maticového tvaru
o1 P11 - Pik 01
Y= Do (3.4)

Ok Pkl - Pkk Ok
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3.2.1 Algoritmus Box-Muller

Tento algoritmus|[17][7][5] generuje ndhodné ¢isla 7z 2-rozmerného Standardného normal-
neho rozdelenia N (0, I5). Je pomerne jednoduchy a jeho systém fungovania je zaloZeny na
nasledujucich faktoch

e premennd R = Z? + Z2 je exponencilne rozdelen4 so strednou hodnotou 2

P(R<z)=1—¢"?

e bod R so stradnicami (Z7, Z3) je rovnomerne distribuovany na kruznici s priemerom

V'R so stredom v (0,0).

Postup bude nasledovny. Najprv vygenerujeme R, za tymto Gc¢elom vyuzijeme spominani
metodu inverznej transformdcie, teda bude platit: R = —2log(U;), kde Uy ~ R(0,1) je z
rovnomerného rozdelenia, ktoré vieme generovat. f)alej potrebujeme vygenerovat nahodny
bod na kruznici, ¢o sa da spravit tak, ze rovnomerne generujeme uhol na mnozine (0, 27),
¢ize : K = 27Uy, Uy ~ R(0,1). Tymto dostaneme pozadovany bod na kruznici so surad-
nicami (71, Z,) = (V/Rcos K, v Rsin K). Algoritmus v matlabe moze vyzerat nasledovne

function [Z1,Z2]=BoxMuller(n)

Ul =rand(n,1); U2 = rand(n, 1);
R=—-2.%log(Ul); K = 2x*pi.xU2;
Z1 = sqrt(R). x cos(K);

72 = sqrt(R). x sin(K);

Ako priklad vystupu pre n = 15 dostavame sekvenciu 15 nahodnych ¢isel zo §tandardného
normalneho rozdelenia:
DATA1=]-0.26535,1.5728,0.86633,-1.0154,0.37656,0.6889,-0.75427,1.0919
,0.62607,0.8183,0.28815,0.21628,-0.32071,-0.10827,0.58895]

O normalite vygenerovanych dat sa mozeme presvedcit Statistickym testom, napriklad v
programe R-Gui Shapiro-Wilk testom testujem hypotézu, ze data st z norméalneho rozde-
lenia.

Tento algoritmus sa da zefektivnit, a to konkétne do podoby navrhnutej autormi Mar-
saglia a Bray[5]. Ich algoritmus zniZuje vypoc¢tovi naro¢nost tym, ze sa vyhyba pocitaniu
funkcii sin(z) a cos(z) a vyuziva spominana schému acceptance-rejection, kde generuje
¢isla (Uy, Uy) uniformne vo $tvorci so suradnicami [—1,1] x [—1, 1] a nasledne prijma také
¢islo X, pre ktoré plati: X = U + U3 < 1(akcepta¢né kritérium). Tym dostavame sekven-
ciu ¢isel rovnomerne rozlozenych na jednotkovom disku. Dalej analogicky ako v povodnom
algoritme vyuzivam metodu inverznej transforméacie z exponencialneho rozdelenia a po-
slednym krokom je predelenie siradnic (Uy, Us) hodnotou VX, &m spravime transforméciu
z jednotkového disku na jednotkovy kruh. Kéd v matlabe moéze mat nasledovny tvar

function [Z1,7Z2]=MB(n)
Ul =rand(n,1); U2 = rand(n, 1);
Ul=2.xU1-1,U2=2.xU2—1;
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X =U124U22;1 = find(X <= 1);
Y = sqri(=2. * log(X(1)));
Z1=Ul(I). xY./sqrt(X(I));

72 =U2(I). Y. /sqrt(X (I))

Normalitu mozeme preverit analogicky nejakym Statistickym testom normality dat.

3.2.2 Metboda inverznej transformacie

Tento algoritmus vychédza zo schémy spominanej na zaciatku sekcie (3.1), vracia hodnotu
¢! viac na tito tému sa da najst v [1][5][7]. Niekolko konkrétnych algoritmov mozeme
najst v [7| a rovnako jeden algoritmus bol navrhnuty autormi Beasly,Springer a Moro|5],
ktory navrhli aproximaciu inverznej distribu¢nej funkcie normalneho rozdelenia, vyuzitim
vlastnosti symetrie normélneho rozdelenia ®~'(1 — u) = —®~!(u), ¢o znamen4, 7e nam
sta¢i pracovat na intervale [0.5,1) resp. (0,0.5]. Ich aproximéacia ma nasledovny tvar

<I)_1(u) s Zi:o an(u - 1/2)2n+1
1+ 570 ba(u—1/2)20

pre u>0.92 je presnejsia aproximéacia nasledovného tvaru

0.5 <u <092

O (u) =~ g(u) = Z cnllog(—log(l —u))]", 0.92 <u <1

n=0

Mozeme si vSimnut, Ze sa tu vyskytuje pomerne vela konstant, ktoré samozrejme maji
svoju presnt hodnotu. V matlabe algoritmus vyzera nasledovne

function x=InverseN(n)

x=zeros(n,1);

a0=2.50662823884;a1 = 18.61500062529;:a2—=41.39119773534;a3—25.44106049637;
b0=-8.47351093090;b1=23.08336743743;b2=-21.06224101826;b3=3.13082909833;
0=0.3374754823;c1-0.976169019;c2—0.160797972;c3—0.027643881;c4—0.00384057;
¢5=0.0003951897;c6=0.00003217679;c7=0.000000288817;c8=0.0000003960315;

for 1=1:n

u=rand(1,1);y =u—0.5;

if (abs(y) < 0.42) r=y=x*y;

z(i) =y * (((a3*r+a2)xr+al)xr+a0)/((((bB3*r+b2) xr+bl)*xr +b0) *r + 1);
else

if(y>0) r=1—wur=Ilog(—log(r));

(i) =c0+rx(cl+r*x(24+rx(c3+rx(cd+r*(ch+rx(c6+rx*(c7T+r=*c8)))))));end
if (y <0) r=wu;r=Ilog(—log(r));

x(i) = =1 (c0+r*(cl+r*(c2+rx(c3+r*(cd+r*(ch+r*(cb+r*(c7+r=*c8)))))))); end
end

end
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3.2.3 Viacrozmerné normalne premenné

Niektoré zakladné vlastnosti pre viacrozmerné normalne premené boli uvedené na zaciatku
kapitoly a z nich budeme teraz vychadzat. Mame teda dany k-rozmerny vektor X ~
N(p, X), p je k-rozmerny vektor, 3 je definované prostrednictvom vlastnosti (3.2) a (3.4).

Pre potreby numerického algoritmu musime predefinovat rozdelenie N(u,Y) vSeobec-
nejsim predpisom. Pouziva sa nasledujtuca schéma, v ktorej X = u+AZ, Z ~ N(0, 1) akde
A je Tubovolna matica, pre ktort plati AAT = 3. Potom bude platit, 7e X ~ N(u, AAT).
Toto je vlastnost, ktord umoznuje pracovat s maticou ¥ nepriamo prostrednictvom ma-
tice A. Pouzit ju mozeme ako doésledok vlastnosti viacrozmerného normélneho rozdelenia
, konkrétne linearnej transformacnej vlastnosti.

Vyuzitim met6d na generovanie zo Standardného normélneho rozdelenia vieme zostro-
jit Z ~ N(0,1) pozostavajuci z nezavislych ndhodnych premennych Z3,..., Zx. Z toho
vyplyva, Ze jediné ¢o potrebujeme pre generovanie premennej X z viacrozmerného nor-
malneho rozdelenia, je najst spominant maticu A.

Na tento tcel bol zostrojeny algoritmus, ktory hlada maticu A s danymi vlastnostami
reprezentujicu maticu ¥ a oznacuje sa ako Choleskyho faktorizacia.

Riesenie A bude v tvare dolnej trojuholnikovej matice, pretoze je to numericky naj-
vyhodnejsi tvar, budeme vlastne riesit nasledovnu stastavu

X1 = m+AnZ;
Xo = po+ AnZy + AxpZs

Xy = pp+Anly + AaZy + -+ ApiZy,

Pre 2-rozmerny pripad by faktorizicia vyzerala nasledovne

o?  o109p o1 0
Y= ! rejde na tvar— A =
(0102p o3 Prel poy /1 — p?og
Ked to dosadime do sustavy vyssie pre (X, ..., X}) dostaneme predpis ako generovat z

2-rozmerného rozdelenia

X1 = m+o
Xo = 1+ o2pZy + 09/ 1= p2Z,

Vidime teda, ze ked vieme generovat premenné Z; 5 ~ N(0, 1), mame jednoznaény predpis
ako vygenerovat 2-rozmernt premenni X ~ N(u,X). Tento postup sa da zovSeobecnit na
k-rozmer, a pozadovana matica sa da najst algoritmom, ktorého schéma a dalSie fakty
najdeme napriklad v [5][18][7]. Algoritmus vychadza z nasledovnych rovnosti

j—1
Ay = <Ez‘j - ZAikAjk:> [Ajj, § < a Ay =

k=1

V matlabe to vyzera nasledovne
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function L = MultiN (n, Sigma)
L = zeros(n,n); L(1,1) = sqrt(Sigma(1,1));
if(eig(Sigma)) > 0 disp('je kladne definitnd’) end

for j=1:n

for i=jmn

v(i) = Sigmal(i, j);

for k=1:(j-1)

U(i()iz v(i1) — L(j, k) * L(i, k);
L(i, j) = v(@)/sqrt(v(7));
end

end

Matlab pontika preddefinovant funkciu L=chol(Sigma), ktora dava totozny vysledok. Pred
spustenim algoritmu je potrebné overit, ¢i je matica kladne definitnd, jednou moznostou
je urcit vlastné ¢isla, v matlabe na tento tcel staci pouzit funkciu - eig(Sigma). Z tedrie
plati, Ze vlastné ¢isla musia byt kladné a ak je to splnené mozeme pokracovat. Ako priklad
mozeme uviest nasledovny vystup, ak pozname tvar kovaria¢nej matice X

025 032\ 025 0
== (0.32 0.64) prejde na tvar = L = (0.64 0.48)

Lahko si overime, Ze je naozaj splnend vlastnost L x L' = 3.

3.3 Simulacia geometrického Brownovho pohybu

V tejto kapitole sme doteraz hovorili iba 0 metdédach, ktoré generuji ndhodné ¢isla, avSak
zatial sme neukazali konkrétnu moZnost ako ich implementovat, ¢im by bolo docielené
premostenie Monte Carlo algoritmov a finan¢nych modelov. K tomuto tcelu zostrojime
numerick@ schému pre generovanie Brownovho pohybu, jedno a viacrozmernt a aj jej
geometricki verziu.

Zamerom je generovat hodnoty Brownovho pohybu X (1), .., X (t2) v zadanych bodoch
¢asového intervalu 0 < ¢y < --- < t,,. KedZe uz vieme generovat ndhodné premenné (napr.
algoritmom Box-Muller, alebo metodou inverznej transformacie) zo Standardného nor-
malneho rozdelenia, ozn. 71, ..., Z,, dostavame konkrétnu numericki schému na simulaciu
nadhodného procesu s Brownovym pohybom

X(tiy1) = X(t;) + p(tiyn — i) +o/tig1 —tiZipn, 1=0,...,n—1

pre X (0) dané, ¢o sa da zapisat aj ako

tit1 titr1
X(tiz1) = X(t;) + / w(s)ds + / o?(w)duZiy, 1=0,....,n—1
t t

pre ¢asovo zavislé koeficienty, ¢o mozeme nahradit Eulerovou numerickou aproximéciou

X(ti—f—l) = X(tz) —|— M(tz>(tz+1 — tz) + O'(tl) ti+1 — tiZi+17 l = 0, e, — ]_
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Takéato konstrukcia je postacujica pre mnozstvo aplikacii pri modelovani akcii, opcii ¢i
urokovych mier. Existuje vSak viacero algoritmov, ktoré sa snazia aproximovat cely vyvoj,
teda snazia sa zistit, ¢o sa deje medzi bodmi ¢;. S podobnymi snahami st spojené problémy
ako diskretiza¢na chyba. Iné metody ako napr. "Brownian bridge"generuji Brownov pohyb
odlisnym a zlozitejsim algoritmom, ktory sa déa efektivne pouzit pri niektorych aplikiciach
hlavne v zmysle redukcie variancie. Nebudeme sa im venovat blizgie, viac detailov sa da
najst v [5](2][3].

V modelovani finanénych aktiv sa preferuje geometricky Brownov pohyb, pretoze na
rozdiel od klasického, st pre takéto modelovanie dolezité len relativne prirastky a nie
absoltutne, ¢o ma samozrejme svoje vyhody.

Zmena explicitného rieSenia nastdva pre paramater driftu, uz to bolo spominané v
(2.11) a (2.12), a teda geometricky Brownov pohyb N(u,o), kde p v drifte nahradime
bezrizikovou trokovou mierou r podla principu bezririkového ocehovania, s pociato¢nou
hodnotou S(0) je dany vztahom

S(t) = S(0)exp ([7" — %az]t + JW(t))

Kedze vieme, Ze prirastky premennej W (t) st nezavislé a normalne rozdelené mozeme
tento vztah prepisat do rekurzie vracajicej hodnoty v uzlovych bodoch delenia ¢asového
intervalu [0,7]: 0 =ty < ty... <t, =T do tvaru

1
S(ti_,_l) = S(t» €exXp ([T - 50-2](1:7;—&—1 - tz) +o0 ti—i—l — tiZi+1>

kde 71, ..., Z, st nezéavislé premenné z norméalneho rozdelenia N (0, 1). f)alej mnohonasob-
nym simulovanim ciest podkladového aktiva podla tejto schémy a principov bezrizikového
ocenovania derivatov z kapitoly 2.4 dostavame Siroko pouzitelny néstroj pre pocitanie cien
roznych derivatov. Prikladom mozu byt azijské, bariérové opcie alebo look-back opcie,
ktoré sa daji modelovat tymto jednoduchym geometrickym Brownovym pohybom, kde
pre kazdy typ je potrebna ista tiprava algoritmu, napriklad zadefinovanie bariéry a zazna-
menévanie jej prekrocenia pre bariérové opcie. Pre vSetky tieto priklady vyplatna funkcia
zévisi na hodnotéach (S(t1), S(t2), ..., S(t,)) v danych uzlovych bodoch ¢asového intervalu
a odhady tychto cien st asymptoticky nevychylené. Akymsi vylepSenim tohoto modelu
moze byt zahrnutie tvz. deterministickej funkcie volatility, ktora umoznuje definovat pa-
rameter o ako funkciu podkladového aktiva, ¢ize
%it)) =rdt +o(S(t),t)dW (t)

problémom moze byt néjst taka funkciu, ktora bude platna pre vSetky aktiva daného port-
folia, hlavne ak rozne aktiva maju rdozne doby splatnosti a expira¢né ceny. Za predpokladu
znalosti takejto funkcie vieme napisat rekurziu v tvare

S(tis1) = S(t) exp ([r - %UQ(S(ti),ti)](tiH — 1) + o (S(t), )\ — tiZiH)
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Obr. 3.1: 1 realizacia geometrického Brownovho pohybu

UvaZujme teraz, Ze akcie budu vyplacat dividendy. Nech D(t¢) je hodnota dividend
vyplatenych za ¢as [0, t], a nech akcia vyplaca spojity dividendovy vynos §, tj.05(t). Potom
D(t) bude rast podla dynamiky

dD(t)

Ak vieme, Ze cena akcie S(t) spliia geometricky Brownov pohyb s parametrami GBP (1, 02),
potom drift bude mat tvar
puS(t) +0S(t) +rD(t)

a podla principov bezrizikového ocenovania drift prejde na tvar: u = r — 0, ¢ize dynamika
vyvoja ceny podkladového aktiva vyplacujiceho dividendy mé tvar

S(t) = S(0)exp ([(r —9) — %02]?5 + JW(t))

ktory nahradime opét Eulerovou schémou. Teda dopad dividend sa prejavuje znizenim
miery rastu aktiva o hodnotu dividendového vymnosu. Zahrnutie dividendového vynosu
moze byt potrebné vo viacerych pripadoch. Ako priklad mozeme uviest akciové indexy, kde
desiatky akcii mozu vyplacat rozne hodnoty dividend a prave ich aproximécia pomocou
parametra 0 moze byt dolezitd pre presnej§ie urcenie ceny indexu. Inym prikladom si
komodity, kde skladovacie ndklady mozu byt modelované ako zaporné dividendy, pripadne
vymenné kurzy alebo future kontrakty, kde dynamika ich vyvoja bude mat tvar

S(t) = S(0) exp ([M - %Jg]t + UW(t))

kde

e M = 0 pre modelovanie futures kontraktov. Tento fakt moze byt mierne prekvapu-
juci, takze sa pozrieme na jeho kratke zdovodnenie. Nech F'(t,T) oznacuje budicu



KAPITOLA 3. GENEROVANIE NAHODNYCH CISEL A PROCESOV 31

cenu v case t pre kontrakt s expiraciou v ¢ase 1. Vieme, Ze tento typ kontraktu mé
nulovt hodnotu v zaciato¢nom c¢ase t = 0 a plati

0= T DE[(S(T) - F(t,T))|F)

kde F, oznacuje historiu trhovych cien do ¢asu t a v ¢ase t = T plati vztah S(T) =
F(T,T), ¢o je ekvivalentné s podmienkou: F'(¢t,T) = E[F (T, T)|F}]. Teda future cena
je martingal pod rizikovo neutralnou mierou a musime zvolit hodnotu 0 za parameter
driftu, ¢ize future cena sa riadi dynamikou

dF(t,T)

e M=(arokova miera domacej meny - irokova miera zahrani¢nej meny) pre vymenné
kurzy.

Toto potom opéat analogicky nahradime numerickou schémou a mézeme simulovat po-
hyby aktiv.

realizacia 7-rozmerneho geometrickeho Brownovho pohybu
] T T T T T

Qo b

L L L L L L L L L
o 01 0.z 0.3 o4 0.3 0.6 o7 0.g 03 1

Obr. 3.2: 1 realizacia 7-rozmerného geometrického Brownovho pohybu

Poslednou vecou, na ktort sa pozrieme bude viacrozmerny Brownov pohyb a jeho ge-
nerovanie. Uz sme uviedli zakladné vlastnosti, takZe ich znova nebudeme opakovat. Ked
si vezmeme d-aktiv na trhu, ktoré sa riadia geometrickym Brownovym pohybom s drif-
tom g, kovarianénom maticou X s vlastnostami (3.2),(3.4),(3.3) a pouzitim Choleskyho
faktorizacie z Casti 3.2.3 tito dynamiku zapiSeme systémom

dsi(t)
0

d
= dt + Y AydWi(t), i=1,....d

Jj=1

Potom vieme napisat predpis pre simulovanie viacrozmerného GBP(y, 3), v uzlovych bo-
dochO=ty<t; <..<t,

1 .
Si(tky1) = Site)exp <[M¢ - 5012][15%1 — ] + /o1 — tkz;'l:lAijZkJrLj) , 1=1,...d
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kde k = 0,....,n — 1, Z je matica rozmeru [d X n], ktorej elementy st nezavislé ndhodné
¢isla z rozdelenia N(0,1) a pre potreby ocenovania derivatov nahradime drift u bezrizikovou
urokovou mierov r, tj. u; = r. Schopnost generovat viacrozmerny Brownov pohyb otvara
moznost simulovania a oceniovania d'alsich typov derivatov, v ktorych Monte Carlo metody
moZu nachadzat dobré uplatnenie, kedZe je zname, Ze su dobre aplikovatelné na problémy
s vy$§imi dimenziami.

Ako priklad takychto simulécii moéZzeme uviest niekolko prikladov. Simulacia dvoch
aktiv Si(t), Sa(t), kde vyplata je dand rozdielom ich ceny a expiracnej ceny K teda:
([S1(T) + S2(T)] — K)T, takyto typ opcii sa nazyva spread opcia. Inym prikladom si
kosikové opcie, teda akési opcie na portfolio pozostavajuce z dvoch a viac podkladovych
aktiv. Takisto bariérové opcie sa vyskytuju ako dvojrozmerny problém. K tymto problé-
mom ocenovania derivitov sa vratime pri konkrétnych simulaciach v kapitole 5.

Ako ukazku na obr. 3.1 je zobrazena jedna realizicia jedno-rozmerného geometrického
Brownovho pohybu resp. viacrozmerného na obr. 3.2. Pre jednorozmerné aj viacrozmerné
problémy nam potom stac¢i generovat rovnaké pohyby ¢i vzorky tisic az milion krat pomo-
cou predpisov uvedenych v tejto ¢asti(v zavislosti od toho, ¢ chceme zahrnat do simulacie
dividendy alebo simulovat cenu derivatu na future a pod.), dodefinovat Specifické okra-
jové podmienky pre konkrétny typ derivatu, diskontovat do stucasného ¢asu (¢asu 0) a
nasledne ako posledny krok spriemerovat cez vSetky simulécie. Pre definovanie okrajovych
podmienok a diskontovanie vyuzijeme znalosti z kapitoly 2 o stochastickom charaktere ak-
tiv a fakty o vlastnostiach roznych typov derivatov, pri naslednom generovani pouzivame
metody z kapitoly 3, tj. metéda Box-Muller,Choleského faktorizacia a podobne . Dalsim
rozsirenim tychto teoretickych modelov bude aplikacia na derivaty arokovej miery(kapitola
6), ¢i hladanie ceny americkych opcii(kapitola 5.6).



Kapitola 4

Redukcia variancie

V tejto kapitole sa pokusime predstavit metody, ktorych cielom je znizit varianciu simu-
lacii, ¢o ako uz bolo povedané predstavuje pomerne velky problém Monte Carlo metod,
ktorych konvergencia sa pohybuje v rade O(n~'/?), ¢o sposobuje, Ze za uéelom zvysovania
presnosti potrebujeme vyrazne zvySovat pocet simulécii. Tymito metdédami mozeme uSet-
rit nejaky vypoctovy ¢as, tym Ze na dosiahnutie rovnakej variancie budeme vdaka nim
potrebovat menej simulécii.

4.1 Metoda kontrolovanych variet

Ako prva vec si zadefinujme premenné Y7, .., Y,,, ktoré predstavuja vystup z daného poctu
n simuldcii(ako priklad mozeme uviest V; = ¢ "7 (S(T) — K)*), resp hocijaky iny pay-
off). Tu by sa skonéilo a vypodital by sa priemer z takychto simulacii. Myslienka metody
kontrolovanych variet spoc¢iva v tom, Ze dodefinujeme dalsi subezny proces s Y, ktory
ozna¢ime X. V jednotlivych simulaciach dostaneme pary (X;,Y;), ktoré buda nezéavislé
ndhodné premenné a navyse predpokladame, ze ocakavanie E[X] je zname. Ako vysledok
dostanem novy odhad

Y(b) =Y - b(X - EIX]) =~ > (Y = b(X; - E[X]))

i=1

kde b je parameter, d4 sa povedat, 7e vyraz (X — E[X]) sluzi ako kontrolny faktor pre-
mennej E [Y]. Navyse plati, ze tento odhad je nevychyleny a konzistentny.
Co néas velmi zaujima je variancia tohoto odhadu

Var[Y;(b)] = Var[V; — b(X; — E[X])] = 03 — 2boxoypxy + b’0% = o*(b) (4.1)

o je variancia X resp. Y a p je ich korelacia, a teda varincia odhadu Y (b) je o(b) /n pricom
Standardny odhad Y ma varianciu 0% /n. Zo vztahu (4.1) vyplyva, Ze novy odhad metodou

33
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kontrolovanych variet ma niz§iu varianciu ak: b’cyx < 2boy pxy. NavySe vidiet, Ze existuje
optimalna troveni hodnoty parametra b = b*, ktora minimalizuje hodnotu variancie v (4.1)
* Oy
b* = —pxvy
0x
odhad tejto hodnoty méze byt problematicky, jednou z moznosti je pouZzit regresiu. Ked
hodnotu b* opét dosadime do (4.1) dostavame vztah medzi varinciou nového a povodného
odhadu bez redukcie variancie

wm7—m7—Ewm:1_ﬁ
Var [7] XY

Implementacia. Nadviazeme na tedriu a pokidsime sa implementovat tato metodu
na problém simulovania podkladovych aktiv a neskor pouzit pri simulaciach aktiv a ich
derivatov. Uvazujme podkladové aktivum, ktoré sa riadi geometrickym Brownovym po-
hybom. Podla znacenia vyssie, potrebujeme identifikovat proces Y a X. Nech proces Y
je diskontovany payoff napr. Eurépskej opcie Y = e (S(T) — K)*. Pre proces X ako
bolo povedané, potrebujeme vediet jeho ocakavanie, toto vSak moze byt nejaky martingal,
pretoze jeho ocakivanie v nejakom budicom case je jeho pociato¢nd hodnota. V reci si-
muldcie akeii, ak S(t) je cena akcie v ¢ase ¢, potom e ""S(t) je martingal a jeho o¢akavana
hodnota je E[e™""S(T)] = S(0). Podla teoretickej schémy tejto metody mozeme napokon
zostrojit odhad metody kontrolovanych variet

. 1 & .
Y(b) =~ (¥; = 0[Si(T) — e"5(0))) (4.2)
i=1
Takto navrhnutd implementécia je vhodna pre europsky typ opcii, pre iné derivaty sa
bude l1isit tvarom kontrolného faktoru X. Pre azijské opcie sa pouziva ako kontrolny faktor
cena vypocitand pomocou geometrického priemeru, konkrétne by odhad kontrolovanymi

varietami mal tvar

Y(b) = Cy — b(C, — Cya)

kde C, je cena vypocitand Monte Carlo simuléciami z aritmetického priemeru, C, je cena
vypocitana Monte Carlo simuldciami pomocou geometrického priemeru a Cy, je cena vy-
pocitand analytickym vzorcom s geometrickym priemerom. Pripustné st samozrejme aj
iné moznosti. Podrobnejsie o kontrolovanych varietéach pre azijské opcie najdeme v [1].
Parameter b jednoznacne zavisi od pomeru expirac¢nej ceny a ceny podkladového aktiva,
pricom ak fixujeme cenu podkladového aktiva S0 a menime expirac¢ni cenu K, tvar funkcie,
ktorou vieme ur¢it optimalnu hodnotu b ostava prakticky nezmeneny s absolitnou zmenou
ceny S0, ¢ize je tu len akasi relativna zavislost. Vdaka tomu vieme najst funkciu, ktora
zobrazuje optimalnu hodnotu paramametra b vzhTadom na pomer K/S0. Funkcia mé tvar
ako na obrazku 4.1. D4 sa v§imnut, Ze pre rozumny pomer K /S0, sa d4 hodnota parametra
aproximovat linearnou funkciou, ako dobra aproximécia méze poslizit nasledovny odhad

- K
b=13-0.7—
S0
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hodnota b

o2 i i i i i i i
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
pomer ceny podkladoveho aktiva a expiracnej ceny

Obr. 4.1: Hodnoty koeficientu b pre rozny pomer expiracnej ceny a ceny aktiva

kde za rozumné sa daju povazovat hodnoty v rozmedzi K/S0 € (0.5,1.5), pre hodnoty
nizgie ako 0.5(resp vicsie ako 1.5) sta¢i nastavit b = 0.1(resp. b = 0.95). Pripadne mozeme
odhadnut parameter b regresiou podla vztahu

LX) T) _ Confx.Y]

Y (X = X)? Var[X]

4.2 Matching metoda

Tato metdda na rozdiel od predchadzajicej je zaloZzena na transformacii simulovanych ciest
podkladového aktiva. Opéit budeme predpokladat bezrizikovi dynamiku podkladového
aktiva v zmysle E[S(t)] = ¢"5(0) a predpokladame odhad ako priemer simulovanych ciest

S = % > s

zdrojom variancie je, ze pre konec¢né n takyto odhad nebude korespondovat s hodnotou
E[S(t)] ¢ize B
e "S(t) # S(0)

Tato metdda navrhuje ako predist tymto chybam transforméaciou simulovanych ciest v
zmysle

A E[S®)] .
Si(t) = S;(t) 50) i=1,..,n (4.3)
resp.
Si(t) = Si(t) + E[S{t)] = S(t), i=1,...n (4.4)

Implementacia. Tychto niekol'ko teoretickych myslienok metody sa teraz pokisime im-
plementovat na geometricky Brownov pohyb, aby sme tak metédu mohli pouzit na simu-
laciu aktiv. Vieme, 7e geometricky Brownov pohyb budeme simulovat dynamikou

S(tr) = S(tr_1)exp([r — 1/20°|(ty — th1) + o/tx — tr_17Z;), i=1,... 1 je pocet simuldcii
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Ako prva moznost je upravit sposob generovania nahodnych ¢isel Z; ~ N(0,1) v danej
schéme. Najjednoduchsia takato transformécia Brownovho pohybu podla schémy (4.4) by
mohla mat tvar

Wilt) = Wilt) — W (1)

resp. sa pontuka aj formulacia

Wl(t) _ I/Vz(t) B W(t)

s(t)/\/t

kde s(t) je vyberova standardna odchylka Wi(t),...,W(t) a W je ich priemer. Imple-
mentéicia tejto myslienky na geometricky Brownov pohyb pre potreby simulacii vyzera
nasledovne

k
Wi(ty) = Z Vit —ti-1Zij
j=1

kde Z;; ~ N(0,1) a zadefinujeme si nasledovné premenné

— 1< 1 —
Zj= EZZU’ S = —7 > (Zy = Z;)
i=1

Wilts) = >/t —t1(Zi; — Z)) (4.5)
~ k Zii — 7.
Wilte) = >/t — tj,l% (4.6)

Pre geometricky Brownov pohyb moézeme zvolit aj int transforméciu, na zaklade (4.3)

nadobudne tvar
neUWi (t)

E;Zl eO'Wj (t)

Konstrukcie (4.5),(4.7),(4.6) pouzijeme a zhodnotime ich efektivnost na zaklade konkrét-
nych simulécii v kapitole 5.

Si(t) = S(0)e™” (4.7)

4.3 Dalsie metody

Redukcia variancie sa stala dolezitym predmetom sktimania pre pouzitie Monte Carlo
metod. Postupne bolo predstavenych viacero metéd od velmi jednoduchych a univerzalne
aplikovatelnych az po zloZité a len na Specifické problémy pouzitelné.

Najjednoduchsou metdédou su tvz. Antithetics varietes, ktoré su aplikovatelné v pod-
state na Tubovolny problém a st jednoduché na implementaciu. Poskytuja vsak oproti
inym metodam relativne malé znizenie variancie. Zakladny princip metédy je nasledovny:
v kazdej simulécii vygeneruj ndhodné ¢islo Z; a k nemu prislichajici odhad Y;, rovnaké né-
hodné ¢islo, ale negativne vzaté, tj. —Z;, pouzi na vypocet odhadu Y;*. Dostaneme dvojice
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nezavislych odhadov (Y1, Y)"), (Ys, Y5), ..., (Ya, Y,¥), avSak vramci dvojice medzi odhadom
Y, a Y, moze byt pritomna korelacia. Poziadavkou na tuc¢inné fungovanie metody je, aby
tato korelacia bola zaporna. Antithetics odhad Y; v kazdej simulécii je priemerom odhadov

Y, a V" teda

Yty
)

Y; Y 42 Y;, Y
 Var(Y)) = Var(Y;) + Var( zl) +2Cou(Y;, V%)

Y;

vysledny antithetics odhad méa tvar

. I~ (Yi+Y"
Yontithetics = - Z (T) (4.8)

=1

kde n oznacuje pocet Monte Carlo simulacii. Cielom metody je teda dosiahnut nizsiu
varianciu vygenerovanim dvoch odhadov v kazdej z n simulacii, ako pouzitim 2n standard-
nych simulacii.

Pomerne u¢innou metédou sa javi aj tvz. Stratified sampling, ktora sa snazi kontrolovat
distribticiu generovanych nahodnych ¢isel, ale je pomerne zlozita a ¢asto sa musi vytvorit
pre konkrétny model. Vieobecné skiisenosti ukazuju jej schopnost vyrazne znizit varianciu.

Najzlozitejsou metddou je tvz. Importance sampling, ktord vyzaduje preciznu imple-
mentaciu a dokdze znizit varianciu vyrazne viac ako iné metody, avsak pri nevhodnej
implementacii moze naopak varianciu aj zvysit.

V praci zvolené metody predstavuju isty kompromis medzi zlozitostou implementa-
cie a velkostou redukcie variancie. O vSetkych tychto metodach mdzeme néjst mnozstvo
materialu v[1][2][3][5][6].



Kapitola 5

SimulAcia a ocenlovanie opcii

5.1 Euré6pske opcie

Predtym ako za¢neme simuldciami pocitat ceny opcii, je potrebné povedat tri poznamky.
Prva sa tyka generatorov ndhodnych ¢isel. Pre potreby prace budeme potrebovat len
nadhodné ¢isla z norméalneho rozdelenia, pricom na tento tcel mozu sluzit generatory na-
hodnych ¢isel z normélneho rozdelenia opisané v kapitole 3.2 a tieto naozaj aj davaja
hodnoverné ceny opcii pri ich pouziti v simuléciach. Na vSetky simulacie budeme pouzivat
generator ¢isel normalneho rozdelenia pristupny v matlabe randn a to hlavne z dévodu jeho
vysSej rychlosti oproti ostatnym generatorom. Okrem toho treba povedat, ze ako pomerne
zl4 metdda sa ukazuje metdda inverznej transformécie, ktord neodporic¢ame pouzivat.

Druha poznadmka sa tyka hodnét parametrov pouzitych v simulaciach. V tejto praci
nie je tlohou presné urcenie parametrov a ani sa nezaoberame metédami ako dosiahnut
¢o mozno najhodnovernejsie parametre. Uvadzané parametre vychadzaju z redlnych dat,
na odhad parametra volatilita bola pouzita historicka volatilita resp. implikovana volati-
lita. Lahko si vieme predstavit software, ktory by ako vstupy do Monte Carlo simulacii
stahoval a presne pocital hodnoty parametrov a tym zabezpecil maximéalnu vierohodnost
vypocitanych cien opcii tak, aby stuhlasili s redlne obchodovanou cenou. Délezitejsie je po-
rovnanie cien opcii s danymi parametrami relativne ku inym metédam, resp. vplyv zmeny
parametrov ako ¢as do expiracie alebo expira¢na cena a dal$ie na hodnotu opcie.

Posledna poznamka spociva v uvedomeni si, ze vypocitané ceny opcii nie si nemenné,
ale kazda d'alSia simulacia by mohla dat mierne odlina cenu v dosledku $tandardnej chyby
daného odhadu.

V tejto Casti zacneme simulaciami najjednoduchsieho typu opcii, eurépskych opcii. O
simulaciach tohoto typu sme uz hovorili v kapitole 1.4 a tak len nadviaZeme na spomi-
nané fakty a pouzijeme jednoduchy algoritmus (1.2) na ziskanie cien opcii. Kedze je to
jednoduchy typ opcii s malou vypoc¢tovou néro¢nostou, moézeme si dobre otestovat vlast-
nosti metody pre rozny pocet simulécii, rozne parametre a taktiez otestujeme diskutované
metody redukcie variancie z kapitoly 4, ktorych pouzitie je nutné pre efektivnost a kon-
kurenciaschopnost Monte Carlo simulacii.

38
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Tabulka 5.1: Ceny eurdpskych call a put opcii pre roézne parametre,oc(INTC) =
0.18,0(IBM) = 0.26, trokova miera r = 1%

‘ S01(INTC)=20.48 H call, T1=0.12 H call, T2=0.48 ‘
strike|pocet MCs 103 10* 10° 108 | Cps 103 104 10° 108 | Cps
K1=20 0.57 0.51 052 | 052 | 052 || 1.76 | 1.74 | 1.74 | 1.75 | 1.75
K2=24 0.05 0.04 0.03 | 0.03 | 0.03 || 00.44 | 0.44 | 0.44 | 0.44 | 0.434
K3=17 3.53 3.52 352 | 351 | 351 || 3.59 | 3.81 | 3.82 | 3.81 | 3.81
S01(INTC)=20.48 put, T1=0.12 put,T2=0.48
K1=20 0.50 0.52 050 | 050 | 050 || 1.27 | 1.19 | 1.18 | 1.18 | 1.18
K2=24 3.54 3.50 352 | 353 | 352 || 3.74 | 3.85 | 3.85 | 3.84 | 3.84
K3=17 0.00 0.01 0.01 | 0.01 | 0.01 || 0.25 | 025 | 025 | 0.25 | 0.25
S02(IBM)=144.17 call, T1=0.12 call, T2=0.48
K1=145 3.31 3.25 3.27 | 327 | 327 || 714 | 711 | 710 | 7.0 | 7.10
K2=155 0.58 0.59 059 | 059 | 0.59 || 3.42 | 3.45 | 3.44 | 3.44 | 3.44
K3=135 10.02 | 9.94 9.96 | 9.96 | 9.96 || 12.83 | 12.96 | 12.90 | 12.91 | 12.91
cas 10~3s | 0.009s | 0.088s | 0.88s

Tabulka 5.2: Porovnanie priemernych cien eurdpskych opcii pre réozne metody redukcie
variancie, vysledky pre 1000 replikicii Monte Carlo simulécii pre parametre: S0=144.17,

o =0.18,T=0.48,r=0.01,K=135
n=>50 n=100 n=250 n=1000 n=2000

¢ |sw©) | © |su© | © |sw© | T |su© | T |sa©)

BR 12.74 2.15 12.84 1.51 12.88 0.93 12.93 0.47 12.90 0.34
KV 12.90 0.67 12.92 0.49 12.90 0.32 12.91 0.15 12.91 0.1
MM1 | 12.87 0.73 12.88 0.51 12.88 0.32 12.90 0.17 12.91 0.12
MM2 | 12.84 0.57 12.87 0.42 12.90 0.25 12.91 0.13 12.91 0.08

MM3 | 12.84 0.25 12.89 0.18 12.90 0.11 12.90 0.05 12.91 0.04
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konvergencia ceny opcie
T
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Obr. 5.1: Konvergencia ceny call opcie pre zvicSujici sa pocet simulacii s parametrami

S0=144.17, o =0.18,T=0.48,r=0.01,K=135

V tabulke 5.1 st zaznamenané ceny call resp. put opcii pre akcie Intel(INTC) a IBM
pre rozne parametre ¢asu a expiraCnej ceny, pricom ceny mozeme porovnat s analyticky
vypocitanou cenou Cgg podla vzorca (2.1). Na obrazku 5.1 je graficky zobrazena konver-
gencia ceny call opcie vypocitanej z Monte Carlo simulacii pre zvysujtci sa pocet simulacii
n, a ako vieme z kapitoly 1 o efektivnosti simulacii, $tandardné chyba zavisi od velkosti
vzorky a zmenguje sa faktorom O(n~'/2), ¢o sa d4 pozorovat aj na danom obrazku.

V tabulke 5.2 sme porovnavali rozne metddy redukcie variancie, preto si pripomenme
o oznacme predstavené metody redukcie variancie z kapitoly 4:

1)K V:Kontrolované variety (4.2), 2)MM1: Moment matching metoda 1 (4.5), 3)MM2:Moment
matching metoda 2 (4.7), 4 MM3: Moment matching metoda 3 (4.6)

Kazda z tychto metod bola otestovana pri simuléciach cien call opcii pre dané parametre,
vratane odhadov bez redukcie variancie, pre rozne hodnoty poc¢tu simulécii n na vzorke
1000 replikacii. Z tychto replikacii bola odhadnuta priemerné cena opcie a jej Standartné
odchylka, vysledky mozeme vidiet v tabulke 5.2. Grafické porovnanie Standardnych od-
chylok mozeme vidiet na obrazku 5.2. Je o¢ividné, Ze kazda redukcia variancie je vyrazne
lepsia ako keby sa nepouzila, najefektivnejSie sa ukazuju metoda kontrolovanych variet
a metoda MM3, ktoré odporiacame pouzivat a budeme ich aplikovat aj na dalSie prob-
lémy. Casovo davaja vSetky metody porovnatelné vysledky okrem metoédy MM2, ktord je
vyrazne najpomalsia.

Zaver: Testovali sme Monte Carlo simulicie za icelom vypoctu ceny eurépskych opcii
a mohli sme sa presved¢it o platnosti teoretickych vlastnosti rozoberanych v predchéa-
dzajucich kapitolach. Vo vSeobecnosti sme zistili, ze odhad ceny z Monte Carlo simulacii
dava rovnaké resp. porovnatelné vysledky s cenami ur¢enymi podla analytického vzorca
(2.1), av8ak spol'ahlivost vel'mi zavisela hlavne od po¢tu Monte Carlo simulacii, pricom pre
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Obr. 5.2: Porovnanie $tandardnej odchylky pre rozne metody redukcie variancie pre
1000 replikacii a dany pocet n simulécii, pre cenu call opcie s parametrami S0=144.17,

o =0.18,T=0.48,r=0.01,K—135

dostato¢ni spolahlivost(teda presnost aspofi na druhom desatinnom mieste) sme potre-
bovali pouZit radovo vysoky pocet(v rade 10*) simulacii a preto v porovnani s analytickou
metdédou ma vyrazne vyssSiu vypoctovi naro¢nost. Okrem toho ako vSeobecny trend mo-
7eme pozorovat, ze presnost resp. rychlost konvergencie sa zvySuje so znizujicou sa cenou
opcie, teda inak povedané Monte Carlo simulacie st mierne zavislé ¢i citlivé na hodnotu
parametrov, hlavne na volatilitu a ¢as expiracie.

Pouzitim met6d redukcie variancie, sme vyrazne zlepsili spolahlivost, Standardna od-
chylka pre niektoré metody klesla aj viac ako o polovicu. ZlepSenie spolahlivosti odhadu
dosiahneme ak skombinujeme mensi pocet Monte Carlo simulécii s istym poctom repli-
kacii(zvolime tak aby vypoctovy ¢as simulacii+replikicii bol mensi ako povodny case 1
replikdcie via¢sieho poc¢tu simulécii), pouzijeme niektord z metod redukcie variancie a ceny
z replikicii spriemerujeme, dosiahneme podstatne vyssiu spolahlivost odhadu pri niz§om
vypoc¢tovom case, avSak stale ostava v platnosti, ze pre tento typ derivatu, Monte Carlo
simulacie nie st vhodnou metédou vypoctu. Priestor sa vSak ukazuje pre vypocet viacroz-
mernych eurdpskych opcii(viz kapitola 5.5).

5.2 Azijské opcie

V nasledujicich dvoch casti si ukdzeme ako ocenovat od cesty zévislé opcie pomocou si-
muldcii, konkrétne za¢neme s azijskymi opciami. O Monte Carlo algoritme pre oceniovanie
tohoto typu opcii sme uz hovorili v kapitole 1.4 (1.6) a budeme teda postupovat podla
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tejto schémy. Kedze je to typ od cesty zavisly, musime byt schopny uchovéavat pri simulécii
pohyb ceny aktiva pocas celej doby platnosti, a prave na tento uc¢el moze dobre posluzit
prave Monte Carlo metdéda. Ako sme videli v kapitole 2, pozname viac typov vyplatnej
funkcie(2.3)(2.4), pouzitie budeme demonstrovat na type (2.3) a budeme pouzivat aritme-
tické priemerovanie. Budeme sledovat hlavne optimalny pocet bodov delenia intervalu, cez
ktoré budeme priemerovat cenu, kedze prili§ vela bodov by velmi zvySoval vypoctovy cas,
na druhej strane maly pocet moze davat nepresné(tvz. nadol vychylené) vysledky. Tiez
budeme sledovat vplyv metdd redukcie variancie, konkrétne metody kontrolovanych variet
a moment matching 3, ktoré poskytovali pomerne velké zniZenie variancie u eurépskych
opcii.

Pocitali sme cenu azijskej call opcie s konkrétnymi parametrami, pricom sledujeme
kvalitu simulécii pre rézny pocet bodov delenia n ¢asového intervalu a dany pocet Monte
Carlo simulécii. Vysledky nédjdeme v tabulke 5.3.

V dalgej tabulke 5.4 ndjdeme porovnanie efektivnosti Monte Carlo simulacie v porov-
nani s vypoctom ceny &azijskych opcii rieSenim parcialnej diferencidlnej rovnice metdédou
predstavenou u Vecer[20].

Tabulka 5.3: Cena &zijskych call opcii typu (2.3) na akcie INTC s parametrami
50=144.17,0=0.18,r=1%, pocitané pre 3000 MC simulacii a 100 replikécii, n—pocet bodov delenia

Casového intervalu

n=20 | n=50 | n=100 | n=150 | n=200

C C C C C std(C)
K=145T=0.12 | BR | 1.65 | 1.69 1.71 1.71 1.72 0.05
KV | 166 | 1.70 1.71 1.72 1.72 0.05
MM3 | 1.66 | 1.69 1.70 1.71 1.72 0.03

K=135,T=0.48 BR 10.28 | 10.33 10.34 10.37 10.38 0.17
KV 10.28 | 10.36 10.37 10.36 10.36 0.09

MM3 | 10.26 | 10.34 10.36 10.36 10.37 0.05

Zaver: Metoda Monte Carlo nachiddza dobré uplatnenie pre oceiovanie azijskych opcii

Tabulka 5.4: Porovnanie vypoctu ceny éazijskej call opcie typu (2.3) metédou Monte Carlo(s
poc¢tom bodov delenia ¢asového intervalu n=300), rieSenim parcidlnej diferencialnej rovnice(PDE)

pre rozny pocet bodov delenia priestoru(n) a ¢asu(n=200)
So—144.17 Monte Carlo PDE
n=20000 | n=50000 ‘ n=10° || n=100 ‘ n=>500 ‘ n=1000

K=140,T=0.48 6.68 6.69 6.69 6.70 6.69 6.69

K=135,T=0.48 10.36 10.37 10.37 || 10.38 | 10.38 | 10.38

K=145,T=0.12 1.71 1.72 1.72 1.73 1.73 1.72
std(C) 0.02 0.01 0.007

cas H ~ 1.6s ~ 4.58 ‘ ~ 9s H 1.5s ‘ 2.7s ‘ 15s ‘
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Obr. 5.3: Konvergencia ceny azijskej call opcie pouzitim moment matching metody s vyznacdenym
95% intervalom spolahlivosti a porovnanie s cenou vypod&itanou rieSenim PDE, pouZitych bolo

200 bodov priemerovania

s aritmetickym priemerovanim, pre ktoré neexistuje uzavreta analyticka formula, preto po-
uZitie simulacii moze byt pre aritmetické azijské opcie vhodnou volbou na vypocet, hlavne
pre maly pocet bodov priemerovania dostdvame rychle a presné vysledky. NavySe oproti
analytickym aproximéciam nepotrebujem poznat informéaciu o minulych cenéch, ale vysta-
¢ime si so simuldciami. Pouzitie metdédy Monte Carlo pre azijsky typ opcii dava relativne
porovnatelné vysledky aj vzhladom na rieSenie ziskané z PDE, ¢o sa tyka presnosti aj
rychlosti, a to aj v pripadoch vyZadujucich pouzitie pomerne velkého poctu bodov prie-
merovania. Osved¢ilo sa opéf pouzitie metody moment matching(MM3) a kontrolovanych
variet na redukciu variancie, ktoré signifikantne zrychluju konvergenciu. V platnosti ostéva
aj citlivost na velké hodnoty parametra ¢asu do expiracie a volatility. Casto je potrebné
pouzit pomerne velky pocet bodov priemerovania (aspon 150), ¢o je aj zdrojom zvySovania
vypoc¢tovej naro¢nosti a aj vzhladom na dané pozorovania je vSeobecne lepsie pouzit me-
todu riesenia PDE pre vysoky pocet bodov priemerovania, ktora je pomerne maélo citliva
na hodnoty parametrov a zaroven pomerne rychla. Treba v8ak eSte upriamit pozornost na
situacie, kedy je vyhodné pouzivat metédu Monte Carlo, a to je hlavne pripad viacroz-
mernych azijskych opcii(kosikovych ¢ americkych azijskych, viz. kapitola 5.5 a 5.6).

5.3 Bariérové opcie

Budeme pokracovat v opciach zavislych na ceste a metdédou Monte Carlo ocenime jeden typ
bariérovych opcii, menovite down-and-out bariérovi opciu. Princip Monte Carlo algoritmu
je opat pomerne jednoduchy, podobny principu, ktory platil pre azijské opcie, avsak v
kazdom kroku ¢asového vyvoja podkladového aktiva S(t) sledujeme, ¢i jeho cena prekrocila
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zadefinovanu bariéru B, tj. sledujeme podmienku S(¢) < B, pri¢om ak prekrocila bariéru,
tak dani simulaciu zastavime a cenu opcie z danej simulécie nastavime rovni 0, v opa¢nom
pripade bude cena opcie dana diskontovanim vyplatnej funkcie do ¢asu 0. Po vykonani
dostatoného mnozstva simulacii dostaneme Monte Carlo odhad. Teda schematicky

1. Generuj pohyb podkladového aktiva: dt = T/n,t € [0,T]
S(t+1) = S(t)exp([r — 10?dt + oVdt Zey1), Zi ~ N(0,1)

0 ak S(t) < B pre Tubovolné t € [0, 7]

2. Nastav C; =
e {erT max(0,S(T) — K) inak

~

3. Vypoditaj priemer(Monte Carlo odhad): C'= L 37" C;

Simulaciami uvedenym algoritmom narazime na problém, ktory je spojeny s faktom,
Ze na presny vypocet ceny opcie potrebujem ovela jemnejsie delenie ¢asového intervalu,
obzvlast v pripade, ked bariéra lezi blizko zaciatoCnej hodnote aktiva, alebo ma dlhu
dobu do splatnosti a je pravdepodobné vicsia frekvencia zésahu bariéry. Pre ocenova-
nie 4zijskych opcii nebola potrebné taka jemnost delenia ¢asového intervalu, kedze sme
vystacili s diskrétnym aritmetickym priemerom, avSsak ak chceme presnii cenu bariérovej
opcie potrebujeme spravit istu korekciu, ktora bude zohladnovat diskrétny charakter bari-
éry. Riesenim tohoto problému je korekcia navrhnuta u Glasserman,Broadie, Kou[13]. Nova
bariéra B* podla tejto korekcie bude mat tvar

B* = B(+foVdt), B ~ 0.5826((+) ak B > S0, inak (—)) (5.1)

V tabulke 5.5 mozeme naozaj pozorovat vyrazné zlepsenie Monte Carlo odhadu a rov-
nako pozorujeme, Ze pre bariéru blizko zaciatocnej hodnote s dlh§im ¢asom do vyprsania
je odhadnuta cena opcie vyrazne menej presnejSia ak nepouzivame korekciou a dosahuje
vysoku chybu aj pri poc¢te viac ako n = 500 deleni ¢asového intervalu, pricom v pripade
kratkej doby do splatnosti a vzdialenejSej bariére sme dostali pomerne presny vysledok aj
bez korekcie uz pre n = 200. Vysledky Monte Carlo metdédy mozeme porovnat s inymi
numerickymi metédami v tabulke 5.6, konkrétne metodami kone¢nych diferencii Crank-
Nicholson a explicitnou metdédou koneénych diferencii. Okrem toho existuju viacere ana-
lytické aproximécie a tvz. metody stromov, dobry prehlad tychto metod pontika [19].

Tabulka 5.5: Cena bariérovych call opcii typu down-and-out na akcie INTC s parametrami

S50=144.17 sigma=0.18, r=1%, pocitané pre 3000 MC simulécii a 100 replikacii
n=50 | n=100 | n=200 | n=300 | n=500

C C C C C std(C)
K=142,T=0.48 | B=140 | 5.03 4.74 4.54 447 4.36 0.14
B* 4.06 4.03 4.02 4.00 4.00 0.14
K=150,T=0.12 | B=130 | 1.47 1.48 1.50 1.50 1.50 0.04

B* 1.47 1.48 1.50 1.50 1.50 0.04
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Obr. 5.4: 8 simulacii vyvoja ceny akcie, taktieZ je vyznacené bariéra, ak cena klesne pod tito
bariéru cena opcie z danej simulacie je nulova, v simulaciach kde sa udrzi nad bariérou jej cena

bude dané diskontovanim konkrétnej vyplatnej funkcie

Tabulka 5.6: Porovnanie vypoctu ceny bariérovej call opcie metédou Monte Carlo(s po¢tom bo-
dov delenia ¢asového intervalu n=200), analytického riesenia a metody kone¢nych diferencii(FD):

Crank-Nicholson FD a Explicitnd metdda FD, tiez modzeme vidiet priemerny ¢as 1 simulécie

So—144.17 Analytic Monte Carlo C-N FD Explicit FD
n 2.10% ‘ 5.10% ‘ 10° ‘ 100 ‘ 500 ‘ 100 ‘ 500 ‘

K—142,B—140,T—0.48 ||  4.02 3.99 1.01 1.02 1.02 | .02 || 402 | 402

K—150,B=130,T=0.12 || 150 1.51 1.50 1.50 152 | 150 || 152 | 151
| Cas(std) | | 15500.02) | 385(0.01) | 765(0.008) || 0.285 | 9.75 [ 0.235 | 1525 |

Zaver: Pouzitie Monte Carlo metod pre jednorozmerné bariérové opcie sa ukazuje ako
neefektivne a to z dovodu vysokej vypoctovej narocnosti a nepresnosti ako dosledku dis-
krétneho generovania pohybu ceny, ked bolo treba pouzit viac ako 200 deleni ¢asového
intervalu a taktiez korekciu(5.1). Okrem toho je metdda velmi citlivd na velkost bariéry a
¢as do vyprSania. Vyhodnejsie je preto pouzit niektort zo spominanych metod kone¢nych
diferencii. Avsak Monte Carlo metdéda by mohla najst uplatnenie pre $pecidlne typy barié-
rovych opcii, napriklad takych, ktorych bariéra sa meni postupom ¢asu v zavislosti od ceny
podkladového aktiva resp. inych komplikovanejsich typov. Taktiez nachadza uplatnenie pri
viacrozmernych problémoch bariérového typu.

5.4 Spread opcie

V tejto casti aplikujeme metody Monte Carlo na dvojrozmerny problém opcii vypisova-
nych na rozdiel v cene dvoch aktiv. Konkrétne si vezmeme do pozornosti tvz. crack spread
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opcie, ktoré sa vypisuji na rozdiel future ceny crude oil a ceny heating oil. Kedze simulu-
jeme ceny dvoch aktiv potrebujeme okrem ich volatilit na korektné ocenenie poznat aj ich
korelaciu a tym dant kovarian¢nt maticu(3.4). Nasledne aplikujeme myslienky Choleskyho
faktorizacie resp. generovania nahodnych ¢isel z dvojrozmerné normalneho rozdelenia, kon-
krétne pre dvojrozmerny problém pouzijeme vztahy z kapitoly 3.2.3.. Dalsou vecou, ktort
musime zohTadnit je, Ze pre ocenovanie future kontraktov musime zobrat nulovy drift, tj.
p = 0 podla principu (3.5).

Na ocenenie potrebujeme teda nasledovné informacie, ktoré boli odhadnuté na zaklade
historickych dat, a ktoré vyuzijeme v nasledovnom algoritme :

1. Parametre: o1(Crude 0il)=0.41,05(Heating 0il)=0.37,p(korelacia)=0.96

2. Néhodné cisla generuj podla predpisu:
X = (Xl,XQ) = (O’1Z1,0'2pZ1 + 0214/ 1-— p2Z2), kde 7 = (Zl, ZQ) ~ N(O,[)

3. Simuluj podla predpisu:
Si(T) = Si(0)exp([1/207]T + VTX; ), i=1,2
Cj —e T m&X(O, [Sl (T) — SQ(T)] — K)

4. Opakuj n krat ziskaj Monte Carlo odhad: C' = %Z?zl C;

Bez vicgich problémov sme sa preniesli do problému o vysSej dimenzii. V tabulkach
5.7 a 5.8 si opét mozeme pozriet numerické vysledky takto aplikovanej metody na vypocet
ceny call crack spread opcie na futures s danymi parametrami.

Tabulka 5.7: Cena crack spread call opcii na rozdiel ceny crude oil a heating oil s po¢iatoénou

cenou S0p,,=2.27,50.,=84.71,r=1%
n=100 n=1000 n=5000 n=20000

¢ |sa©) | © |sa@ | © |sa@ | T | std©

K=80,T=0.48 BR 10.35 1.71 10.42 0.54 10.43 0.24 10.43 0.13
MM3 | 10.35 0.45 10.43 0.14 10.42 0.06 10.43 0.03

K=90,T=0.12 BR 2.03 0.51 2.02 0.16 2.01 0.07 2.01 0.03
MM3 2.01 0.22 2.01 0.07 2.01 0.03 2.01 0.01

Zaver: Vypocet ceny crack spread call opcii metédou Monte Carlo (viz. tabulka 5.7)
dava porovnatelné vysledky v porovnani s analytickym rieSenim a lep$ie vysledky v porov-
nani s metodou binomického stromu (porovnanie ndjdeme v tabulke 5.8) a taktiez dosahuje
pomerne rychlu konvergenciou. Napriek tomu pre takyto jednoduchy typ dvojrozmernej
opcie je vyhodnejsie pouzit analytickd aproximéciu. Pontika sa v§ak mnozstvo modifikacii
pre dany typ opcie, ktory by Monte Carlo metéda pomerne jednoducho vyrieSila naproti
tomu analytické rieSenie by bolo nedostupné. Ako priklad by sme mohli uvazovat rozdiel
cien priemernych cien dvoch aktiv, rozdiel maxima jedného aktiva a priemernej ceny dru-
hého aktiva, resp. by sme mohli problém rozsirit aj na rozdiel 3 aktiv a podobne a prave
v tychto pripadoch je vhodné pouzit metodu Monte Carlo.
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Tabulka 5.8: Porovnanie analytickej aproximécie, Monte Carlo simul4cie a 3D binomickej metody
stromov pre vypocet crack spread call opcii na rozdiel ceny futures kontraktov crude oil a heating

oil s pociato¢nou cenou S0p,,=2.27,50.,=84.71,r=1%
T=0.48 H Kirk H MC(n=3000,rep=100) 3D binomicky strom
n=50 ‘ n=100 ‘ n=200

K=85 8.23 8.24 | 8.23 | 822 | 8.24 8.30 8.25 8.25

K=95 4.97 4.97 | 4.97 | 4.96 | 4.96 4.99 4.97 4.98

‘ Zas H ~0 H 0.27s ‘0.04s\ 0.20s ‘ 1.40s ‘

5.5 Kosikové opcie

Budeme pokracovat vo zvySovani dimenzie (poc¢et podkladovych aktiv) a v tejto casti
ocenime kosikové opcie, konkrétne budeme pocitat ceny opcii na kosik 10 podkladovych
aktiv. Vyuzijeme poznatky z ocefovania azijskych a eurdpskych opcii a vypocitame kosi-
kové azijské opcie a kosikove europske opcie na 10 podkladovych aktiv. Prave pre tento
typ opcii je ocakavané najlepsie vyuzitie Monte Carlo metody, kedze ide o vysokorozmerny
problém, na ktory je u¢inné pouzit jedine vhodni numerickd metodu, pricom analytické
rieSenie ako u jednorozmernych problémov tentoraz absentuje.
Vseobecnda schéma algoritmu:

1. Z dat odhadni korela¢ni maticu p(3.3) a volatilitu o = (01, ..,0,,) a vypocitaj kova-
rian¢ni maticu 3(3.2)

2. Vygenerej vektor nahodnych ¢isel Z ~ N(0,1) s rozmerom [Ixn|, kde n je pocet
podkladovych aktiv

3. Pouzi Choleského faktorizaciu a podl'a principu z kapitoly 3.2.3 vygeneruj n-rozmerny
vektor z normalneho rozdelenia X ~ N(0, %)

4. Generuj n-rozmerny pohyb podkladového procesu
Si(t+1) = Si(t) exp([r — 1/202)dt + VdtX)
i=1,.,n, ,t€0,T],dt =T/NN=pocet deleni ¢asového intervalu

5. Vypocitaj diskontovani cenu opcie z danej vyplatnej funkcie:
Cj = e " max(0,) 1, Si(T) — K) pre europsky typ resp.
C; = e max(0,>1" | S; — K) pre azijsky typ

6. Opakuj m-krat, priemeruj a ziskaj odhad ceny opcie: C' = % Z;nzl C;

Zaver: Kedze viackrat pocCas prace sme poukazovali na vyhodnost pouzitia metody
Monte Carlo vo vysokych dimenziach, v tejto ¢asti sme ukazali jej pouzitie na 10-rozmerny
problém ocefiovania opcii. Ci uz pre kosikové opcie europskeho typu alebo azijského(aritmetického)
typu, pomerne jednoduchou implementaciou, ktora bola oproti problému jednoromernych
opcii rozsirené iba o potrebu zahrnutia kovariancénej matice do vypoctov, sme urcili ceny
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Tabulka 5.9: Cena eurdopskych kosikovych opcii pre parametre o(T = 0.1) =
(0.155,0.278,0.188,0.213,0.288,0.156, 0.196, 0.205, 0.299, 0.175), o (T = 1) =
(0.158,0.298,0.2,0.21,0.3,0.134,0.231,0.246,0.234,0.178), 7 =  1%,50=(150,348.5,21.08,

28.3,33.79,28.43,35.46,46.25,21.21,79.08), korelacie a uvedené parametre su ziskané na zéklade

historickych dat, ¢as 1 Monte Carlo replikicie
n=1000 n=10000 n=50000 n=100000

¢ |sa© | © |sa© | © |su© | © | sd©

K=800,T=0.1 13.22 0.68 13.12 0.24 13.12 0.09 13.11 0.07

kontrolované variety | 13.12 0.40 13.11 0.14 13.10 0.05 13.12 0.04
K=850,T=1 22.89 2.03 22.68 0.64 22.69 0.3 22.73 0.21
kontrolované variety | 22.80 1.37 22.71 0.45 22.68 0.22 22.75 0.18

’ cas ‘ 0.04s ‘ ‘ 0.31s ‘ ‘ 3.37s ‘ ‘ 35s ‘ ‘

Tabulka 5.10: Cena azijskych kogikovych call opcif typu (2.3), s rovnakymi parametrami ako pre
europske opcie v tab. 5.9, N=pocet bodov priemerovania, po¢et simulacii=5000(resp.2500 +2500

antithetics pre odhad s redukciou variancie), zobrazeny je aj ¢as jednej replikacie
N=20 | N=50 | N=100 | N=150 | N=200

C C C & z | std©)
K=800,T=0.1 5.85 6.06 6.18 6.16 6.20 0.17
antithetics 5.90 6.14 6.18 6.15 6.23 0.15

K=850,T=1 12.14 12.80 12.98 13.05 13.04 0.45

antithetics 12.38 12.98 12.91 13.00 13.04 0.43

cas 1.19s 2.37s 4.39s 6.42s 8.44s

danych opcii, o vysledkoch sa mozeme presved¢it v tabulkach 5.9 a 5.10 . Vypoctovy ¢as
bol relativne rozumny vzhladom na dimenziu problému. Zistili sme opat aj citlivost me-
tody na parametre(hlavne ¢asu do expiracie a volatility). Pokusili sme sa implementovat
aj predtym diskutované metddy redukcie variancie. Pre eurépsky typ metéda kontrolova-
nych variet poskytla signifikantné, aj ked malé zvySenie spolahlivosti, ostatné rozoberané
metody nie je vhodné pouzit. Pre azijsky typ nebolo mozné pouzit zZiadnu z danych me-
tod a preto sme sa pokusili pouzit intt metodu, konkrétne antithetics variates. Tato vsak
nepriniesla ziadne signifikantné zniZenie variancie. Pre oba pripady preto ostava skiimanie
metod redukcie variancie otvorené. Sumarom mozeme povedat, Ze pre dany typ opcii je
vhodné pouzivat Monte Carlo simulécie.

5.6 Americké a bermudské opcie

Tymto typom opcii budeme venovat o nieco vacsi priestor ako druhom derivatov rozo-
beranych doteraz. Hlavnym dovodom je ich vic¢sia komplexnost a samozrejme aj fakt, ze
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americké opcie st suverénne najviac obchodovanym derivitom na svetovych finan¢nych
trhoch. Algoritmickd naro¢nost spociva hlavne v tom, ze maja viac moznosti kedy sa daja
uplatnit, bermudské vo vopred uréenych ¢asoch(napriklad raz za den, raz za mesiac), ame-
rické dokonca kedykolvek. Bolo zostavenych niekolko algoritmov, ktoré umoziuju pouZitie
Monte Carlo metddy, poktsime sa teoreticky ukazat v ¢om spocivaji dve z nich vybrané
a na konkrétnych simulaciach zhodnotit presnost ¢i numerickti naro¢nost a porovnat tieto
vysledky z vysledkami inych numerickych metod.

5.6.1 Formulacia problému

V skratke si potrebujeme zadefinovat rieSeny problém, mnozstvo faktov ostava v platnosti
ako v predchadzajtcich simulédciach: problém simulécie je definovany ako Markovovsky
proces {X(t),0 <t < T}, generovanie podkladovych aktiv bezrizikovou dynamikou ako
geometricky Brownov pohyb s rozdelenim N (r, 0?), navy$e rozhodovanie o uplatneni opcif
v Case t je dané funckiou X (), avSak su tu isté podstatné rozdiely.

Majme teda proces predstavujici diskontovany payoff opcie v ¢ase t, ozn. C(t), 0 <
t <T. Okrem toho mame mnozinu pripustnych zastavovacich ¢asov (7,7 € [0,7]). Nasou
v8eobecnou tlohou je najst maximum funkcie C(t) cez mnozinu zastavovacich ¢asov

sup E[C(T)]

Najlepsie to bude vidiet na priklade americkej put opcie, jej hodnota bude
sup Ele™" (K — S(7))"]

hladame optimélny zastavovaci ¢as 7*, pre ktory plati
" =inf(t > 0:S5(t) <b*(t))

kde b* je optimalna hranica uplatnenia opcie, ak podkladové aktivum dosiahne tato hra-
nicu je optimalne uplatnit opciu.

Je ocividné, Ze bude potrebné zvolit int diskrétnu mnozinu zastavovacich ¢asov a neda
sa uplne vyhoviet podmienke spojitej moznosti uplatiovania americkych opcii. Pre do-
statoCne malé ¢asové delenie intervalu zastavovacich ¢asov sme vSak schopny velmi dobre
aproximovat cenu americkej opcie a sibezne s tym dostavame vhodni metoédu na oceno-
vanie bermudskych typov derivatov.

5.6.2 Metdéda ndhodnych stromov

Ako uz naznacuje nazov, podstatou tohoto algoritmu bude simulovanie Markovovskych
procesov X (t),t € [0,T] pomocou geometrického Brownovho pohybu nasledovnym sche-
matickym systémom: zo zacCiatocnej hodnoty X, vygenerujeme v vetiev Xll""v, z kazdého
takéhoto uzlu vygenerujeme dalsich v vetiev a pokra¢ujem az kym nevy¢epame predpi-
sany pocet u uzlov. Do pozornosti hned na zaciatku treba dat zjavne exponencidlne na-
rastajicu naro¢nost metoédy s ohfadom na parametre v:=parameter vetvenia a u:=pocet
zastaveni(uzlov), kde hlavne druhy z nich je jej velkym zdrojom.
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Délezita myslienka metody je, ze pouziva na odhad ceny opcie dva vychylené odhady,
horny a dolny, av§ak ich vhodnym definovanim a kombinaciou vieme dostat jeden odhad,
ktory bude takmer taky efektivny ako jeden nevychyleny odhad. Definujme si V;, ako horny
odhad a V ako dolny odhad, pricom oba st priemerom n Monte Carlo simulécii pre dané
parametre a danu definiciu odhadu. Potom pre konstrukciu metédy je typicka nerovnost

~

ElVi(v,u)] > Vg > E[Va(v,u)]
Pre oba, horny aj dolny odhad, vieme najst interval spolahlivosti (povedzme 95%)
(I8) = (Vi(v,u) £ I(Vi(v,u)) resp (18)q = (Va(v,u) £ I(Va(v,w))

kde I je horné resp. dolnd hranica intervalu spolahlivosti(kvantil), ktory sa zuzuje pre
zvacsujuci sa parameter n, u a v. Ked ich skombinujeme v tom zmysle, 7e vezmem hornu
hranicu horného odhadu a dolnd hranicu dolného odhadu, dostanem 90% interval spolah-
livosti pre hodnotu Vj

I1S(Vy) = (Va(v,u) — I(Vy(v,u), Vi(v,u) + I(Vy(v,u)) (5.2)

Pre takto definovany interval spolahlivosti uz plati, Ze zvySovanim paramateru vetvenia
v a po¢tu uzlov u a tiez narastom poc¢tu simulédcii n sa hodnota bude limitne blizit ku
skutoc¢nej hodnote. Ako blizko sa k nej dostaneme zéleZi na volbe parametrov v a u, avSak
pre ich velké hodnoty vypoctovy ¢as narastd exponencialnou rychlostou.

Teraz sa bliz8ie pozrieme na to ako zostrojit horny resp. dolny odhad a na ich prakticka
implementaciu. Pri implementacii budeme pouzivat takzvanu spatnt rekurziu dynamic-
kého programovania v tvare

‘/'L',u = p(xz,u)
Vijor = max(p(wj1), B[V (25)|Xi;-1])

3)
4)

kde p(z;,) je diskontovana vyplatna funkcia v uzle z;,, Vi; je hodnota opcie v danom
Case(uzle) x;;, u je pocet uzlovych bodov. Vo vztahu 5.4 prvy vyraz v maximaliza¢nej
funkcii je aktuilna hodnota, druhy vyraz je odhadnuta hodnota, ¢ize ak je v danom c¢aso-
vom uzle vi¢sia prva hodnota, oplati sa uplatnit opciu, v opa¢nom pripade je vyhodnejsie
neuplatnit a pokracovat. Horny a dolny odhad sa bude lisit spésobom vypoctu tohoto
odhadu v kazdom uzle. Zavedme si najskoér vhodné oznacenie uzlov stromu. Hodnota x;
znamena i-ty uzol na j-tej Gasovej vrstve (viz. obrazok 5.5).

(5.
(5.

Horny odhad. Podla systému spétnej rekurzie indukcie (5.3) a (5.4) potrebujeme teda
najst nejaky odhad hodnoty opcie V(x; ;_1) v danom ¢asovom uzle x;;. Budeme postupovat
spétne a to spésobom, ze odhad ceny opcie V(x;;_1) v predchadzajicom ¢asovom uzle
uré¢ime ako priemer hodnot vo v8etkych v uzloch(parameter vetvenia) v dalSej ¢asovej
vrstve, ktoré z neho vychadzaji. Matematicky pre odhad ceny opcie

v+-c

R 1
V(xi,j—l) —= Imax (p($i7j—1>> ; Z xi,j)

i=1+4c
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Obr. 5.5:

kde ¢ oznacuje z ktorého uzla vychadzam a nadobtida hodnoty v,2v,3v,... uv, tj. v=prvy
uzol,2v=druhy uzol atd ., inak povedané ak sa nachadzame v j-tej ¢asovej vrstve, v ktorej
poznam vyplatné funkcie p(z;;), a chcem vypocitat odhad pre cenu opcie v predchadzajicej
vrstve v uzle x; j_; musim vypocitat priemer z vyplatnych funkcii v j-tej ¢asovej vrstve v
bodoch z;;, ktoré vychadzaja z uzla z; ;_;.

Interval spolahlivosti pre horny odhad méa tvar

sp(u,v)

vn

kde V3, (u, v) je viberovy priemer a s,(u,v) je viberova standardna odchylka z n replikicii
a 25/2 je 1-0 kvantil.
Hovorime, Ze tento odhad je vychyleny zhora v zmysle

IS =Vi(u,v) £ 25/2

BV (i) > V(zy)

¢o vyplyva z faktu, ze pri rozhodovani o tom ¢i uplatnit opciu v danom ¢asovom uzle
a vypocte odhadu ceny opcie pouzivame tu istd informaciu. Vlastne porusujeme pravidla
toku informécii tym, ze pri rozhodovani pozerame o krok do budiicnosti.

Dolny odhad. Tento odhad ma snahu odstranit prave spominany defekt horného
odhadu a to tak, Ze sa snazi rozhodovanie o uplatneni a vypocet odhadu ceny opcie
informacne oddelit. Vysvetlime si to na nasledovnej zjednodusenej schéme, majme problém
urcit

max(p, E[Y])
kde p je vyplatna funkcia v nejakom uzle a E[Y| odhad ceny opcie pre dany uzol. Dolny
odhad spoc¢iva v modifikacii vypoc¢tu daného odhadu ceny opcie a to nasledovne. Mnozinu
Y si rozdelime na dve disjunktné podmnoziny Y; a Y a vypoéitame ich priemery Y, a Y,
a tie pouzijeme na odhad ceny podla nasledovnej v§eobecnej schémy
V:{ P .ak Yi<p
Y, inak
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Cize hodnota Y sa pouZila na rozhodovanie o tom ¢i uplatnit opciu a v pripade
rozhodnutia neuplatnit slazi Y5 ako odhad pre pokra¢ujicu hodnotu, tj. hodnotu v d'alsej
casovej vrstve. Takyto odhad je zdola vychyleny v zmysle

ElVg =Pr(Y1 < p).p+ (1 - Pr(Y1 < p)E[Y] < max(p, E[Y])

Teraz sa to pokusime vysvetlit konkrétnejSie. Vezmime si nejaky uzol z;;, majme para-
meter v = 3, potom z neho buda vychadzat tri vrcholy @iyc i1, Zo4c i1, T34c,jt1, Pre
c=0,v,2v..,uv. Ozna¢me N1 = p(x14cj+1), N2 = p(@otcjr1), N3 = p(@34cj+1). Zratame
odhady

ak (N2+ N3)/2 > p(x;;) = P1 = N1 inak P1 = p(z;)
ak (N1+ N3)/2 > p(x;;) = P2 = N2 inak P2 = p(z;))

resp. vSeobecne
ak (N1 + -+ Ngoy + Ny + -+ Ny) /(v — 1) > p(;) = P = Ny, inak Py, = p(z45)

Co sme teda spravili. Za t¢elom odhadu sme vzdy vynechali jeden vrchol a zo zvysnych
dvoch(resp. v—1 vrcholov pre iné hodnoty parametra v) vrcholov sme vypocitali o¢akavani
vyplatu, teda priemer vyplat pre dant mnozinu v — 1 vrcholov. Ttito odhadnutd hodnotu
porovname s hodnotou vyplaty vo vrchole x;; a podla toho sa rozhodujeme, ¢i uplatnit
opciu alebo pokracovat. Vynechana hodnota bude sluzit ako vyplata, ktori dostaneme ak
sa rozhodneme neuplatnit opciu vo vrchole z;;. Ako posledny krok dopocitame vyplatu v
uzle x;; ako priemer

Vi=(Pi+-+P)/v

Interval spolahlivosti pre dolny odhad ma tvar

Sq(u,v)

NG

kde V4(u,v) je vyberovy priemer a sq(u,v) je vyberova Standardni odchylka z n replikicii
a zg/2 je 1-0 kvantil.

Nakoniec z tychto odhadov, dolného a horného odhadu, dostaneme interval spolahli-
vosti pre odhad hodnoty V, naznaceny v (5.2) v konkrétnom tvare

IS = Vy(u,v) £ Zo)2

7V0h(u7 U) + Z5/2

R ()

Vn vn

Voa(u,v) je stredna hodnota dolného odhadu ceny opcie v ¢ase 0, s4(u,v) je Standardna
odchylka tychto dolnych odhadov a z;5/2 je 1 — 6 kvantil norméalneho rozdelenia, analogicky
sme ziskali hodnoty pre horny odhad. Tento odhad sa potom asymptoticky so zvysSujicou
sa pocitacovou narocnostou blizi ku skutocnej hodnote a podla uvedenej schémy mozeme
vypocitat cenu konkrétnej bermudskej opcie alebo aproximovat cenu americkej opcie.
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Broadie a Glasserman|5][11] navrhli zefektivnenie algoritmu z pohladu vypoctového
¢asu a redukcie variancie. Vychadza z faktu, ze hodnota horného a dolného odhadu v
konkrétnom uzle zéavisi len od podstromu vychadzajticeho z tohoto uzla, vdaka ¢omu sa
da skonstruovat algoritmus, ktorého vypoc¢tova naro¢nost sa znizi z exponencidlnej na rad
O(uv + 1).

Myslienku metédy si moézeme demonstrovat na zjednodusenom priklade. Oznac¢me si
postupnost uzlov ako 717> ...7;, kde kazdé j; moze nadobudnit v hodnot 1,...,v, v je
parameter vetvenia, a majme nejaki zaciato¢nt hodnotu ozn. R, z ktorej vychadzame.
Budeme sledovat len jednu vetvu namiesto toho aby sme vygenerovali cely strom. Majme
stvorkrokovy strom(viz. obr.(5.6)) s parametrom vetvenia v = 3. Za¢neme vygenerova-
nim "najvrchnejSiehoiizla- 1111, kde zistime Ze nemozeme ist dalej, a preto vygenerujeme
vSetkych nasledovnikov uzla 111- tj. mame tri uzly 1111,1112,1113. Z tychto uzlov vypo-
¢itame dolny a horny odhad. Odhady si ulozime, uzly "zahodimeéd pokrac¢ujeme kde sme
skoncili, teda vygenerujeme dalSieho nasledovnika uzla 11- tj uzol 112 jeho nasledovnikov
1121,1122,1123 a znova vypocitame odhady, "zahodimelizly a pokrac¢ujeme vygenerovanim
uzla 113 a jeho nasledovnikov a postup opakujeme. Tymto sposobom pokracujeme, az kym
neprideme k hodnote R, ¢o bude pozadované cena bermudskej resp. americkej opcie.

1 1 1
2 2 2
3 3 3

1 1

- 2 2 2

3 , 3

Obr. 5.6: Priebeh algoritmu na znizenie vypoctovej naroc¢nosti, uzly si generované po-

W N =

stupne

5.6.3 Regresna metdéda Monte Carlo

V tejto sekcii sa budeme venovat vyuzitiu regresie pre vypocet cien bermudskych a americ-
kych opcii, znamy algoritmus tohoto typu navrhli Longstaff a Schwartz|14] viac k problému
mozeme najst aj u Glassermanal5] a u Korn,Korn,Kroisandt[2] a tiez u Chidinma|15].

Zakladna myslienka je vypocet cien opcii C;(x) ako regresie z hodnot Vi 1(X;11) sta-
vovej premennej x, ktord moze predstavovat hodnoty stochastického procesu. Regresny
odhad spociva v linedrnej kombinécii funkcii premennej x a vypocte regresnych koeficien-
tov. Ulohu si méZeme vyjadrit nasledovie

E[‘/;+1( i+1 ‘X —LE Zﬁzrwr
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kde 1, : R* — R st bazické funkcie pre regresiu a 3;, st konstanty, r = 1,..., M. Cenu
opcie C; mozeme prepisat do nasledovného tvaru

Ci(z) = B ¥(x)

kde 8 = (Bi, ..., Bimr) a ¥(x) = (¥1(x), ..., (x)) vektor koeficientov f; bude dany

vztahom
Bi = (EW(Xi)Tﬁ(Xi)T})_IEW(Xz‘)ViH(XHI)] = BJIBzW

pre nejaka maticu By rozmeru M x M a vektor Byy rozmeru M. Koeficienty (;, budeme
odhadovat z dvojic hodnot (X;, Vit1(Xit14)), 7 = 1,..., b, ¢ize z hodnoty procesu X v Case
i a hodnoty opcie v ¢ase i + 1. Ked predpokladdme, ze hodnoty V;;;(Xi11;) st zname a
procesy (Xi;, ..., Xin;) st nezavislé potom odhad metédou najmensich stvorcov je dany

Bi = By'Byy (5.5)

a elementy matice B resp. vektora E¢V maju predpis

b
1
E Z Z] ¢T ’Lj resp. Z ¢T zk H—l z+1 k)

Samozrejme hodnoty V;,; st zvycCajne nezndme preto ich nahradime odhadmi \7i+1. Vsetky
ostatné hodnoty vieme odhadnit z parov po sebe nasledujicich vygenerovanych hodnot
podkladového procesu (X;, X;11,),7 = 1,..,b. Podla takto zadefinovanych pravidiel do-
stavame odhad ceny opcie v tvare

Ci(x) = B y(x) (5.6)

Pre takto zadefinovani regresni metédu mozeme zostavit algoritmus na Monte Carlo
odhad bermudskej resp. americkej opcie, mé nasledovny vSeobecny tvar:

1. Generuj b nezavislych ciest (X, ..., Xin;), j = 1, ..., b podkladového Markovovského
procesu

2. V koncovych uzloch nastav ij = pm(Xmj), Pm je vyplatna funkcia opcie

3. Pouzi spitni indukciu(dynamiku): pre i =m —1,..,1
-pre dané hodnoty Vzﬂ J, j =1,...,b pouzi regresiu podla zadefinovanych pravidiel
a vypoéitaj odhad 3; = 1B¢V(5 5)

-vypoditaj C; podla vztahu(5.6) a nastav

Vij = max{p;(X;j), Ci(X;j)}, j=1,.b (5.7)

4. Nastav Vy = (Vig 4 - - - + Vi) /b, dostavame Monte Carlo odhad ceny opcie
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Tabulka 5.11: Porovnanie vypo¢tu ceny americkej call opcie regresnou metédou Monte
Carlo (pre N = 50000 simulacii a n=pocet deleni ¢asového intervalu), metédou Cox-Ross-
Rubenstein(n=pocet deleni ¢asového intervalu) a metédou kone¢nych diferencii(n=pocet deleni

priestoru ceny akcie a ¢asu), parametre: o(T = 0.33) = 0.236,0(T =1) = 0.279,r = 1%

So=46.12 Regresia Monte Carlo CRR metoda Kone¢né diferencie

n 100 200 300 100 300 100 | 300 | 500
K=48,T=0.33 1.77 1.77 1.78 1.78 | 1.77 1.48 | 1.73 | 1.78
K=40,T=1 8.68 8.69 8.71 871 | 870 8.70 | 8.70 | 8.70
Cas(std) 18s(0.01) | 36s(0.01) | 55s(0.01) || 0.22s | 1.35s || 0.01s | 0.02s | 0.04s

Pre b — oo odhad Vj konverguje ku skuto¢nej hodnote V4(Xp). Najznamejsia aprava
tohoto v8eobecného algoritmu navrhli Longstaff a Schwartz[14], konkrétne odhad (5.7) v
algoritme nahradili nasledovnym odhadom
v dpiXy) ek pi(Xy) 2 Cil(Xy)
Z Virg  ak pi(Xy) < Gi(XG))
rovnako navrhuji vynechat uzly pre ktoré plati: p(X;;) = 0. Takyto odhad opit kon-
verguje pre b — oo ku skuto¢nej hodnote. Avsak z dévodu diskrétneho generovania pohybu
ceny opcie bude v praxi pritomné vychylenie smerom nadol od skuto¢nej hodnoty.
Presnost ¢i uspesnost pocitania cien opcii na zaklade regresie zavisi aj od vhodne zvole-
nych béazickach funkcii. Najc¢astejSou vol'bou st polynomy, a navyse plati, Ze so stipajucou
dimenziou (po¢tom podkladovych aktiv) rychlo narasta pocet bazickych funkcii, ktoré mu-
sime pouzit. Na stru¢ny prehlad moznych tvarov bézickych funkcii je mozné nahliadnut v
nasledujicej tabulke, tak ako boli navrhnuté u Korn,Korn,Kroisandt|2].

Bazické funkcie

In=(1,1,1.1,1)

Sl, SQ, . Sm + typ 1

vSetky mocniny do 3. radu:S;, S?, S?i=1,..,m

Si, SZQ, SZ?’,Z = 1, M+ h(S1, SQ, ey Sm)

mocniny do 3. rddu jednej premennej + h(Sy, S, .., Sy) + krizne nasobky: S;.S;(i # j)
vSetky mocnicy do 7.radu

D O W =S
o

Vseobecne lepsie vysledky sa dosahuja s typom 5 s kriznymi nasobkami, ale prezento-
vané bézické funkcie nie su zavizné a pripustné su dalsie modifikacie tychto zakladnych
funkcii.

Pre lepsSie pochopenie mechanizmu metoédy si ukdZeme vypocet ceny opcie s paramet-
rami 7' = 1,0 = 0.279,r = 0.01, K = 40,5y = 46.12, pricom budeme pre jednoduchost
uvazovat dva zastavovacie Casy: t; = 0.5,t, = 1 a vykoname 3 simulicie. Znacenie je nasle-
dovné: V' :=matica odhadnutych vyplat v danom ¢ase ¢;(podla( 5.7)), £ :=matica vyplat
ak vyuzijeme opciu v danom case ¢;, St :=c¢asovy vyvoj podkladového aktiva a # oznacuje
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regresny koeficient. Stlpce matic oznatuju zastavovacie ¢asy a riadky matice predstavuji
jednotlivé simuléacie. Potom algoritmus mé nasledovny priebeh:
1. Simuluj podkladové aktivum a vypocitaj matice C', E v koncovom case:

46.12 49.659 52.581 0 0 12.581 0 9.659 52.581
St=|46.12 36.262 41586 |,V =10 0 158 |,E=10 0 41.586
46.12 52.165 41.135 0 0 1.135 0 12.165 41.135

2. V case t, = 0.5(tj. v druhom stlpci) ndjdi riadky, v ktorgch si hodnoty matice St
nenulové(v tomto pripade 1 a 3) a vektor tychto hodnot pouzi ako vstup do regresie X, ako
vstup Y do regresie diskontuj hodnoty (v riadkoch 1 a 8) prislichajice nasledovnej casovej

vrstve (to = 1) matice V:
49.659 12.5178
X = (52.165) Y= (1.1295)

3. Odhadni koeficient 3, v tomto pripade je dany ako:
RegMat = [ones(size(X,1),1), X, X."2, X."3], B = RegMat\Y
(zapis regresie v matlabe, bazické funkcie su X, X2, X3)
= [ =(0,0,0.0974413, —0.001859985)

a vyuzi metddu spatnej indukcie podla (5.7), potom odhad pre V' je pomocou regresie
danyj ako

1.1295

teda matica V' ma tvar a porovnanim s maticou FE dostiavame strategiu uplatnenia

V([1,3],2) = 0+ 0.X + 0.0974413. X — 0.001859985. X3 = (12-5178>

0 125178 12.581 o 00 1
V=0 0 1.586 | , APV stratégia= |0 0 1
0 11295 1.135 010

ak stratégia=1 (pre dany index ij matic) nahrad hodnotu v matici V' hodnotou z
matice I, ak stratégia—0 nahrad hodnotu vo V' diskontovanou hodnotou E z nasledujtcej
casovej vrstvy, potom dostavame kone¢ny tvar matice V', ktory by sme mohli pouzit v
dal8ej iteracii ak by sme mali viac ¢asov zastavenia. Pre tento priklad tu algoritmus konéi,
pokrac¢ujeme vypoc¢tom ceny

0 12,5178 12.581
V=0 1578 1.586
0 12.165 1.135

4. Vypocitaj cenu opcie podla stratégie uplatnenia z matice St
46.12 49.659 52.581

St =|46.12 36.262 41.586 |,
46.12 52.165 41.135
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payoff e 0011(12.581 4 1.586) + e~ 001/212.156
cena = : — = =8.71
pocet simulacii 3

ZvySovanie poc¢tu simulacii prirodzene zvysi pocet riadkov matic, a zvySovanie po-
¢tu zastavovacich ¢asov zase zvy&i pocet stipcov matic. Analogickym spésobom pre mensi
pocet zastavavacich ¢asov mozeme ocenovat rozne bermudské opcie a vysokym poctom za-
stavovacich ¢asov mozeme aproximovat americké opcie a tieZ mozeme menit podla potreby
vyplatna Struktaru.

Zaver: V tejto sekcii sme predstavili dva sposoby, ktorymi sa daju metodami Monte
Carlo ocenovat americké resp. bermudské opcie. Vzhladom na komplikovanejsi charakter
tohoto druhu opcii aj algoritmy vychadzajice z principov Monte Carlo boli komplikova-
nejsie v porovnani s algoritmami eurépskych ¢i exotickych typov opcii a bolo navrhnutych
viacero rozli¢nych metod vypoctu, dobry prehlad najdeme u Glassermanal5]. My sme sa
zamerali na najpouzivanejsi z tychto algoritmov, ktorym je regresnid metéda Monte Carlo.
Ukazuje sa, ze je dobrym nastrojom na ocenovanie bermudskych opcii malym poc¢tom za-
staveni, kde sa javi ako velmi efektivna volba. Metoda nahodnych stromov je vhodnou na
pouzitie len pre maly pocet bodov zastavenia, inak sa stava velmi neefektivnou a moze
byt metédou vypoctu rovnako pre bermudské opcie s malym po¢tom moznosti uplatnenia
opcie. Konkuren¢nou a porovnatelnou moznostou v jednorozmernom pripade je pouzitie
metody binomickych stromov.

Rovnako pre velky pocet zastaveni mozeme touto metédou aproximovat aj cenu ame-
rickej opcie(viz. tabulka 5.11, pouzili sme bazické funkcie typu 3 ), kde v8ak nardzame
na problém rychlo sa zvySujiceho vypoctového ¢asu s rastom poctu bodov zastavenia a
taktiez diskrétny charakter moznosti zastavenia bude generovat podhodnotené, tvz. nadol
vychylené odhady, ktoré pre zvysujici sa pocet Monte Carlo simulécii nekonverguji ku
skutoc¢nej hodnote, ale len ku hodnote zavislej od po¢tu bodov zastavenia. Rovnako ako v
ostatnych jednorozmernych pripadoch aj na americké opcie sme aplikovali metdédu reduk-
cie variancie, konkrétne met6du moment matching, a vyrazne zvy$it spolahlivost odhadov.
Vypoctovy ¢as rychlo rastie pri pouziti velkého po¢tu simulécii (v radoch vyssich ako 10%)
a vysokého poctu Casov zastaveni z dovodu rychlo sa zvySujucich narokov na pamétovi
kapacitu. V jednorozmernom pripade preto najdeme spolahlivejSie resp. rychlejSie metody
na ich ocefiovanie ako sa da vidiet v tabulke 5.11.

Av8ak rovnako ako pre uz analyzované problémy aj regresni metédu Monte Carlo
vieme aplikovat na vysSie dimenzie a tymto efektivne ocenit viacrozmerné bermudské
opcie, kosik americkych opcif resp. iné §pecifické typy viacrozmernych opcii daného typu.
Glasserman v [5] pouzil metédu na 7-rozmerny problém ocefiovania americkej opcie, Long-
staff a Schwartz|14| pocitali americko-azijské opcie, teda azijské opcie s Tubovolnym ¢asom
uplatenia, Korn,Korn,Kroisandt|2| pouzili metédu na vypocet americkej 3-rozmernej maz
opcie, teda opcie ktora vyplaca rozdiel maximalnej hodnoty z troch aktiv a expiracnej ceny
a okrem toho vsetci z tychto autorov porovnavali vysledky pre rozlicné pouzité bazické
funkcie, ktoré taktiez mali vplyv na vysledok. Aj na zaklade tychto vysledkov a nasich zis-
teni mozeme povedat, ze regresna metéda Monte Carlo moze byt efektivny spdsob vypoctu
rozli¢nych typov viacrozmernych americkych ¢i bermudskych opcii a poskytuje zaujimavi
oblast na dalSie skimanie moZnosti aplikicie metody.



Kapitola 6

Simulacia modelov tirokovych mier

V tejto kapitole prejdeme od simulécii cien opcii ku derivatom trokovej miery. Aj v tejto
oblasti nachadzaji Monte Carlo metody Siroké uplatnenie. MozZeme ju aplikovat na short-
rate modely a modely vychadzajice z Heath-Jarrow-Morton ramca predstavené v kapitole
2.3, a boli by sme schopny zostrojit numerickt schému vyuzivajicu myslienok Monte Carlo
metod a vdaka tomu simulovat vyvoj urokovych mier resp. ¢asovi Struktiru trokovych
mier a nasledne pocitat ceny dlhopisov alebo ceny derivatov ako st swapy a capy. Mnozstvo
podrobnosti o danych aplikaciach najdeme v [5][2][22]. My sme vybrali pre aplikdciu Monte
Carlo simulécii LIBOR model, ktorého podstatu vysvetlime v dalSom texte a nésledne
ukédzeme aj sposob, ako pomocou simulacii vypocitat cenu derivatu cap.

6.1 Forwardové trokové miery

6.1.1 LIBOR model trokovych mier

Tento model popisuje vyvoj ¢asovej Struktary trokovych mier prostrednictvom forwar-
dovych drokovych mier. Oproti spominanych modelom z kapitoly 2.3 nie je zaloZeny na
spojitom priebehu, ale ¢asové strukttra trokovych mier je ur¢ovand len v danych casovych
uzloch. Prave tento pripad sa lepsie priblizuje realnej situécii, kedze tirokové miery nie si
urcované spojite. Takyto model sa nazyva aj LIBOR model trokovych mier.

Ozna¢me si L ako nejaka mieru prislachajicu pre nejaky casovy interval §(typicky
nadobtida hodnoty § = 1/4 pre §tvrtrok a podobne). Urokovy vynos z jednej pefiazne;
jednotky v danom ¢asovom intervale je L. Potom forwardovi drokovi mieru si mdzeme
predstavit tak, ze ked zafixujeme § a urc¢ime si nejaky ¢as do expiracie, potom forwardova
miera L(0,T") je miera nastavena pre ¢as 0 a platna na intervale [T, T+4]. Cize ak vstipime
do nejakého konkraktu v ¢ase 0 za tcelom pozic¢ania si jednej penhaznej jednotky v case
T a vyplatime ju trokom v ¢ase T + §, tak vynos za toto obdobie bude dL(0,7T). Vztah

28
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medzi forwardovou LIBOR mierou a cenami dlhopisov je dany vztahom

B(0,T) — B(0,T + )
5B(0,T +9)

L(0,T) =

okrem toho vieme napisat vztah medzi LIBOR mierou a spojitou forwardovou mierou

L(0,T) = % (ea:p ( /T o f(O,u)du) _ 1)

Dalej treba poznamenat, ze LIBOR miery budeme povazovat za bezrizikové, teda budu
splitat podmienku bezarbitrazneho ocefiovania.

Ako bolo povedané, v tomto type modelu budeme uvazovat kone¢ni, vopred fixovana
mnozinu expiracnych casov

0=To<Ti<..<Ty<Tyn
dalej ozna¢me dlzku ¢asového intervalu medzi jednotlivymi expira¢nymi ¢asmi ako
0=T,1—1T;, 1=0,1,...M

Pre kazdy ¢as do expiracie T,, majme definovant B, (t) cenu dlhopisu v ¢ase t, ktory vyprsi
v case T, 0 <t < T,. Obdobne forwardovii mieru v ¢ase t zodpovedajicu expira¢nému
¢asu [T),,T,+1] budeme oznacovat ako L, (t). Na zaklade tejto terminologie si mozeme
vyjadrit vztah medzi forwardovou mierou a cenou dlhopisu ako

Bn(t) — Bun (t)
OnBra1(t)
kde si treba uvedomit, ze po ¢ase 1), urcenie L, (t) neméa zmysel, a plati ze L, (t) = L,,(T,,)

pre t > T,. Okrem toho vieme obratit tento vztah a urcit cenu dlhopisu v expirac¢nych
¢asoch zo znalosti forwardovych mier

L,(t) = 0<t<T, n=01,.,M

n—1

1
BT) = ————r, n=i+1,..M+1
() g 14 6;L;(T3)
kde treba mat na pamiéti, ze LIBOR forwardové miery urc¢uji cenu dlhopisu len v danych
expira¢nych ¢asoch, nie vS8ak v Tubovolnom ¢ase T,, < t < T, ;1 medzi nimi, a to kvoli
neznalosti diskontného faktora v ¢asoch t. Celd tito schému si mézeme prehliadnut na
obrazku 6.1. .

Majme funkciu ¢ : [0, Th1] — {1,.., M + 1}, kde ¢(t) bude prave jedno ¢islo také, ze
Toy—1 <t < Ty

¢o znamend, ze funkcia ¢(t) priraduje index nasledujiceho expira¢ného ¢asu pre Tubo-
volne zvolené t a vdaka tomu moéZeme dodefinovat cenu dlhopisu aj v Tubovolnom case ¢
predpisom

n—1

1

J=q()
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Obr. 6.1: Schéma fungovania LIBOR, urokovych mier

Pokrac¢ujme d'alej v zostrojovani modelu, ktory bude opisovat vyvoj forwardovych LI-
BOR mier. Budeme vyuzivat rovnaké nastroje ako pri simuldciach cien opcii, a konkrétne
na tento ucel budeme pouzivat stochasticka diferencialnu rovnicu, pre ktora platia fakty
uvedené v kapitole 2

dL,(t)
Ln(t)
kde W je k-rozmerny Brownov pohyb. Koeficienty pu, a 0, navySe mozu navisiet na ak-
tualnej hodnote forwardovych mier v case t (Lq(t),..., La(t)) a tiez od ¢asu t a naSou
teoretickou tlohou je najst dany predpis pre koeficient driftu u,(¢) aby bola splnena pod-
mienka zamedzenia arbitraze. Koeficient ¢ sa mdze vhodne zvolit, ale ¢asto sa uvazuje
ako kon$tatna a tak ho budeme brat aj my pre potreby simulacii. Inou moznostou je urcit
kompletni Struktidru volatility pomocou metod na to urcenych na zaklade trhovych dat.
Budeme sa teda zaujimat o tvar driftu a potrebujeme urcit tvz. numeraire. Pre spojity
pripad nam postacoval ako numeraire rizikovo neutralna miera v tvare B(t) = exp( f(f r(u)du).
Ukéazeme si dva sposoby volby driftu, kedze tlohou prace nie je podrobna analyza mo-
delu, nebudeme ich podrobne odvodzovat, pouzijeme len vysledky, ktorych odvodenie sa
da najst v [5].
Prva moznost je vyuzitie tvz. spotovej miery, kde ako numeraire si ur¢ime aktivum,
ktoré rastie podla predpisu

=, ()dt + o, ()T dW (), 0<t<T,, n=1,...M (6.1)

qa(t)—1
BY(t) = Byo(t) ] (1+6;L,(T)))
=0
a dodefinujeme si diskontovany dlhopis ako D, (t) = B,(t)/B*(t) a nasledne mate-

matickym aparatom by sme zistili tvar stochastickej diferencidlnej rovnice pre dynamiku
LIBOR mier ako

dLa(t) <~ 0;L;(t)an(t) T o;(t)
L.(t) 2 1+ 6,L;(t)

dt +o,(t) dW(t), 0<t<T, (6.2)
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Druha moznost, ktort mozeme vyuzit je modelovat vyvoj pod tvz. forwardovou mierou,
ozn. Py;yq, s prislichajicim expira¢nym ¢asom Ty, 1 a vziat ako numeraire dlhopis By
a opit definovat diskontovany dlhopis ako D,,(t) = B,(t)/Bu11 kde

M

Da(t) = [T (1+6;L5(1))

j=n+1

a znova by sme boli schopny zistit, Ze stochasticka diferencidlna rovnica pre dynamiku
LIBOR mier prejde na tvar

M

T p UO0D Wit s o, 0<t<T, (63

Ked vezmeme n = M dostavame

dLM(t) _ T M+1
m = 0OMm (t) dW (t)

a zistujeme, ze L, je martingal pod forwardovou mierou pre ¢as expiracie Ty, a navySe
ak oy je deterministické potom Lj;(t) mé lognormalne rozdelenie logN (—a3,(t)/2,53,(t)),

kde
Fult) = \/% [ lowtwliau (6.4)

6.1.2 Simulacia LIBOR forwardovych mier a ocenovanie derivatov

Ocenovanie derivatov trokovych mier si zvycajne vyzaduje pouzitie simulacii, prave Monte
Carlo simulacie su velmi ¢astou volbou ako ziskat cenu derivatov ako su caplets resp. capy
alebo swaptions resp. swapy, a samozrejme mnozstva inych typov derivatov.

Pri simulaciach LIBOR mier budeme vzdy fixovat ¢asové uzly 0 =tg <t; < ... <t,, <
tma1, ktoré budu splyvat so zadefinovanymi ¢asmi expiracie. Ako sme spominali budeme
pouzivat kon§tantna volatilitu. Okrem toho musime akceptovat, Ze pri simuldciach bude
pritomné ista diskretiza¢néa chyba, ktorej sa tazko vyhnut, aj ked existuju diskretizaéné
metody vyvinuté za tymto ucelom, ktoré sa ju snazia minimalizovat.

Méme viacero moznosti ako simulovat LIBOR miery, ¢asta vol'ba je jednoducha Eule-
rova schéma, ktora v principe simuluje dynamiku Tubovolnej stochastickej diferencialnej
rovnice(pre nas pripad 6.3), ktorta aj pouzijeme.

Budeme postupovat podla nasledujicej schémy, ktora v stlade s (6.3) ma tvar

L(tiv1) = Lo(t:) + pn (L), t) L () [tiss — i) + Lo (ti)\/tiss — tion(t) Zipn  (6.5)

s driftom v tvare
M

0;L;(t;)om(t:) "oy (t;)
fin (L(t), ;) = —j;l 1+6;L;(t;)
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kde Zy, Z,, .. st nezavislé nahodné vektory s rozdelenim N (0, ) v priestore R™. Okrem
toho predpokladajme, ze mame k dispozicii vstupny vektor cien dlhopisov, a nastavime
zatiatocny vektor LIBOR mier podla predpisu

B (0) = Bni1(0)

Ln(O) B 5an+1 (0) ’

n=1

M (6.6)

Na zéklade takto definovaného modelu pre dynamiku vyvoja LIBOR trokovych mier
si ukdzeme ako ocenovat derivaty typu cap. Cap si mozeme predstavit ako mnozinu tvz.
capletov, pricom kazdy caplet mdzeme chapat ako jednoduchu call opciu na forwardovi
mieru (LIBOR).

Ak uvazujeme ¢asovy interval pre konkrétny expiracny cas [T}, 7,1 1], k nemu uvazujme
podkladovi trokovi mieru L,,, ktorej hodnota L, (T,) je fixovana v ¢ase T,,. Dalej sl ozna-
¢ime expira¢na cenu ako K a vyplatna funkciu pre caplet v tvare 6, (L,(T;,) — K)*. Cenu
takto definovaného capletu v ¢ase ¢t oznaéme C,(t), cenu v terminélnom Case pozname:
Co(Thi1) = 0n(Ly(T,) — K)* a nasou ulohou bude néjst cenu v ¢ase 0, tj. C,(0).

Pri forwardovej miere P, s prislichajicim expira¢nym ¢asom 7,1, vlastnost mar-
tingalu sa aplikuje na vyraz C,(t)/B,11(t) a pre hodnotu C,(0) teda dostavame

5n(Ln<Tn) B K)+
Bn—l—l(,-rn—l-l)

kde E, .1 je otakavanie pri miere P,.; a navySe B, 1(T,+1) = 1 a teda dané ocakavanie
zavisi len od pravdepodobnostného rozlozenia L,(7T,). Ak navySe vezmeme o, ako de-
terministické, potom L, (7T,) ma lognormélne rozlozenie logN (—62(T,)/2,5%(T,)), kde &,
splia (6.4).

Pre analogicky definovany caplet existuje aj analytickd aproximécia, tvz. Black formula,

ktora mé t:(ro) By (F<1> (log(F/f\)/; U2T/2) o (log(F/f\)/% aQT/2)>

kde v sulade s doterajsim znacenim F' = L,,(0),0 = 6,(T,,), T =T, a b= 6,B,11(0).

Ako sme povedali derivat typu cap je siborom vysSie zadefinovanych capletov, teda
istych platieb vyplacanych v stanovenych expira¢nych terminoch T;. Nasledujica schéma
podrobne popisuje jeden konkrétny vystup a predstavuje vSeobecny algoritmus na vypocet
ceny derivatu cap

Cn<0) = Bni (O)En+1

(6.7)

(6.8)

1. Zadefinujeme si parametre 6 = 0.25(rovnaké ¢asové rozostupy medzi expira¢nymi
¢asmi),oc = 0.2(konstatna volatilita), X' = 0.02(expira¢na cena) a zvolime n=6(¢ize
méame 1.5 roény cap derivat),vstupny vektor forwardovych
cien je L,(0) = (0.02,0.011,0.02,0.03,0.036,0.041, 0.045)

2. Vygeneruj forwardovi LIBOR strukttaru drokovych mier predpisom (6.5) a vypocitaj
prislichajici numeraire podla predpisu

n+1 1

Bon(T) = [[

=11 1+0;L;(T5)

j=i
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Obr. 6.2: Simulacia struktury arokovej miery, plnou &arou je znazornend pociatocnd struktira

LIBOR mier a prerusovanou ¢iarou 3 jej simuldcie

a diskontovanu cenu opcie ako

Ci(Ti1) = (Léi?f(;lf))+ (6.9)

jeden takyto vystup je v nasledujucich tabulkach (viz. tabulka 6.1)

Tabulka 6.1: Jeden vystup vypoctu ceny cap podla schémy (6.9) pomocou simulacii LIBOR
modelu, nasledny vystup cien pre dany pocéet n simulécii spolu so §tandartnou chybou odhadu a

porovnanie s antithetics odhadom(4.8) pre n—=(n/2+n/2 antithetics) simulécii

‘ T; H 0 ‘ 0.25 ‘ 0.50 ‘ 0.75 ‘ 1.0 ‘ 1.25 ‘ 1.5 H ‘
‘ Li(T;) H 0.0200 ‘ 0.0136 ‘ 0.0217 ‘ 0.0339 ‘ 0.0379 ‘ 0.0423 ‘ 0.0528 H ‘
Brg1(Tiz1) 0.9454 | 0.9547 | 0.9581 | 0.9686 | 0.9782 | 0.9870 || V =3 ", Ci(Tiy1)

Ci(Tit1) 0 0 0.0017 0.0144 0.0183 | 0.0226 0.0569
n=1000 n=10000 n=100000
v SE v SE v SE
50.14 0.71 49.01 0.22 48.94 0.07 prenasobené *1000
antithetics 49.06 0.75 48.72 0.24 48.94 0.08 prenasobené *1000
’ Cas(antithetics) H 0.37(0.24)s ‘ ‘ 3.7(2.1)s ‘ ‘ 55(28)s ‘ | ‘

3. Vypoditaj cenu opcie z danej simulacie ako: V = >"" | C;(T;41) = 0.0569

4. Opakuj N-krat a ziskaj Monte Carlo odhad: V = $1% V; = 0.04898(SE=0.0002)
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Zaver: Monte Carlo simulécia je tu¢innym a Siroko pouZiteIlnym nastrojom na simulo-
vanie vyvoja trokovych mier, ¢i uz spojitého charakteru alebo ako sme ukazali v tejto
kapitole diskrétneho charakteru, ¢ize LIBOR modely trokovych mier a navySe simula-
cia ponika vysoku flexibilitu pre ocenovanie derivatov drokovych mier. Zaoberali sme sa
ocenovanim derivatu typu cap, kde sme neboli obmedzovany mnozstvom a charakterom
expira¢nych ¢asov ¢i tvarom volatility. Aj ked sme pouzili konstatnu volatilitu, v praxi
pomocou zlozitejsich metéd moézeme urcit presnd Struktaru volatility, kratko k tomuto
problému néajdeme v [5], na presnejsii vypocet ceny derivatu. V analytickom pristupe sa
nam ponika Blackova formula na vypocet caplets majica obmedzenia a ¢asto na rieSenie
problémov nie je postacujica.
Celkovo je preto simulac¢ny pristup metoédy Monte Carlo vyhodnejsi a prirodzenejsi pre oce-
novanie realnych cien derivatov trhovych drokovych mier. Taktiez sme skiimali moznosti
pouzitia jednoduchej metody redukcie variancie, tvz. antithetics, ktora aj ked signifikantné
znizenie variancie nepontuka, Setri isty vypoctovy ¢as. AvSak zostava tu otvoreny priestor
na skimanie sofistikovanejsich metod zvySovania efektivnosti metody.

Ako iné aplikacie podobného typu mozeme uviest asto pouzivané swapy|[10] a pomocou
Monte Carlo metéd simulovat vyvoj swapovych mier a nasledne pocitat derivaty ako su
swaptions, na tito tému mozeme najst viac v [5][2][22].



Zaver

V praci sme sa zaoberali pouzitim Monte Carlo metody v oblasti financii, konkrétne sme
ich aplikovali na simuléicie vyvoja finanénych aktiv ako st akcie, futures ¢i LIBOR tro-
kové miery a vypocet cien ich derivatov. Sledovali sme hlavne efektivnost tejto metody,
¢ize sme sledovali vypoctovii ndro¢nost a varianciu, pri jej pouziti na vypocet cien roznych
typov finan¢énych derivatov. Rovnako sme sledovali vplyv zmeny parametrov na vysledky
simulacii, diskutovali sme pouzitie metéd redukcie variancie na ich zefektivnenie a taktiez
sme porovavali vysledky ziskané Monte Carlo simulaciami s inymi analytickymi ¢i nume-
rickymi metédami a na zaklade toho zhodnocovali vhodnost ¢i efektivnost pouzitia Monte
Carlo metody pri rieSeni roznych problémov.

Danou metédou sme schopni vypocitat, d& sa tvrdit, vSetky typy derivatov, avSak ako
sme zistili s pomerne odlisnou efektivitou. VSeobecbou ¢rtou pouzitia pri vSetkych typoch
derivatov je pritomnost Standardnej chyby, ktora je zavisla od poc¢tu pouzitych simulécii a
predstavuje najvacsi problém metody. Preto je nevyhnutné pouzivat rézne metody redukcie
variancie, v praci boli pouzité hlavne metédy kontrolovanych variet a moment matching
metoda, pouzitim ktorych sa vo viacerych pripadoch vyrazne podarilo znizit varianciu a
tym aj znizit vypoctovy ¢as a zvysit spolahlivost vypoctov. Medzi vyhody metody mozeme
zahrnit pomerne jednoduchu algoritmicka implementéciu.

Pri ocenovani derivatov sa efektivnost metody lisi s ohfadom na Strukttru derivatu ¢
pocet podkladovych aktiv. Zistenia mozeme zhrnit do nasledovnych niekolkych bodov:

- Jednorozmerny pripad: ako uzito¢na a pomerne efektivna sa ukazuje aplikicia na vypo-
¢et aritmetickych azijskych opcii, pre nizsi pocet bodov priemerovania dostavame presné
a rychle riesenia, v ostanych pripadoch je vhodnejsie pocitat ceny rieSenim parcidlnej di-
ferencialnej rovnice. Naopak najmenej efektivnou volbou je pouZitie metddy v pripade
bariérovych opcii, z dovodu vysokého vypoctové casu a vychylenia odhadu ceny z do-
vodu diskrétneho sledovania prekrocenia bariéry a v tomto pripade je vhodnejSie pouzit
int numerickd metodu ako napriklad metodu kone¢nych diferencii. Spolahlivi cenu s rela-
tivne nizkym vypoctovym ¢asom dostavame aj pre pripad eur6pskej opcie, avsak z dovodu
existencie jednoduchého analytického rieSenia nie je efektivne v tomto pripade pouzivat
simulacie.

- Speciéﬂnu pozornost sme venovali Monte Carlo metodam ocenovania americkych a ber-
mudskych opcii, ktorych implementacia je naroc¢nejsia ako v ostatnych jednorozmernych
aplikaciach z dovodu komplikovanejsej vyplatnej struktiary, konkrétne sme najviac pozor-
nosti venovali regresnej metode Monte Carlo. Zistili sme, Ze metdéda poskytuje porov-
natelné vysledky s inymi numerickymi metédami avSak s pomerne vysokou vypoctovou
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naro¢nostou. Ziskand cena je zavisl4 na pocte Casov zastavenia a pouzitych bazickych
funkcii, ktoré mozu byt zdrojom zvySovania vypoctového ¢asu resp. vychylenosti odhadu
ceny a v jednorozmernom pripade je preto vhodnejsie pouzit iné numerické metoédy. Druha
metodda, ktorej sme venovali pozornost, metoda ndhodnych stromov, je numericky velmi
naro¢na a vhodna len na ocenovanie bermudskych opcii s malym poc¢tom moznosti uplat-
nenia.

- Viacrozmerny pripad: atraktivita metody narastda s narastom dimenzii problému. Po-
darilo sa nadm ocenit dvojrozmerni crack spread opciu a takisto desatrozmerné kosikové
opcie azijského aj eurdopskeho typu. Dosiahli sme kvalitativne rovnaké vysledky ako v
jednorozmernych pripadoch, a preto metody Monte Carlo umoziuji prechod do vyssich
dimenvzii iba s relativne nizkym néarastom vypoctového ¢asu a pomocou nich sme schopni
ocenit kosik opcii Tubovolnych vyplatnych Struktir. Regresnd metoda Monte Carlo rov-
nako umoznuje prechod do vys$Sich dimenzi, ¢im poskytuje moznost vypoctu rozli¢nych
viacrozmernych americkych typov derivatov a moze byt ¢asto vhodnou volbou pre vypo-
Cet a tiez poskytuje zaujimavy vyhlad na skimanie Monte Carlo metdd pre viacrozmerné
americké derivaty.

- V pripade jednorozmernych opcii sa dosahujeme najvyraznejSie znizenie variancie po-
mocou metdédy moment matching, kde sa podarilo znizit varinciu radovo na tretinu, v
pripade kontrolovanych variet priblizne o polovicu. Tieto metody sa vSak nedaja uplatnit
vo vysSich dimenzidch resp. nedavaju dobré vysledky, preto pre viacrozmerné simulécie
treba hladat iné metody redukujice varianciu. Oblast zaoberajuca sa redukciou variancie
Monte Carlo odhadov nechava priestor pre dalsie skiimanie , kedZe pouzivanie tychto me-
t6d je velmi ziadtce.

- Zistili sme taktiez citlivost metdédy na parametre, konkrétne standartné chyba simulécii
narasta so zvySovanim ceny opcie, rovnako je podstatna zvolena jemnost delenia ¢asového
intervalu, ktoré na jednej strane rychlo zvy8uje vypoctovi naro¢nost na druhej strane pri
velmi hrubom deleni ¢asto dostavame cenu derivatu, ktord je vychylenym odhadom.

- VeTkou oblastou uplatnenia Monte Carlo simulacii su tirokové miery a vypocet ich deriva-
tov. Konkrétne sme sa zaoberali simulaciou dynamiky vyvoja LIBOR modelov trokovych
mier a vypoctom derivatu typu cap. Monte Carlo metody st v tejto oblasti velmi uZi-
to¢né, kedZe ¢asto nie je mozné v realnych aplikdciach analytické rieSenie, a tato metoda
je efektivnym sposobom vypoc¢tu. Samozrejme moznosti pouzitia su Siroké a tato oblast
taktiez poskytuje vyhlad na dalsie skiimanie moZnosti efektivnej aplikacie Monte Carlo
metody v oblasti financii.

Na zaver sa d& zhodnotit, Ze metoda Monte Carlo si ur¢ite nachadza svoje miesto
medzi metédami na rieSenie problémov v oblasti financii a taktiez sa da predpokladat, ze
nebude stracat na atraktivite, kedze jej najvicsia nevyhoda - vypoctovy ¢as sa neustale
zmensuje s rozvojom vykonnejsej vypoctovej techniky.
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Tu sa daju najst kody v matlabe pouzité na Monte Carlo simulécie réznych typov deriva-
tov.

1. Algoritmus na Monte Carlo simuliciu ceny azijskej aritmetickej call opcie

function Price=Asiancall(n,N,m,r,T,S0,K sigma)

%% Price=cena azijskej aritmetickej opcie,n=pocet simulacii,m=pocet replikacii,
%%N=pocet casovych krokov,r—bezrizikova ur.miera,T—expiracny cas,

%% K=strike cena,sigma—volatilita,SO—=pociatocna cena,
%%se=standardna chyba 1 replikacie,t=vypoctovy cas
C=zeros(n,1);dt=T/N;S(1)=S0;e=cputime;b=0.4;

for ii=1:m

Z=randn(n,N);pZ=mean(Z);sZ=std(Z);

for i=1:n

for j=1:N-1

S(j-+1)=Sj) Fexp((x-1/2*sigma’ 2) -+ sigma*sqre(de) *(Z(3)-Z (1)) /5Z() ):
end

C(i)=exp(-r*T)*max(0,mean(S)-K);

end

Cn(ii)=mean(C);

end

Price=mean(Cn);odchylka=std(Cn),t=cputime-e,se=std(C) /sqrt(n)

2. Algoritmus na Monte Carlo simulaciu ceny kosikovej eur6pskej call opcie

function [Price,t|]=kosik(n,m,T,r,K,D sigma,S0)

%%on—pocet simulacii,m—pocet replikacii, T—cas espiracie,r=bezrizikova miera,
% % K =strike cena,D=matica vyvoja cien jednotlivych aktiv(D=load( data.tzt’));
%% price=priemerna cena kosikovej europskej opcie z m replikacii,t—cas vypoctu,
%% SO0=vektor pociatocnych cien,sigma=volatilita aktiv
nn=length(sigma);korelacia=corrcoef(D);S0=S0";sigma=sigma’;e=cputime;
COVM=diag(sigma*ones)*korelacia*diag(sigma*ones);A=chol(COVM)’;

for j=1:m

Z=randn(nn,n);
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for i=1:n

X=A*Z(:i);

S—50.*exp((r-0.5*sigma.”2)*T+sqrt(T).*X);
C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(S)-K);

% redukcia variancie, je potrebne odhadnut koeficient b
%C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(S)-K)-sum(b*(S-exp(r*T)*S0));
end

Cn(j)=mean(C);

end

Price=mean(Cn);rozptyl=std(Cn),t=cputime-e;

3. Algoritmus na Monte Carlo simulaciu ceny kosikovej azijskej(aritmetickej)
call opcie

function [Price,t|]=kosikasian(n,N,m,T,r,K,D,S0,sigma)

%% N=pocet casovych krokov, ostatne znacenie ostava rovnake
nn=length(sigma);S=zeros(nn,N);korelacia=corrcoef(D);S(:,1)=S0;
S0=S0";sigma=sigma’;e=cputime;
COVM=diag(sigma*ones)*korelacia*diag(sigma*ones);
A=chol(COVM)";dt=T/N;

for j=1:m

for i=1:n

Zl=randn(nn,N-1);

for k=1:N-1

X=A*Z1(:,k);

S(:,k+1)=S(:,k).*exp((r-0.5%sigma.”2) *dt+sqrt(dt).*X);

end

C(i)=exp(-r*T)*max(0,sum(mean(s’))-K);

end

Cn(j)=mean(C);

end

Price=mean(Cn);rozptyl=std(Cn),t=cputime-e;

4. Algoritmus na Monte Carlo simulaciu ceny americkej a bermudskej call opcie
regresnou metédou

function |Price,t|=LSMamerican(n,N,m,S,K,T r,sigma)

%% N=pocet casovych krokov,n=pocet MC simulacii

%%om=pocet replikacii,S=zaciatocna cena, T=maturita, K=strike

%% cena,v=volatilita,r=urokova miera

%% Price=cena americkej opcie,t=cas vypoctu
e=cputime;St=zeros(n,N);V=zeros(n,N);E=zeros(n,N);strategia=zeros(n,N);
for ii=1:m

dt=T/(N-1);St(:,1)=S;
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drift=(r-sigma”2/2)*dt;BP=sigma*sqrt(dt);Z=randn(n,N);pZ=mean(Z);sZ=std(Z);
for i=1:n, %simulacia n ciest

st=S; for k=2:N, %simulacia jednej cesty
st=st*exp(drift+BP*(Z(i,k)-pZ(k)) /sZ(k));St(i,k)=st;%zahrnuta redukcia variancie
end

end

st=St(:,N);E(:,N)=max(st-K,0);
V(:,N)=E(:,N);strategia(:,N)=(E(:,N)>0);

for k=N-1:-1:2,

st=St(:,k);

E(:,k)=max(z*(st-K),0);%zahrnieme iba nenulove payoffs
id=find(E(:,k)>0);%najde in-the-money indezy
X=St(id,k); Y=V (id,k+1)*exp(-r*dt);
RegMat=|ones(size(X,1),1),X,X."2,X."3|; % regresia

p=RegMat\ Y;

R=p(1)+p(2)*X+p(3)*X. 24 p(4)*X."3;

V(id,k)=R;

%Ak exercise hodnota je viac ako pokracujuca hodnota uplatnit
strategia(id,k)=E(id,k) > V(id,k);strategia(find(strategia(:,k)),k-+1:N)=0;
id=find(strategia(:,k) == 0);

V(id,k)=V(id,k+1)*exp(-r*dt);

id=find(strategia(:,k) == 1);V(id.k)=E(id,k);

end

Y%ovypocitaj vyplatu z uplatnenia opcie

vyplata=0;

for i=1:N

id=find(strategia(:,i) == 1);st=St(id,i);

vyplataS=exp(-r*(i-1)*dt) *max(st-K,0);vyplata=vyplata+sum(vyplataS);
end

LSMprice(ii)=vyplata/n;

end

Price=mean(LSMprice),Rozptyl=std(LSMprice),t=cputime-e,

5. Algoritmus na Monte Carlo simulaciu LIBOR mier a ceny cap

function [price,SE,t|=LIBORcap(N,vol,K,dT,L)

%% N—=pocet simulacii,vol—volatilita, K—strike,

% % L—pociatocny vektor urokovych mier,n—=pocet bodov zastavenia
%% vstupy vol, K,dt mozu byt aj konstatny aj vektory
n=length(L)-1;e=cputime;C=zeros;V=zeros;

%% zadefinujeme volatilitu a terminalne casy
delta=dT.*ones(n+1,1);sigma=vol.*ones(n+1,n+1);

for ii=1:N

Z=randn(n+1,1);

%% simulacia vyvoja LIBOR mier %%
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for i=n-+1:-1:1

for k=1:i-1

suma—sum((delta.*sigma(:,k).*L(:,k))./(1 + delta.* L(:,k)));
drift=suma*sigma(i,k)*L(i,k)*d T;BP=sigma(i,k)*L(i,k) *sqrt(dT)*Z(k);
L(ik+1)=L(ik)-drift + BP;

end

end

%% vypocet numeraire %%

for k=1mn+1

num=1./(1+delta.*L(: k));

B(n+1,k)=prod(num);

end

%% vypocet cien jednotlivych capletov(call typ) %%
for i=1:n

C(i+1)=max(0,L(i,i)-K)/B(n+ Lit1);

end

V(ii)=sum(C); %% wvypocet ceny cap %%

end

price=1000*mean(V);SE=1000*std(V) /sqrt(N);t—cputime-e;
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