UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Konvergenc¢né modely tirokovych mier

Diplomovéa praca

Vedici diplomovej prace: Autor:
RNDr. Beata Stehlikova, PhD. Bc. Zuzana Zikova

Bratislava 2011



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Eviden¢né ¢islo: db9986e9-c018-4336-a29%a-e76a08011d52

Konvergenc¢né modely tirokovych mier

Diplomovéa praca

étudijny program: Ekonomicka a finan¢nd matematika
Studijny odbor: 9. 1. 9 Aplikovand matematika
Skoliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky,

FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava
Skolitel' a konzultant: RNDr. Beata Stehlikov4, PhD.

Bratislava 2011 Bc. Zuzana Zikova



Univerzita Komenského v Bratislave
- Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Bc. Zuzana Zikova

Studijny program: ekonomick4 a finanéna matematika (Jednoodborové Stadium,
magistersky II. st., denné forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovand matematika

Typ zdverecnej prace: diplomova

Jazyk zivereCnej prace: slovensky

Nazov : Konvergenéné modely tirokovych mier

Ciel’: Oboznamit sa s konvergenénymi modelmi tirokovych mier. Studovat’ modely s

volatilitou imernou mocnine Grokovej miery, podl'a analdgie s jednofaktorovymi
modelmi. HPadat' aproximéciu rieSenia. rovnice pre cenu dlhopisu v takomto
modeli. Navrhniit' postup kalibrécie a otestovat’ ho.

Vedici : RNDr. Mgr. Bedta Stehlikova, PhD. |
Datum zadania: 02.02.2010

Datum schvalenia: 04.04.2011 prof. RNDT. Dianiel Sevéovié, CSe.

garant $tudijného programu

W Eea” Yidis e

Student veduci prace

Détum potvrdenia finalnej verzie prace, sthlas s jej odovzdanim (vratane spdsobu
spristupnenia)

oM il

veduci préace




Pod’akovanie

Touto cestou by som sa chcela podakovat vediicej diplomovej prace RNDr. Beate Stehlikovej,
PhD. predovgetkym za odborni pomoc s vypracovanim diplomovej prace, no taktiez aj za poskyt-
nutie vhodnej literattry, za cenné rady, ndmietky a pripomienky, ktoré si vyzadovali neraz

mnozstvo ¢asu a trpezlivosti.

Cestné prehlasenie

Prehlasujem, ze diplomova pracu s nazvom Konvergencné modely tdrokovich mier som
vypracovala samostatne, s pouzitim uvedenej literatary a na zéklade konzultacii s vedtucou

diplomovej préce.

Bratislava 20. 04. 2011 e
Vlastnoruény podpis



ZIKOVA, Zuzana *: Konvergencné modely tirokovijch mier [diplomova praca]. Univerzita Komenského v Bratislave,
Mlynska dolina, 842 48 Bratislava, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky
a Statistiky. Veduci prace: RNDr. Beata Stehlikova *, PhD., Bratislava, 2011, 59 s.

* email: zuzkazzQgmail.com, * email: stehlikova@pc2.iam.fmph.uniba.sk

Abstrakt: Praca pojednava o konvergen¢nych modeloch kratkodobych trokovych mier. Kon-
vergentny model vysvetluje vyvoj trokovej miery v zéavislosti od vstupu krajiny do menovej
unie. Prvy z takychto modelov bol navrhnuty v roku 2000 autormi Corzo a Schwartz. Vo-
latility domacej a eurépskej kratkodobej tirokovej miery st konstantné. V nasej préaci sa za-
oberame dvojfaktorovym konvergenénym modelom Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersovho typu
(CKLS), kde predpokladédme nekonstantné volatility, v tvare mocnin drokovych mier, s analo-
giou v jednofaktorovom CKLS modeli. Dynamika systému je popisand dvoma stochastickymi
diferencialnymi rovnicami. Pre Vagickov model a pre Specialny pripad Cox-Ingersoll-Rossovho
modelu je zname explicitné rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice, podla ktorej sa sprava

oo

cena dlhopisu. Ak do rieSenia Vagickovho modelu dosadime za kongtantné volatility ¢leny adr:}d
a o.re°, ziskame aproximdciu riefenia pre CKLS model. Vypoé¢itame presnost tejto aproxima-
cie a ukdzeme, Ze existuje moznost jej spresnenia. V nagej diplomovej praci taktiez navrhujeme
postup kalibracie modelu a testujeme ho najskor na simulovanych a potom na realnych datach.
Krlacové slova: modely arokovych mier, dvojfaktorové modely, konvergentné modely, apro-

ximécia, presnost, kalibracia, simulované data, redlne déata
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Abstract: Our paper deals with convergence model of interest rates. The convergence model
explains the evolution of interest rate in connection with the adoption of Euro currency. The
first model of this kind was proposed in 2000 by Corzo and Schwartz. The volatilities of both
the domestic and European short rates are constant. In our article we deal with two-factor con-
vergence model of the interest rate of Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders type, where we assume
the volatilities proportional to the power of the short rates, the analogy of one-factor mod-
els. Dynamics of the system is described by two stochastic diferential equations. For Vasicek
and for the special case of Cox-Ingersoll-Ross type model closed form solutions are known.
Taking the solution for Vasicek model corresponding to same drift functions and correlation
and substituting its constant volatilities by instanteneous volatilities o.rd® and O'dr;le we ob-
tain an approximation of the solution for CKLS model. We compute the order of accuracy
for this approximation and show the possibility of its improvement.

Keywords: model of interest rate, two-factor model, convergence model, approximation, ac-

curacy
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Pouzité symboly a skratky

CIR = Cox-Ingersoll-Ross model kratkodobej trokovej miery, v ktorom v = %
CKLS = Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders model kratkodobej tirokovej miery,

v ktorom 7 je dana vseobecne
Ty = spodny index d - vztah Tubovolnej premennej x k domacim datam
Te = spodny index e - vztah I'ubovolnej premennej x k europskym datam
f = prva derivacia funkcie f
f = druh4 derivacia funkcie f

) — n-t4 derivacia funkcie f



Uvod

Modely drokovych mier si definované pomocou stochastickej diferenciélnej rovnice. Dynamiku
jednofaktorového modelu opisuje jedna rovnica, pre dvojfaktorovy model st potrebné dve
rovnice, ktoré hovoria o vyvoji oboch faktorov. V nasej diplomovej praci sa zaoberame dvojfak-
torovymi modelmi, konkrétne dvojfaktorovymi konvergenénymi modelmi kratkodobych droko-
vych mier. Tie tvoria §pecidlnu podtriedu dvojfaktorovych modelov. Konvergenény model
opisuje vyvoj eurépskej kratkodobej tdrokovej miery, o ktorej sa predpoklada, Ze ovplyviiuje
vyvo]j domécej kratkodobej trokovej miery. Jeden z prvych takychto modelov navrhli Corzo
a Schwartz v roku 2000. Vychadza z Vasickovho modelu, kde volatility urokovych mier su
kongtantné. Podobnym modelom CIR typu sa zaoberd V. Lacko vo svojej diplomovej préci
z roku 2010, na ktord sme nadviazali. V na8ej praci sa zaoberdme vSeobecnejsim modelom, a to
dvojfaktorovym konvergen¢nym modelom Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersovho typu (CKLS),
kde predpokladame nekonstantné volatility, v tvare mocnin trokovych mier. Pre tento model
hl'addme aproximéciu ceny dlhopisu na zaklade riegenia Vasi¢kovho modelu, kde za kongtantné
volatility dosadime mocniny kratkodobych tdrokovych mier.

Cielom nasej diplomovej prace je studovat modely s volatilitou imernou mocnine trokovej
miery (CKLS model), podla analogie s jednofaktorovymi modelmi, kde budeme hl'adat aproxi-
méciu rieSenia rovnice pre cenu dlhopisu v takomto modeli, kedZe neexistuje explicitné rieSenie.
V diplomovej préci vychadzame z ¢lankov [11] a [10]. Nakoniec sa pokusime navrhnat postup
kalibracie a otestovat ho.

Diplomovéa préca je rozclenend na tri ¢asti, ktoré tvori Sest kapitol. Teoretickd ¢ast ma tri
kapitoly. V prvej z nich definujeme zdkladné pojmy, ako dlhopis, ¢asova Struktara tdrokovych
mier, okamZita arokova miera a uvadzame stru¢ny prehlad dalich derivatov arokovych mier.
V druhej kapitole sa venujeme jednofaktorovym a dvojfaktorovym modelom a v tretej podrob-
nejgie konvergenénym modelom réznych typov. Druhé ¢ast s nazvom Odvodenie aproximécie
tvori jadro préace, v ktorom navrhujeme aproximaciu ceny dlhopisu v konvergen¢nom modeli
CKLS a zistujeme jej presnost. V tejto Casti taktiez prezentujeme vysledky z numerického
experimentu pre CIR model s nulovou koreldciou a jeho aproximaciu.

Rovnako délezitou ¢astou diplomovej prace je kalibracia, kde v piatej kapitole navrhujeme
postup kalibracie modelu, testujeme ho na simulovanych datach a v Siestej kapitole uviddzame
vysledky z kalibracie pouZitim redlnych trhovych dat, t. j. arokovych sadzieb na medzibanko-

vom trhu.
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Kapitola 1
Uvod do problematiky

V tejto kapitole definujeme zékladné pojmy ako dlhopis, ¢asova Struktara drokovych mier,
okamzita drokova miera. Uk&Zeme si r6zne priebehy vynosovych kriviek na prikladoch s real-
nymi datami. Spomenieme kratkodobé urokové miery ako Furibor a iné. Stru¢ne charakterizu-
jeme, okrem dlhopisov, aj iné derivaty drokovej miery. Podrobnejsie informécie sa nachadzaji
v knihéch [1],[12], [8].

1.1 Dlhopis a ¢asova Struktira trokovych mier

Dlhopis je najjednoduchsi derivat arokovej miery. Je to cenny papier, ktory v case splatnosti
vyplati jeho vlastnikovi nominalnu hodnotu F' a v dohodnutych obdobiach bude vyplacat
pravidelny trok (kupén). Bezkupénovy dlhopis s nominalnou hodnotou F' = 1 sa nazyva
diskontny dlhopis. Ealej budeme pod dlhopisom rozumiet diskontny dlhopis.

Oznatme P(t,T) cenu dlhopisu v Case t, ktorého splatnost je v ¢ase T'. Tieto ceny dlhopisov

ur¢uju trokové miery. Oznaéme R(t,T) trokovii mieru v ¢ase ¢ so splatnostou v ¢ase T'. Potom

P(t,T) = e REDT—H), (1.1)
vyjadrenim R(¢,T) dostavame
In(P(t,T))
tT) = ——F 1.2
R( ) ) T_1 ( )

Funkcia R(t,T) sa nazyva casovd Struktira drokovijch mier. Casovd Struktira drokovych mier
vyjadruje zavislost trokovej miery (vynosu) od maturity dlhopisu, nazyva sa aj vynosovd
krivka. Prikladom trokovych mier je napriklad Euribor.

Euribor ! (Euro Interbank Offered Rate) je medzibankova referen¢na sadzba zverejfiovana
denne od roku 1999. Skupinu bénk, ktoré prispievaju svojimi datami k vypoctu Furiboru,
nazyvame panel banks, alebo referencné banky. Referenéné banky denne dodévaju trokové
miery, o ktorych si myslia, ze ich referen¢né banky pouZivaju pri vzajomnych obchodoch.
Z dat sa vynechd najnizsich a najvyssich 15 % sadzieb, zo zvysnych sa urobi priemer, ktory

sa zaokrahli na tri desatinné miesta. Standardne sa tento priemer zverejiiuje o 11:00 kazdy

spracované podla [19]
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den. Existuji v8ak aj vynimky a moznosti oneskoreného zverejnenia. Podrobnejsie informécie
je mozné néjst na [19].

Krajina, ktord nepatri do menovej tinie ma svoju urokova mieru. Na Slovensku bola refe-
renénd urokova sadzba Bribor (Bratislava Interbank Offered Rate) do 31. 12. 2008, no od 1.
1. 2009, prijatim eura, sa hou stala Furibor. Bribor bola referencné trokova sadzba pocitand
ako priemernd hodnota predajnych cien kétovanych referenénymi bankami k 11:00 bezného
dna. Existuje aj referen¢nda sadzba Bribid. Bribor a Bribid sa vo vztahu ako Ask a Bid. Bri-
bor aj Bribid sa denne pocita ako nevazeny aritmeticky priemer z hodno6t po odstrdneni na-
jvy&Sej a najnizsej hodnoty pre dany deii. Medzi d'alSie arokové miery patria napriklad: Bribor
(Bratislava Interbank Offered rate), Pribor (Prague Interbank Offered Rate), Libor (London
Interbank Offered Rate), Rigibor (Riga Interbank Offered Rate), Talibor (Tallinn Interbank
Offered Rate), Vilibor (Vilnius Interbank Offered Rate), Shibor (Shanghai Interbank Offered
Rate), Pribor (Paris Interbank Offered Rate), Tibor (Tokyo Inter Bank Offered Rate), Athibor
(Athens Interbank Offered rate).

Inym prikladom mézu byt vynosy §tatnych dlhopisov.

Vynosova krivka je zvycajne rastica, kedze na dlhgiu dobu zvycajne poZiiavame s vys§im
trokom. V dnesnych dioch to plati pri viac¢sine krajin. Znézornuje to aj obrézok 1.1, kde je
zobrazend Casova Struktara urokovych mier z diia 31. 3. 2011 pre viaceré meny a obrézok
1.2 s vynosmi Statnych dlhopisov v niekolkych Statoch, taktiez z dia 31. 3. 2011. Klesajuca
vynosova krivka moéze byt v pripade, Ze ofakdvame pokles trokovych mier. Takato situicia
zvyCajne nastava, ak ocakdvame zhorSenie ekonomickej situacie. Na obrazku 1.3 v pripade
gréckeho Athiboru zaznamenavame prudko klesajacu vynosovia krivku z dia 11. 4. 2000. Na
obrazku 1.4 znaroznujeme nemonoténne priebehy réznych vynosovych kriviek, napr. Euribor
z dna 14. 2. 2008, vynosy statnych dlhopisov v UK z diia 30. 10. 2008 a vynosy brazilskych
statnych dlhopisov z 30. 10. 2008 a z 31. 3. 2011.

Euribor 31. 3. 2011 Pribor 31. 3. 2011

2
1.81
— 1.5F < 1.6F
= =
8 g 1.4)
S
> >
> 1+ > 1.2+
1
0.5 0.8
1t 1m 2m 3m 4m 5m 6m 7m 8m 9m 10m11m12m 1t 1m 2m 3m 6m 9m 12m
maturita maturita
Vilibor 31. 3. 2011 Rigibor 31. 3. 2011
2.5 T 2.5 T
2t 2r
£ & 150
215} g
S e
= > 1r
> >
T, 0.5
05— . . . ol . . .
1t 1m 3m 6m 12m 1t 1m 3m 6m 12m
maturita maturita

Obr. 1.1: Casova struktira arokovych mier z dita 10. 3. 2011; Euribor, Pribor, Vilibor, Rigibor. Zdroj: [19],
[17], [22], [14]. Vysvetlivky: 1t = 1 tyZdei, lm = 1 mesiac, 1r = 1 rok.
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Obr. 1.2:
Zdroj: [16]
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Obr. 1.3: Casova struktira arokovych mier, klesajica vynosova krivka Athibor. Zdroj: [15].
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1.2 Okamzita trokova miera

Ak vo vzfahu (1.2) urobime limitu 7' — t*, dostavame tzv. okamZiti trokovii mieru, nazyvant
aj krdtkodobd drokovd miera alebo short rate. Okamzita trokova miera r je teda zaciatkom
vynosovej krivky: r(t) = Th—gl+ R(t,T). Short rate predstavuje trokovi mieru na velmi kratky
¢as. Ide o teoretickn veli¢inu, prakticky ma k nej najbliZsie urokové miera na vel'mi kratky ¢as,
napriklad na jeden deii. Niekedy je takito trokova miera na jeden den uvadzana spolu s inymi
splatnostami ako owvernight (napr. Bribor, Talibor, Vilibor) alebo je uvidzana samostatne
(napr. Eonia pre eurozonu). Fonia (Euro Overnight Index Average) je referentné sadzba pre

zrealizované jednodiiové obchody v menovej tnii.

1.1.2008 — 31. 12. 2010, Eonia 1.1.2008 — 31. 12. 2010, Talibor
5 6
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1 4
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[¢] o]
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= 6f ’ 1 -
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2r v’Lﬁ 1 A [
b
\/\J\/ Www ° UM“\'—’\*—“‘) \m Y]
o] o]
jan08  julo8  jan09  julo9  jan10  jul10  jant1 jan08  julo8  jan09 julog  jan10  jullo  jani1

Obr. 1.5: Priebeh okamzitej tirokovej miery v obdobi od 1. 1. 2008 - 31. 12. 2010. Zdroj:[19],[22],[14],[18]

1.3 Dalsie derivaty tirokovej miery

Medzi obchodovatelné derivaty urokovej miery patria okrem dlhopisov aj forwardy, swapy,
opcie na dlhopisy, capy, floory. V knihach [8] a [12] sa daju najst podrobnejsie vysvetlenia
fungovania derivatov, ako aj metddy ich ocenovania. Na tomto mieste uvadzame len stru¢nu
charakteristiku niektorych z nich.

Swap je dohoda o zmene aktiva. Urokovy swap hovori o zmene finan¢ného toku plava-
jucich platieb na tok fixnych platieb. Tento derivat vyplaca rozdiel platenych trokov. Me-
novy swap je vymena urokovych platieb v réznych menéich, pricom na zaciatku a na konci
dochadza k vymene podkladovych aktiv za dohodnuty kurz. Pravo, ale nie povinnost vstupit
do swapového kontraktu sa nazyva swaption.

Dalsimi derivatmi drokovych mier, pouzivanymi najmi v medzibankovom styku, st capy
a floory. Cap (strop) je dohoda, podl'a ktorej kupujuci obdrzi od predavajiceho rozdiel medzi
trhovou turokovou mierou a realiza¢nou cenou kontraktu v dohodnutom ¢ase. Je to poistenie
voci vysokej trokovej miere. Napriklad ak je Euribor vysg§i ako vopred dohodnuta hodnota,
vyplati sa rozdiel medzi nimi. Jednu zrealizovant platbu nazyvame caplet. Protikladom je
floor (dno), t. j. derivat, ktorym sa poistujeme voci nizkej arokovej miere. Jednotlivé platby
nazyvame floorlety.



Kapitola 2

Modely tirokovych mier

Existuju rozne pristupy, ako modelovat arokové miery, napriklad: short rate modely, forward
rate modely, LIBOR market modely, atd. Charakteristiky tychto modelov je moZné néjst
napriklad v knihach [1], [9]. V naSej diplomovej praci sa zaoberdme konvergenénym modelom,
ktory patri medzi short rate modely. Tieto modely st formulované pomocou stochastickej
diferenciélnej rovnice:

dX = (X, t)dt + o (X, t)dW,

kde W je Wienerov proces. Funkcia p(X,t) je trend, driftova ¢ast rovnice a o(X,t) vyjadruje
fluktuacie v okoli driftu. RieSenim tejto stochastickej diferencidlnej rovnice je stochasticky
proces X, pomocou ktorého sa opisuje spravanie sa okamzitej trokovej miery. Réznou volbou
driftu p(X,t) a volatility o(X, t) v tejto rovnici ziskavame rozne jednofaktorové (ak X je skalar)

alebo viacfaktorové (ak X je vektor) modely turokovych mier.

2.1 Jednofaktorové modely

Vyvoj okamzitej tirokovej miery v realnej miere

Uvazujme stochastickil diferencidlnu rovnicu pre vyvoj okamzitej trokovej miery
dr = p(r,t)dt + o(r, t)dW. (2.1)

V tabulke 2.1, prebratej z [1] a z [12], uvddzame prehlad jednofaktorovych modelov, v po-
radi podla roku ich vzniku, spolu s rovnicou vyvoja kratkodobej trokovej miery a taktiez
zaznamenavame aj pravdepodobnostné rozdelenie irokovej miery.

Ak mé drift procesu tvar p(r,t) = k(0 —r), kde k,60 > 0 su konstanty, tak model ma mean-
reversion vlastnost. To znamend, Ze Grokova miera ma tendenciu pritahovat sa k dlhodobej
limitnej hodnote 6. Ak je trokova miera r vicsia ako hodnota 6, tak drift k(6 —r) je zaporny,
¢ize urokova miera je tahana dole k limitnej hodnote 6. Naopak, ak je tirokova miera r mengia
ako hodnota 6, tak drift k(6 — r) je kladny, to znamend, Ze proces je tahany hore ku 6.

Takyto tvar ma aj prvy z modelov okamzitej Grokovej miery, a to Vasi¢ckov model, v ktorom
dr = Kk (0 — r)dt + odW;. Jeho nevyhodou v8ak je normalne rozdelenie irokovych mier, z ¢oho

vyplyva moznost dosiahnutia aj zdpornych drokovych mier. Normalne rozdelenie arokovych
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Rok | Model SDR re>01| rp~ | AB
1977 | Vasicek dry = £ (0 — ) dt + odW, N N | A
1978 | Dothan dr; = aridt + or;dW; A LN A
1985 | Cox-Ingersoll-Ross dry = k(0 — i) dt + o /r:dW; A NCx? | A
1990 | Hull & White dry = K (0 — ) dt + odW, N N A
1990 | Exponencidlny Vagicek dry = r(p — alnr,)dt + or dW, A LN N
1991 | Black & Karasinski dry = r¢(pe — alnry)dt + ory dW; A LN N
1992 | cKLs dre = # (0 — ) dt + or7 AW, A i N
2000 | Mercurio & Moraleda, | dr; =7, (17 - ()\ - aj%) In rt) dt + or dW; A LN A

Vysvetlivky: A=&no, N=nie, AB=existencia explicitného rieSenia ceny dlhopisu (ocefiovaniu dlhopisov
sa budeme venovat neskor, v kapitole 4), N=normalne rozdelenie, LN=lognormélne rozdelenie,
NCx?=necentralny chi-kvadrat rozdelenie.

Tabul'ka 2.1: Prehlad jednofaktorovych modelov kratkodobej tirokovej miery

mier ma eSte Hull & Whitov model. Ostatné modely maju iné rozdelenia urokovych mier, pri
ktorych je zabezpeend nezdpornost arokovych mier. Tito vlastnost ma napr. uz aj Dothanov
model, publikovany o rok neskér po Vasickovom modeli. Predpoklada v8ak geometricky Brownov
pohyb pre vyvoj short rate: dr = ardt + ordW. Explicitnym rieSenim tejto rovnice je r(t) =
r(O)e(a_ﬁtH”W(t), a teda E[r(t)|r(0)] = r(0)e®. Pre a # 0 to nie je realistické: ak a > 0,
tak E[r(t)|r(0)] — oo pre t — oo, ak a < 0, potom E[r(t)|r(0)] — 0. Preto sa niekedy
Dothanov model uvadza s a = 0 (napr. v knihe [5], my sme formulaciu modelu prebrali z [1],
kde je a Tubovolné). To vSak znamend, Ze vo vyvoji irokovej miery nie je ziaden trend, ale iba
nahodné zlozka.

Kladnost arokovych mier, t. j. » > 0, je mozné zabezpetit napr. aj prostrednictvom vyuzitia
exponencidlnych funkcii, ako napr. v exponencidlnom Vagickovom modeli alebo v modeli Blacka
a Karasinského. V tychto modeloch sa predpoklada, ze Inr; (t. j. nie samotné tirokova miera)
mé normalne rozdelenie. Potom r; mé lognormalne rozdelenie.

Na zabezpedenie nezapornosti irokovych mier v CIR modeli slizi fakt, Ze ak je ry blizko pri
nule, potom volatilita je velmi mald, takmer nulova a drift je kladny. Ak by r; predsa dosiahlo
nulu, volatilita je nulova a drift kladny, takze r; sa v nasledujicom okamihu vrati do kladnych
hodnot. Ak je splnend podmienka: 26 > o2, tak proces r; je kladny s pravdepodobnostou 1.
(prebraté z [5])

V nasledujucej kapitole ukazeme, ako sa daju pomocou parcidlnych diferencidlnych rovnic
ocefiovat derivaty. V tabulke 2.1 si mozeme vdimnuat, Ze pre starSie modely, existuje expli-
citné vyjadrenie ceny dlhopisu. Patria tam napriklad klasické modely ako Vagickov model,
Cox-Ingersoll-Rossov model. Prioritou teda zrejme bolo navrhnit taky model, ktory umoznuje
explicitné vzorce pre oceniovanie. Pre mnohé mladsie modely neexistuje takéto explicitné vy-
jadrenie, st vSak realistickejSie pri porovnani s redlnymi datami. Pri neexistencii explicitnych
rieSeni sa zvyCajne hlada asponi aproximacia rieSenia ceny dlhopisu a pracuje sa s kalibréciou

modelov. Mohli by sme podotknit, Ze prave z dovodu, ze novsie modely sa zlozitejSie a ne-
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existuje v nich explicitna formula pre ceny dlhopisu a inych derivatov, mé zmysel sa venovat
hl'adaniu analytickych aproximécii cien dlhopisov v modeloch urokovych mier. Do tejto skupiny
modelov patri aj CKLS model. Touto problematikou sa zaoberame aj v nasej diplomovej praci.

PodTa toho, ¢i drift procesu zavisi, alebo nezévisi od ¢asu, bolo by mozné modely z tabulky
2.1 rozdelit na dve skupiny. Modely s ¢asovo zavislym driftom (t. j. Hull & White, Mercurio
& Moradela, Black & Karasinski) nazyvame bezarbitrazne modely. Spravnou volbou funkcie
O¢, e, v+ dosiahneme zhodu vynosovej krivky danej modelom s dnesnou vynosovou krivkou
pozorovanou na trhu. V niektorych pripadoch ide o modifikdciu modelu s kongtantnymi koe-
ficientami, napr. ¢asovo zavislou analégiou Vagickovho modelu je model Hulla Whita, taktiez

¢asovo zavislou analégiou exponencidluneho Vasickovho modelu je model Blacka Karasinského.

Rizikovo neutrilna miera a oceniovanie dlhopisov

Neexistencia arbitraZe na trhu matematicky znamen4, Ze existuje tzv. rizikovo neutralna miera,
v ktorej sa daji ocefiovat derivaty pomocou vypoc¢tu strednych hodnét. Predpokladajme, Ze
vyvoj kratkodobej irokovej miery je Markovovsky proces spravajuci sa v rizikovo neutralnej
miere podla rovnice

dry = p(re, t)dt + o (re, t)dWy,

kde pu(rs,t), o(re,t) si F}V — adaptované procesy. Cena diskontného dlhopisu s maturitou T
v Case t < T splia
T
— [rsds
P(t,T) = Eq [e : |ftW]
Vo v8eobecnosti, ak mame derivat s hodnotou X = Pr v ¢ase maturity 7T, tak jeho cena v
Case t je:
—fr ds —fr ds
Pt:P(r,t):EQ[e t me} :EQ[e t Xyrtzr]

Cena derivatu P v Case t spliia Black-Scholesovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu v tvare:

opP oP  o2(r,t) 0°P
—r Gt g P =0,

r>0,7€(0,7),

s koncovou podmienkou P(r,T) =1, pre kazdé r > 0.

Podrobnejsie sa ocenovaniu deriviatov trokovych mier v rizikovo neutralnej miere venuje Melicheréik

v [8], odkial sme prebrali tieto zakladné principy ocefiovania derivatov.

Vztah realnej a rizikovo neutrilnej miery

Vidime, ze formuldcia modelu v redlnej miere ndm umoziiuje zachytit vlastnosti, ktoré po-
zorujeme vo vyvoji short rate, napr. mean-reversion. Pri formulacii v rizikovo neutralnej miere
sme zasa schopni ocefiovat derivaty. Bolo by teda uzito¢né mat prevod medzi zapismi procesu

v tychto dvoch mierach.
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Ked7e realna miera P a rizikovo neutralna miera @ st ekvivalentné, podla obrdtenej Gir-
sanovej vety ([8],str.164) existuje proces \; taky, ze ak W; je Wienerov proces v miere P,

tak
t

Wy =W; + //\Sds (2.2)
0
je Wienerov proces v miere Q. Navyse, Radon-Nikodymova derivdcia vzhladom k miere P je:

d

Na zaklade rovnosti (2.2), napisanej v diferencialnom tvare dw, = dWi+Aedt, vieme prepisovat

proces z jednej miery do druhej. Napriklad, ak proces je formulovany v redlnej miere:
dr = p(r,t)dt + o(r, t)dW, (2.4)
tak v rizikovo neutralnej miere plati
dr = p(r, t)dt + o (r, t)(dW — X(r, t)dt) = (u(r, t) — A(r,t)o(r,t))dt + o(r, t)dW. (2.5)

Zial, tento pristup nie je prakticky, kedZze ni¢ nehovori o tom, ako funkcia A vyzera a
¢o vyjadruje. Treba zvolit iny pristup. Nasledujuci postup je prebraty z knihy [5], v ktorej
je mozné najst podrobnosti. My tu uvadzame len hlavna mySlienku. Ak formulujeme model
v redlnej miere, d4 sa ukazat, 7e musi existovat taka funkcia A(r,t), ktora vyjadruje néarast
vynosu dlhopisu na jednotku rizika. VzhTadom na tato interpretaciu sa nazyva trhova cena
rizika. Zdoraznime, Ze je spolo¢né pre vSetky dlhopisy, nezavisi od maturity dlhopisu. Podla
Girsanovej vety ([8], str.164) teda existuje takd miera @, ekvivalentna s mierou P, Ze (2.2) je
Wienerov proces v miere () a Radon-Nikodymova derivacia je dana vztahom (2.3). Poslednym
krokom v [5] je dokaz, Ze tato miera ) je presne rizikovo neutrdlna miera. To znamena, Ze

model moéZzeme zadat dvoma sp6sobmi:
e pomocou stochastickej diferencidlnej rovnice v redlnej miere a trhovej ceny rizika
e pomocou stochastickej diferencialnej rovnice v rizikovo neutralnej miere
Pritom plati, Ze volatility v oboch mierach si rovnaké a pre drift plati:
(rizikovo neutralny drift) = (redlny drift) — (trhova cena rizika) x (volatilita). (2.6)

Cena dlhopisu sa d4 explicitne vypocitat vo Vasickovom modeli a CIR modeli. Uvadzame
rieSenia prebraté z [6].

Vagitkov model v redlnej miere opisuje stochasticka diferencidlna rovnica:
dr = k(0 — r)dt + odW,

kde k,0 > 0 a6 > 0. Trhova cena rizika je v tomto pripade zvolen4 ako konstanta A. V rizikovo

neutralnej miere Vasickov model vyzeréd nasledovne:

dr = (k(0 — 1) — Ao)dt + odW.
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Cena diskontného dlhopisu splita

oP OP  o29%P
_Z ) — 27 p=
8T+|:/€(0 r) )\U} or + 2 Or " 0,

s po¢iato¢nou podmienkou P(r,0) = 1.
Riesenie ceny dlhopisu v jednofaktorovom Vagickovom modeli nadobida tvar:

P(T7T) _ eA(T)*TD(T)’

kde funkcie D(7), A(7) vieme vyjadrit nasledovne:

1 _ G—KT
D(T) = i )
2 2

Am = (T ) (0- 2 ) - ey,

CIR model v realnej miere opisuje stochasticka diferencidlna rovnica:
dr = k(0 — r)dt + o/rdW,

kde k,0 > 0 a 6 > 0. Trhova cena rizika je v tomto pripade zvolena ako A\\/r, kde A je

konstanta. V rizikovo neutrilnej miere vyzerd CIR model nasledovne:
dr = (k(0 — 1) — Aor)dt + o/rdW.

Cena diskontného dlhopisu spliia rovnicu:

oP OP  o?rd*pP
il —r) = = s p=
87’+[K(9 ) )\UT} or + 2 Or " 0,

s poc¢iato¢nou podmienkou P(r,0) = 1. Rie8enie ceny dlhopisu v jednofaktorovom CIR modeli,

mozeme zapisat v rovnakom tvare ako pri Vagickovom modeli, t. j. :
P(T, 7_) — 6A(T)*TD(T)7

no s inym predpisom funkcii D(7), A(7) :

2 (e’ —1)
D(r) = ,
(®+ W) (e —1) + 29
20 2be T
2k e B B 2 )
A(T) — 1n((<1>+\1')(e®7'—1)+2<1)> kde W=k+Xo a @-\/(ﬁ—}—)ﬂ) + 202,

Riegenia pre Vasickov a CIR model prevzaté z [6].
Ak v CKLS modeli je v # 0, v # % (¢ize ak nejde o Vasickov alebo CIR model) rieSenia

ceny dlhopisu nie st zname. Navrhnuté aproximécie je mozné najst v [3], [11], [10].
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2.2 Dvojfaktorové modely

V dvojfaktorovych modeloch je trokova miera vysvetlovand dvoma faktormi. Nech je jed-
nym faktorom r a druhy faktor oznacme ako x. Uvazujme dvojfaktorovy model s korelaciou,
v ktorom dynamika systému je dana dvoma stochastickymi diferencidlnymi rovnicami, pri¢om

p € (—1,1) je korelacia medzi prirastkami Wienerovych procesov Wy, Ws.

dr = py(r,z, t)dt + o, (r, x, t)dW7,
dz = pg(r, z,t)dt + oy (r, z, t)dWa, (2.7)
Cov[dWy,dWs] = pdt.

Proces x je ndhodny proces, ktory suvisi s okamzitou arokovou mierou. MézZe to byt nejaka
finan¢néa premennd - napr. dlhodobé trokova miera, rozdiel medzi dlhodobou a kratkodobou
urokovou mierou alebo urokovd miera v eurozone (v poslednom pripade ide o konvergen¢ny
model, ktorému venujeme nasledujicu kapitolu 3). Inu triedu modelov predstavuju modely
so stochastickou volatilitou, v ktorych proces x vstupuje do funkcie o, (r,z,t). Konkrétne

priklady dvojfaktorovych modelov sa daji najst v knihach [1], [5], [9]. Uvedeny model je mozné

prepisat do tvaru, ktory v rovniciach obsahuje nezavislé Wienerove procesy (pozri napr. [9]).

dr = pp(r,z,t)dt + o (r, 2, t)dWy,
dr = pg(r,z, t)dt + ou(r, z, ) [pdWy + (1 — pz)%dVVg],
Tento prepis sa vyuziva napriklad pri simuléciach.

Podobne ako v jednofaktorovych modeloch, aj teraz mame dve moznosti formulacie modelu,

a to pomocou:

e stochastickej diferencidlnej rovnice v redlnej miere a trhovych cien rizika A, (r, z, t), Ay (r, x, t)

zodpovedajucich jednotlivym procesom
e stochastickej diferencialnej rovnice v rizikovo neutralnej miere

Pri zmene miery sa opdt menia len drifty a to rovnakym spésobom

(rizikovo neutralny drift), = (redlny drift), — A\ (r, z,t) x (volatilita),
(rizikovo neutralny drift), = (redlny drift), — A\, (r, x,t) x (volatilita),.
Ak short rate vyhovuje v redlnej miere stochastickej diferencidlnej rovnici (2.7) a trhové ceny

rizika sa A (r,x,t), Ay (r, x,t), tak cena dlhopisu P vyhovuje nasledujicej parcialnej diferen-

cialnej rovnici (za predpokladu, ze faktor z je kladny):

opP opP opP

_E + (Mr(ra Ly t) - )‘T(r¢ €L, t)UT(Tv €, t))ﬁ + (UZE(T> €L, t) - )‘I(rv £, t)U:c(""’ €L, t))%
or(r,z, )2 0?P  ou(r,x,t)% 0°P 0P B

+ > o + 5 o + por(r,z,t)oy(r, :c,t)m —rP=0

r,x > 0, te (0,7T)

a plati koncova podmienka P(r,z,T) =1 pre kazdé r,z > 0.



Kapitola 3

Konvergenc¢né modely

Speciélny pripad dvojfaktorovych modelov tvori skupina konvergen¢nych modelov. Konver-
genény model vysvetluje stvis spravania sa trokovej miery so vstupom pozorovanej krajiny
do menovej Gnie. Priebeh vyvoja drokovych mier statov, ktoré uz prijali euro, je zndzorneny
na obrézkoch 3.1 a 3.2 v obdobi poslednych troch mesiacov pred vstupom danej krajiny do
menovej tinie. Na obrazku 3.1 je znazorneny vyvoj overnight kratkodobych trokovych mier
na Slovensku a v eurozéne od 1. 10. 2008 do 31. 12. 2008. Na obrazku 3.2 je zndzorneny
vyvo]j kratkodobych drokovych mier v Esténsku a v eurozéne od 1. 10. 2010 do 31. 12. 2010.

Zaznamenavame teda posledné pozorovatelné hodnoty trokovych mier Bribor a Talibor.

1.10. 2008 - 31. 12. 2008, vyvoj Bribor vs. Eonia
5 T T T 1

Bribor — Talibor
Eonia || 0.9+ —— Eonia ||

0.8r

1.10. 2010 - 31. 12. 2010, vyvoj Talibor vs. Eonia

0.7f
0.61

0.5+

J

0.4r

overnight kratkodoba drokova miera [%)
overnight kratkodoba drokova miera [%)]

1504 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
okt08 nov08 dec08 jan09 okt10 nov10 dec10 jant1

Obr. 3.1: Vyvoj Briboru a Eonie Obr. 3.2: Vyvoj Taliboru a Eonie

3 mesiace pred vstupom do menovej tinie 3 mesiace pred vstupom do menovej tinie

Na obrazkoch 3.3 a 3.4 je zaznamenany vyvoj overnight v Litve (t. j. Vilibor) a Lotyssku
(t. j. Rigibor) za prvy stvrtrok roku 2011. Napriek tomu, Ze si to velmi podobné pobaltské
susediace krajiny, vidime vyrazny rozdiel. Na obrizku 3.3 moZeme sledovat vyrazni konvergen-
ciu Viliboru k Eonii, pricom na obrazku 3.4 takato konvergencia premennej Rigiboru k Eonii
nie je viditelna. Fonia osciluje, kym Rigibor sa udrziava takmer na konstantnej hodnote.

Obréazky 3.5 a 3.6, ktoré zaznamenévaju dlhgie obdobie (1 rok), potrvdzuju jav, ze medzi
Viliborom a Eoniou existuje silna korelacia, no medzi Rigiborom a Eoniou velmi slaba. Pri
pohTade na takéto dlhsie obdobie tiez vidime, Ze pozorovanie z obrazka 3.4 ohl'adom Rigiboru
nie je univerzalne. Pocas predchddzajicich troch mesiacov je situicia presne opac¢né - Eonia

je stabilna, a Rigibor ma vyraznejsie fluktuacie.
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1.1.2011 - 31. 3. 2011, vyvoj Vilibor vs. Eonia 1.1.2011 - 31. 3. 2011, vyvoj Rigibor vs. Eonia

1.6 1.6
© 1.4F © 141
2 k]
£ £
@ 1.2F 1 w 1.2F
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5 5
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0.2L . . . 0.2k . . .

Jan11 feb11 marii aprii janii feb11 mari1 aprii

Obr. 3.3: Vyvoj Viliboru a Eonie Obr. 3.4: Vyvoj Rigiboru a Eonie

1.4.2010 - 31. 3. 2011, vyvoj Vilibor vs. Eonia
\ \ \ \ \ \
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overnight kratkodobd Urokova miera [%]

Obr. 3.5: Vyvoj Viliboru a Eonie

1.4.2010 - 31. 3. 2011, vyvoj Rigibor vs. Eonia
167 \ \ \ \ \ \

— Rigibor
——Eonia

overnight kratkodoba Urokova miera [%)]

2
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Obr. 3.6: Vyvoj Rigiboru a Eonie

Obréazky 3.7 a 3.8 su analogické obrazkom 3.5 a 3.6, pricom za kratkodobu trokova mieru
neberieme overnight, ale mesaéni trokovi mieru.

Konvergenénym modelom modelujeme vyvoj spravania sa dvoch kratkodobych trokovych
mier, a to domécej a okamzitej irokovej miery pre menova Gniu. FEurépska tirokova miera sa

modeluje pomocou jednofaktorového modelu, pricom sa predpoklada, ze méa vplyv na vyvoj
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1.4.2010 - 31. 3. 2011, vyvoj Vilibor vs. Euribor (1 mes.)
1.6 \ \ \ \ \ \ \

—— 1 mes. Vilibor
1.4 —— 1 mes. Euribor

o
=
T
|
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|

1 mesacna kratkodoba Grokova miera [%]
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Obr. 3.7: Vyvoj 1 mesa¢nych tarokovych mier Vilibor a Euribor

1.4.2010 - 31. 3. 2011, vyvoj Rigibor vs. Euribor (1 mes.)
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Obr. 3.8: Vyvoj 1 mesa¢nych trokovych mier Rigibor a Euribor

domécej urokovej miery a vstupuje do stochastickej diferencialnej rovnice pre jej vyvoj. Takyto
model bol navrhnuty v ¢lanku [4]. Vychadza z Vasickovho modelu, kde volatility trokovych
mier st konStantné. Analogickym modelom Cox-Ingersoll-Rossovho typu, kde volatility su
umerné odmocnine trokovej miery sa zaobera V. Lacko vo svojej diplomovej préci [6]. V nasle-
dujuicich ¢astiach popiSeme tieto dva modely a ukdZeme ako sa v nich daji ocenovat dlhopisy.
Potom uvedieme ich zovSeobecnenie pre nelinedrnu volatilitu, analogickt volatilite v jedno-
faktorovom modeli, ktory navrhli Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders v [2]. Tento model potom
bude objektom §tadia v nasledujacich kapitolach s odvodenim aproximécie a navrhnutim pos-

tupu kalibracie, ktoré predstavuju hlavnu cast tejto prace.
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3.1 Konvergenény model Vasickovho typu

Prvy konvergen¢ny model bol navrhnuty v ¢lanku [4]. Model v redlnej miere nadobuda tvar

dT‘d = (CL + b (7“6 — Td)) dt + O'dde,
dre = (c¢(d—re)) dt + gdWe, (3.1)
Cov[dWy, dW,] = pdt.

Trhové miery rizika berieme konstantné, t. j. A\g(rq,7e,7) = Ag @ Ae(rg,7e, T) = Ae. Pre eu-
ropsku trokovi mieru mame vlastne jednofaktorovy Vagickov model, v ktorom vyvoj urokovej
miery splita mean - reversion vlastnost a pritahuje sa k limitnej hodnote d. Teda vieme jednodu-
cho ocenit eurépske dlhopisy, pozri kapitolu 2.1. Koeficient b > 0 vyjadruje silu pritahovania
domécej short rate k eurépskej s moznostou vychylenia uréeného koeficientom a, kde a je
priamo to vychylenie. Koeficient ¢ > 0 vyjadruje silu pritahovania eurépskej short rate k
domacej. )
Cena domaceho dlhopisu P(rg,7e,7) s ¢asom do splatnosti 7 = T — ¢ spliia nasledovnu
parcidlnu diferencidlnu rovnicu.
oP oP OP  ¢20°P o2 0°P

—gr Tlatble—ra) —r)gutleld=rd =A) 5o+ 5 5+ 5 57

e — P = ,
poda 87d87"e " 0 (32)

ra,re >0, 7€ (0,T),

a zaliatotnu podmienku P(rg,7e,0) = 1, pre vietky rq,7e > 0.

V rizikovo neutrélnej miere mé model tvar

drg=(a+b(re —rq) — A\gog) dt + o4dWy,
dre = (c(d = 7¢) — Aee) dt + aedWe, (3.3)
Cov[dWy, dW,] = pdt.
V tychto rovniciach predstavuja Wy, W, Wienerové procesy v rizikovo neutralnej miere.
Neskor budeme potrebovat vEeobecnejsi model tohto typu. Uvazujme model, v ktorom
v rovnici pre vyvoj domécej kratkodobej iirokovej miery je rizikovo neutralny drift vSeobecnou
linearnou funkciou premennych rg, r. a v rovnici pre vyvoj eurdpskej kriatkodobej urokovej
miery je rizikovo neutralny drift zostava vSeobecnou linedrnou funkciou r.. To znamena, Ze
pre vyvoj domacej a eurdpskej arokovej miery méame systém stochastickych diferencidlnych
rovnic:
drg = (a1 + agrg + asre) dt + ogdWy,
dre = (by + bare) dt + ocdWe, (3.4)
Cov[dWy, dW,]| = pdt.

Systém (3.4) zodpoveda systému (3.3), ak a1 = a — A\gog4, ag = —b, ag = b, by = cd — Ao,

by = —c. Parciédlna diferencidlna rovnica pre cenu dlhopisu P(rg,re, 7) potom je

O\ (ay + agra+ agr) 28 4 (b + byr) 28 4 T4 8L 0E P 0P
——— + (a1 + agrq + azre) — Te)m— + 2 —— + S —— + pOgOe—— —
or L d st Oy R or2 2 Or? pod € Orq0re.

ra,re >0, 7€ (0,7T),

TdP =

0,
(3.5)



Konvergenény model Vasi¢ckovho typu 18

s pociato¢nou podmienkou P(rg,7e,0) =1 pre rgq,re > 0.
Pri rieSeni rovnice (3.5). Postupujeme rovnakym sposobom ako v $peciadlnom pripade v

¢lanku [4]. Predpokladajme riesenie rovnice (3.5) v tvare

P(rg,re,7) = MM =PMra=U(mre (3.6)

Zo zaliatoCnej podmienky pre cenu dlhopisu vyplyvaju zaCiatoéné podmienky pre funkcie
A,D,U:
A(0) =D(0) =U(0) = 0.

Zderivovanim predpokladaného riegenia (3.6) dostavame (kde A = %—f, analogicky aj D, U):

a ich dosadenim do (3.5) dostavame

9L = P(A— Dry —Ure), §8 = P(-D), oL — P(-U),
%P _ 2 2P _ 2 2P _
G = PD?, s = PU?, 5t = PDU,

[—A(T) + D(T)rqg + U(T)re — a1 D(7) — agrqD(7) — asreD(1) — biU(7)
—bor U(T) + OjDQ(T) + UEUQ(T) + pogoeD(T)U(T) — 14) P = 0.
Rovnicu vydelime cenou dlhopisu P a vyjmeme 74 a r¢:
—A—a,D—bU+ ‘f’DQ n "25(]2 + p0go. DU + 14 (D —ayD — 1) _ (U —a3D — bgU) —0(3.7)
Rovnost (3.7) ma byt splnena pre vietky rq, 7, takze musi platit

D(T) =1+ azD(T),

U(r) = azD(r) + boU(7), (3.8)

o2D?(1)  o2U%(7)
: 2 + 2

A(1) = —a1D(1) — b1 U(7) + + pogoeD(T)U(T).

RieSenie tejto sustavy obycCajnych diferencialnych rovnic je analogické rieSeniu systému
oby¢ajnych diferencidlnych rovnic vyplyvajiaceho z (3.3), ktoré je uvedené v [6], preto uvadzame
len vysledok pre ag # by (ak ag = by, tak U(7) mé iny tvar, ide vSak o velmi §pecidlny pripad,

preto sa nim d'alej nezaoberame).

—1 4 e27
D7) = ——.
baT asT
- +bo (—1+
U(r) =2 (a2 — aze 2{ ) ; (3.9)

az (az — b2) by

T 212
A(T) = /0 —a1D(s) = b1U(s) + UdDQ < UzU;(S) + poaoeD(s)U(s)ds.

Poznamenajme, ze aj funkcia A(7) sa da napisat v explicitnom tvare, pozri [6].
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3.2 Konvergenény model CIR typu

Corzo a Schwartz v ¢lanku [4], v ktorom sa zaoberaju Vasickovym modelom, tvrdia, ze vietky
ich vysledky sa daju rozsirit pre model CIR. V diplomovej praci [6] v8ak bolo ukazane, Ze sepa-
racia premennych v tvare (3.6) je mozn4 len pre pripad, v ktorom su diferencialy Wienerovych
procesov riadiach domécu a eurépsku urokovd mieru nekorelované. Tento model budeme,
vzhladom na moznost vypoctu presnych cien dlhopisov, pouzivat na testovanie nagej aproxi-
macie, preto tu uvedieme jeho formulaciu, ako aj prislusny systém obycajnych diferencidlnych
rovnic, na ktory vedie ocenovanie dlhopisov.

Dvojfaktorovy konvergen¢ny model CIR typu v realnej miere bol v [6] formulovany v tvare

drg = (a+b(re — rq)) dt + og4y/radWy,
dre = (¢ (d — 7)) dt + oer/Ted W, (3.10)
Cov[dWy, dW,] = pdt.

Trhové ceny rizika berieme timerné odmocnindm z prislusnych okamzitych trokovych mier,
toJer Ad(ras e, T) = Aan/Tdy ANa(Tdy Tes T) = Aen/Te-

Eurépska turokova miera je modelovana jednofaktorovym CIR modelom, takZze eur6pske
dlhopisy vieme ocenovat. Cena doméceho dlhopisu P(rg, e, 7) s maturitou 7 splita nasledovnu

parcidlnu diferencidlnu rovnicu

oP oP oP
5 +(a+b(re—ry) o + (e(d—r¢)) o
037}1 9?pP 02 0P o*pP (3.11)

- e —ra’ =0,
2 Or? 2 Or? +pad\/77dge\/78rd8re "

ra,Te >0, 7€ (0,7T),
s pociato¢nou podmienkou P(rg,7e,0) =1 pre rgq,re > 0.
Konvergenény CIR model v rizikovo neutralnej miere vyzera nasledovne
drg = (a+b(re —rq)) — Aarq)dt + 04y/radWy,
dre = (c(d —re) — Aere) dt + 0e/redWe, (3.12)
Cov[dW4, dW,] = pdt.
Opét sformulujeme model so vSeobecnej§imi koeficientami.
drg = (a1 + agrg + agre) dt + og4+/rqgdWy,
dre = (b + bare) dt + ger/TedWe, (3.13)
Cov[dW4, dW,] = pdt.

Model (3.12) zodpoveda parametrom a; = a, az = —b — A\g, ag = b, by = cd, by = —c — A

v modeli (3.13). Parcidlna diferencidlna rovnica pre cenu dlhopisu P(rg, 7, 7) potom je

aP+( + + )ap+(b +b )ap
—_—— a asT asre) —— Te) =—
or ! 2hd 3 org ! 2 Ore
o2r20?P  o*r? 9P o0’pP (3.14)

—F— —1r4P =0
2 or? * 2 Or? +padmae\/ﬁ8rdﬁre " ’

pre rq,re >0, 7€ (0,7),
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a zatiatotna podmienka P(rg,7¢,0) = 1 pre rq4,7e > 0.
Opét predpokladajme riesenie v tvare (3.6). Analogickym sposobom, ako sme dostali

rovnicu (3.7) pri Vasickovom modeli, odvodime podobnii rovnicu pre CIR model.

. . 2 . 2
<—A—a1D—b1U) trg <D—a2D+U2dD2— 1) tre <U—a3D—b2U+U26U2> —0.

(3.15)
Z nej ziskame systém troch obycajnych diferencidlnych rovnic
. 2D2
D(t) =1+ axD(7) — UdQ(T),
2772

. U
U(r) =asD(1) + bU(T) — 062(7—),

(3.16)

A(r) = —a1D(7) — bU(7),

s danymi pociato¢nymi podmienkami

ktory vieme riesit numericky.

3.3 Konvergenény model CKLS typu

Zov8eobecnenim jednofaktorového Vagickovho a CIR modelu je model, ktory v redlnej miere
navrhli Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders (CKLS) v ¢lanku [2]. Volatilita v iom ma tvar or”?.
Model v rizikovo neutralnej miere s takouto volatilitou a s linedrnym driftom bol §tudovany v
¢lanku [3] a v nadvézujucich ¢lankoch [11], [10].

Analogickym spdsobom zovieobecnenime konvergenéné modely Vagickovho typu a CIR
typu, uvedené v predchadzajtacich dvoch ¢astiach. Uvazujeme model, v ktorom rizikovo neu-
tralny drift eurdpskej short rate re je linedrnou funkciou re, drift domécej short rate rg je
linearnou funkciou r4 a 7 a volatility nadobudaju tvar oerd® a ogr)?. Teda stochasticka difer-
enciadlna rovnica v rizikovo neutrilnej miere, ktoré opisuji vyvoj domécej ry a eurépskej 7.

kratkodobej tirokovej miery st nasledovné:

drg = (a1 + asrg + asgre)dt + O'drgdde,
dre = (b1 + bore)dt + oerledWe,
COU [de7 dWe] == pdt

Premenné a1, ag, a3, by, by € R,04,00 > 0,74,7 > 0 v modeli sa dané konstanty a p € (—1,1)
je korelacia medzi prirastkami Wienerovho procesu dWy a dWe. Tento model budeme nazyvat
dvojfaktorovy konvergencny model CKLS typu. Takyto model je hlavnym objektom zaujmu

v nagej diplomovej préci.



Konvergenény model CKLS typu 21

Cena doméceho dlhopisu P(rq, 7, 7) s maturitou 7 spliia parcislnu diferencidlnu rovnicu

—8£+(a + agr —&—ar)a—P—i-(b —i—br)a—P
o 1 a2rg T+ asre) 5 - 1 bare) 5
2,274 52 2,.2% 52 2
oqry't 0°P  oire’ O°P va - v O°P
e N - PZO:
2 o2 T2 gz PO G g, T (3.17)

ra,me >0, 1€ (0,T),

a zaciatoéni podmienku P(rg,re,0) =1 rq,Te > 0.

Ako sme videli v ¢asti 3.1 a 3.2 pre Vagickov model (74 = 7. = 0) a pre Cox-Ingersoll-Rossov
model (vg =7, = %) s nulovou koreldciou p = 0 je mozna separacia premennych tvaru (3.6) pre

rieSenie tejto rovnice. Vo v8eobecnosti viak dosadenim tvaru riesenia (3.6) do (3.17) dostéavame

—A+ Drd + UT‘e —a1D — asrgD — agreD — b1U
JCQlT?l’Yd D 0’37“2 (3.18)

b .
2T U+ 9 9

Ye
U? + podrd”aergeDU —7rq=0.

Ak p # 0, tak ¢len pr?rle sposobi, Ze pre (v4,7e) # (0,0) rovnost (3.18) nemoze platit pre

2 A T s . s
4 a 1’ ktoré sposobia, ze rovnost (3.18) nemoze

vietky 74, re. Ak p =0, tak sa to ¢leny r?ﬂ
platit pre vSetky rg, re. RieSenie teda nemé tvar (3.6). Z tohto dévodu nasledujucu kapitolu 4

venujeme hladaniu aproximacie rieSenia pre cenu dlhopisu v dvojfaktorovom CKLS modeli.
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Odvodenie aproximacie



Kapitola 4

Aproximacia ceny dlhopisu

v konvergen¢nom modeli CKLS typu

V tejto kapitole na zaciatku sformulujeme aproximaciu CKLS modelu pomocou Vasickovho
modelu. Navrhnutd aproximaciu budeme testovat na CIR modeli. Pre CIR model s nulovou
korelaciou pozname aj presné rieSenie, ¢o ndm umozni zistit presnost navrhnutej aproximécie.
f)alej odvodime presnost aproximécie pre vSeobecny CKLS model a ukiZeme, Ze presnost
ziskanej aproximacie je mozné este zlepgit. Definujeme nova aproximaciu, ktora je o dva rady

presnejsia.

4.1 Formulacia navrhnutej aproximaécie

Na zaciatku je nutné aproximovat jednofaktorovy CKLS model. T4to aproximécia sa pouzije na
aproximéciu eur6pskych dlhopisov. PouZijeme aproximéciu z ¢lanku [10]. V tejto aproximadcii
dosadime za kongtantnii volatilitu vo Vasi¢kovom modeli aktudlnu hodnotu volatility or?.
Dostavame tak

by o 1 — eber o2r2y 21— eber
i poor = (B il R Y
nrtnn) = (g g ) () + T ()

Pre doméce dlhopisy (dalej budeme pri cene domaceho dlhopisu vynechavat index d, t. j.
P bude predstavovat cenu doméceho dlhopisu) definujeme analogickt aproximéciu, ktora bude
spocivat v nahradeni ¢lenov o4, 0. v riefeni dvojfaktorového konvergenéného Vagickovho mod-
elu (3.9) ¢lenmi o4r)* a o.rl°. Potom aproximované rieSenie nadobudne, (pre pripad ap # ba)

takyto tvar:

—1 4 e®?7
D)= =L
az(ag — aze®” 4 by (—1 + €27))
U(r) = : (4.2)

as (az — b2) by

T 2,.27d )2 2,.2% 172
A(r) = / —a1D(s) —biU(s) + 7d"d 5 (5) 4 Zele 5 (s) + pogrjtoerdcD(s)U(s)ds.
0
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Mbzeme si v8imnut, ze ¢leny D(7), U(7) ostali nezmenené, t. j. rovnaké ako v presnom rieseni

Vasickovho modelu (3.9), kedze nezavisia od 04,0, a pre funkciu A(rq,re, 7) plati:

) 2 2
A= —a\D(r) - bU(r) + %rfﬁw(ﬂ? n %@%U(T)Q + pogoer )il U (r)D(r).

Vypocitajme jednotlivé derivacie funkeii D, U, A potrebné pre vyjadrenie Taylorovho rozvoja

logaritmu aproximativnej ceny oceniovaného dlhopisu.

i-ta
derivacia | 0 | 1 2 3 4
D(0) 0] 1] a2 a3 a3
U (0) 00 as as(az + b2) aza3 + beag(az + bo)
A¥(0) 0| 0| —a1 | —aias — biag + agrfﬂd —aya3 — brag(az + by)+
3@037“2“ + 3agpogr)t ol

Tabulka 4.1: Vypocet i— tych derivacii funkeii D, U, A pre aproximaciu CKLS modelu

Taylorov rozvoj §tvrtého radu pre logaritmus akejkolvek, & uz presnej alebo aproximativne;j,

ceny dlhopisu P, uvazovanej v tvare (3.6), vyzera nasledovne:

InP =A(1) — D(1)rq — U(T)re

= (A(0) = D(O)ra = U(0)re) + (A(0) = D(O)ra = U(O)r) 7
1 /. . . 1 (4.3)
+3 (A(O) — D(O0)rg — U(O)re) 4 (A<3> (0) — DO )y — U (om) =
1
+ 57 (A<4> (0) — DD (0)rg — U(4)(O)r6) 4 o(rh).
Potom dosadenim hodnét z tabulky 4.1 do (4.3) vieme InP? vyjadrit takto:
InPY? = —ry7 + B} (—a1 — agrq — agre) 7
+ E (—amg — bias + 037"27‘1 —adrq — asz(ag + b2)7”e> 73
61 d (4.4)
+ ﬂ(_ala% — buag(ag + be) + Bagogry + 3agpoar) ol

— a3rq — (a3a3 + baag (az + b)) re) 71 + (7).

Urokovi miera je
In PP

1
R = = g+ 3 (a1 + agrqg + asre) T

1
+ 5 <a1a2 + brag — Jgr?d + agrd + ag(ag + bg)re) T

2
1
51 <a1a% + bias(az + b2) — 3&20’37"3’” — 3agpogrtole
+ a3ry + (aza3 + boas(ag + bQ))re)T?’ + o(7?),
teda vynosova krivka zacina z rq (tak ako mé, kedze ide o aproximéciu vynosovej krivky zod-

povedajucej domacej short rate r4). Viimnime si, Ze ¢len pri 7 je polovica z rizikovo neutralneho
driftu dry.
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4.2 Presnost aproximacie pre CIR model s nulovou korelaciou

Predpis presného riesenia ceny dlhopisu v CIR modeli je dany systémom (5.6). Taktiez poznéme
explicitny predpis pre aproximéciu ceny dlhopisu v CIR modeli. Ziskame ju tak, ze do CKLS
aproximécie (4.4) dosadime v4 = v, = % a p = 0. V nasledujicej stati vyjadrime Taylorov
rozvoj presného riesenia a aproximaécie a ich porovnanim odvodime presnost aproximaécie pre

CIR model v pripade nulovej korelacie.

Taylorov rozvoj presného riesenia pre CIR model

PCTEp=0 presné riesenie CIR modelu s nulovou korelaciou. Aby sme mohli vyjadrit

Oznalme
Taylorov rozvoj aproximécie presného rieSenia pre CIR model, potrebujeme vyjadrit ¢leny
vystupujice v (4.3). Zo systému (5.6) vyjadrime jednotlivé funkcie A(7),D(7),U(7) a ich
derivacie v bode 7 = 0.

Z pociato¢nej podmienky D(0) = U(0) = A(0) = 0 a rovnic pre prvé derivéicie funkeii D, U,

A, t. j. systém obycajnych diferencidlnych rovnic (5.6), dostavame

D(0) = 1+a2D(0)—J§D22(0):1,
Uwo) = o,
A(0) = 0.

Vypocitame druhé derivacie funkcii D, U, A, do ktorych dosadime uZ vypodéitané hodnoty
funkcii D, U, A a ich prvych derivacii v bode 0:

DO) = a2D(0) — % (2D(o D(O)) = as,
0(0) = asD(0) + bolU(0) — (’; (zU(O)U(O)) = a3,
A(0) = —a1D(0) — b, U(0) + 023 <2D(0)D(0)) n U; <2U(O)U(O))

+poaoe (D(O)U(O) + D(O)U(O)) —

Podobne vypocitame tretie derivacie:

D®(0) = axD(0) — (’232 (D(O)D(O) + D(O)D(O)) . —
UB©0) = azD(0) + bal7(0) — “22 (U(O)U(O) + U(O)U(O)) — agas + beaz = as (as + bo)

A(g) (0) = —alb(O) - blU(O) = —aiay — b1a3.
Analogicky postupujeme aj pri vypocte §tvrtych derivacii. Prehlad vypocitanych derivacii

uvadzame v tabulke 4.2.

Pouzitim Taylorovho rozvoja stvrtého radu (4.3) dostavame
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i-ta

derivacia |0 | 1 2 3 4
D(0) 0] 1] a2 a3 — o3 a3 — daso?
U (0) 00 as as(ag + b2) aza3 — a;;afl + baas(ag + b2)
AY(0) 00| —ai | —ajas —braz | —aja3 + alafl — bras(az + b2)

Tabulka 4.2: Derivacie funkcii D, U, A v presnom rieSeni CIR modelu s nulovou korelaciou

_ 1
InPCIRr=0 — _pir 4 5 (—a1 — agrq — agre) 7
1
+ — (—araz — biag — a3rq + o3rg — az(az + ba)re) T°
6( 1az — biag — a3rq + ogra — az(az + ba)re) T (4.5)

1
+ ﬁ (_ala% + alo—g - blag(GQ + bg) =+ 40,2062[?”(1 — a%rd

— (aza3 — a3o’ + baaz(az + bg))re)7'4 +o(rh).

Taylorov rozvoj aproximacie pre CIR model

Ozna¢me PCTRr=0.00 anroximaciu riesenia CIR modelu s nulovou korelaciou pomocou vztahu
(4.4). Dosadenim g = 7. = % a p = 0 do predpisu navrhnutej aproximacie, pripadne
dosadenim v4 = v, = % a p = 0 do tabulky (4.1), kde st vyjadrené jednotlivé derivacie funkcii

D, U, A vo vieobecnom CKLS modeli, dostavame tabulku (4.3). Dosadenim hodnét z tabulky

i-ta

derivacia | 0 | 1 2 3 4
D) [0[1] a a3 a3
UZ(O) 010 as ag(ag + b2) aga% + bgag(az + bg)
AY0) 0|0| —ay | —ajas — bias + Ugrd —aya3 — brag(az + ba) + 3a20§rd.

Tabul'ka 4.3: Derivacie funkcii D, U, A v aproximéacii CIR modelu s nulovou korelaciou

4.3 do vztahu (4.3) dostaneme Taylorov rozvoj tvrtého radu aproximacie InP¢TFr=09P pre

CIR model.
InPCTRP=0ap — _ oy 3 (—ay — agry — azre) T2

1
+ 6 (—a1a2 —biaz + 03rqg — asrq — az(az + bg)re) 3

(4.6)
+ ﬁ(—alag — braz(az + b2) + 3a203rd — a%rd
- (agag + boag(as + bs)) re)7'4 + o(h)
Presnost aproximacie
Porovnanim (4.5) a (4.6) dostavame, ze rozdiel
_ _ 1
In PCTRPp=0ap _ 1y pCIRp=0 _ 3 (—aso3ry — a103 — azogre) 7 + o(t?) (4.7)
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je 8tvrtého radu.

4.3 Numerické vysledky pre CIR model a jeho aproximaciu

Uvazujme dvojfaktorovy CIR model v rizikovo neutralnej miere s nulovou korelaciou, Cize

zvolme p = 0, potom

drq = ((11 + azrq + a3r6)dt + Udded,
dre = (b1 + bare)dt 4 er/redWe,
Cov[dWy,dW,] = 0.

Zvolme realistické parametre v redlnej miere (realistické v tom zmysle, 7e generuji realis-
tické priebehy short rate a vynosovych kriviek) nasledovne: a =0, b = 2, 04 = 0.03, ¢ = 0.2,
d = 0.01, 0, = 0.01 a trhové miery rizika A\y = —0.25, A, = —0.1. PouZitim prevodnych vztahov
na vyjadrenie parametrov v rizikovo neutrilnej miere prostrednictvom reilnych parametrov
dostavame: a1 = a — Agog = 0.0075, as = —b = =2, a3 = b =2, by = c¢d — Ao, = 0.003,
bo = —c=—-0.2, 04 = 0.03, o, = 0.01. Pre tieto parametre vygenerujeme déta. S volbou po-
¢iatoénych hodnot rg = 1.7% a r. = 1% vygenerujeme domécu a eur6épsku short rate. Priebeh

jednotlivych kratkodobych trokovych mier je zaznamenany na obrazku 4.1.

Eurépska short rate fos simulované data Doméca short rate g simulované data

~

» o »

short rate [%]
~

short rate [%]

o
©

. . . . . . . . . . . .
200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
pocet dni pocet dni

Eurépska r,a domaca ry short rate, simulované data

I | I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
pocet dni

Obr. 4.1: Priebeh europskej a domécej short rate pocas 5 rokov

Na obrazku 4.2 znazornujeme priebeh domacich a eurépskych vynosovych kriviek pre dva
konkrétne dni.

V tabulkach 4.4 a 4.5 zaznamenédvame presnt irokovd mieru (t. j. vypo&itant numerickym
rieSenim systému (4.2)), aproximovana trokovi mieru, ktort ziskame dosadenim presnych

parametrov (podla ktorych sme déata simulovali) do navrhnutej aproximéacie pre CIR model a
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Doméce vynosové krivky Eurépske vynosové krivky

1.8~
1.4r
- %3
8 S 1.3
< S
> >
> >
z =
© a1.2p
£ o
8 5
[
11F N
—¥—1.den —¥—1.den
—e—252. den —e—252. den
0.8 . . . - 1 . . . -
ir 5r 10r 20r 30r 1r 5r 10r 20r 30r
maturita maturita

Obr. 4.2: Vynosové krivky pre 1. a 252. defi v simulovanych datach (t. j. o rok neskor)

ich rozdiel. Tabul'ka 4.4 obsahuje tieto iidaje pre prvy pozorovany den a tabulka 4.5 pre 252.
deii. Medzi tymito dvoma tabulkami pozorujeme minimélne rozdiely. Trhové hodnoty Euriboru
sa uvadzaji s presnostou na tri desatinné miesta. Presnost nagej aproximacie je 107° az 1076
pre dlhopisy s maturitou do jedného roka a 10~ az 10~° pre dlhopisy s maturitami az do 30
rokov. Ani volbou inych dni, kde je inad kombinacia hodndt rg, 7., neziskame velmi rozdielne

vysledky. Rozdiel medzi presnou a aproximovanou trokovou mierou ostava radovo takmer stéle

rovnaky.

Mat. Presny Aprox. Rozdiel Mat. Presny Aprox. Rozdiel

[rok] | vynos [%] | vynos [%] [%] [rok] | vynos [%] | vynos [%] [%]
% 1.63257 1.63256 7.1E-006 : 1.08249 1.08250 -8.2E-006
1 1.58685 1.58684 1.4E-005 1 1.15994 1.15996 -1.7E-005
3 1.55614 1.55614 4.8E-006 3 1.21963 1.21964 | -7.0E-006
1 1.53593 1.53592 1.1E-005 1 1.26669 1.26671 -1.6E-005
5 1.56154 1.56155 -5.0E-006 5 1.53685 1.53691 -6.2E-005
10 1.65315 1.65323 -8.3E-005 10 1.65113 1.65127 -1.4E-004
20 1.74696 1.74722 -2.5E-004 20 1.74855 1.74884 -2.9E-004
30 1.78751 1.78787 -3.7E-004 30 1.78879 1.78918 -3.9E-004

Tabulka 4.4: Presné a aproximované trokové miery Tabulka 4.5: Presné a aproximované arokové miery

pre 1. defi pozorovania, ¢ = 1.7%, 7. = 1% pre 252. deii pozorovania, rq = 1.75%, 1. = 1.06%

4.4 Presnost aproximacie vo vieobecnom CKLS modeli

V kapitole 4.2 sme pomocou Vagickovho modelu aproximovali CIR model s nulovou korelé-
ciou a zistili sme presnost aproximécie. Teraz budeme analogickym sposobom, opét pomocou
Vagickovho modelu, aproximovat vseobecny CKLS model. Cielom tejto asti je odvodit rad
aproximécie (4.4) v tomto v8eobecnom pripade. Zistenie presnosti aproximécie uz nebude také
jednoduché, ako to bolo v pripade CIR modelu s nulovou korelaciou, kde stacilo urobit Tay-
lorov rozvoj logaritmov presného rieSenia a jeho aproximécie. D4 sa v8ak pouzit analogicky
postup, ako bol pouzity v [10] a [11] pri jednofaktorovych modeloch a v [6] pri §tadiu vplyvu
korelacie p na ceny dlhopisov v konvergencom CIR modeli.

Nech f¢* = In P®* je logaritmus presnej ceny dlhopisu P** v dvojfaktorovom CKLS modeli.
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Nech f% = In P je logaritmus aproximdcie ceny dlhopisu (4.4) pre dvojfaktorovy konver-

genény CKLS model. Odvodime rovnice, ktoré splitaju f°* a foP. Plati:

oper _ - o fea:

or P or’

oper _ pe fex

aTd N 8rd

HPex _ pe feac

ore ore’
82Pem oper afem 82fem afex 2 82fem

— pex — pex

87‘3 aTd 87}1 + 87”3 < 87°d ) + < 87’3 )
62Pem P fer o 82fem o afem 2 82fem

orz2  Or, Ore P or2 =P < Ore ) + ( or2 ) ’
82]3633 _ apez afez N pex anex _ pes 8fer 8fem 82fer
Oryore  Ore Ors orygore Ore Ory Org0re

analogicky pre f?. Kedze P vyhovuje rovnici (3.5), pre funkciu ¢ dostavame

ofer ofer ex
_ gT + (CLl + asrg + agTe) a{“d (b1 + bQT'e) 8]:”6
2 2“{d ex\ 2 2 rex 2,.27 ex\ 2 2 rex
/ o°f ooTe of 92f
+ 2 (( rq > * or2 ) T ( < Ore ) * or? ) (48)

afe:v 8few N 82fe:v

Orqg Ore 8rd8re> —ra=0.

+pogrytoerle (

Ak do rovnice (4.8) dosadime funkciu f vznikne nenulova prava strana, ktora oznacime
h(rg,re,T), t. ].

a ap 8 ap ap
_ (;:_ + (a1 + agrq + asre) g;d + (b1 + bare) aj;e
2,.2vd a 2 2 fa 2,.27 a 2 2 ra
TqTq afwr O°fPN ogre afer o*fap
L (( rq * or? ) T ( ore * or? ) (4.9)

afap 8fap N anap
Orqg Ore OrgOre

+poqar) 0’67’%< ) —rqg=nh(rqg,re,7)

Definujme funkciu g(rq,re, 7) = f% — f° = In P — In P** ako rozdiel logaritmov priblizne;

a presnej ceny dlhopisu. Plati
(89)2 <8fap 8fex)2_<8fap>2+<afem)2 28fapafe:c
aT’d aTd 87’61 f)rd 8?”d 87“d 8Td ’
(89)2 (afap>2+(afer> fegc afee
Ore Ore Ore ore Ore’
89 ag B afap afex afap fex B
OrqOre (Brd a ard><8re B 8712)_

8fap 8fap B afap af6$ B afex 8fap + 8fex 8‘]('61
Org Ore Orqg Ore Org Ore Org Ore’
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a teda
0 0 0

_879 + (a1 + agrq + asre) 871:2 + (b1 + bare) a—i+

o [0y, 2] et [ 002, o505 0y )
2 ory 81"3 2 Ore or? b Orqg Ore  OrgOre

ap ex ap ex ap ex
- <8§T - aafT > + (a1 + agrg + asre) (%J;d - %’;d ) + (b1 + bare) <88fre - ﬁaj;e ?4 0
_i_gdchlPYd[( fap) +<afem>2_28fapafeac+32fap_82fex-' )

2 Oryg Ory Ory Ory or? or3 |
+0,2,r.g"/e|:<afap>2+ <afez> afapafex 82fap_82fex_
2 Ore Ore Ore Ore or? or2 |
fap afap B 3fap afea: B 8fe:v 8fap N fe:c feac N anap B 82fea: .
Orq Ore Orq Ore Orq Ore Orq Ore Orqore  Orgore.

Algebrickymi tpravami pravej strany rovnice (4.10) a pouzitim platnosti rovnic (4.8) a (4.9)

+ padrd doerle <

+padr doerle [

dostavame:

dg
_E + (a1 + asry + a37’e)

e [(og\?, ] ot [(0g\?, &
2 Orq or? 2 Ore or?

0.37.2%1 ofer 2 B dfar g fe
2 (%d 87"0{ 67’d

dg dg
877}1 + (bl + b2re) 877’6—’—
9909 &g \_
OryOre  Orgdre )

2 2 &
N 0.2748% afe:p B afap afex

2 Ore Oore Ore
afea: 8feac B afap afea: B afea: afap
Oorq Ore Oorq Ore Orq Ore

+ padrd Yoerle (

11)
= h(rq,re,7) +

+poar Jloerde {2

Predpokladajme, ze g(rq,re,7) = > pey, cx(rq,7e)T*. Najskor si uvedomme, Ze pre 7 = 0 je
presnd a aj aproximativna cena dlhopisu rovna jednej, a teda f*(rq,re,0) = f*(rgq,re,0) = 0.

To znamenad, 7e w > 0 a teda na Tavej strane rovnice (4.11) je ¢len s najniziim radom cowr* L.

Potrebujeme teda zistit rad pravej strany. Rad funkcie h(rg, 7e, 7) vystupujicej na tejto pravej

strane sformulujeme vo forme lemy.
Lema 4.1. Pre funkciu h(rq,re,7) plati
h(rg,re,7) = k3(rq, 7o) + ka(ra, )74 + o(7),

kde

1
k3(rq,re) = Gadvdr?d <2a1rd + 2a2rc2l + 2a3TTe — T?lwafl + 2%17"6217‘103) (4.12)

11

po2 2
+Wdad(12a%’ydrd+7drz — 1674 rd+3%‘ 203 + 6agbyyerari T po.

2
+ 6a3b2’ye7“dr 2+7e 317 poy — 3azqry ’Ydr2+%p020

+’Yd 1+2'Ye

poe + 6a3'ydrdr

2y 247 3%e (4.13)

+ 3a3’y ry pag’
+ 3a372r3r3%pa + 6a17d7“d7" (2a27“ ogq+ agr;’epae)

pogoe + 6azyivery p 0402 — Bagyerary

+ 6a2’yd're ((—1 + 274) rdwad + asryq (27“gd7“ead + rdrgepae) ))
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Dokaz. Z definicie funkcie h(rq,re, 7) vztahom (4.9) vidime, Ze obsahuje len f, ¢o je expli-
citne dané funkcia. Nie je teda problém urcit koeficienty pri jednotlivych mocninach 7. V kapi-
tole 4.1 sme ukazali vypocet Taylorovho rozvoja funkcie f%, rovnakym spésobom pokracujeme

dalej a vysledky zhrnieme v tabulke 4.6.

mocnina 7 koeficient v rozvoji f%
0 0

1 oy

2 —3 (a1 + agrq + asre)

3 : <—a1a2 —biaz + aflr?l” —a3rq — as(ag + bz)re>

4 i (—alag — bjas(az + b2) + 3a203r§“ + 3agpogr)ioerd
—a%rd — (agag + boag(ag + bz))T‘e)

5 ﬁ( — alag — a%rd — a%’agre — a% <a3b1 + asbore — 77"3“03) — asas (ble

+br, - 10rgdrzepadae)+a3( — byb3 — b3re + Abor ) rd® pogoe + 3a37"g%02>)

Tabul'ka 4.6: Koeficienty v rozvoji funkcie f°7

Vysledky z tabulky 4.6 nam umozhuju vypoditat koeficienty rozvoja parcialnych derivacii

funkcie f?. Napriklad, ak vieme, Ze

1
fP = —rgr — 5 (a1 4 agrg + asre) T2 + ...,
tak
ofeP 1,
ory = —T—§CL27' +...,
of 1 5
a’re = —5(137' +,

atd. Koeficienty tychto a dalgich derivacii si zhrnuté v tabulkach 4.7 a 4.8.

mocnina 7 agap
=
0 -7y
1 — (a1 + agrq + asre)
2
2 3 (—a1a2 —biag + o3ry)’? — adrq — az(az + bg)T’e)
2
3 %( — ala% — bras(az + b2) + 3a2037“dw

+3azpogrtoerds — ajrq — (aga? + boag(az + bg))re)

2
4 i ( — alag — a%rd — a%agre — a% (a3b1 + agbore — 7rd7dag) — asa3 (b1b2

+ b%re — 10ngr3‘ipadae)—|—a3( — blb% — b%re + 4b2rgdrgepadae + 3@37“2%03))

Tabulka 4.7: Koeficienty v rozvoji funkcie %

Dosadenim tychto rozvojov do definicie funkcie h(rq, e, 7) (4.9) a algebrickymi tpravami

dostavame tvrdenie lemy.
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mocnina 7 | 0 | 1 2 3 4
o 0|-1| —3a o <2Uc2ﬂd7“ P C@) a1 (—adrq + 6azyary o3
+3agyary rd® poaoe)

gi 0] 0 —%ag —% (az(ag + b2)) _27141% <a3 (a%re + agbore + b3re
371 poace) )

3% 010 0|3 (203%!(2%1 - l)rfﬂd‘Q) L (3%7«;2*“@(2@2 (—1 + 2v4)
ritog + az (=14 vq) rzepae)>

‘325 0] 0 0 0| 3as (=1 +7e) yer)ire T pogo,
87225;6 0] 0 0 0 2—143a3’yd%7‘;1+’7d1“g 1+7e PO

Tabulka 4.8: Koeficienty v rozvoji funkeii 2&, 9L o%f o%f O%f

Ako sme uz spomenuli, f¢*(rg,7e,0) = 0. To znamena, ze f* = O(7), a teda aj parcialne

derivacie 85:; ) %JZI st radu O(7). Z tabulky 4.8 vidime, ze %J;Zp = O(7), %J;tp = O(7?). Z tohto
2

a z tvrdenia lemy (4.1) vyplyva, Ze prava strana rovnice (4.11) je rddu asponn 72 (mdze byt aj

2

vyssieho radu, ak sa po uprave koeficient pri 7%, resp. pri vyssich mocninach, vynuluje). Rad

w—1

Tavej strany rovnice (4.11) je 79, ¢ize dostavame w —1 > 2 t. j. w > 3.

Plati teda
fap(rda Tea 7—) - fex(rd7 re? T) = O(Tg)‘
Najskor z tohto tvrdenia a z tabulky 4.8 zlep§ime odhad pre aafTe::

ofex o fap
8{"8 = (9f7“e +0(r%) = 0(r%) + O(7*) = O(7?)

Teraz urobime odhady pre ¢leny vystupujtce na pravej strane rovnice (4.11):

(9fex 2 afapafex_ afex afez (9fap B b \
(ard) C Org Orqg  Org (01”4 n 3rd>_0(7)-0(7)—0(7) (4.14)

afer 2 dfp gfer B afer [ofex afor B -
(%) T Or. Ore  Ore ((‘Jre ~ o ) = 0(7%).0(%) = O(r°) (4.15)

28fea: afe:p 8fap afe:r afeac 8fap B afeac (afex 8fap>

Org Ore B Oorqg Ore B ory Ore  Ory ore B ore

+ a@f (%J: - %’:p> = 0(r).0(r%) + 0(2).0(r*) = O(r*) + O(+) = O(r")

Kedze h(rg,me,7) = O(73), celd pravé strana rovnice (4.11) je O(7?) a koeficient pri 73 je

koeficient funkcie h(rq,re, 7) pri 73, t. j. k3(rq, e)-
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To znamen4, %e w = 4 a porovnanim koeficientov pri 72 na l'avej a pravej strane rovnice (4.11)

dostaneme
—deq(rg,re) = k3(ra; re),
t. J.
1
ca(ra,re) = —st(rdﬁe)-
Tymto sme dokazali tvrdenie, ktoré mézeme sformulovat v tvare vety:
Veta 4.1. Nech P*(rq,r.,T) je cena domdceho dlhopisu v dvojfaktorovom CKLS konver-

gencénom modeli, t. j. spliiajica rovnicu (3.17) a nech P je aprozimdcia rieienia definovand
vztahom (4.4). Potom

In PP(1q,7e, T) — In P®(rg,7¢, 7) = ca(rq, )7 4+ 0o(74),
kde koeficient je dany vztahom

1
240 'ydrd <2a17“d + 2a973 + 2a3rgre — rd 1o% 4 2'ydrd7d 2) . (4.17)

Poznamenajme, Ze ak dosadime do tvrdenia vety (4.1) 4 = % a p = 0, dostaneme

ca(rg,re) =

In PP(rq,1e,7) — In P*(rg,re, ) =

2
1 2 2 2\ 4 4
= @r—d (2alrd + 2a971] + 2a3rqre — 7905 + T‘dO'd) T+ o(1%),

po uprave mame

In P?(rq,re, 7) — In P (rg,re, 7) = i (a1 + agrq + asre) ™ + o(T?),

5,%d
24
¢o sa zhoduje s vysledkom ziskanym v kapitole 4.2 pre CIR model v rovnici (4.5).

4.5 Spresnenie aproximacie pre CKLS model

V niektorych pripadoch (ako napr.v ¢lanku [11] v pripade jednofaktorového CKLS modelu) sa
da presnost ziskanej aproximacie este vylepsit tym, Ze sa ndjdu dalgie ¢leny Taylorovho rozvoja
rozdielu In P —In P*. UkéZeme, Ze je tomu tak aj v pripade nasho modelu. Uvedomme si, Ze
teraz, ked uz vieme, ze f% — f¢@ = O(74), mozeme zlepsit odhady (4.14) a (4.16) nasledovne

8fe:p 2 8fapafex7 afea: 8fex 8fap B . i
<a7“d> ~ Orq Orq  Org <3rd © Org ) = 0(7).0(r") = O(”). (4.18)

8fex 8few afap 8few B afex afap B afeac 8fex B afap N 8fex afex afap B
8rd Ore Oorq Ore ory Ore  Org \ Ore Ore Ore \ Org ory (_ 19)

= O(7).0(r") + O(7%).0(r*) = O(7°)

Z tychto novych odhadov (4.18) a (4.19), z odhadu (4.15) a z tvrdenia lemy 4.1 vyplyva, 7e aj

4 na pravej strane rovnice (4.11) pochadza len z funkcie h a rovna sa ky(rg, 7e).

4

koeficient pri 7
na lavej a pravej strane rovnice (4.11) dostaneme:

Jcy
Ore

Takze porovnanim koeficientov pri 7

Ocy
—5cs + (a1 + agrq + asre) —
Orq
2 e
aﬁrdw 0%cy 0’37’27'02 4 e 0%cy
oarioer 4
Padrq Tele 5 87“6 ’

(bl + bg’r‘e)

2 o2 T2 o



Spresnenie aproximéacie pre CKLS model 34

v

Cize
1 Ocy Uﬁ?‘?d 02%cy  o2r27 92¢y d%cy
= +(by+b e dpogriioale
%5 [<a1+a2rd+agre)8rd (br+ 2T6)8r6+ 2 or? 2 0Or? ApoATy e Orgore

kde ¢4 je dané vztahom (4.17) a k4 je dané vztahom (4.13). Po dosadeni ¢4 a k4 dostavame:

1 1 1
c5(ra,Te) =5 [ - E%’Ydrd T2 (by 4 byre) 02 + 7"2%[‘7(21( - ﬂ’Yd( 3+ 27a) (=2 + 27q)

S22 L o 242y, o
Tdq

2a1rg + 2a27‘d + 2a37rgre — rd 03 + QVdeWUZ) 247 T, oy

1
(4a2 — 274 (=1 + 272) " T403 + 493 (=1 + 29g) 2 T403) — 37 (=2 + 270)

7’;3+27d 7(2a1 + dagry + 2a3re — 2var) 127052 47d7'_1+2%l 3))

+ (a1 + agra + as%)( — v (=24 290) T3 (2a1mg + 2a073

1
24
1

214" a prardl 2(2a1 + dasrg + 2azr, 20,
_2’Yd7“ 1+2 Vd 2 +4’Yd7"d 14274 2)) —0—47"7‘17'%,00510@( 12@3,),de 24274 3

1 —2+2yq oy L _oyy 24,
_Eaiﬂ/d( 24 2yq) ;" Mog)— 487"2 d0d<12a27d?” 204

2 2
+ 2agrqre — 1 0] + 247y Yog) —

14+37vq4,.2 247

POe
274 7"2 +Ye

r O'd + 60/3[?1’}’@7’(17" +%P<7e + 6a3b2’76Tdr
3+ve 'Yd,r.2+"/e
e

— 16747,

+ 642 3Ydrdary ' *poe — 3azvary podae + 3a3'yd1“d paﬁoe

+ 6a3vqYe rdde 1+2%p 0d0’2 — 3a3%7‘§r3% pa3 + 3a3'y§r3r37€p03
+ 6a1vqrqr? (2(127“ oq+ agr%pae)+6a2fydr (( 1+ 2vy) rd ag3

+ agrq (2r)*reog + rar)c poe) ))} .
Vieme teda navrhndt presnejsiu aproximéciu, ako je vo vete 4.1. Novi vylepSend aproxi-

maciu oznadime In P2, Nasledujica veta hovori o jej tvare.

Veta 4.2. Nech P je presnd cena dlhopisu v dvojfaktorovom CKLS modeli a nech P je

jeho aproximdcia definovand v (4.4). Definugme aprozimdciu In par2;
In P“pQ(rd, Te,T) = In P — c4(ryg, 7“6)74 — ¢5(rq, 7“6)75,

kde ca je vyjadrené vo vete (4.1) vztahom (4.17) a c5(rq,re) je dané vztahom (4.20).

Potom plati
In P%% —1n P = O(79).

Teda nové aproximéacia In P2 je radu O(79).
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Kapitola 5

Metoda kalibracie modelu

Uloha kalibracie modelu kratkodobych trokovych mier uréite nepatri medzi problémy s jedno-
zna¢nym priamodiarym rieSenim, o ¢om sme sa presveddili aj v naSej diplomovej praci.

Vo vSeobecnosti sa metody kalibracie daji rozdelit podla toho, ¢ sa zameriavaji na Sta-
tisticktl analyzu casového radu okamzitej trokovej miery, na zhodu teoretickych a trhovych
vynosovych kriviek, resp. st kombinéciou tychto dvoch pristupov. Prikladom Statistickej analyzy
je napriklad ¢lanok [2], kde sa tvar volatility v jednofaktorovom modeli uréuje pomocou
zov§eobecnenej met6dy momentov aplikovanej na ¢asovy rad short rate. Prikladom porovné-
vania teoretickych a aproximovanych vynosovych kriviek je napriklad ¢lanok [13]. Existencia
explicitnych vzorcov pre ceny dlhopisov v jednofaktorovom Vagitkovom a CIR modeli (pozri
kapitolu 2.1) umoznila kalibraciu parametrov tymto sposobom. Kombinéciu tychto pristupov
vyuzivaja Corzo a Schwartz v ¢lanku [4] o konvergenénom modeli Vagi¢kovho typu. Vsetky pa-
rametre, ktoré sa daju odhadnit z ¢asového priebehu domécej a eurdpskej short rate, odhadli
tymto spdsobom. Zostavajice trhové ceny rizika sa potom odhadli pomocou vynosovych kri-
viek.

Pri takomto kombinovanom pristupe sa v8ak z ¢asového radu short rate odhadne vicsina
parametrov. Informécia z ¢asovych radov urokovych mier s ostatnymi maturitami (Co je
nasim cielom navrhnat takt metddu kalibracie, ktora by tuto informaciu vyuZila pri odhadovani
v8etkych parametrov. Takyto pristup vyzaduje efektivny vypocet cien dlhopisov.

V diplomovej praci [6] z roku 2010 Two-factor convergence model of Coz-Ingersoll-Ross
Type autor vyuziva modifikiaciu Ait-Sahaliovej aproximacie hustot procesov a odhaduje pomo-
cou nej parametre short rate. Trhova cenu rizika odhaduje z vynosovych kriviek. Na kazdy
vypocet ucelovej funkcie tak podéita stistavu obyc€ajnych diferencidlnych rovnic, ktord urcuje
ceny dlhopisov. To sa d& v pripade jednorozmernej optimalizacie, no optimalizicia vSetkych
parametrov tymto spésobom by bola vel mi pomald. Pritom v8ak uvadza, ze zmenou niektorych
uz odhadnutych parametrov dosiahne vyrazné zlepenie ucelovej funkcie. Myglienka optima-
lizacie vynosovych kriviek vzhladom na vSetky parametre, prezentovana v zavere préace (|6],

str. 45) ako moznost pre d'algiu pracu s modelom, je vychodiskom pre nasu metédu.
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5.1 Spolo¢ny ramec pre kalibraciu a formulacia optimaliza¢nych
uloh

Podobne ako v diplomovej praci [6] uvazujeme odhad parametrov eur6pskej tarokovej miery
ako samostatny problém, ktory je prvym krokom v odhadovani modelu. Dévodom je, Ze za-
vislost medzi eurépskou a doméacou trokovou mierou nie je vzajomné ovplyviiovanie sa dvoch
premennych. Eurépska trokova miera sa vyvija samostatne podla uréitého modelu. Odhad
parametrov tohto modelu teda nemdze byt zavisly od vyberu §tatu, pre ktory budeme uvazo-
vat konvergenény model a od domécich trokovych mier v tomto State.

Uvazujme konvergen¢ény model CKLS typu v rizikovo neutralnej miere

drq = (a1 + agrq + agre)dt + ogr ) dWy,
dre = (b1 + bore)dt + gerledWe,
Cov[dWy,dW,] = pdt.

Nech:
o PJ?, P st aproximécie cien domécich (3.17) a eurépskych dlhopisov (pozri [10] a (4.1)).

e Ry, R, st skutoéné vynosové krivky pozorované na trhu,

o 7y = (15,...7)'"), Te = (74,...7") st maturity domécich, resp. eurépskych vynosov

pozorované pocas ng, resp. ne dni,
e index 7 zodpoved4d dnom,
e index j zodpovedd maturitam.
Kalibracia modelu sa potom rozdeli na dve Casti:

1. Odhad eurépskych parametrov, ktory spociva v minimalizécii funkcie

Fu(b1, b, 0ese) :meneizww (- lnp(j() D _rip)

i=1 j=1

2. Odhad doméacich parametrov, ktory spociva v minimalizécii funkcie

e In Py S )\?
Fd(al,QQ,a:’nO_daPa% — Mgng “ Zzwd { ] ( (]() ) Rd(%])) 3

pric¢om pri vypoéte PP dosadzujeme za by, b, 0. hodnoty ziskané v kroku 1.
d

Funkcie we, wy vyjadruja vihy. Rovnako ako v [13] zvolime we (4, 7) = 7(5)? a wq(i, §) = 74(4)%.

Navrhnuty postup sa vSak da upravit aj pre int volbu vah. Pri nasej volbe vah teda riesime

optimalizacné tlohy:

ZE:Z(IHPW (i,7) + Re(i, J)Te(J)>2, (5.1)

i=1 j=1

Fe(b17b27ae) =

MeTle

ng My

Fuon,02,a3,00,0) = —— 33 (W F§P(.9) + Rafis (i) (52)

mqn
ddzl]l
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5.2 Algoritmus na odhad parametrov v dvojfaktorovom CIR

modeli s nulovou korelaciou

Nagim prvym ciefom je odhadnuf parametre v dvojfaktorovom CIR modeli, ktory uvazujeme

v rizikovo neutralnej miere s nulovou korelaciou:
drq = (a1 + agrg + agre)dt + ogy/radWy,
dre = (b1 + bore)dt + oey/TedWe, (5.3)
Cov[dWy,dW,] = 0.

Odhadované parametre modelu sa: a1, as, as, o4, b1, ba, oc.
V tomto pripade vieme vypocitat presné vynosové krivky rieenim systému oby¢ajnych
diferencidlnych rovnic. MéZeme preto vygenerovat data a sledovat presnost naSej kalibracie

a jej jednotlivych krokov.

5.2.1 Simulované data

V modeli (5.3), ktory je v rizikovo neutralnej miere, zvolime parametre tak, ako sme ich uz

pouzili v kapitole 4.3, ¢ize:
a; = 0.0075, as = -2, a3=2, o4=0.03, by =0.003, by=-0.2, o.=0.01. (54)

Pre tuto simulaciu zvolme r4 = 0.03 a r, = 0.015 ako v kapitole 4.3. Vygenerujeme domacu
a eurdpsku short rate pre ne = ng = 1260 dni, t. j. 5 rokov s poétom dni v roku 252.
Poznamenajme, Ze tu s potrebné parametre v redlnej miere. Pouzivame ich rovnaké ako
v kapitole 4.3. Nemaju v8ak vplyv na ucelové funkcie F, a Fy, ovplyviuja len vygenerované
hodnoty short rate. Na zéklade znamych r. a ry vieme vygenerovat eurépske a doméce vynosové
krivky. Vygenerujeme vynosy pre maturity 7, = 74 = (%, %, . %), t. j. me = mg = 12. Na
vypocet vynosu eurépskeho dlhopisu s maturitou 7.(j) v i— ty den prepiseme riesenie CIR
modelu z kapitoly 2.1 pomocou parametrov v rizikovo neutralnej miere, v ktorych mame teraz
definovany model. Pre vynos eur6pskeho dlhopisu s maturitou 7.(j) v i— ty defi méme presné

rieSenle v tvare:

R.(i,7) = w kde
7(j)
7(3) .
2by 20e(0—b2) = -9 (6978(3) _ 1)
A==—1 ‘ B = . . 0=1/(b3+202)(5:5
2 MGy -+ T e - 1)+ 29) (05 + 20259

Pripomenime si (pozri kapitola 3.2), Ze na vypocet vynosu doméaceho dlhopisu potrebujeme
riesit systém obyc¢ajnych diferencialnych rovnic:
02D?(T)

2 9y

U(T) =a3D(1) 4+ boU(T) — GSU;(T),

D(T) =14 aD(T) —

A(r) = —a1D(7) — byU(7),

s danymi pociato¢nymi podmienkami
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Tento systém rieime numericky. Cena doméceho dlhopisu je P(rq, e, 7) = eA(m)=D(r)ra—U(r)re

Potom vynos doméaceho dlhopisu s maturitou 7.(j) v i— ty den je:
A(T) = D(1)rq — U(7)re
74(j) .
V kapitole 4.3 mozeme vidiet grafické zndzornenia priebehov tychto vygenerovanych dat

Rq(i,j) = (5.7)

a vynosovych kriviek.

5.2.2 Odhad eurépskych parametrov

V tomto kroku ide vlastne o odhad parametrov CIR modelu. Metédu na odhad preberdme
z ¢lanku [10]. Pre dant hodnotu mocniny v, (teda aj v tomto pripade) sa odhad ostatnych troch
parametrov da redukovat na jednorozmerni tlohu. Zvys$né dva parametre sa daja vyjadrit
z nutnych podmienok optimality a dosadit do ucelovej funkcie, ktord sa tak stane funkciou
jedného parametra.

Pre nase vygenerované data dostavame odhady, ktoré uviadzame v nasledovnej tabulke.

parameter b1 b2 Oe
odhad 0.002999979 | -0.199998121 | 0.010084680

Tabul'ka 5.1: Odhad eur6pskych parametrov

Mozeme si v8imnit, ze ak by sme pre tieto data (vygenerované z CIR modelu) odhadli
Vasickov model, drift (t. j. parametre by, by) by sa velmi nezmenil - pozri vysledky v tabulke
5.2.

parameter b1 bo
odhad z Vasi¢kovho modelu | 0.003000343 | -0.200027048
odhad z CIR modelu 0.002999979 | -0.199998121

Tabul'ka 5.2: Rizikovo neutralny drift odhadnuty pomocou Vasickovho a CIR modelu

.....

v nasledujicej casti.

5.2.3 Odhad domacich parametrov
Krok 1: Odhad rizikovo neutralneho driftu

Na zaklade vysledkov pre jednofaktorovy model sa pokisime odhadnuat rizikovo neutralny drift
domaécej turokovej miery ako rizikovo neutralny drift konvergenéného Vasickovho modelu. Pred-
stavme si teda, Ze pre nase data odhadujeme konvergenény Vasgickov model. VSetky parametre
a ucelovu funkciu budeme oznacovat hornym indexom vas, t. j. Fj*°, aj*®, a5** atd.

V prvom kroku treba odhadnit jednofaktorovy Vasickov model pre eurdpske data, to

urobime postupom z [10]. Teraz budeme optimalizovat funkciu Fj* v tvare:

ng My

2
FvaS( vas a12)as vas, vas ZZ(lanas Z . j +Rd(Z ])Td(])) . (58)
=1 j=1
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Pripomenime si, ze vo Vasickovom modeli plati

In P7*(rq,re,7) = A(T) — D(1)rqg — U(T)re,

s¢itanec v Fj*° prisluchajuci konkrétnej fixovanej j— tej maturite 74(j) je

ng

2
>~ (AGali) = Dlral)rai) = Ulrai)re) + Rai,)rali) ) (5.9)
i=1
Kedze j je fixované, hodnoty A(74(j)), —D(7a(j)), —U(7a(j)) st konstanty. Sucet (5.9), ktory
by mal byt maly (aby sa stacet cez j minimalizoval), potom pripomina tilohu lineérnej regresie,

v ktorej aproximujeme
—Ry(i,7)7a(j) ~ coj + c157a(i) + cajre (%) pre i=1,...n; j fixné. (5.10)

Pre kazdé j odhadneme tito linedrnu regresiu, vysledkom bude matica

Comg Clmg C2my

Malo by platit

coj ~ A(ta(d)),  cj~—D(1a(d)),  c2j ~ =Ul(7alj)).
Uréime teda parametre funkcii A, D, U tak, aby tato zhoda bola ¢o najlepgia.

e Funkcia D zavisi iba od parametra a5*®. VyrieSime jednorozmernd optimaliza¢ni tlohu

my 9
G (a3®) = Z(—D(Td(j), ales) — clj) — min (5.11)
— as
J_
a ziskame odhad parametra as. Priebeh funkcie G pre nase data je zobrazeny na obrazku

5.1 vlavo.

e Funkcia U zavisi od parametrov a3®®, b7%°. Parameter b7*° je vSak z procesu pre eu-

ropsku trokovid mieru a uz ho mame aj odhadnuty. Znova teda rieSime jednorozmerna
optimaliza¢na tlohu

mq

Go(al®®) = Z(—U(Td(j), ale) — 02]-)2—> min (5.12)

a3
J=1

a ziskame odhad a3®. Priebeh funkcie G2 pre nase déta je znazorneny na obrazku 5.1

v strede.

vas vas

e Funkcia A zavisi od vSetkych parametrov a{*®, a5**, a3, b{**, b5?%, 03%°, oy**. Vietky
vas vas

parametre, okrem aj*®, 03* vak uz mame odhadnuté. Zostéva odhadnit tieto dva.

vas vas)

Vsimnime si, ze A je linearna funkcia parametrov a({® a (o} 2. Ak teda napiSeme
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tlohu analogicky ako v (5.11) a (5.12), optimalne hodnoty parametrov vieme explicitne
vypocitat. Zderivujeme ucelovu funkciu podla tychto parametrov a polozime derivacie
rovné nule, ¢im dostaneme ststavu dvoch linedrnych rovnic. Prakticky sa vSak ukazalo
(pre niekol'ko sad vygenerovanych dat), ze tieto odhady su nestabilné, lebo matica sus-
tavy je zle podmienens, s ¢islom podmienenosti 108 az 10%!. Osved¢il sa nam iny postup:

vas

z podmienok optimality vyuZijeme len derivéciu podla (09%%)? a vyjadrime tento para-

meter pomocou aj*’. Postupovali sme teda nasledovne.

Funkciu In P vyjadrime v tvare:
In P = A(1) 4+ D(1)rq + U(7)re = co(ra, e, 7) + c1(rg, e, 7)0(21, (5.13)

kde koeficienty co(rg,re,7), c1(rq,7e,7) vieme explicitne vyjadrit. Ich dosadenim do

tcelovej funkcie a z podmienok prvého radu dostavame:

OF; 1 [ Vi
873 = [Z Z(ch(co + 0103))+261Rd(lyj)7d(3)] =0,
Oq M T
odtial 03:
ng mq ng mqg
— Z Z coCl — Z Z c1Rq(i,7)7(5)
o2 = ==l i=1j=1 . (5.14)

nd 9
mq
PIPI R
=14
=1
Teda pre kazd hodnotu a{** mame prislusni optimalnu hodnotu (¢5**)%. Sformulujeme
jednorozmerni optimaliza¢na tlohu:

mq

G?)(azl)as) — Z(A(Td(]), al) — C()j)2—> H;iln. (5.15)

j=1
Tymto postupom uz dostavame stabilné vysledky. Priebeh funkcie G5 pre nase data je

na obrazku 5.1 vpravo.

G1 G2 G3
0.5 0.7 1400

0.45
0.6 1200
0.4

0.35 05 1000

0-3 0.4 800

5 0.25 1) o
0.2 03 600

0.15 0.2 400

0.1
0.1 200

0.05

Obr. 5.1: Odhadovanie rizikovo neutralneho driftu - funkcie G1, Ga, Gs.

V tabulke 5.3 teraz zhrnieme vysledky, a to uvedieme odhad rizikovo neutralneho driftu.
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parameter
odhad

ai
0.007503906

az
-2.000195313

as
2.000000000

Tabulka 5.3: Odhad rizikovo neutralneho driftu

Krok 2: Odhad volatility

V tomto kroku uz mame vypocitané tieto odhady:

e odhad parametrov by, be, . pre vyvoj eurdpskej urokovej miery (jednofaktorovy CIR

model),

e odhad parametrov aj, ag, as z driftu vyvoja domécej urokovej miery (predchazajici
krok).

Po dosadeni vSetkych tychto parametrov do ucelovej funkcie nam ostane funkcia Fj funkciou
jedného parametra, a to o4 a teda Tahko najdeme minimum. Graf pre nage parametre je na
obrazku 5.2 a vysledny odhad v tabulke 5.4

0.51

b—e—o

e

0
0

0.01

0.02

T 003

004 005
4

0.06 0.07

Obr. 5.2: Ucelova funkcia Fy ako funkcia oq.

parameter o4
presna hodnota 0.03
odhad 0.0400000

Tabulka 5.4: Odhad parametra o4

Krok 3: Kone¢na tprava parametrov

V tomto kroku mame odhadnuté vSetky premenné, t. j. by, ba, 0¢, a1, as, ag, o4. Pouzijeme ich
ako vstup do tcelovej funkcie, kde realizujeme jej minimalizaciu cez 4 premenné, a to eurdpske
parametre ai,as,as,oq. Parametre z kroku 2 slazia ako tartovacie hodnoty. Z tabulky 5.5

vidime, 7ze novoodhadnuté parametre a1, as, a3, o4 sa velmi nezmenili voéi predchadzajicemu



Algoritmus na odhad parametrov v dvojfaktorovom CIR modeli s nulovou

korelaciou 43

kroku. Tento vysledny odhad parametrov ai,as,as, o4 je presny priblizne na $tyri desatinné
miesta v porovnani s presnymi hodnotami.

parameter

a1

a2

as

0d

presné hodnoty

0.0075

-2

2

0.03

odhad po kroku 2

0.007503906

-2.000195313

2.000000000

0.040000000

vysledné

0.007499712

-1.999905093

1.999909656

0.030837036

Tabulka 5.5: Odhad rizikovo neutralneho driftu

parameter by bo Oe a1 as as o4
presné hodnoty 0.003 -0.2 0.01 0.0075 -2 2 0.03
vysledné 0.002999 | -0.199998 | 0.010084 | 0.007499 | -1.999905 | 1.9999096 | 0.030837

Tabul'ka 5.6: Vsetky odhadované parametre

KedZe ide o simulované data, pozname presné parametre, z ktorych boli data vygenerované.
Pozname skutotné vynosové krivky R., Ry, dané vztahmi (5.5) a (5.7). Na zaklade poznania
presného riefenia vieme analyzovat presnost odhadnutych vynosovych kriviek. Z odhadnutych
parametrov vypocitame vynosové krivky a sledovat presnost tychto aproximovanych vynosov,

voci presnym hodnotam vynosovych kriviek. Venujeme sa tomu v nasledujtcej kapitole 5.2.4.

5.2.4 Presnost odhadnutych vynosovych kriviek

Na obréazku 5.3 vykreslujeme presné a odhadnuté eurépske vynosové krivky pre zvolené tri dni
a na obrazku 5.4 ide o doméace vynosové krivky pre tie isté vybrané dni (t. j. 1. den1, 630. den
a 1260. deii pozorovania). KedZe rozdiely st minimélne, na obrézkoch nevidime rozdiel medzi

presnymi a odhadnutymi vynosmi, ich presnost zaznamenévame numericky v tabulke 5.7.

Presné a odhadnuté eurépske vynosové krivky pre 3 dni pozorovania

< & < = < = < = < = <

Presné a odhadnuté domace vynosové krivky pre 3 dni pozorovania

1.45¢ 281

1.4F 261

1.35¢ 2.4y

vynos [%)]
oo
a w
vynos [%]
N
N

n

)
-
©

1.15¢

)

6o

-
i

© c—eo—6—6—9o—8—6= —e—6—6—8—9
5—e—o— o

o—o—=2

im 2m 3m 4m 5m 6m 7m 8m 9m 10m 11m 12m im 2m 3m 4m 5m 6m 7m 8m 9m 10m11m12m
maturita maturita

Obr. 5.3: Eurépske vynosy a ich aproximacie Obr. 5.4: Doméce vynosy a ich aproximécie
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Mat. Presny Aproxim. Rozdiel Mat. Presna Aproxim. | Rozdiel

[rok] | vymnos [%] | vynos [%] [%] [rok] | vynos [%] | vynos [%] [%]
% 1.272926916 | 1.272926925 | -9.55E-09 % 1.2473816 1.2473810 6.27E-07
% 1.274803079 | 1.274803093 | -1.43E-08 % 1.2782728 1.2782710 1.81E-06
2 1.276658290 | 1.276658305 | -1.45E-08 2 1.3061911 1.3061886 | 2.50E-06
% 1.278492815 | 1.278492825 | -1.02E-08 % 1.3314768 1.3314740 2.80E-06
2 1.280306915 | 1.280306917 | -1.69E-09 2 1.3544282 1.3544254 | 2.80E-06
% 1.282100850 | 1.282100839 | 1.10E-08 % 1.3753074 1.3753048 | 2.56E-06
= 1.283874875 | 1.283874848 | 2.77E-08 1—72 1.3943444 1.3943423 | 2.11E-06
1% 1.285629241 | 1.285629193 | 4.82E-08 1% 1.4117417 1.4117402 1.49E-06
% 1.287364197 | 1.287364125 | 7.24E-08 % 1.4276773 1.4276766 | 7.15E-07
% 1.289079987 | 1.289079887 | 1.00E-07 % 1.4423082 1.4423084 | -1.97E-07
% 1.290776852 | 1.290776721 | 1.31E-07 % 1.4557728 1.4557740 | -1.22E-06
12 1.292455032 | 1.292454866 | 1.66E-07 12 1.4681933 1.4681956 | -2.31E-06

Tabulka 5.7: Presnost eurépskych (vlavo) a domacich (vpravo) vynosovych kriviek

5.3 Simula¢ni analyza

Zrealizovali sme numericky experiment, pri ktorom sme vygenerovali 1000 sdd domécich a eu-
ropskych short rate a vynosovych kriviek analogicky ako v kapitole 4.3 a v kapitole 5.2.1.
Pouzili sme tie isté parametre v rizikovo neutralnej pravdepodobnosti, avSak s inou volbou
podiatocénych hodnot short rate, ktoré sme ndhodne generovali z rovnhomerného rozdelenia.
Zatiatotny bod domadcej short rate bol voleny rovnomernym rozdelenim na intervale [0.02,
0.04] a zaciatoény bod eurépskej short rate z intervalu [0.005, 0.025].

Na obrazku 5.5 zobrazujeme histogramy odhadov eurdpskych parametrov by, be a o.
V tabulke 5.8 uvadzame ich zdkladné Stastické vlastnosti (minimum, maximum, priemer,
median a Standardnt odchylku). Eurépsky odhad sa po druhom kroku nemeni, ¢ize tento
odhad je vyslednym odhadom. Na obrazku 5.6 vykreslujeme histogram presnosti eurdpskych
vynosov, pricom Statistické vlastnosti st uvedené v tabulke 5.9.

Na obrézkoch 5.7 a 5.8 zobrazujeme histogramy odhadov domacich parametrov po druhom
kroku a aj vysledné hodnoty. V tabulkich 5.10 a 5.11 uvadzame zakladné stastické vlastnosti
tychto domécich odhadovanych koeficientov po druhom kroku a pre kone¢né hodnoty odhadov.

V tabulke 5.12 mame §tyri histogramy, v ktorych porovnavame presnost (t. j. rozdiel medzi
skutotnym a odhadnutym vynosom v absolitnej hodnote) domécich vynosovych kriviek po
druhom kroku a na konci po trefom kroku pre rozne maturity (3, 6, 9, 12 mesiacov). Vlastnosti
vykreslovanych rozdielov uvadzame v tabulke 5.13. Mézeme si v&imnuat, Ze tento krok zvysi
standardna odchylku odhadov ag, ag (ostatné su radovo rovnaké). Hoci vidime, Ze vysledny
odhad je vo viacerych simulaciach presnejsi ako odhad po druhom kroku, nie je to az tak
vyznamné, ak si uvedomime, ze dosahované presnost nasho odhadu uz po druhom kroku je
priblizne 107%. Trhové hodnoty Euriboru sa zaznamenavaji s presnostou na tri desatinné
miesta. Treti krok sice zlep8i ucelova funkciu a presnost odhadu vynosov, ale ide o také malé
zmeny, ktoré pri pouziti redlnych dat nie sme schopni rozligit. Realizacia tretieho kroku trva

¢asovo dlhgie ako zvySok kalibracie a preto treti krok vynechame.
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Tabulka 5.9: Vlastnosti presnosti europskych vynosov, maturita 6 mesiacov
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Obr. 5.5: Odhady eur6pskych parametrov

b1 b2 (s
minimum 0.002999972 | -0.1999989 | 0.0098885
maximum 0.002999986 | -0.1999947 | 0.0106566
median 0.002999980 | -0.1999981 | 0.0100563
str. hodnota | 0.002999980 | -0.1999981 | 0.0100961
$tand. odch. 2.62E-09 9.68E-07 1.69E-04

Tabul'ka 5.8: Odhady eurépskych parametrov

Presnost eur.vynosu, maturita 6 mesiacov
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Obr. 5.6: Presnost eurépskych vynosov

minimum 3.90E-14
maximum 2.42E-09
median 7.67E-10
str. hodn. 8.35E-10
$tand. odch. | 5.72E-10

-0,199993
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Obr. 5.7: Odhady domaécich parametrov po druhom kroku
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Obr. 5.8: Kone¢né odhady domécich parametrov

Odhady po 2.kroku a1 as as o)
minimum 0.0075000 | -2.0001953 2.000 0.00000
maximum 0.0075078 | -2.0001953 2.000 0.10000

median 0.0075039 | -2.0001953 2.000 0.04000
str. hodnota 0.0075050 | -2.0001953 2.000 0.04797
$tand. odch. 1.81E-06 3.15E-14 | 0.00E+00 | 1.78E-02

Tabul'ka 5.10: Vlastnosti odhadov domécich parametrov po 2.kroku
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Vysledné odhady ai asz as o4
minimum 0.0074909 | -2.0001288 | 1.99864 0.00012
maximum 0.0075066 | -1.9975580 | 2.00025 0.09980

median 0.0074994 | -1.9997378 | 1.99987 0.04048
str. hodnota 0.0074989 | -1.9996355 | 1.99983 0.04157
Stand. odch. 1.67E-06 4.42E-04 1.68E-04 | 1.57TE-02

Tabulka 5.11:

Presnost dom.vynosu, maturita 3 mesiace
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Vlastnosti odhadov domécich parametrov
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Presnost dom.vynosu, maturita 12 mesiacov
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Tabulka 5.12: Porovnanie presnosti domacich vynosov

[ rozdiel po 2.kroku
Il vysledny rozdiel

Hﬂﬂﬂmﬁ

0.2 0.4 0.6 0.8 1

rozdiel [%]

po 2.kroku a na konci po 3.kroku

3 mesiace rozd.dom.vyn. rozd.dom.vyn. 6 mesiacov rozd.dom.vyn. rozd.dom.vyn.
po 2.kroku v [%] | vysledny v [%] po 2.kroku v [%] | vysledny v [%]
minimum 4.87E-10 3.67E-10 minimum 1.19E-08 3.83E-10
maximum 1.35E-06 2.70E-06 maximum 4.17E-06 2.15E-06
median 1.84E-07 1.44E-07 median 4.74E-07 1.15E-07
str. hodn. 2.38E-07 3.13E-07 str. hodn. 7.01E-07 2.58E-07
stand. odch. 2.12E-07 4.74E-07 Stand. odch. 6.85E-07 3.85E-07
9 mesiacov rozd.dom.vyn. rozd.dom.vyn. 12 mesiacov rozd.dom.vyn. rozd.dom.vyn.
po 2.kroku v [%] | vysledny v [%] po 2.kroku v [%] | vysledny v [%]
minimum 1.66E-09 2.85E-11 minimum 4.87E-09 1.54E-11
maximum 7.12E-06 5.25E-07 maximum 9.78E-06 1.67E-06
median 7.91E-07 3.01E-08 median 1.06E-06 6.56E-08
str. hodn. 1.20E-06 6.60E-08 str. hodn. 1.66E-06 1.70E-07
stand. odch. 1.21E-06 9.34E-08 Stand. odch. 1.70E-06 2.58E-07

Tabulka 5.13

: Vlastnosti rozdielov domécich odhadov po 2.kroku a na konci pre maturity 3,6,9 a 12 mesiacov
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5.4 ZovSeobecneny algoritmus pre CKLS model

s nulovou korelaciou a znAmymi ., v,

V tejto Casti zovSeobeciiujeme metddu kalibracie pre CIR model s nulovou korelaciou z pred-
chadzajucej kapitoly. PouZijeme ju pre CKLS model s nulovou koreldciou a zndmymi e, Yq4-
Zovseobecnenie je priamociare.

Dany algoritmus pozostava z dvoch bodov:

1. Odhad eurépskych parametrov:
Ako sme uviedli v kapitole 5.2.2, pre dantt hodnotu mocniny . sa odhad ostatnych troch
parametrov da redukovat na jednorozmernd ulohu. VyrieSenim tejto ulohy dostdvame

odhad parametrov by, ba, 0.

2. Odhad domécich parametrov: Odhad rizikovo neutralneho driftu ostava rovnaky ako v
kapitole 5.2.3, ked7e ide o odhad v konvergenénom Vagickovom modeli. Odhad volatility
realizujeme ako minimalizaciu Gcéelovej funkcie cez paramater o4, analogicky ako v kapi-
tole 5.2.3. Zmeni sa len vypocet ucelovej funkcie (namiesto hodnoty v4 = % dosadzujeme
int hodnotu v4). Kone¢nt tpravu parametrov pomocou $tvorrozmernej optimalizéicie
(vzhTadom na parametre aj, az, as, 04) nerealizujeme, vzhladom na vysledky z CIR

modelu s nulovou koreléciou.

5.5 Odhad korelacie p a parametrov ., vy

Pri odhadoch vynosovych kriviek a jednotlivych parametroch, t. j. pri optimalizacii sa nam

nepodarilo ziskat odhad parametra p ani mocniny 4. Skigali sme nasledovné postupy:

e Najskor sme odhadli model s nulovou korelaciou - odhad eur6pskych parametrov (podla
kapitoly 5.2.2) a odhad domécich parametrov, kroky 1 a 2 (podl'a kapitoly 5.2.3). Potom
sme domécu tadelovi funkciu minimalizovali vzhladom na parametre a1, a2, as, o4, p.
Doteraz nadjdene hodnoty odhadov a1, as, as, 04 a p = 0 sme zobrali do tejto minimaliza-
cie ako Startovacie hodnoty. Ocakavali sme, Ze optimalizacia rychlo skon¢i a ze vysledny
bod sa bude nachadzat blizko tohto Startovacieho bodu, no nestalo sa tak, optimalizicia

trvala velmi dlho a odhadnuté parametre mali nerealistické hodnoty.

e Postupom z ¢lanku [10] sme odhadli optimalnu hodnotu mocniny ~., ktora sa podar-
ilo najst pomerne presne. Odhad realizujeme pre rozne hodnoty parametra 7. (napr.
nejaké delenie intervalu |0, 1]). Zaznamenavame hodnotu tucelovej funkcie a vyberieme
optimalnu hodnotu. Tento postup sme chceli zopakovat aj pre odhad domacej mocniny
~v4- S predpokladom nulovej korelacie sme odhadli CKLS model pre rézne hodnoty 74
(napr. nejaké delenie intrevalu [0, 1]). AvSak tento postup sa nam neosvedé¢l na rozdiel

od jednofaktorového modelu, optimélna hodnota sa tymto spésobom nenagla.

V nasledujucich ¢astiach sa pokiisime najst zdévodnenie, preco tieto stratégie zlyhavaja.
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5.5.1 Vplyv korelacie p na vynosy

V nasledujticej tabulke uvddzame aproximacie doméacich vynosovych kriviek pri roéznej volbe
parametra p v CIR konvergen¢nom modeli, pricom ostatné parametre berieme rovnaké ako v
kapitole 4.3, pri numerickom testovani CIR modelu s nulovou korelaciou a v kapitole 5.2, pri

generovani dat na testovanie navrhnutej metédy kalibracie.

maturita p=0 p=203 p=0.6 p=20.9
[rok] dom.vynos [%] | dom.vynos [%] | dom.vynos [%] | dom.vynos [%]
% 2.02936082 2.02936080 2.02936077 2.02936075
% 2.05524472 2.05524455 2.05524438 2.05524422
% 2.07806130 2.07806080 2.07806029 2.07805979
% 2.09816936 2.09816828 2.09816721 2.09816613
% 2.11588342 2.11588153 2.11587963 2.11587774
% 2.13147947 2.13147650 2.13147354 2.13147058
% 2.14519985 2.14519558 2.14519131 2.14518704
1% 2.15725756 2.15725177 2.15724597 2.15724018
% 2.16784000 2.16783248 2.16782496 2.16781743
% 217711216 2.17710272 2.17709329 2.17708385
% 2.18521943 2.18520792 2.18519642 2.18518492
% 2.19229008 2.19227637 2.19226266 2.19224894

Tabulka 5.14: Doméce vynosy pri roznej volbe parametra p

maturita | rozdiel dom.vynos [%] | rozdiel dom.vynos [%] | rozdiel dom.vynos [%]
[rok] pre p=03ap=0 pre p=06ap=0 pre p=09ap=0
= -2.32E-08 -4.65E-08 -6.97E-08
Z -1.66E-07 -3.33E-07 -4.99E-07
2 -5.04E-07 -1.01E-06 -1.51E-06
& -1.07E-06 -2.15E-06 -3.22E-06
2 -1.89E-06 -3.79E-06 -5.68E-06
> -2.96E-06 -5.93E-06 -8.89E-06
= -4.27E-06 -8.54E-06 -1.28E-05
2 -5.80E-06 -1.16E-05 -1.74E-05
2 -7.52E-06 -1.50E-05 -2.26E-05
1 -9.43E-06 -1.89E-05 -2.83E-05
a -1.15E-05 -2.30E-05 -3.45E-05
= -1.37E-05 -2.74E-05 -4.11E-05

Tabul'ka 5.15: Rozdiely medzi domécimi vynosmi pri nulovej a nenulovej volbe parametra p

Porovnanim tabuliek 5.14 a 5.15 s tabulkami 4.4 a 4.5 (v ktorych st uvedené presné a
aproximované urokové miery v CIR modeli s nulovou korel4ciou) vidime, Ze chyba aproximacie
a zavislost od korelacie je priblizne rovnakého radu. To je pravdepodobne dévodom, preéo ich
nevieme rozlisit a teda nevieme spravne urcit hodnotu korelécie p.

Malé rozdiely vieme zdovodnit aj teoreticky. V diplomovej praci [6] sa porovnavaju hodnoty

cien dlhopisov pre model s nulovou a nenulovou korel4ciou. Pre Vasickov model je dokézané
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nasledovné tvrdenie.

Veta 5.1. podla [6]. Oznacme Pyqs(ra, e, T; p) cenu domdceho dlhopisu v dvojfaktorovom kon-
vergencnom modeli Vasickovho typu s koreldciou p, potom:

1
In Pygs (Td, Te, T3 0) —In Pygs (Td, Tey T; p) = —§a3p0d0674 + 0(T4>'

Vzhl'adom na kongtrukciu nagej aproximacie, ktord vychadza z Vagickovho modelu plati:

Dosledok 5.1. Oznacme PP(rq,re,T;p) navrhnuti aprozimdciv (4.4) pre cenu domdceho

dlhopisu v dvojfaktorovom konvergencénom modeli CKLS typu s koreldciou p, potom:

1
In P?(rq,7e,7,0) — In PP (ry,1e, T, p) = —gasUdUeT}deﬁT4 +o(r4).
Rozdiely st teda malé a rddovo dokonca rovnaké ako je chyba aproximacie, ktoré je taktiez
radu O(7%).
Podobné tvrdenie, v ktorom sa pocita rozdiel v pripade modelu s nulovou a nenulovou

(vseobecnou) korelaciou pre CIR model, je uvedené v |7], kde sa hovort:

Veta 5.2. podla [7]. Oznacme Py (rq,7e, T; p) cenu domdceho dlhopisu v dvojfaktorovom kon-
vergencnom modeli CIR typu, potom plati:

1
In Pir(ra,re, 7;0) — In Pejr(rq, e, 75 p) = —§a3p0d0e\/rd7“e74 + o(?).

V&imnime si, Ze pre nasu aproximéciu plati rovnaky odhad rozdielu medzi In P v pripade
nulovej korelacie a v8eobecnej koreldcie ako presny CIR - prvy ¢len rozvoja je rovnaky. Malé
rozdiely, ktoré dostdvame pouzitim aproximécie s réznymi hodnotami p nie st nedostatkom

aproximécie ale st spdsobené samotnym modelom.

5.5.2 Odhad mocniny 4

7 Taylorovho rozvoja navrhnutej aproximécie, odvodeného v kapitole 4, vyplyva

1
In P(7,74,7¢; 041, Ya1) — In P(T,7q,7e; 0a2, Ya2) = 6 (T?ﬂdlagl — r?ﬁa?ﬂ) 3+ 0(73). (5.16)

Majme hodnoty domacej short rate r4;, kde (i = 1,...,n). Bude nas zaujimat, Ze pre aka
kombinaciu parametrov oq1, Y41, 02, Y42 bude koeficient pri 73 maly. V priemere bude nulovy,
ak .

1 a1 2 2va2 2

6n <rd2'/d10d1 - szdQUdQ) = 0.
i=1

To znamen4, Ze

n n
2 2941 _ 2 2742
0d1 E :rdi =042 E :Tdi )
i=1 i=1

n

2941
Z Tdi
1=1

0d2 = 041 P
Z T2’7d2
24" di
=1
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Ak rg; ~ 7 (t. j. hodnota okolo ktorej sa rg; pohybuju), tak
niF2val
~ R ~Yd1—Yd2
gy ~ Odi\| e = odiT . (5.17)

Zoberme opat parametre konvergen¢ného CIR modelu z kapitoly 4.3 (t. j. oq1 = 0.03, vq1 =
0.5), pricom vezmeme 7 = 0.01. Pre niekolko hodnot 740 vypocitame podla vztahu (5.17)

preskilovanu volatilitu ogo a pomocou naSej aproximécie vypoditame a porovnime vynosy.

Tie uvadzame v tabulkach.

maturita Ya = 0.3 Ya = 0.4 Ya = 0.5 Y4 = 0.6 vya = 0.7
[rok] dom.vyn.[%] | dom.vyn.[%] | dom.vyn.[%] | dom.vyn.[%] | dom.vyn.[%]
= 2.0293612 2.0293610 2.0293607 2.0293605 2.0293602
1% 2.0552459 2.0552451 2.0552442 2.0552432 2.0552421
2 2.0780632 2.0780616 2.0780598 2.0780577 2.0780554
= 2.0981716 2.0981690 2.0981661 2.0981628 2.0981590
2 2.1158855 2.1158819 2.1158777 2.1158730 2.1158676
1% 2.1314809 2.1314761 2.1314706 2.1314643 2.1314572
% 2.1452000 2.1451939 2.1451870 2.1451792 2.1451703
% 2.1572557 2.1572485 2.1572402 2.1572308 2.1572200
> 2.1678357 2.1678271 2.1678174 2.1678064 2.1677939
2 2.1771047 2.1770950 2.1770839 2.1770713 2.1770569
% 2.1852084 2.1851974 2.1851849 2.1851708 2.1851547
% 2.1922750 2.1922628 2.1922489 2.1922333 2.1922155

Tabulka 5.16: Domace vynosy pri réznej volbe parametra p

maturita | rozd.dom.vyn.[%] rozd.dom.vyn.[%] | rozd.dom.vyn.[%] | rozd.dom.vyn.[%]

pre va = 0.3, 74 =0.5 | pre 74 = 0.4, v4=0.5 | pre 74 = 0.6, 74=0.5 | pre v4 = 0.7, v4=0.5
15 4.55E-07 2.43E-07 -2.79E-07 -5.99E-07
% 1.65E-06 8.80E-07 -1.01E-06 -2.16E-06
1% 3.37E-06 1.80E-06 -2.06E-06 -4.41E-06
% 5.46E-06 2.91E-06 -3.33E-06 -7.13E-06
% 7.80E-06 4.16E-06 -4.75E-06 -1.02E-05
% 1.03E-05 5.49E-06 -6.26E-06 -1.34E-05
112 1.29E-05 6.87E-06 -7.83E-06 -1.68E-05
£ 1.56E-05 8.28E-06 -9.42E-06 -2.02E-05
1% 1.82E-05 9.69E-06 -1.10E-05 -2.36E-05
% 2.09E-05 1.11E-05 -1.26E-05 -2.69E-05
% 2.35E-05 1.25E-05 -1.42E-05 -3.02E-05
% 2.61E-05 1.38E-05 -1.57E-05 -3.35E-05

Tabulka 5.17: Rozdiely medzi domécimi vynosmi pre nejaka zvolent korelaciu p a pre p = 0.5

Podobne ako v pripade zévislosti od korelacie vidime, Ze chyba aproximaécie a zévislost
od mocniny 7y, je numericky priblizne rovnakého radu (aj ked Taylorov rozvoj rozdielu je
o rad mensi). To je pravdepodobne opét dovodom, pre¢o ich nevieme rozlisit a teda nevieme

spravne urcit hodnotu mocniny 4.



Kapitola 6

Kalibracia modelu na realnych datach

V predchadzajucej kapitole 5 sme navrhli metédu kalibricie. Zistili sme, Ze sa da pouzit
na odhad CKLS modelu s nulovou korelaciou, ak si hodnoty mocnin o4, 0. vopred dané.

Na ukéZzku odhadneme CIR model s nulovou korelé4ciou.

6.1 Vyber a pouzitie dat

Kedze konverentny model opisuje suvis vyvoja kratkodobej tiirokovej miery so vstupom po-
zorovanej krajiny do menovej tnie, z toho dévodu v tabulke 6.1 uvadzame prehlad Statov

spolu s rokom zavedenia eura v danej krajine.

Rok prijatia eura Krajina
1999 Belgicko, Nemecko, Irsko, Spanielsko, Francizsko, Taliansko,
Luxembursko, Holandsko, Rakusko, Portugalsko,Finsko

2001 Grécko

2007 Slovinsko

2008 Cyprus, Malta

2009 Slovensko

2011 Estonsko

Tabulka 6.1: Zoznam &lenov menovej tinie s rokom vstupu, Zdroj: [21]

Na metodu kalibracie sme sa rozhodli pouzit historické data do prijatia eura na Slovensku,
a tak modelovat vyvoj trokovej miery na Slovensku a v menovej tnii. Pouzili sme §tvrty kvartal
roku 2008, t. j. tesne pred vstupom do menovej tnie.

Uvazujme obdobie od 1. 10. 2008 do 31. 12. 2008, (t. j. 62 pracovnych dni), z ktorého
pouzijeme data, a to konrétne priemer hodnét Bribor a Bribid. Dalej v texte pouzivame pojem

Bribor, hoci ide v skuto¢nosti o ich priemer. Za kratkodobt domacu trokovt mieru vezmeme

overnight. Doméce vynosové krivky st pre maturity 74 = (1—12, %, 1—32, 1%, %, %) Ako europsku

short rate berieme Eoniu a vynosové krivky uvazujeme pri rovnakych podmienkach, za rovnaké

¢asové obdobie. Cize ne =ng =62, 7e = 7g = (11—27 %, %, %, %, %), éize me = mg = 6.
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6.2 Odhad dvojfaktorového CIR pouzitim slovenskych dat

Postupujeme podla algoritmu v kapitole 5. Vysledné odhady uvadzame v nasledovnej tabulke.

parameter b1 bo Oe a1 as as o4
presné hodnoty | 0.003 -0.2 0.01 0.0075 -2 2 0.03
vysledné 0.0227 | 0.5000 | 1.1427 | 0.0879 | -8.2052 | 7.3827 5

Tabul'ka 6.2: Vsetky odhadované parametre

6.2.1 Presnost eur6pskych a slovenskych odhadnutych vynosovych kriviek

V tejto Casti porovnavame presné a odhadnuté vynosové krivky pre niekolko zvolenych dni.
Na obrazku 6.1 znazoriiujeme eurépske a na obrazku 6.2 domace vynosové krivky pre tri dni

pozorovania, a to 1. den, 31. deh a 61.den.

Presné a odhadnuté eurépske vynosové krivky pre 3 dni pozorovania Presné a odhadnuté slovenské vynosové krivky pre 3 dni pozorovania
[ m— ! ! 55— ! !
—o—presne 1.den —o—presne 1.den
55 ——odhad 1.den 51 ——odhad 1.den
' presne 31.den presne 31.den
odhad 31.den odhad 31.den
5 | —o—presne 61.den 457 1—o—presne 61.den
——odhad 61.den ——odhad 61.den
45 1 4t 1
g 4 ] 835 -
c c —
2 3 o
35 3 o
3 e ] 25t
o _— g
25r ] 2r
L . . 15 . .
im 2m 3m 6m 9m 12m im 2m 3m 6m 9m 12m
maturita maturita
Obr. 6.1: Europske vynosy a ich aproximacie Obr. 6.2: Domace vynosy a ich aproximacie

V tabulke 6.3 numericky zaznamenévame presné a odhadnuté, eurépske a doméce vynosy

pre 31. defi z pozorovanych déat.

Mat. Presny Aproxim. | Rozdiel Mat. Presna Aproxim. | Rozdiel

[rok] | vynos [%] | vynos [%] [%0] [rok] | vynos [%] | vynos [%] [%0]
ﬁ 3.9140 3.2953 0.6187 % 3.0100 2.9174 0.0926
2 4.2260 3.4461 0.7799 2 3.1200 3.1490 -0.0290
13—2 4.2860 3.5891 0.6969 13—2 3.3200 3.3336 -0.0136
o 4.3450 3.9604 0.3846 o 3.9100 3.7805 0.1295
2 4.3810 4.2327 0.1483 2 4.2100 4.1358 0.0742
2 4.4120 4.4065 0.0055 2 4.2900 4.3957 -0.1057

Tabulka 6.3: Presnost eurépskych (viavo) a doméacich (vpravo) vynosovych kriviek
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Pri redlnych datach sme nezaznamenali takt prenost odhadov, ako pri simulovanych da-
tach, ¢o sa dalo aj ocakavat. MenSiu presnost pozorujeme uz pri eurépskych chybach, ¢ize
riefenim by bolo zlepsit eurépsky odhad parametrov. Tie st vstupnym bodom pri hladani
odhadu domécich parametrov. Cize tym, Ze by sme zvolili iny model pre eurépske trokové

miery, mozno by sa zlep§il aj odhad domécich vynosovych kriviek.



Zaver

Praca pojednava o konvergen¢énych modeloch kratkodobych urokovych mier. Konvergenény
model vysvetluje vyvo] tirokovej miery v zavislosti od vstupu krajiny do menovej tunie. Prvy
z takychto modelov bol navrhnuty v roku 2000 autormi Corzo a Schwartz. Volatility domace]
a europskej kratkodobej Grokovej miery st kongtantné. Analogickym modelom CIR typu sa za-
oberda V. Lacko vo svojej diplomovej praci z roku 2010. V naSej praci sa zaoberdme dvoj-
faktorovym konvergen¢nym modelom Chan-Karolyi-Longstaff-Sandersovho typu (CKLS), kde
predpokladame nekon§tantné volatility, v tvare mocnin Grokovych mier, s analégiou v jedno-
faktorovom CKLS modeli. Dynamika systému je popisand dvoma stochastickymi diferencial-
nymi rovnicami. Pre Vagi¢kov model a pre §pecidlny pripad Cox-Ingersoll-Rossovho modelu
je zname explicitné rieSenie parcialnej diferencialnej rovnice, podla ktorej sa sprava cena
dlhopisu. Ak do rieSenia Vagickovho modelu dosadime za konstantné volatility ¢leny ogr)®
a o.re°, ziskame aproximaciu riegenia pre CKLS model. Vypoéitame presnost tejto aproximéa-
cie a ukdzeme, Ze existuje moznost jej spresnenia.

Zaoberali sme sa nadvrhom a analytickym odvodenim aproximacie ceny dlhopisu v konver-
genénom modeli CKLS typu na zaklade rieSenia Vagickovho modelu. Navrhnutd aproximaciu
sme otestovali na CIR modeli s nulovou korelaciou, pre ktory pozndme aj presné rieSenie, ¢ize
bolo mozné zistit jej presnost. Zaroven sme odvodili aproximéciu a jej presnost pre vieobec-
nejdi CKLS model. Zistili sme, Ze rozdiel logaritmov presného rieSenia a navrhnutej aproximécie
je radu O(7*). Tuto ziskant aproximéciu sme spresnili este o dva rady.

Jednym z délezitych cielov nagej diplomovej prace bolo navrhnut postup kalibracie mod-
elu pouzitim ziskanej aproximacnej formuly. Navrhnuty algoritmus sme testovai najskér na
simulovanych datach pre CIR model s nulovou korelaciou. Pre tento model pozname aj presné
rieSenie cien dlhopisov, takze bolo jednoduché pozorovat jednotlivé kroky algoritmu a zazna-
menavat presnost vynosovych kriviek. Ziskali sme uspokojujicu presnost domécich vynosovych
kriviek, kde rozdiel presnej a odhadnutej vynosovej krivky (v percentach) bol radu 1076 az
1077, Zrealizovali sme tisic simulacii odhadov parametrov s inymi vygenerovanymi datami pri
rovnakych podmienkach. Vysledky jednotlivych odhadov zaznamenévame v histogramoch.

Nakoniec sme tuto navrhnutt metédu kalibracie testovali na realnych datach. Pouzili sme
Bribor, za posledné tri mesiace pred vstupom Slovenska do Eurozoény (t. j. 1. 10. 2008 -
31. 12. 2008.



Resume

The first part of our thesis is theoretical, in which we describe general terms such as bond,
term structure, short rate, one and multi factor convergence models of the interest rates. Our
diploma thesis primarily deals with the convergence model of interest rates, which belongs
among the group of two - factor models, where we study two different factors and their mutual
dependency. The convergence model explains the evolution of interest rate in connection with
the adoption of the Euro currency. Term structure models explain the relation between the time
to maturity of a discount bond and its present price. The first model of this kind was proposed
in 2000 by Corzo and Schwartz. The volatilities of both the domestic and European short
rates are constant. V. Lacko dealt with the convergence model of CIR type in his diploma
thesis from the year 2010. In our article we deal with two-factor convergence model of the
interest rates of Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders type (CKLS model), where we assume the
volatilities proportional to the power of the short rates, the analogy of one-factor models. Two-
factor model for the domestic short rate r4 and European short rate r. under the risk-neutral

measure is given by

drq = (a1 + agrq + agre)dt + ogr ) dWy,
dre = (b1 + bare)dt + gerledWe,
Cov[dWy,dW,] = pdt.

The bond price P(rq,7e, 7) with maturity 7 satisfies the partial differential equation

opP opP OP o2 g2p
- — + (b1 +b dd -
aT+(CL1+CL27’d+6L37“e)ard+(1+ 2T€)0T€+ 5 87‘3
2..27% 52 2
oire'c 0°P Ya . 0
— e —rqP =0
2 0r? T pOdrgOcre Or0r, " ’

which holds for 4,7 > 0,7 € (0,7), and the initial condition P(rg,7,0) = 1 for r4,7e > 0.
For Vasicek (74 = 7. = 0) and Cox-Ingersoll-Ross (74 = 7. = %) type model with p = 0 closed
form solutions are known. The price of the discount domestic bond is given by a formula in a
separate form: P(rg,re,7) = eAM)=D(M)ra=U(T)re In the case of the Vasicek model, functions
A(7),D(7),U(T) are given by the explicit form and in the case of the CIR model, functions
A(7),D(7),U(T) are given by the system of ordinary differential equations, which we can solve

by numerical methods.



In the second part of our thesis, which introduces the analytic core of our diploma thesis,
we have dealt with the proposal and analytic derivation of an approximation of the bond
price in convergence model of the CKLS type on the basis of the solution of the Vasicek
model. We have tested a proposed approximation on the CIR model with a zero corelation, for
which the exact solution is known, so it was possible to determine its accuracy. At the same
time we have derived the approximation and its accuracy for the more general CKLS model.
Taking the solution for Vasicek model corresponding to same drift functions and correlation
and substituting its constant volatilities by instanteneous volatilities oerd® and o4r)* we have
obtained an approximation of the solution for the CKLS model.

Theorem Let P (ry,re,T) be the price of the domestic bond in two-factor convergence model

of CKLS type, let P be the approximation of this price, then
In P (rg,re,7) — In P (rg, 1o, 7) = ca(rg, re)7* + 0(7),

where the coeficient ¢y is given by the explicit formula

1

—ﬂaffydr?d_z <2a1rd + 2a2r§ + 2agrgre — 7“62[7‘103 + 2%17“62[“03) . (6.1)

ca(rg,re) =

We have found, that the difference in logarithms of the exact solution and proposed approx-
imation is on the order O(7*). We have computed the order of accuracy for this approximation.
Finally, we have showed the possibility of computing an extra term in the Taylor expansion
to the original approximation, which leads to an approximation of higher accuracy. The new
accurate approximation is on the order O(7°).

In the last part our diploma thesis we have suggested an algorithm for calibrating the model
using our approximation formula. We have tested our proposed algorithm on the simulated
data for the CIR model with zero correlation, where the exact solution is known. In this
case we can follow single steps in suggested method. Firstly, we estimated parameters in the
european one factor model of the Vasicek type. We count risk neutral drift in the Vasicek and
CIR model and we have found out they are very similar. Secondly, we estimate parameters in
the domestic two factor convenvergence model of CIR type, using estimated parameters from
the european one factor Vasicek model. We realized 1000 simulations of the estimation of all
seven parameters in the CIR model with zero correlation a we noted the results in the form
of a histogram for each parameter. We have calculated the difference between the exact and
theoretical term structure for the domestic and the european data. The results are satisfying,
the accuracy for the domestic term structure in the percent point is 1076 till 1077,

Finally we have implemented this method using real market data. We have used the Bribor
(Bratislava Interbank Offered Rate) from the last monitored three month period (1. 10. 2008
- 31. 12. 2008), just before entering the monetary union.
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