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Predikcie.

Anotácia: Táto diplomová práca sa venuje spracovaniu predik£ných mod-
elov pre prognózy spotreby zemného plynu v predajnom port-
fóliu Slovenského plynárenského priemyslu (SPP) na slovenskom
území. Na za£iatku sa budeme venova´ teoretickej £asti. Spome-
nieme si základné pojmy pouºívané pri ekonometrickom mode-
lovaní, de�nujeme si klasický model lineárnej regresie a v tretej
kapitole si ²peci�kujeme autokorela£né metódy pre £asové rady.
V praktickej £asti si najskôr ukáºeme rady, s ktorými budeme
¤alej pracova´ a pokúsime sa ur£i´ £o najpresnej²ie modely,
ktorých správnos´ overíme pomocou krátkodobých predikcií.
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Abstract: This thesis deals with the processing of predictive models to
forecast gas consumption in the sales portfolio of the Slovak Gas
Industry (SPP) on the Slovak territory. At the beginning we will
talk about theory. Mention the basic terms used in econometric
modelling, we de�ne the classical linear regression model. We
will specify the autocorrelation method for time series in the
third chapter.
In practical part, we will de�ne basic time series, with which we
will work and try to determinate models, which we will verify
with using short-term predictions.



Obsah

Úvod 1

1 Základné pojmy 2
1.1 �asový rad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Stochastické procesy a biely ²um . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Stacionarita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Dekompozícia £asového radu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Klasický model lineárnej regresie 6
2.1 V²eobecný model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Odhad parametrov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Veri�kácia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.1 Koe�cient determinácie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3.2 Heteroskedasticita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3.3 Autokorelovanos´ reziduí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.4 Multikolinearita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 Autokorela£né metódy pre �R 12
3.1 Box-Jenkinson metodológia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1.1 AR(p) proces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.1.2 MA(q) proces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.1.3 Zmie²aný ARMA(p,q) proces . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 Kon²trukcia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2.1 Identi�kácia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2.2 Odhad modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.3 Veri�kácia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.4 Aplikácia modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3 Predpovede . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4 Praktická £as´ 19
4.1 Model pre plyn - JESE� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.2 Model pre plyn - JAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3 Model pre plyn - LETO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4 Model pre plyn - ZIMA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Záver 46

Zoznam pouºitej literatúry 47

8



Úvod

V prvej kapitole sa pokúsime £itate©ovi priblíºi´ teoretické poznatky oh©adom
£asových radov. Vä£²inu v²eobecných de�nícií a vzorcov budeme £erpa´ pre-
dov²etkým z publikácie od Tomá²a Cipru [1]. Vysvetlíme si, £o si budeme pred-
stavova´ pod pojmom £asový rad, aké procesy sú povaºované za stochastické a
£o musí by´ splnené aby sme mohli tvrdi´, ºe rad je stacionárny. Kaºdý £asový
rad sa dá rozloºi´ na nieko©ko £astí, a ktoré £asti to sú si spomenieme na záver
kapitoly.

Klasický model lineárnej regresie bude predmetom skúmania v druhej kapi-
tole. Zameriame sa na to, ako správne identi�kova´ model. Pri ur£ovaní správnosti
modelu je potrebné overi´ niektoré základné charakteristiky, akými je heteroskedas-
ticita, autokorelácia a iné.

�peci�ckým typom ekonometrických modelov, ktoré sa vyuºívajú predov²etkým
v ekonómii na tvorbu krátkodobých predikcií, venujeme poslednú teoretickú
kapitolu. Vysvetlíme, £o sú to ARMA modely a ako postupova´ pri ich identi-
�kácii a následnom overení správnosti pomocou predikcií.

�tvrtá a zárove¬ posledná kapitola je ur£ená praktickej £asti. Z reálnych
dát, ktoré zachytávajú skuto£nú spotrebu zemného plynu na území Slovenskej
republiky, vytvoríme £o najpresnej²ie modely, pomocou ktorých budeme vedie´
predpoveda´ vývoj daného £asového radu do blízkej budúcnosti. Popri tomto
£asovom rade budeme skúma´ a iný, ktorý zobrazuje vývoj teploty na tom is-
tom území. Ke¤ºe sa dá predpoklada´, ºe to, ko©ko plynu sa spotrebúva, £i
uº v domácnostiach alebo pri ve©kých odberate©och, zna£ne závisí od teploty
ovzdu²ia. �i sú na²e úvahy správne si zhrnieme v závere tejto práce.
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Kapitola 1

Základné pojmy

V prvej kapitole si de�nujeme základné pojmy, s ktorými budeme neskôr
pracova´. Za£neme de�níciou £asových radov vo v²eobecnosti a ukáºeme si, £o
si predstavujeme pod pojmom ”biely ²um”. Spomenieme si základnú vlastnos´
týchto radov, ktorou je stacionarita a následne rozloºíme rad na nieko©ko £astí,
z ktorých si bliº²ie ²peci�kujeme sezónnu zloºku. Základné de�nície a vzorce
boli £erpané predov²etkým z kníh [1, 2].

1.1 �asový rad

Pod pojmom £asový rad rozumieme postupnos´ hodnôt, ktoré sú usporiadané
v £ase. Predpokladáme, ºe £asový interval medzi jednotlivými pozorovaniami je
kon²tantný. Ak budeme teda hovori´ o £asovom rade, budeme ma´ na mysli
diskrétny £asový rad s ekvidistatným krokom.

Diskrétny £asový rad si ozna£íme ako postupnos´ dát (x1, x2, · · · , xn) , kde
©ubovo©ná hodnota xt je reálne £íslo. �alej budeme predpoklada´, ºe ná² £asový
rad je realizáciou stochastického (náhodného) procesu (X1, X2, · · · , Xn). Ak
náhodnú premennú so svojim rozdelením ozna£íme ako Xt, tak xt je jej hodnota
a n ozna£uje celkovú d¨ºku £asového radu.

Pod©a po£tu sledovaných znakov rozli²ujeme £asové rady na jednorozmerné
(sledovaný je len jeden znak) a viacrozmerné (viac sledovaných znakov).

Jednou z najdôleºitej²ích poºiadaviek pre £asové rady je aby hodnoty boli
homogénne, tj. porovnate©né z h©adiska priestorového, £asového a vecného.

1.2 Stochastické procesy a biely ²um

Ako sme uº spomenuli, pod pojmom stochastický proces je myslený náhodný
proces {X(ω, t), ω ∈ Ω, t ∈ T} , kde Ω je výberový priestor a T je indexová
mnoºina. Pod©a £asovej indexovej mnoºiny T rozli²ujeme 2 typy náhodných
procesov a to

2



Stacionarita Základné pojmy

• náhodné procesy s diskrétnym £asom (T tvoria diskrétne reálne hodnoty)

• náhodné procesy so spojitým £asom (T tvorí interval)

Pre kaºdý stochastický proces platia nasledovné charakteristiky:

• µt = E(Xt) (stredná hodnota)

• σ2
t = D(Xt) = E(Xt − µt)2 (rozptyl)

• cov(r, s) = E[(Xr − µr)(Xs − µs)] (kovarian£ná funkcia)

• ρ(r, s) = cov(Xr,Xs)√
D(Xr)

√
D(Xs)

(korela£ná funkcia)

1.3 Stacionarita

Jednou z vlastností £asových radov je aj stacionarita. �asový rad je sta-
cionárny, ak jeho rozdelenie pravdepodobností je nemenné, tj. invariantné v
£ase. V prípade nestacionárnych radov sa vhodnou transformáciou dá dosiah-
nu´ aby bol rad stiacionárny.

Rozli²ujeme 2 základné typy stacionarity a to slabú a silnú stacionaritu.
Silná stacionarita hovorí o tom, ºe pravdepodobnostné správanie stochastického
procesu je v £ase invariantné. Ak rad vykazuje nemennos´ strednej hodnoty,
rozptylu a kovariancie, tj. ²tatistických mier skúmanej náhodnej premennej v
£ase, tak hovoríme o slabej stacionarite. Musí teda plati´:

E(Xt) = µ pre t ∈ T (1.1)

V (Xt) = σ2 pre t ∈ T (1.2)

cov(Xt, Xs) = cov(Xt+k, Xs+k) pre t, s ∈ T, t 6= s, k ∈ Z (1.3)

Ke¤ budeme hovori´ o stacionarite, budeme ma´ na mysli práve slabú sta-
cionaritu.

O bielom ²ume hovoríme ak platí:

E(Xt) = µ pre t ∈ T, zvy£ajne µ = 0

V (Xt) = σ2 pre t ∈ T
cov(Xt, Xs) = 0 pre s 6= t

Jedným z testov na stabilitu je Ramsey RESET test1 . Tento test sa pouºíva
na zistenie ²peci�ka£ných chýb, ktoré vznikli v dôsledku vynechania premenných
alebo chybnou ²peci�káciou analytického tvaru modelu. Nulovou hypotézou je,
ºe model je ²peci�kovaný správne, av²ak pri vyvrátení tejto hypotézy alternatíva
neexistuje, £o znamená, ºe ak nie je model ²peci�kovaný správne, tento test nám
nehovorí ni£ o tom, ako ho vylep²i´.

Testovacie kritérium na overenie nulovej hypotézy má tvar:

F =

R2
∗−R

2

v1
1−R2

∗
v2

1Z anglického Regression Speci�cation Error Test
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Dekompozícia £asového radu Základné pojmy

kde R2 je Koe�cient determinácie, v1, v2 sú stupne vo©nosti pre F rozdelenie a
R2
∗ je Koe�cient determinácie pre upravený daný model, a to tak, ºe do modelu

pridáme nové vysvet©ujúce premenné, ktoré budú mocninami vyrovnaných hod-
nôt vysvet©ovanej premennej (v1 je po£et nezávislých pridaných premenných, v2
je po£et parametrov v upravenom modeli).

1.4 Dekompozícia £asového radu

Dekompozi£né metódy kladú dôraz na prácu so systematickými zloºkami
£asových radov (trendovou, sezónnou a cyklickou) a jednotlivé pozorovania berú
ako navzájom nekorelované. Typickým nástrojom je tu regresná analýza.

�asové rady môºeme rozdeli´ na nieko©ko £astí:

1. Trend - dlhodobé zmeny v rade. Táto zloºka vzniká v dôsledku dlhodobého
pôsobenia zmien. Ak je trend lineárny, tak prvé diferencie rad stacionar-
izujú.

2. Cyklická zloºka - zachytáva periodické zmeny s premennou periódou.

3. Sezónna zloºka - periodické zmeny v rade v nejakom £asovom itervale.

4. Reziduálna zloºka - ostáva v rade po odstráneni trendu, cyklickej a
sezónnej zloºky (náhodné zmeny, ktoré sa vä£²inou ozna£ujú ako biely
²um2).

Rozloºenie radu na tieto zloºky nám môºe pomôc´ k identi�kovaniu pravidel-
ného spávania sa radu. Dekompozícia radu môºe by´ aditívna (£asový rad =
trend + cyklická zloºka + sezónna zloºka + biely ²um), kde sú v²etky zloºky v
absolútnych £íslach, alebo multiplikatívna (£asový rad = trend * cyklická zloºka
* sezónna zloºka * biely ²um), kde trend je absolutnou hodnotou a ostatné
zloºky sú vo£i nemu relatívne. Kaºdý £asový rad vä£²inou obsahuje biely ²um
ale nemusí obsahova´ ostatné zloºky.

Sezónnos´

V tejto £asti sa budeme zaobera´ sezónnou zloºkou modelu. Jedná sa o
zloºku, ktorá sa v £asovom rade pravidelne opakuje. Vä£²inou sa zmeny dejú
po£as jedného kalendárneho roka (napríklad ²tvr´ro£ne) a kaºdý rok sa pravidelne
opakujú. Pri tvorbe modelov je potrebné £asový rad najskôr sezónne o£isti´. �i
sa takáto zloºka v rade nachádza vieme odhali´ pomocou priebehu korelogramu3.

Z priebehu vidíme sezónny charakter radu. Výrazné korelácie sú pre lagy
4,8,12 a 16, a ke¤ºe dáta boli ²tvr´ro£né, znamená to ro£nú sezónnos´. Pri
analýze by sa mali separova´ sezónne faktory ozna£ované ako I1, I2, · · · , Is kde
s znamená d¨ºku sezóny. Rozdiel medzi aditívnou a multiplikatívnou dekompozí-
ciou z h©adiska sezónnosti je v tom, ºe pri multiplikatívnej sa hodnoty sezón-
nych výkyvov zvä£²ujú pre rastúci trend, resp. zmen²ujú pre klesajúci. Sezónna
a trendová zloºka nie sú navzájom ur£ené jednozna£ne.

2Biely ²um je stacionárny a centrovaný náhodný proces
3Obr. 1.1 je zo stránky http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/cr09/cv4.html
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Dekompozícia £asového radu Základné pojmy

Obr. 1.1: Sezónny priebeh dát

Rie²enie sezónnosti

Ak sa v £asovom rade vyskytuje sezónna zloºka, je potrebné ju eliminova´
a to bu¤ dekompozíciou radu, alebo pomocou Holtovej-Wintersonovej metódy.
Dekompozícia môºe by´ bu¤ aditívna, alebo multiplikatívna. Pri aditívnej sa
postupuje pomocou zostrojenia k¨zavých priemerov a centrovania sezónnych fak-
torov. Ukáºeme si príklad na mesa£ných dátach.

Ij = I∗j − I
∗

= I∗j −
I∗1 + · · ·+ I∗12

12

kde I∗1 , · · · , I∗12 sú na²e odhady, j = 1, 2, · · · , 12 pretoºe predpokladáme mesa£né
dáta a I

∗
je aritmetický priemer. Potom výsledný rad upravíme na tvar

ŷ
(12)
t = yt − Ij

kde ŷ(12)t je centrovaný k¨zavý priemer a t zodpovedá j-temu mesiacu v roku.
Pri multiplikatívnej dekompozícii sa postupuje rovnako, len s tým rozdielom,

ºe sezónne faktory vyjadríme ako

Ij =
I∗j

I
∗ =

I∗j
12
√
I∗1 . · · · .I∗12

a výsledný rad bude vyzera´ nasledovne:

ŷ
(12)
t =

yt
Ij
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Kapitola 2

Klasický model lineárnej

regresie

Pri tvorbe ekonometrického modelu sa vo vä£²ine prípadov postupuje it-
eratívne, tj. metódou ”pokus, omyl” postupne zistíme, ktorý z modelov je na-
jvhodnej²í. Ak sú nezávisle od seba ²tudované dva totoºné rady, tak výsledné
modely môºu by´ odli²né av²ak s ve©mi podobnou resp. rovnakou interpretáciou
záverov.

V tejto kapitole sa zameriame na klasický v²eobecný model lineárnej regre-
sie. Ukáºeme si ako správne odhadnú´ parametre modelu. Ke¤ máme odhadnutý
model, je potrebné otestova´ niektoré vlastnosti ako je napríklad heteroskedas-
ticita, autokorelácia a iné, o ktorých si povieme viac na najbliº²ích stranách.
Vzorce a de�nície budú predov²etkým zo zdrojov [1, 2].

2.1 V²eobecný model

Jedným z najdôleºitej²ích ekonometrických nástrojov je regresná analýza,
ktorá slúºi na popis vz´ahu medzi veli£inami. Tieto veli£iny sa nazývajú pre-
menné. Úlohou tejto analýzy je ur£i´ a vysvetli´ zmeny hodnôt jednej premennej
pomocou zmien iných premenných. Vysvet©ovanú premennú (závislá premenná)
ozna£ujeme ako y a vysvet©ujúce premenné (nezávislá premenná) ako x1,2..,k.

Ak sa rozhodneme skúma´ vz´ah len medzi jednou vysvet©ovanou a jednou
vysvet©ujúcou premennou, tak sa miera lineárnej závislosti skúma pomocou ko-
rela£ného koe�cientu (ρ = corr(x, y)). Tento koe�cient nadobúda hodnoty od
-1 po 1, pri£om ak je blízko hodnoty 1, znamená to, ºe sa medzi premennými
nachádza kladná korelácia. �ím je vy²²ia hodnota jednej premennej, tým je
vy²²ia hodnota aj druhej premennej. Ak je blízko hodnoty -1, tak je tam zá-
porná korelácia. �ím je vy²²ia hodnota jednej premennej, tým je niº²ia hodnota
druhej premennej. Ak je hodnota blízka nule, tak premenné vzájomne nekore-
lujú. Vo v²eobecnosti platí, ºe E(var(x|y)) ≤ var(y).
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Odhad parametrov Klasický model lineárnej regresie

Lineárny regresný model sa dá formálne zapísa´ ako:

yt = β0 + β1xt1 + β1xt1 + · · ·+ βkxtk + εt

kde £as t = 1, 2, · · · , T , yt je hodnota vysvet©ovanej premennej v £ase t, x1, · · · , xk
sú hodnoty vysvet©ujúcich premenných pozorovaných v £ase t, β0 je absolútny
£len regresie, β1, · · · , βk sú neznáme parametre modelu, εt je reziduálna (náhodná)
zloºka modelu.

Poznámka: Rozdiel medzi po£tom pozorovaní a po£tom parametrov modelu
sa nazýva po£et stup¬ov vo©nosti modelu a musí plati´ n > k + 1, kde k + 1 je
po£et parametrov β0, β1, · · · , βk a n je po£et pozorovaní.

Ak chceme predchádzajúcu rovnicu zapísa´ v maticovom tvare, dostaneme
nasledovné:

y = Xβ + ε

X =


x11 x12 · · · x1k
x21 x22 · · · x2k
...

...
. . .

...
xT1 xT2 · · · xTk

 =


1 x12 · · · x1k
1 x22 · · · x2k
...

... · · ·
...

1 xT2 · · · xTk

 , β =


β1
β2
...
βk

 , ε =


ε1
ε2
...
εT



Kde X je matica (T × k), β je vektor (k × 1) a ε je vektor (T × 1). β1
sa nazýva aj absolútny £len (intercept). Ak sa hodnota premennej xi zvý²i o
jednotku, tak sa zmení hodnota premennej y o hodnotu βi (za predpokladu, ak
sa ni£ iné nezmenilo1). εt je reziduálna (náhodná) zloºka modelu. Táto zloºka v
sebe zah¯¬a:

• Súhrn vplyvov, ktoré nie sú v modeli zahrnuté

• Chyby v meraní

• Nekorektnú vo©bu regresného vz´ahu

2.2 Odhad parametrov

Odhad parametrov lineárneho modelu spadá do problematiky ekonometrick-
ých metód a je podmienený splnením predpokladov o náhodnej zloºke. Týmito
metódami sa budeme zaobera´ neskôr. Medzi naj£astej²ie spôsoby odhadu parametrov
patrí metóda najmen²ích ²tvorcov2.

Metóda najmen²ích ²tvorcov

Základom tejto metódy je minimalizácia sú£tu ²tvorcov odchýlok, ur£ených
ako rozdiel medzi pozorovanými hodnotami vysvet©ovanej premennej a jej vy-
po£ítanými hodnotami. Je zaloºená na dvoch princípoch:

1Takzvaný princíp ceteris paribus
2Ozna£ovaná aj OLS z anglického Ordinary Least Squares
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Veri�kácia modelu Klasický model lineárnej regresie

1.
∑n
t=1 e

2
t =

∑n
i=1(yi−ŷi)2 → min (minimalizácia sú£tu ²tvorcov odchýlok)

2.
∑n
i=1(yi − ŷi) = 0 (nulové odchýlky, tj. reziduá sú rovné nule)

kde e je rezíduum, y je empirická hodnota závislej premennej a ŷ predstavuje
teoretickú hodnotu tej istej premennej, za ktorú dosadzujeme zvolený funk£ný
predpis. Vytvorením parciálnych derivácií pod©a jednotlivých premenných

σF (b0, b1, · · · , bk)

σbi

získame sústavu k + 1 rovníc s k + 1 neznámymi b0, b1, · · · , bk. Ako príklad si
zoberieme jednoduchú lineárnu závislos´ s funkciou danou ako

Y ′ = B0 +B1X

Úpravou dostaneme tvar: ∑
y = nb0 + b1

∑
x∑

xy = b0
∑

x+ b1
∑

x2

a následne pouºijeme parciálne derivácie

b0 =

∑
x2
∑
y −

∑
x
∑
xy

n
∑
x2 − (

∑
x)2

b1 =
n
∑
xy
∑
y −

∑
x
∑
y

n
∑
x2 − (

∑
x)2

Koe�cient b0 je kon²tanta, ktorá ur£uje, kde priamka pretína os y a b1 hovorí,
o ko©ko sa zmení závislá premenná, ak sa nezávislá zmení o jedna.

2.3 Veri�kácia modelu

Veri�káciu modelu si rozdelíme na 2 £asti a to

1. ²tatistická

• koe�cient determinácie (testovanie ako celku)

2. ekonometrická

• autokorelácia

• heteroskedasticita

• multikolinearita

2.3.1 Koe�cient determinácie

Koe�cient determinácie (R Square) ozn. aj ako R2 vyjadruje, akú £as´
celkovej variability závislej premennej vysvet©uje model. Je to miera kvality
vyrovnania empirických hodnôt závislej premennej modelovanými hodnotami.
Hodnota tohto koe�cientu sa vyjadruje v percentách a teda je v rozmedzí od 0
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Veri�kácia modelu Klasický model lineárnej regresie

po 1. �ím viac sa pribliºuje k £íslu 1,tým lep²í je daný model. Vypo£ítame ho
pod©a vz´ahu:

R2 =
ESS

TSS
= 1− RSS

TSS

kdeRSS je reziduálny sú£et ²tvorcov (residual sum of squares), ktorý sa vypo£íta
pod©a vz´ahu:

RSS =

T∑
t=1

ε̂2t =

T∑
t=1

(yt − ŷt)2

O správnosti modelu hovorí jeho nezáporná hodnota. �ím je men²ia, tým je
model lep²í.

TSS =

T∑
t=1

(yt − y)2

je úplný sú£et ²tvorcov (total sum of squares).

ESS =

T∑
t=1

(ŷt − y)2

je vysvetlený sú£et ²tvorcov (explained sum of squares).
Pod©a Pytagorovej vety platí:

TSS = ESS +RSS

V praxi sa £asto pouºíva korigovaný koe�cient determinácie (adjusted coe�cient
of determination):

R
2

= 1− [
T − 1

T − k
(1−R2)]

kde k je po£et vysvet©ujúcich premenných.

2.3.2 Heteroskedasticita

Medzi podmienky klasického lineárneho regresného modelu patrí aj poºia-
davka kone£ného a kon²tantného rozptylu náhodných zloºiek, tým pádom aj
rezíduí modelu, ktorý ozna£ujeme ako homoskedasticitu. Jej opakom je het-
eroskedasticita. Heteroskedasticita znamená, ºe je poru²ený klasický predpok-
lad D[εi] = σ2, to znamená, ºe disperzia náhodných chýb nie je kon²tantná
a kone£ná u v²etkých pozorovaní. Jedným z najpouºívanej²ích testov na het-
eroskedasticitu je Whiteov test (White heteroskedasticity test). Princíp spo£íva
v tom, ºe ak máme napríklad model:

yt = β1 + β2xt2 + β3xt3 + εt, t = 1, · · · , T

tak sa vytvorí pomocný model:

ε̂t = α1 + α2xt2 + α3xt3 + α4x
2
t2 + α5x

2
t3 + α6xt2xt3 + ut

Na²im cie©om je zisti´, ºe £i sa rozptyl pôvodných chýb (©avá strana pomocného
modelu) systematicky mení v závislosti na v²etkých vysvet©ujúcich premenných
pôvodného modelu.
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Veri�kácia modelu Klasický model lineárnej regresie

Rie²enie heteroskedasticity

Rozli²ujeme 2 typy heteroskedasticity a to aditívnu a multiplikatívnu. (mul-
tiplikatívna dáva kladný rozptyl).

Heteroskedasticitu môºe spôsobi´ napríklad chybná ²peci�kácia modelu (vynechanie
niektorej dôleºitej vysvet©ujúcej premennej) alebo ak pouºijeme k odhadu parametrov
modelu namiesto pôvodných pozorovaní ich skupinové priemery. Pri vä£²ine
prípadov sú prí£iny heteroskedasticity neznáme. Jej odstránenie sa rie²i loga-
ritmickou (£ím sa stlá£a stupnica, v ktorej sú premenné merané) alebo inou
transformáciou.

2.3.3 Autokorelovanos´ reziduí

Aby boli reziduá nekorelované, musí plati´ :

cov(εs, εt) = 0 pre s 6= t

Autokorelácia je sériová závislos´ náhodných porúch, poprípade reziduí. Je
to typický jav £asových radov. K autokorelácii dochádza ke¤ je reziduálna zloºka
εt korelovaná so svojimi opozdenými a budúcimi hodnotami εt+k, (k 6= 0). Pred-
pona �auto� znamená, ºe korelácia je v rámci jedného radu.

Dôvody autokorelácie

• Chýbajú niektoré vysvet©ujúce premenné (regresory)

• Nesprávna ²peci�kácia matematickej formy modelu

• Údaje vykazujú zotrva£nos´ vo vývoji

• Funkcionálny regresný vz´ah je nelineárny

Najjednoduch²í typ autokorelácie sa modeluje pomocou reziduálnych zloºiek εt.

εt = ρεt−1 + ut

kde parameter ρ sa ozna£uje ako biely ²um a nadobúda hodnoty od -1 po 1. Hod-
noty blízke 1 znamenajú pozitívnu koreláciu, hodnoty blízke -1 zápornú koreláciu
a hodnoty okolo 0 nekorelovanos´. Tento model sa nazýva aj autoregresný model
prvého rádu. Jedným z najznámej²ích testov na overenie autokorelácie prvého
rádu sa pouºíva Durbin-Watsonov test. Za nulovú hypotézu uvaºujeme

H0 : ρ = 0

Testovacia ²tatistika má tvar

DW =

∑T
t=2(ε̂t − ε̂t−1)2∑T

t=1 ε̂
2
t

Pri pozitívnej autokorelácii sú hodnoty malé a naopak pri zápornej autokorelácii
sú hodnoty DW testu vysoké. Vieme to aproximova´ nasledovne

DW = 2(1− ρ̂),

10



Veri�kácia modelu Klasický model lineárnej regresie

ρ̂ =

∑T
t=2 ε̂t−1ε̂t∑T
t=1 ε̂

2
t

Pri£om platí:

• Ak ρ̂ = 1 tak DW = 0

• Ak ρ̂ = 0 tak DW = 2

• Ak ρ̂ = −1 tak DW = 4

Pri dynamických modeloch3 hrajú významnú úlohu nasledujúce triedy:

• Lineárny regresný model s autokorelovanými reziduami (bez oneskorených
premenných, ale s oneskorením v reziduálnej zloºke)

• Model rozloºených £asových oneskorení (oneskorené vysvet©ujúce premenné
ale nie oneskorená vysvet©ovaná premenná) � DL-model (distributed lag
model)

• Autoregresný model rozloºených £asových oneskorení (oneskorená vysvet©o-
vaná premenná; môºu by´ oneskorené aj vysvet©ujúce premenné)

2.3.4 Multikolinearita

Multikolinearita znamená vysokú vzájomnú korelovanos´ vysvet©ujúcich pre-
menných (regresorov) a teda matica týchto regresorov (ozn. X) nemá plnú hod-
nos´. Vtedy sa jedná o perfektnú multikolinearitu. Ak hodnota determinantu
matice XTX je blízka nule, nie je ©ahké skon²truova´ inverznú maticu. Vieme
to urobi´ len za cenu ve©kých ²tatistických chýb pri odhade parametrov v re-
gresnom modeli.

det(XTX)−1 = 0

Najjednoduch²í spôsob ako zisti´, £i je prítomná, je pod©a výberového kore-
la£ného koe�cientu medzi dvomi vysvet©ujúcimi premennými. Vysoké hodnoty
(nezáleºí na tom, £i kladné alebo záporné) signalizujú multikolinearitu.

Za multikolinearitu sa nepovaºuje vzájomná závislos´ medzi vysvet©ovanou
a vysvet©ujúcimi premennými. Model s multikolinearitou je citlivý aj na malé
zmeny. Rie²enie multikolinearity:

• Ignorácia

• Vynechanie vysvet©ujúcich premenných, ktoré ju spôsobujú

• Transformácia vysvet©ujúcich premenných, ktoré ju spôsobujú

3Ke¤ prejdeme na závislos´ medzi diferenciami, hovoríme o dynamických modeloch
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Kapitola 3

Autokorela£né metódy pre

�R

V predposlednej kapitole sa budeme venova´ Box-Jenkinsonovej metodológii,
ktorá berie za základ kon²trukciu modelu £asového radu reziduálnej zloºky (tj.
zloºky náhodného charakteru) a zaoberá sa analýzou £asových radov na základe
²peciálnych stochastických modelov ako sú ARMA resp. ARIMA1 modely. Túto
metodológiu objavili George Box a Gwilym Jenkins v roku 1970 a zaoberali sa
tým ako nájs´ nejlep²ie predpovede do budúcna pomocou minulých hodnôt.
Základným zdrojom budú knihy [1, 2, 10].

3.1 Box-Jenkinson metodológia

Box-Jenkinsonova metodológia sa vyzna£uje tým, ºe trend a sezónnos´ sú
modelované stochasticky a kladie dôraz na (auto)korela£nú analýzu. Lineárne
autoregresné modely s k¨zavým priemerom ozna£ujeme ako ARMA, £isto au-
toregresné modely AR a modely s k¨zavým priemerom MA. Základným pred-
pokladom týchto modelov je, ºe hodnota náhodnej premennej Xt v £ase závisí
len od stochastickej (náhodnej) zloºky a od predchádzajúcich náhodných pre-
menných. Závislos´ od predchádzajúcich hodnôt je lineárna.

3.1.1 AR(p) proces

Autoregresný proces AR(p) môºeme zapísa´ v rovnicovom tvare ako

Yt = Φ1Yt−1 + Φ2Yt−2 + · · ·+ ΦpYt−p + εt (3.1)

kde εt je biely ²um a Φ1,Φ2, · · · ,Φp sú AR-koe�cienty.

1Ak pre zdiferencovaný rad vytvoríme model, tak pre pôvodný rad sme vytvorili ARIMA

model
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Kon²trukcia modelu Autokorela£né metódy pre �R

Zavedieme si operátor spätného posunutia, ktorý ozna£íme ako B, pre ktorý
platí BiYt = Yt−i. AR proces vieme pomocou tohto operátora prepísa´ na tvar

(1− Φ1B − Φ2B
2 − · · · − ΦpB

p)Yt = Φp(B)Yt = εt

Aby bol proces AR(p) stacionárny, korene rovnice

(1− Φ1B − Φ2B
2 − · · · − ΦpB

p) = Φp(B) = 0

musia leºa´ mimo jednotkového kruhu.

3.1.2 MA(q) proces

Model s k¨zavým priemerom MA(q) môºeme zapísa´ v rovnicovom tvare ako

Yt = µ+ εt + Θ1εt−1 + Θ2εt−2 + · · ·+ Θqεt−q (3.2)

Po prepísaní pomocou operátora spätného posunutia B, dostaneme nasledovnú
rovnicu

Yt = (1 + Θ1B + Θ2B
2 + · · ·+ ΘqB

q)εt = Θq(B)εt

MA procesy sú vºdy stacionárne. Pri týchto modeloch overujeme, £i sú inverto-
vate©né. Model je invertovate©ný ak korene rovnice

Θq(B) = 0

leºia mimo jednotkového kruhu.

3.1.3 Zmie²aný ARMA(p,q) proces

Proces ARMA(p, q) vzniká zmie²aním AR(p) a MA(q) modelov. V²eobecný
tvar pre tento proces je nasledovný

Yt = Φ1Yt−1 + Φ2Yt−2 + · · ·+ εt + Θ1εt−1 + Θ2εt−2 + · · ·+ Θqεt−q (3.3)

Pomocou spätného operátora

(1− Φ1B − Φ2B
2 − · · · − ΦpB

p)Yt = (1−Θ1B −Θ2B
2 − · · · −ΘqB

q)εt

ARMA(p, q) je stacionárny pod©a AR(p) £asti a invertovate©ný pod©a MA(q)
£asti modelu.

3.2 Kon²trukcia modelu

3.2.1 Identi�kácia modelu

Najskôr sa snaºíme model identi�kova´ pomocou grafu autokorela£nej funkcie.
Z neho vieme zisti´, £i sa jedná o proces AR(p) alebo MA(q). Ak ACF klesá k
nule (resp. striedavo klesá) a PACF je nenulová tak sa jedná o AR(p) proces,
kde p je rovné po£tu nenulových £lenov parciálnej autokorelácie. Naopak, ak
PACF klesá k nule alebo striedavo klesá, tak sa jedná o MA(q) proces, kde q je
dané po£tom nenulových £lenov autokorelácie.
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Kon²trukcia modelu Autokorela£né metódy pre �R

Obr. 3.1: Ukáºka ACF a PACF procesov prvého rádu

Poznámka:2 Ak £leny autokorela£nej funkcie klesajú len ve©mi pomaly, tak
sa jedná o nestacionárny rad a treba ho stacionarizova´.

�al²ou z moºností ako identi�kova´ správny typ modelu je pomocou infor-
ma£ných kritérií ako je Akaikeho informa£né kritérium - AIC

AIC(k, l) = lnσ̂2
k,l +

2(k + l + 1)

n

alebo Bayesovo informa£né kritérium - BIC

BIC(k, l) = lnσ̂2
k,l +

lnn(k + l + 1)

n

kde σ̂2
k,l je odhadnutý rozptyl bieleho ²umu a k je po£et parametrov.

3.2.2 Odhad modelu

Odhad modelu robíme vä£²inou pomocou itera£ných metód av²ak ako po-
mocné nám môºu slúºi´ momentové odhady. Napríklad pre model AR(1) sú
momentové odhady

ϕ̂1 = r1, σ̂
2 = σ̂2

y(1− ϕ̂1r1)

kde musí plati´ pre parameter |r1| < 1. Pre modelMA(1) sú momentové odhady

θ̂1 =
1−

√
1− 4r21

2r1
, σ̂2 =

σ̂2
y

1 + θ̂21

kde pre parameter r1 musí by´ splnená podmienka |r1| < 1/2. �o sa týka
smerodajných odchýlok pre tieto odhady, tak pre proces AR(1) je momentovým
odhadom

σ(ϕ̂1) '
(

1− ϕ̂2
1

n

)1/2

a pre proces MA(1) je smerodajná odchýlka

σ(θ̂1) '

(
1− θ̂21
n

)1/2

2Obr. 3.1 je zo stránky http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/cr09/cv1.html
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Pre zmie²ané ARMA modely sa naj£astej²ie pouºívajú NLS-odhady3, ktoré
vyuºívajú predov²etkým Gauss-Newtonove algoritmy zamerané na minimalizá-
ciu sú£tu ²tvorcov.

3.2.3 Veri�kácia modelu

Diagnostika modelu spo£íva v overovaní, £i je nami zvolený model správny.
Jedným z aspektov na overenie správnosti sú testy stacionarity. Dôleºité je
overi´, £i model sp¨¬a podmienku stacionarity, o ktorej sme hovorili v pred-
chádzajúcej kapitole.

Dickey-Fullerov test

V praxi je vä£²ina £asových radov nestacionárna. Bu¤ sa jedná o determin-
istickú nestacionaritu alebo stochastickú nestacionaritu. Deterministickú spô-
sobuje trend. Po jeho odstránení pomocou regresii sa rad stáva stacionárnym.
Stochastickej nestacionarity sa vieme zbavi´ prechodom na prvé diferencie ∆yt.
Príkladom je náhodná prechádzka s driftom

yt = α+ yt−1 + εt

ktorá sa dá jednoducho stacionarizova´ prvými diferenciami

∆yt = α+ εt

£ím dostávame posunutý biely ²um, ktorý je stacionárny. Tento druh stacionar-
izovania sved£í o prítomnosti jednotkového kore¬a. O prítomnosti jednotkového
kore¬a nám hovorí aj postupné pomalé klesanie korelogramu, av²ak je moºné
to overi´ aj pomocou rôznych testov. Jedným z najpouºívanej²ích je Dickey-
Fullerov test.

Budeme predpoklada´ jednoduchý AR(1) proces daný vz´ahom

yt = ρyt−1 + εt

kde ρ je koe�cient a εt biely ²um. Ak koe�cient ρ = 1, tak sa jedná o jednotkový
kore¬ a teda model je nestacionárny. Regresný model vieme prepísa´ pomocou
prvých diferencií

∆yt = (ρ− 1)yt−1 + εt = δyt−1 + εt

kde ∆ ozna£uje 1. diferencie. Ke¤ budeme testova´ prítomnos´ jednotkového
kore¬a, budeme testova´ nulovú hypotézu

H0 : ∆yt = δyt−1 + εt pre δ = 0

a alternatívu zapí²eme ako

H1 : ∆yt = α+ βt+ δyt−1 + εt pre δ < 0

kde α je absolútny £len a β smernica. Testujeme významnos´ regresného parame-
tra δ v modeli.

DF =
δ̂

σ̂(δ̂)

3NLS = Nonlinear Least Squares, viac v publikácii [13]
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Jedná sa o t-rozdelenie av²ak s ”´ah²ími” koncami ako pri klasickom t-rozdelení,
tj. aby sme mohli zamietnu´ nulovú hypotézu, potrebujeme významej²ie hodnoty
t-pomeru.

Poznámka: Klasický Dickey-Fullerov test sa pouºíva za predpokladu, ºe εt
(reziduálna zloºka) je nezávislým bielym ²umom. Ak ∆yt obsahuje autokorelo-
vanos´, tak musíme pouºi´ roz²írený Dickey-Fullerov test (ADF test). Rozdiel
spo£íva v tom, ºe za nulovú hypotézu budeme bra´

H0 : ∆yt = δyt−1 +

p∑
i=1

γi∆yt−i + εt pre δ = 0

Poznámka: Pri deterministickej nestacionarite sa neodporú£a pouºíva´ difer-
encovanie, pretoºe to vedie k vzniku neinvertovate©ného MA procesu.

Ako ¤al²ie potrebujeme overi´ normalitu reziduí. Pouºijeme Jarqueho-Berov
test, ktorý je zaloºený na sú£asnom testovaní tretieho normovaného momentu4

(²ikmosti) a ²tvrtého momentu(²picatosti). Vychádza zo skuto£nosti, ºe ²ikmos´
normálneho rozdelenia je rovná nule a ²picatos´ je tri. Ak si reziduá ozna£íme
ako εt, tak j-ty normovaný moment vypo£ítame pomocou vz´ahu

m̂j =
1

n

n∑
t=1

εjt , j = 2, 3, 4

�ikmos´ vychádza z predpokladu, ºe medzi kvartilmi je rovnaký po£et prvkov a
nadobúda hodnoty < −1, 1 >. Testovacie kritérium pre ²ikmos´ je

SK =

√
n

6
∗ m̂

2
3

m̂3
2

�picatos´ sú hodnoty, ktoré charakterizujú sústredenie po£etnosti 5 okolo nejakej
hodnoty znaku. Testovacím kritériom v tomto prípade je

SP =

√
n

24

(
m̂4

m̂2
2

− 3

)
Pri Jarque-Beryho teste za nulovú hypotézu chápeme normalitu reziduí. Testo-
vacia ²tatistika je

JB = SK2 + SP 2

Ak je splnená nulová hypotéza6, tak ²ikmos´ aj ²picatos´ sú asymptoticky nor-
mované z normálneho rozdelenia N(0, 1) a ²tatistika JB má rozdelenie χ2(2).

Takisto je potrebné overi´ biely ²um, tj. £i má nulovú strednú hodnotu, kon²-
tantný rozptyl, £i nekoreluje a je z normálneho rozdelenia. �asto sa pouºívajú
takzvané Q-testy7, ktoré testujú významnos´ prvých K autokorelácií odhad-
nutého bieleho ²umu. Kon²tanta K '

√
n, kde n je d¨ºka £asového radu. V praxi

4Normované momenty sú momenty smerodajnej premennej
5�ím sú po£etnosti viac sústredené okolo konkrétnej hodnoty, tým je vrchol ²picatej²í
6Zamietnutie nulovej hypotézy je £asto z dôvodu, ºe reziduá nemajú kon²tantný rozptyl

(je tam prítomná heteroskedasticita)
7Q-testy sa pouºívajú na nájdenie a odstránenie ”outlierov”, £o sú hodnoty, ktoré sa

výrazne odli²ujú od ostatných hodnôt
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sa pre preocesy ARMA(p, q) naj£astej²ie vyuºíva Boxova-Pierceova ²tatistika8

Q = n

K∑
k=1

(rk(ε̂t))
2 ≥ χ2

1−α(K − p− q)

3.2.4 Aplikácia modelu

Ak máme overené, ºe nami zvolený model je správny, tak je viacero spô-
sobov ako ho prakticky aplikova´. Tento model vieme pouºi´ na analýzu min-
ulého vývoja alebo prognostickú aplikáciu. My sa budeme zaobera´ ur£ovaním
prognóz do blízkej budúcnosti. Pre model vypo£ítame hodnoty vysvet©ovaných
premenných pre t = 1, 2, · · · , n a prognózy overíme pre obdobie od t = n +
1, n+ 2, · · · , n+m. Dôleºitým predpokladom pre prognózy je nemennos´ ²truk-
túry modelu a jeho stacionarita.

3.3 Predpovede

Pri Box-Jenkinsonovej metodológii je jednoduché ur£i´ predpovede. �asto
sa jedná o bodové predpovede, ktoré je moºné stanovi´ za predpokladu ak sú
parametre modelu stabilné a máme k dispozícii hodnoty vysvet©ujúcich pre-
menných.

Pre jednoduchos´ si ukáºeme lineárnu predpove¤ pre v²eobecný ARMA(p,q)
model (3.3) s nulovou strednou hodnotou. Základný vz´ah pre skuto£ný výpo£et
predpovedí je

Ŷt+k(t) = Φ1Ŷt+k−1(t)+· · ·+Φpŷt+k−p(t)+ε̂t+k(t)+Θ1ε̂t+k−1(t)+· · ·+Θq ε̂t+k−q(t)

kde t+ k ozna£uje predpove¤ v £ase t posunutú o k krokov dopredu.
Chybu predpovedi ur£íme ako

et = yt − ŷt

kde ŷt predstavuje nami odhadnutú hodnotu a yt skuto£nú hodnotu. Z tohto
dôvodu sa predpovede £asto robia na známich dátach, aby sme mohli overi´
správnos´ predpovedí. Chyby spôsobuje predov²etkým reziduálna zloºka. Medzi
naj£astej²ie pouºívané miery merania kvality predpovedí sa pouºíva:

• suma ²tvorcov náhodnej chyby (Sum of Squared Errors - SSE)

SSE =

n∑
t=1

(yt − ŷt)2 =

n∑
t=1

e2t

• priemerná reziduálna odchýlka (Mean of Squared Errors - MSE)

MSE =
1

n

n∑
t=1

(yt − ŷt)2 =
1

n

n∑
t=1

e2t

8Viac v publikácii [14]
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• priemerná percentuálna odchýlka (Mean Percent Error - MPE)

MPE =
1

n

n∑
t=1

(yt − ŷt)2

y
.100% =

1

n

n∑
t=1

e2t
y
.100%

• priemerná absolútna reziduálna odchýlka (Mean Absolute Error - MAE)

MAE =
1

n

n∑
t=1

|y − ŷ| = 1

n

n∑
t=1

|et|

Poznámka: SSE hovorí o tom, akú £as´ variability £asového radu nemoºno
vysvetli´ pôsobením £asovej premennej. �ím viac sa MSE blíºi k nule, tým je
prognóza presnej²ia.
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Kapitola 4

Praktická £as´

V praktickej £asti tejto práce sa zameriame na reálne dáta, na ktorých si
ukáºeme konkrétny model. Budeme vyuºíva´ 2 £asové rady s dennými hod-
notami (vrátane víkendov), konkrétne spotrebu plynu na Slovenskom území a
spriemerovaný vývoj teploty na tom istom území. Vzh©adom na denný charakter
dát za obdobie jedného roku, si rady rozdelíme na ²tyri £asti pod©a ro£ných ob-
dobí1. Správnos´ modelu overíme pomocou rôznych testov a následne urobíme
krátkodobé predikcie, ktoré aj overíme gra�cky. V²etky modely, testy a predikcie
budeme robi´ v programe EViews 2 (verzia £íslo 5).

Spotreba plynu

Ako prvé sa zameriame na dáta sledujúce dennú spotrebu plynu v m3 na
Slovenskom území, pod©a predajného portfólia Slovenského plynárenského priemyslu,
a.s. (ozn. SPP), za obdobie od 20.12.2008 do 20.12.2009, ktoré záh¯¬ajú v sebe
spotrebu domácností aj ve©kých odberate©ov, ako sú rôzne továrne. Graf pre
toto obdobie je nasledovný:

1Keby sa jednalo o 1/4 ro£né dáta, ktoré by sme mali za dlh²ie obdobie, bolo by potrebné

sa zbavi´ sezónnosti.
2pri práci s programom EViews vyuºijeme príru£ky [4, 5]
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Praktická £as´

Na grafe je vidie´, ºe priliºne od apríla do októbra je výrazne niº²ia spotreba
zemného plynu, £o sa aj dalo o£akáva´, ke¤ºe v lete nie je potrebné vykurovanie
domácností, kdeºto v zimných mesiacoch je spotreba ove©a vy²²ia.

Vývoj teploty

Dáta pre vývoj teploty ovzdu²ia predstavujú spriemerované hodnoty na celé
územie Slovenska a sú získané zo Slovenského hydrometeorologického ústavu.
Hodnoty radu budeme bra´ za rovnaké obdobie ako pre spotrebu plynu a taktieº
budú denného charakteru. Graf pre teplotu:

Na grafe pre vývoj teploty je vidie´, ºe v období pribliºne od apríla do
októbra nastalo oteplenie, £o výrazne ovplyvnilo aj spotrebu plynu. Spolo£ný
graf pre teplotu a plyn (kde sme plyn predelili 1 000 000):
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Praktická £as´

Teraz môºeme vidie´ jasnú zápornú koreláciu medzi teplotou a spotrebou
plynu. �ím je vy²²ia teplota ovzdu²ia, tým je niº²ia spotreba plynu. Koe�cient
korelácie je -0,954324527 a ukáºeme si aj graf závislosti:

Pre jednoduchos´ si dáta rozdelíme pod©a ro£ných období na zimu (20/12/2008-
20/3/2009), jar (20/3/2009-21/6/2009), leto (21/6/2009-23/9/2009) a jese¬ (23/9/2009-
20/12/2009). Modely budeme robi´ najskôr len pre spotrebu plynu a neskôr
pridáme aj vplyv teploty. Správnos´ modelov overíme pomocou rôznych testov
a pomocou predikcií na priliºne najbliº²í mesiac v tom ktorom ro£nom období.
�o sa týka sezónnosti, tak vzh©adom na rozdelenie radov na men²ie úseky kvôli
denným dátam sa so sezónnos´ou pri tvorbe modelov nestretneme.
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Model pre plyn - JESE� Praktická £as´

4.1 Model pre plyn - JESE�

Ako prvé si zoberieme dáta pre obdobie od 23/9/2009 do 20/12/2009, teda
jese¬. Model budeme robi´ len z dát po 1/12/2009 a na zvy²ných si overíme
správnos´ predikcií. Najskôr sa pokúsime urobi´ model pomocou ARMA pro-
cesov len s vyuºitím dát pre spotrebu plynu, £asom do modelu pridáme vplyv
teploty a overíme správnos´ výsledného modelu pomocou predikcií na najbliº²ie
obdobie.

Priebeh spotreby plynu pre toto obdobie vyzerá nasledovne:

Dáta postupne stúpajú od hodnoty pribliºne 5 miliónov po 30 miliónov. Je
to spôsobené predov²etkým poklesom teploty ovzdu²ia. Korelogram pre toto
obdobie:
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Model pre plyn - JESE� Praktická £as´

Ako bolo spomenuté v kapitole 3.2.1., pomalý pokles hodnôt korelogramu
signalizuje nestacionaritu. Jedná sa o stochastickú nestacionaritu, ktorej sa
zbavíme prechodom na prvé diferencie. Po tomto prechode sa nám priebeh dát
zmení na nasledujúci tvar:

Tento rad je uº stacionárny a môºeme prejs´ k identi�kácii modelu. Ako uº
bolo spomenuté, model ur£íme pomocou Box-Jenkinsonovej metodológie s tým,
ºe najskôr nebudeme bra´ do úvahy vplyv teploty. Pri tomto ro£nom období to
bude autoregresný model s k¨zavými priemermi ARIMA(2,1,1). Po odstránení
nesigni�kantných hodnôt (tj. parametrov, ktorých p-hodnota je vy²²ia ako 5%)
dostaneme následný výstup z Eviews:

Z tabu©ky je moºné vy£íta´ hodnoty jednotlivých koe�cientov, hodnoty rôznych
testov ako je napríklad Koe�cient determinácie, Durbin-Watsonova ²tatistika,
Akaikeho kritérium a iné. Model máme odhadnutý a môºeme prejs´ k jeho ver-
i�kácii.
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Model pre plyn - JESE� Praktická £as´

Testovanie modelu

Ako prvé otestujeme, £i sa v tomto, nami vytvorenom modeli nachádza biely
²um. Najskôr je potrebné overi´ normalitu, aby sme následne mohli pomocou
Q-²tatistiky ur£i´ £i sa v modeli nachádza alebo nenachádza biely ²um.

Overenie normality:

Normalitu môºeme potvrdi´ pomocou grafu resp. pomocou p-hodnoty v
pravej £asti tabu©ky. Hodnoty vy²²ie ako 5% signalizujú normálne rozdelenie
reziduí. V na²om prípade je táto p-hodnota pribliºne 10%, takºe môºeme overi´
biely ²um pomocou Q-testov.

Pri Q-²tatistike p-hodnota niº²ia ako 5% signalizuje, ºe sa v modeli ne-
nachádza biely ²um. V tabu©ke pre korelogram pre reziduály sú v²etky p-hodnoty
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vy²²ie ako 5%, a teda sa do rádu jedna nachádza biely ²um, a môºeme sa pozrie´
do rádu dva.

Aj pre druhé mocniny reziduí sa nám potvrdilo, ºe biely ²um je prítomný. Ako
¤al²í z testov pouºijeme Ramseyho test na stabilitu modelu.

Na základe p-hodnoty môºeme tvrdi´, ºe model je dobre ²peci�kovaný, t.j.
nepodarilo sa nám zamietnu´ nulovú hypotézu o dobrej ²peci�kácii modelu.

Posledným z testov bude Whiteov test na zistenie prítomnosti heteroskedas-
ticity, ale z technických prí£in nebolo moºné tento test vykona´, a preto budeme
predpoklada´, ºe heteroskedasticita nie je prítomná.
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Po overení v²etkých potrebných testov môºeme prida´ vplyv teploty. Graf
teploty pre jese¬:

Priebeh grafu ukazuje, ºe v tomto ro£nom období sa ochladilo z pribliºne
15 stup¬ov aº na takmer -15 stup¬ov v decembri, £o ako sme uº spomínali,
výrazne ovplyvnilo spotrebu plynu. Podobne ako pri plyne, aj tento rad nie je
stacionárny. Jedná sa taktieº o stochastickú nestacionaritu, ktorej sa zbavíme
prechodom na prvé diferencie. Graf pre zdiferencovaný rad je nasledovný.

Ke¤ si doplníme k vy²²ie spomenutému modelu vplyv teploty, ktorú sme
stacionarizovali, zmenia sa nám hodnoty v tabu©ke a po upravení a odstránení
nesigni�kantných parametrov dostávame výslednú tabu©ku.
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Je vidie´, ºe napríklad Koe�cient determinácie sa výrazne zvý²il (z hod-
noty pribliºne 0,31 na hodnotu 0,53), £o znamená, ºe model sa zlep²il. Pridanie
vplyvu teploty neovplyvnilo normalitu ani Q-²tatistiku do prvého a druhého
rádu. Nakoniec si ukáºeme rovnicový tvar a overíme predikcie na tomto výsled-
nom modeli3.

Rovnicový tvar

Pomocou hodnôt z tabuliek si napí²eme rovnicový tvar pre daný model. Ak
si spotrebu plynu ozna£íme ako yt, teplotu ako xt potom vieme, ºe platí:

∆yt = 95616.94 + ut

ut = 0.397604ut−1 + 0.848346ut−2 − 0.474466ut−3 + εt − 0.941035εt−2

(1− 0.397604L− 0.848346L2 + 0.474466L3)ut = (1− 0.941035L2)εt

((1−0.397604L−0.848346L2+0.474466L3)(∆yt−95616.94) = (1−0.941035L2)εt

∆yt−0.397604∆yt−1−0.848346∆yt−2 + 0.474466∆yt−3−C = ε−0.941035εt−2

C =
95616.94

1− 0.397604− 0.848346 + 0.474466

∆yt = −247213.3∆xt+C+0.397604∆yt−1+0.848346∆yt−2−0.474466∆yt−3+ε−0.941035εt−2

3V tomto prípade sme sa rozhodli necha´ aj nesigni�kantnú kon²tantu C, pretoºe po jej

odstránení a následnej úprave modelu sme dostali rovnaký predik£ný graf.
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Nepreru²ovaná £iara zodpovedá skuto£nému priebehu dát v období od 1/12/2009
do 20/12/2009, £iara ozna£ená ako DF je ná² odhad, od ktorého je odpo£ítaná a
pripo£ítaná dvakrát hodnota smerodajnej odchýlky. Pokia© sa skuto£né hodnoty
nachádzajú medzi smerodajnými odchýlkami, tak sme overili, ºe je ná² model
správny. Okolo 14/12/2009 skuto£ná hodnota spotreby plynu nespadá do ná²ho
odhadu, £o je spôsobené náhlym zvý²ením spotreby v období od 12/12/2009 do
14/12/2009 aº o pribliºne 6 miliónov. Napriek tomuto neo£akávanému nárastu
sa dá ná² model povaºova´ ako posta£ujúci a správne ur£ený pre dané obdobie.
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4.2 Model pre plyn - JAR

Ako ¤al²ie si zoberieme dáta pre prvé ro£né obdobie. Jar berieme za ob-
dobie od 20/3/2009 do 21/6/2009, ale ako v predchádzajúcom prípade, model
spravíme len z hodnôt po 1/6/2009 a na zvy²ných si overíme správnos´ predikcií.
Ur£ovanie modelu a následné overovanie bude rovnaké ako pri jeseni.

Priebeh spotreby plynu pre toto obdobie vyzerá nasledovne:

Dáta postupne klesajú a usta©ujú sa okolo hodnoty 5 000 000. Je to spô-
sobené predov²etkým zvy²ovaním teploty ovzdu²ia, £o znamená, ºe plyn uº nebol
potrebný napríklad na vykurovanie domácností. Korelogram pre toto obdobie:

Aj tu je pomalý pokles hodnôt korelogramu signalizujúci nestacionaritu. Je
to stochastická nestacionarita, ktorú odstránime prechodom na prvé diferencie,
£ím sa nám priebeh dát zmení na nasledujúci tvar:
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Takýto rad je uº stacionárny a môºeme prejs´ k identi�kácii modelu. Zo za£i-
atku si budeme v²íma´ len spotrebu plynu bez vplyvu teploty. Pri tomto ro£nom
období nám sta£í autoregresný model bez k¨zavých priemerov. Po odstránení ne-
signi�kantných hodnôt dostaneme následný výstup:

Konkrétne sa jedná o autoregresný proces do rádu dva, tj. AR(2). Model
máme odhadnutý a môºeme za£a´ overova´ jeho správnos´.

Testovanie modelu

Najskôr otestujeme, £i sa v modeli nachádza biely ²um. Overíme to pomocou
Q-²tatistiky do rádu jedna aj dva.
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Pri Q-²tatistike je v²ade p-hodnota vy²²ia ako 5% a teda sa v modeli nachádza
biely ²um do rádu jedna a pozrieme sa na druhé mocniny reziduí.

Aj pri druhých mocninách reziduí sa nám potvrdilo, ºe biely ²um je prí-
tomný. Ako v predchádzajúcom období, aj teraz sme po overení normality, het-
eroskedasticity a Ramseyho teste ur£ili model za správny, £o si môºeme potvrdi´
ukáºkou predikcií pre obdobie od 1/6/2009, zatia© bez pridaného vplyvu teploty
ovzdu²ia.
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Modi�kácia modelu

Ako uº bolo spomínané, teraz sa pozrieme na to, £i pridanie teploty ovplyvní
ná² model. Graf teploty pre jar:

Ani tento rad nie je stacionárny. Znova sa jedná o stochastickú nestacionar-
itu, ktorú odstránime prechodom na prvé diferencie. Zdiferencovaný rad vyzerá
nasledovne.
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Po pridaní takéhoto radu do predtým vytvoreného modelu sa nám zvý²i
hodnota Koe�cientu determinácie, £o sa dá povaºova´ za jedno z overení zlep²e-
nia modelu. Q-²tatistika aj po modi�kácii modelu potvrdila prítomnos´ bieleho
²umu. Hodnoty koe�cientov a niektorých ²tatistík sú znázornené v tabu©ke.

Rovnicový tvar

∆yt = −242021.5∆xt − 0.272919∆yt−2 + ε

kde ∆yt je zdiferencovaná spotreba plynu a ∆xt zdiferencovaný vlyv teploty.
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Overenie pomocou predikcií:

V porovnaní s predchádzajúcim grafom (bez vplyvu teploty) pre predik-
cie, tento nový graf vytvorený pomocou modi�kovaného modelu lep²ie opisuje
skuto£ný priebeh dát. Znamená to, ºe vplyv teploty ovzdu²ia na jar výrazne
ovplyv¬uje spotrebu plynu na Slovenskom území a preto je potrebné do modelu
tento £asový rad zahrnú´.
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4.3 Model pre plyn - LETO

Budeme pokra£ova´ rovnako ako v predchádzajúcich prípadoch, len s dátami
pre letné obdobie. Údaje berieme za obdobie od 21/6/2009 do 23/9/2009. S tým,
ºe model ur£íme pomocou dát do 1/9/2009 a správnos´ overíme na zvy²nom
období. Postup pri identi�kácii a veri�kácii modelu bude totoºný.

Dáta pre spotrebu plynu v lete:

V tomto období sa spotreba plynu pohybuje v rozmedzí od 4 miliónov do 7,5
milióna narozdiel od jari, ke¤ hodnoty dosahovali aº 20 miliónov. Korelogram
pre dané dáta:

35



Model pre plyn - LETO Praktická £as´

Podobne ako v predchádzajúcom prípade, aj tu hodnoty klesajú pomaly, £o
znamená, ºe rad je stochasticky nestacionárny, preto ho stacionarizujeme po-
mocou diferencií. Pouºitím 1. diferencií sa dáta zmenia a dostaneme nasledovný
graf:

Takýto rad je uº stacionárny a môºeme odhadnú´ model.

V tomto prípade sa jedná o autoregresný model s k¨zavými priemermi,
tj. ARIMA(5,1,2) model o£istený o nesigni�kantné koe�cienty. Model je sta-
cionárny a invertovate©ný, £o je znázornené v spodnej £asti tabu©ky. Pomocou
Q-²tatistiky sme overili, ºe sa tam nachádza biely ²um pre reziduá aj druhé
mocniny reziduí. Napí²eme si rovnicový tvar a £i je model dobrý, overíme na
predikciách urobených pre obdobie od 1/9/2009 do 23/9/2009.
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Rovnicový tvar

∆yt = 0.235012∆yt−1−0.868314∆yt−2−0.305727∆yt−4−0.326182∆yt−5+ε+0.472165εt−2

Overenie predikcií:

Vplyv teploty

Graf pre teplotu v lete:

Tento rad je stacionárny, a preto nie je potrebné ho stacionarizova´ a môºeme
ho priamo prida´ do modelu.
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Pod©a ve©kosti pravdepodobnosti znázornenej v poslednom st¨pci v tabu©ke
vieme ur£i´, £i je ten, ktorý parameter signi�kantný alebo nie. Vidíme, ºe hod-
nota pri teplote je vy²²ia ako 5%, a teda tento parameter je nesigni�kantný.
Znamená to, ºe v lete nie je potrebné do modelu zahrnú´ vplyv teploty, £o sa
dalo aj o£akáva´, pretoºe nezáleºí na tom, £i je 16 alebo 26 stup¬ov, vykurovanie
uº nie je potrebné a spotreba plynu je nezávislá od teploty ovzdu²ia. Ke¤ºe sa
nám model nezlep²il, pouºijeme predchádzajúci model, ktorý uº máme napísaný
v rovnicovom tvare, a pre ktorý uº máme aj ukáºku predikcií.

Ako dôkaz, ºe vplyv teploty je v tomto období nepodstatný si môºeme ukáza´
graf predikcií po pridaní teploty.

Graf nám potvrdil, ºe na²e úvahy boli správne.
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4.4 Model pre plyn - ZIMA

Ako posledné obdobie si zoberieme zimu. Z dôvodu dostupnosti dát, neb-
udeme bra´ toto obdobie od 20/12/2009 ale o rok skôr, tj. od 20/12/2008 po
20/3/2009. Rovnako ako v predchádzajúcich prípadoch aj tu odhadneme model
z dát pre 2 mesiace a overíme od 1/3/2009 do konca obdobia. Spotreba plynu
v zime vyzerá nasledovne:

V tomto prípade je spotreba plynu najvy²²ia spomedzi v²etkých období a
dosahuje hodnoty aº 30 miliónov. Korelogram pre tieto dáta:

Znova sa jedná o stochastickú nestacionaritu, kvôli pomalému poklesu hod-
nôt. Potrebujeme z tohto radu spravi´ rad stacionárny. Pouºijeme 1. diferencie
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a dostaneme graf s upravenými hodnotami.

Takýto rad uº je stacionárny a môºeme pomocou neho odhadnú´ model.

Jedná sa o autoregresný model AR(4). Model je stacionárny a môºeme prejs´
k veri�kácii.

Testovanie modelu

Rovnakým postupom ako pri ostatných obdobiach aj tu overíme, £i sa v
modeli nachádza biely ²um pomocou Q-²tatistiky. Najskôr si ale ukáºeme, £i sú
reziduá z normálneho rozdelenia.
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P-hodnota je pribliºne 0.78, tj. vy²²ia ako 5%, £o potvrdzuje normálne rozde-
lenie a prejdeme ku Q-testom.

A e²te overíme Q-²tatistiku pre druhé mocniny reziduí.
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V²etky hodnoty p-value sú vä£²ie ako 5% a teda sa tam biely ²um nachádza
a môºeme prejs´ k overovaniu správnosti daného modelu pomocou predikcií.
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Vplyv teploty

Pri tomto období o£akávame, ºe nám pridanie teploty pomôºe zlep²i´ model,
ke¤ºe v zimných mesiacoch je teplota ovzdu²ia najniº²ia. Graf pre teplotu v
zime:

Teplota ovzdu²ia nadobúda hodnoty pribliºne od -12 po 7 stup¬ov. Korel-
ogram pre teplotu vyzerá podobne ako pre plyn, tzn. rad je nestacionárny a
stacionarizujeme ho pomocou prvých diferencií. Zdifrencovaný rad vyzerá nasle-
dovne:
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Teraz do modelu zahrnieme vplyv teploty.

Jedná sa o autoregresný model AR(4). Hodnota Prob. pri teplote je niº²ia
ako 5%, takºe vplyv teploty je dôleºitý. Ukáºeme si rovnicový tvar a overenie
pomocou grafu pre predikcie.

Rovnicový tvar

Rovnica:
C =

74141.55

1− 0.943658 + 0.740926− 0.508100 + 0.275009

∆yt = −74141.55∆xt+C+0.943658∆yt−1−0.740926∆yt−2+0.508100∆yt−3−0.275009∆yt−4+ε

Overíme správnos´ modelu na dvadsiatich dátach od 1/3/2009 do 20/3/2009
podobne ako pri predchádzajúcich modeloch.
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Graf sa zlep²il, av²ak nie aº tak výrazne ako to bolo po pridaní teploty v
jarnom období, £o sme aj mohli o£akáva´, ke¤ºe v jarných resp. aj v jesenných
mesiacoch sú najvä£²ie teplotné zmeny, £o sa odráºa aj na spotrebe plynu na
Slovenskom území.
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Záver

Cie©om tejto práce bolo na za£iatku priblíºi´ £itate©ovi základné teoretické
poznatky o £asových radoch, ich niektorých vlastnostiach a ²pecializova´ sa
na ARMA modely, ktoré sa vyuºívajú na tvorbu krátkodobých predikcií pre-
dov²etkým v ekonómii, a následne aplikova´ teóriu na reálnych dátach. �asový
rad zachytával spotrebu zemného plynu na území Slovenskej republiky za ob-
dobie od 20/12/2008 do 20/12/2009. Dáta boli denného charakteru (vrátane
víkendov).

Pri tvorbe prvého modelu sme sa pokúsili pracova´ s celým £asovým radom,
ale kvôli nepriaznivým výsledkom niektorých testov sme sa nakoniec rozhodli
tento rad rozdeli´ na 4 £asti pod©a ro£ných období. Metódou ”pokus, omyl” sme
po vyskú²aní viacerých modelov nakoniec vybrali tie, ktoré najlep²ie opisujú
priebeh radu. Nakoniec sme teda mali ²tyri �nálne modely pre spotrebu plynu.

V snahe vylep²i´ dané modely sme si zobrali ¤al²í rad, ktorý zachytáva vývoj
teploty ovzdu²ia v rovnakom období na rovnakom území. Tento rad sme tam
pridali ako vysvet©ujúcu premennú. Vo vä£²ine prípadov sa potvrdilo, ºe teplota
ovzdu²ia výrazne ovplyv¬uje spotrebu plynu. Jedinou výnimkou bolo obdobie
ke¤ teplota dosahovala stále hodnoty viac ako 16 stup¬ov.

V snahe e²te viac vylep²i´ modely sme sa pokúsili z radov odstráni´ víkendy,
a pracova´ len s pracovnými d¬ami, £o ale neviedlo k zlep²eniu výsledkov a
preto sme ich do práce nezahrnuli. �al²ím rie²ením bolo rozdeli´ £asový rad o
spotrebe plynu na ve©kých odberate©ov a domácnosti, £ím by sme dostali dva
samostatné rady, ale ani toto rie²enie neviedlo k celkovému zlep²eniu.

Jedným z ¤al²ích cie©ov bolo navrhnú´ nové druhy premenných o charaktere
po£asia, ktoré by mohli pomôc´ spresni´ prognózy SPP. Po dlhom premý²©aní
sme usúdili, ºe ºiadny iný vplyv, okrem teploty ovzdu²ia nie je dôleºitej²í pre
spotrebu plynu, pretoºe v²etky meteorologické podmienky, ako je dáº¤, sneh a
iné sa v kone£nom dôsledku odzrkadlia na teplote ovzdu²ia.
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