UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

Technické rezervy v nezivotnom poisteni

DIPLOMOVA PRACA

2012 Be. JAROSLAVA GATIALOVA



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

TECHNICKE REZERVY V NEZIVOTNOM POISTENI

Diplomova praca

étudijny program: Ekonomicka a finanéna matematika

Studijny odbor: 9.1.9 Aplikovana matematika

Skoliace pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Skolitel: RNDr. Andrej Nather, Csc.

Ko6d SU SR: 1114

BRATISLAVA 2012

Be. Jaroslava Gatialova



27073324

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Bc. Jaroslava Gatialova

Studijny program: ekonomickd a finan¢nd matematika (Jednoodborové
studium, magistersky II. st., denna forma)

Studijny odbor: 9.1.9. aplikovana matematika

Typ zaverecnej prace: diplomova

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Nazov: Technické rezervy v nezivotnom poisteni

Ciel’: Cielom diplomovej prace je popisat metdody vypoctu rezerv v nezivotnom
poisteni. Studentka sa bude snazit' nadviazat na svoju bakalarsku pracu:
Rezervy — ich vypocet a vyznam v zivotnom a nezivotnom poisteni, nakol'ko
metoédy vypoctu sa stale vyvijaju a zdokonal'uji. Okrem deterministického
pristupu sa bude venovat’ hlavne stochastickému sposobu vypoctu rezerv.
Taktiez aplikuje popisané postupy na konkrétny priklad a uvedené postupy
porovna.

Veduci: RNDr. Andrej Néather, PhD.

Katedra: FMFLKAMS - Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky

Datum zadania: 13.01.2011

Datum schvalenia: 14.01.2011 prof. RNDr. Daniel Sevéovié, CSc.

Student

garant Studijného programu

veduci prace



Vyhlasujem na svoju ¢est, ze som diplomovt priacu Technické rezervy v nezivotnom
?

poisteni napisala samostatne a vyhradne s pouzitim uvedenej literatury a dalSich in-

formacnych zdrojov.

V Bratislave dia 16. aprila 2012

Be. Jaroslava Gatialova



Podakovanie:

Rada by som podakovala RNDr. Andrejovi Natherovi, Csc. za vedenie diplomovej
prace, za cenné pripomienky a odborné rady, ktoré mi poskytol a Cas straveny pri

konzultaciach.



Abstrakt

Nézov prace: Technické rezervy v nezivotnom poisteni

Pracovisko: Katedra aplikovanej matematiky a statistiky, FMFI UK v Bratislave
Autor: Be. Jaroslava Gatialova

Veduci diplomovej prace: RNDr. Andrej Nather, Csc.

Stupen odbornej kvalifikdcie: Magister. Bratislava: FMFI UK. 2012

KIucové slova: rezerva, poistné plnenie, nezivotnd poistoviia, retazovo-rebrikova me-
toda, separacna metoda, metoda Bornhuetter - Ferguson, Poissonov model, Mackov

model.

Témou diplomovej prace je odhad technickych rezerv v nezivotnom poisteni. Prica je
rozdelend na 8 casti. V prvej kapitole sme sa venovali vyznamu a potrebe vytvarania
technickej rezervy. V druhej kapitole sme porovnali vyhody a nevyhody stochastického
a deterministického pristupu odhadu. V dalsej kapitole sme uviedli oznacenia, ktoré
st pouzité v celej praci. V nasledujicej kapitole sme popisali postup odhadu rezerv
deterministickym postupom. Najdolezitejsia piata kapitola je venované stochastickému
pristupu odhadu rezerv, ktoré davaja rovnaké vysledky ako refazovo - rebrikova me-
toda. Pri kazdom modeli sme uviedli predpoklady, za ktorych je mozné model pouzit.
Ak maju poistné plnenia aj zaporni hodnotu, tak mézeme pouzit niektoré z popisanych
metod v Siestej kapitole. Rozdiel medzi odhadovanou a skuto¢nou hodnotou poistného
plnenia urc¢uje chyba odhadu, ktorej sme sa venovali v siedmej kapitole. V posled-
nej, 6smej, kapitole boli aplikované popisané postupy odhadu rezerv na data dvoch

poistovni.



Abstract

Thesis title: The technical reserves in non-life insurance

Department: Department of Applied Mathematics and Statistics, Faculty of Mathe-

matics, Physics and Informatics, Comenius University in Bratislava
Author: Be. Jaroslava Gatialova

Supervisor: RNDr. Andrej Nather, Csc.

Level of professional qualification: Master. Bratislava: FMFI UK. 2012
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The theme of this thesis is the estimation of technical reserves in non-life insurance.
The thesis is divided into 8 parts. In the first chapter, we discuss the importance and
necessity establishment of technical reserves. We compared the advantages and disad-
vantages of stochastic and deterministic approach of estimation in the second chapter.
In the next chapter we introduced the designations used throughout the work. Then
we described the process of estimating of reserves by the deterministic approach. The
most important chapter,which is the fifth in order, is devoted to stochastic approach
of estimating reserves, which give the same results as a chain - ladder method. For
each model we introduced conditions under which it is possible model to use. If claims
have also a negative value, so we can use some of the methods described in chapter
six. The difference between actual and estimated values of claims is determined by es-
timation error, which we interested in the seventh chapter. In the last eighth chapter,
were applied described methods for estimating reserves on data from two insurance

companies.



Predhovor

Diplomova praca s nazvom Technické rezervy v nezivotnom poisteni nadvizuje na
bakalarsku pracu Rezervy - ich vypocet a vyznam v zZivotnom a nezivotnom poisteni.
V bakalarskej préaci nebolo dostatok priestoru pre podrobnejsi popis postupu odhadu
rezerv v nezivotnom poisteni, tak sme sa rozhodli tejto téme venovat v celej diplomovej

praci.

Hlavnou témou je popis metdéd na odhad rezerv a aplikicia postupov na datach pois-
tovne. Deterministické postupy aplikujeme na data zname z bakalarskej prace. Postup
retazovo-rebrikovej metody, Poissonovho a Mackovho modelu pouZijeme na data ne-

meckej spolo¢nosti. Cielom préce je
e poskytnut ¢itatelovi prehl'ad o postupoch odhadu rezerv pouZivanych poistoviiami
e zistit, ¢i je vhodnejSie pouzivat deterministicky alebo stochasticky pristup

e dokazat, 7ze vybranymi stochastickymi postupmi dostaneme rovnaké vysledky ako

v pripade retazovo - rebrikovej metody

V praci sa venujeme deterministickému pristupu odhadu rezerv, popiseme ho viacerymi
metodami. NajdolezitejSia ¢ast prace je venovana stochastickému pristupu, ktorého
postupy su efektivnejsie, no napriek tomu sa v praxi nevyuziva v takej miere ako de-
terministicky pristup. Uvedieme teoretické postupy na odhad rezerv, ktoré nasledne
aplikujeme na data. Venujeme sa iba tym stochastickym postupom, ktoré davaji rov-

naké vysledky ako pri deterministickom pristupe retazovo - rebrikovej metody.

Najvacsim prinosom prace je popis metdéd na odhad rezerv stochastickym pristupom,
ktory sa v slovenskej literatire bud nenachadza, alebo je velmi stru¢ne popisany, ako
aj aplikiacia postupov v praxi. Postupy deterministickych metod boli aplikované na

data v softvére Excel a postupy stochastickych metéd v programe R.
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Uvod

Technické rezervy sa v nezivotnom poisteni nepocitaji, ale odhaduji, nakolko zis-
tenie skuto¢nej vysky skod moze trvat velmi dlhé ¢asové obdobie. Spravny odhad tech-
nickych rezerv je z hladiska efektivneho fungovania poistovne velmi dolezity. Poistné
zmluvy si zvycajne uzatvarané na kratke c¢asové obdobie. To vSak neznamend, Ze po
ukonéeni a nepredizeni zmluvy povinnosti poistovne konéia. Naopak, mohlo sa staf,
ze z nejakého dovodu skodova udalost nebola nahlasena, napriek tomu, Ze sa stala v
obdobi na ktoré bola zmluva uzavreta. Alebo udalost bola nahlasené, ale nebola v
tomto obdobi vybavena. Tieto dve rezervy st vytvarané v najdolezitejsej rezerve nezi-
votného poistenia, a to v rezerve na poistné plnenia. Nezivotna poistoviia okrem tejto
rezervy vytvara eSte niekol’ko druhov rezerv. Najmé pri spomenutej technickej rezerve
na poistné plnenia sa moze stat, ze pri opakovanom nespravnom stanoveni rezerv sa

poistoviia dostane do finan¢énych problémov.

Rezervy je mozné odhadovat roznymi metdédami. Na niektoré stac¢i zakladna znalost
matematiky a podla postupu metody dokaze ¢itatel urcit rezervu. VSetky tieto postupy
patria medzi metody deterministického pristupu. Sa velmi vyuZivané v praxi, ako aj
popisované vo viacerych literaturach kvoli svojej jednoduchosti. Pri tychto metodach
nie je potrebna znalost predpokladov pouzitia metédy. Naopak vyhodou deterministic-
kého pristupu je zohladnenie vonkajsich vplyvov, ako st napriklad zasluZené poistné
a inflacia. Medzi najznamejsie metddy patria retazovo - rebrikova metoda, separacné

metoda, metoda Bornhuetter - Ferguson a Cape Code metoda.

Dalsi sposob odhadu rezerv je pomocou stochastického pristupu. Pri kazdom modeli
je uvedenych niekolko predpokladov, ktoré musia byt splnené pre spravny odhad re-
zerv. Lepsie sa da teda urcit, ¢i su data vhodné pre dany model odhadu rezerv. V
praci sme sa venovali len modelom, ktoré davaja rovnaké vysledky ako retazovo - re-
brikovad metéda deterministického pristupu. Moéze sa zdat zbyto¢né, komplikovat si
pracu chapanim predpokladov, ked deterministicky pristup je jednoduchy. Stochas-

tické modely su velkym prinosom pre odhad rezerv a maju mnoho vyhod oproti de-
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terministickému pristupu. Velkou vyhodou stochastickych modelov je, Ze davaju lepsie
informacie o vysledkoch. Mé7zu slazit na takzvana skasku spravnosti, ¢i je retazovo -
rebrikova metoda vhodné pre dany subor dat. Medzi stochastické modely, ktoré da-
vaju rovnaké vysledky ako refazovo - rebrikova metoda patria multiplikativny model,

Poissonov model a Mackov model.
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Kapitola 1

Technické rezervy v nezivotnom

poisteni

V tejto kapitole sme pracovali s literatarou [2, 3, 16].

Technické rezervy vytvara poistovatel ako néklady, aby bolo mozné plnit zavizky
plynice z poistovacej ¢innosti, ktorych vznik je pravdepodobny, ba az isty, ale nie je
isty ¢as vzniku alebo jeho velkost. Komeréna poistoviia musi vytvarat technické rezervy
k financovaniu svojich zavizkov, nakolko je to dané zakonom o poistovnictve. Vykaz
o tvorbe a vyske technickych rezerv musi poistoviia predlozit ministerstvu vzdy k da-
tumom 31.3., 30.6., 30.9. a 31.12. bezného roku, a to v lehote do 30 dni po uvedenych

datumoch.

Kazda nezivotna poistoviia méa portfolio poistiek. Niektoré z nich prepadnt bez toho,
aby si poistenec uplatnil narok, niektori poistenci si uplatnia narok aj viac ako raz.
V neZivotnom poisteni je doba poistenia zvycajne jeden rok. Po tomto roku poistenec
bud zmluvu predizi alebo zrusi. Ak sa poistenec rozhodne zmluvu zrusit, nutne to nez-
namend, 7e poistoviia uz nemé voci poistencovi zavazky. Vsetky zavizky, ktoré vznikli
v poistnej dobe, ale z nejakého dévodu neboli nahlasené, musi poistovna dodrzat. Na
zavizky poistovne voéi poistenym, si musi poistoviia odkladat ¢ast poistného. Tato

¢ast sa nazyva rezerva poitstovne.

1.1 Rozdelenie technickych rezerv v nezivotnom pois-

teni

Ak je poskytovana poistna ¢innost v jednom alebo viacerych poistnych odvetviach,

podla zakona musi poistoviia vytvarat rezervy:

14



e rezerva na poistné plnenia

e rezerva na nezasluzené poistné

e rezerva na prémie a zlavy na poistnom
e vyrovnavacia rezerva

e rezerva poistného nezivotnych poisteni
e iné rezervy

Pod pojmom iné rezervy treba rozumiet moznost poistovni ziadat o sihlas vlady na

tvorbu inych, vyssie neuvedenych rezerv.

Podrobny popis rezerv sa nachadza v bakalarskej praci [13]. My sa tu budeme veno-
vat vyrovnavacej rezerve v kapitole 1.2 a najdolezitejSej rezerve v nezivotnom poisteni:

technickej rezerve na poistné plnenia v kapitole 1.3.

1.2 Technicki rezerva na vyrovnavanie mimoriadnych
rizik

V zbierke zakonov ¢. 95/2002 o poistovnictve: o zmene a doplneni niektorych
zékonov, ktort je mozné si precitat v [16], je definovana tvorba a vypocet technickej re-
zervy na vyrovndvanie mimoriadnych rizik tiez nazyvanej vyrovndvacia rezerva. Tato
rezerva je urcend na vyrovnavanie vykyvov vo vyplatach poistnych plneni budicich
rokov a na momentalne vyrovnavanie zvySenych nakladov v poistovacej ¢innosti, ktoré
vznikni kolisanim $kodového pomeru, ktoré poistovatel nedokaze ovplyvnit. gkodovg]
pomer je pomer medzi ¢istym poistnym plnenim a ¢istym zaslizenym poistnym pocas
sledovaného obdobia. Vykyvom v poistovacej ¢innosti sa rozumie stav, ked Skodovy
pomer prekroc¢i za sledované obdobie horni hranicu stanovent vyhldSkou. Kolisanie
priebehu nemusi byt len ndhodné, ale moze byt aj predpovedatelné, ako napriklad:

ekonomické cykly, klimatické zmeny, atd. Rezerva sa vytvara z prijatého poistného.
Vyrovnavacia rezerva sa urcuje metddou kvalifikovaného odhadu, t.j. podla objemu

poistného a poistného rizika vyplyvajliceho z uzavretych poistnych zmlav a spdsobu

ich zaistenia.

15



1.3 Technicki rezerva na poistné plnenia

Je najdolezitejsia rezerva v nezivotnom poisteni, nakolko od jej spravneho urcéenia
zavisi ziskovost poistovne. Podcenenie odhadu rezerv vedie k jej velkym finanénym
problémom. Vyska rezervy musi zahfhat aj naklady spojené s vybavenim poistne]

udalosti.

Odhad rezervy na poistné plnenia sa podla zdkona uskuto¢iuje dvoma sposobmi. Pri
prvom spdsobe sa vyska technickej rezervy na poistné plnenie v nezivotnom poisteni
urcuje ako sihrn technickych rezerv na poistné plnenia pre jednotlivé poistné udalosti.
Ak sa vyska rezervy neda stanovit predchadzajicim postupom, tak sa pouziji mate-

matickostatistické metody.

V nezivotnom poisteni to nefunguje tak, ze hned ako vznikne poistny narok, tak je
poistencovi vyplatena poistnd suma. Pri poistnych udalostiach moze zistenie skutocne;j
vysky skody trvat aj niekolko rokov. Vzniknuté, ale dosial nevybavené poistné udalosti,

tzv. IBNS §kody tvoria zna¢ny podiel celkového objemu §kod a delime ich:

e [BNR skody (z anglického Incurred But Not Reported) - vzniknuté poistné udalosti,

ale eSte nenahlisené

e RBNS skody (z anglického Reported But Not Settled) - hlasené skody, ale zatial

nezlikvidované

Odhad IBNR a IBNS rezerv sa uskuto¢nuje pomocou matematickostatistickych metod
popisanych v nasledujicich dvoch kapitolich. Ak to nie je mozné z objektivneho
dovodu, napriklad poistoviia vykonava ¢innost menej ako 5 rokov a nema teda dostatok
udajov na odhad rezerv matematickostatistickymi metodami, pouzije metodu kvalifiko-

vaného odhadu.
Rezerva RBNS sa vid¢sinou tvori z hodndt jednotlivych pu, ked likvidator bud na

zaklade svojho odhadu alebo zauZivanej praxe v poistovni oceni predpokladant vysku

budticeho pp a postupom casu svoje odhady spresnuje.
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Kapitola 2

Uvod k deterministickému a

stochastickému odhadu rezerv

V tejto kapitole sme erpali z literatury [5].

Stochastické modely robia predpoklady o ocakavanej hodnote budicich poistnych
plneni (d'alej oznacené ako pp) a o variancii buduacich pp. Deterministické modely
su Casto pouZivané bez velkej znalosti predpokladov. Preto velkou vyhodou pri sto-
chastickych modeloch je, Zze najprv musia byt vyslovené predpoklady, nez sa za¢ne so

samotnym odhadom.

Stochastické modely dovoluju testovanie roznymi technikami. Pri deterministickom
pristupe sa robi bodovy odhad budtcich pp v danej peridde. Aktualne pp moézu byt
odlisné od oc¢akavanych pp a pri odhade rezerv deterministickym pristupom sa tomuto
faktu nepriklad4 ziadny vyznam. Stochastické modely umoznuji poistnému matemati-
kovi skimat, Ze buduce pp klesaji s urc¢itou mierou spolahlivosti a mozu byt povazo-

vané za indikator toho, ¢i je model pre dané data vhodny.

Nevyhodou stochastickych modelov je, Ze ich vysledky byvaja predmetom kritiky, ak
st predpoklady prili§ jednoduché a teda nereélne. Dalsou nevyhodou je, Ze poskytuja
maly priestor pre zaclenenie vonkajsich faktorov do odhadu rezerv. Tato nevyhoda je
velkou vyhodou pri deterministickom pristupe, nakol'ko kazda metoda tohto pristupu
ma svoje $pecifikia a zohladhuje napriklad skodovy pomer, infliciu, zasluZené poistné

a Iné.

Odhad rezerv pomocou stochastickych modelov méze byt vykonany velmi rychlo, ale

vyzaduje sa ista znalost Statistiky a pocitacovych softvérov. Vysledky ziskané stochas-

17



tickym pristupom st zlozitejSie na interpretaciu a pochopenie, ked to porovname s

niektorymi jednoduchymi metédami deterministického pristupu.

Dobry stochasticky model je ten, ktory mé& dostatok parametrov na popis charak-
teristik dat, ale nie zas a7z tak vela, aby sa model stal zlozitym, neprehladnym a
tazko pochopitelnym. Pocet parametrov stipa s klesajucou silou odhadu. Dobry model
udrZiava data neupravené, lebo mala zmena v datach moze viest k ve[kym zmenam v
parametroch modelu, ¢o moze viest k nepresnému odhadu rezerv. Dobry stochasticky
model by mal byt schopny testovat predpoklady. Testovanie predpokladov by malo
umoznit poistnému matematikovi va¢sie pochopenie charakteristiky dat a vacgiu kon-

trolu nad hodnotami.

Klasické retazovo - rebrikova metoda bola vyvinuta ako nestochastickd. Bolo ale doké-
zané, 7e je ¢im dalej, tym viac zaloZzené na stochastickom modeli a uz sa menej vyuziva
vo svojej povodnej podobe. Stochasticky model totiz umoznuje retazovo - rebrikovej
metode Sirsi rAmec modelovania dat. Tieto modely poskytuja rieSenia aj v tych pri-

padoch, ked deterministicky pristup zlyha.

Uzito¢nost stochastickych modelov je nezanedbatelna, poskytuju viac informécii, ktoré
mozu byt uzitoéné pri odhade rezerv ako aj celkového manazmentu poistovni. Hlav-
nou vyhodou pri stochastickych modeloch je schopnost presnejsie odhadnut rezervy a
velka pozornost sa kladie aj na chyby odhadu. Hlavnou vyhodou pri deterministickom

pristupe je jednoduchost modelov, ako aj postup odhadovania rezerv.
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Kapitola 3

Oznacenie pre deterministické a

stochastické odhady

V tejto kapitole sme pracovali s literatirou [6].

V deterministickom pristupe odhadu budt hodnoty znacené malymi pismenami. Ku-
mulované pp ozacujeme ¢;; a nekumulované p; ;. Ak budd zname, tak sa buda oz-
nacovat bez striesky. Ak ich postupne vypoc¢itame, budd znac¢ené strieskou nad malym

pismenom.
V stochastickom pristupe budeme pouzivat velké pismené, ak sa jedna o nahodné pre-

menné a malé pismend pri znamych udajoch. Odhady ozna¢ime velkymi pismenami a

strieSkou.
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Kapitola 4

Deterministické met6dy na odhad

rezerv

V tejto kapitole sme ¢erpali z literatury [1, 2, 3, 4, 13, 14].

Kazda nezivotna poistoviia mé niekolko produktov. Spravne by mala odhadnut

rezervu pre kazdé odvetvie zvlast a nakoniec tieto rezervy spocitat.

Spravne odhadnutie rezerv je velkym problémom, nakolko je potrebné brat do avahy
faktory, ktoré ovplyviiuji poistoviiu. Napriklad ochota preplacat poistné plnenia, mo-
mentalna politika nezivotnej poistovne a administrativne postupy patria medzi vni-
torné faktory. Medzi vonkajsie faktory patria ocakdvané ekonomické zmeny, zmeny

vyhlasok, zmeny predpisov a inflacia.

Medzi najznémejSie postupy odhadu rezerv patria:
e Retfazovo - rebrikovd metdda
e Separacnd metdda
e Metoda Bornhuetter - Ferguson

e Metoda Cape Cod

Tieto metddy vychadzaja z tzv. trojuholnikovej schémy. Predpokladame, Ze pri naSom
nedefinovanom type poistenia je potrebnych n rokov na tplnu thradu skod. Roky
vzniku poistnej udalosti ¢ budu riadky v nasej tabulke a vyvojové roky j (kolko rokov
uplynulo od vzniku $kody po jej vyplatenie) budi stlpce, pricom i,7 = 1,...,n. V
Tavom hornom trojuholniku st doteraz vyplatené pp ¢; ; za poistné udalosti (dalej oz-

nacované ako pu) vzniknuté v roku ¢ a vyplatené do konca roku j. Na hlavnej diagonéale
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je uvedeny aktuélny stav vyplatenych poistnych plneni ku koncu roku n. Skody, ktoré
vznikli v roku 1 sa do roku n zlikviduji samé, preto nie je potrebna tvorba rezervy.
Nagou tlohou je odhadnut dolny trojuholnik, respektive posledny stipec tabulky a
pomocou neho dopocditat rezervy pre kazdy rok vzniku poistnej udalosti. Vsetky hore-

popisané udaje sa nachadzaju v tabulke 4.1.

Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 |2 [ n-1]n
1 c1,1 €12 |- | Cy |- | Clne1 | Cn
2 C2.1 C2.2 .. C2,4 .. C2n—1
) Ci1 Ci2 . Ci,j
n—1 Cn—1,1 | Cn—12
n Cn,1

Tabulka 4.1: Horny vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi pp

Kazda metoda na odhad rezerv by mala obsahovat ¢ast, ked sa vynechaju nejaké tdaje,
napriklad sa vynecha posledny rok a spravi sa cely postup na tychto zredukovanych
datach. Nakoniec sa porovnaju vysledky so skutoénym neredukovanym stavom. Tymto

si overime, ¢i sme zvolili spAvnu metdédu na odhad rezerv.

4.1 Separac¢ni metodda

V polovici sedemdesiatych rokov 20. storocia inflicia nadobudla svoje maximé a
metody retazovo - rebrikova metdoda bez zohladnenia inflacie a retazovo - rebrikova
metdda so zohladnenou inflaciou sa stali nevyhodnymi, pretoze bolo ¢oraz tazsie odhad-
nut priebeh budicej inflacie. Australsky aktuar G. Taylor uverejnil postup separac¢ne]
metody v roku 1975. Oproti retazovo - rebrikovym metdédam mala vyhodu, Ze jej

siucastou bol odhad miery inflacie.

Vysvetlime dva sposoby odhadu rezerv pomocou separacnej metody:

e pristup, ked pozname pocet skod, vysku skuto¢nej priemernej individuélnej Skody

a vyplateny konstantny podiel
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e pristup, ked sa aplikuje retazovo - rebrikovd metoda na diagonély usporiadané

do riadkov

Druhy pristup podrobne vysvetlime v kapitole 4.2, Bornhuetter - Fergusonova metoda,
nakolko budeme vyuZivat tabulky B-F metody v postupe odhadu rezerv separacnou

metodou.

4.1.1 Prvy pristup odhadu rezerv separa¢nou metédou

Predpokladédme, 7Ze ak by neexistovala inflacia, tak v kazdom vyvojom roku j bez
ohladu na rok vzniku pu i by bola z celkovej 8kody vyplatena konstantna cast r;. Tito
cast nazyvame konstantny podiel Skody. Za predchidzajiceho predpokladu by sa

-

nemenila priemernd vyska individudlney Skody c v celom pozorovanom obdobi.

Skutoénu vysku priemernej individudlney skody v roku i+ j, kde 7 je rok vzniku
PU a j pocet rokov, ktoré uplynuli od vzniku prislichajicej pu, oznac¢ime \; ;. Hodnoty
individualnej skody si v konstantnej vyske pre kazdy kalendarny rok, t.j. hodnoty st
konStantné pre vSetky kombinécie 7, j vtedy, ak je sucet i + j konStantny. Z tohto nam
vyplyva, Ze hodnoty A;;; st konStantné na kazdej diagondle vyvojového trojuholnika.
Rozdiel hodnot vysky priemernej individualnej skody v roznych kalendarnych rokoch

je sposobeny zmenou mier inflacie.

Zadanae:

e nekumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi poistnymi plneniami

e odhad robime pre roky vzniku poistnej udalosti ¢ = 1,...,n a vyvojové roky

jg=1,...,n.

e pocet skod n;, ktoré boli zaznamenané v kazdom roku vzniku PU ¢

Postup odhadu:

1. Ak mame zadany kumulovany vyvojovy trojuholnik s pp ¢; j, kde

1,7 = 1,...,n, musime ho najprv odkumulovat. Nekumulovany vyvojovy trojuholnik
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pij, kde 7,7 = 1,...,n dostaneme aplikdciou vzorcov

bi1 = CGia

Dij Cij — Cij—1 pre j =1

na vSetky hodnoty v kumulovanom trojuholniku a zapiSeme vysledky do tabulky 4.2.

Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 | 2 || ]n-1]n
1 P11 P12 P1j Pin-1 | Pin
2 P21 D22 D2,5 P2,n—1
? Din Di2 Di,j
n—1 Pn-1,1 Pn—1,2
n Pn1

Tabulka 4.2: Nekumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi pp

2. Pre trojuholnik poistnych plneni p; ; zrejme plati

inj:ni'Tj')\i_;,_j Z,jzl,...,n.

Pre lepsiu ilustraciu uvedieme zapis poistnych plneni p; ; v tabulke 4.3.

Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 2 | ] j .| n-1 n
1 ny -7 Ao ny -T2 A3 nl'T’j')\jﬂ N1 Tno1 Ap N1 Th* Antl
2 N9 =T - )\3 Mg - To - )\4 Ng - T‘j . /\j+2 Mg - Tp—1 - >\n+1
7 N; Ty~ /\1j+1 Mg - Tg - /\7;+2 ng-rj- /\7;+j
n—1 MNp—1-T1" )\n Np—1-T2" )\n+l
n Ny = T1 /\n+1

Tabulka 4.3: Plnenia p; ; vyjadrené ako sicin poctu skod, konstantného vyplateného

podielu Skody a vysky priemernej individualnej skody

3. Odstranenie vplyvu poc¢tu skod n; na vysku vyplatenych pp dosiahneme analyzou

matice Standardizovanych hodnét s; j, pre ktoria plati:

SZ’-] -

_ bij _
ny; n;

n; - Tj . )‘H-j

Hodnoty s, ; zapiSeme do tabulky 4.4.

23

pre

ij>1li4+j<n+1



Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 2 ] ... ] n-1 n
1 1 A2 T - A3 rj ~>\j+1 Trn—1"*An Tn * An+1
2 1+ A3 Ty - Mg o [ . VEE T B Tn—1"*An+l
7 T1 - /\1;+1 T2 - )\7',+2 e 'I‘j . >\i+j
n—1 1 An 72 - Antl
n 71 Antl

Tabulka 4.4: Matica Standardizovanych hodnot s;

4. Dostali sme sa k odhadu hodnot r; pre 5 = 1,2,...,n a odhadu hodnot A, ,; pre
2 <i+j <n+1 Kedze n je maximalny pocet rokov na zlikvidovanie skody, tak
zrejme plati vy +ro + -+ -+ 1,1 + 1, = 1. VSetky sucty na i-tej diagondle oznac¢ime d;

pre i = 2,...,n -+ 1. Potom plati
dn-i—l = Sn, + Snpn—1,2 + -+ Si.j + -+ S2.n—1 + S1n
= T Ap1 e Appr o T A
= Ag1-(ri4+-+m)

= )\n—i-l
Odhad A1 sa rovna vstupu na (n + 1)-tej diagonale:

5\n+1 = dn+1 (43)

Jediny prvok trojuholnika obsahujici r,, v tabulke 4.4 je 51, = 7, A\y41. Z predchadza-

juceho vztahu vyjadrime odhad 7,:

N Sl,n

Tn = = (4.4)
)\n—f—l

Postup opakujeme pre stcet na n-tej diagondle:

dp = Sp_11+ Sp—22+ -+ 81,1

= Tl'/\n+7ﬂ2')\n+"'+rn—l')\n

)\n'<7‘1+7’2+"'+7’n_1)
A (1 —=1y)
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V tabulke 4.4 mame dva prvky ($1,-1, S2.n—1), ktoré obsahujt r,_;. Odhad 7,,_; dostaneme

7 rovnice:

S1,n—1 + Son—1 = Tp-1- /\n + rp1 )\n—i-l

Tn—1- ()\n + )\n+1)

S1,n—-1 1 S2n-1
/\n + /\n+1

n-1 =

Analogickym postupom ziskame prvky ;\7L_1 a Tp_9:

5\ o dn—l
n-1 = T
- Tn — Thn-1
. _ Sip—2 1t Sap-2 1+ S3p-2
Tn—2 =

5\nfl + 5\71 + 5\n+1

Dalej nam uz len staci dopocitat prvky A,_o, A\n_3,..., Ao a7y_3,...,7 rovnakym pos-

tupom.

5. Predpokladame, 7Ze v dalsich rokoch bude inflicia rovnaki a teda pre priemernt

vysku skutocnej skody pre n + 1 < i+ n < 2n plati:

~

Aig(n+1) = S\(nﬂ) - (1 + ro¢né miera inflacie)

%

6. Dopocitame dolny trojuholnik matice Standardizovanych hodnot pre
n+l<i+j<2n:

Sij = Tj " Aigj
7. Pomocou sicinu prvkov matice standardizovanych hodnot a poc¢tu skod vypocitame

nekumulované poistné plnenia pre 1 =2,...,naj>n—1+ 2
Dij = Sij - T

8. Celkovil vysku rezerv dostaneme ako sicet prave vypocitanych nekumulovanych

poistnych plneni:

R=Y > b

i=2 j=n—i+2
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4.2 Metoda Bornhuetter - Ferguson

Slovnik:

gkodovy’ pomer je pomer medzi ¢istym poistnym plnenim a c¢istym zaslizenym poist-

nym pocas sledovaného obdobia.

Predpisané poistné je hrubé poistné predpisané v poistnej zmluve, ktoré nie je znizené

o zlavy a prirdzky na poistnom.

Prijaté poistné je inkasované poistné, ktoré poistoviia redlne dostala po zlavach a
prirazkach na poistnom. Zvacsa je nizSie ako prepisané poistné a deli sa na zaslizené
poistné a nezaslizené poistné.

ZasliZené poistné je poistné, ktoré ¢asovo suvisi s prebiehajicim acétovnym obdobim.

NezaslizZené poistné je poistné zaplatené v prebiehajicom tc¢tovnom obdobi, ale pris-

licha budicemu obdobiu ako uc¢tovnému obdobiu.
Bornhuetter - Ferguson metdéda zohladniuje skutocnost, Ze sa urcite bude menit
skodovy pomer z roku na rok vo vyvojovom trojuholniku za dlhSie ¢asové obdobie.

Presnost metody spociva v stanoveni spravnych skodovych pomerov.

Zadanie:

e kumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi pp

e odhad robime pre roky vzniku poistnej udalosti ¢ = 1,...,n a vyvojové roky
jg=1...,n.
e vyska zaslizeného poistného pre roky 1,...,n, pri¢om vyska ZP nemusi byt pre

vSetky roky rovnaka.

Postup odhadu:

26



1. Ak mame zadany nekumulovany trojuholnik, tak ho musime najprv zkumulovat.

Vseobecny zapis pre kumulovanie prvkov z nekumulovnych poistnych plneni p; ; je

J
Cij = szk (4.5)
k=1

2. Zistime odhady koeficientov vyvoja m; pre j =2,...,n:
n—j+1
> G
A=l

my = T

g Cij—1

i=1

(4.6)

3. Pomocou odhadov koeficientov vyvoja dopocitame kumulativne koeficienty l%j, kde

J=2,...,n:
ko = 1y
k’g = mg 7”77,3
kn1 = mg-mg----- Mp—1
kn = mQ : m3 """ mnfl mn
4. Vypocitame inverzné koeficienty i, kde j =2,... n:
o 1
Z. _— —
i = =z
kj

5. Od 1 odpocitame inverzné koeficienty a dostaneme doplnky inverznych koeficientov

E?,kdej:l...,n:

D A
i =1—1
Inverzny koeficient pre prvy rok 1 je 1.00, teda t.j. 7, = 1, a doplnok inverzného koefi-

cientu pre rok 1 je 0, t.j. i¥ = 0.

6. Zadany kumulovany vyvojovy trojuholnik s pp prepoc¢itame pomocou vzorcov (4.1)
a (4.2) na nekumulovany vyvojovy trojuholnik. Vysledok tohto kroku sa nachadza v
tabulke 4.2.

7. Zasluzené poistné oznac¢ime ako z;. Horny nekumulovany trojuholnik predelime

zaslizenym poistnym pre prisltchajici rok vzniku PU a dostaneme nekumulované

skodové pomery, ktoré sa nachadzajia v tabulke 4.5.
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Rok vzniku PU Vyvojovy rok j

i 1 | 2 || ]n-1]

1 P11 P1,2 P1i,j Pi,n—-1 Pi,n
o - . 2| - -

2 P21 P22 p2,j P2,n—1
Zp2 zp2 T z2 T z2

. Pi1 Pi,1 j

¢ Zi z z

. Pn—1,1 Pn—1,1

n 1 Zn—1 An—1

n Pn,1

Zn

Tabulka 4.5: Nekumulovany vyvojovy trojuholnik predeleny prislusnym zasliZenym

poistnym z;

8. Dolny trojuholnik dostaneme extrapolaciou nekumulovanych skodovych pomerov v

jednotlivych stipcoch z kroku 7.

Napriklad pre stipec i odhadneme budici $kodovy pomer priemerom vypoéitanych
skodovych pomerov vyvojového roku ¢, ktoré sme dostali v predchadzajicom kroku
(vietky prazdne polia v stipci budd mat tito hodnotu). To, ¢ vezmeme vietky vypodi-

tané hodnoty zavisi od ich velkosti.

Ak maju vetky hodnoty skodnych pomerov v stlpci porovnatelni velkost, tak urobime

aritmeticky priemer vSetkych hodnot stipca.

Ak najvyssou doposial vypocitanou hodnotou je hodnota posledného vypoéitaného
skodového pomeru (pre vyvojovy rok j = 2 je to rok vzniku pu ¢ = (n — 1) ), a pred
nim sa nachéadzajia velkostou porovnatelné hodnoty skodového pomeru, tak spravime

aritmeticky priemer iba tychto porovnateInych hodnot.

Ak najvySsou doposial vypocitanou hodnotou je hodnota posledného vypocitaného
skodového pomeru, a pred nim sa nenachadzaju velkostou porovnatelné hodnoty sko-
dového pomeru, tak vietky nedopocitané skodové pomery v stlpci st rovnaké ako na-

jvyssi skodny pomer.

9. V kazdom riadku sa spocita Skodovy pomer sp;, kde i = 1,...,n. Teda spocitaji sa

hodnoty vSetkych vyvojovych rokov pre kazdy rok vzniku PU.

10. Vysku rezerv pre jednotlivé roky vzniku PU dostaneme vynasobenim zaslizeného
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poistného z;, Skodového pomeru sp; a doplnku inverzného koeficientu:

Rezerva; = z; - Sp; - Ef (4.7)

11. Celkovil vysku rezervy R zistime spocitanim rezerv pre jednotlivé roky:

R = i Rezerva;

i=1
4.2.1 Druhy pristup odhadu rezerv separa¢nou metédou
Zadanze:

e nekumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi pp

e odhad robime pre roky vzniku poistnej udalosti ¢ = 1,...,n a vyvojové roky
j=1,...,n.
e vyska zasluZzeného poistného pre roky 1,...,n, pricom vyska ZP nemusi byt pre

vSetky roky rovnaka.

Postup odhadu:
1. Ak mame zadany kumulovany vyvojovy trojuholnik s poistnymi plneniami, od-
kumulujeme ho pomocou vzorcov (4.1) a (4.2) a vysledok tohto kroku sa nachadza v

tabulke 4.2.

2. Vsetky nekumulované poistné plnenia predelime zasltizenym poistnym pre prisltcha-

juci rok. Vysledky tohto kroku sa nachadzaju v tabulke 4.5.

3. Tabul'ku s normovanymi pp z predchadzajtceho kroku prerovnédme tak, Ze vymenime

riadky s diagonalami, ako je vidno v tabulke 4.6.

4. Tabulku 4.6 zkumulujeme postupnym s¢itovanim prvkov v riadkoch pomocou vztahu
(4.5).

5. Vypocitame odhady koeficientov vyvoja ms, ms, ..., m, podla vztahu (4.6).

29



Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 | 2 | 3 | [n-2|n-1]n
n Pn,1 Pn—1,2 Pn—2,3 P3,n—2 P2,n—1 Pi,n
Zn Zn—1 Zn—2 e 23 () z1
n — 1 Pn—1,1 Pn—2,2 Pn—3,3 P2,n—2 Pi,n—1
Zn—1 Zn—2 Zn—3 e Z2 z1
Pn—2,1 Pn—-3,2 Pn—4,3 Pi,n—2
n—2 : : : e | =
Zn—2 Zn—3 Zn—4 zZ1
3 P3,1 D2,2 P1,3
z3 ) Z1
P2,1 P1,2
zZ92 Z1
P11
1 -

Tabulka 4.6: Nekumulovany vyvojovy trojuholnik predeleny zp s vymenenymi diago-

nalami za riadky

6. Nasledne vyratame kumulativne koeficienty a inverzné koeficienty (prevratené hod-
noty kumulativnych koeficientov) ako v B-F metode v kroku 3 a 4. Navod na vypocet

sa nachadza v tabulke 4.7.

Rok vzniku || Odhady koeficientov Kumulativne Inverzné
PU vyvoja koeficienty koeficienty
n 1 1 1
n—1 T fen = 1, in =&
2 T kg = tin iy g || Gy = -
1 Ty ko = 1ty - 1pq - 1g i = &

Tabulka 4.7: Koeficienty

7. Separacny index A\ mé podobny vyznam ako vyska priemernej individualnej Skody
z kapitoly 4.1.1. Je to hodnota, ktora vznikne v poslednom stipci tabulky po doplneni
na Stvorec. Napriklad pre rok vzniku PU ¢ = 1 ziskame ¥ vynasobenim kumulovaného
diagonalneho prvku v riadku i = 1 (ktory ndm vznikol po kroku 4) a ks, z tabulky
4.7. Rovnakym postupom ziskame separacné indexy pre roky 2,...,n a zapiSeme ich
do tabulky 4.8.

8. Index oneskorenia 7; predstavuje rozdelenie pp cez jednotlivé roky vyvoja. Indexy st
vyratané ako prirastky inverznych koeficientov z tabulky 4.7. Napriklad pre rok vyvoja
j = 2 index oneskorenia vypocitame odé¢itanim inverzného koeficientu pre rok vzniku
pu 1 od inverzného koeficientu pre rok vzniku pu 2. Rovnakym postupom ziskame index

oneskorenia pre vyvojové roky 1,3,...,n a zapiSeme ich do tabulky 4.9.
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Rok vzniku Separaéné
PU indexy
n 5\n =Cnpn I;n
n—1 /\n—l =Cp—1,n—-1" kn—1
2 5\2 =C22" ]%3
1 A = c1,1 ko

Tabulka 4.8: Separa¢né indexy

Rok vyvoja Index
PU oneskorenia
n P = in - 2nfl
n—1 ”A‘n—l = %71,—1 - g’n—2
2 To = %3 — %2
1 F1= 52

Tabulka 4.9: Indexy oneskorenia

9. Aby sme videli stuvislost tohto postupu so separa¢nou metdédou vysvetlime si ziskanie
separac¢nych indexov a indexov oneskorenia pomocou znamych vzorcov z kapitoly 4.1.1,

kde je popisany postup odhadu rezerv pomocou separac¢nej metoédy prvym pristupom.

Hodnoty s prerovnanymi diagonalami a riadkami z tabulky 4.6 st vlastne Standardi-

zované hodnoty z tabulky 4.4.

Kumulované hodnoty, ktoré nam vznikli v kroku 4 st vlastne vstupy na diagonale
di,...,d,y1 7 kapitoly 4.1.1 z kroku 4.

Podl'a vzorcov (4.3) a (4.4) najskor vypoditame 5\n+1 pomocou d, 1 a potom 7,. Ana-
logicky dopocitame separacné indexy pre vSetky roky vzniku pu a indexy oneskorenia
pre vsetky vyvojové roky.

10. Pre lepsie vysledky zohladnime aj odhad buducej ro¢nej inflacie x% = 0.0z.
Dopoéitame dolny vyvojovy trojuholnik, v ktorom bude zohladnen4 inflacia a tabulka

je opéat usporiadanéa do riadkov podla rokov vzniku PU.

Postup doplnenia dolného trojuholnika: pre prvy rok vzniku pu a vyvojovy rok n
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z tabulky 4.5. Vsetky ostatné prvky v dolnom trojuholniku

prenesieme hodnotu p;—

vypocitame podla vzorca
dij =1+ (1,00) (1)

Z7]
kde
t = rok vzniku pu,
J = vyvojovy rok pre prislusny pocitany prvok,

= kol'ky prvok od hlavnej diagonaly chceme doplnit.

Na koniec tabulky pridame stlpec, ktory sa nazyva vgplatné rezidud a dostaneme ho

sC¢itanim prave dopoc¢itanych prvkov pre jednotlivé roky vzniku pu.

11. Odhad rezerv pre kazdy rok vzniku pu dostaneme sic¢inom zaslizeného poistného
pre prislusny rok, posledného separa¢ného indexu a vyplatného rezidua rovnako, ako
je v tabulke 4.10.

Rok vzniku || ZasliZené || Posledny separac¢ny || Vyplatné Odhadnuta
PU poistné index rezidua rezerva
1 z1 An 01 Ri=2 Xy 01
2 Z9 j\n ’02 R2 = Z9- 5\n . ’02
n—1 Zn—1 An Dp—1 Ro1=2n_1-Ap -0
n Zn )\n 'Dn Rn =Zn )\n ' {)n

Tabulka 4.10: Odhadnuté rezerva vypocitana separa¢nou metédou

12. Celkovii rezervu R vypocitame s¢itanim odhadnutych rezerv pre prislusné roky:
n
R=> R
i=1

4.3 Cape Cod metoda

Tejto metdde sme sa venovali v bakalarskej praci [13], takze uvedieme len skrateny

postup. Pojmy pouzité v tejto Casti si vysvetlené v slovniku v casti 4.2.

épeciﬁké tejto metody su v pouziti Skodového pomeru. Ak su riadky vyvojového tro-
juholniku zoradené podla roku vzniku pu, tak pouZijeme zaslizené poistné na vypocet
Skodového pomeru. Ak vezmeme do tvahy ¢asové obdobie, na ktoré bol obchod uzav-

rety, tak budeme potrebovat hodnoty predpisaného poistného na stanovenie skodového
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pomeru.

Zadanze:

e nekumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi pp.

e odhad robime pre roky vzniku poistnej udalosti ¢ = 1,...,n a vyvojové roky

j=1,...,n.

e konstantné vyska zasluzeného poistného pre roky 1,... n.

Postup odhadu:

1. Vypocitame si odhady koeficientov vyvoja, kumulativne koeficienty a inverzné koe-

ficienty ako v metdéde Bornhuetter - Ferguson v ¢asti 4.2 v krokoch 3 a 4.

2. Pre kazdy rok vzniku pu vynasobime zaslizené poistné a inverzny koeficient a

dostaneme upravené zasltizené poistné.

3. Sc¢itame diagonalne prvky v kumulovanom vyvojovom trojuholniku a dostaneme

celkové poistné plnenie.

4. ékodovy pomer dostaneme ako podiel celkového poistného plnenia z kroku 3 a

upraveného zasluZzeného poistného z kroku 2.

5. Rezervy pre jednotlivé roky vzniku pu ziskame vynasobenim zasltizeného poistného,

skodového pomeru a doplnku prislusného inverzného koeficientu.

6. Celkovi rezervu ziskame s¢itanim rezerv pre jednotlivé roky vzniku pu.

4.4 Retazovo - rebrikova metoda

Retazovo - rebrikova metéda patri medzi najznamejsie a najpouzivanejsie metody

.....
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V praxi sa pouziva:
e retazovo - rebrikova metdda bez zohladnenia inflacie
e retazovo - rebrikova metdda so zohladnenou inflaciou

Pri zohTadnovani inflacie treba mat zadané hodnoty inflacie pre kazdy rok vzniku poist-

nej udalosti ako aj odhad budiicej hodnoty inflacie.

Predpoklady:
e stabilita vyvoja vyplacanych sim poistnych plneni pre kazdy rok vzniku pu
e stabilita inflacie pre vyvojové roky j=1,...,n
e portfolium poistiek, ktoré obsahuje podobné poistky

V préci neuvedieme klasicky vypocet retazovo - rebrikovej metody. Tento postup ako aj
postup odhadu rezerv pomocou retazovo - rebrikovej metody s inflacnym vyrovnanim
je mozné najst v bakalarskej préaci [13]. Postup so zohladnenim vazeného priemeru sme

si vybrali pre nadvéznost so stochastickym pristupom odhadu rezerv.

Zadanae:

e kumulovany vyvojovy trojuholnik s doteraz vyplatenymi poistnymi plneniami c; ;

e odhad robime pre roky vzniku poistnej udalosti ¢ = 1,...,n a vyvojové roky

j=1,...,n.

Postup odhadu:

1. Vypocitame si individudlne odhady koeficientov vjvoja m; ;:

Povodna matica mala dimenziu n X n a matica s individudlnymi koeficientami vyvoja
mé4 dimenziu (n — 1) x (n — 1). Prvy stlpec si ozna¢ime m;, a bude obsahovat vietky
individuélne koeficienty m; o prei =1,..., (n—1). Zvysné stipce si ozna¢ime rovnakym
sposobom a posledny bude m,,. Matica individuélnych faktorov sa nachédza v tabulke
4.11.
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Rok vzniku PU Odhady koeficientu vyvoja m;
7 mo ‘ ms ‘ ‘ m; ‘ ‘ My,
1 771172 77’7,1’3 mlyj ml,n
2 m22 m2.3 ma j
7 ms.2 mi,3
n—1 mMn—1,2
n

Tabulka 4.11: Matica individuélnych koeficientov vyvoja

2. Pre kazdy vyvojovy rok vypocitame vdzZeny priemer w;, ktory priraduje najvicsiu
vahu tomu roku, kde bolo najvicsie pp:
n—j+1
E | Cijo1 M
=1
o n—j+1

E Cij—1
i=1

3. Dolny vyvojovy trojuholnik kumulovanych plneni dostaneme vynasobenim diagonal-

w; pre j=2,....n

neho prvku kumulovaného pp a vazeného priemeru:

Con = Cop—1° Wy

C3n—-1 — C3n—2° Wn-1
C3n = C3p—2°  Wp—1- Wy
Chm = Cp1-W2- W3:*:: Wy

4. Ak chceme ziskat iba vysku kone¢nych plneni ¢; ,, pre kazdy rok vzniku ¢, tak odhad-
neme koeficienty vyvoja pre j =2,...,n:
n—j+1
> cu
=

my = T

g Cij—1

=1

A~

a nasledne dopo¢itame posledny stlpec plneni:

n
éim = Ci,n—i—‘rl . H m] (49)

j=n—i+2
V odhade kone¢nych plneni sa vyuziva iba diagonalny prvok zo vSetkych plneni. Prvky
zo skorSich vyvojovych rokov ndm nedavaju Ziadnu novia informéciu, nakol'ko si ob-

siahnuté v diagonélnom prvku.
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5. Hodnotu rezervy pre jednotlivé roky vzniku pu ziskame od¢itanim diagonélnych
hodnét pre roky vzniku pu 7 od hodnét ¢;,,, kde ¢« = 1,...,n. Celkovi rezervu ziskame

sC¢itanim tychto rezerv pre jednotlivé roky.

R = Z (éz,n — Ci,nfiJrl) (410)
=1
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Kapitola 5
Stochasticky pristup vypoctu rezerv

V tejto kapitole sme pracovali s literattarou [6, 7, 8, 9.

Retazovo - rebrikovd metdéda ma ale aj svoje slabé stranky. NajdolezitejSou je,
ze neposkytuje idaje, ktoré by sa tykali variability vysledkov. Metoda bola vylepSena
vyvojom stochastickych modelov, ktoré zohl'adiiuji postup retazovo - rebrikovej metody
a odstraniuja jej hlavny nedostatok. Takisto modely stochastického pristupu moézu byt

vyuzité na posudenie, ¢i je retazovo - rebrikova metdda vhodna pre dany subor dat.

Stochasticky pristup je dolezitejsi z hladiska odhadu a deterministicky odhad by sa
mal pouzivat, iba ak v dosahu nie je vypoctova technika. Ale v praxi sa vyuziva menej

z dovodu, ze je zlozitejsi na pochopenie.

Kazdy model je zalozeny na vlastnych ako aj niektorych spolo¢nych predpokladoch,

ktoré musia byt splnené, aby sme vedeli urcit, ktory model je najvhodnejsi.

Uvedieme iba stochastické metody, ktoré dosahuju rovnaké vysledky ako pri deter-
ministickom odhade. Ide o multiplikativny model, Poissonov model a Mackov
model. Jednym z nasich cielov je ukazat, ze uvedené modely davaja skuto¢ne rovnaké

odhady ako v pripade deterministického pristupu.
Velké mnozstvo autorov odportaca Poissonov model ako najvhodnejsi. Pri Poissonovom

modeli musime poznat hustotu, kym v multiplikativnom nam stac¢i poznat prvy mo-

ment a v Mackovom prvé dva momenty.
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5.1 Jednoduchy stochasticky model

Odvodime si jednoduchy stochasticky model, ktory je izko spéty s deterministickym

modelom retazovo - rebrikovej metédy a dava zaklad pre stochastické modely v d'alsich

sekciach.
m; ; povaZzujeme za neznamy parameter. Predpokladame, ze C;;, kde i = 1,...,n a
J = 1,...,n je stochastickd premennd s realizaciami ¢; ;. Rozdelenim premennej C; ;

sa budeme zaoberat neskor. Predpoklad rozdelenia bude zdkladnym rozliSenim pre
stochastické modely. Nasledujica tabulka 5.1 zobrazuje kumulovany horny vyvojovy

trojuholnik so stochastickymi premennymi.

Rok vzniku PU Vyvojvy rok j
i 1 2 [ 3 ... [n
1 Ci1 Ci,2 Ciz | ... Cij | .- Cin
2 Ca,1 Ca,2 Cosz | ... | Coj
i Cin Ci2 Cis Ci,j
n—1 Cn-1,1 | Cn-1,2
n Chon

Tabulka 5.1: Kumulovany vyvojovy trojuhlnik so stochastickymi premennymi

Predpokladdme medzi vyvojovymi rokmi linearny vztah:
Ci;=Cij_1-my; pre 2<j<n (5.1)
Oc¢akévana hodnota premennych vo vzorei (5.1) je:
E(Ci;) = E(Cij1) - mi (5.2)

Na zaklade deterministického vztahu (4.9) pre poistné plnenia vo vyvojovom roku n si

vyjadrime ich o¢akavani hodnotu:

n
E(Cin) = ECin-iy) - [] mis (5.3)
j=n—i+2
Z predchadzajtuceho vztahu (5.3) vyplyva, Ze o¢kavania minulych pp mozeme pouzit na
predpoved budicej hodoty pp. Lenze, ak sa pozrieme na vztah (4.9) v deterministickej
retazovo - rebrikovej metode, tak tam sa nerata s o¢akavanim, ale s presnou hodnotou

kumulovaného plnenia Cj,_;1;. Pri retazovo - rebrikovej metéde je predpoklad, Ze
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hodnota kumulovaného pp je viac relevantni ako jej ocakavanie. Na zaklade tohto

predpokladu si prepiSseme vztah (5.2):
E(Cijlcij-1) = cijo1 - miy (5.4)

Model podmienenych o¢akavani vo vztahu (5.4) je jednoduchy stochasticky model

retazovo - rebrikového algoritmu.

Po najdeni stochastického modelu by sme mali urobit predpoklady o poistnych plne-
niach. Podstatnou "vlastnostou" plneni je ich vyska. Ich pocet samozrejme tiez berieme
do dvahy. Zatial sme si neuviedli, ¢o nam vyjadrujia nekumulované pp F;; a kumulo-
vané pp C; ;. Mozu reprezentovat vysku, rovnako ako v deterministickom pristupe,

alebo pocet.

Nech N(t) je pocet poistnych plneni na intervale (0,¢). Je to premenna s Poissonovym

rozdelenim a je neklesajicou funkciou spojitého ¢asu t.

Nech Y} je vyska plnenia s poradovym ¢&islom k. Logicky, celkova vyska narokov X ()

je funkciou po¢tu narokov N(t) do ¢asu t a definujeme ju:

N(t)
X(t)=> Vi
k=1
Ak Y} st nezavislé a rovnako rozdelené, tak X (¢) ma zloZzené Poissonovo rozdelenie.

Stredni hodnotu a varianciu uréime cez zloZzenu strednt hodnotu a zlozend varian-
ciu:

N(t)
Ex[X(t) = EnEx[X()IN(®)] = EvEx| Y ViIN()

k=1

= EN[N(t)Ey(Y4)]
= EN[N(t)|Ey(Ys)
Varx[X(t)] = En[Varx[X(#)|N@)]] + Varn[Ex[X(#)|N(@)]]

N(t) N(t)

= FEy [V(M’X [Z Yk|N(t)H +Vary [EX [Z YklN(t)H
k=1 k=1

= Ex[N()Vary (V)] + Vary[N(t) By (Y3)]

= EnN[N®)Vary(Yi) + [Ey (Ya)]*Vary[N(t)]
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5.2 Multiplikativny model

Multiplikativny model uvadzame ako prvy, nakol’ko ho moézeme povazovat za zéaklad

Poissonovho a Mackovho modelu.

V tejto casti budeme pouZzivat nezndme parametre multiplikativneho modelu z; a y;.
Poznamenajme, Ze sa nejedna o realizacie premennych X (¢) a Yj z predchadzajucej sek-
cie 5.1. P, ; je stochastickd premennd. Predpokladame, Ze y; +ya+-- -+ yp—1 +y, = 1.

Prvy moment nekumulovanych pp pre 1 <7 a j <n je:
E(P;) = x; - y; (5.5)

Vztah (5.5) nam hovori, Ze o¢akavania nekumulovanych pp mé6Zeme napisat ako siacin
parametra x; zavislého na roku vzniku pu a parametra y; zavislého na vyvojovom roku.

Vieme, Ze suma y; sa rovna jednej a teda:

Y B(Py) = xi- Yy
=1 j=1

E(Cin) = xy (5.6)

)

Zo vztahu (5.6) vyplyva, 7e x; si hodnoty o¢akavanych kumulovanych poistnych plneni
pre vyvojovy rok n. Ak by P, ; vyjadroval pocet pp, tak z; by nam reprezentovalo o¢aka-
vany pocet pp pre kazdy rok 1,...,7n a y; by ndm vyjadrovalo pravdepodobnost, zZe
naroky vzniknuté v roku ¢ buda hlasené v roku j. Pri vyjadreni y; ako pravdepodob-

nosti, ndm vznikd obmedzenie: 0 < y; pre j =1,...,n.

Ak méame vyvojovy trojuholnik kumulovanych pp, tak ho odkumulujeme podla vztahu
P,; = C;; — C;j—1. Pouzitim vztahu (5.3) z jednoduchého stochastického modelu a
predchadzajiceho vzorca pre nekumulované pp, vieme vyjadrit o¢akavanie nekumulo-

vaného pp P

E[P;] = E[Ci;]— E[C;;-]
— (mi,j+1 e e mi,n)fl . E{Cz,n] — (ml’.] e e e mi,n)fl . E[Cz,n]
— E[Cz,n} . [(mi,j+1 e e an)_l — (m’t,j e e m’i,n)_l]

Mack preukézal najdenim vhodnych kandidatov pre x; a y;, Ze vztah (5.2) z jednoduchého
stochastického modelu je ekvivalentny multiplikativnemu modelu. Vdaka tejto ekviva-

lencii a vztahu E(C;,,) = z; vieme, Ze hodnota parametra y; je

(mi,j-‘rl . mi,j+2 [ mi7n)_1 — (m%] . m’i,j+1 e mi7n)_1
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Pre vyvojovy rok 2 < j < n parameter y; nadobtida hodnoty:

1= (mig-mig----my) !

yj = (mi7j+1 ..... mi’n)_l — (ml’] e mi7n)_1 (57)

Yn = 1_<mi,n)_1

Nesmieme zabudniif, Ze y; ndm musi spliaf obmedzenia Zyj =1a0 <y, pre
j=1
j =1,...,n, aby sme mohli prijat hodnoty parametra y;. Ak m;; > 1, tak 0 < y; pre

Jj =1,...,n. S¢itanim vztahov y, pre vSetky mozné hodnoty j dostaneme vlastne Cias-
toCné sucty, ktoré na konci davaju pevni hodnotu, 1. Tymto sme potvrdili vlastnost,
ze suma y; je rovna jednej. Takze vztah (5.7) je spravnou volbou pre parameter y;,
kde j=1,... n.

Pomocou vlastnosti Z y; = 1 a vztahov (5.5), (5.6) si vyjadrime oc¢akavania vysky pp

j=1
vo vyvojovom roku n pre ¢ = 2,...,n:
ElCin] = i (i+vyat+ ) =i+ 2 Yot +Ti Y

= E[P1]+ E[Pia] +---+ E[P;,)]

Vhodnym vyberom parametrov x; a y; je ukdzana ekvivalencia medzi jednoduchym

stochastickym modelom a multiplikativnym modelom.

Este nam ostava vyjadrit odhad koeficientov vyvoja. Vdaka ekvivalencii medzi jed-
noduchym stochastickym modelom a multiplikativnym modelom mo6Zeme na to vyuzit
vztah (5.2), a vyjadrime si z neho koeficient m; ; pre 2 < j < n:
iy — E[C; ] _ T (1 +y2 + -+ )
" E[Cii] i (Y1 +ya+ -+ Y1)
ity +-+y;
Y1 +Y2+ e+ Y

Odhad koeficientu vyvoja nemé rovnaky vzhlad ako v pripade vyvojového koeficientu

deterministického pristupu, ale jedna sa o rovnaky koeficient a déva rovnaké vysledky.

5.3 Poissonov model

U7z sme spominali, ze multiplikativny model je zakladom Poissonovho modelu.
Konkrétne, maji rovnaky prvy moment, ale Poissonov model navySe predpoklada hus-
totu nekumulovanych pp F; ;. Verral tvrdil, Ze pri pouZiti odhadu maximdlne;j viero-

hodnosti (MVO) dostaneme Poissonovym modelom rovnaké vysledky ako v pripade
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deterministického pristupu retazovo - rebrikovej metody.

Rovnaké predpoklady a vysledky ako v multiplikativnom modeli:

e nekumulované pp F; ; st nezdvislé premenné s Poissonovym rozdelenim a strednou

hodnotou E(P, ;) = z; - y;

n
AWV . b ’ , . .
° E y; = 1 a y; moZeme interpretovat ako pomer naroku vo vyvojovom roku j k
j=1
narokom vo vyvojovom roku n

o 1, = FE(C;,) je otakdvani hodnota kumulovanych pp do vyvojového roku n

Pouzitim vysssie uvedenych vlastnosti a vztahov dostaneme novy vztah pre prvy mo-

ment, ktory parametrizujeme:

E(Cin—iv1) - yj Zi * Yj
E(P) =213y = B(Cyy) gy = D\ Conte) Wi 20y (5:)

noil Sn—i+1

> i
j=1

k
kde 2 =E(Cip_iz1) a sp= Zyj
j=1

Rovnicu (5.8) mozeme vyuzit na odhad ofakavanych kumulovanych pp vo vyvojovom

roku n, teda E(C;,,). Aproximaciou E(C;,,) odhadom CA'M dostaneme:

A Zi Zi

Ci,n = E(CLn) =T = i1 = oy (59)
Z ye 1— Z Y
k=1 k=n—i+2

Verral tvrdi, Ze predchadzajica rovnica (5.9) je ekvivalentna odhadu koeficientu vyvoja

;. Uvedieme vztah (4.9) z deterministického pristupu refazovo - rebrikovej metody:

A

Conjiin = Cnjr1y g1 - Mjyg o Ty (5.10)
kde
n—j+1
E Ci,j
J T n—j+1

E Cij—1
i=1

Na porovnanie ekvivalencie vztahu (5.9) a vztahu (5.10) je potrebné najprv zistit

nezname parametre zo vztahu (5.9). Pomocou odhadu maximalnej vierohodnosti najdeme
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odhady parametrov. Pozorovania p; ; si povaZované za znadme, a parametre s povazo-
vané za premenné. VSeobecny zapis funkcie vierohodnosti pre diskrétne rozdelenia,

medzi ktoré patri aj Poissonovo je:
n
L(zy,29,...,2,,0) = Hp(a:i, 9)
i=1

Néhodna premenna X s realizaciami (x4, . . ., z,) ma Poissonovo rozdelenie s parametrom
Z—yjl Pravdepodobnostné funkcia mé tvar p(z;,0). Za odhad parametrov 6 sa volia

Sn—i4

hodnoty 6, ktoré pri danych x; maximalizujt funkciu L(zy,xq,...,2,,0).

Nasu funkciu maximdlnej vierohodnosti mozeme zaspisat ako:

. Zi'Yj
n n—i+l ( ZiYj )pm ce Sn—itl

=TT |5

i=0 j=1

(5.11)
pi,j!

n—i+1

—Ln—ttl — 1 a vyuzijeme vztah s, ;1 = g y;. Po zamene pora-

Funkciu vynasobime &
Cin—it+1

J=1
dia nésobenia vo vyraze (5.11) dostavame dve funkcie maximéalnej vierohodnosti:

n Cin—itl _—z; n—i+l Di,j
L= | | e O] () ) ][ 612)
! Cin—i 1! @—z—i—l il . Sn—it+1
i=0 ’ + j=1 pz,j =1 +
L = L. Ly
n [ n—i+1 Di;j
kde T H Ci,n—i—f—l! H Y
c Hn—i—O—l 1 Sp—it1
i—o L1Lj=1 Pij- \ =1 n—i+
n [ _cin—it1 —2;
=0 Cz‘,n—z‘+1!

L, je funkcia maximalnej vierohodnosti, C; ,—;+1 ma Poissonovo rozdelenie so strednou

hodnotou z;. Po zderivovani funkcie Ly podla z; dostdvame:

éfi,n7i+l.e_gi
aLd Cin—it1! 0

(922- 8ZZ'
2:75,7171'4»1.6,%
8Ld Cin—it1! 1 o 1 . o .
5Cim—it1— —Zi 5Cim—it1 —Z;
- 5 - I Cim—itl " % e T e (—1) =0
0z; 0z, Cin—it1:



Z/\fi,nf'H»l . 6—27; 1
—‘ : Ci,vL—i+1 X T ]- - O

Cin—it+1- Zi

A

Zi = Cin—i+1

Maximélne vierohodnym odhadom z; je ¢; ,—it+1, pokial C;, ;11 mé Poissonovo rozde-

lenie.

Pravdepodobnostné funkcia multinomického rozdelenia méa tvar:

N! X1 ) €T
p(x1, 22, ..., &y) = ml!-mg!-----mn!{pl PR pn}
N! X €T €T
— . |:p11.p22.....pnn:|
1~
=1

kde iwk = N
k=1

Vidime spojitost medzi multinomickym rozdelenim a nasou funkciou L.. L. je pod-

mienend funkcia maximélnej vierohodnosti, kde P;; podmienené ¢;,_;;; ma multi-

Y%i__ Multinomické rozdelenie reprezentuje

Sn—i+1

nomické rozdelenie s pravdepodobnostami

pravdepodobnost pu P, ;, ktoré vznikli v roku 7, ale nahlasené boli vo vyvojovom roku j.

Dosadime odhad parametra z; funkcie Ly do vztahu (5.9):

Gy = —ntl (5.13)
1= > w
k=n—i+2

Posunieme rok vzniku pu na (n — j + 1) a prepiSeme predchadzajtci vztah (5.13):

Cojan = —LHT (5.14)
L= > w
k=j+1

Parameter y;, je jediny neznamy vo vyraze (5.13). Odhad y; ziskame pomocou viero-

hodnostnej funkcie L., konkrétne jej logaritmu:

n n—i+l
lo. = In(Le) x Z Z pijlog <n—y—J+1y>
k

i=1 j=1 k=1
n n—i+l n—i+1

= Z Z Pij (10gyj—10g ( Z yk>>
i=1 j=1 k=1
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Odhady y, dostaneme derivaciou funkcie [, podla y;. Odhad 7, kde k =

ziskame rekurzivne.

Najprv ziskame g,,:

ol. Pin . b1, Pin - b1,
= — - —=n | =7 - —= =0
Y Yn ; (Zk:l Yk Yn ; 1

@ _ Pin _ Pin
" Z;Ll Prj  Cin
Potom gj,,_1:
alc : p’L n—1 Zn . p%]
Z o n—i+1 ~ =0
aynfl i=1 yn 1 k=1 Yk
n n—1
Zpl,j + ZPQ,]’
Pin—1+ P21 j=1 j=
:&n—l n n—1
DUt D
k=1 k=1
g _ Pin—1 + P2n—1
n—1 Cl,n + 012,_71@;1

Tymto sposobom by sme pokracovali v odhadoch 4, s, 9,_3 az po 9.

Vseobecny zapis pre odhad y;:

Gl n—j+1 D n—i+1 i
¢ = # — —’L,,] = 0

i=1 j=1 k=1
n—j+1
: : Pij n—j+1
Z Cin—i+1
= o~ - n—i+1 - = O
Yj i=1 k=1 Yk
- P+t Pnjt1
J C2n—1 . Cn—j41,5
CLn F 1=gn - T 1=gjp1——Gn

(5.15)

(5.16)

Pouzitim maximélne vierohodného odhadu g; z vyrazu (5.16) chceme ziskat odhad

koeficientu vyvoja m;. Najprv si vyjadrime odhady koeficientu vyvoja zo vztahu (5.10)

a dosadime vztah (5.14) za Cp,_ 1.0

~

~ ~ o Cn—j+1,n
m]+1 m]+2 ..... mn — -2 0
Cn—j+1,j
_ Cn—j+1,j
Cnjrrg (L= 8jr1 — Ujra = — Un)
1
(L= 9j+1 — Gjr2 — = — Jn)
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Posunieme predchadzajici vztah (5.17) o jeden vyvojovy rok dozadu:

1
T M g My, = — - ~ (5.18)
T ! L =9 = Gjs1 —Yje2— - —Un
Zo vztahu (5.17) vyjadrime vyraz 1 — §;11 — j42 — - - - — Un a dosadime ho do vztahu
(5.18). Dostaneme:
. R R 1
mj.mj+1.mj+2.....mn: I —
T 41T 12 Tin Y
Odhad koeficientu vyvoja m; je
i ! (5.19)
m; = — - - :
J 1_yj[mj+1mj+2mn]

Dosadenim vztahu (5.15) do predchadzajiceho vztahu (5.19), kde j = n dostaneme

maximalne vierohodny odhad koeficientu vyvoja m,,:

1 1 _ Cin _ Cin (5 20)

pu— N pu— pl’
1- Yn 1 - = Cim — Pin Cln—1

Cl,n

my

Dostali sme uplne rovnaky vztah pre odhad koeficientu vyvoja ako v deterministickom
pristupe retazovo - rebrikovej metddy. Predpoklad, Ze aj ostatné vierohodné odhady
koeficientu vyvoja v Poissonovom modeli sii rovnaké ako pri deterministickom pristupe
dokaZeme indukciou. Prvy krok indukcie je dokdzanie rovnosti vztahov odhadu koefi-
cientu vyvoja pre j = n. Zo vztahu (5.20) vidime, 7e prva ¢ast indukcie je splnena. Dalej
musime néjst v8eobecnd formulu pre ;. Na to vyuzijeme vSeobecny vztah (5.16) pre
y;. Do menovatela tohto vztahu dosadime vztahy (5.17), (5.18) a rovnakym spésobom

upravené vztahy pre iné vyvojové roky odhadov koeficientov vyvoja:

g — Pij+ - Dn—jt1 (5.21)

Clyn T Con—1 "My -+ o+ Cpjp1j - M1 - Mjqp = -0 My

V ¢itateli predchadzajiceho vztahu (5.21) sa nachadza sucet nekumulovanych pp pre
vSetky roky vzniku pu a v menovateli celkové kumulované pp pre kazdy rok vzniku pu,

ktoré tvoria posledny stlpec matice. Vztah (5.21) dosadime do vztahu (5.19):
1

it Pn—j+1,5 5 3 3
1_ _ Pi1,j J A,J _ — . m c Mg = =+ o m
Cln+C2,n—1"Mn++Cn—jt1,j Mjp1 Mj42eMp i+l J+2 "

Pri dokaze indukciou mozeme predpokladat ze pre vyvojové roky
k= (+1),(j+2),...,n sa vierohodny odhad rovna odhadu koeficientov vyvoja v
deterministickom pristupe. Stale nam ostéva ukazat Ze pre k = j sa vierohodny odhad

rovnd odhadu koeficientov vyvoja v deterministickom pristupe.
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Upravime si menovatel vztahu (5.22):

n—j+1
ClnFCom1 T - A Co i1 1 T - Ty = [ 1T - 1] Z ¢i; (5.23)
i=1
Ak j = n—1, tak do Tavej strany rovnice (5.23) dosadime za j rok (n— 1) a uvidime ¢i
sa bude rovnat pravej strane podla vztahu (5.23). Pri prvom znamienku rovnosti sme
vyuzili vztah (5.20):

~ o Cin
Cimt+Cop-1-My = Cip+tCp1-
Cin—1

Cin

= : [Cl,nfl - CQ,nﬂ}
Cln—1

= My |:Cl,n71 - C2,n71i|

Vztah (5.23) pre j = n — 1 plati. Dalej overime, ¢i plati vztah (5.23) pre j = n — 2.

Cln—2+C2 n—2
Cln—2+C2,n—2

Clin—11+C2n—1,

Vyuzijeme pritom néasobenie 1 = —

a vztah pre m,_, =

M (Cln—1 + Can—1+ C3n—2 - My_1)

Clin—1 + Con—1

Cin + Con—1 " Mnp + C3n—2 " Mp—1Mp

My [(Cl,n—Q + Cop2) - p s
1,n—2 2,n—2

+ mn : [03,71—2 : mn—l]

Mp—11, - (C1n—2 + Con—2 + C3.n—2)

Keby sme pokracovali dalej, tak pri kazdom vyvojovom roku sa nam potvrdi vztah
(5.23). To znamena, Ze isto plati aj pre pripad ked k = j, takZe ho vlozime do vztahu
(5.22):

7 1
gt tPn—jt1,5 . R A
1— P1,j JLg R N S m
[ 112 i) 0 e Jj+1 j+2 n
nitl n—j+1
Cirj ORCE
7 =1 i=1
" - 24
J n—j+1 n—j+1 n—jt1 (5 )

§ | Cij — E | Pig § | Cijo1
i=1 =1 =1

Dokaz indukciou je ukonceny, ak maximalne vierohodny odhad koeficientu vyvoja 1,
je ekvivalentny odhadu koeficientu vyvoja pre deterministicky pristup retazovo - re-
brikovej metody. To vidime, Ze je splnené. Takze vysledky ziskané Poissonovym mode-
lom si rovnaké ako vysledky ziskné deterministickym pristupom retazovo - rebrikovej

metody.
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Model je mozné pouzit aj v pripade, ked sa vo vyvojovom trojuholniku nachadzaju
zaporné hodnoty pp. V tom pripade staci pouzit miesto metdédy maximélnej viero-
hodnosti kvdzi - lognormdlnu funkciu. Viac informdcii o tomto pristupe sa nachadza v

kapitole 6.

5.4 Mackov model

Mackov model predstavuje jeden z prvych pokusov o stanovenie odhadu rezerv sto-

chastickym pristupom.

Stale plati, ze P, ; reprezentuje nekumulované pp a C; ; kumulované pp, kde pu vznikli
v roku 7, ale nahlasené boli v roku j. Predpokladédme, Ze pre prvy rok vzniku pu ne-

musime tvorit rezervy, nakolko sa do roku n zlikviduju samé.

Definujeme si tri premenné K, K; a K;; na IahSie najdenie podmienenych ocakavani.

e Nech £k = {¢;j,i = 1,...,n,5 = 1,...,n — i+ 1} je realizicia stochasticke]

premennej K. K nam déva informéciu o kumulovanych pp v hornom vyvojovom

trojuholniku.
e Nech k; ={ci1,...,¢ ,i=1,...,n} je realiziciou premennej K.
e Nech ki,j = {Ci,la ce 7Ci,j}; kde 7 = 1, oo, je realizaciou Ki,j-

Mack stanovil tri predpoklady, ktoré definuju Mackov model:

e V modeli existuja konstanty ms, ..., m, také, ze

E(Oi,j|Ki,j—1 == ki,j—l) =Mmj - Cij-1 pre ] = 2, Lo, n

e V modeli existuja konstanty ¢o, ..., g, také, ze

VCLT’(CZ',J"K@jfl = ki,jfl) = gj . Ci,jfl pre j = 2, oo,
o K, a Ky, st stochasticky nezavislé pre ¢ # k

Odhad koeficientov vyvoja m; v Mackovom modeli, dava rovnaké vysledky ako v de-
terministickom pristupe retazovo - rebrikovej metody. Predpoklad o nezévislosti medzi
rokmi vzniku pu sme urobili z dovodu, Ze odhad 7, je rovnaky pre vSetky roky vzniku
pu prislusného vyvojového roku j:
n—j+1
> Cig
A 4=l

my = o

E Ci,j—l
=1
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Odhadneme parameter g;:

) 1 n—j+1 Ci A 2
9 = —J Z Cig—1" - (5.25)

Odhad koeficientov vyvoja m; je nevychylenym odhadom m;. Pouzitim zlozenej stred-
[ n—j+l v
B(iy) = BBy, K,-)] = E( Ll Gl

. K
St oy | 1>]
B 1 n—j+1
- s (% o)

i=1 3,j—1 i=1

nej hodnoty a prvého predpokladu dostavame:

B 1 n—j+1
(v mo)]
n—j+1 § Vi
Zi:lj Oiaj—l ( i=1

Dokézali sme, Ze odhad 7, je nevychyleny. Individudlne odhady koeficientov vyvoja

st nekorelované. Dokazeme to potvrdenim vztahu:

Cik+1 Cig
Cir Cir-

Cikt1

Cik

E =F

Ak j < k:

I |:Ci,k:+1:| _ _E (Cz',(k—‘rl)
Ci

)

Cit, .-, Czk):|

!

= F C FE Ci,k+1|0i,17 ey Cz,k):|
L~%,d
(1
= b ?j : Ci,k: T M1
Cik
Ak j = k, rovnica (5.26) bude mat tvar:
C; C;
E[ 0:1] =My B [Ozﬂ = M1
Ak j =k — 1, rovnica (5.26) bude mat tvar:
I |:Cz’,k:+1:| _ |:Ci,k+1 Cik ]
Cik— Cik Cik—
Cix ]
= Mgl :
Cik+1 Ci
= FE|—= E : 0.27
Cik Cik-1 (5.27)
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Individualne koeficienty vyvoja st nekorelované, nezavislé a nevychylené. Preto mozeme
predpokladat, Ze po vyvojovom roku s vysokymi vyplatenymi pp moéze prist rok s velmi

nizkymi pp.

Dolezitym faktorom pre objektivny odhad rezerv je malé disperzia. Mackov treti pred-

poklad urcuje druhy moment, teda disperziu.

Doteraz, ako aj nadalej bude oznacovat C;; stochastick premennt prei=1,...,n a
j=1,...,n—1+ 1. Odhad koeficientov vyvoja so vztahom,
n—j+1
> Cij
. i=1
m,; =

J n—j+1

E Ci,j—l
i=1

pre 7 =2,...,n — 1+ 1, je tiez stochastickid premenna. Individuélne vyvojové faktory

budt zapisané ako M ;, ked budt povazované za stochastické premenné.

V deterministickom pristupe retazovo - rebrikovej metody sme si ukazali, Ze odhad

koeficientov vyvoja je vazenym priemerom W ; individualnych koeficientov:

n—j+1 n—j+l
i=1 1=1

Uz sme dokazali, ze individualne odhady koeficientov vyvoja st nekorelované pre
1 <4 < n. Variancia 7; podmienen realiziciami k;_;:

Var[mj|k:j_1] =Var Z Wi,j . Mi,j|kj—1 = Z wzjVar[Mi7j|kj_1] (529)
=1

=1

n—j+1 ] n—j+1

Budeme sa snazit ziskat ¢o najmensiu disperziu a teda minimalizujeme rovnicu (5.29)
vzhladom na W ;, kde j = 1,...,n. Index ¢ zanedbavame, nakolko variancia je rov-
naka pre v8etky roky vzniku pu. Okrem minimalizécie funkcie, nesmieme zabudnut na
obmedzenie pre W, ; z rovnice (5.28). Pri tychto podmienkach sa ndm najviac hodf na

minimaliziciu Lagrangeova metoda multiplikdtorov.

Lagrangeova funkcia je definované:
L(z,)) = k(z) + Ag(a),

kde k(z) je funkcia, ktordA ma byt minimalizovana s ohfadom na x (v naSom pripade

vztah (5.29) s ohladom na W, ;) a g(x) je obmedzenie ( v nasom pripade obmedzenie
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z (5.28) ) a A je Lagrangeov multiplikdtor.

Minimum funkcie (5.29) je:

9 " n—j+1
ow; Z wijVaT[Mi,j’kjﬂ—l—)\(l— Z Wl>] — 0
L= i=1

2. wm- . Var[Mi,j|kj_1]
A
2- VCLT[Mi7j|kfj_1]

Wi,j

Minimum funkcie nastéva, ak st vahy nepriamo Gmerné disperzii M; ;. Inymi slovami,
disperzia individualnych koeficientov vyvoja by mala byt nepriamo iimerna ich vaham.
Véaha odhadu koeficientov vyvoja je

Cij—1
n—j+1

g Cij—1
i=1

Teda disperzia individualnych koeficientov vyvoja je nepriamo tmerné ¢; j_;. Meno-
vatel vyssie uvedeného zlomku pre vdhy moéze byt nahradeny dmernou konstantou g;.
Mackov druhy predpoklad moéze byt prepisany tak, Ze retazovo - rebrikovy vyvojovy
faktor je odhad s minimalnou varianciou:
Ci;
Cij-1

Var {

k‘j—l} = (5.30)

Cij—1

Potrebujeme odhadnut parameter g;. Na zaciatku sekcie sme navrhli odhad g; pre

j =2,...,n, ktory sa nachadza vo vzfahu (5.25). Odhad je nevychyleny ak dokaZeme,
ze E(g;) = g;-

Najprv vypocitame (n — j)E(g;|kj—1) pomocou prirdtania a odratania konstanty m; a

tento vypocet pouzijeme pri dokaze E(g;) = E[E(gj|kj—1)] = g;-

n—j+1 i C . 2
(n—J)E(glkj—1) = Z Cij1E (C—Ul —m;+m; — ma’) k’j—l]
i=1 b=

n—j+1 -

= D Gyl (Mz’,'—mj)QV%—l] -
=1 -
n—j+1
-2 ), Ci,j—lE[(Mz‘J —mj)(mj+mj)|kj—1} +
=1
n—j+1 )
+ > Ci,le[(mfr’mg‘) \’%11
=1
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n—j+1 n—j+1

(n=NE@G k1) = D cjaVar[Milka] =2 ) cij1Cov(M;, ik 1) +
=1 =1
n—j+1
+ Z ci,j_lVar[mﬂk’j_l] (531)
=1

Ako uz bolo spomenuté, odhad koeficientov vyvoja je vazeny priemer individudlnych
vyvojovych faktorov. Treti Mackov predpoklad nam hovori, ze Cov(My, ;, M; ;) = 0 pre
k # n. Pomocou tohto predpokladu upravime druhy ¢len vztahu (5.31):

COU(MZ'J', mj|/€j_1) = CO’U (Mi,ju wi,j . Mi,j‘kj—l)

Cij—1

Cij—1
= | ——=— |Var|M,;|k,-
(Z?:—lj—l—l Ci,j—l) [ 1J| J 1}
Vlozenim predchadzajiceho vztahu do (5.31) a pouzitim vztahu (5.30) mo6Zeme prepisat
vztah (5.31):

(n = J)E(g;lkj—1) = ( _Z 9]') —2-g;+9;=(n—j)y

i=1

Pomocou zlozenej strednej hodnoty vyjadrime E(g;):

E(g;) = E[E(g))|kj—1] = E(9;) = g;

Skutocne, odhad g; je nevychylenym odhadom g;, takZe najvhodnejsim vztahom pre
gj je (5.25).
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Kapitola 6
Zaporné poistné naroky

V tejto kapitole sme ¢erpali z literatury [6, 10, 11, 15].

Zdporné poistné ndroky st zaporné hodnoty v hornom vyvojovom trojuholniku a st
dosledkom hlasenych narokov, ktoré boli pre nejaky dévod zmensené. Jedna sa o neku-
mulovany vyvojovy trojuholnik. V kumulovanom trojuholniku sa negativne poistné

naroky nevyskytuji. Zaporné hodnoty sa zvycajne vyskytuji v tychto pripadoch:
e platby prijaté poistoviiou od tretej strany

e Gplné alebo ¢iastolné zruSenie nevyplatenych pohladavok, ktoré vzniknu nad-
hodnotenim Skody alebo pozitivhym vysledkom v prospech poistovne v siidnom

spore
e chyby

England a Verall argumentuji, ze vo vyvojovom trojuholniku je lepsie uvadzat vypla-
tené naroky, ako vzniknuté naroky. Pri vyplatenych narokoch je mensia pravdepodob-
nost, ze sa vyskytnu zaporné hodnoty. To preto, Zze pri odhade rezerv st zohladnené
aj preferencie metody poistného matematika a ist4 konzervativnost, ¢o znamené, 7e

zvycCajne byva nadhodnotena vyska rezervy, ¢o vedie k vyskytu zapornych hodnot.

V mnohych metodach nastavaji problémy pri vyskyte vacSieho poc¢tu alebo vysky

zapornych pp ak nie st splnené urcité obmedzenia.

V idealnom pripade by mal poistny matematik pred aplikdciou niektorej z metod na
odhad rezerv opravit data tak, aby eliminoval zdporné hodnoty. Pre tento pripad de
Alba a Bonilla poskytli zoznam tprav pouzivanych v praxi. Aj po tejto uprave sa

mozu vyskytnit v trojuholniku zaporné hodnoty. Preto je potrebné, aby mal poistny
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matematik k dispozicii metody na odhad, ktoré spravne odhadnt hodnotu rezervy aj

v pripade zapornych narokov.

Niektoré metody, medzi nimi aj retazovo - rebrikovd metoda odhadne rezervu aj v
pripade zapornych hodnot v trojuholniku. Mackov model nemé problém so zapornymi
hodnotami, ale jeho obmedzenim je, 7e sa zameriava na reprodukciu odhadu rezerv
retazovo - rebrikovej metody. Takisto rata iba s prvym a druhym momentom a nie s

celym rozdelenim.

Medzi modely, ktoré podla Englanda a Veralla zvladnu pracu so zapornymi hodnotami
patria: Poissonov model, negativno binomaicky model a aprorimdcia normdl-
neho rozdelenia na negativno binomické. Poissonov model nie je vhodny iba pre
pozitivne hodnoty dat. Pri pouziti pristupu kvdz: mazimdlne;j vierohodnosti je mozné
postup aplikovat aj na pozitivne, aj na negativne data. Metoda, ktora zvladne aj vela
zapornych pp alebo si velmi velké ich ¢iastky je Bayesov model zaloZeny na troch
parametroch log-norméalneho rozdelenia. Bayesova metoda analyzuje data rekurzivne

pouzitim Kalmanovho filtra. Viac informécii o tomto modeli je mozné najst v [10].

Dalsi sposob ako pracovat so zapornymi narokmi si lognormalne modely. étandardny
sposobom vysporiadania sa so zdpornymi hodnotami v trojuhlniku pri tychto modeloch
je, ze sa doplni dostato¢ne velka konstanta (pred pouzitim logaritmov) a po vypocte sa
tato konStanta odrata. VoIba kongtanty nie je ndhodnd, ale urcuje sa metédou maxi-
mélnej vierohodnosti. Technika dava ,lepSie” rieSenie ako spolichanie sa na upravu dat.
Na druhej strane vysledky tejto metody zéavisia od pridanej konstanty, ¢o nemozeme

povazovat za najlepsie riesenie. Viac o tychto modeloch je mozné najst v [11].

Dokument od Reida, ktory je mozné najst v [12|, rie§i problém s relativne rychlou
zmenou vo velkosti narokov v portfolidch poistovni. Vacésina modelov predpoklada, ze
faktory sa menia relativne pomaly a trend na vyvoj narokov nie je vyznamny. Této
praca modeluje vplyv faktora explicitne. Pristup modelu méze byt pouzity k rozvoju

poistnych sadzieb, ako aj k odhadu rezerv.
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Kapitola 7

Chyby odhadu

V tejto kapitole sme pracovali s literatirou [6].

Dolny vyvojovy trojuholnik je vyplneny odhadmi C’iyj, kdet=2,...,n a
j > n—1i+ 2. V poslednom vyvojovom roku si kumulované pp, ktoré reprezentuju
kone¢nu vysku narokov ém, kde i = 2,...,n. Je potrebné najst hodnotu rozptylu
bodovych odhadov.

Strednd kvadratickd chyba (MSE) je jednym z mnohych sposobov ako vy¢islit
rozdiel medzi odhadom a skuto¢nou hodnotou, z ktorej sa odhad stanovil. Odmocnina

strednej kvadratickej chyby (RMSE) je odmocnina strednej Stvorcovej chyby:

RMSE(C;,,) = \/ MSE(C; )

MSE je vhodnym meradlom chyby odhadu.

Mame zadané pozorované hodnoty v hornom vyvojovom trojuholniku. MSE je pod-
mienené tymito hodnotami, ktoré sme si oznacili v ¢asti 5.1 ako
k=A{cj;i=1,....,n,j =1,...,n}. Stredna $tvorcova chyba kone¢nej vysky pp CA'm

e

MSE(C;,) = E((Cin—Cin)?*|k) = E(Cin — E(Cyp) + E(Ciy) — Cin)?E)

= Var(Cinlk) + E(E(C;,|k) — Ci,)?
= Var(Cinlk) + (E(Cinlk) — Cin)? (7.1)

Po druhom znamienku rovné sa vidime, Ze podmienka ostala iba pri premennej C; .
Je to preto, lebo iba premenna C;, je nevyhnutne podmienend k. Kedze E(C;,|k)

a C;, su skalare, v poslednom kroku sme odstranili vonkajsie ocakavania. Prva ¢ast
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vztahu (7.1) nam udéva rozptyl okolo skuto¢nej hodnoty C; ,,. Druha cast vztahu (7.1)
je oznacovand ako odhad variancie a meria ako velmi sa odchyluje odhad OM od
E(C;,|k). Viac o chybe odhadu je mozné najst v [5].
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Kapitola 8
Aplikacia

V tejto kapitole sme pracovali s literatarou [13, 17].

Vzhl'adom na nadvéznost k bakalarskej praci sme sa rozhodli, Ze deterministické pos-
tupy aplikujeme na data nemenovanej slovenskej poistovne. Data pozname z bakalarskej
prace [13]|. Urobili sme tak preto, aby sme mohli porovnat vysledky znamych metod

popisanych v bakalarskej ako aj v diplomovej praci.

Na retazovo - rebrikovi metdédu zohladiujucu vazeny priemer a na stochastické modely
sme vyuzili nové data ziskané z nemeckej spolo¢nosti. Mohli sme tak porovnat, ¢i sme

dostali rovnaké vysledky stochastickymi modelmi a retazovo - rebrikovou metddou.

8.1 Deterministicky pristup

Postupy deterministickych metéd sme aplikovali na data nemenovanej slovenskej
poistovne, ktoré sme pouzivali v bakalarskej praci [13|. V8etky vypocty sme robili v

softvére MS Excel 2007 a je mozné ich najst na prilozenom cd v Prilohe 1.

Rok vzniku poistnych udalosti je od roku 2004 do roku 2008. Vyvojové roky, ktoré
uplynuli od vzniku pu po jej vyplatenie si od roku 1 do roku 5, pricom vyvojovy rok 1
vyjadruje vyplatené pp v tom istom roku ako vznikla pu a vyvojovy rok 5 su styri roky
od vzniku pu po vyplatenie pp poistencom. Hodnoty v hornom vyvojovom trojuholniku
vyjadrujt vyplatené pp za udalosti, ktoré vznikli v roku ¢ a boli vyplatené 5 rokov od
vzniku pu. Pre rok 2004 nemusime vytvarat rezervu, nakol'ko sa do vyvojového roku 5

zlikvidujia samé.
Vidgina metod zacina pracovat s nekumulovanym vyvojovym trojuholnikom. Trojuhol-
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nik s nekumulovanymi pp sa nachadza v tabulke 8.1.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 2 3 | 4 5
2004 27595371 | 16541317 | 955064 | 221151 | 253000
2005 30177361 | 15888572 | 2654823 | 5200
2006 27421072 | 13715687 | 4783474
2007 22757188 | 12915963
2008 37314432

Tabulka 8.1: Nekumulovany vyvojovy trojuholnik s poistnymi plneniami, zdroj: [13],

upravené

Tabulku 8.1 sme zkumulovali postupnym pri¢itovanim prvkov pomocou vztahu (4.5)

a dostali sme tabulku 8.2.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 2 3 4 5
2004 27595371 | 44136688 | 45091752 | 45312903 | 45565903
2005 30177361 | 46065933 | 48720756 | 48725956
2006 27421072 | 41136759 | 45920233
2007 22757188 | 35673151
2008 37314432

Tabulka 8.2: Kumulovany vyvojovy trojuholnik s poistnymi plneniami, zdroj: [13],

upravené

Pri deterministickom pristupe zohladiiujeme vnitorné aj vonkajsie faktory. V pos-
tupoch popisanym metod su to vonkajsie faktory: odhad budiicej infldcie vo vyske 5%,

zaslizené poisiné, pocet $kod, ktoré sa nachéddzaju v tabulke 8.3.

H Rok vzniku PU H ZasluZené poistné ‘ Pocet §kod H
2004 60 354 250 40938
2005 61750 642 39228
2006 64442067 38020
2007 65724 827 37090
2008 65994 110 36598

Tabulka 8.3: Zasluzené poistné a pocet §kod, zdroj: [13], upravené
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8.1.1 Prvy pristup separac¢nej metédy

Vychadzali sme z nekumulovaného trojuholnika, ktory sa nachédza v tabulke 8.1.
Trojuholnik sme predelili po¢tom skod a dostali sme maticu Standardizovanych hodnét.

Matica je uvedena v tabulke 8.4.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 | 2 | 3 | 4 | 5
2004 674,077 | 404,058 | 23,330 | 5,402 | 6,180
2005 769,281 | 405,031 | 67,677 | 0,133
2006 721,228 | 360,749 | 125,815
2007 613,567 | 348,233
2008 1019,576

Tabulka 8.4: Matica standardizovanych hodnot

Vstupy na diagonale, skutocnd vyska priemernej individuilnej Skody a konStantny

podiel 8kody sa vyskytuju v tabulke 8.5.

H Vstupy H Skuto¢na priemerna skoda H Podiel skody H
dg | 1499,936 || ¢ 1499, 936 5 0,004
ds | 1047,395 || As 1051,728 T4 0,002
dy | 1149,588 || A4 1156, 864 T3 0,058
ds | 1173,339 || A3 1254,579 r9 0,306
do | 674,077 || A2 1071,028 1 0,629

Tabulka 8.5: Vstupy na diagonéle, priemerné $koda a podiel skody

Konstantny podiel skody je skuto¢ne rovny jednej:
ri+re+...+1r5=0,0044+0,0024... 40,629 =1

Odhad dolného standardizovaného trojuholnika sa nachédza v tabulke 8.6.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 | 2 | 3 | 4 | 5
2004
2005 6,489
2006 3,587 | 6,814
2007 101,517 | 3,766 | 7,154
2008 557,659 | 106,593 | 3,955 | 7,512

Tabulka 8.6: Dolna odhadnuta standardizovani matica
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Standardizovant maticu z tabulky 8.6 sme vynasobili po¢tom §kod, spocitali sme vysku

rezervy a tieto kroky sme uviedli v tabulke 8.7.

Rok vzniku Vyvojovy rok

- 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 1 5 Rezerva
2004

2005 254 553,7 254 553,7
2006 136373,6 | 259050,6 395424,2
2007 3765278 | 139689,7 | 265349,7 4170318
2008 20409193 | 3901098 | 144728,6 | 274921,3 || 24729942

| cELKOM | [ 29550237 |

Tabulka 8.7: Odhad rezervy pomocou prvého pristupu separac¢nej metody

8.1.2 Bornhuetter - Ferguson metéda

7 kumulovaného trojuholnika sme urc¢ili odhady koeficientov vyvoja, kumulativne
koeficienty, inverzné koeficienty a doplnky inverznych koeficientov a hodnoty tychto

koeficientov sa nachadzaji v tabulke 8.8.

Rok vzniku || Odhady koeficientov | Kumulativne Inverzné Doplnky inv.
PU vyvoja koeficienty koeficienty || koeficientov
2004 1 1 1 0
2005 1,006 1,006 0,994 0,006
2006 1,002 1,008 0,992 0,008
2007 1,064 1,073 0,932 0,068
2008 1,547 1,659 0,603 0,397

Tabulka 8.8: Koeficienty pre odhad rezervy

Nekumulovany trojuholnik sme vydelili zaslizenym poistnym. Potom sme extrapolé-
ciou nekumulovanych $kodovych pomerov doplnili dolny trojuholnik, ktory je odliSeny
kurzivou a tuénym pismom. V kazdom riadku sme spocitali Skodovy pomer a rezervu.

Vysledky tychto krokov je mozné najst v tabulke 8.9.

Rok vzniku Vyvojovy rok -
PU 1 2 3 2 5 Skodovy pomer Rezerva
2004 0,45722 | 0,27407 | 0,01582 | 0,00366 | 0,00419 0, 75497 0
2005 0,48870 | 0,25730 | 0,04299 | 0,00008 | 0,00419 0,79327 271983,13
2006 0,42552 | 0,21283 | 0,07423 | 0,00008 | 0,00419 0, 71686 367073,04
2007 0,34625 | 0,19651 | 0,07423 | 0,00008 | 0,00419 0,62127 2757689, 20
2008 0,56542 | 0,23518 | 0,07423 | 0,00008 | 0,00419 0,87911 23049035, 90
CELKOM 26 445781, 27

Tabulka 8.9: Odhad rezervy pomocou metdédy Bornhuetter - Ferguson
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8.1.3 Druhy pristup separac¢nej metody

Mame zadany nekumulovany vyvojovy trojuholnik. Najprv sme trojuholnik pre-

delili zasluzenym poistnym. Jedna sa o horny trojuholnik v tabulke 8.9. Potom sme

prerovnali riadky s diagonalami. Tento krok sa vyskytuje v tabulke 8.10.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 2 3 4 5
2008 0,56542 | 0,19652 | 0,07423 | 0,00008 | 0,00419
2007 0,34625 | 0,21284 | 0,04299 | 0,00366
2006 0,42552 | 0,25730 | 0,01582
2005 0,48870 | 0,27407
2004 0,45722

Tabulka 8.10: Prehodené riadky s diagonalami

Tabulku 8.10 sme postupnym pri¢itovanim zkumulovali a dostali sme tabulku 8.11.

Rok vzniku Vyvojovy rok
PU 1 | 2 [ 3 | 4 | 5
2008 0,5654 | 0,7619 | 0,8362 | 0,8362 | 0,8404
2007 0,3463 | 0,5591 | 0,6021 | 0,6057
2006 0,4255 | 0,6828 | 0,6986
2005 0,4887 | 0,7628
2004 0,4572

Tabulka 8.11: Zkumulovany trojuholnik s prehodenymi riadkami a diagonalami

Z kumulovanej tabulky 8.11 sme odhadli koeficienty vyvoja, kumulativne koeficienty

a inverzné koeficienty pomocou 2., 3. a 4. kroku z Bornhuetter - Ferguson metody v

kapitole 4.2. Zapisali sme ich do tabulky 8.12.

Rok vzniku || Odhady koeficientov | Kumulativne Inverzné
PU vyvoja koeficienty koeficienty
2008 1 1 1
2007 1,0050 1,0050 0,9950
2006 1,0026 1,0076 0,9924
2005 1,0664 1,0745 0,9306
2004 1,5152 1,6282 0,6142

Tabulka 8.12: Koeficienty separa¢nej metody
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Vzorce v tabulkédch 4.8 a 4.9 sme vyuzili na odhad separacngch inderov a indexov
oneskorenia. Odhad indexov je v tabulkach 8.13 a 8.14.

Rok vzniku || Separaény
PU index
2008 0,8404
2007 0, 6088
2006 0, 7040
2005 0,8196
2004 0,7444

Tabulka 8.13: Separa¢né indexy pre roky vzniku pu 2008 — 2004

Rok vyvoja Index
PU oneskorenia
0,0050
0,0026
0,0618
0,3164
0,6142

=N W | Ot

Tabulka 8.14: Indexy oneskorenia pre roky vzniku pu 2008 — 2004

Pomocou zadaného odhadu miery inflicie sme dopocitali dolny trojuholnik. Postup sa
nachidza v kroku 10 v Casti 4.2.1. Vyuzivali sme konkrétne vztah 4.8. Vyplatné rezidud
sme ziskali s¢itanim prvkov dolného trouholnika pre jednotlivé roky vzniku pu. Tieto

kroky sa nachéadzaju v tabulke 8.15.

Rok vzniku Vyvojovy rok Vyplatné
PU 1 | 2 [ 3 4 5 rezidua
2004 0
2005 0,0052 0,0052
2006 0,0027 | 0,0055 0,0082
2007 0,0649 | 0,0029 | 0,0058 0,0735
2008 0,3323 | 0,0681 | 0,0030 | 0,0061 0,4094

Tabulka 8.15: Odhadnuty dolny trojuholnik s vyplatnymi reziduami

Rezervu pre jednotlivé roky vzniku pu sme dostali vynasobenim posledného sepa-
ra¢ného indexu pre rok 2008, zasluzeného poistného a vyplatného rezidua. Vysledky
tohto kroku st v tabulke 8.16.
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Rok vzniku || Separaény | ZasliZené || Vyplatné

PU index poistné rezidua Rezerva
2004 0,8404 60 354 250 0 0

2005 0,8404 61750642 0,0052 271796
2006 0,8404 64442067 0,0082 444914
2007 0,8404 65724827 0,0735 4060 266
2008 0, 8404 65994 110 0,4094 22709 549

Celkom || | 27486525 ||

Tabulka 8.16: Odhadnuta rezerva pomocou druhého pristupu separacnej metody

8.1.4 Cape Code metdda

Postup tejto metddy sa nachadza v bakalarskej praci [13].

Uvedieme hodnotu skodového pomeru, ktory je podiel doterajSieho poistného plnenia

a upraveného zaslizeného poistného:

213199675 _ .
286753499
a tabulku s vyslednou hodnotou rezervy 8.17:
Rok vzniku || ZasliZené | Doterajsie | Inverzny Upravené (1—inverzny || ODHADNUTA
PU poistné plnenie koeficient | zasliZené poistné | koeficient) REZERVA
2004 60354250 || 45565903 1,000 60 354 250 0,000 0
2005 61 750 642 48725956 0,994 61407778 0,006 254917, 60
2006 64442067 || 45920233 0,992 63930009 0,008 380712, 66
2007 65724827 || 35673151 0,932 61286037 0,068 3300216, 68
2008 65994110 37314432 0,603 39775426 0,397 19493 449, 63
CELKOM 213199675 286753499 23429296, 57

Tabulka 8.17: Odhad rezervy pomocou metody Cape Cod, zdroj: [13|, upravené

8.1.5 Retazovo - rebrikova metéda

Postup tejto metddy sa nachadza v bakalarskej praci [13].

Uvedieme tabulku s dolnym vyvojovym trojuholnikom ziskanym pomocou odhadov

koeficientov vyvoja. f)alej sa v tabulke 8.18 nachadza odhadnutéa rezerva, ktora sme

dostali pomocou vztahu (4.10) v kapitole 4.4.
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Rok vzniku Vyvojovy rok

PU 3 Py 1 5 Rezerva
2004 0

2005 48998012 272056
2006 46031029 | 46288039 367806
2007 37952876 | 38044449 | 38256 866 2583715
2008 57729694 | 61418962 | 61567154 | 61910908 || 24596476

[ Celkova rezerva || | 27820053 |

Tabulka 8.18: Dopo¢itany dolny vyvojovy trojuholnik r - r metodou, zdroj: [13], up-

ravené

8.1.6 Zhrnutie vysledkov

Aplikovanim postupov deterministickych pristupov na data slovenskej poistovne

sme dostali vysledky:

e Prvy pristup separacnej metody - 29 550 237

Bornhuetter - Ferguson metoda - 26 445 781, 27

Druhy pristup separacnej metddy - 27 486 525

Cape Code metoda - 23429296, 57

Retazovo - rebrikova metdda - 27 820053

Retazovo - rebrikova metoda so zohladnenou inflaciou - 29 361 364

Postup retazovo - rebrikovej metody so zohl'adnenou inflaciou sa v postupoch diplo-
movej prace nenachadza, vysledok sme uviedli len na porovnanie. Postup metody, ako

aj aplikiciu na datach je mozné najst v [13].

Rezervy sa pohybuja v rozmedzi 26 — 29, 6 miliénov slovenskych koriin az na metédu
Cape Code, ktora je o dost nizsia. Vzhladom nato, Ze okrem Cape Code zasluZené
poistné zohladhuju aj Bornhuetter - Ferguson metéda a druhy pristup separacnej
metody, tak by som brala do Gvahy skor vysledky tychto dvoch metod ako Cape Code.
Pri prvom pristupe separa¢nej metody a retazovo - rebrikovej metode so zohladnenou
infliciou sa pohybuje vyska rezervy okolo 29,4 mili6na kortn. Vysku tychto rezerv

ovplyviuje najviac vyska inflacie.

Pri porovnani vysledkov by som zvolila ako vhodni vysku rezervy priblizne 27,5 mi-
libnov. Nemali sme k dispozicii skuto¢nii vysku rezervy, takze sme nas odhad nemohli

porovnat.
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8.2 Retazovo - rebrikova metoda a stochasticky pris-
tup

V tejto casti sme aplikovali postup retazovo-rebrikovej metody z kapitoly 4 a sto-
chastickych metod z kapitoly 5 na data nemeckej poistovne Munich RE. Tieto data
je mozné najst vo vyroénej sprave poistovne z roku 2010, ktora je dostupna v [17] na
strane 217. Udaje st v milionoch eur. Hodnoty dat sme posunuli o tri desatinné miesta
doprava. V popise tabulky nemeckej poistovne sa nachadza za popisom tabulky , NEM.

Tymto sme odligili tabulky slovenskej poistovne od tabuliek nemeckej poistovne.

Rok vzniku poistnych udalosti je od roku 2000 do roku 2010. Vyvojové roky, ktoré
uplynuli od vzniku pu po jej vyplatenie st od roku 1 do roku 11, pricom vyvojovy
rok 1 vyjadruje vyplatené pp v tom istom roku ako vznikla pu a vyvojovy rok 11 je
desat rokov od vzniku pu po vyplatenie pp poistencom. Hodnoty v hornom vyvojovom
trojuholniku vyjadruji vyplatené pp za udalosti, ktoré vznikli v roku ¢ a boli vyplatené

§ rokov od vzniku pu. Udaje sa nachadzaju sa v tabulke 8.19.

Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 2 3[4 5[ 7] s8] o9 w|ln
2000 9380 | 5891 | 3755 | 2242 | 2300 | 1427 | 1126 | 1030 | 1154 | 933 | 608
2001 3426 | 3102 | 1586 | 873 | 612 | 464 | 453 | 364 | 171 | 225
2002 3893 [ 2906 | 1245 | 671 | 372 | 258 | 308 | 329 | 160
2003 4066 | 2173 | 906 | 416 | 404 | 312 | 231 | 248
2004 3648 | 2890 | 916 | 406 | 414 | 238 | 243
2005 3503 | 3579 | 1615 | 523 | 479 | 250
2006 3389 | 2468 | 1336 | 542 | 423
2007 4199 | 2808 | 1224 | 824
2008 4252 | 3185 | 1599
2009 4406 | 3148
2010 4921

Tabulka 8.19: Nekumulované data, NEM

Tabulku 8.19 sme zkumulovali postupnym pric¢itovanim hodnét v riadkoch a vysledok
zapisali do tabulky 8.20.
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Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 1 2 [ 3 | 4[5 | 6 [ 7] s | 9 0] n
2000 9380 | 15271 | 19026 | 21268 | 23568 | 24995 | 26121 | 27151 | 28305 | 29238 | 29 846
2001 3426 | 6528 | 8114 | 8987 | 9599 | 10063 | 10516 | 10880 | 11051 | 11276
2002 3893 | 6799 | 8044 | 8715 | 9087 | 9345 | 9653 | 9982 | 10142
2003 4066 | 6239 | 7145 | 7561 | 7965 | 8277 | 8508 | 8756
2004 3648 | 6538 | 7454 | 7860 | 8274 | 8512 | 8755
2005 3503 | 7082 | 8697 | 9220 | 9699 | 9949
2006 3389 | 5857 | 7193 | 7735 | 8158
2007 4199 | 7007 | 8231 | 9055
2008 4252 | 7437 | 9036
2009 4406 | 7554
2010 4921

Tabulka 8.20: Kumulované data upravené, NEM

8.2.1 Retazovo-rebrikova metéda so zohl'adnenym vaZenym prie-
merom
Vychéadzali sme z tabulky 8.20. Najprv sme vypocitali individualne odhady koe-

ficientov vyvoja a nasledne vazené priemery pre kazdy vyvojovy rok. Vysledky tohto

kroku sa nachadzaju v tabulke 8.21.

Rok vzniku PU Vyvojovy rok j

} 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
! mo ms my ms me mry mg Mg mio mi1

2000 1,6280 | 1,2459 | 1,1178 | 1,1081 | 1,0605 | 1,0450 | 1,0394 | 1,0425 | 1,0330 | 1,0208

2001 1,054 | 1,2430 | 1,1076 | 1,0681 | 1,0483 | 1,0450 | 1,0346 | 1,0157 | 1,0204

2002 1,7465 | 1,1831 | 1,0834 | 1,0427 | 1,0284 | 1,0330 | 1,0341 | 1,0160

2003 1,534 | 1,1452 | 1,0582 | 1,0534 | 1,0392 | 1,0279 | 1,0291

2004 1,7922 | 1,1401 | 1,0545 | 1,0527 | 1,0288 | 1,0285

2005 2,0217 | 1,2280 | 1,0601 | 1,0520 | 1,0258

2006 17282 | 1,2281 | 1,0754 | 1,0547

2007 1,6687 | 1,1747 | 1,1001

2008 1,7491 | 1,2150

2009 1,7145

2010

| Vazeny priemer w; | 1,7280 | 1,2063 | 1,0879 | 1,0701 | 1,0432 | 1,0386 | 1,0360 | 1,030 | 1,0204 | 1,0208 |

Tabulka 8.21: Individualne odhady a vazeny priemer, NEM

Nésledne sme pomocou vazeného priemeru doplnili dolny trojuholnik a odhadli rezervu.

Tento krok sa nachadza v tabulke 8.22.
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Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 Rezerva
2000 0
2001 11510, 48 234,48
2002 10440,42 | 10657,52 515,52
2003 9026,82 | 9292,42 | 9485,65 729,65
2004 9069,90 | 9350,43 | 9625,55 | 9825,71 1070, 71
2005 10332,87 | 10704,52 | 11035,61 | 11360,31 | 11596,55 | 1647,55
2006 8510,80 | 8839,17 | 9157,10 | 9440,33 | 9718,10 | 9920,18 1762,18
2007 9690,09 | 10109,14 | 10499,19 | 10876,83 | 11213,24 | 11543,18 | 11783,21 || 2728,21
2008 9830,37 | 10519,84 | 10974, 78 | 11398,22 | 11808,20 | 12173,42 | 12531,60 | 12792,20 | 3756,20
2009 9112,09 | 9913,14 | 10608,42 | 11067,19 | 11494,20 | 11907,63 | 12275,92 | 12637,12 | 12899,91 | 5345,91
2010 8503,50 | 10257,42 | 11159,17 | 11941,84 | 12458,27 | 12938,95 | 13404,35 | 13818,93 | 1422,54 | 14521,35 | 9600, 35
Celkova
27390, 78
rezerva

Tabulka 8.22: Doplneny dolny trojuholnik s rezervou pomocou retazovo - rebrikovej
metody, NEM

8.2.2 Mackova metdda

Teraz prejdeme k stochastickému pristupu. Odhad rezerv sme robili pomocou pro-

gramu R, ktory je mozné stiahnut na stranke
http://cran.r-project.org/bin /windows/base/ .

Vychadzali sme z kumulovaného vyvojového trojuholnika. Prepisali sme ho do siiboru
formatu .txt. Udaje musia mat tvar matice, takZe na prazdne miesta v dolnom vyvo-
jovom trojuholniku treba napisat NA. Kod na odhad rezerv sa nachadza v prilohe 2. Tu
uvedieme len niektoré vystupy z programu, ktoré nam dokézu, ze Mackovou metdédou

dosiahneme rovnaké vysledky ako v pripade retazovo rebrikovej metody.

Rok vzniku Odhady koeficientov Celkové pp IBNR
PU vyvoja vo vyvojovom roku 11 rezerva
2000 29 846 0
2001 1,7280 11510 234
2002 1,2062 10658 516
2003 1,0879 9486 730
2004 1,0701 9826 1071
2005 1,0432 11597 1648
2006 1,0386 9920 1762
2007 1, 0360 11783 2728
2008 1,0309 12792 3756
2009 1,0294 12900 5346
2010 1,0208 14521 9600

[ Celkom || I 144839 [ 27301 ]

Tabulka 8.23: Odhad rezerv pomocou Mackovej metody, NEM
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Rok vzniku PU Vyvojovy rok j
i 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 Rezerva
2000 0
2001 11510, 48 234,48
2002 10440,42 | 10657,52 515,52
2003 9026,82 | 9292,42 | 9485,65 729,65
2004 9069,90 | 9350,43 | 9625,55 | 9825,71 1070, 71
2005 10332,87 | 10704,52 | 11035,61 | 11360,31 | 11596,55 | 1647,55
2006 8510,80 | 8839,17 | 9157,10 | 9440,33 | 9718,10 | 9920,18 1762,18
2007 9690,09 | 10109,14 | 10499,19 | 10876,83 | 11213,24 | 11543,18 | 11783,21 || 2728,21
2008 9830,37 | 10519,84 | 10974, 78 | 11398,22 | 11808,20 | 12173,42 | 12531,60 | 12792,20 | 3756,20
2009 9112,09 | 9913,14 | 10608,42 | 11067,19 | 11494,20 | 11907,63 | 12275,92 | 12637,12 | 12899,91 | 5345,91
2010 8503,50 | 10257,42 | 11159,17 | 11941,84 | 12458,27 | 12938,95 | 13404,35 | 13818,93 | 1422,54 | 14521,35 | 9600, 35
Celkova
27390, 78
rezerva

Tabulka 8.24: Doplneny dolny vyvojovy trojuholnik pomocou Mackovej metdédy, NEM

8.2.3 Poissonov model

Rovnako ako v pripade Mackovho modelu, sme vyuzili naprogramovant kniznicu
ChainLadder. Kod pre odhad rezerv sa nachadza v prilohe 2. Vo vystupe programu
R dostaneme rovnaké vysledky ako pomocou Mackovej metody. Jedinym rozdielom je,
ze pri Poissonovom modeli sa uvadzaju zaokruhlené vysledky bez desatinnej ¢iarky v
tabulke 8.24. TakZe sme sa neopakovali, a neuviedli rovnaké tabulky ako v sekcii 8.2.2.
Opat sme ukazali, ze pomocou stochastického pristupu ziskame rovnaké vysledky ako

v pripade retazovo - rebrikovej metody.
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Zaver

Spravny odhad rezerv neodgkriepitelne patri medzi najdolezitej$ie ulohy nezivotne;
poistovne. Nie kazda poistoviia odhaduje rovnakymi metdédami. Medzi faktory ovplyv-

nujuce vysku rezervy patri aj preferencia poistného matematika poistovne.

NajpouzivanejSou metédou na odhad rezerv je retazovo - rebrikovd metoda. Je to
jednoznac¢ne vdaka jej jednoduchosti. Ma ale svoje nevyhody, a to, Ze neposkytuje
informacie, ktoré by sa tykali variability vysledkov. Tento nedostatok bol odstraneny
vynajdenim stochastickych modelov. V praci sme sa venovali len tym stochastickym
modelom, ktoré davaji rovnaké vysledky ako retazovo - rebrikova metéda. Pre odhad
najprv museli byt vyslovené predpoklady, za ktorych je mozny odhad. Tieto modely

slizia aj na overenie spravnosti vysledkov dosiahnutych retazovo - rebrikovou metédou.

V prvej kapitole sme sa venovali pojmu technicka rezerva. Uviedli sme si delenie re-
zerv ako aj popis dolezitych rezerv: vyrovnavacej rezervy a rezervy na poistné plnenia.

Velmi stru¢ne sme sa snazili uviest ¢itatela do problematiky.

V dalgej casti sme objasnili rozdiel medzi deterministickym a stochastickym odhadom
rezerv. Ako sme uz spominali, stochasticky spésob mé vela vyhod. Napriek kompliko-
vanejSiemu postupu, samotny odhad trva kratko. Je to vdaka pocita¢ovym softvérom,
ktorym staci zadat kumulovany trojuholnik s poistnymi plneniami a predprogramované
kniznica odhadne vysku rezervy. Pre spravny vyber metddy sa treba hlavne venovat

predpokladom pouzitia modelu.

Zavedenie oznacenia pre deterministicky a stochasticky odhad sa nachidza v tretej

kapitole.
Stvrta a piata kapitola st najdoélezitejSie Casti prace. V Stvrtej kapitole sme sa ve-

novali teoretickému postupu odhadu rezerv deterministickym pristupom. Zakladnym

vstupom pre kazdi metddu je nekumulovany alebo kumulovany vyvojovy trojuholnik s
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doteraz vyplatenymi poistnymi plneniami. Pri niektorych metodach sme zohl'adhovali
vysku zasluzeného poistného, pocet §kod alebo inflaciu. Venovali sme sa hlavne sepa-

ra¢nej metode, kde sme uviedli dva pristupy odhadu.

Postup odhadu stochastickym pristupom sme uviedli v piatej kapitole. Pri kazde]
metdde predpokladame, ze v nekumulovanom trojuholniku sa nachadzaji kladné hod-
noty poistnych plneni. Nagim ciefom bolo podrobne opisat postup odhadu rezerv,
nakol'ko je to buducnost v odhade a deterministicky pristup sa bude vyuzivat ¢oraz

menej. Vacsina metdd mé svoj stochasticky ekvivalent.

Nagimi cielmi bolo popisanie met6d odhadu rezerv a zistenie, & je vhodnejSie pouZivat
deterministicky alebo stochasticky pristup. Snazili sme sa podrobne popisat postup
odhadu tak, aby ¢itatelovi nerobilo problém odhadnut rezervu pomocou akejkolvek
popisanej metody. Kazda z pristupov mé svoje vyhody, ale aj nevyhody. Po ich vypisani
sme prisli k zéveru, Ze je vhodnej$ie pouzivat stochasticky pristup, ak ma odhadca zak-

ladné matematické a Statistické vedomosti, v opa¢nom pripade deterministicky.

O vyskyte zapornych hodndt vo vyvojovom trojuholniku je celd kapitola Sest. Zaporna
hodnota vznika, ak st naroky z nejakého dévodu zmensené. Tymto dovodom modzu
byt chyby vykonané pri vyhodnocovani §kodovej udalosti, pozitivny vysledok v sid-
nom spore ako aj vela dalSich. NaSe popisané stochastické postupy je mozné aplikovat
na takéto data. Mackov model je mozné vyuzit bez zmeny predpokladov a Poissonov
model s mengou upravou na kvazi maximalnu vierohodnost tiez. V skratke sme popisali

dalgie postupy, ktoré je mozné pouZit na data so zapornymi hodnotami.

Na porovnanie rozdielu medzi skuto¢nou a odhadovanou hodnotou rezervy slizi chyba

odhadu, ktora je popisana v kapitole sedem.

Posledna kapitola je venovana aplikacii teoretickych postupov deterministického a sto-
chastického pristupu na déta. Pre nadviznost s bakalarskou pracou sme sa rozhodli, 7e
deterministické pristupy aplikujeme na data jednej zo slovenskych poistovni, ktoré sme
vyuzivali v bakalarskej praci. V podsekcii Zhrnutie sme zhrnuli a porovnali vysledky
odhadnutych rezerv a vybrali podla nas vhodny vysledok odhadu rezervy. Postupy
retazovo - rebrikovej metody s ohladom na vaZzeny priemer, Poissonovho a Mackovho
modelu boli pouzité na data nemeckej spolo¢nosti Muncher RE. Jednym z nasSich cielov
bolo dokazat, Ze stochastickymi postupmi dosiahneme rovnaké vysledky ako pri reta-

zovo - rebrikovej metdde. Tento ciel sa nam podarilo splnit.
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Priloha 1

Prilozené CD s aplikovanymi deterministickymi postupmi na data slovenskej poistovne
v MS Excel 2007.



Priloha 2

Kod pre odhad rezerv pomocou stochastickej Mackovej metody. Poznamky st pisané

za znakom %:

> install.packages('"ChainLadder")

% nainstalovanie balika

> library(ChainLadder)

% mnacitanie balika

> z <- read.table("C://Users//JARUSKA//dip.txt", header=TRUE)

% do premennej z ulozime horny vyvojovy trojuholnik kumulovanych déat. Samozrejme
cestu v ivodzovkach zmenime podla toho, kde mame data uloZené v .txt sibore. Nazov

dip.txt treba zmenit podla toho, ako sa vola subor .txt.

> M <- MackChainLadder(Triangle = z, weights=1, alpha=1,
est.sigma = "Mack", tail=FALSE, tail.se=NULL, tail.sigma=NULL)

% odhadneme hodnotu IBNR rezervy

> M$f

% vypise nam odhady koeficientov vyvoja

> M$f.se

% vypise nam chyby odhadov koeficientov vyvoja
> M$FullTriangle

% dame vypisat dolny vyvojovy trojuholnik

il



Kod pre odhad rezerv pomocou Poissonovej metddy. Poznamky st pisané za znakom %:

> library(ChainLadder)

% nacitanie balika
> z <- read.table("C://Users//JARUSKA//dip.txt", header=TRUE)

% do premennej z ulozime horny vyvojovy trojuholnik kumulovanych dat. Samozrejme
cestu v avodzovkach zmenime podla toho, kde mame data uloZené v .txt stibore. Nazov

dip.txt treba zmenit podla toho, ako sa vola subor .txt.
> z<-as.triangle(z)

% matica musi mat format trojuholnik

> dimnames (z)$dev=1:11

% musime odstranit z nazvov stipcov X

> g<- glmReserve(triangle= z , var.power = 1, link.power = O,

cum = TRUE, mse.method = "formula", nsim = 1000)
% odhad koeficientov pomocou Poissonovho modelu
> fitl <- glmReserve(z)
> fitl$summary
% vystup, ktory nam dava hodnotu IBNR rezervy, posledny stipec pp
> g$FullTriangle

% dame vypisat dolny vyvojovy trojuholnik

il



