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Abstrakt

Nazov prace:

Pracovisko:

Autor:

Veduci prace:

Druh prace:

Pocet stran:

V praci sa pokusime najst’ vhodny model na fitovanie a prognoézovanie Specifickych mier
plodnosti pre Slovensku republiku. Vychdadzame zo skimaného obdobia v rozmedzi rokov
1980 — 2010 a progndzy vykonavame pre roky 2015, 2020 a 2025. Pri fitovani realnych dat
sa zaoberame S$tyrmi modelmi: Jastremského modelom, lognormalnym modelom,
gama modelom a Hadwigerovym modelom. Z tychto modelov ziskavame prvotné odhady,
ktoré nasledne vylepSujeme minimalizaciou Stvorcov odchylok pre vytvorenie prognozy.
Pre prognézovanie vyuZzivame Styri typy trendov: linedrny trend, logaritmicky trend,
polynomicky trend a exponencialny trend. Progndzovanie realizujeme za pomoci regresnej
analyzy. Ziskané progndzy porovnavame s prognézami uverejnenymi Statistickym uradom
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Abstract

Thesis title: Modeling fertility and forecasting of specific rates in demography
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In this thesis we try to find an appropriate model for fitting and prognosing of specific rate
of fertility for Slovak republic. We perform our prognosis for years 2015, 2020 and 2025
on the basis of studied period 1980-2010. Four models - Jastremski model, lognormal
model, Gamma model and Hadwiger model - are used for fitting of real data. From these
patterns we get the initial estimates which we later improve by minimalization of squared
residuals to create a prediction. For making the predictions We use four types of trends:
lineartrend, logharitmic trend, polynomial trend and exponential trend. We pursue
the creating of the prediction by use of the regression analysis. We compare the acquired

predictions with the predictions published by the Statistical Office of the Slovak Republic.
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Uvod

Prognoézy tykajuce sa populacie zaujimaju poprednych ekonomov a politikov
v kazdej krajine. Pri prognozovani d’alSieho prosperovania tej ktorej krajiny sa casto
opieraju o vysledky studii demografov, ktori sa zameriavaju hlavne na modelovanie
kriviek plodnosti. S cielom popisat’ vekovu Specifickost plodnostného modelu boli
navrhnuté rozne matematické modely. Niektoré z tychto modelov preukazali, ze poskytuju
redlne vysledky pri vypocte Specifickej plodnosti 'udskej populacie.

V poslednych rokoch st znaéné rozdiely v Struktire plodnosti pozorovanych dat.
Tato zmena savisi stvarom plodnostnej krivky. Dochadza k zmieSaniu dvoch
plodnostnych modelov, ¢im sa presnost’ progndézovania zhorSuje a existujuce modely
nevedia zachytit’ moderny vzor plodnosti.

V tejto préci Ciastocne nadvézujeme na bakalarsku pracu Modelovanie Specifickych

mier a ich zmien v case. (Hermanova, 2010).

Na modelovanie a prognézovanie Specifickych mier porodnosti sa pozrieme
z demografického hladiska, ¢o predchadzalo danym zmenam, aky bol doposial
popula¢ny vyvoj. Priblizime zauzivany pojem druhd demografickd revoltcia a zékladné
charakteristiky pre porodnost’ a plodnost’.

PodrobnejSie spracujeme Styri typy modelov. Budeme skimat, aky maju tvar,
aké st ich zédkladné vlastnosti a aké su niektoré tvary ich derivécii, integralov a limit.
Ziskame prvotné odhady, ktoré su potrebné pre nasledné prognozy. Pre lepSiu
vierohodnost’ ich vylepSime na zdklade minimalizacie sti¢tu Stvorcov odchylok. VylepSené
hodnoty parametrov zaznamendme. V dalSom kroku objasnime ¢o st to progndzy
asakymi typmi sa budeme zaoberat. OpiSeme postup vypoctu prognodz pre jednotlivé
modely, ich aplikdciu na data a vysledky zosumarizujeme do prehladnych tabuliek
a grafov. Slovne zhodnotime vysledny vyvoj porodnosti, ako dobre opisuju data a nasledne
aka je ich schopnost’ progndzovania.

Hlavnou motivaciou  pre tito pracu bolo Siroké spektrum nadvédznosti
na uz vykonanti bakalarsku pracu a okrem iného aj prognéza pre rok 2025, vydana
Statistickym tradom  Slovenskej republiky (Bleha - Vaiio, 2007). Tato progndza

predpoveda d’alsi posun a neskor ustalenie veku matky smerom K vy$§im hodnotam.
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Predpoved’ prognézy pre rok 2025, vydanej Statistickym uradom Slovenskej republiky,
je graficky znazornena na grafe ¢ 1.
Na zéver naSe progndzy vyhodnotime a porovname s progndzami Statistického

uradu Slovenskej republiky.
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Graf ¢.1: Predpokladané rozlozenie plodnosti podl'a veku (Bleha — Vaio, 2007, str.8,
Graf 2)
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1. Vyvoj porodnosti a plodnosti v Slovenskej republike

Na rast populacie vplyva vela faktorov, ktoré ovplyviiuji rovnovahu medzi
porodnostou a umrtnostou. Predizila sa priemerna dizka Zivota a prezivania, lepsie
su vyuzit¢ zdroje prirodného bohatstva, vedeckych poznatkov, technické objavy
¢i ekonomicky rozvoj a v urcitych zal'udnenych oblastiach je trvale pomerne vysoka
porodnost’. Az polovica obyvatel'stva Zeme je mladsia ako 25 rokov. Znamena to, Ze tito
I'udia zalozia v najbliz§ich desatrocCiach svoje rodiny a svetovd populdcia vzrastie
0 nickol’ko miliard. Na  druhej strane registrujeme faktory, ktoré rast populacie
spomal’uji. St to epidémie, vojny, hladomory, rasové a narodnostné prenasledovanie,
prirodné katastrofy, zI4 socidlna a hospodarska situacia rozvojovych krajin. V krajinach
treticho sveta Casto prevlada ndzor, ze viac deti 'ahSie uzivi svojich rodicov.

V druhej polovici 20. storocia sa pocet obyvatel'ov Zeme viac ako zdvojnésobil.
Rozvojové krajiny dokoncuju proces prechodu na novy reprodukény model sprévania sa.
Mladsie ro¢niky vo vysokom zastupeni zabezpecia rast populacie aj napriek klesajuce;j
porodnosti. Vyspelé krajiny sa nachadzaju vo faze demografického prechodu a pozitivny
populacny prirastok udrziavaju len vd’aka imigracii.

Slovenska republika v poslednom desatroci preziva vyznamné demografické
zmeny, ktoré su s odstupom niekol'kych desiatok rokov za najvyspelejSimi krajinami
a s naskokom niekolkych desiatok rokov pred rozvojovymi krajinami. Prechod na novy
model reprodukéného spravania sa obyvatel'stva je charakteristické pre toto obdobie.
Sucasné demografické trendy st v zasade také isté ako v celej Europe. Kazda krajina
a kazdy region ma ale svoje Specifikda. Typickou &rtou tohto procesu je skratenie
intervalu zmien v doésledku vysokého tempa a rozsahu zmien v transformujuce]

sa ekonomike.

1.1. Druha demograficka revolicia

Prechod z jedného rovnovdzneho stavu do druhého sa nazyva demograficka
revolucia alebo demograficky prechod. Popula¢ny vyvoj v Eurdpe si vysluzil osobitné
pomenovanie, nakol'’ko znamena ozajstnu revoliiciu modelov demografického spravania sa.

Holandsky demograf van de Kaa takyto vyvoj nazval druhd demograficka revolucia.
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Pod druhou demografickou revoluciou sa rozumie komplex zmien v spravani sa
a Vv hodnotovom systéme populacie. Nadhodnocovanie individualizmu a osobnej slobody,
oslabuju funkciu manzelstva a rodiny a redukuji porodnost’ na uroveinn nezarucujicu
sebareprodukciu populécie.

Na zaciatku demografickej revolicie je hruba miera umrtnosti i porodnosti vyssia
ako na konci, ale na prirodzenu reprodukciu obyvatel'stva sta¢i nizSia porodnost. Prva
demograficka revolucia v Europe prebehla paralelne s priemyselnou revoluciou a jej
dynamiku urcuje klesajuca umrtnost’. Kym sa pérodnost’ prisposobi umrtnosti, ich rozdiel
tvori prirodzeny prirastok aten vyvolava rychly rast obyvatelstva. Sucasny dlhodoby
pokles porodnosti v celej Eurépe pod vyrovnana reprodukénu aroven sa neda vysvetlit’
pomocou klasickej tedrie. Nevedie k nastoleniu rovnovéahy, ale narusuje ju.

Aby sa mohla uskutocnit’ spoloCenskd zmena, su potrebné tri veci: kulturne
prostredie, prostriedky na dosiahnutie zmeny, impulz, ktory pomdze prekonat’ zotrva¢nost’
v spravani sa a odStartovat’ tito zmenu.

Kulturne prostredie pre druhu demografickll revoluciu pocituje danii zmenu
ako pozitivnu a usmerniuje ju. Bolo ovplyviiované doznievajucou povojnovou zvySenou
porodnostou. Europy sa sice zvySend porodnost netyka, ale vdaka nespravne
interpretovanym ekologickym iniciativam sa 1 v Eurdpe za zodpovedny postoj zacalo
povazovat obmedzovanie plodnosti. Sucasne sa zacali prejavovat’ protipopulacne
pOsobiace ideové zmeny. V povojnove] Eurdpe nastdva vicSia emancipécia Zien,
zdoraziiovanie individudlnych Tudskych prav ana =ziklade technického pokroku
aj moznost’ zvySovania Zivotného Standardu.

Prostriedkom na uskutonenie druhej demografickej revolicie sa stala
predovSetkym U¢innd hormondlna antikoncepcia. POvodne mala pomoct mnohodetnym
rodinam, ale vel'mi rychlo sa vSak ukézalo, Ze umoziiuje nové reprodukéné sprévanie.
Nové vzory spravania sa rychlo rozsirili spdsobom, ktory sa na zdklade analdgie s fyzikou
nazyva difuzia inovacii. Nové masovokomunikacné prostriedky, v tom case najmi
televizia, vyznamne urychlili Sirenie tychto vzorov spravania.

Impulzom na odstartovanie tychto zmien bola v polovici 60. rokov 20. storoCia
sexualnu revoliciu. Dochadza k poklesu plodnosti hlboko pod zachovavajucu troven
z dovodu prudkého poklesu manzelstiev a narastu kohabitacii a rozvodov. Postupne
vzrastol podiel deti narodenych mimo manzelstva a dokonca i pocet dovtedy ilegalnych
umelych potratov. V podmienkach Slovenskej republiky medzi priame impulzy zniZenia

sobasnosti
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a porodnosti bezpochyby patria ekonomické opatrenia, ako je liberalizacia cien

spotrebného tovaru, zruSenie mladomanzelskych poziciek a prakticky zastavenie

hromadnej bytovej vystavby. (Pastor, 1998)

1.2. Dosledky stii¢asného populaéného vyvoja

Dosledkom kratkodobého poklesu pdrodnosti je nepravidelnd vekova Struktira.
Dlhodoby pokles ma za nasledok tzv. starnutie populacie a ubytok obyvatel'stva. Pravda
v regionoch s ,,nadpocetnou’ strednou generaciou sa depopulacia dostavi az o niekol’ko
rokov neskor. V d’alSej generacii vzrastie napor na verejné vydavky statu. Bude potrebné
znizit' dochodky alebo zvysit' dane, alebo posunut déchodkovy vek smerom nahor.
Pravdepodobne vzrastie pocet pristahovalcov.

Druha demograficka revolucia priniesla najviac zmien v oblasti formovania rodiny.
Dodala viac priestoru pre sebarealizaciu jednotlivca a osobnt slobodu. Umoziuje zvySenie
zivotnej urovne a sexudlnu volnost. Na druhej strane konzumny spdsob zivota, ktory
zodpoveda druhej demografickej revolucii, je v rozpore s koncepciou trvalo udrzatelného
Zivota. Populaény vyvoj, ktory vedie kseba zniCeniu, mozno oznalit za deviaciu

(Pastor, 1998).

1.3. Porodnost’ a plodnost’

Porodnost’ je demograficky proces, ktory sleduje narodenia ako hromadny jav
a vzt'ahuje sa k urcitej populacii. Spolu s umrtnost'ou je porodnost’ najddlezitejSou zlozkou
demografickej reprodukcie. Populaény vyvoj ur€itétho tzemného celku ¢i populacie
je ovplyviovany predovsetkym porodnostou. Jej vyslednym efektom, ktory je vyjadreny
poctom narodenych deti, je plodnost, alebo fertilita. Plodnost’ je schopnost’ cloveka mat’
deti. Pocet deti, ktoré sa narodia ur¢itému paru, zavisi nielen na reprodukcnom spravani sa,
ale aj na plodivosti. Uroveii porodnosti je taktiez ovplyvnena vonkaj$imi "nebiologickymi"
faktormi, ako napriklad populacna politika Statu, bytova situacia partnerov, uplatnenie sa
na trhu prace, hodnotovy systém partnerov, nabozenské vyznanie a podobne (Kalibova -
Pavlik - Vodakova, 1993).
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1.4, Ciselné charakteristiky

V tejto Casti uvedieme niektoré najcastejSie pouzivané Ciselné charakteristiky
pre pérodnost’ a plodnost’ medzi ktoré patria r6zne miery. Definicie su prevzaté z Vaio -
Jur¢ova — Mészaros (2003). Najjednoduchsou charakteristikou porodnosti je hruba miera
porodnosti n, ktora uddva pomer podtu zivonarodenych N’ kstrednému stavu
obyvatelov P avyjadruje sa v promile %o. Ide teda o pocet vietkych narodenych deti

pocas kalendarneho roku na 1000 obyvatelov:

Néivo
n=——
P

Je vhodné skimat’ plodnost’ diferencovane podla veku matky. Na tento ucel sluzi
charakteristika miera plodnosti podla veku fy, nazyvana aj sSpecificka miera plodnosti.

Vyjadruje podet Zivonarodenych deti na 1000 Zien v doviSenom veku N k poétu Zien

stredného stavu P’ v tom istom veku:
Zivo
— NX

Zeny
I:)X

f

X

Jedna sa o Zeny z intervalu (x, x + 1).

Dal$ou charakteristikou plodnosti je 1whrnnd plodnost ip.

Je to sti¢et mier plodnosti pre veky od 15 do 49 rokov. Interpretuje sa ako priemerny pocet
zivonarodenych deti, ktoré by sa narodili jednej Zene pocas jej celého reprodukéného
obdobia pri neobmedzenej plodnosti a nulovej tmrtnosti.

Medzi d’alSie charakteristiky mozeme zaradit’ vSeobecnii mieru plodnosti vf':
N Zivo
Péeny
15-49

ktort ziskame, ak v menovateli pre vypocet hrubej miery porodnosti n vymenime stredny

vf =

stav obyvatel'stva za Zzeny v reprodukénom veku P;" , &iZe Zeny vo veku 15-49 rokov.

Hrubé miery a v§eobecné miery st ovplyvnené vekovou Struktirou obyvatel'stva.
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1.5. Pouzité data

V praci vychadzame z Gdajov pre Slovensku republiku, ktoré zverejnil SU SR
na verejnom  internetovom  portali s priamym  pristupom cez  adresu:

http://www.infostat.sk/slovakpopin/data/fertility.xls.

V ziskanom subore programu Excel sa nachddzaji nami zvolené data
Age specific fertility rates, ktoré sa nachadzaji na riadkoch 469 — 507. Ich hodnoty
sa nachadzaju v prilohach ¢.4a — ¢.4c.
Pre vypocty sme si zvolili roky 1980 - 2010 s pdtroénym rozostupom, konkrétne
1980, 1985, 1990, 1995, 2000, 2005 a 2010. Sumar zistovanych tdajov tvori spolu
30 ro¢né obdobie. V kazdom zo zvolenych ¢asovych dat su data evidované v rozpiti
15 az 44 — 49 rokov. V skorsich datach, rokoch 1980 a 1985 je stanovena horna
hranica rozpitia na 44 rokov, od roku 1986 mame k dispozicii data do 49 rokov.

Graf ¢.2 znazornuje vyvoj pocas skimaného 30 ro¢ného obdobia.

250

200

150

100 -

50 -

15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49

Graf ¢.2: Vyvoj Specifickych mier plodnosti Slovenskej republiky pocas sktimaného
30 ro¢ného obdobia rokov 1980 - 2010
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http://www.infostat.sk/slovakpopin/data/fertility.xls

Na vypocty pre ziskanie prehladu, aka krivka najlepSie opisuje realnu plodnost,
sme zvolili program Excel. Déata sme postupne aplikovali na jednotlivé modely. Konkrétne
Jastremského model, model zalozeny na lognormalnom rozdeleni, na gama rozdeleni
a Hadwigerovom modeli. Jastremského model je najjednoduchs$i a umozinuje robit’ prvotné
odhady parametrov priamo z dat. Dalsie tri modely patria do exponencélnej triedy
a chronologicky im patri uvedené poradie. Aby sme vedeli jednotlivé modely porovnavat’
v zmysle ich vhodnosti a dobrej fiticie realnych dat, za kritérium sme zvolili sucet
Stvorcov odchylok. Samozrejme aj stéet Stvorcov odchylok ma svoje nevyhody,
ako napriklad prikladanie rovnakej vahy odchylke v miestach s nizkym vyskytom danej
udalosti v porovnani s odchylkou v miestach s vysokym vyskytom danej udalosti.
Zohladnovali sme velkost' iba absollutnej, nie relativnej odchylky. To znamena,
ze nerozliSuje lokalizaciu vyskytu odchylky, ale vSetky povazuje za rovnocenné.
Pre optimalnost’ rieSenia, sme na data vyuzili aj nastroj Excelu Solver. Pomocou nastroja

Excelu Solver je mozné zistit’ optimalnu hodnotu.
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2. Modely plodnosti

2.1. Jastremského model

Matematické formulacie maju vécSinou obmedzeny vyznam a vystihuju jediny
urcity typ reprodukéného spravania sa. Takymto modelom je aj model B. S. Jastremského,
prevzaty z prace Pavlik — Rychtatikova — Subrtova (1986), vyjadrujuci $pecifickti mieru

plodnosti f? x podla veku:

b-a
xX—a X — a\a=c
e =f@(1+-—)(1-7—)""
VSeobecne premennou €  oznacujeme vek vstupu do reprodukéného obdobia,
premennou a oznaCujeme vek maximalnej plodnosti a premennou b oznacujeme vek
konca reprodukéného obdobia. Hodnota f(a) predstavuje modus dat.

Ziskavame model, v ktorom su vSetky parametre kladné, akedze x € (c,b)
a exponent Z_chl je tiez kladny a obvykle vacsi ako 1, tym padom je aj cela funkcia kladna.
Ak vek matky je rovny veku konca reprodukéného obdobia, x = b, alebo vek matky

je rovny veku vstupu do reprodukéného obdobia, x = ¢, dostavame

b-a
1(b) = f(a) (1 +Z%‘C‘) (1 3 1; : Z)a—c _

b-a
o= (e =520

V pripade, Ze vek matky je rovny veku maximalnej plodnosti, x = a, dostavame vyraz

@ =f@(1+2=2) (1-22)",
ktorého hodnota predstavuje f/(a) = f(a).

Derivacia Jastremského modelu ma tvar

’ i xr—a X — ayo=2
af](x) =gf(a)(1+m)(1_b_a)
b-a
fla)(a—x)(b—c) (%)a—c
i (@a—c)*(b—x)

Prva derivacia je rovna nule vbodoch a a b, pricom a je lokdlne maximum

a b lokalne minimum.
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Druha derivacia Jastremského modelu ma tvar

2 1) = 2 @) (14229 (1

b—a
X — a)a—c

b—a

b—a
— bya—c
_ f@@-bb-@a-c-0(3=F)
(a—c)3(b—x)?

Jastremského funkcia méa v bode a a b lokalne extrémy a bod 2a — c je inflexny bod.

Integral ma tvar

b-a
[ Pedr = f@ (14 7=5) (1- o) dx =
b-a
b— -2 X = bya~e
= — fl@)b - ¢+ (a— b) + constant
a+b—2c
Potom
‘ (@-0).(b—c) (b—cyae
a—~cC). —C — c\a—c
[ Pedx=ry - Fee) = @) 252 ()

predstavuje uhrnnu plodnost Jastremského modelu.

2.2. Lognormalny model

Lognormalny model zalozeny na lognormalnom rozdeleni (Lamos, 1979, s. 125)
sa pouziva pre modelovanie asymetricky rozdelenych premennych.
Nech X je taka spojitd premenna, ktora nadobtda hodnoty x >0 a jej logaritmus,
t.J. premenna Y = In X ma normalne rozdelenie. Lognormalne rozdelenie je asymetrické
rozdelenie s kladnym koeficientom asymetrie, ina¢ povedané, ma kladné zosikmenie.

Néhodna premenna X ma lognormalne rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami
ueR,0>0axe 0,0 ajezlognormalneho modelu tvaru

fHG) = ot xip

kde ¥ (x) je hustota pravdepodobnosti lognormalneho rozdelenia

( (Inx — M)2>
exp| —————

LN —
@~ (x) e

1
V2mox
pre x > 0, ina¢
() =0

a up predstavuje ahrnnu plodnost
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Derivacia funkcie hustoty lognormalneho rozdelenia @™V (x) podl'a x m4 tvar

N2
0x aXVZHO'x 2 02
_ 2
exp(—%) (-u+ c?+1nx)
T V2w o3 x?

a druha derivacia

0? () = 0? 1 (Inx — p)?
axz(p )= aXZ\/ZT[o'xexp 202

. 2
exp (— %) (u? — Bu+1o?+ (Inx)(—2u + 302 + Inx) + 20%)
V2w o5 x3

Lognormalne rozdelenie nadobuda inflexny bod v bode exp(u — a2).

Z vytvérajicej] momentovej funkcie
2,2

@(t) = Z (ign exp {nu + n; }

n=0

sme ziskali po¢iatocné momenty lognormalneho rozdelenia:

0.2
Uy = exp <,u + 7)

v, = exp(u + 203?)

Potom strednd hodnota E(X) = v; ma tvar

E(X) = exp(,u+%2)

rozptyl D(X) = v, — v ma upraveny tvar
D(X) = expu+ c?).(exp(c?) — 1)
Modus, ¢ize hodnotu, v ktorej funkcia hustoty nadobuda maximum, sme ziskali z derivacie
a predstavuje ho
mod(X) = exp(u— c?)
a medidn ma tvar

med(X) = exp(w).
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2.3. Gama model

Gama model zalozeny na gama rozdeleni (Lamos, 1979, s. 126) ma v matematickej
Statistike vel'ky vyznam najmi z teoretického hladiska. Niektoré jeho Specialne pripady
maju vSak vyznam z hladiska praktickych aplikacii. Rozdelenie gama je asymetrické
rozdelenie s kladnym koeficientom asymetrie. Inak povedané ma kladné zoSikmenie.

Gama rozdelenie patri do skupiny dvojparametrickych rozdeleni s parametrami

a a8, kde parameter « > 0, 8 > 0a x (0, .

Nahodna veli¢ina X je z gama modelu
fE(x) = @b (x) = lp
kde ¢%(x) je funkcia hustoty gama rozdelenia

xa—l

elde)

@€ (x) =
prex >0, a >0, f>0,inac

@¢(x) =0
a Up predstavuje ahrnnu plodnost.

Oznacenie I'(a) predstavuje gama funkciu, definovant Eulerovym integralom 2.druhu ako
I'a) = fooo x% texp(—x) dx, pre a > 0.
Premenna x predstavuje vek, parametre a a § uréuja tvar krivky.

Derivacia funkcie hustoty gama rozdelenia podl'a x ma tvar

a a [ xo71 x
a0 =5y ( Fora e (- E>>

_X

pretxe 2 eap (=) (@ = DF =)
- r'(a)

a druha derivacia
2 2 a—1
d0x? ox?\ Ber(a) B

L2 x% 3 exp (— %) ((a? = 3a+2)b?— 2(a—1) bx + x?)
I'(a)

Z vytvarajicej momentovej funkcie
t

B
I'(a)
22
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Ziskavame strednt hodnota E (X), a rozptyl D(X), ktoré maju tvar
EX) = ap
D(X) = ap?
a modus predstavuje predpis

mod(X) = (¢ —1).8

2.4, Hadwigerov model

Hadwigerovi funkciu prvy krat publikoval Hugo Hadwiger, ktorého struc¢ny
zivotopis a podobizenn ndjdete v prilohe ¢.1, v Casopisnej publikacii “Eine analytische
reprodutions-funktion fur biologische Gesamtheiten.”, Skandinavisk Aktuarietidskrift,
v roku 1940 (podl'a Peristera — Kostaki, 2007).

S Hadwigerovou funkciou sa stretavame v dvoch tvaroch (Peristera - Kostaki,
2007; Petrioli, 2000):

. an(x)dx — \/;%exp {nac _ (nzxa2 + bx)} dx

kde a, b, c st tri parametre, zatial o n predstavuje pocet potomkov Vv n.tej

generacii
) 000 an(x)dx = sgn(a)exp{na(c — 2vb)}, vypocet sa nachadza v prilohe ¢&.3.

v d’al$ej Casti sa venujeme iba pripadu n = 1, takze budeme pisat’

Hx)dx = 4 AC 47 B d
f7(x) X—Wexp - 7+ X |¢dx
pre A, B, C > 0.

3
¢ S = TE) e {0 ((+1-2))
kde x je vek matky pri porode, parametre a, b, ¢ su tri parametre, ktoré budu
odhadnuté. Parametre maju nasledovné demografické interpretacie:
o parameter a je imerny thrnnej plodnosti, ip = avm
2

o parameter b je nepriamo imerny disperzii, D (X) = pyes

o parameter c je rovny strednej hodnote veku matky

, b , . . . "
o vyraz aT sa rovna hodnote Hadwigerovej funkcie v bode c, ¢ize hodnote

Hadwigerovej funkcie v strednej hodnote veku matky.
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Ukéazeme si, aky je vztah medzi parametrami tychto dvoch zapisov Hadwigerovej funkcie

b
pre = (Y ol (42-2)

u na n*a*
frn (x)dx = — exp ynac — (— + bx | ¢ dx

3

fHx) = ac_b 2 exp {—bz (2 + ; - 2)}
H A 3 A?
= — 2 — | —
fi7 (x)dx =X Zexp {AC ( —+ Bx)} dx

fH(x) = abVc exp(2b?) x_% exp{ —_p2 f}

X C

fif (0)dx = \% exp(AC)x% exp{ ~ Bx} dx

—b%c = —A*
—b?c = —-B
A
ab+/c exp(2b?) = exp(AC)
Jr
Plati teda:
A = bJc
B = b?c
1
C = Zln(a\/ﬁ) + 2Vm
C =

bL\/E in(avm) + 2vn

V naSich dalSich vypocCtoch sa zaoberdme iba prvym uvedenym tvarom
Hadwigerovej funkcie

e = 2 (S :

e (b (C+1-2))

Hadwigerova funkcia je funkcia definovana pre x > 0 a o parametroch a, b, c taktiez

predpokladdme ich kladnost’. Z toho nam vyplyva, ze Hadwigerova funkcia vzdy nadobuda
kladné hodnoty.
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Derivacia Hadwigerovej funkcie podl'a x ma tvar:
3
0 y d ab /c\2 ,(C X
5l 0= g () ew{-p* (G +2-2))

o ]ab(3)

dx c

N W

oo 09 (6+2-2)

ab exp {—bz (% + % - 2)} (2b?(c? — x%) — 3cx)

2x4 \/E
X

Maximum funkcie ndjdeme polozenim prvej derivacie rovnej 0. Hadwigerova funkcia

nadobuda svoj extrém pre hodnotu
+V16b* + 9¢c — 3¢
4b?
Nakolko predpokladdme kladnost vsetkych parametrov a x > 0, pohybujeme sa

b+0, c+0, X =

v realnych hodnotach, berieme do tivahy iba pripad, ked’

16b*+ 9¢ — 3¢
4p2

X =

¢o je modus.
Na zaklade druhej derivacie v hodnote extrému sme overili, ¢i sa naozaj jedna o maximum.
3
0% gy 0% ab ,c\2 c x
R = —_— - —_h2(_ —_
6x2f ) 0x? ¢ (x) exp{ b (x * c 2)}
2(€ X 40,2 2 2 2 2 2,2
abexp{—b (E+E_2)}(4b (c* — x%) —4b“cx(5¢* — 3 x%) + 15¢“x*?)
= 3
w7 (6) "

X

0% gy
55/ () <0
Vyraz je zaporny, jedna sa o konkavnu funkciu, tym padom sa jedna o maximum.

Integrél z danej funkcie ma tvar

P P 3
[ rrean= [ LY ewl-v (4i-2)} ax
S

Vypocet integralu nebol trivialny, cely postup sa nachadza v prilohe €.3.
Limity funkcie pre x = 0 a x = o maji hodnotu nula, to preto, Ze exp {—bz (2 + % - 2)}

nam exponent konverguje do minus nekonecna, ¢ize exponencialna ¢ast’ nam konverguje
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do nuly. Ak x - oo, tak aj i konverguje do nuly, ¢ize vyslednou hodnotou je nula.

1 . ’ v ‘s .
Ak x — 0 sprava, tak; konverguje sice do nekonec¢na, ale exponencialna funkcia

konverguje do nuly rozhodne rychlejsie, preto ziskavame opat’ hodnotu nula.

3

i) = g (e 07 (422 2)) =

x-0 ¢

0 = im 2 (5 e (-1 (422} =0

x—oo C
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3. Identifikacia parametrov v jednotlivych modeloch

Vtejto Casti budeme odhadovat parametre modelov =z empirickych dat
pre Slovensku republiku v skiimanych rokoch 1980, 1985, 1990, 1995, 2000, 2005 a 2010.
Prislusne data budeme fitovat’ Styrmi modelmi, budeme sledovat’ vyvoj ich parametrov
a hl'adat’” najlepsi model. Ako sme uz spominali v predoslej kapitole, povod dat
je zo SUSR. Vek predstavuje doviSeny vek matky v ¢ase porodu. K prislusnym
vekom sme priradili hodnoty Fer_rok, ktoré predstavuji pocet deti na 1000 Zien
v danom veku. Stcet plodnosti v prisluSnom roku predstavuje uhrnnu plodnost.
Pre kazdy model a kazdému prislachajicemu roku s oznacenim Fer_rok,

sme vypocitali hodnoty vyberovych charakteristik:

Up = Uhrnna plodnost = Z Fer_rok
X

Yx (x.Fer_rok)
Ghrnné plodnost

X = priemerny vek = V4

Yx (x?.Fer_rok) _
Ghrnné plodnost

2 _ v, — U2

s = vyberovy rozptyl =

kde v; a v, st pociatoéné momenty z empirickych dat. Prvotné odhady budeme poéitat’
z tychto charakteristik. Postup d’alSieho vypoctu sa odliSuje podla jednotlivych modelov.

Pri kazdom modeli uvadzame tabul’ky s prvotnymi odhadmi a aj S vylepSenymi
odhadmi. Pouzivame rozne podfarbenie a farbu pisma. Kazdy model ma vlastni farbu
pre lepSiu prehladnost’ a orientdciu. OranZovym podfarbenim uddvame Jastremského
model, zelenym lognormélny model, modrym gama model a ruzovym Hadwigerov model.
V tabul’kach s odhadmi pouzivame prislusné podfarbenie modelu, no vyskytne sa aj sivé,
ktoré znaci, ze udavame aj hodnoty, ktoré neboli vylepsované, no ich hodnota sa zmenou
parametrov zmenila, alebo predstavuje hodnoty, ktoré sluzia k vypoctu parametrov.

V grafickom znazorneni priebehu jednotlivych kriviek dodrZiavame jednotné
oznacenie. Krivka Fer_rok opisuje trajektoriu empirickych dat, krivka model_Fer_rok
vznikla aplikaciou prvotnych odhadov parametrov na model, S_Fer_rok predstavuje
krivku, ktora vznikla na zéklade vylepSovanych odhadov parametrov pre dany model.

Pod pojmom suma rozumieme celkovia uhrnnu plodnost’ (0znacenie pouzivané

Vv celej vypoctovej Casti prace, najmé v tabul’kach a grafoch).
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3.1. Pouzitie aplikacie Solver

Na vylepsenie prvotnych odhadov sme pouzili excelovska aplikaciu Solver.
Za pomoci Solveru sme minimalizovali sicet Stvorcov odchylok, ktory sme povazovali
za ukazovatel’ vhodnosti metody. Sucet §tvorcov odchylok, v praci oznadovany ako SSO,
sme vypocitali ako sucet rozdiclov realnych hodnot a modelom ziskanych hodnot

umocneny na druhu.
49

stcet $tvorcov odchylok SSO = Z (Fer,_rok — funkcia_Fer,_rok)?

x=15
Ako kritérium pre ukonéenie iteracii Solverom sme povazovali zmenu v hodnote SSO.
Zapostatujuci vysledok sme povazovali hodnotu SSO, ak sa jej hodnota pri dvoch

postupnych iteraciach cez vSetky parametre na stvrtom desatinnom mieste uz nemenila.

3.2. Jastremského model

Model B. S. Jastremského vyjadrujaci mieru plodnosti f? x podla veku ma tvar:

b-a
1w =r@(1+=—)(1-7=)""

Premennou ¢ sme oznacili vek vstupu do reprodukéného obdobia, 15 rokov,
premennou a vek maximalnej plodnosti, modalny vek, apremennou b vek konca
reprodukéného obdobia, 44 alebo 49 rokov, podl'a prislusného roku a dostupnosti dat.

V tabulke ¢.1 uvddzame prvotné odhady.

Prvotné

odhady

maximum 220,257981  217,096879  201,645863  130,267385  100,922433  92,458689 97,068249
modalny vek 22 21 21 22 25 28 30
vstupny vek 15 15 15 15 15 15 15
vystupny vek 45 45 49 49 49 49 49

Suma 2953,065325 2617,115283 2537,894149 1836,098995 1797,165761 1892,359313 2110,021232

sSo 34612,7985  30624,0912  27123,4449 8732,7616 11612,0425  19380,9396  25731,2991

Tabulka €.1: Prehl'ad hodndt prvotnych odhadov Jastremského modelu
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Pri vylepsovani dat sme sa zaoberali hodnotami moddlneho veku ahodnotou

maximum f (a).

Vylepsené

odhady

178,057390 78,064675

112,102956 85,834887 75,505226

177,079055  163,586291

22,008566  21,833953  21,629921  22,166285  23,380947  24,905363  26,249602
15 15 15 15 15 15 15
45 45 49 49 49 49 49

2416,433038 2362,111399 2217,166077 1606,630167 1368,845361 1336,999565 1485,768821

17771,80599 16609,02197 15090,23364  5581,71435  2847,06278  3509,30040  5004,27871

Tabulka €.2: Prehl'ad hodn6t vylepsenych odhadov Jastremského modelu
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==5 Fer 80 ==5 Fer 90 ==5 Fer 00 ==5 Fer_10

Graf ¢.3: Porovnanie kriviek Jastremského modelu

Na grafe €. 3 si mdZeme vSimnut’, Ze priebeh krivky s vylepSenymi hodnotami
parametrov S_Fer_rok akrivky s empirickymi datami Fer_rok je relativne odlisny.
Najvyraznejsi odklon vidno v roku 1980, ¢im sa preukazuje vlastnost’ rychleho stupania
Jastremského modelu. Tento model nevie dosledne zachytit' priebeh empirickych dat.
Vyrazne ich podhodnocuje alebo nadhodnocuje podla tseku a jeho krivka je omnoho
oblejsia a preto nedokaze zachytit’ lomenejsi tvar krivky.
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3.3. Lognormalny model

Model zalozeny na lognormalnom rozdeleni ma tvar

1 { (Inx - u)z} ,
—expi————— ¢ *Uu
V2m ox P 202 P

Uz zpredpisu vidime, Ze¢ budeme potrebovat parametre u a o2. K parametrom

o =

ako premenna pridruzime aj uGhrnnu plodnost. V skuto¢nosti Vyuzijeme viacero
premennych, nakolko sa vyuzivaji vo vypocte. Niektoré sa vyuzivaju k vypoctu
parametrov, iné zas predstavuju svoju konecnu hodnotu. Pociatoéné momenty sme ziskali
z empirickych dat a vypocet jednotlivych parametrov sme realizovali nasledovne:
v, = X
v, = s? + X2
Kedze

o> =Inv,— 2lny,;
u=Inv - =

polozili sme
0 = vy
0 = vy,
a nasledne ziskali
02 =In(s®+ ¥2) —2Inx

—_—

g2

i=Inx— —.
A=Inx-—

Ziskané parametre sme nasledne vyuzili pri aplikacii na lognormalny model.

Prvotné

odhady

24,851398 24,626744 24,610525 25,134387 26,093043 27,204249 28,138669

641,794625 629,766805  628,926159  657,338848  708,480512  769,533416  824,510053
0,038440 0,037684 0,037665 0,039726 0,039785 0,039038 0,040500

3,193694 3,184991 3,184341 3,204374 3,241776 3,283854 3,316895
2294,416168 2227,013332 2062,470394 1507,232683 1456,726622 1415,544350 1363,700124

9858,883791 8538,184245 7674,199623 2356,061287  290,573017 1405,089102 4782,100797

Tabulka €.3: Prehl'ad hodnét prvotnych odhadov lognormalneho modelu
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Nasledne sme prvotné odhady 62 a fi. vylepSovali. Ziskané hodnoty, ktoré priamo

¢1 nepriamo vstupuju do vypoctu, sme sumarne spisali do prehl'adnej tabul’ky.

Vylepsené

odhady

24,851398 24,626744 24,610525 25,134387 26,093043 27,204249 28,138669

641,794625  629,766805  628,926159  657,338848  708,480512  769,533416  824,510053
0,033526 0,032718 0,033084 0,038305 0,043791 0,045229 0,047473

3,163231 3,156036 3,155124 3,182259 3,239486 3,303796 3,354783
2247,529871 2178,204522 2022,817633 1494,195569 1294,508307 1264,155606 1404,916721

6033,081372 5052,134019 4642,048388 1556,983990  148,575588  754,652657 2687,338218

Tabulka €.4: Prehl'ad hodn6t vylepsenych odhadov lognormélneho modelu

250

200

150

100

50

15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
Fer_80 Fer_90 Fer_00 Fer_10
LN_Fer_80 LN_Fer_90 LN_Fer_00 LN_Fer_10
=5 Fer_80 ===5 Fer_90 =5 Fer_00 =35 Fer_10

Graf ¢.4: Porovnanie kriviek lognormalneho modelu

Na grafe ¢. 4 vidime, Ze lognormélny model nedokaze tplne dokladne zachytit’
obdobie vstupu do reprodukéného obdobia. Prvotné odhady v rokoch 1980 a 1990 udavali
priemerny vek vyssi, ako bol realny. V roku 2000 st hodnoty na priblizne rovnakej trovni
apre rok 2010 je priemerny vek o nieo nizsi ako redlny priemerny vek. Z globalneho

hladiska sa nam lognormalny model javi ako relativne dobry model.
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3.4. Gama model

Gama model zalozeny na gama rozdeleni pravdepodobnosti ma funkciu hustoty

danu tvarom:

x&1 X\
FO0) = Zarey e (=) i

Gama rozdelenie patri k dvojparametrickym rozdeleniam. Z toho vyplyva, Ze st dva
parametre vstupujuce do funkcie , konkrétne @ a [. Na to, aby sme vedeli ziskat’ hodnoty
na zéklade gama rozdelenia, je potrebné poznat’ hodnoty strednej hodnoty E (X), rozptylu
D(X) a parametrov a a 3.
KedZe vieme, Ze

EX) = af

D(X) = ap?

'ahko si odvodime, aky tvar maju parametre a a 8

EX)
B
D(X)
E(X)

a =

potom ich odhady st

D
Il
=
N

=
Il

=% %

Nasledne sme vypocet realizovali za pomoci preddefinovanej excelovskej funkcie
pre gama rozdelenie GAMMADIST. Do funkcie GAMMADIST vstupuji 4 parametre.
GAMMADIST ( x, a , 8, cumulative), kde x predstavuje hodnotu vek, a« je hodnota
parametra rozdelenia, § je hodnota parametra rozdelenia, ak g =1, funkcia vrati
Standardné gama rozdelenie a cumulative predstavuje logickti hodnotu, ktora uréuje tvar
funkcie. Ak cumulative je true, ¢ize pravda, funkcia vrati hodnotu distribu¢nej funkcie,

ak cumulative je false, ¢ize nepravda, funkcia vrati hodnotu hustoty pravdepodobnosti.
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24,851398 24,626744 24,610525 25,134387 26,093043 27,204249 28,138669
24,202646 23,290279 23,248206 25,601429 27,633627 29,462230 32,725338

25,517540 26,039900 26,052675 24,675866 24,638346 25,119320 24,194852

0,973895 0,945731 0,944645 1,018582 1,059042 1,083001 1,163002
2287,71937 2235,182996 2069,230689 1511,235574 1285,962587 1249,347489 1394,402836
14935,39184 13283,58795 11740,93179 3957,22982 477,25481 640,00658  2976,05800

Tabulka €.5: Prehl'ad hodnét prvotnych odhadov gama modelu

Parametre, ktoré sme vylepSovali, boli priamo parametre rozdelenia @ a [ vstupujuce
priamo do predpisu gama rozdelenia, ktoré sme pouzili. VylepSovanim ziskané hodnoty

sme sumarne vpisali do tabul’ky.

VylepsSené

odhady

29,340461 29,999191 29,846711 26,279785 23,683511 23,150467 22,053495

0,814081 0,790257 0,793546 0,926494 1,088626 1,187652 1,312215
2288,819959 2236,340511 2069,388565 1509,500560 1283,882323  1248,066391 1392,141070
8553,486085 7357,160184 6613,908757 2368,959475 277,3579024  428,0851897 1890,741873

Tabul’ka ¢€.6: Prehl'ad hodndt vylepSenych odhadov gama modelu
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Graf ¢.5: Porovnanie kriviek gama modelu
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Na grafe ¢.5 opédt vidime, ze priebeh krivky empirickych dat a krivky,
kde boli do predpisu gama rozdelenia aplikované prvotné odhady je pre obdobie
do roku 2000 vyraznejSic posunuty. Najvyraznejsi odklon vidno vroku 1980
na priemernom veku matky pripoérode ataktiez na celkovej vySke ziskanej krivky.

Z globalneho hladiska vsak model povazujeme za dobry.

3.5. Hadwigerov model

Ako sme uz spominali, Hadwigerova funkcia, s ktorou sa zaoberame, je funkcia

dana tvarom

N| W

ab ,c c x
Hip) = (= —p2(=4+Z—

f (X) N c (x) exp{ b (x+c 2>}

Urobili sme prvotné odhady danych parametrov. Nakol'ko parameter a je imerny tihrnne;j

plodnosti, thrnna plodnost’ sa vypocita ako suma redlnych hodnot pre vSetky vekové

kategorie daného obdobia, t.j.:

Uhrnna plodnost
Vi

Parameter c je rovny strednej hodnote veku matky. Jeho vypocet sme realizovali ako sumu

Uhrnna plodnost @ =

vazenych priemerov dané¢ho obdobia predeleny uhrnnou plodnost'ou, ¢iZe parametrom a.
priemerny vek ¢ = X
. . . , , . .. , ab ’
KedZe parameter b je nepriamo Umerny disperzii a termin — sa rovna hodnote

Hadwigerovej funkcie v bode c, ¢ize hodnote Hadwigerovej funkcie v strednej hodnote
veku matky, parameter b sme uréili jednoduchym vypoctom, kde za maximalnu vekova
Specificki mieru plodnosti sme polozili maximalnu hodnotu Fer_rok daného roku.
Kedze

2

D(X) = Z—bz
potom
~ ¢
b =
V2 s2
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Ked sme urcili prvotné odhady parametrov a, b, c, aplikovali sme ich na predpis
Hadwigerovho modelu. Aplikaciu sme vykonali pre vSetky jednotlivé obdobia a veky

sledovaného obdobia.

Nasledne sme vsetky tri parametre vylepSovali, kedze vSetky tri parametre vystupuju

priamo v predpise Hadwigerovom modeli.
Maximum je odhad vyrazu %. Prvotnym odhadom je maximum empirickej funkcie

Specifickych plodnosti. Priemerny vek je odhadom parametra c, prvotnym odhadom
je aritmeticky priemer veku pocitany z triedenych dat. Parameter b je potom odhadom

parametra b. Suma je empirickd thrnna plodnost’, resp. stcet odhadnutych plodnosti.

V tabulke ¢.7 uvddzame hodnoty prvotnych, nevylepSenych, odhadov parametrov.

220,257981  217,096879  201,645863  130,267385  100,922433 92,458689
24,851398 24,626744 24,610525 25,134387 26,093043 27,204249 28,138669
2,373879 2,372817 2,379736 2,150591 2,037790 2,007340 1,953155
3843,408169 3747,937840 3505,099035 2507,831647 2114,839460 2055,558093 2280,017618

97,068249

114729,5318 110095,4014  94380,6603  45737,8929  30878,9639  30047,3838  30048,3838

Tabul’ka ¢.7: Prehl'ad hodndét prvotnych odhadov Hadwigerovho modelu

Fitovanim a vylepSovanim ziskané hodnoty, ktoré nejakym spdsobom vstupujl

do vypoctu, sme sumarne vpisali do prehl'adnej tabul’ky.

VylepsSené

odhady

203,309729  202,398343  187,112543  124,683396  117,477251  111,780012
24,051282 23,868785 23,851271 24,571596 24,891374 25,214021 25,489046
3,843604 3,891386 3,869703 3,593827 3,536162 3,512848 3,465390
2305,811676  2253,182354 2085,361422 1522,460940 1469,885233 1427,091797 1373,775931

105,635034

5970,140162 5007,072152 4589,316519 1526,144875  910,512413  509,719671  271,818207

Tabul’ka ¢.8: Prehl'ad hodndt vylepsenych odhadov Hadwigerovho modelu
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Graf ¢.6: Porovnanie kriviek Hadwigerovho modelu

V pripade Hadwigerovho modelu mdézeme na grafe ¢€.6 vidiet, Ze prvotné odhady
parametrov s vyrazne posunuté, najmi, ¢o sa tyka Specifickej plodnosti a odhadu
priemerné¢ho veku pri rokoch 2000 a 2010. V tomto pripade ide o vyrazné podhodnotenie
daného odhadu. Priebeh kriviek, zalozeny na vylepSenych odhadoch, aplikovanych

na Hadwigerov model, povazujeme za uspokojivy.

Na zéklade fitovania kriviek zalozenych na Jastremského modeli, lognormalnom
modeli, gama modeli a Hadwigerovom modeli, nam zatial’ ako vhodné modely vychadzaju
lognormalny model, gama model a Hadwigerov model. Ci sa ich doterajsia poddajnost’
vo¢i modelovaniu zachova aj pri prognézovani, to uvidime v nasledujucej kapitole
Prognozy. Jastremského model nepovazujeme za najvhodnejsi model prave

pre uz spominana vyraznt oblost modelu, ¢im nedokaze zachytit’ rézne zmeny a vykyvy.
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4. Prognozy

V tejto Casti prace sa budeme zaoberat’ predpoved’ami Specifickych mier plodnosti
hl'adanim progndzy parametrov v jednotlivych modeloch. Pomocou regresnej analyzy
mobzeme predpovedat’ buduce hodnoty. Pri prognézovani trendovej ¢iary sme si vybrali
Styri typy trendov aregresie, ktoré ndm Excel ponukal: linedrna trendovéd Ciara,
logaritmicka trendové ¢iara, polynomickd trendova Ciara a exponencidlna trendova Ciara.
Trendova ciara je najpresnejSia, ked sa jej hodnota, urCujuca kolko percent rozptylu
je z matematického modelu, rovna 1alebo sa k1 priblizuje. Nazyva sa koeficient

., . v . 2
determindcie a oznacuje sa R

4.1. Prognozovanie na modeloch

Prognézy sme vykonévali na vylepSovanych hodnotdch parametrov pre dany typ
modelu a celkovej uhrnnej plodnosti suma. Progndzami sme sa snazili zachytit’ nasledujuci
priebeh parametrov na zdklade doterajSicho vyvoja. Nakol'ko aj celkova uhrnnd plodnost’
suma vstupuje do viacerych modelov, prognézovali sme aj tito hodnotu.
Mohlo by sa zdat, ze v kazdom modeli bude suma nadobudat rovnaké hodnoty, mat
rovnaky priebeh, no nie je tomu tak. Kazdy model ma svoje Specifika ¢i postupy vypoctu.
Suma odraza celkovy pocet narodenych deti. Tento pocet sa meni na zéklade réznorodosti
modelov, ktoré sme vyuzivali. Pre porovnanie uvadzame tabulku s hodnotami celkovej

uhrnnej plodnosti suma pre jednotlivé modely po aplikacii aplikacie Solver.

Suma

ICEIRCN G [ 2305,811676 2253,182354 2085,361422 1522,460940 1292,269042 1253,035919 1398,440949

Jastremski 1922,888988 1879,476038 1761,914583 1278,392596 1089,957668 1065,796126 1186,626885

2247,529871 2178,204522 2022,817633 1494,195569 1294,508307 1264,155606 1404,916721

2288,819959 2236,340511 2069,388565 1509,500560 1283,882323 1248,066391 1392,141070

2246,981125 2192,648701 2036,791308 1504,610656 1300,380504 1265,977755 1404,893583

Tabulka ¢.9: Prehlad hodnét suma v jednotlivych modeloch  po vylepSovani

prvotnych odhadov
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Ako v tabulke ¢.9 vidime, hodnoty naozaj nie st identické. Z tohto dovodu budeme
prognézovat’ hodnotu suma pre kazdy model samostatne. V dalSom postupe budeme
pouzivat’ prislusné parametre modelov ahodnotu celkovej thrnnej plodnosti suma.
Celkova uhrnna plodnost’ suma za parameter ako taky nepovazujeme, nakol'ko priamo
nevstupuje do vypoctovych predpisov funkcii ¢i rozdeleni ako parameter danej funkcie
alebo daného rozdelenia, Sktorymi pracujeme, ale do finalneho predpisu modelu
uz vstupuje. To je dovod, preco tito hodnotu budeme v tabulkach ¢i grafoch uvadzat
Vv spojitosti s parametrami. Budeme ju prognézovat’ rovnakym spdsobom, ako parametre
modelov a taktiez na zaklade nej aj vytvarat’ celkovl prognézu trendu plodnosti pre roky
2015, 2020 a 2025.

4.2. Jastremského model

V tabulke ¢.2 na strane 30 vidno priebeh skimaného parametra moddlny vek.
Odhadnutie trendu podla doterajSicho vyvoja sa javi na dalSie stipanie veku matiek
pri porode. TaktieZ zaznamenavame zmenu v smerovani. Predpokladame, Ze najvhodnejsi
model bude polynomicky model. Zapomoci regresnej analyzy preskimame vyvoj
parametrov a vykoname aj ich prognézu pre roky 2015, 2020 a 2025. Prognézovali sme
cez vysSie udané typy zvolenych trendovych c¢iar. Vhodnost' trendu sme urcovali
na zéklade koeficientu determinicie R’ a taktiez aj na vizualnej vlastnosti trendu.

Vyvoj pre Jastremskeho model mdézeme vidiet’ na grafe ¢.7 a grafe ¢.8..

Nasledne uvadzame tabul’ku ¢.10, ktora predstavuje stpis predpisov a koeficientov
determinacie R? pre zvolené modely a progndzovany parameter moddlny vek. Vyberali sme
model s najvyssim koeficientom determinacie. Pre dobrt prispdsobivost’ nam za najlepsi

model vysiel polynomicky model, ktory pripista aj zmenu smerovania trendu parametrov.
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Graf ¢.7: Vyvoj trendu pre parameter suma Jastremského modelu
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Jastremski

maximum

Exponential

y = 82 643 748 209 952 600 000 000 000 000 000
€-0,0344529193149355x

R?=0,909427914407491

Linear

y =-4,1491229195712x
+ 8 401,81886442827

R?=0,901599381500352

Logarithmic

y = -8 278,82452844793In(x)
+ 63 030,0293774667

R?=0,901918582809685

modalny vek

y = 0,0000954985504192196
€0,00621388439072831x

R?=0,801978264216689

y = 0,147296525531439x
- 270,689088644277

R?=0,79685236100144

y = 293,536611742561In(x)
- 2 207,23722630197

R?=0,795145103740991

suma

y =20 307 036 653 857 900 000 000
€-0,0219971320352514x

R? = 0,814840395262418

y = -40,6466930904382x
+ 82 917,8604908162

R? = 0,825481742223518

y = -81 129,9569505532In(x)
+ 618 284,499019987

R? = 0,826320454808042

Jastremski

maximum

Polynomial

y =-0,000470817324086945x4 + 3,77475169472837x3 - 11 348,5479422628x2 + 15 163 321,1819055x - 7 597 386 880,34686

R? = 0,989285392693949

stupen polynému

modalny vek

suma

y =-0,000129706447484334x3 + 0,784670753038516x2 - 1 581,96159852333x + 1 062 915,13768465 S
R?=0,9931618782444
y =-0,00582653779029429x4 + 46,7052756404715x3 - 140 389,976252682x2 + 187 545 767,124544x - 93 949 228 339,4078 4

R? = 0,981490834672972

Tabulka &.10: Sapis predpisov a koeficientov determinacie R” trendovych &iar Jastremského modelu
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Dosadenim za X = 2015, x = 2020 a x = 2025 do jednotlivych predpisov sme vypocitali

prognézované hodnoty. Tieto hodnoty uvadzame v tabul’ke ¢.11.

Jastremski Exponential Linear Logarithmic Polynomial

maximum 2015 58,52532403

41,33618149 41,63215735 99,36586666
maximum 2020 49,26406710 20,59056689 21,11461394 123,37828350
maximum 2025 41,46834465 -0,15504770 0,64779380 132,26580715

modalny vek 2015 26,16905374 26,11341030 26,09923778 28,04303073
modalny vek 2020 26,99487356 26,84989293 26,82671426 29,78896943
modalny vek 2025 27,84675387 27,58637556 27,55239229 31,46739219

suma 2015 1142,56768171 1014,77391358 1017,40544979 1877,87307739
suma 2020 1023,56580881 811,54044813 816,33977822 2308,00631714
suma 2025 916,95834018 608,30698268 615,77117928 2549,12307739

Tabul’ka ¢€.11: Prognézované hodnoty pre roky 2015, 2020 a 2025 na zdklade

Jastremského modelu

Nasledne, po ziskani prognézovanych hodnot pozorovanych parametrov sme ich aplikovali
na predpis Jastremského modelu. V pripade Jastremského modelu nam v pripade oboch
parametrov ako najlepsi model vySiel polynomicky. V grafe ¢.9 uvadzame jeden

z priebehov trendu plodnosti a to na zaklade najlepsieho, polynomického, modelu.
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Graf ¢€.9: Vyvoj trendu plodnosti na zaklade polynomického trendu a Jastremského
modelu
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Progndza vytvorena na zaklade Jastremského modelu ma zjavne zaobleny tvar, ktory by
predstavoval vacsiu rovnomernost’ vo veku matky pri porode. Podl'a prognézy by modalny
vek Vv prognozovanych rokoch bol az vyrazne roznorody a nezachovavala by sa urcita
postupnost’ jeho zmeny. Prognézu na zaklade Jastremského modelu nepovazujeme

za najlepSiu moznost’.

4.3. Lognormalny model

Pre lognormalny model sme progndézu robili na parametroch &%, [
a celkovej uhrnnej  plodnosti suma. Vychadzame zhodn6t ziskanych fitovanim
realnych dat. V tabul’ke ¢.3 na strane 31 sme uviedli hodnoty prvotnych, nevylepSovanych,

odhadov parametrov.

V tabulke ¢.4 na strane 32 prehladne vidime vyvoj hodndt skimanych parametrov.
Na uvod odhadneme podl'a doterajSicho vyvoja, aky by mohol byt d’alsi trend. Vidime,
ze dvojica z hodnét najskor klesa a nasledne, po kratkom case, za¢n opat stapat,
zatial’ ¢o suma dlhsiu dobu najskor klesa a az neskor zacne opét stapat. V pripade
lognormélneho rozdelenia parametre menia svoju trajektoriu a opéat’ predpokladame,
7e najvhodnejsi model bude polynomicky model. Zvolime identicky postup. Za pomoci
regresnej analyzy preskimame vyvoj vSetkych hodnot a nasledne urobime aj ich prognézu.
Prognozy sme robili aj pre zvysné typy zvolenych trendovych Ciar, aby sme vhodnost’
zvoleného trendu vedeli kvalitne zhodnotit. Vhodnost' trendu sme urcovali na zaklade
kritérii ato koeficientu determinacie R? a menej odborného, no podstatného kritéria,
vizualnej vlastnosti trendu. Pri vizualnej vlastnosti trendu nas zaujima, ¢i a ako dosledne
trendova ciara opisuje trakektoriu hodndt. Vyvoj parametrov poznaceny zvolenymi
trendami pre lognormalne rozdelenie mézeme vidiet' na grafe ¢.10 a grafe ¢.11. Nasledne
uvadzame tabulku ¢.12, ktora predstavuje supis predpisov a koeficientov determinacie R?
pre zvolené trendy aprogndézované parametre acelkovej uhrnnej plodnosti suma.
Na zéklade koeficientu determinacie R? z tabulky ¢.12 vidime, Ze za najvhodnejs$i model
nam vysiel polynomicky model. Tymto sa aj na$ intuitivny odhad vyvoja potvrdil.

Dosadenim za X = 2015, x = 2020 a x = 2025 do jednotlivych predpisov sme vypocitali

prognozované hodnoty. Tieto hodnoty uvadzame v tabul’ke ¢.13..
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Lognormal

.

Lognormal

y = 0,00000000000002437556
€0,0140822273825998x

R?=0,896725872701031

y = 0,0005540690464524170x
- 1,06620678012667

R?=0,901872697876674

y = 1,10496700077791In(x)
- 8,35680566837711

R?=0,901249539957627

y =0,0486219251292383
€0,0021019812942417x

R? = 0,84756519458021500000

y =0,00681814127565149x
- 10,3800897059878

R? = 0,84556048333945500000

y = 13,589828317375In(x)
- 100,038669504265

R?=0,84405277898999600000

y =54 117 500 706 749 800 000 000
e-0,0225165378805285x

R?=0,822834134628317

y =-39,3964102281259x
+ 80 325,9187338198

R?=0,83338271165225

y = -78 635,2024580797In(x)
+ 599 230,762052493

R? = 0,834246090741877

y =-0,00000206037011634295x3 + 0,0123413865953666x2 - 24,6402441648025x + 16 397,9456001137

R?=0,984350890965216

R?=0,98195534186778600000

y =-0,00000901552506095058x3 + 0,0542803943249212x2 - 108,924332106145x + 72 854,5261689358 3
R? = 0,99455213534051800000
y = 0,196859574893271x3 - 1 177,11001860477x2 + 2 346 077,03870343x - 1 558 589 298,77064 g

Tabulka €.12: Supis predpisov a koeficientov determinacie R® trendovych Ciar lognormalneho modelu
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Lognormal

0,051328597 0,050242348 0,050197055 0,043992117
0,055072979 0,053012694 0,052935513 0,03512104
0,059090509 0,055783039 0,0556672 0,019027148
3,359565306 3,358464964 3,357833377 3,414638152
3,395060221 3,392555671 3,391513266 3,460431352
3,430930151 3,426646377 3,425109892 3,488540175
1069,151632 942,1521241 944,6948827 2156,381348
955,3120642 745,170073 749,8120011 3534,472281
853,5937401 548,1880219 555,4109072 5705,513478

Tabulka ¢.13: Prognézované hodnoty pre roky 2015, 2020 a 2025 na zdklade

lognormalneho modelu

Nasledne, po ziskani prognézovanych hodnét pozorovanych parametrov, aplikovali sme
ich na predpis lognormalneho rozdelenia, ¢im sme ziskali prognézu. V grafe ¢.12

uvadzame jeden z moznych priebehov trendu plodnosti, na zaklade polynomického trendu.

300
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2015 polynomial
50 ==——=2020 polynomial
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Graf ¢&.12: Vyvoj trendu plodnosti na zaklade polynomického  trendu

a lognormalneho modelu
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Progn6za vytvorend na zaklade lognormalneho modelu ma zjavne prijatelny
priebeh a pozitivnu predpoved’ skor pre blizsie obdobia. Prognéza pre rok 2025 sa nam zda
byt az ve'mi nadsadena, nakol'ko modalny vek je relativne vysoky. Rozpitie plodnosti
je posunuté v pravo k vySSiemu veku vstupnému, aj vystupnému. Maximum funkcie
Specifickych mier je az o polovicu vy$Sie ako V pripade funkcii Specifickych mier

v osemdesiatych rokoch minulého storocia, kedy bola plodnost’ naozaj vysoka.

4.4, Gama model

V pripade gama modelu sme prognézu realizovali na dvoch parametroch, a a g,
acelkovej tuhrnnej plodnosti suma. Ako aj Vv predchadzajicich pripadoch, stale

vychadzame z hodnét ziskanych fitovanim realnych dat

V tabulke ¢.6 na strane 34 je zapisany vyvoj hodnét skimanych parametrov. Mozeme
si v§imnut, Ze dvojica z hodndt najskor klesa a po kratkom Case, zacne opét’ stupat’, zatial
¢o suma dlhsiu dobu najskor klesa a az neskor zacne opét’ stupat. Opétovne budeme
predpokladat, Zze najvhodnej$i model bude polynomialny model. Vhodnost' trendu sme
uréovali na zéaklade kritérii a to koeficientu determinacie R? a kritéria vizualnej vlastnosti
trendu. Pri vizualnej vlastnosti trendu nas zaujima, ¢i a ako dosledne trendova Ciara opisuje
trakektoriu hodnot a €1 prognoézované smerovanie jednotlivych parametrov je z hladiska
biologického mozné a ¢i dand progndza pokracuje v nadobudnutom smerovani parametrov
z predchadzajtcich rokov. Vyvoj jednotlivych modelov pre gama rozdelenie mézeme
vidiet' na grafe ¢.13 a grafe ¢.14. Nasledne uvadzame tabulku ¢.14, ktora predstavuje
globalizaciu predpisov a koeficientov determinacie R? pre zvolené modely a progndézované

parametre a celkovej tthrnnej plodnosti suma.

Na zéklade koeficientu determinacie R? z tabulky &.14 vidime, e za najvhodnejsi model
nam vysiel pre parameter a exponencialny model, pre parameter f polynomicky model
apre celkovi thrnni plodnost suma opéat polynomicky model. Tym padom budeme

vytvarat’ progndzu kombinovant nie na zédklade jedného trendu, ako sme robili doposial’.
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Graf ¢.13: Vyvoj trendu pre parametre alfa a beta gama modelu
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Exponential

y = 32 885 199,1840346
€-0,00701918417570922x

R? = 0,832687519038762

Linear

y =-0,19191095145636x
+410,19908387094

R?=0,823293911165976

Logarithmic

y = -382,844231621026In(x)
+ 2 936,33527882382

R? = 0,823244009179927

0,00000000000000013299
€0,0183081894487481x

R? = 0,899930634392157

y = 0,0184590840291852x
- 35,8383197035839

R? = 0,896523822099223

y = 36,8022856254912In(x)
- 278,650447132148

R? = 0,895406206654101

suma

42 268 144 104 319 400 000 000
€-0,0223959700333588x

R? = 0,82061934718374

y = -38,9435081812353x
+ 79 410,6044469715

R?=0,831378098028782

y = -77 731,8330531195In(X)
+ 592 354,837217451

R?=0,832252734628868

Polynomial stupen polynému

y =-0,000264498583488382x2 + 0,863438396662272x - 642,485441019032

R?=0,82341120180488

y =-0,00004318679974583470x3 + 0,259082038307198x2 - 518,057688096487x + 345 282,687491178 3

R?=0,993381706029458

suma y = 1,09856678283823x2 - 4 422,22497170576x + 4 451 624,0076344 2

R?=0,880996483106957

Tabulka ¢.14: Supis predpisov a koeficientov determinacie R? trendovych &iar gama modelu
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V tomto pripade si moézeme vSimnut’, Ze aj polynomicky model aj exponencidlny model
parameter a popisuje dostato¢ne dobre. Celkovo, medzi koeficientmi determinacie
jednotlivych trendov je vel'mi maly rozdiel. V pripade polynomického modelu si musime
davat’ pozor na fakt, Ze nizSi stupenn modelu je nedostatocny a stupenn vyssi nam dava,
Z hl'adiska ekonomicko-socialno-demografického, po progndézovani pre roky 2015, 2020

a 2025 nerealne hodnoty parametra.

Dosadenim za x = 2015, x = 2020 a x = 2025 do jednotlivych predpisov sme vypocitali

progndzované hodnoty. Tieto hodnoty uvadzame v tabulke ¢.15.

23,68583352

23,49851669 23,51299929 23,41916711

22,86897542 22,53896193 22,5641903 22,40010017
22,08028847 21,57940717 21,61772695 21,36780831
1,397582562 1,356734615 1,35512342 1,345106566
1,53155713 1,449030035 1,446331114 1,282925499
1,678374721 1,541325456 1,537313325 1,089246025
1064,692223 939,4354618 941,9427693 1269,005497
951,9011481 744,7179209 749,2987226 1321,465482
851,0589037 550,00038 557,1309287 1428,853806

Tabulka ¢€.15: Progndézované hodnoty pre roky 2015, 2020 a 2025 na zaklade

gama modelu

Na zaver, po ziskani prognézovanych hodnot pozorovanych parametrov a celkovej thrnnej
plodnosti suma sme ich aplikovali na predpis gama rozdelenia. V pripade gama rozdelenia
sme pre najlepsi model pouzili kombinaciu polynomického a exponencialneho modelu,
podla prislusného parametra. V grafe ¢.15 uvadzame jeden z mozZznych priebehov trendu

plodnosti a to na zaklade kombindcie tychto dvoch trendov.
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Graf ¢.15: Vyvoj trendu plodnosti na zaklade kombinovaného trendu a gama modelu

Prognoza zalozenda na gama modeli uddva priebeh, o ktorom si myslime,
ze by sa mohol naplnit. Modalny vek postupne nadobuda pomaly navrat k nizSiemu veku,
¢o by znamenalo, Ze model sa dostdva do Stadia istého ustdlenia plodnosti. Zaroven
mdzeme pozorovat aj navySenie pocCtu narodenych deti na 1000 Zien V porovnani
s aktudlnym stavom. Prognozu na zadklade gama modelu povaZzujeme za progndzu

rozhodne priaznivl a vydarend.

4.5. Hadwigerov model

V pripade Hadwigerovho modelu sme prognézu robili na zaklade troch parametrov.
Maximum, priemerny vek, parameter b a celkovej uhrnnej plodnosti suma. Vychadzame
Z hodnot ziskanych fitovanim redlnych dat.

Na tvod skusme vyvoj parametrov odhadntt’ intuitivne. Vidime, Ze trojica hodnot najskor
klesa, potom jedny stipaji po urcity rok a nasledne zacnu stipat’, resp. klesat’. Nakol'ko
parametre menia svoju trajektoriu, nepredpokladame, Ze najvhodnej$im modelom bude

linearny alebo logaritmicky model. Naopak. Predpokladame, Ze najlep$im modelom bude
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model polynomicky. Za pomoci regresnej analyzy sme preskumali vyvoj vsetkych hodnot
a nasledne urobili ich prognézu. Progndzy sme vzdy robili pre vSetky Styri typy zvolenych
trendovych ¢iar, aby sme vhodnost’ zvoleného trendu vedeli kvalitne zhodnotit. Vhodny
trend sme volili na zaklade dvoch kritérii a to koeficientu determinacie R® a nezanedbéavali
sme ani vizualnu vlastnost’ trendu, ¢i trendova ¢iara naozaj dosledne opisuje trakektoriu
hodnét. Trendovy vyvoj vsetkymi Styrmi zvolenymi modelmi pre Hadwigerov model

mozeme vidiet’ na grafe ¢.16 a grafe ¢.17.
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Graf ¢.16: Vyvoj trendovych ¢iar pre suma a maximum Hadwigerovho modelu
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Graf ¢.17: Vyvoj trendovych Ciar pre priemerny vek a parameter b Hadwigerovho modelu

Nésledne uvédzame tabulku ¢.16, Vv ktorej mame supis predpisov a koeficientov
determinacie R? pre zvolené modely aprognézované parametre a celkovej Uhrnnej
plodnosti suma. Z tabulky &.16 na zaklade koeficientu determinacie R? jasne vidime,
ze za najvhodnejsi model nam globalne vysiel polynomiky model. Tymto sa aj nas
intuitivny odhad vyvoja potvrdil. Dosadenim za x = 2015, x = 2020 a x = 2025
do jednotlivych predpisov sme vypocitali prognézované hodnoty. Tieto hodnoty uvadzame

v tabul’ke ¢.17.
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Hadwiger Exponential

y =432 689 692 260 045 000 000 000 000 000 000
e-0,0352223120211271x
maximum

R? = 0,902332455108019

y = -4,80987545783448x
+ 9 736,448862887

R?=0,893192301961984

Logarithmic

y = -9 597,48261110267In(x)
+73 066,1321866251

R? = 0,893554309071753

y = 0,000018818294595363
€0,00707890091760954x
priemerny vek

R? = 0,850815789732714

y = 0,185481040480748x
- 344,380111665353

R? = 0,843653988081834

y = 369,69253336288In(x)
- 2 783,41228901535

R? = 0,842123239244994

y =4 910 944,05535487
e-0,0070843025912915x
parameter b

R? = 0,895880835751462

y =-0,0252154088610644x
+ 53,8891191878035

R? = 0,892354054962477

y = -50,2911010462033In(x)
+385,715615162741

R?=0,891900561171372

y =54 117 500 706 749 800 000 000
€-0,0225165378805285x
suma

R? = 0,822834134628317

y =-39,3964102281259x
+ 80 325,9187338198

R? = 0,83338271165225

y = -78 635,2024580797In(x)
+ 599 230,762052493

R? = 0,834246090741877

Hadwiger

maximum y = -0,0055659026383045x4 + 44,612762628563x3 - 134 090,368065722x2 + 179 117 167,54434x - 89 720 520 344,0221

Polynomial

R? = 0,986156330657474

stupen polynému

priemerny vek y =-0,000207352757079238x3 + 1,24993452444924x2 - 2 511,20951379661x + 1 681 529,05429353 3
R? = 0,99534676792858

parameter b y =-0,0000022664675532432x4 + 0,0181932338755676x3 - 54,762712717961x2 + 73 258,9711067494x - 36 749 478,0933902 4
R2? = 0,983235562783281

suma y = -0,0055659026383045x4 + 44,612762628563x3 - 134 090,368065722x2 + 179 117 167,54434x - 89 720 520 344,0221 4

R? = 0,986156330657474

Tabulka &.16: Supis predpisov a koeficientov determinacie R? trendovych &iar Hadwigerovho modelu
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Hadwiger

1069,151632 942,1521241 944,6948827 1762,794647
955,3120642 745,170073 749,8120011 2156,913528
853,5937401 548,1880219 555,4109072 2360,010605
65,01479714 44,54981535 44,89047 107,6815472
54,51649586 20,50043806 21,10487514 119,6045208
45,71341374 -3,548939228 -2,62191719 95,51925087
29,4679816 29,3641849 29,34694519 31,1095795
30,52966424 30,29159011 30,26316012 32,64621509
31,62959755 31,21899531 31,17710999 33,85169151
3,102186023 3,080070333 3,082085674 3,299866647
2,994225256 2,953993288 2,957448433 3,418688744
2,890021686 2,827916244 2,833119319 3,520644844

Tabulka ¢&.17: Prognézované hodnoty pre roky 2015, 2020 a 2025 na zéklade

Hadwigerovho modelu

Nésledne, po ziskani prognoézovanych hodndt pozorovanych parametrov sme ich,
aplikovali na predpis Hadwigeroveho modelu, ¢im sme ziskali prognozu. Pri tomto type
modelu nam ako najlepsi vysiel trend polynomicky. V grafe ¢.18 uvadzame jeden

z moznych priebehov trendu plodnosti a to na zaklade polynomického trendu.
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Graf ¢.18: Trend plodnosti na zaklade polynomického trendu a Hadwigerovho modelu
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Prognoza z Hadwigerovho modelu nam predklada priebeh, ktory by sa mohol
naplnit’ i ked’ nam predstavuje isté kolisanie. Progndézované krivky nad’alej udrzuju trend
zvySujuceho sa modalneho veku. Zaroven moZeme pozorovat aj kolisanie v pocte
narodenych deti na 1000 zien, ktory najskor stipa, no pri roku 2025 zaznamenavame opat’
jeho klesanie. Hadwigerov model a na nom zalozent prognézu povazujeme za prognozu,

ktorej priebeh mozeme pokladat’ za naplnitel'ny.

4.6. Zhodnotenie

Porovname si prognézu SU SR pre rok 2010 z grafu &.1, ktory sme uviedli v avode
prace S redlnymi hodnotami pre dany rok. Toto porovnanie stvariiujeme na grafe ¢. 19.
SU SR robil svoju prognézu v roku 2007. Teraz, s odstupom &asu a po ziskani realnych dat
pre rok 2010 pre Slovensku republiku, sme ich mohli porovnat, ¢im sme dostali obraz
0 presnosti prognézy SU SR. Zda sa, Ze progndza SU SR asi podhodnocuje modalny vek

zZien pri porode.
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Graf ¢.19: Porovnanie prognézy SU SR a realnych dat Slovenskej republiky pre rok 2010
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Porovname nase prognozy s progndézou SUSR a nami vytvorené prognozy.
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Graf &.20: Porovnanie progndzy SU SR a progndzy zaloZenej na Jastremského modeli

Ako sme uz spomenuli, Jastremského model ma zaobleny tvar. Na grafe ¢.20
vidime vyrazné odlignosti od progndzy SU SR. Této odlisnost je spdsobend samotnym
modelom. Jastremského model vznikol v skorSom obdobi, kedy bol plodnostny model
odlisny od dnesného. Jeho vlastnosti v tom obdobi boli postacujice, ¢im sa vysvetluje
aj jeho vyuzite'nost. Progndzu na zaklade Jastremského modelu v st¢asnej nepovazujeme

za najvhodnejsiu, nakol’ko dochddza k neustalym a t'azko predvidatelnym zmenam.

V pripade lognormalneho modelu sme sa domnievali v jeho relativne dobra
prognozdvaciu vlastnost. Posudit’ vhodnost lognormélneho modelu na prognézovanie
je naro¢né. Na grafe ¢.21 sme uviedli iba prognézu pre rok 2015 a 2020 z toho dovodu,
ze progndza pre rok 2025 je vyrazne odlisnd a jej hodnoty st aZz privysoké. Celkovl
prognézu vSak mozno vidiet na grafe €.12 na strane 45. K lognormalnemu modelu
prognozy by sme sa priklonili v pripade, kedy by sme predpokladali silne pozitivhu

prognozu.
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Graf &.21: Porovnanie prognézy SU SR a prognozy zalozenej na lognormalnom modeli
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Graf £.22: Porovnanie prognézy SU SR a prognozy zaloZenej na gama modeli
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Prognoza na zéklade gama rozdelenia, graf ¢.22, vykazuje znamky urcitého navratu
modalneho veku k niZz§im hodnotam, ako tomu bolo v minulosti a zaroven mozeme
pozorovat’ aj navySenie poctu narodenych deti na 1000 Zien v porovnani s aktudlnym
stavom. Takato progndéza vSak zavisi od viacerych faktorov. V pripade progndzy

na zéklade gama rozdelenia mézeme hovorit' o podhodnocovani v porovnani s prognézami

SU SR.
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Graf ¢.23: Porovnanie prognozy SU SR a prognézy zalozenej na Hadwigerovom modeli

Najblizsiu prognézu k prognéze SU SR nam predklada Hadwigerov model
graf ¢.23. Prognézované krivky si z minulosti udrzuji nadobudnuty trend zvysSujuceho
sa modalneho veku. MoZeme vSak pozorovat aj ist€é vykyvy v pocte narodenych deti

na 1000 zien. Aj v pripade Hadwigerovho modelu zaznamenavame isté kolisanie.

Pri prognoézovani ndm vo vacSine pripadov za naljepsi trend vysiel polynomicky
trend. Je jasné, zZe pre dlhodobé prognozy sa polynomicky trend vyvoja parametrov nehodi,
treba udrziavat' istu opatrnost pri prognézovani. Pre vzdialenejSiu buducnost’ Casto
predpoveda naozaj odvazne hodnoty prognézovanych parametrov a tym padom aj cela

prognozu.. Dlhodobé predpovede teda sluzia len ako akasi ilustracia.
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Z.aver

Ako sme na uvod spomenuli, cielom prace bolo modelovanie a progndézovanie
Specifickych mier v demografii. Pracovali sme konkrétne na $pecifickej miere plodnosti.
Zamerali sme sa na data publikované SU SR pre Slovensku republiku na tridsatroéné
obdobie v rokoch 1980 — 2010 s prognézou pre roky 2015, 2020 a 2025.

Najskor sme sa na danu problematiku pozreli z demografického hladiska, ¢o nam
ulahéilo lepsie pochopit’ nasledné zmeny v plodnostnom modeli. Priblizili sme si pojem
druhej demografickej revolacie ajej priebeh. Pracovali sme so S$tyrmi modelmi —
Jastremského model, model zaloZeny na lognormalnom rozdeleni, model zaloZeny
nagama rozdeleni a Hadwigerov model. Aky je ich predpis, aky maja tvar
a aké su niektoré ich matematické vlastnosti. Toto boli pre nds potrebné auzitoéné
informécie. Ziskali sme prvotné odhady parametrov prislusnych modelov. Popisali sme
charakteristiku modelov, objasnili vyznam jednotlivych premennych vystupujicich
v modeloch a urobili zakladni matematicka analyzu ich vlastnosti. Zaviedli sme jednotlivé
predpisy pre prvotné odhady parametrov a nasledne sme odhadovali parametre modelov
z empirickych dat.

Z prvotnych odhadov sme vylepSovanim ziskali nové a presnejSie odhady, ktoré
sme neskor pouzili pre nasledne progndézy. Prvotné odhady sme vylepSovali
minimalizaciou suctu Stvorcov odchylok. Vhodnost” pouzitého modelu sme zhodnocovali
a) na zadklade hodnoty suctu Stvorcov odchylok. VylepSené odhady parametrov sme
nasledne vyuzili na prognézovanie ich trendu, ktoré sme robili cez regresnl analyzu. Na
vylepSované odhady sme aplikovali Styri typy trendov — exponencidlny, linearny,
logaritmicky a polynomicky, ¢im sme ziskali Styri varianty prognozy. Ku kazdému trendu
sme ziskali aj predpis funkcie trendu a koeficient determinacie R?, uréujuci kolko percent
rozptylu je z matematického modelu. Keoficient determinacie bol kritériom pre vyber
najvhodnejSiecho modelu trendu. Na zéklade predpisu funkcie trendu sme zrealizovali
predpoved” hodnét skumanych parametrov pre roky 2015,2020 a 2025.
Tieto predpovedané parametre sme vyuzili na prognozy pri pouziti jednotlivych modelov.
Priebeh jednotlivych trendov sme znazornili v grafoch. Pre porovnanie presnosti danej
predpovede tieto uvadzame spolu sdatami z minulosti, z ktorych naSe prognozy

vychadzali.
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Ako najvhodnejsi model trendu sa nam preukazal polynomicky trend.
Jeho najvicsou vyhodou v porovnani s ostatnymi trendami je, jeho schopnost’ zachytit
zmenu smeru trajektorie dat. Pod pojmom trajektoria dat myslime ich priebeh,
ako sa vyvijali v minulosti.

V pripade zhodnotenia vybranych modelov, s ktorymi sme pracovali, sa nam
zanajmenej vhodny model preukazal Jastremského model. Model bol v minulosti
popularny medzi demografmi, pre svoju jednoduchost s jednoduchu interpretaciu
parametrov. Vznikol z hladiska vyvoja spolo¢nosti uz pomerne davno a za inych
ekonomicko-socialno-demografickych podmienok. Zo zaciatku rychlo rastie, takze ma
Sancu zachytit’ rychly narast Specifickych mier v mladom veku, ¢o je typické pre populécie
pred druhou demografickou revoluciou. V sucasnosti nedokazal dostatocne dobre fitovat
realne data. Dal$im z modelov, ktorému sme sa venovali bol lognormalny model.
Svojim tvarom by bol sice vhodny, no pri prognézovani doslo k vyraznému nadhodnoteniu
progndzovanych parametrov, Vv porovnani s predpovedami SU SR. Model samozrejme
nezavrhujeme. Prognozy sme realizovali aj za pomoci gama modelu a Hadwigerovho
modelu. Oba tieto modely preukazali, ze si schopné dobre fitovat realne data a aj
prognozy zalozené na ich podklade su prijatelné. Zaujimavé, ze prognozy zalozené na
gama modeli predpokladaju Ciasto¢ny navrat vyvoja. Musime brat’ do ivahy aj skutoc¢nost’,
Ze praca si nerobila aspiraciu na zohl'adnenie vSetkych skutocnosti ovplyviiujiicich buduci
vyvoj, preto predikciu plodnosti povazujeme skor za formdlnu a zohl'adnovali Sme najma
matematickt stranku danej problematiky.

Nie je vel'mi komplikované ndjst’ krivku, ktord bude dobre fitovat’ hodnoty jedného
roka, no pri véacsich suboroch sa stretdvame s problémom. Takyto problém nastal aj v nasej
praci, nakolko v skimanom obdobi dochadza k zmenam v pdérodnostnom modeli.
Populéacia sa akoby rozdelila na dve skupiny. Prva skupina udrZiavala povodny trend,
Cize privedenie potomka v mladSom veku a druha skupina tento proces posuvala
do vysSicho veku. Tato dvojtvarnost spdsobila nerovnomernost’ a urcitid kostrbatost’
modelu. Z tychto dévodov nie je mozné modelovanie jednoznacne uzavriet' a striktne
predurcit’ d’alsi vyvoj. Tento proces je otvoreny, menny a prognosticky stale sa meniaci
v zavislosti od vonkajsich vplyvov spoloc¢nosti.

Sposob vytvarania progndz, ktorym sme sa zaoberali, nie je jediny. Na spolahlivost’
predikcie je potrebné zvazit' pouzitie aj inych trendov a modelov. Napriklad modely
»o-kriviek. Takymto funkciam sme sa nevenovali. Neprogramuju sa I'ahko a z ¢asového

i obsahového hladiska nebolo mozné ,,S-krivky* v ramci diplomovej prace realizovat'.
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Priloha ¢.1: Hugo Hadwiger, 23. 12. 1908 — 29. 10. 1981

Autorom  Hadwigerovej  funkcie
je Hugo Hadwiger, ktory sa narodil
23. decembra 1908 v Karlsruhe, v Nemecku
a zomrel 29.oktobra 1981 v Berne,
vo Svajéiarsku. Hugo Hadwiger
bol $vajciarskym matematikom nemeckého
povodu, znamy pre jeho  pracu
v geometrii , kombinatorike a  kryptografii.
Bakalarske Stidium absolvoval
na univerzite v Berne, kde sa Specializoval
na matematiku, no Studoval aj fyziku
¢ipoistnu  matematiku.  Doktorandské
Stadium ostal robit’ v Berne, pod dohl'adom
Willy Scherrer, kde ziskal vroku 1936
titul Ph.D. Od roku 1937  posobil

na univerzite v Berne viac ako 40 rokov

az do konca svojho Zivota. Takisto pracoval
v ramci projektu vyvoja Sifrovacieho stroja NEMA (NEue MAchine), ktory vznikol
v rokoch 1941-1943 v §vajéiarskom armadnom Sifrovacom centre ako vylepSena verzia
znamej Enigmy. Jeho prica v oblasti geometrie zacala po roku 1935 po stretnuti
s W. J. E. Blaschkem v Hamburgu. V roku 1957 publikoval knihu Vorlesungen
tiber Inhalt, Oberflache und Isoperimetrie, ktora sa stala zadkladom pre Minkowského

funkcionaly pouzivané v matematickej morfologii.
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Priloha ¢.2: Vypocet integralu hadwigerovej funkcie v tvare

fooo%. exp {nac— (#+ bx)} dx

Ukazeme, ze

f°° e . exp {nac - (nzxaz + bx)} dx = sgn(a) .exp{ na (c — 2\/5)}
0

fn(x) dx =

na n?a? b i
. expinac — X X
Vrrx3 X

oo co 2,2
frn(x) dx = na . expinac — ra + bx |{ dx
0 0o Vmx3 X

Vx =2z x:0 x:00
dx =2Vxdz z:0 z:o

_j°°2na 1 n2a2+b2 4
= \/E.Zz.exp nac 2 z z

substitucia: |

1
substitucia: Pl z:0 z:o
dz=—2z*du u:o0 u:0
]oo 2na { ( s 2 o N b )} p
= — . expynac — (n“a“u — u
0 \/E P uz
2na o b
= ——. exp{nac exni— (n2a2u? + _)} du
= - ewlnac) | exp{- ( b
2na o b
=— _2.2(.2
= ool g

= na . exp{nac}fooexp {— n?a? [(u — ﬁ) + iz } du
0

Jr nau na
2
2na @ Vb
_cna _ 22— X2
== exp{nac} . exp{— 2Vbna} jo exp{ n%a (u nau) } du
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a
u— —=t
u

ur+ «a
du= dt

substitucia:

-l ]
R

= j - (©)exp(— B2t2} dt

exp{— B?*t*} dt

substitucia:

b m
[2+JTT] ‘a

= f fH(t)exp{— p*t*} dt

exp{— p*t?} dt
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] | fe o]
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f: exp {— B? (u — %)Z}du = \532

V tomto pripade sa ff = na, a = g, pricom integral od a nezavisi.
2
j ) ex na?|u vb du = Ve
0 p nau B \/4n2a2

Cize po sumarizacii ziskavame

oo o0 2,2
j frn(x) dx = f na . exp {nac - (n ¢ + bx) dx
0 0

Vrx3 X
2na n
= “— . exp{nac}. exp{— 2navb}.
Vi P vl V- Vi

sgn(a) .exp{ na (c — 2\/5)}
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Priloha ¢€.3: Vypocet integralu hadwigerovej funkcie v tvare

Ukazeme, Ze

— 00

f_‘:ac_b (2)% exp{—bz.(§+ %— 2)} dx

o 3
f a_cb(g)z exp{—bz.(§+ ;— 2)} dx

_ Lwac—b(%) exp{—b2.<%+t—2)}.cdt
- Lmab.(%)i exp{—b2.<%+t— 2)} dt

s t=1u t:0 t:oo
substitucia:
dt =2+vVtdu w0 wu: o

3
2

” 1 2 (1 2
= 2.[0 ab.(;) exp{—b .<ﬁ+u - 2)}.udu

oo 3 1
= 2.[ ab.(u‘z)fu.exp{—bz.(ﬁ+uz—2)}du
0

@ 1 1
=2.f ab—z.exp{—bz.(—2+u2—2)}du
0 u u

s =z u:0 u:oo
substitucia:

1
u

du=—-u?dz z:0 20

*° 1 1
= 2. abzz.exp{—bz.(—+zz— 2)}.— dz
0 z2 72
@ 1
= 2ab. exp{—b2.<—2+zz— 2)}dz
0 z

=2ab.f exp{—bz.(z——) }dz
0 z

= 2ab.]
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J = fowexp{— b2.<z— %)Z}dz

J je parna funkcia

pmy el (- ) e
=3[ el (- e+
+foooexp{— b2.<z— %)z}dzl

Integral J rozdelime na dva integraly, J 1 aJ 2

1
Ji=5.U1+)2]

(Z - i) je prosta funkcia na intervale (—oo, 0), (0, ©)
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(T

J1= foo exp(— b%y?). T
N -1+ T %) +1

1= f exp(— b2y?) . f~(y) dy

]2=fooexp{—b2.<z— ;)z}dz
0

1
zZ——=y z:0 Z: o
substitucia : z 2
z
dz=22+1dy y: — 00 y:oo
> 2
DA 4
. 1+ +3
]2—f exp(= b°y?) = 7 y
e DA 4
l 1+ +zl + 1

j2 = j exp(= b?y?) . f*() dy
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1
Ji=5.U1+]2]

1 (o)
=5 U_ (F~O) + fr())exp(— b%y?). dyl

]
I R e T

f~0+ ol =

-+ =1

1 o0
J= —-f exp(— b*y?) dy

2
v2
Yy = — y:—o y:o0
. 2b
substitucia : 1
y dv v: —o v:00
V2|b|



_m
~20p]
o 3
j_ %b(g)z exp{—bz,(§+§— 2)} dx = 2ab.] = Zabz\gl avm

Nakol'ko b je kladny parameter, absolutnu hodnotu pisat’ nemusim, ¢im ziskavame

konec¢ny vysledok v tvare:

f‘”a_b.(g)i exp{—bz.(§+ X_ 2)} dx = avm

c X
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Priloha ¢.4a: Hodnoty vekovo Specifickych mier plodnosti pre roky 1980 — 1990

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

0,0025347
0,0113171
0,0278386
0,0668888
0,1311588
0,1909823
0,2135699
0,2202580
0,2090183
0,1900625
0,1720564
0,1487845
0,1290077
0,1110648
0,0924422
0,0766890
0,0640895
0,0525564
0,0456368
0,0348070
0,0294767
0,0246184
0,0181912
0,0121607
0,0094516
0,0082587
0,0055786
0,0038402
0,0021683
0,0013040

0,0026120
0,0093786
0,0269434
0,0635867
0,1281384
0,1835946
0,2143588
0,2169164
0,2045022
0,1891701
0,1693507
0,1488082
0,1301576
0,1070973
0,0923059
0,0775876
0,0655094
0,0515185
0,0433104
0,0371659
0,0309061
0,0231053
0,0181258
0,0145963
0,0095975
0,0072156
0,0045105
0,0035677
0,0020630
0,0012941

0,0027524
0,0118823
0,0294878
0,0665576
0,1269262
0,1907975
0,2172290
0,2205890
0,2030739
0,1881340
0,1682024
0,1481942
0,1236826
0,1074152
0,0918923
0,0767744
0,0612747
0,0504736
0,0416723
0,0362929
0,0265980
0,0222156
0,0166001
0,0142042
0,0094053
0,0059971
0,0047756
0,0035673
0,0018608
0,0011284

0,0029219
0,0118823
0,0299953
0,0659247
0,1327555
0,1867813
0,2188320
0,2202229
0,2028770
0,1851843
0,1701548
0,1460129
0,1250680
0,1084028
0,0872065
0,0742208
0,0631019
0,0510930
0,0427147
0,0355683
0,0288530
0,0222786
0,0171638
0,0130597
0,0096545
0,0060285
0,0043167
0,0028778
0,0017341
0,0009143

0,0035824
0,0116645
0,0313395
0,0688806
0,1334256
0,1877523
0,2141727
0,2180186
0,2044611
0,1880705
0,1670134
0,1460589
0,1247609
0,1039156
0,0879229
0,0731451
0,0611659
0,0514299
0,0406500
0,0334937
0,0268597
0,0207732
0,0166353
0,0115228
0,0089768
0,0064020
0,0045456
0,0026638
0,0012160
0,0008159

0,0035381
0,0142572
0,0347201
0,0708587
0,1321264
0,1879008
0,2170969
0,2146994
0,2089472
0,1885723
0,1682561
0,1443445
0,1218972
0,1041075
0,0856077
0,0734655
0,0595294
0,0494756
0,0404189
0,0331669
0,0275721
0,0210856
0,0166213
0,0124495
0,0085255
0,0062870
0,0032409
0,0024345
0,0013874
0,0005922

0,0034358
0,0121390
0,0323446
0,0730782
0,1347347
0,1781296
0,2062965
0,2142158
0,1991307
0,1864852
0,1674582
0,1404994
0,1202032
0,1012136
0,0868851
0,0687362
0,0609428
0,0450040
0,0391139
0,0339808
0,0254722
0,0202254
0,0154448
0,0122086
0,0080338
0,0053833
0,0034846
0,0028415
0,0013594
0,0006257
0,0004000
0,0002000
0,0000000
0,0000000
0,0000000

0,0028091
0,0129380
0,0307000
0,0766237
0,1366987
0,1813493
0,1976808
0,2043566
0,1933444
0,1802344
0,1604176
0,1402745
0,1175392
0,0987356
0,0814056
0,0672502
0,0547983
0,0461748
0,0383004
0,0309259
0,0246737
0,0183113
0,0155459
0,0113007
0,0085012
0,0055839
0,0033622
0,0022826
0,0011864
0,0007336
0,0005000
0,0000000
0,0001000
0,0000000
0,0000000

0,0029287
0,0102467
0,0294577
0,0720205
0,1392808
0,1793831
0,1944989
0,2055387
0,1932554
0,1800228
0,1613337
0,1442081
0,1233064
0,0975323
0,0794586
0,0668069
0,0582536
0,0451579
0,0397693
0,0312661
0,0261443
0,0189397
0,0140960
0,0116073
0,0074204
0,0053090
0,0032190
0,0019013
0,0014130
0,0005777
0,0005000
0,0002000
0,0001000
0,0000000
0,0000000

0,0026686
0,0110692
0,0287087
0,0697298
0,1357557
0,1740303
0,1933056
0,1985515
0,1878863
0,1734712
0,1573153
0,1322709
0,1174639
0,0978554
0,0790314
0,0653680
0,0553028
0,0445697
0,0367222
0,0299131
0,0242151
0,0194462
0,0141014
0,0105944
0,0083277
0,0054519
0,0032969
0,0018089
0,0013707
0,0005397
0,0003000
0,0001000
0,0001000
0,0000000
0,0000000

0,0028610
0,0104178
0,0273551
0,0692097
0,1321346
0,1770616
0,2016459
0,1934893
0,1897748
0,1745504
0,1540712
0,1360783
0,1150408
0,0968346
0,0806148
0,0666650
0,0542191
0,0456081
0,0359988
0,0317068
0,0247416
0,0175319
0,0142078
0,0110203
0,0082958
0,0058134
0,0033433
0,0026380
0,0010273
0,0007043
0,0003000
0,0002000
0,0001000
0,0000000
0,0001000
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Priloha €.4b: Hodnoty vekovo Specifickych mier plodnosti pre roky 1991 — 2000

15 0,003884 0,003888 0,003732 0,003576 0,003564 0,003466 0,003645 0,003862 0,003997 0,003417
16 0,013818 0,012714 0,012013 0,010545 0,009521 0,009669 0,010986 0,009657 0,010347 0,009400
17 0,031968 0,031396 0,030516 0,024186 0,020488 0,020818 0,020148 0,020578 0,020254 0,018782
18 0,076774 0,074126 0,068343 0,052580 0,044889 0,040946 0,037796 0,035873 0,033837 0,033416
19 0,136768 0,133421 0,127527 0,101490 0,083251 0,075316 0,066827 0,060226 0,056811 0,053137
20 0,182205 0,172375 0,159275 0,131025 0,112955 0,099614 0,089440 0,080357 0,071547 0,068636
21 0,190057 0,185734 0,169978 0,146216 0,128418 0,115867 0,101783 0,092971 0,085941 0,076143
22 0,191327 0,184525 0,177461 0,143986 0,130267 0,121548 0,113189 0,100862 0,093671 0,086723
23 0,182092 0,177798 0,165965 0,144627 0,128123 0,121009 0,116256 0,110028 0,099598 0,091376
24 0,165967 0,161112 0,161430 0,132345 0,123167 0,117886 0,118075 0,112084 0,102165 0,097686
25 0,150149 0,148966 0,143574 0,122338 0,114478 0,113008 0,108544 0,109420 0,105296 0,100922
26 0,130387 0,125574 0,128495 0,109566 0,103789 0,103291 0,106022 0,100093 0,097906 0,098868
27 0,109477 0,104686 0,107845 0,097555 0,089574 0,092482 0,091649 0,089319 0,088810 0,089860
28 0,091945 0,089372 0,086465 0,082322 0,080526 0,079085 0,079236 0,077287 0,083750 0,079474
29 0,076656 0,076425 0,073823 0,066605 0,065224 0,067687 0,066196 0,071722 0,069817 0,069181
30 0,065390 0,062838 0,063909 0,058975 0,056772 0,055224 0,058083 0,058161 0,060267 0,061069
31 0,052515 0,051089 0,054310 0,050662 0,045780 0,047343 0,048387 0,049812 0,049210 0,052476
32 0,042313 0,043041 0,041507 0,040129 0,037830 0,039614 0,039690 0,039253 0,043608 0,042727
33 0,035718 0,032920 0,035598 0,033959 0,032393 0,031756 0,033158 0,034388 0,032683 0,034676
34 0,030139 0,028845 0,029013 0,026888 0,027188 0,026428 0,027412 0,028779 0,028289 0,029264
35 0,023194 0,022429 0,023888 0,021880 0,021645 0,023825 0,023249 0,021636 0,023324 0,024227
36 0,018489 0,018292 0,017630 0,018069 0,016250 0,017396 0,018874 0,019099 0,019009 0,018906
37 0,014789 0,014945 0,015341 0,013801 0,013539 0,014375 0,014803 0,014806 0,014203 0,015614
38 0,010515 0,011576 0,012060 0,011763 0,011113 0,010605 0,011382 0,010832 0,011797 0,011650
39 0,007686 0,008868 0,007423 0,009186 0,007230 0,008266 0,007998 0,007942 0,008216 0,008987
40 0,006099 0,005282 0,005980 0,005623 0,005320 0,005648 0,006162 0,006000 0,005477 0,006497
41 0,003517 0,004593 0,003602 0,003751 0,003941 0,002803 0,003345 0,003425 0,004094 0,003713
42 0,002298 0,002796 0,002865 0,002380 0,002353 0,002235 0,002455 0,002749 0,002537 0,002764
X 0,001818 0,001858 0,001593 0,001544 0,001739 0,001381 0,001047 0,001405 0,001435 0,001529
44 0,000792 0,000716 0,000647 0,000786 0,000711 0,000692 0,000643 0,000525 0,000540 0,000602
45 0,000300 0,000209 0,000303 0,000440 0,000367 0,000221 0,000359 0,000382 0,000311 0,000447
46 0,000200 0,000066 0,000150 0,000197 0,000000 0,000184 0,000148 0,000168 0,000096 0,000024
a7 0,000100 0,000033 0,000000 0,000061 0,000056 0,000166 0,000105 0,000049 0,000000 0,000024
48 0,000000 0,000000 0,000033 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000026 0,000025 0,000024
49 0,000000 0,000000 0,000034 0,000034 0,000000 0,000031 0,000000 0,000000 0,000000 0,000025
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15 0,003301 0,003579 0,003669 0,003606 0,004186 0,004254 0,003806 0,004095 0,004361 0,004631
16 0,009041 0,008778 0,009588 0,010883 0,009955 0,010609 0,010662 0,011798 0,011779 0,011920
17 0,019307 0,017237 0,016973 0,018495 0,018693 0,017375 0,019320 0,021167 0,019978 0,022060
18 0,028920 0,029845 0,026908 0,027230 0,027720 0,027521 0,029121 0,029027 0,030657 0,030797
19 0,044159 0,045682 0,043431 0,038806 0,038123 0,039273 0,038200 0,039372 0,039240 0,040433
20 0,056082 0,054746 0,052972 0,053340 0,046429 0,045729 0,044938 0,047149 0,047705 0,045718
21 0,066515 0,062612 0,058726 0,059092 0,054426 0,049971 0,048398 0,048811 0,050915 0,049424
22 0,074149 0,068318 0,061227 0,062549 0,060643 0,056814 0,051387 0,053147 0,057367 0,053042
23 0,082439 0,075654 0,071922 0,070726 0,068200 0,062607 0,059863 0,058541 0,058865 0,055458
24 0,086224 0,080567 0,077692 0,078223 0,074595 0,067444 0,064955 0,065279 0,065987 0,062611
25 0,093132 0,090370 0,087164 0,087400 0,082580 0,074922 0,073144 0,073432 0,079054 0,070920
26 0,091531 0,087826 0,090558 0,089726 0,086411 0,085058 0,079813 0,084653 0,086115 0,083824
27 0,086417 0,086842 0,087615 0,090205 0,091286 0,086253 0,085605 0,087537 0,093503 0,088457
28 0,078220 0,080029 0,085884 0,088313 0,092459 0,090752 0,090549 0,090840 0,096691 0,096564
29 0,069663 0,070756 0,074311 0,080404 0,087348 0,085616 0,087076 0,092816 0,100942 0,096296
30 0,060381 0,062709 0,068523 0,073889 0,076386 0,081923 0,082354 0,090723 0,097402 0,097068
31 0,048323 0,055215 0,056825 0,061924 0,069076 0,070711 0,075525 0,080361 0,088101 0,089947
32 0,043855 0,043116 0,049056 0,054016 0,057088 0,061774 0,065884 0,073020 0,079283 0,080706
33 0,035084 0,036842 0,040275 0,042625 0,048281 0,050238 0,054238 0,060892 0,068358 0,068044
34 0,028498 0,029782 0,033304 0,035918 0,037450 0,042265 0,046372 0,051289 0,055472 0,061738
35 0,024373 0,024210 0,026511 0,028710 0,030621 0,034718 0,036857 0,040105 0,046404 0,049824
36 0,018551 0,020001 0,022327 0,023655 0,025431 0,026899 0,028830 0,033118 0,039660 0,039137
37 0,014211 0,016128 0,016434 0,017559 0,020448 0,020882 0,023913 0,024701 0,026913 0,030887
38 0,011444 0,011502 0,011775 0,013944 0,014873 0,015557 0,016835 0,019357 0,021885 0,021515
39 0,008488 0,009537 0,009456 0,010215 0,011473 0,011148 0,011812 0,014658 0,015624 0,017505
40 0,006514 0,006399 0,006287 0,007396 0,007340 0,007760 0,008364 0,009077 0,010696 0,011949
41 0,004044 0,004177 0,004018 0,004710 0,004980 0,005158 0,005759 0,005998 0,007726 0,008042
42 0,002364 0,002491 0,002661 0,003337 0,002846 0,003048 0,003598 0,003565 0,004661 0,004646
X 0,001392 0,001043 0,001924 0,002222 0,001552 0,001398 0,001965 0,002427 0,002442 0,002599
44 0,000826 0,000831 0,000740 0,000754 0,001268 0,000922 0,001135 0,001423 0,001934 0,001397
45 0,000302 0,000331 0,000392 0,000204 0,000626 0,000467 0,000369 0,000555 0,000674 0,000811
46 0,000189 0,000140 0,000142 0,000172 0,000026 0,000235 0,000312 0,000264 0,000238 0,000234
a7 0,000048 0,000047 0,000047 0,000071 0,000123 0,000128 0,000105 0,000182 0,000106 0,000133
48 0,000024 0,000048 0,000024 0,000000 0,000024 0,000025 0,000051 0,000079 0,000104 0,000080
49 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000070 0,000000 0,000099 0,000181 0,000053 0,000026
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