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Abstrakt

HOLOSOVA, Marianna: Monte Carlo metody vypoétu pravdepodobnosti
extremalnych udalosti [Diplomovéa préaca|, Univerzita Komenského v Bratisla-
ve, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matema-
tiky a Statistiky; skolitel: doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD. , Bratislava,
2012, 69 s.

Cielom diplomovej prace je aplikovanie metddy vahového vyberu na efek-
tivny simula¢ny odhad pravdepodobnosti zriedkavych udalosti.

Praca popisuje klasické metddy odhadovania pravdepodobnosti udalosti
a dovody, preco si tieto metdody neefektivne, ak je simulovana udalost zried-
kavéa. Opisuje metédu vahového vyberu, zaloZeni na Radon-Nikodymove;
vete, ktora znizuje disperziu odhadu pravdepodobnosti zmenenim pravde-
podobnostného rozdelenia, ¢o umoziuje najst presnejsi odhad hladanej prav-
depodobnosti. V praci sa aplikuje exponencialna zmena miery na simulovanie
vybranych $pecialnych pripadov (pravdepodobnost zbankrotovania, pravde-
podobnost prekrocenia bariéry, pravdepodobnost nadobudnutia extremal-
neho stavu Markovovho retazca, ... ) a uvedie sa algoritmicka implementacia
tychto metod v jazyku R. Metéda vahového vyberu sa ukazuje ako presnejsia
metoda na odhad pravdepodobnosti zriedkavej udalosti ako klasicka metoda

odhadu pravdepodobnosti vo vSetkych pripadoch uvedenych v praci.

Krladové slova: Monte Carlo, Zriedkava udalost, Met6da vahové-
ho vyberu, Exponenciadlna zmena miery, Momentova vytvarajica

funkcia



Abstract

HOLOSOVA, Marianna: Calculating probabilities of extremal events
using Monte Carlo methods [Mater thesis|, Comenius University in Bratislava,
Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Department of Applied
Mathematics and Statistics; supervisor: doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD.
, Bratislava, 2012, 69 p.

The aim of this master thesis is the application of importance sampling
method for effective estimation of the probability of rare events.

The thesis describes classical methods for estimating events probabili-
ties and why these methods are ineffective in case of simulated event being
rare. It describes the importance of sampling method based on the Radon-
Nikodym theorem, which reduces dispersion of estimated probability by chang-
ing the probability distribution and thus allows to find a more accurate es-
timate. Exponential change of measure for simulating selected events (prob-
ability of bankruptcy, probability of reaching an extremal state in Markov
chain, ...) is applied and algorithmic implementation of these methods in
software R is presented. In all cases presented in this thesis, the importance
sampling seems to be a more accurate method for estimating probability of

a rare event than the classic method of estimating probability.

Keywords: Monte Carlo, Rare event, Importance sampling, Ex-

ponential change of measure, Moment generating function
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Uvod

Monte Carlo simulacie sa pouzivaji na odhadnutie neznamej kvantity pomo-
cou simulovania nahodného deja v pripadoch, ked nie je mozné vypocitat ttuto
kvantitu analyticky:. Specialne problémy nastavaji, ak sa pomocou Monte
Carlo metod snazime odhadnit pravdepodobnost zriedkavej udalosti, naprik-
lad pravdepodobnost bankrotu spolo¢nosti, pravdepodobnost zemetrasenia,
pravdepodobnost zrazky dvoch lietadiel,. . ., ktorych pravdepodobnost je sice
nizka, ale ich nasledky mozu byt katastrofalne, preto je dolezité tito pravde-
podobnost odhadnut, ¢o bude aj nasim cieflom v tejto praci. Praca pozostava
z troch kapitol.

V prvej kapitole si priblizime pokrocilejsie pojmy tykajtuce sa spojitych
rozdeleni pravdepodobnosti a moznosti generovania premennych s danym
rozdelenim, ktoré budeme v praci dalej pouZivat.

V druhej kapitole st popisané klasické metoédy odhadovania pravdepodob-
nosti, Specidlna cast je venovana intervalom spolahlivosti. Okrem intervalu
spolahlivosti zaloZzeného na centralnej limitnej vete, st v praci popisané aj
exaktné intervaly spolahlivosti. Interval spolahlivosti zaloZeny na centralne;
limitnej vete budeme v praci nadalej pouZivat napriek nepresnostiam, pretoze
interval spolahlivosti zalozeny na Fisherovom-Snedecorovom rozdeleni sa da
pouZit len pre binomické rozdelenie a na Fishmanovom intervale spolahlivosti
sa neprejavi znizenie smerodajnej odchylky, ¢o bude nasim cielom.

V tretej kapitole sa venujeme metdde vahového vyberu a jej aplikacii expo-
nencialnej zmene miery, ktora je vhodnym néstrojom na odhadovanie pravde-

podobnosti zriedkavych udalosti. Pri praci tiez popisujeme vSeobecné metddy



ako odhadovat extremélne udalosti, ktoré sa tykaju nahodnych procesov
s diskrétnym casom, Specialne ide o tzv. ndhodné prechadzky, teda proces,
v ktorom je mnozina hodnot spojita, ale aj procesov, ktorych mnozina hod-
not je diskrétna, ako si Markovovskeé retazce. V pripade nahodnej prechadzky
nas moze zaujimat odhadnutie pravdepodobnosti prekrocenia bariéry touto
nadhodnou prechéadzkou a v Markovovskych retazcoch pravdepodobnost, Ze do
urcéitého poc¢tu krokov sa Markovovsky retazec dostane do nejakého extremél-

neho stavu.
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Kapitola 1

Vybrané tvrdenia o spojitych

rozdeleniach pravdepodobnosti

V tejto kapitole uvedieme vybrané pokrocilejsie pojmy a tvrdenia tedrie
pravdepodobnosti tykajice sa momentovych vytvarajucich funkcii a spo-
sobov generovania realizdcii ndhodnych premennych s normalnym rozde-

lenim.

1.1 Momentové vytvarajiace funkcie

V tejto casti budeme postupovat podla kapitoly 5.7 v publikacii [6].

Momentova vytvarajica funkcia (m.v.f) premennej X je funkcia M : R —
[0, 00] dand ako M (t) = E [¢"*]. Ak je X spojitd ndhodna premenna s husto-
tou f, tak plati

M(t) = /_ e dp(r) = /_ e f(a)da.

[e.o] o0

M.v.f. maji podobné vlastnosti ako pravdepodobnostné vytvarajuce funkcie,

napr. ak M (t) < oo na nejakom otvorenom intervale obsahujicom nulu, tak

o B[X]=M0), E[X"] = MP(0);
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e ak X a Y st nezavislé, tak Mx vy (t) = Mx(t) My (t).

M.v.f. maja nevyhodu, Ze integraly, ktoré ich definuji, nemusia byt ko-
necné, na rozdiel od charakteristickych funkcii, ktorych integraly su vzdy

konec¢né.

Definicia 1.1. Charakteristickd funkcia ndhodnej premennej X je funkcia
¢ : R — C definovand ako

o(t) = E [e"*] kdei= V-1

Poznamka 1.1. M.v.f. neurcuje jednoznacne distribucni funkciu. MozZu exi-
stovat dve rozne distribucné funkcie s rovnakou m.v.f.. Postacujica pod-

mienka pre jednoznacnost distribucnej funkcie je konecnost m.v.f. na nejakom
okoli bodu t = 0.

M.v.f. normélneho rozdelenia je

_(z—p) ot
M(t) = / el e 202 dr=eMtTe,
s 2mo

1.1.1 Log-normalne rozdelenie

Log-normalne rozdelenie je spojité pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnych
premennych, ktorych logaritmus mé normalne rozdelenie. Ak Y ma normalne
rozdelenie A (u1,0%), tak X = ¥ méa log-normalne rozdelenie LN (u,0?).

Hustota log-norméalneho rozdelenia je

1 _ (nz—p)?
e 202 x>0.

fx(zp,0) =
To\ 2T

Stredna hodnota a variancia log-norméalne rozdelenej premennej X je

ptzo?
Y

(&

E[X]
Var[X]

2 2
e? — 1)t

D4 sa ukazat, ze m.v.f. lognormélneho rozdelenia existuje len na intervale
(—00,0].
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1.1.2 Gama rozdelenie

Gama rozdelenie je spojité pravdepodobnostné rozdelenie. Hovorime, ze X
mé gama rozdelenie s parametrami a > 0, b > 0, ak je X spojitd ndhodna
premennd s hustotou

1

f(z;a,b) = F(a)b“xa_le_% prez >0aa,b>0.
Stredna hodnota a variancia ndhodnej premennej X je
E[X] = ab,
Var[X] = ab®

M.v.f. gama rozdelenia je

o0 1 . 1
M(t) = / etmwxa—le—zdx =(1—-0bt)*pret < b

—0o0
Exponencialne rozdelenie je Specialny pripad gama rozdelenia. Nahodné
premenna X mé exponencialne rozdelenie Exp(\) prave vtedy ked mé gama

rozdelenie I'(1, %), kde A > 0. M.v.f. exponencialneho rozdelenia je

M(t) = (1 _ %)_1.

1.2 Generovanie ndhodnych premennych s nor-

malnym rozdelenim

Pre generovanie ndhodnych premennych s normalnym rozdelenim je zakla-
dom generovanie nahodnych premennych s rovnomernym rozdelenim, ktoré
vieme transformovat na realizacie s normalnym rozdelenim. Teoreticky je
mozné transformovat Iubovolné spojité rozdelenie na normélne rozdelenie,
ale generovanie z rovnomerného rozdelenia je najjednoduchsie, a zaroven exi-
stuju kvalitné testy, ktoré testuju kvalitu generatorov z rovnomerného rozde-

lenia (pozri kapitolu 7 v publikacii [6]). V dalsom texte predpokladame,
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ze 7z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,1) generovat vieme. Podla
nasledujicej vety na transformaciu staci poznat kvantilovi funkciu normél-
neho rozdelenia N (0, 1).

1.2.1 Metéda inverznej transformacie

Veta 1.1. Veta o inverznej transformdcii (pozri kap.1 v publikdcii 2)

Nech F : R — [0,1] je distribucnd funkcia a nech ¢~ je kvantilovd funkcia,
tj. ¢ (u) = sup{x € R : F(z) < u} pre vsetky u € (0,1). Nech ndhodnd
premennd U md rozdelenie R(0,1)(rovnomerné na intervale (0,1)). Potom

ndhodnd premennd ¢~ (U) md distribucni funkciu F.

Pre normalne rozdelenie sa funkcia ¢! neda napisat v analytickom tvare,
preto pouZivame aproximacie.

Mozny spdsob priblizného vypoctu funkénych hodnédt kvantilovej funkcie
norméalneho rozdelenia je

2,30753 + 0, 27061c
1)~ ’ ’ kde ¢ = /=21
(2~ 1770092200 1 0, 0481’ F9¢ € n(2),

ktory je popisany v publikacii [§].

Pokial pozndme hodnoty kvantilovej funkcie, tak predchadzajucu vetu
vieme efektivne aplikovat. Ak nevieme pocitat kvantilova funkciu rychlym

algoritmom, tak mozeme pouzit ,zamietaciu metodu” (pozri [2]).

1.2.2 Zamietacia metoda

Veta 1.2. Veta o zamietant

Nech f,h : R — [0,00) st dve funkcie hustoty, kladné na intervale I C R a
inde nulové, pricom ¢ = sup{ f(z)/h(x) : x € I} < 0o. Nech Y1,Uy,Ys,Us, ...
s nezdavislé nahodné premenné, pricom Y1, Ys, ... maju hustotu h a Uy, Us,, . . .
magi rozdelenie R(0,1). Nech

N =min{n € N: c.h(Y,)U, < f(Yn)}

14



Potom ndahodnd premennd Yy md hustotu f.

Pre pouzitie vety o zamietani na generovanie z normélneho rozdelenia
N(0,1) sta¢i vhodne zvolit rozdelenie nahodnych premennych Yi,Ys, ...,
ktoré maji hustotu h. Cauchyho rozdelenie je podobné normalnemu, pozname

jeho hustotu h(z)
1

) = —ay

a s vyuzitim vety o inverznej transformécii vieme z neho l'ahko generovat pre-

z eR

menné - kvantilova funkcia Cauchyho rozdelenia G(U) je dané explicitne ako
G(U) = tan(m(U — 1/2)), kde U maé rozdelenie R(0,1). Hustota normalneho
rozdelenia N (0, 1) je

»

1 22
fla) = =

Podmienka urc¢ujica index n akceptovanej realizacie mé potom tvar

1 I 1 v
n < 2 )
C7T(1—|—Yn2) ¢

V2r

kde ¢ = sup{f(z)/h(x) :x € I} = 2?”, takZe podmienka sa da prepisat ako

2 2
r(d+Y,)) =i

U, <
2

Ina moznost je najprv generovat z pol-normalneho rozdelenia HN (0, 1),
ktoré ma hustotu f(x) = \/ge_x2/2 pre x > 0, f(xr) = 0pre z < 0 a za
hustotu A zvolit hustotu h(z) = e=*,x > 0, ¢o zodpoveda hustote exponen-
cidlneho rozdelenia Exp(1). V tomto pripade podmienka, ktora urcuje index

n akceptovanej realizacie mé tvar
U, <exp (—(Y, —1)*/2).

Na vygenerovanie realizicie z normélneho rozdelenia N(0, 1) staci prenaso-
bit realizaciu Y s pravdepodobnostou 1/2 hodnotou —1, resp.1, kde Y ma
hustotu f.
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Na generovanie ndhodnych premennych X, X, ...z normalneho rozde-
lenia N '(p, 0?) staci pouzit jednoducht transformaciu : X; = pu + Y;o, kde Y;
je ndhodnéa premenné s rozdelenim A (0, 1).

1.2.3 Box-Mullerov generator

Nasledujuci sposob generovania nahodnych premennych s norméalnym rozde-
lenim je zaloZeny na fakte, Ze dvojrozmerné normalizované normélne rozdele-

nie N2(0,I) mé polarne saradnice (R, 1) s lahko generovatelnym rozdelenim:
R~ \/Exp(1/2) ay ~ R(0,2m).

Veta 1.3. Box-Mullerov generdtor

Nech ndhodny vektor (Vy, Vo)T md rovnomerné rozdelenie na jednotkovej kru-
Fnici v rovine, nech L ~ Exp(1/2) a nech (Vi, Vo)1 a L st nezdvislé. Potom
ndhodné premenné X, = ViVL a Xy = Vo/L si nezdvislé, obe s rozdelenim
N(0,1). Specidlne, ak U, T si nezdvislé s rozdelenim R(0,1), tak ndhodné

premenné

Xy = cos(2nU)/—2In(T), Xy = sin(27U)/ —2In(T")
st nezdvislé, obe s rozdelenim N(0,1).

Pocitaniu sinusov a kosinusov sa mézeme vyhnut nasledujicim sposobom.
Nahodny vektor (V4, V5)T vygenerujeme rovnomerne na jednotkovej kruznici,
teda Vi = cos(¢)) a Vo = sin(y), kde ¢ ~ R(0,27) tak, Ze najprv budeme
generovat vektor (Wy, Wy)T rovnomerne na jednotkovom kruhu, a hodnoty

Vi, Vo vypocitame potom ako

W- W-
V, = 1 Vo — 2

VWEFWE T W w2

Nahodné premenné

—21In(T
X =W VVET(WZQ,XQ =W,

—2In(T)
Wy + Wy

16



st nezavislé, obe s rozdelenim N(0,1), ¢o je efektivnejsi sposob vypoctu,

pretoze tentoraz stac¢i vypocitat len odmocninu a logaritmus.

1.2.4 Iné algoritmy na generovanie z normalneho

rozdelenia
Ziggurat algoritmus

Patri do triedy zamietacich algoritmov. Pouziva sa na generovanie z monoton-
ne klesajucich pravdepodobnostnych rozdeleni, ale méze sa pouzit aj na
generovanie z normélneho rozdelenia tak, Ze pomocou algoritmu vygeneru-
jeme realizécie z pol-norméalneho rozdelenia, a potom ich s pravdepodob-
nostou 1/2 prenasobime hodnotou 1, resp.—1. Myslienkou metody je pokrytie
cielovej hustoty pomocou upravenej husoty, ktora pozostava z n horizontal-
nych blokov rovnakej velkosti - n — 1 obdiznikov a jedného bloku, ktory
pozostava z obdlzniku a zvysku cielovej hustoty (spodny blok). Nahodne
vygeneruje bod (z,y) z tejto upravenej hustoty, ak bod nie je stucastou
cielovej hustoty, tak vygeneruje dalsi bod, ale ak je, tak x je ndhodna pre-
menné s pozadovanou hustotou. Tento algoritmus je vypoctovo efektivnejsi
oproti Box-Mullerovmu generatoru, ktory pre kazdy par generovanych hod-

not pozaduje pocitat logaritmus aj odmocninu.

Okrem spomenutych metéd na generovanie z normélneho rozdelenia e-
xistuji mnohé dalsie, napr. Kinderman-Ramage metéda, ktora mé uz skor

historicky vyznam vzhladom na odhalenie jej viacerych nedostatkov.

1.3 Generovanie nahodnych premennych s gama

rozdelenim

Néhodné premenné s gama rozdelenim generujeme pomocou ndhodnych pre-

mennych, ktoré maju exponenciilne, resp. beta rozdelenia, preto najprv
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musime vediet generovat z tychto dvoch rozdeleni (pozri [2]).
Generovat ndhodné premenné s exponencidlnym rozdelenim vieme jedno-
ducho s vyuzitim vety o inverznej transformécii 1.1, pretoze vieme efektivne

pocitat hodnoty kvantilovej funkcie, ktora je dané explicitne ako
G(y) = —AIn(1 —y) prey € (0, 1).

Potom podla vety 1.1 plati: Ak U ~ R(0,1), tak AIn(1 — U) ~ Exp(A).
Beta rozdelenie je spojité pravdepodobnostné rozdelenie. Hovorime, ze
nadhodna premenna X ma beta rozdelenie s prametrami a,b > 0, ak je X

spojita ndhodna premenna s hustotou

B~Y(a,b)z* 1yt pre z € (0,1),
0 inak,

fz) =

kde symbol B oznacuje beta funkciu. Zna¢ime X ~ Be(a,b).

Nasledujuca veta hovori o generovani realizacii z beta rozdelenia.

Veta 1.4. Nech a,b>0, nech X, Xy su nezdvislé ndhodné premenné s rozde-

lenim R(0,1). Nech V = X{'*, W = X,/ Y = Yo a platt V+ W < 1.

Potom ndhodnd premennd Y md rozdelenie Be(a,b).

Gama rozdelenie je definované v ¢asti 1.1.2 a generovat nadhodné premenné

s gama rozdelenim vieme pomocou nasledujtcej vety.

Veta 1.5. Nech a,b > 0, n = |b], r = b —n. Nech Zy, Zy,...,Z,,Y
su mezdvislé ndhodné premenné, pricom Zy, Zy,...,Z, ~ Exp(l) a Y ~
Be(r,1 —r) akr >0aY =0akr =0. Akn =0, tak Z = 0 a ak
n>1nech Z =27y + -+ Z,. Potom ndhodnd premennd a=*(Z + ZyY') md

rozdelenie T'(a, b).

Vypoctova zlozitost tejto metody zavisi od parametra n = [b], so zvySo-
vanim n sa zvysuje aj ¢as potrebny na pocitanie. Pokrocilejsie metody maju
ta vlastnost, ze vypoctova zlozitost nejde do nekonecna pre n — oo. Viaceré

takéto metody su popisané napriklad v knihe [6].
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Kapitola 2

Presnost Monte Carlo odhadov

a intervaly spolahlivosti

Monte Carlo simulécie sa pouzivaju na odhadnutie neznamej kvantity z po-
mocou simulovania nahodného deja, ktorého je z odhadnutelnou charakte-
ristikou (obvykle je z strednou hodnotou nejakej Ciselnej charakteristiky
simulovaného deja). Vytvori sa pocitacovy model tohto deja a po prebehnuti
dostato¢ného mnozstva simulacii sa moézu data spracovat klasickymi Statistic-
kymi metodami, napriklad uréit priemer a smerodajnt odchylku. Casto viak
mozeme simulovat vela odlisnych dejov (procesov), pricom z kazdého z nich
je mozné odhadnut hladani kvantitu. Tieto procesy sa mézu ligit presnostou,
s akou umoznuju urcit z.

Predstavme si, ze chceme odhadnut pravdepodobnost p nastatia udalosti
A : p = P(A). Najjednoduchsi pristup simula¢ného odhadovania pravde-
podobnosti p spociva v generovani n nezavislych realizacii udalosti A , ktoré
si oznac¢ime ako A, A,,. .. A, a zavedieme si ndhodni premenna Z; = I{A;}
- indikatorova funkcia mnoziny A, ktorad ma alternativne (0 — 1-ové) rozde-
lenie. Pre strednt hodnotu premennej Z; plati E(Z;) = P(A) = p a pre
disperziu plati Var(Z;) = o = p(1 — p).
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Priemer ndhodnych premennych Z; si oznaéime ako Z
z-13"z
n i=1 )

Potom stredna hodnota priemeru Z je odhadovana pravdepodobnost p

a disperzia odhadu
- " Z

Presnost odhadu uréuje smerodajnéa odchylka o[Z

FF

Predpokladame, 7e p je malé, to znamena, Ze aj variancia o = p(1 — p)

je mala. Cim je pravdepodobnost p menSia, tym mensia je aj variancia, to
znamend, 7e absolitna chyba o2 je mald pre malé p. Zaujimavejsie je viak
pozorovat relativnu chybu - o[Z]/p, ktora je vysoka

alZ] _ /p(1—p)

1
= ~ —— oo prepl 0.
p p p

Nech {A(z)} je trieda zriedkavych udalosti (pod ,,zriedkavymi“ sa obvykle
myslia udalosti s pravdepodobnostou mensou ako 1073), kde x € (0, c0) alebo
x € N. Predpokladajme, ze p(z) = P(A(x)) — 0 pre x — oo, pricom z je
,parameter” daného deja a pre kazdé x je Z(x) nevychyleny odhad pre p(x),
teda E[Z(z)] = p(x). Pojmom ,algoritmus® nazvime triedu {Z(x)} takych
nahodnych premennych (pozri [3]).

Hladame taky algoritmus, ktory ma ohrani¢enu relativnu chybu pre

r — 0
A

< 0
T—00 p(m) ’
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¢o znamend, ze pomer Standardnej odchylky k odhadovanej pravdepodob-
nosti je mensi ako nejakda konecné konstanta pre vsetky z. VacSinou sa
pouziva slabsi predpoklad - logaritmicka efektivita: Var(Z(z)) — 0 tak
rychlo, ze plati

lim sup —VGT(Z(I))

@) = 0 pre nejaké € > 0.
z—oo  P\T €

Podmienku logaritmickej efektivity je jednoduchsie overit, preto sa caste-
jsie pouziva. Pre viacero problémov dokonca neexistuj algoritmy spliajice
podmienku ohranicenej relativnej chyby. My sa v tejto praci nebudeme za-
oberat analyzou algoritmov z pohladu ich efektivity, ale poznamenavame,
ze metoda exponencidlnej zmeny miery umoznuje skonstruovat logaritmicky

efektivne algoritmy, akym je napriklad algoritmus popisany v cCasti 3.5.

2.1 Intervaly spol'ahlivosti zalozené na central-
nej limitnej vete

Uvazujme priemer Z néhodn}’fch premennych 71, ..., Z, z predchadzajicej
¢asti. Priblizné ((1 — «)100%-né) intervaly spolahlivosti st

<_—u1 a2\ —— 21-2 Z+u1 aj2\/ Z20-2 ) (2.1)

kde u1_q /2 je (1 —/2)100%-ny kvantil normélneho rozdelenia. To znamena,
7e presnost odhadu je dana disperziou a po¢tom simulacii.

Interval spolahlivosti dany vzorcom (2.1) je zalozeny na dvoch aprox-
iméaciach. Prvou aproximaciou je pouzitie centrdlnej limitnej vety. Oznacme

sumu ndhodnych premennych Z; ako X

X = ZZi ~ Bin(n,p),

=1
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potom podla centralnej limitnej vety pre velké n plati
X~N(np, np(1 — p)),

a teda vieme odhadnuf aj rozdelenie pre Z = %
_ 1—

2N <p7p( p)) .
n

Druhti aproximaciu sme pouzili pri odhade parametra p pomocou jeho nevy-
chyleného odhadu Z = %, takze disperzia

piz) = M1 -p).2(0-2)
n n

Poznamenajme, Ze centralnu limitna vetu je mozné pouzit aj pre iné rozdele-
nie ako binomické, cize ak nezavislé nahodné premenné Z; maji stredni hod-
notu p, avsak iné ako alternativne rozdelenie. V takom pripade nahradime
vyraz 4/ @ vyberovou smerodajnou odchylkou nahodnych premennych
Ly ey Ly

Interval spolahlivosti dany vzorcom (2.1) pre odhad pravdepodobnosti
zriedkavej udalosti je prili§ velky, pretoZe o je ovela vacsia ako pravdepodob-
nost, ktort sa snazime odhadniit. Presnost odhadu sa da zvysit zvacsenim
poc¢tu merani, ale to ide pomaly - napriklad na 10 nasobné skratenie inter-
valu spolahlivosti potrebujeme 100-krat viac simulécii a ¢asu. Ak uvazujeme
udalosti s pravdepodobnostou p radu 1079, ktoré sa vyskytuju napriklad
v mnohych telekomunika¢nych aplikiciach, tak Monte Carlo simulécie st
nielen neefektivne, ale ich pouzitie nie je vobec mozné. Dalsfm problémom je
aproximécia pomocou centralnej limitnej vety kvoli jej nepresnosti pre malé
p, ¢o tiez moze spodsobit zvacsenie intervalu.

Nepresnosti, ktoré vznikaju aproximaciami mozu sposobit, Ze lavy kraj
intervalu spolahlivosti bude zaporny, ak odhadujeme zriedkava udalost. Na
druhej strane, ak odhadujeme udalost, ktora mé vysokiu pravdepodobnost,

tak sa moze stat, Ze pravy kraj intervalu spolahlivosti bude va¢si ako 1.
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2.2 Exaktné intervaly spol'ahlivosti

Moznych intervalov spolahlivosti pre dany parameter existuje viacero.
Exaktny interval spolahlivosti pre parameter p binomického rozdelenia
mozeme ziskat vyuzitim kvantilov F'(ky, ko; o) Fisherovho-Snedecorovho roz-

delenia s ki, ko stupfiami volnosti.

X
(n—X+1)F (ki ko1 — %)+ X

2

pr = kde ky = 2(n— X + 1), ky = 2X

(X +1)F (ky, ko1 — %)
= ckde by =2(X + 1), ky = 2(n — X).
br 7’L—X+(X+1)F<k’1,k’2,].—%) ! ( ) 2 ( )

Interval spol'ahlivosti (pr, pp) sme dostali prepisanim distribu¢nej funkcie bi-
nomického rozdelenia pomocou distribu¢nej funkcie Fisherovho-Snedecorovho

rozdelenia (pozri [1]).

Priklad 2.1. Pre porovnanie presnosti tijchto dvoch intervalov spolahlivosti
uvedieme nasledujici priklad. Ak pri pocte simuldcii n = 1000 udalost A
nastala prdave 5-krdt, t.j. X =5, interval spolahlivosti vypocitany na zdklade
centrdlnej limitnej vety je (6,30 - 107%, 9,38 - 107%) a interval spolahlivosti
vypocitany pomocou Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia je (1,63-1072, 1,16-
1072). Vimnime si lavé krage intervalov, druhy je 2,5-krdt vicsi ako prvi.
V pripade nastatia udalosti A len raz, t.j. X =1 je lavy kraj prvého intervalu
zdporngj (—9,60 - 107%), kym druhy interval spolahlivosti vychddza sice maly,
ale stdle kladnyj (2,50-1075), z éoho vidime, Ze druhij interval spolahlivosti je

podstatne presnejsi. (Intervaly boli pocitané na hladine vyznamnosti 95%.)

Uvedieme este jeden sposob vypoctu intervalov spolahlivosti. Tento pri-
stup ma velka vyhodu v tom, Ze nie je viazany na pravdepodobnostné rozde-

lenie simulovanych nahodnych premennych [6].

Veta 2.1. (Fishman 1991) Nech Zy, ..., Z, oznacuji nezdvislé ndahodné pre-

menné nadobidagice hodnoty z intervalu (0,1) so strednou hodnotou p =
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E[Z] € (0,1) a nech Z, = (Zy+ -+ Z,)/n. Potompre s <1 a0 <a <1,

definujeme

oy (5.m,0) = {t:0<t<s<1ae™tt =qa/2} pres>0,
1(2, 74y -
0 pre s =10

a5, 0) = {t:0<s<t<1ae™t==17 =q/2} pres <0,
2\9, 1t -
1 pre s =1,

kde w(-,-) je definované ako

wle) = (et o () 1= g (1224

1—p—e

Potom
P (pl(Zn,n,a) <p< pg(Zn,n,a)) >1—a.

Funkcia w(s — t,t) je totozna s funkciou w(t — s,1 — t), preto plati,
7e emwsTht) = enw(t=s1=) " chapana ako funkcia premennej ¢, pretina /2

dvakrat. Prvykrat na intervale (0, s) a druhykrat na intervale (s, 1).

Priklad 2.2. (pokracovanie Prikladu 2.1) Interval spolahlivosti vypocitany
tymto pristupom pre pocet pozorovani n = 1000 a pocet nastati udalosti A
X =5 je (1,10-1073, 1,37 - 1072), pre pocet nastati X =1 je (9,24 - 1079,

6,56 - 1073). Vidime, Ze intervaly sice nie su kratsie, ale si presnejie.

Intervaly spolahlivosti sme pocitali v programe R (pozri |9]) pomocou
Brentovho algoritmu - numerickd metéda na najdenie rieSenia rovnice s 1 ne-
znamou premennou (funkcia optimize). Tato metoda spaja metodu bisekcie,
metddu secnic a kvadraticku interpolaciu. Méa spolahlivost bisekcie a je rychla
ako menej spolahlivé metody.

Je dobré poznamenat, Ze intervaly spolahlivosti pocitané na zéklade Fi-

sherovho-Snedecorovho rozdelenia a na zaklade Fishmanovej vety sd, na
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rozdiel od intervalov spolahlivosti pocitanych na zaklade centralnej limit-
nej vety, asymetrické vzhladom na priemer. Keby boli symetrické, tak pri
odhadovani pravdepodobnosti zriedkavych udalosti by mohol vyjst l'avy okraj
intervalu zaporny.

Na skratenie intervalov spolahlivosti moézZzeme zvysit n, ¢o je ale neefek-
tivne. Existuju vSak metody, ktoré dokazu skonstruovat nahodnd premennt
s tou istou strednou hodnotou, ale s ovela mensou disperziou, ¢o je efektivnej-
ST pristup. Medzi najpouzivanejsie metdédy patri metdoda vahového vyberu
(angl. Importance Sampling), metéda kontrolnych premennych (angl. Con-
trol variates) a stratifikdcia (angl. Stratification).

Fishmanov interval spolahlivosti je zaujimavou alternativou k intervalom
spolahlivosti zaloZenym na centralnej limitnej vete, ale len pre binomické
rozdelenie. V pripade binomického rozdelenia je odhad disperzie funkciou
priemeru (@) Pokial uvazujeme iné rozdelenie a sme schopni znizit
disperziu, tak toto zniZenie sa neprejavi na skrateni Fishmanovych inter-
valov spolahlivosti. V d'alsom texte nebudeme pouzivat Fishmanove inter-

valy spolahlivosti, lebo nasim cielom bude préave zniZovanie disperzie.
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Kapitola 3

Metoda vahového vyberu

Najdolezitejsia pre tuto pracu bude metdéda vahového vyberu, pri ktorej
vyuzijeme nasledovna vetu. Najskor si potrebujeme zadefinovat absolutnu

spojitost mier.

Definicia 3.1. Absolitna spojitost mier
Nech 11 a v si o-konecné miery na meratelnom priestore (x, A). Miera p je

absolitne spojitd vzhladom na v prdave vtedy ked pre vsetky A € A plati
v(A)=0= pu(A) =0.

Veta 3.1. (Radon-Nikodgymova veta)
Nech p a v si o-konecné miery na meratelnom priestore (x,.A) a nech

miera 1 je absolitne spojitd vzhladom na v. Potom existuje nezdpornd me-
ratelnd funkcia f: (x, A) — (R, By) takd, Ze

J(A) = /A Fa)du(z) , VA € A.

. . . . .. Ao .. . d
Funkcia f sa nazjva Radon-Nikodymova derivdcia a méZe sa znacit aj 3.

Symbol B,, oznacuje Borelovské mnoZiny v R™.

Predstavme si, Ze chceme vypoéitat pravdepodobnost v tvare z = E[Z].

Metoda vahového vyberu znizuje disperziu zmenenim pravdepodobnostného
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rozdelenia P tak, Ze udalost, ktora bola poévodne zriedkava, v zmenenej
situécii nastava casto, nie zriedkavo. Predpokladajme, Ze za pravdepodobnos-
tné rozdelenie zvolime P, pre ktoré existuje hustota (alebo Radon-Nikodymova
derivécia) L,

7 dP

w) = —(w) pre vsetky w € €.
() = "= () pre vietky

Vzhl'adom na Radon-Nikodymovu vetu plati

qpP
P(A) = / "2 (@)P(w) pre veetky udalosti A

Takze

_ / 2()E(w)dP(w) = BZI),

Q
kde E je stredna hodnota pre pravdepodobnostné rozdelenie P. To znamena,
ze na odhadnutie hladanej hodnoty z = E[Z] mozeme pouzit Monte Carlo
metodu tak, Ze generujeme n nezavislych nahodnych realizécit Z, Ly, . . ., ZnLn
s rozdelenim P, pomocou priemeru Z odhadneme z a pouZitim vyberovej
smerodajnej odchylky a centralnej limitnej vety vytvorime interval spolahli-

vosti tvaru (2.1). K tomu potrebujeme poznat hodnoty Ly, ..., L,.
Priklad 3.1. Uvazuyme ako pravdepodobnostnyj priestor priestor R™, t.7. Q) =

R™. Na tomto priestore existuje pravdepodobnostné rozdelenie Px s hustotou
f - PX = fA x)dx a pravdepodobnostné rozdelenie Px s hustotou f
- Px(A fA x)dz (Px(A) a Px(A) moézu byt pravdepodobnostné miery
mdukovane na priestore (2, A) ndhodnym vektorom X). Predpokladdme, Ze
hustoty f, f > 0. Radon-Nikodymova derivicia L je v tomto pripade
B)= I (@) = 12,
P ()
Specidlne ak f(x) = 11, fi(zs), kde x = (x4, ..., x,), ¢iZe ak Px zodpovedd
vektoru s nezdvislymi zlozkami s hustotou f; a ak f(x) =[]\, fi(z:), tak
H fi
i=1

l‘z
7 ’:CZ

(3.2)

27



Nasledujuca veta (pozri kapitolu 5 v [3]) hovori ako zvolit hustotu f, aby
odhad P(A) bol ¢o najpresnejsi.

Veta 3.2. Nech Z je ndhodnd premennd na priestore (2, A), pricom Z(w) #

0 pre vietky w € Q. Nech P a P si dve pravdepodobnostné miery na (Q,A),

_ dp

pricom P << P, oznacme L(w) = 5 (w). Nech P* je takd pravdepodobnostnd

miera na (2, A), Ze P << P* a
dP  E[|Z]]

L*

—apr 7]
Potom D*(ZL*) < D(ZL).
Ak Z > 0 vsade, tak D*(ZL*) = 0.

Dokaz 3.1. Uvedieme len dokaz pre pripad Z > 0. Plati

B (217 :E*[zj]i = /ﬂ Z(w)%(w)dP*(w) _ /Q Z(w)dP(w) = E[Z].

Analogicky E[ZL] = E[Z]. Kedse Z > 0, tak Z = |Z| o E[|Z|] = E|[Z],
a teda plati

D'ZLY) = E*[(ZL7)"] - (E[Z])* = /QZQ(W)(L*(w)VdP*(w) — (B[Z])* =

S

Rovnost D*(ZL*) < D(ZL) v pripade Z > 0 uZ plynie trividlne.

3.1 Odhadovanie pravdepodobnosti zriedkavych

realizacii normalneho nahodného vektora

Nagim cielom je odhadnut pravdepodobnost udalosti A, ze X € M
P(A)=P(X e M),
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kde X je n-rozmerny norméalny nadhodny vektor so strednou hodnotou 0
a kovarian¢nou maticou C, t.j. X ~ N,(0,C). Nech nédhodna premenna
Z 2 — R je definovana ako

Z(w) = 0 pre X(w) ¢ M, (3.3)
1 pre X(w) € M,

kde M € B,, je mnozina.
Pravdepodobnost P(A) odhadneme pomocou strednej hodnoty premen-
nej Z pri pouziti pravdepodobnostného rozdelenia P alebo pomocou strednej

hodnoty premennej LZ pri pouziti pravdepodobnostného rozdelenia P, ¢o

mozeme zapisat ako
P(A) = E[Z] = E[ZL] = E|Zy].

Ak oznacime symbolom f hustotu rozdelenia A, (0,C) a symbolom f int

hustotu nenulovi na mnozine M, tak potom Zy ma nasledovny tvar

0 pre X(w) ¢ M,
Znlw) = JXW) e X(w)e M (34)
F(X(w) '

Podla vety 3.2 by idealna hustota bola taka, ktora by sa priblizila hustote

0 pre x & M,

Fr(x) = (3.5)

@ pre x € M,

kde ¢ je vhodna konstanta. To znamené, Ze situacia X ¢ M nastéva pri novom
pravdepodobnostnom rozdeleni s nulovou pravdepodobnostou. Vzhl'adom

k tomu, ze plocha pod hustotou je rovna 1, mdzeme napisat

1= /A P = [ Zrexgax

7 ¢oho dostédvame



To znamené, Ze pravdepodobnost, ktori sa snazime odhadnut, je rovna prave

konstante c. Na zistenie tejto konstanty nam staci raz vygenerovat premennt
f(x)

fr(x)
je rovny konsStante ¢. Dostali by sme tak odhad hladanej pravdepodobnosti

Zn, pretoze hustota f* s pravdepodobnostou 1 generuje pomer ktory
s nulovou disperziou analogicky odhadu ZL* z vety 3.2. Problém tohto doko-
nalého pristupu je v tom, Ze na generovanie z rozdelenia P* potrebujeme po-
znat prave ti konstantu ¢, ktori odhadujeme, ¢ize nepozname. Avsak mozeme
poznat iné rozdelenie P, ktoré je podobné idedlnemu” P*, z ktorého vieme
generovat bez znalosti ¢, a sucasne D[LZ] je ovela mensia ako D[Z].
Vzhladom k prudkému poklesu f(x) pre ,,velké* x, vi¢sina pravdepodob-
nosti P* zodpovedajtcej hustote uréenej vztahom (3.5) sa vyskytuje v okoli
bodu x*, ktory maximalizuje funkciu f(x) na mnozine M. To naznacuje
pouzitie podobného rozdelenia P, ktoré koncentruje vac¢sinu svojej pravde-
podobnosti blizko x*, ktoré umozituje lahky vypocet L a daji sa z neho lahko
generovat premenné. Ak povodna hustota zodpoveda normélnemu rozdeleniu
so strednou hodnotou 0 a kovarian¢nou maticou C a hustota f zodpoveda
normalnemu rozdeleniu so strednou hodnotou x* a kovarian¢nou maticou C,

Radon-Nikodymova derivacia L je dana predpisom

1
7 fx) (2m)"[C]

L(x) == - - -
f(x) WGXP(—a(X—X)

exp(—ixTC'x)

¢ (x—x)

(3.6)
1
= exp (—X*TC_IX + §X*TC_1X*) .

Uvazujme, ze X je dvojrozmerny normélny nadhodny vektor, t.j. X ~
N5(0,I) s hustotou f(x) a mnozina M je kruh so stredom (3, 3) a polomerom
1,teda M = {x € R? : ||x—(3,3)|| < 1}. Chceme vypoditat pravdepodobnost
p, ze vektor X padne do mnoziny M, t.j. p = P(A) = P(X € M). Situé-
cia je zobrazena na obr. 3.1 vlavo. VyuZijeme najprv premennu Z, ktora je
zadefinovana vo vzorci (3.3). Simulaciami v programe R - vygenerovanim n
realizécii vektora X sme pomocou priemeru Z = %Z?:l Z; odhadli pravde-

podobnost P(A) = E[Z] a vypocitali intervaly spolahlivosti. Z n = 10° padlo
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do mnoZiny M 24 realizAcif premennej X, to znamena, 7e E[Z] = 2,40-107,
interval spolahlivosti bol (1,40 - 107* 3,40 - 10~*). Po zopakovani situacie
pre rovnaky pocet realizéicii sme dostali vysledok F[Z] = 3,20-1074, interval
spolahlivosti vysiel (2,10 - 1074, 4,30 - 107%). Vidime, Ze pravdepodobnost
pocitand tymto pristupom ma vysoki disperziu, lebo rozdiel v tom, ¢i do
mnoziny M padne 24 alebo 32 realizacii sposobi viditelny rozdiel v interva-
loch spolahlivosti. Standardna odchylka je 4,90 - 1075,

Sktusme na zmenSenie disperzie pouzit metédu vahového vyberu, pre-
menné budeme generovat z rozdelenia - P, pravdepodobnost udalosti odhad-
neme ako P(A) = E[Zy], kde Zy je definovana vo vzorci (3.4) a pomer %
je dany v rovnici (3.6). Teda premenna Zx(X) je v tomto pripade dana ako

0 pre X(w) ¢ M,

exp (x*7(ix* — X(w))) pre X(w) € M,

ZN<LU) =

kde x* maximalizuje funkciu f(x) na mnozine M. Generujeme teda ndhodné
vektory z dvojrozmerného normalneho rozdelenia X ~ Ny(x*,I). Tato situé-
cia je zobrazena na obr. 3.1 vpravo. Zmena oproti obr. vlavo je v tom, Ze
ovela viac realizacii padne do mnoziny M.

Pre rovnaky pocet simulacii n = 10° odhadujeme E[Zy] a dostdvame
E[Zx] = 2,54 - 107" s intervalmi spolahlivosti (2,50 - 1074, 2,58 - 107%). Po
zopakovani tejto situacie viackrat dostavame rovnaké vysledky s presnostou
na 4 desatinné miesta, ¢o nas uistuje v tvrdeni, ze pravdepodobnost poci-
tand tymto pristupom mé mensSiu varianciu ako pravdepodobnost pocitana
predchadzajucim spésobom. Standardna odchylka je 2,22-107°, ¢o je naozaj
vyrazna zmena oproti predchadzajicemu pristupu, kde standardna odchylka

bola 22-krat vacsia.

Mozeme este vyskiaSat obmenu tohto pristupu tak, Ze za x* si zvolime bod
(3,3), teda stred kruhu M, v tomto pripade odhad pravdepodobnosti vysiel
ako E[Z,] = 2,54 -107* s intervalmi spolahlivosti (2,50 - 1074, 2,60 - 107%).
Standardna odchylka v tomto pripade je 2,65 - 1075,
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Obr. 3.1: Realizacia 10° ndhodnych vektorov z N5(0,1) (Tava cast obrazku),

resp. Na(x*,I) (prava cast obrazku). Cervena kruZnica oznac¢uje mnozinu M.

Pri porovnavani standardnych odchyliek ndm ako najlepsia metdda vy-
chadza metoda vahového vyberu, kde za x* zvolime také x*, ktoré maxima-
lizuje funkciu f(x) na mnozine M tak, ako to navrhuje veta 3.2.

Analogicky je mozné odhadovat pravdepodobnosti aj v pripade, Ze mno-
zina M je ina ako kruh.

Pouzitim metody vahového vyberu sa podstatne skratili intervaly spola-

hlivosti, pretoze sa znizila disperzia odhadovanej pravdepodobnosti.

3.2 Exponencialna zmena miery

Nech X je ndhodny vektor z rozdelenia s Tahkymi chvostami, v zmysle, ze
plati E[exp(67X)] < oo pre nejaké § € R™, nech f je hustota tohto ndhod-
ného vektora a nech x(f) = log E[exp(67X)]. Viimnime si, Ze Elexp(67X)]

v jednorozmernom pripade zodpoveda m.v.f. v bode 0 - M (). Exponencialne
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naklonenou verziou hustoty f nazyvame hustotu fy definovant vzorcom

o) = 20200 (37)
Vsimnime si, ze
f}g(x) = ]j;;(():) = exp(—0"x + k(0))

je Radon-Nikodymova derivacia rozdelenia indukovaného hustotou f voci
rozdeleniu indukovanému hustotou fp.

Pravdepodobnostné rozdelenie dané hustotou f; v mnohych pripadoch
patri do tej istej triedy rozdeleni ako f, takZe premenné su lahko genero-
vatelné, pokial st Tahko generovatelné premenné z povodného rozdelenia.
Trieda vSetkych rozdeleni v tejto forme sa nazyva exponencialna trieda ge-
nerovana rozdelenim f.

Ak by nebola splnena podmienka E[exp(87X)] < oo, tak fy(x) by sa
nedalo definovat. Tento pripad by nastal, ak by rozdelenie ndhodného vektora
X malo ,tazké chvosty”, po vynasobeni hustoty f(x) vyrazom
Elexp(#TX)] by f definovana vzorcom (3.7) nadobudla hodnotu oo, a teda by
nebola hustotou. Pokial nahodny vektor X pochadza z rozdelenia s Tahkymi
chvostami, tak Elexp(67X)]f(x) < oo a fy(x), po predeleni normalizacnou
konstantou (), nadobiida hodnoty hustoty rozdelenia P. Viimnime si, ze

plati
exp(n(6)) = [ exp(67x)£(x)dx = Elexp(6 X)),
a teda
k() = log Elexp(8"X)].
Takto vieme vypodcitat hustotu fy(x) pre rozne rozdelenia. Pre normélne
rozdelenie N (1, 0%), ktoré mé hustotu f(z) = ——exp (7(92”;2“ )2> je nova
hustota fy(x) dana ako

L eplia)f@) 1 (o — (it 00%))°
@) = =0 @) ~ Vare ( )




¢o zodpoveda hustote rozdelenia N (u + 002, 02).
Exponencidlnu zmenu miery sme uz pouzili v ¢asti 3.1, kde Radon-Niko-

dymova derivacia L bola
T *T ~—1 1 *T ~—1_ *
L(x)=exp | —x""C X—|—§x C 'x"),
¢o zodpoveda zapisu

L = exp(—0TX 4 k(0)) , kde #7 = x*TC !,
1

k(0) = §X*TC_1X*.

Nasledujuci priklad opisuje pripad, kedy ma vektor X nezévislé zlozky.

Priklad 3.2. Nech Xy,...,X, st nezdvislé nahodné premenné s hustotou
f(z) a nech metéda vihového vyberu zachovdva vlastnost nezdvislosti, ale
zmend hustotu f(z) na fo(x) = 5O f(x). Potom pomer vierohodnosti,

chdapany ako ndahodnd premennd, mda tvar

s LGOI T (EO R
o (X)) e "0 f(X0)
kde S, = X; + --- + X,,. Hodnota Radon-Nikodymovej derivdcie L zdvist
od S,, teda nemusime poznat hodnoty X1, ..., X,, staci poznat ich sucet. To
je vghodné, ak uvazZujeme taky proces, ktorého ndhodné premenné su siuctom
predchddzajicich - napr. ndhodnd prechddzka S, = Y . | X;, kde Sy = 0

a X1, Xo,... st nezdvislé ndhodné premenné.

Exponencialne naklonenie (angl. exponential tilting) sa pouziva pri prob-
lémoch s ndhodnymi premennymi, ktorych rozdelenia maju lahké chvosty (to
znamend, Ze k(6) existuje pre vSetky dostato¢ne malé 6§ > 0), napriklad aby
suma S,, = X; + - -- + X,, dosahovala velké hodnoty s vacSou pravdepodob-
nostou. Ak sa snazime dosiahnut hodnoty x, alebo vécsie, tak sa snazime
zvolit 0 tak, aby platilo Ey[S,] = zo. Parameter 0 je ¢asto oznacovany ako

sedlovy bod (pozri kap.5 v knihe 3).
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3.3 Odhad pravdepodobnosti prekrocenia
bariéry typu S, > n(u + ¢)

Opéat uvazujme nahodna prechadzku S, = X7 4+ --- + X,,, kde X1, Xo, ...
st nezavislé ndhodné premenné s rozdelenim F' so strednou hodnotou pu.
Odhadujeme pravdepodobnost udalosti A(n) = {S,, > n(u+¢)}, kde ¢ > 0
a index zriedkavej udalosti n je v tomto pripade diskrétny. Teda odhadujeme
pravdepodobnost, Ze ndhodnéa prechadzka v konkrétnom case n prekroc¢i bar-
iéru n(p + €). Takze p(n) = P(A(n)) — 0 pre n — o0, a teda existuje n, pre
ktoré je udalost A(n) zriedkava.

Predpokladdme, Ze X, X,,... maji normalne rozdelenie N(u,c?), X;
zodpoveda strate, ktorej poistoviia ¢eli v ¢ase i a .S, je celkova strata poistovne
v Case n. Bariéra n(u + €) vyjadruje zisk poistovne v ¢ase n a chceme urcit
pravdepodobnost p(n), ze v ¢ase n bude strata poistovne vicsia ako jej zisk.

Zavedieme si premennu Z(n)

1 ak S, >n(p+e),

Z(n) =
0 ak S, <n(u+e).

Pravdepodobnost p(n) odhadneme ako stredni hodnotu Z(n). Odhad
pravdepodobnosti p(n), kde X; ~ N(0,1), € = 0,5 an = 60 pre 10° simulacif
je p(60) = 5,30-107°. Interval spolahlivosti je (—1,79-1073, 1,89-1073), Tavy
kraj intervalu spolahlivosti pre takito malu pravdepodobnost vySiel zaporny
a pravy kraj pomerne vysoky. Standardné odchylka je 7,28 - 1073.

Pravdepodobnost pomocou exponencialnej zmeny miery odhadneme ako

strednt hodnotu nahodnej premennej Z.,.,(n), kde

e~ 0SnFne0) ak S, > n(u+ €),

0 ak S, <n(u+e).
Optimalna 6 je taka, pre ktoru plati
Eg[X]=K(0) =p+e. (3.8)
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Kedze k' je rastuca funkcia, tak 6 je urcite kladna.
M.v.f. normalneho rozdelenia je dana ako F[] = exp (6 + 1026?), a teda
k(0) = log F[0] = 0u + 10262, 7z coho podla vzorca (3.8) vieme vypocitat

optiméalnu 6, plati

K'(0) = p+ e,
p40%0 = p+e, (3.9)
€

Pre rovnaké parametre odhadneme pravdepodobnost p(60) pomocou expo-
nencidlnej zmeny miery a dostavame vysledok p(60) = 5,38-107° s intervalmi
spolahlivosti (2,54 - 107°,8,22 - 107°), ktoré st podstatne kratsie, pretoze
Standardné odchylka 1,12-1075 sa zmensgila oproti prechadzajicemu odhadu
65-krat.

3.4 Exponencidlna zmena miery pre nadhodny

proces s diskrétnym casom

Budeme uvazovat zakladny pravdepodobnostny priestor (2, 4) = (R*, By,),
kde R*® je mnozina postupnosti redlnych ¢&isiel a B, st prislusné borelovské
mnoziny. Uvazujme ndhodné premenné X;, ¢+ = 1,2,... na tomto priestore
definované ako X;(z) = z; pre x € R>® a i € N. Postupnost {X,,}nen tvori
nadhodny proces s diskrétnym ¢asom. Nech P a P st pravdepodobnosti na
(R*®, By). Symbolom P,, resp. P, oznaéme zodpovedajice rozdelenie nahod-
ného vektora (X7, ..., X,). Predpokladajme, ze P a P st také, 7e ndhodné
premenné Xi, Xo,... st nezavislé a rovnako rozdelené s hustotami f, resp.
f. Pre jednoduchost uvazujme, ze f aj f si kladné na celom R.

Nagim cielom je odhadnut pravdepodobnost p = E[Z], kde E je operator
strednej hodnoty pre pravdepodobnost P a Z je nejakd nahodna premenné

na (R*, B..). Specialne, nech
Z=g(Xq,...,X;){r < o0},
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kde 7 je meratelna ndhodna premennd vzhladom na o (X7, ..., X,,), ¢ize nas-
tatie, resp. nenastatie udalosti {7 = n} vieme posudit z hodnot X;,..., X,
a 1{T < oo} je indikator udalosti {7 < oo}, a teda plati

1 ak 7 < o0,
0 ak7=o00

{r < oo} =

Vieme (pozri vztah (3.2)), Ze plati L,(x) = L2 (x) = [[— , kde x =

dP,, 1=1 f
(1, ..., ;). KedZe udalost {r < oo} je disjunktnym ZJednotemm udalosti

{r=n}pren=1,2,..., plati

Z = ZgXl,... n) {7 =n}.

Preto

ZgXl,..., 1{T—n}]:ZE[g(Xl,...,Xn)l{T:n}]

Mg

E [g(Xl, LX) = n}in]
—B|7L,|.

3.5 Odhad pravdepodobnosti prekrocenia

ZgXl,..., )1{r =n}L,

n=1

I
el

f: ZL,1{r =n}
n=1

bariéry typu S, > x

Pri pouziti exponencialnej zmeny miery uvazujeme, ze ndhodné premenna

X ma spojité rozdelenie s Tahkymi chvostami. Presnejsie, X, Xo,... su

nezavislé nahodné premenné s distribuénou funkciou F a s m.v.f. Fls] =

E[esX] = [*_ e F(dz). Budeme sa snazit najst také s > 0, pre ktoré je F[s]
—0oQ

konec¢na.

Exponencialna zmena miery je definovana ako

eem

T) = z) = "0 f (g
Jfo(x) F[e]f( ) f(x),
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kde £(0) = log F'[0] je kumulativna vytvarajaca funkeia (dalej k.v.f.). Pomer
vierohodnosti L, g pre Xi,..., X, je

dp a F[e] —0Sn T, —05S,
Lyg=|—] = — n BRI = ntns(6)

kde S, = X; + --- + X,,. V tomto pripade Radon-Nikodymovu deriviciu
oznacujeme L, (nie f}n), pretoze sa lisi pre rozne paramtre 6. Preto ak Y,

je meratelna ndhodna premenna vzhladom na o(X7, ..., X,,), tak plati
E[Y,] = Eg[Y, Ly, g) = Eg[Y,e 00,

Aby F [s] bola kone¢né je dobré, aby F bola strma (angl. steep) (pozri kap. 6
v [3]). Nech 6,0 = sup{f : F[f] < oo}, pre rozdelenie s Tahkymi chvostami
plati 0 < 00 < o00. Strmost m.v.f. potom znamena, Ze F[@] T oo pre
0 1 Oppae. Priklad m.v.f. F[0] a k.v.f. x(6) rozdelenia F so zépornou strednou
hodnotou je na obr. 3.2, kde vy je riesenim F'[] = /() = 0, resp. v
je minimum E[0] a x(0) a ~ je nenulové rieSenie rovnice x(v) = 0, resp.
Fly=1

Pre stredni hodnotu pg nového rozdelenia Py plati
o = EolX) = [ afuoyds = [ et O o) =
R R

_ / v f(2) _ ]
g e"® E[0)]

X eHX
1t

= x'(0).

Potom jg < 0 pre 6 < 7o, pg > 0 pre 0 > vy a p,, = 0.

Nech F' je takéd distribu¢na funkcia, ze ak nahodné premennd X ma dis-
tribu¢na funkciu F, tak P(X € (0,00]) > 0 a ze E[X] < 0. Snazime sa
odhadnut pravdepodobnost

p(z) = P(1, < 00), kde 7, = inf{n : S, > x},
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13t w(6)

Obr. 3.2: Momentova vytvarajica funkcia F[f] (Tava ast obréazku) a kumu-

lativna vytvarajuca funkcia x(6) (prava ¢ast obrazku)

kde x je velké, a teda p(x) je malé. Vieme posudit, ¢i nastala udalost {7, < k}
len z realizacii ndhodnych premennych Xi,..., X; a plati {r, < oo} =
U~ {7 = k}. Po aplikécii exponencialnej zmeny miery dostavame podobny
vysledok ako v ¢asti 3.4. V tomto pripade je ndhodna premennéa Z dané ako
Z = {1, < o0}, €o je totozné so zapisom Z = Y > 1{r, = n} a pravde-

podobnost p(z) = P(7, < co) odhadneme ako strednt hodnotu Z

EZ]=FE Z Hr = n}] = ZE" [1{rz = n}Lng|
= Ey i Lool{m. =n}| = Ey[L,, o1{7: < c0}] (3.10)

=Fy [6_6571”””(9)1{7'3& < oo}].

Je prirodzené volit parameter # tak, aby nahodné prechadzka S,, s pravde-
podobnostou 1 prekrocila bariéru x, pretoze to urychli proces pocitania. Op-
timalna 6 teda musi spliat podmienku Ps(7, < oo) = 1, ¢o znamen4, Ze

nahodné prechadzka S,, vzdy prekro¢i bariéru z, preto musi byt splnené
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podmienka Ep[X] > 0, to plati pre § > 7. Potom mézeme rovnicu (3.10)

prepisat ako
p(flj) = P(T:c < OO) = E@[LTDQ] = E@[G_QSTI—"TZ”(O)].

Zvycajne pre optimélnu 0 plati § = ~. Predpokladame, Ze rieSenim rovnice

F[”y] =ljey>0a F’[”y] < 00. V tomto pripade plati
p(z) = P(1, < 00) = E,[e].

Priklad 3.3. Predpokladajme, Ze S, = X1 + -+ + X, kde X; ~ N(—pu,1)
a > 0. Cas 7, bude cas, v ktorom prechddzka S, nadobudla hodnotu vicsiu
ako x. Pre odhadnutie pravdepodobnosti p(z) = P(1, < o0), ¢iZe pravde-
podobnosti, Ze ndahodnd prechddzka S, miekedy vo svojej historii prekroci x
bez pouzitia exponencidlnej zmeny miery zavedieme ndhodni premenni Z(x),
pre ktori plat?
1 ak 71, < o0,
Z(x) = (3.11)
0 ak T, = 00.
Je ndrocné urcit kedy je splnend podmienka 1, = 00, pretoZe ak chceme s isto-
tou vediet, Ze nahodnd prechdadzka S, nikdy neprekrocila bariéru x, je potrebné
preskimat celi historiu ndhodnej prechddzky, ¢ize vygenerovat nekonecne vela
hodnot X;, resp. S;, ¢o nie je prakticky mozné. Preto tuto podmienku u-
pravime na S, < B pre nejaké n € N, hranica B < 0 je urcend tak, aby
pre nahodni prechddzku S,,, ktord klesne pod B, nastala situdcia S, > x pre
nejaké n so zanedbatelnou pravdepodobnostou. Teda (3.11) mdzZeme prepisat
na
Z(x) = 1 ak S, > x pre nejaké n, (3.12)
0 ak S, < B pre nejaké n.
Ndhodnd prechddzka S,, pre vetky n s pravdepodobnostou 1 bud prekroci ba-
riéru x alebo klesne pod hranicu B. Hranicu B vypocitame ako B = x — d,
kde d = 22 je bariéra, ktori prekro¢i ndhodnd prechddzka s driftom —p =
—1 s pravdepodobnostou 10720, Bariéru d sme urcili pomocou exponencidlne;

Zmeny miery.
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Pre n = 10% simuldcii, ndhodnd prechddzka s driftom —u = —1 prekroci
bariéru x = 5 s pravdepodobnostou, ktori sme vypocitali bez pouZitia exponen-
cidlnej zmeny miery, p(5) = 1,30-107°, intervaly spolahlivosti si (5,93-107C,
2,01-107%) a Standardnd odchyjlka je 3,60 - 1073, pomerne vysokd.

Pravdepodobnost p(x) s pouZitim exponencidlnej zmeny miery urcime ako
p(x) = E,[e"75], kde v je riesenim rovnice F|y] = 1. M.v.f. pre rozdelenie
N (=, 1) je Fs] = exp(—pus + 52/2), to znamend, 3e v spliia rovnicu 0 =
—uy+~2/2. Predpokladdme, Ze v > 0, preto v = 2u. KedZe v je zvolend tak,
Ze k() =0, tak plati

E,[s] :/Re”fv(x)d:c:/Re“e”“(V)f(x)dx:

A (3.13)
= /Rasﬂﬂf(x)dx = Fls +7] = exp(us + s%/2),

¢o zodpovedd m.v.f. rozdelenia N'(u,1), ak predpokladdme jednoznacnost
rozdelenia s m.v.f. (3.13). Teda plati rovnost p(z) = E,[e 2=, kde S,, =
X1+ + X, aX;~N(u1), éo znamend, Ze ndhodnd prechddzka md pri
novom rozdelent kladny drift a nastava s pravdepodobnostou 1. Pri pévodnom
rozdeleni mala ndahodnd prechddzka zdporny drift a nastdvala zriedka.

Pre rovnaky pocet simuldcii n = 10% ndhodnd prechddzka s driftom —p =
—1 prekroc¢t bariéru x = 5 s pravdepodobnostou p(5) = 1,46 - 1075, ktorej
intervaly spolahlivosti su (1,45 -107°, 1,46 - 107°), Standardnd odchiyjlka je
1,27 - 107°, teda 280-krdt mensia ako pri odhade, ktory sme vypocitali bez

pouZitia exponencidlne) zmeny miery a zdaroven sa vypoctovy cas 3-krdat skrdtil.

Priklad 3.4. Predpokladajme, Ze pre krok ndhodnej prechddzky plati X; =
U; —T;, co je rozdiel dvoch ndhodnijch premenngch s exponencidlnym rozde-
lenim, U ~ Exp(d) a T ~ Exp(B), kde 5 < §. Strednd hodnota ndhodnej

premene] X; je zdpornd, pretoZe plati
B[X.] = E[U)) - E[T) = 1/5— 1/8 < 0.

Pravdepodobnost p(x) = P(1, < 00) urc¢ime ako stredni hodnotu premennej

Z(x), ktord je definovand v (3.12), hranicu B vypocitame ako B = x — ﬁ,
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kde d = 44 je bariéra, ktori prekroci ndhodnd prechddzka s parametrami
0=2,6=1.

Pre n = 10% simuldcii ndhodnd prechddzka s parametrami § =2 a = 1
prekroci bariéru x = 10 s pravdepodobnostou p(10) = 2,50 - 107°, intervaly
spolahlivosti si (1,52 -107°, 3,48 - 107°) a Standardnd odchylka odhadu je
5,00-1073.

PouZitie exponencidlnej zmeny miery vyZaduje, aby sme poznali m.v.f.
F[], pretoze parameter ~y je riesenim rovnice F[y] = 1. M.v.f. ndhodnej pre-

mennej X vieme vypocitat ako

Ixls|=E[eX]|=E [V D] =E eV E[eT] =

__6 B
Cd—sB+s’
teda ﬁ’[ﬂ =1 md pre v > 0 jediné rieSenie v = 6 — 8. Poznamenajme, Ze
sme vyuzili E[VW| = E[V]E[W] akV a W su nezdvislé. Potom plati
. A I5; 4]
Flsl = F = 3.14
bl = Flo ) = 35 (314)

a teda nové rozdelenie je tiez rozdielom dvoch exponencidlnych rozdeleni (ak
predpokladdme jednoznacnost rozdelenia s m.v.f. (3.14)), ale s vymenenymi
parametrami. Pravdepodobnost p(x) urcime ako p(z) = E,[e”05=]  kde
krok ndahodnej prechddzky je X; = T; — U;, teda ndhodnd premennd X md
kladni stredni hodnotu a bariéru x prekroci s pravdepodobnostou 1. Pre rov-
nakij pocet simuldcii n = 10° a s totoZnymi hodnotami parametrov § = 2,
B = 1 odhadneme pravdepodobnost ako p(10) = 2,2686 - 107° s intervalmi
spolahlivosti (2,2660 - 107°, 2,2712 - 107°). Standardnd odchylka odhadu je
1,31-107°, oproti pévodnému odhadu sa zmensila 380-krdt, co znamend, Ze

odhad vypocitany pomocou exponenidlnej zmeny miery je podstatne presnejsi.
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3.6 Odhad pravdepodobnosti zaporného zisku
4 roky po sebe

Vyuzijeme predchadzajicu teoriu a budeme predpokladat, ze Xy, ..., X, sa
nezavislé ndhodné premenné s normalnym rozdelenim A (y, 1) a ich hodnoty
zodpovedaju vyskam zisku v rokoch 1,2,...,10. Chceme vypocitat pravde-
podobnost p zaporného zisku 4 roky po sebe. To znamené, ze 7 je konstantne

10 rokov a premenna Z = g( X7, ..., X1p) je dana ako

1 ak (HZE {1,,7})(X7, <O/\X7;+1 <O/\X7;+2 <O/\X7;+3 <O),
0 inak .

Z:

Hladame pravdepodobnost v tvare p = FE[Z]. Ak u = 1,2, tak hladana
pravdepodobnost bude velmi mala. Napriklad pre 10* pozorovani je odhado-
vané pravdepodobnost 9,00-107* s intervalmi spolahlivosti (3,12-107%, 1, 49-
1073). Pri zopakovani situécie je vysoko pravdepodobné, Ze dostaneme iny
vysledok vzhladom na vysoki tandardnt odchylku - 2,99-1072. Na zniZenie
disperzie, a teda na spresnenie odhadu vypocitame pravdepodobnost pomo-
cou exponencidlnej zmeny miery. Tentokrat budeme generovat Xi,..., X,
z normalneho rozdelenia N (p*, 1), kde 0 < p* < p a hladame pravdepodob-
nost v tvare p = E[sz}. Nova nédhodna premenna Zy = ZLio je v tomto

pripade definovana ako

Ly ak (Fie{l,....,TH(Xi <O0AX 11 <0A X <0A X3 <0),
0 inak ,

N =

kde

Lyg= H j;gi:; = €Xp (5(M*2 — 1)+ (=) ZXz) :

i=1
Pre y* = 0.8 a rovnaky pocet pozorovani je pravdepodobnost p = E[Z L)
=1,10-1073 s intervalmi spolahlivosti (8,02-107%,1,40-1073) a Standardnou

odchylkou 1,53 - 1072, to znamen4, 7e exponencialna zmena miery naozaj
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zmensila disperziu odhadu - oproti predchadzajicemu pristupu sa standardna

odchylka dvakrat zmensila.

3.7 Odhad pravdepodobnosti extremalnej hod-

noty zloZzeného Poissonovho rozdelenia

Nech X(t) = Y14+ Yy, kde {N(t)} je Poissonov proces, v ktorom doby
T, Ty +Ts, ..., aY; medzi udalostami majua spoloc¢ni hustotu f. Rozdelenie
nahodnej premennej X (t) sa nazyva zlozené Poissonovo rozdelenie s parame-
trami A a f. Ak chceme najst také P, aby {X ()} malo opét zloZené Pois-

sonovo rozdelenie s parametrami A, f, potom

m NO® T ()
i e i\R(t) Ji(yz) i\e T\TZ _ (i) N(t) e—(A—W H Ji(y )7
e MO 2 fyi) Ae™ D A o1 Fw)
kde R(t) =t —T1 — ... — T je ¢as od poslednej udalosti do ¢asu ¢ (pozri
kap. 5 v [3]).

Priklad 3.5. ZloZené Poissonovo rozdelenie sa casto pouZiva v poistnej mate-
matike, kde modeluje celkovi vysku Skody poistovne. V zmysle tohto prikladu
Y1,Ys, ... zodpovedaji pohladdvkam, ktorym celi poistoviia v case Ty, T, +
Ty, .... Doby medzi udalostams - T1,T5, T3, ... maji exponencidlne rozdelenie
a N(t) vyjadruje pocet pohladdvok do casu t. To znamend, Ze X(t) = Y; +
<+ Yy Je celkovd suma, ktori poistovnia vyplati do casu t.
Chceme vypocitat pravdepodobnost p, Ze celkovd vyska skody do casu t =

10 rokov presiahne hodnotu rezerv B = 20, teda p = P(X(t) > B). Predpok-
laddme, Ze jednotlivé pohladdvky Y; maji exponencidlne rozdelenie Exp(Aeyp),
pocet pohladdvok N(t) md Poissonovo rozdelenie Pois(At). Zadefinujeme si
premenni Z ako

1 ak X(t) > B,

0 inak .
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Pravdepodobnost odhadujeme v tvare p = E[Z]. Nech Aeyp = A = 3, teda
pohladdvky Y; maji exponencidlne rozdelenie Exp(3) a pocet pohladdvok N (t)
md Poissonovo rozdelenie Pois(30), potom pre n = 10° pozorovani vijska
skody presiahla hodnotu rezerv 64-krdt, to znamend, Ze p = E[Z] = 6,40-10~*
a 95%-né intervaly spolahlivosti si (4,83 - 1074, 7,97 - 10~%) so standardnou
odchijlkou 2,53 - 1072, ktord je pomerne vysokd. Na jej zniZenie pouZijeme
exponencidlnu zmenu miery. V tomto pripade pocet pohladdvok N(t) bude
mat Poissonovo rozdelenie Pois(j\t) a pravdepodobnost odhadneme v tvare

p = E[Zy] = E[ZL], teda pre ndhodni premenni Zy plati

L, akX(t)> B,

0 nak,

N =

kde L, = (%)N(t) e~ (=Nt Ng efektivne zniZenie disperzie potrebujeme zvolit
vhodné X. Je prirodzené pozadovat aby X bola vicsia ako \, pretoze potom
do casu t nastane viac poistnijch udalosti, a teda castejsie nastane situdcia
X(t) > B, ¢o je nasim cielom pri pouZiti exponencidlnej zmeny miery. Ak
vsak zvolime prilis velké, tak Standardnd odchyjlka sa opdt zvysi. Preto sme
vypocitali odhad Standardnej odchylky pre X = {3, 3,01, ..., 4,49, 4,5} a za-

kreslili sme to do obr. 3.35.

Z grafu vidime, Ze so zvySujucim X odhad t. odchylky klesd, no ako kaZdy
odhad ma svoju varianciu, ktord sa po case zacne zvysovat. Najlepsie je preto
2volit také N, pre ktoré su odhad $t.odchylky aj variancia odhadu pomerne
malé. Tito podmienku spliia napr. A = 3,7, pre ktori je st.odchylka 9,40 -
1073, teda takmer 3-krdt mensia ako $t.odchijlka vypocitand pre pévodnyj odhad.
Odhadnutd pravdepodobnost p = 5,56 - 10~* s intervalmi spolahlivosti (4,97 -
1074, 6,14 -107%).

Priklad 3.6. Opdt uvvazujme ndahodni premenni X = Y1+Yo+---+Yy, ktord

md zloZené Poissonovo rozdelenie. Ndhodné premenné Y1,Ys, ..., YN, N si
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Obr. 3.3: Standardna odchylka pre rozne A

nezdvislé, nahodnd premennd N md Poissonovo rozdelenie Pois(\) a ndhodné
premenné Y1,Ys, ..., Yy maji gama rozdelenie T'(a,b) s hustotou f. Chceme
odhadnit’ pravdepodobnost p = P(A(c)), kde A(c) = {X > ¢} a c je velké.

Pravdepodobnost p uréime ako stredni hodnotu premennej Z

1 ak X >c,
0 ak X <ec.

Pravdepodobnost p = E[Z] pre n = 10° simuldcii, X = 30, ¢ = 110,
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a=4,b=2jel,54-107* s intervalmi spolahlivosti (1,29-107%, 1,78 -107%)
a standardnou odchyjlkou 1,24 - 1073,

Po pouziti exponencidlnej zmeny miery budi premenné Yi,Ys, ... mat
rozdelenia s hustotou fo(y) = %, kde f(y) = biar(la)y“—lexp(—%) pre

y >0 ar(d)=InF(y) = —aln(l —b), potom plati

11, b\
foly) = mmy exp (—y (1_—b0> ) :

¢o zodpovedd predpisu hustoty pre rozdelenie I'(a, 1_—1’170) TakZe premenné
Y1,Ya, ... maji rozdelenie I'(a, T%) a pravdepodobnost p uréime ako strednii
hodnotu premennej Zeyy,
p exp(—fz + k() ak X > ¢,
- 0 ak X < c.
Parameter 6 sme zvolili 0 = 0,43, zvysné parametre zostali rovnaké a odhad
pravdepodobnosti je v tomto pripade p = 1,55-107* s intervalmi spolahlivosti
(1,54 -107%, 1,56 - 1071) a $tandardnou odchyjlkou 5,53 - 107%, ¢o znamend,

Ze Standardnd odchylka sa zmensila 22-krdt.

3.8 Odhad pravdepodobnosti zriedkavych

udalosti v Markovovskych retazcoch

Markovovsky proces je taky t-parametricky systém nahodnych veli¢in { X }er,
kde I je interval alebo diskrétna mnozina indexov, pre ktory plati, ze ak je
dané hodnota X, tak budtce hodnoty X; pre ¢t > s mdzu zavisiet iba od Xj,
nie vSak od predoslych hodnot X, pre u < s (pozri [7]).

Definicia 3.2. Markovouvskjj retazec s diskrétnym casom
Markovouvsky retazec {X (t)}her je Markovovsky proces s mnoZinou ,,casov®
I = N a spocitatelnou mnoZinou stavov S. To znamend, Ze pre kaZdé n € N

ai,J1,---,Jn € N plati:
P<Xn+1 = 1|X1 - jla cee 7Xn - ]n) = P<Xn+1 - Z‘Xn = ]n)
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Definicia 3.3. Homogénny Markovovsky retazec
Markovovsky retazec {Xi}ier nazgvame homogénnym, ak pre kazdé n € N
ai,j €S plati

P(Xn—H = Z|*Xn = ]) = Dji,

kde pj; nazjvame pravdepodobnostami prechodu.

Predpokladame, ze chceme vypocitat z = E[g(Xy,..., X)) {7 < oo},
kde 7 je ¢as definovany v terminoch {X,},en. Ak {X,} je nehomogénny
Markovovsky retazec s koneénou mnozinou stavov a s rozdelenim P, tak je
potrebné zvolit také rozdelenie P, ktoré zachovava Markovovsku vlastnost
(aby sa zabezpecilo efektivne generovanie trajektorii z rozdelenia ]5)

Je praktické uvazovat taka mieru P, pre ktora plati P(t < oo) = 1,
potom z = E[g(Xy,..., X,;)L,].

Nech P je pravdepodobnostné rozdelenie nového homogénneho Markovov-
ského retazca s pravdepodobnostami prechodu p;; a nech P ma rovnakeé
pociato¢né rozdelenie (rozdelenie ndhodnej premennej X;) ako P, ktorého

pravdepodobnosti prechodu st pj;, tak plati
= E[g(Xla s 7XT)-ZT]’

da sa ukazat (pozri kap.5 v [3]), Ze Radon-Nikodymova derivacia L. je

T

=92 Pxi1X;
my uvedieme len vlastny popis zékladnej myslienky. Ak pri pravdepodob-
nostom rozdeleni P ma spojity ndhodny vektor X hustotu f a pri pravde-
podobnostom rozdeleni P m4 X hustotu f , tak v pripade, ze nahodny vektor
X nadobudne hodnotu x, Radon-Nikodymova derivacia nadobudne hodnotu
E(x) = % My vsak uvaiujeme diskrétny nahodny vektor X, analogicky

vyraz k vyrazu Ex; je E , teda




Ak x ma zlozky x = (ji,...,Jn), tak potom
PX=x)=

= P((X1, X2, ..., Xn) = (J1,J25 -+ Jn)) =

P(X2 = J2, X1 :jl) P(Xn = Jny X1 =J1,- -, Xn_1 :jn—l) _
PXi=5) 7 PXi=j1i. s Xp1 = Ju1)

- P(Xl = jl)P(X2 = j2|X1 = jl) : -‘P(Xn = jn|X1 =1 Xno1 = jn—1) -

= P(X; = j1)P(Xo = jo| X1 = j1) ... P(Xpy = Jiu Xn1 = Jin1) =

= P(Xy =j1)

= Pj1Pjijz -+ - Pin—1jn-

P(ANB)
P(B)

a Markovovsku vlastnost. KedZe predpokladdme rovnaké rozdelenie X; pri

Vyuzili sme vztah pre podmienent pravdepodobnost: P(A|B) =

P aj P, tak je rozumné ocakavat

T

zT _ H Px;, 1x;

=92 Px; 1 X,

3.8.1 Hod kockou

Predstavme si, ze mame nevyvazenu hraciu kocku, na ktorej 6-ka padé s pravde-
podobnostou ¢ = 0,08. Chceme odhadnit pravdepodobnost udalosti A - v
postupnosti 100 hodov sa na niektorom mieste vyskytne 5 Sestiek za sebou,

graf prechodovych pravdepodobnosti je zobrazeny na obr. 3.8.1.

4

\
L |
=« @
rd ! *
-

0,08 0,08

Obr. 3.4: Graf prechodovych pravdepodobnosti, ak Sestka padéa s pravde-
podobnostou ¢ = 0, 08
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Pravdepodobnost budeme odhadovat v tvare p = P(A) = E|[Z], kde
premenna Z je indikatorova funkcia mnoziny A - Z; = I(A;). Pre n = 10°
pozorovani dostavame odhad p = 2,98-107% s intervalmi spolahlivosti (2,64 -
1074, 3,32-107%), ktory m4 Standardnt odchylku 1,73 - 1072, ktort sa opéit

pokusime znizit exponenciadlnou zmenou miery.

Pravdepodobnost budeme odhadovat v tvare p = E[Zy] = E[ZL,], kde

T PX;, _1X;

| ==, kde
PX;_1X;

prechodové pravdepodobnosti p zvolime tak, aby zodpovedali analogickému

7 je pocet hodov potrebnych na hodenie 6-ky 5-krat a L, = II

procesu (hadzaniu kockou), v ktorom ale Sestka pada s pravdepodobnostou g.
Prechodové pravdepodobnosti pozname - 6-ka pada s pravdepodobnostou g,
resp. § a nepadé s pravdepodobnostou 1—g, resp. 1 —g, preto L, = %,
kde U je pocet hodov 6-ky do nastatia udalosti A a NU = 7 — U je pocet

hodov ¢isel roznych od 6-ky.

0,87

@ [ @
T o A

0.13 0,13 0,13

Obr. 3.5: Graf prechodovych pravdepodobnosti, ak kocka pada s pravde-
podobnostou ¢ = 0.13

Pravdepodobnost ¢ je pravdepodobnost s akou pada 6-ka po zmene miery,
ktori volime prirodzene vicsiu ako poévodna pravdepodobnost ¢, pretoze po-
tom bude sledovana udalost nastavat v novom procese ¢astejsie, jej konkrétnu
hodnotu opét uréime z grafu $t.odchylky pre ¢ = {0,080, 0,081, ..., 0,200},

ktory je zobrazeny na obr. 3.6.
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Obr. 3.6: Standardna odchylka pre rozne ¢

Rovnako ako v predchadzajicom priklade mozeme pozorovat znizenie St.od-
chylky pre zvysujice ¢, no zaroven postupny narast variancie odhadu st.od-
chylky. Ak zvolime § = 0, 13, tak odhadnuta pravdepodobnost je 2,65 - 1074
s intervalmi spolahlivosti (2,50 - 1074, 2,80 - 107%) a $t.odchylka 7.71 - 1073
sa 2-krat zmensila.

V&imnime si, Ze tento problém je podobny ako problém odhadu zaporného
zisku poistovne Styrikrat po sebe a aj vysledne zniZenie disperzie odhadu

je podobné, ¢ize nie velmi vyrazné. Pre tento typ problémov zrejme nie je
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exponencidlna zmena miery az takd prinosné, ako pre iné typy problémov.

3.8.2 Ehrenfestov model

Model, navrhnuty Paulom Ehrenfestom, uvazuje K molektl v dvoch suse-
diacich kontajneroch (pozri [5]). Kontajnery sa spojené otvorom, cez ktory
prechédzaji molekuly plynu. Predpokladédme, Ze v kazdom ¢asovom kroku sa
nadhodne vybratad molekula presunie z jedného kontajnera do druhého. Nech
X(t) je pocet molekil v prvom kontajneri po ¢ ¢asovych krokoch, potom
{X(t)} je Markovovsky retazec s grafom prechodu znézornenym na obr. 3.7
a maticou prechodu P = (p;;)

pi,iJrl:l_E 7]%',1'71:E , pij = 0 ak i — 7] > 1,

pre 0 <i < K.

1 1
1 1__‘_{? K
// \\\‘l //, \\\‘ // \\‘ /// b
(] O [ ) )
d\\ e /IV\\ o 2‘\\ - ‘\‘ o
// rd K g -
1 2 1
K K

Obr. 3.7: Graf prechodovych pravdepodobnosti pre Ehrenfestov model ¢astic

Chceme urcit pravdepodobnost, ze do 100 ¢asovych krokov nastane situé-
cia, ze vsetky molekuly sa budd nachadzat len v jednom kontajneri, ¢ize
proces sa dostane do stavu ”0”, alebo do stavu 7 K”. Tato pravdepodobnost

by sa dala vypocitat aj pomocou pokrocilej tedérie Markovovskych procesov,
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ale my to odhadneme simula¢ne. Uvazujeme K = 22 molekil s pociatoénym

stavom X (1) = 11. Pravdepodobnost ur¢ime ako strednt hodnotu premennej
Z

1 ak X(¢) =0 alebo X(t) = K pre 0 <t < 100,
0 inak .
Pre n = 10° simulacii je odhadnuta pravdepodobnost p = 3,70 - 107
s intervalmi spol'ahlivosti (2,51 -107°,4,89 - 107°) a §tandardnou odchylkou
6,08 - 1073,

1 1
1 2 2
e b - . / = -,
// \\‘ // \\‘ // \\‘ //
.'\ 2l .‘\ Ay
U e // 1 /, 2 ~ JK— a5
1 1 1
2 2

Obr. 3.8: Graf prechodovych pravdepodobnosti pre Ehrenfestov model ¢astic

po exponencialnej zmene miery

Moézeme zvolit zmenu miery tak, Ze sa zmeni graf prechodovych pravdepodob-
nosti na taky, ktory je zobrazeny na obr. 3.8, ¢o znamené, Ze vyprazdnenie
jedného kontajnera nastane castejsie. V tomto pripade urc¢ime pravdepodob-
nost p ako stredni hodnotu premennej Z.,,

TN gk X(¢) = 0 alebo X () = K pre 0 < ¢ < 100,

1 px, x,
Zexp — i—1%g

0 inak,

kde 7 oznacuje cCasovy krok, v ktorom nastalo vyprazdnenie kontajnera.

Odhad pravdepodobnosti v tomto pripade vysiel p = 3,79-107° s intervalmi
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spolahlivosti (3,77 - 107°,3,82 - 107°) a standardnou odchylkou 1,1 - 107,

teda 55-krat mensou ako pri pévodnom odhade.
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Zaver

Odhadnut pravdepodobnost nejakej udalosti simula¢ne sa d& jednoducho po-
mocou klasickych metod ako st vyberové statistiky, ¢i intervaly spolahlivosti.
Problém v8ak nastéava, ked pomocou tychto metéd chceme odhadnuat pravde-
podobnost zriedkavej udalosti. V tom pripade vzhladom k odhadovanej prav-
depodobnosti ma odhad vysokta smerodajnt odchylku, ¢o spdsobi jeho nepre-
snost a relativne Siroké intervaly spolahlivosti.

Zvysit presnost odhadu sa da zvysSenim poctu simulacii, ale to je neefek-
tivne. Na spresnenie odhadu o 1 rdd potrebujeme 100-krat viac simulacii
a ¢asu. V mnohych pripadoch ovela efektivnejsi sposob zvySenia presnosti
je znizenie disperzie, na ¢o sa pouziva metoda vahového vyberu, v ktorej sa
aplikuje exponencialna zmena miery. Napriklad v priklade 3.4 pri odhade
pravdepodobnosti prekrocenia bariéry typu S, > x sa Standardna odchylka
zmensila 380-krat, keby sme cheeli takyto vysledok dosiahnut zvysenim poctu
simulacii, tak by sme museli mat 38000-krat viac simulacii. Okrem spresnenia
odhadu ma exponencidlna zmena miery aj iné vyhody, a to zniZenie simu-
laéného ¢asu, napr. v priklade 3.3 je mozné overit, ze odhadnutie pravde-
podobnosti je po exponencidlnej zmene miery vypoctovo efektivnejsie ako
pred nou.

V praci su popisané len pripady, kedy nahodné premenné majua rozdele-
nie s lahkymi chvostami, ktoré st pre exponencialnu zmenu miery kltacove,
pretoze ak by rozdelenie nemalo Tahké chvosty, tak prislusnt zmenu miery
by nebolo mozné urobit. V praxi sa ale ¢asto vyskytuju udalosti, ktoré sa

nedaju popisat rozdeleniami s Iahkymi chvostami. Na pracu by bolo mozné
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nadviazat analyzovanim metod pre pripady, kedy ndhodné premenné maju

pravdepodobnostné rozdelenie s tazkymi chvostami.
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Prilohy

Odhadovanie pravdepodobnosti zriedkavych realizicii normal-
neho ndhodného vektora

rnorm.2d<-function(n,mul=0,mu2=0,sd1=1,sd2=1,rho=0)

{

# Generator z dvojrozmerného normdlneho rozdelenia
X1<-rnorm(n) #X1,X2 su nahodne vektory
X2<-rnorm(n)

Y1<-sd1*X1+mul
Y2<-sd2* (rho*X1+sqrt (1-rho~2) *X2) +mu2
rbind(Y1,Y2)

v<-c(3,3)
alfa<-0.05
n<-100000
m<-10
p<-0

for (i in 1:n)

{

X<-rnorm.2d (1)

if  ((X[1]-v[1])~2+(X[2]-v[2])~2)<=1)
p=p+1

}

Z<-p/n

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt(Z*(1-Z)/n)
IS_lavy<-Z-del

IS_pravy<-Z+del

st.odchylka<-sd(Z)

#stredna hodnota rozdelenia, z kt. generujeme je x_max

#x_max maximalizuje funkciu f(x) na mnozine M
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x_max<-c(v[1]-sin(pi/4),v[2]-sin(pi/4))

C<-matrix( <(1,0,0,1), ncol=2, nrow=2, byrow=TRUE )
for (i in 1:n)

{

X<-rnorm.2d(1,mul=x_max[1] ,mu2<-x_max[2])

if  ((X[11-vI[1])~2+(X[2]-v[2])~2)<=1)

Z[i]=exp (-x_max%*%Ch*%X+1/2*x_max*/%Cl*)x_max)

else Z[i]=0

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
st.odchylka<-sd(Z)

#stredna hodnota rozdelenia, z kt. generujeme je stred kruhu

x_stred<-c(v[1],v[2])

C<- matrix( c¢(1,0,0,1), ncol=2, nrow=2, byrow=TRUE )
for (i in 1:n)

{

X<-rnorm.2d(1,mul=x_stred[1] ,mu2<-x_stred[2])

if  ((X[1]-v[1])-~2+(X[2]-v[2])~2)<=1)
Z[il=exp(-x_stred)*%Ch*%X+1/2*x_stred)*%Cl*%x_stred)
else Z[i]=0

}

Zp<-mean(Z)
del<-gnorm(1-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
st.odchylka<-sd(Z)

Odhad pravdepodobnosti prekroéenia bariéry typu S, > n(u+¢€)

N<-10"6

mu<- 0
sigma<-1
epsilon<-0.5
n<-60
alfa<-0.05

#odhad pravdepodobnosti prekrocenia bariery typu S_n>n(mutepsilon)
Z<-rep(0,N)

h<-n* (mu+epsilon)

for (i in 1:M){
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S<-sum(rnorm(n,mu,sigma))

if (8>h)Z[i]<-1

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1l-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

#exponential change of measure

theta<-epsilon/(sigma~2)
const<-n*(theta*mu+1/2*sigma~2*theta~2)

h<-n*(mu+tepsilon)

Z<-rep(0,N)
for (i in 1:N){
S<-sum(rnorm(n,mu+epsilon,sigma))

if (8>h)Z[i]<-exp(-theta*S+const)
}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

Odhad pravdepodobnosti prekroéenia bariéry typu {S, > z}

#generujeme z N(-mu,1), odhadujem pp, ze nah.prech prekroci barieru x>0
n<-10"6

alfa<-0.05

x<-5

mu<-1

#ako urcit barieru B, pod ktoru ak klesne nahodna prechadzka S,
#tak so zanedbatelnou pp-ou by prekrocila hranicu x

Z<-rep(0,n)
d<-22/mu

for (i in 1:n){
S<-0

while (S<d){
S<-S+rnorm(1,mu,1)

}
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Z[i]<-exp(-2*mu*S)
}

mean (Z)

#odhad pravdepodobnosti prekrocenia bariery typu S_n>x

#prechadzka S_n je suctom nah.premennych s normalnym rozdelenim

a<-date()
Z<-rep(0,n)
d<-22/mu

B<-x-d

for (i in 1:n){
S<-0

while (S<x & S>B){
S<-S+rnorm(1,-mu,1)
}

if (S>x) Z[il<-1
if (8<B) Z[il<-0

}

b<-date ()

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

as.numeric(difftime(a,b, tz="", units=x("secs")))

#Exponential change of measure
a<-date()

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

5<-0

while (S<x){
S<-S+rnorm(1,mu,1)

}

Z[i]<-exp(-2*mu*S)

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

b<-date()

as.numeric(difftime(a,b))

#odhad pravdepodobnosti prekrocenia bariery typu S_n>x
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#prechadzka S_n=X_1+X_2+... , kde X_i je rozdielom dvoch nah.prem.s exp.rozdelenim

n<-10"6
alfa<-0.05
x<-10
delta<-2
beta<-1

a<-date()
Z<-rep(0,n)

B<-x-d

for (i in 1:n){
S<-0

while (S<x & S>B){
S<-S+rexp(1l,delta)-rexp(1l,beta)
}

if (S>x) Z[ilk-1
if (S<B) Z[il<-0

}

del<-qnorm(1-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

b<-date()

as.numeric(difftime(a,b))

#Exponential change of measure
a<-date()

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

5<-0

while (S<x){

S<-S+rexp(1,beta) -rexp(1,delta)
}

Z[il<-exp(-(delta-beta)*S)

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

b<-date()

as.numeric(difftime(a,b))
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Odhad pravdepodobnosti zaporného zisku 4 roky po sebe

n<-10000
mu<-1.2
tau<-10
Z<-rep(0,n)

for (j in 1:n){

A<-0

x<-rep(0,10)

x[1]<-rnorm(1,mu,sd)

for (i in 4:tau){

x[i]<-rnorm(1,mu,sd)

if (x[11<0 & x[i-11<0 & x[i-21<0 & x[i-31<0) {z[jl<-1}
}

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

#exp. zmena miery
mu_h<-0.8
Z<-rep(0,n)
for (j in 1:n){

x<-rnorm(tau,mean=mu_h,sd=1)

for (i in 4:tau){

if (x[i1<0 & x[1-11<0 & x[i-21<0 & x[i-3]1<0){
Z[jl<-exp((tau/2)* (mu_h~2-mu~2)+(mu-mu_h)*sum(x))
}

del<-qnorm(1-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

Odhad pravdepodobnosti extremalnej hodnoty zlozeného Pois-
sonovho rozdelenia

#odhad pravdepodobnosti, ze vyska skody poistovne presiahne hodnotu rezerv

n<-100000
alfa<-0.05
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lambda<-3
lambda_exp<-3

B<-20
t<-10

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){
N<-rpois(1,lambdaxt)
S<-sum(rexp(N,lambda_exp))
if (S>B) z[il<-1

}
del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

#exp. zmena miery

lambda_h<-3.7

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda_hx*t)

S<-sum(rexp (N, lambda_exp))

if (S>B) Z[i]<-(lambda/lambda_h) "N*exp((lambda_h-lambda)*t)
}

del<-gnorm(1-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

#obrazok

lambda_h<-seq(1,5,by=0.1)

V<-rep(0,length(lambda_h))

for (j in 1:length(lambda_h)){

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda_h[jl*t)

S<-sum(rexp (N, lambda_exp))

if (8>B) Z[il<-(lambda/lambda_h[j]) “N*exp((lambda_h[j]-lambda)x*t)
}

V[jl<-sd(2Z)

}

plot(lambda_h,V,xlab="lambda",ylab="&tandardnd odchylka")
lines(lambda_h,V)



#0dhad pravdepodobnosti A(c) = {X >c}
n<-10"6

alfa<-0.05

lambda<-30

a<-4
b<-2

c<-110

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda)
X<-sum(rgamma (N, shape=a,scale=1/b))
if (X>c) z[il<-1

}

del<-qnorm(1-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

theta<-0.043
b_exp<-b/(1-theta*b)

Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda)
X<-sum(rgamma (N, shape=a,scale=b_exp))

if (X>c) Z[il<-exp(-theta*X+log(1l/(1-b*theta)~a))
}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

#obrazok
lambda_h<-seq(1,5,by=0.1)
V<-rep(0,length(lambda_h))

for (j in 1:length(lambda_h)){
Z<-rep(0,n)

for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda_h[j]*t)
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S<-sum(rexp(N,lambda_exp))

if (8>B) Z[il<-(lambda/lambda_h[j]) ~N*exp((lambda_h[j]-lambda)x*t)
}

V[jl<-sd(2Z)

}

plot(lambda_h,V,xlab="lambda",ylab="8tandardna odchjlka")
lines(lambda_h,V)

Odhad pravdepodobnosti, ze 5 krat za sebou hodime 6ku

#aka je pp., ze 5x za sebou hodim 6ku

n<-10"6
N<-100
q<-0.08
alfa<-0.05

Z<-rep(0,n)

for (j in 1:n){

x<-rbinom(N,1,q)

for (i in 5:N){

if (x[il==1 & x[i-1]==1 & x[i-2]==1 & x[i-3]==1 & x[i-4]==1 ){
Z[j1<-1

break

}

}

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1l-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

B o o o e
#exp. zmena miery
q_h<-0.13

Z<-rep(0,n)
for (j in 1:n){
x<-rbinom(N,1,q_h)
for (i in 5:M){

if ( x[i]l==1 & x[i-1]==1 & x[i-2]==1 & x[i-3]==1 & x[i-4]==1 ){
U<-sum(x[1:i]) #pocet vyskokov
NU<-i-U #pocet padnuti
Z[j1<-(a/q_h)~U*((1-q)/(1-q_h))~NU
break
}
}
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}
del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)
IS_lavy<-mean(Z)-del
IS_pravy<-mean(Z)+del
priemer<-mean(Z)
st.odchylka<-sd(Z)

#obrazok
q_h<-seq(0.08,0.25,by=0.001)
V<-rep(0,length(q_h))
for (y in 1:length(q_h)){
Z<-rep(0,n)
for (j in 1:n){
x<-rbinom(N,1,q_h[y])
for (i in 5:N){
if (x[il==1 & x[i-1]==1 & x[i-2]==1 & x[i-3]==1 & x[i-4]==1 ){
U<-sum(x[1:i]) #pocet vyskokov
NU<-i-U #pocet padnuti
Z[j1<-(a/q-h[y])~Ux((1-q)/(1-q_h[yl))~NU
}
}
}
VIyl<-sd(Z)
}
plot(q_h,V,xlab="q",ylab="8tandardna odchjlka")
lines(q_h,V)

Ehrenfestov model

#funckia, ktora urcuje presuvanie molekul z jedneho kontajneru do druheho
pp<-function(X,K)

{

a<-rbinom(1,1,X/K)

if (a==1) Y=X-1

if (a==0) Y=X+1

N<-100
K<-22  #pocet molekul v oboch kontajneroch
alfa<-0.05

Z<-rep(0,n)

for (j in 1:n){

X<-rep(0,N)

X[1]<-ceiling(K/2) #pociatocny pocet molekul v 1.kontajneri
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for (i in 2:N){

X[i]l<-pp(X[i-11,K)

if (X[i]==0 || X[i]==K){
Z[j1<-1

break

}

}

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sqrt( mean(Z)*(1l-mean(Z))/n )
IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)

#funckia, ktora vypocita sucin prechodovych pravdepodobnosti
ppp<-function(X,K)

{

m<-length(X)

for (j in 1:(m-1)){

if (X[j1>X[j+11) p[jl<-X[j1/K

if (X[j1<X[j+11) pljI<-(K-X[j1)/K

Z<-rep(0,n)

for (j in 1:n){

X<-rep(0,N)

X[1]<-ceiling(K/2)

for (i in 2:N){

X[il<-X[i-1]+2*floor (2*runif (1))-1

if (X[il==0 || X[i]l==K){
Z[j1<-ppp(X[1:1],K)/((1/2)~(i-1))

break

}

}

}

del<-gnorm(1l-alfa/2)*sd(Z)/sqrt(n)

IS_lavy<-mean(Z)-del

IS_pravy<-mean(Z)+del

priemer<-mean(Z)

st.odchylka<-sd(Z)
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