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Abstrakt

Kécerikova, Jana: Statistické odhady parametrov rozdeleni v poist ovnictve [Diplomova praca].
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra ap-
likovanej matematiky a Statistiky.

Veduci diplomovej prace: prof. RNDr. Rastislav Potocky, PhD.

Bratislava 2012. 48 stran.

Diplomova praca sa venuje Statistickym odhadom parametrov rozdeleni v poist ovnictve.
V poslednom case sa poistovne v dosledku rdéznych prirodnych katastrof Coraz CastejSie
stretdvaju aj s narokmi s extrémnou hodnotou. Tieto ndroky popisuji rozdelenia s t'azkymi
chvostami. Ciel'om préce je ukdzat’ efektivnost’ metddy t-score momentov pri odhadovani
parametrov rozdeleni s t'azkymi chvostami. Tato metéda sa javi byt vdZnym konkurentom
metddy maximélnej vierohodnosti, najpouZivanejsej metédy na odhad parametrov rozdeleni.
V préci st spracované teoretické poznatky o danych metédach, uvedené porovnanie odhadov
ziskanych tymito dvoma metdédami a analyza senzitivnosti pre Paretovo rozdelenie. Okrem
tychto dvoch metdd je v praci spomenutd aj metdda najmensich Stvorcov na odhad parametrov

rozdelenia v Zivotnom poisten.

Krucové slova: metdda t-score momentov, metéda maximdlnej vierohodnosti, metéda naj-
mensich Stvorcov, odhad parametra, rozdelenie s t'azkymi chvostami, Paretovo rozdelenie,

analyza senzitivnosti.



Abstract

Kacerikovd, Jana: The Statistical Estimations of Parameters of The Distributions in Insurance
[Master Thesis].

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informatics, Depart-
ment of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: prof. RNDr. Rastislav Potocky, PhD.

Bratislava 2012. 48 pages.

This master thesis discusses the statistical estimations of parameters of the distributions in
insurance. Recently the insurance companies due to various natural disasters are increasingly
faced to the claims of extreme value. These claims are described by heavy tailed distributions.
The aim of the work is to demonstrate the effectiveness of the method of t-score moments to
estimate parameters of heavy tailed distributions. This method appears to be a serious com-
petitor of the method of maximum likelihood, the most frequently used method to estimate
parameters of the distributions. In the paper the theoretical knowledge of the methods, com-
parison of estimates obtained by these two methods and analysis of sensitivity for Pareto
distribution are represented. In addition to these two methods the method of least squares to

estimate parameters of the distribution in life insurance is mentioned.

Keywords: method of t-score moments, method of maximum likelihood, method of least
squares, esitamtion of parameter, heavy tailed distribution, Pareto distribution, analysis of

sensitivity.
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Uvod

Poist’ ovnictvo je stcast’ou finan¢ného trhu a ma dolezity vyznam v ndrodnom hospodarstve
kaZdej krajiny. Jeho vyznam nespociva len vo vel’kom financnom obrate, ale poméha aj udr-
ziavat’ ekonomicku stabilitu podnikatel’ ského prostredia a Zivotnd uroven obyvatel stva.

Jednou z uloh poistovne je spravne urCenie vysky poistného. Tento proces pozostdva
z niekol'’kych krokov, priom jednym z nich je odhad parametrov rozdelenia oCakdvanych
ndrokov a prave Statistickym odhadom parametrov rozdeleni v poist’ovnictve sa venuje tito
diplomové préca.

Ciel'om tejto préace je teoretické spracovanie najznamejSich metéd na odhad parametrov
rozdeleni a ukdzat’ efektivnost’ novej modernej metddy na odhad parametrov, metddy #-score
momentov, pre triedu rozdeleni s 'azkymi chvostami. NaSu pozornost’ sustredime na rozde-
lenia s tazkymi chvostami, pretoze v dosledku vel'kych prirodnych katastrof a nehdd sa
poist ovne v poslednom Case musia vysporiadat’ s extrémnymi hodnotami narokov v pripade
vzniku poistnej udalosti, a tieto ndroky najlepsie popisuji rozdelenia tohto typu. Struktira
diplomovej prace pozostdva z piatich kapitol.

V prvej kapitole st uvedené zdkladné poznatky z tedrie pravdepodobnosti a Statistiky,
ktoré su potrebné k spracovaniu danej problematiky.

Druhé kapitola sa venuje zdkladnym typom rozdeleni, ktoré najlepSie popisuju skutocné
hodnoty v poist ovnictve. Spomenieme rozdelenia s I'ahkymi chvostami, ale predovSetkym
rozdelenia s t'azZkymi chvostami, definicie ich hustot a hodnoty zdkladnych charakteristik.
Okrem toho spomenieme aj rozdelenia, ktoré modeluje pocet rokov doZitia sa osoby.

V tretej kapitole je spracovand tedria ku klasickym metédam na odhad parametrov rozde-
leni, a to k metéde maximdlnej vierohodnosti, metéde najmensich Stvorcov a metéde momen-
tov. Metédou maximadlnej vierohodnosti odhadneme parametre niektorych rozdeleni v nezi-
votnom poisteni. Na odhad parametrov rozdelenia v Zivotnom poisteni pouzijeme metédu
najmensich Stvorcov.

Stvrta kapitola obsahuje odvodenie metédy -score momentov, definicie zakladnych poj-
mov, vlastnosti odhadov ziskanych touto metédou a analytické tvary odhadov parametrov

niektorych rozdeleni. V porovnani s metédou maximadlnej vierohodnosti vykazuje tato metdda



robustnost’” odhadov. Tato vlastnost’ je vel'mi doleZitd pri modelovani ndrokov s extrémnymi
hodnotami. K spracovaniu tejto kapitoly pouZijeme predovsetkym prace Z. Fabidna [3], [4],
[STa [6].

Piata kapitola vyuziva teoretické poznatky z predchddzajucich kapitol a porovniava odhady
parametrov rozdeleni s azkymi chvostami ziskanych metédou maximélnej vierohodnosti
a metédou t-score momentov. Dalej sa zaoberd efektivitou tychto dvoch metéd v pripade
odl'ahlych a kontaminovanych pozorovani pre Paretovo rozdelenie. V praxi sa ukazuje, Ze je-
den parameter tohto rozdelenia je rovny konStante jedna [10] a prave pre tento typ Paretovho
rozdelenia urobime analyzu senzitivnosti. Na zaver preskimame, aky vplyv maji tieto metédy
na agregované naroky pochddzajice z loggamma rozdelenia. InSpirdcia pre spracovanie tejto

kapitoly pochddza z ¢lankov [8]a [11].



Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

V uvodnej kapitole si zadefinujeme zdkladné pojmy z tedrie pravdepodobnosti a Statistiky,
ktoré budeme vyuzivat’ v nasledujicich Castiach. Ich znenie, ale aj znenie mnohych d’alSich

Statistickych pojmov mdézeme ndjst’ v [9].

Definicia 1.1 ( Nahodna premennd )
Nech je dany pravdepodobnostny priestor (€2, S, P). Zobrazenie X : 0 — R sa nazyva

ndhodnd premennd, ak pre vSetky x € R plati
{w; X(w) <z} €S,
kde (2 je priestor elementarnych udalosti, S je o — algebra a P je pravdepodobnost’.
Pravdepodobné spravanie sa ndhodnej premennej vyjadruje jej distribu¢nd funkcia.

Definicia 1.2 ( Distribu¢na funkcia )

Distribu¢nd funkcia ndhodnej premennej X je pre kazdé redlne x definovand vzt’ahom
F(z) = P(X < x2).

Teda distribu¢na funkcia vyjadruje pravdepodobnost’, Ze premenna X nadobuda hodnoty

mensie ako redlne Cislo z. V praci uvazujeme len spojité ndhodné premenné.

Definicia 1.3 ( Spojitd ndhodna premenna )
Néhodnd premennd X sa nazyva spojitd, ak existuje takd nezdpornd integrovatel'nd funkcia f,

7e pre vSetky z € R plati
F(z) = / f(t)dt.

Funkcia f(x) sa nazyva hustota ndhodnej premenne;j.
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Nasledujuce definicie st uvedené pre spojité ndhodné premenné. Medzi zdkladné charak-

teristiky premennej patri strednd hodnota a disperzia.

Definicia 1.4 ( Strednd hodnota )

Strednd hodnota ndhodnej premennej X s hustotou f(z) je definovand vzt'ahom

BIX) = [ af(wys

(o)

o0
ak / |z| f(x)dz < oo. Inak hovorime, Ze X nemad strednt hodnotu.
—0o0

Definicia 1.5 ( Disperzia )
Nech X je integrovatel'na (t.j. existuje jej strednd hodnota) ndhodnd premennd. Ak je aj
nahodnd premennd (X — E[X])? integrovatel'n4, tak disperzia ndhodnej premennej X je defi-
novand vzt'’ahom

DIX] = E[(X — E[X])?].

Teda disperzia vyjadruje strednd hodnotu Stvorca rozdielu premennej X a jej strednej
hodnoty E[X]. Strednd hodnota je Specidlnym pripadom skupiny parametrov, ktord nazyvame

momentami.

Definicia 1.6 ( Moment £ -tého radu )
Ak X* je integrovatel'nd ndhodn4 premennd, kde k je prirodzené &islo, tak moment

k -tého rddu ndhodnej premennej X je definovany vzt'ahom
BIXY) = [ 2*f(a)da,
R
kde f(x) je hustota premennej X.

Definicia 1.7 ( Vytvéarajica momentova funkcia )

Vytvéarajica momentova funkcia ndhodnej premennej X je definovand vzt’ahom
m,(t) = Ele™] = / e f(x)dx,
R
kde f(x) je hustota premennej X .

Pri definicii hustoty premennej sa Casto vyuZiva beta funkcia alebo gamma funkcia. Ich
znenie, vlastnosti a vzt ahy medzi nimi, ktoré sa vyuzivaju pri ratani strednej hodnoty a dis-

perzie, mdZzeme ndjst’ v [12].
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Definicia 1.8 ( Beta funkcia )

Beta funkcia je definovand vzt’ahom
1
B(z,y) = / 71 — )Y, (1.1)
0
prexz > 0,y > 0.

Definicia 1.9 ( Gamma funkcia )

Gamma funkcia je definovana vzt'ahom

[(r) = / T etelay (1.2)
0

pre x > 0.



Kapitola 2
Rozdelenia v poist’ovnictve

Poist’ovnictvo je odvetvie hospoddrstva zaoberajice sa poist’ovacou, zaist' ovacou a spro-
stredkovatel’skou ¢innost’ou v oblasti poistenia. Poistenie je prdvny vzt ah, pri ktorom pois-
t'oviia preberd na seba zavizok, Ze poistenému (alebo poSkodenému za poisteného) poskytne
poistné plnenie(poistny narok) za udalost’, ktord vznikla v zmysle dohodnutych poistnych
podmienok. Tento zavézok je realizovany za poistné. Poistenie delime na neZivotné a Zivotné.

V oblasti nezivotného poistenia potrebuje poist’oviia pre spravne urcenie hodnoty po-
istného poznat’, aké vysky poistnych plneni ma oCakdvat’ v pripade vzniku poistnej udalosti.
V re¢i matematiky to znamen4, Ze potrebuje poznat’ rozdelenie vysky poistnych plneni. V ob-

lasti Zivotného poistenia ma vplyv na vypocet poistného intenzita imrtnosti.

V tejto kapitole popiSeme zédkladné typy rozdeleni, ktoré v praxi najlepSie popisuju sku-
tocné hodnoty. Definicie rozdeleni si uvedené v [1], pricom zdkladné charakteristiky rozde-

leni sme odvodili.

2.1 Rozdelenia v nezZivotnom poisteni

Oblast’ nezivotného poistenia je charakteristicka tym, Ze sa tu vyskytujd aj poistné udalosti
s vyrazne vySSou hodnotou poistného plnenia. Ndhodné premenné maju vel’ky rozptyl a ob-
vykle st zoSikmené. Dlhorocna skusenost’ ukazuje, Ze rozdelenie vysky celkovych plneni
vyrazne zavisi od najviacsieho plnenia, je to v pripade zemetrasenia, zaplavy, vel'’kého poZiaru
atd’.

V prici budeme symbolom X oznacovat’ vel'’kost’ poistného plnenia. Z praxe je zrejmé, Ze
pre kazdé X plati X > 0, pretoze vel'kost’ poistného plnenia nemoéze byt zaporna. Nasle-

dujtce rozdelenia tito podmienku spliiaji. Ako najvhodnejsie rozdelenia sa javia rozdelenia
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s pomerne rychlou konvergenciou k nule a zoSikmenim na pravej strane. Na zdklade toho
delime rozdelenia na tie, ktoré si vhodné pre malé poistné plnenia a na tie, ktoré si vhodné

pre vysoké poistné plnenia. VySka poistnych plneni sa modeluje pomocou spojitych rozdeleni.

2.1.1 Rozdelenia s Fahkymi chvostami

Rozdelenia s I'ahkymi chvostami nazyvame tie rozdelenia, ktoré st vhodné pre malé poistné
plnenia. Su charakteristické tym, Ze pomerne rychlo konverguju k nule a ich vytvérajica mo-

mentova funkcia je v nejakom kladnom okoli ¢ kone¢nd, teda plati nasledujuci vzt ah
my(t) = / e f(z)dx < oo.
R

NajznamejSie rozdelenie z tejto skupiny je exponencidlne rozdelenie.

Definicia 2.1 ( Exponencidlne rozdelenie )
Nédhodna premennd X md exponencidlne rozdelenie s parametrom A\ prave vtedy, ak jej hus-

tota pravdepodobnosti ma tvar

f(xz) = Ae™ 2.1)

pre x > 0, A > 0.

Zakladné charakteristiky exponecidlneho rozdelenia:

1
strednd hodnota: F[X] = X
1
ﬁ s

. ) A
vytvdrajica momentova funkcia: m,(t) = P pret < \.

disperzia: D[ X| =

Exponencidlne rozdelenie patri medzi najjednoduchsie rozdelenia z hl'adiska vyjadrenia,
preto sa v praxi pouziva vel’'mi malo.
DalSie rozdelenia s I'ahkymi chvostami st gamma rozdelenie a zmes exponencidlnych rozde-

leni.

Definicia 2.2 ( Gamma rozdelenie )
Né&hodna premennd X md gamma rozdelenie s parametrami «, v prave vtedy, ak jej hustota

pravdepodobnosti m4 tvar

flz) = ——golew 2.2)

pre x > 0,a > 0,7 > 0, kde I'(«) je gamma funkcia (1.2).
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Zékladné charakteristiky gamma rozdelenia:

strednd hodnota: F[X] = g,
v
disperzia: D[ X| = %,
vytvdrajica momentova funkcia: m,(t) = (Lt) pret <.
ry —

Definicia 2.3 ( Zmes exponencidlnych rozdeleni )
N4hodna premennd X ma kone¢nt zmes exponencidlnych rozdeleni s n zloZkami prave vtedy,

ak jej hustota ma tvar

f(z) = Zpi/\ie_Aw; (2.3)
=1

pre x > 0, \; > 0, p; > 0, kde p; je zmieSavaci pomer a plati Zpi =1
i=1
Zékladné charakteristiky zmesi exponencidlnych rozdeleni:

strednd hodnota: F[X] = Z %,
i=1

. T pl pz
d : D[X] =2 B
1sperzia [ } ; (,\i)Z <i21 )\i> s

n
vytvdrajica momentova funkcia: m, () = Z Di
i=1

Ai
Ai—t

pret <)\, kdei=1,...n.

2.1.2 Rozdelenia s azkymi chvostami

Rozdelenia s t'azkymi chvostami nazyvame tie rozdelenia, ktoré si vhodné pre vysoké
poistné plnenia. Tieto rozdelenia pomalSie konverguju k nule ako rozdelenia s I'ahkymi chvo-
stami a ich vytvarajica momentova funkcia neexistuje. Pre vSetky parametre ¢ > 0 je nekonecna,

teda plati nasledujici vzt ah
my(t) = / e f(x)dx = oo,
R

Medzi najzndmejSie rozdelenia s t'azkymi chvostami patria Paretovo rozdelenie, lognor-

malne rozdelenie, loggamma rozdelenia a Weibullovo rozdelenie.

Paretovo rozdelenie ma okrem modelovania vySky poistnych plneni vel'’ké uplatnenie aj
v riadent rizika, napr. pri modelovani jednodennych vynosov a strat akcii. Pouziva sa v dvoch

verzidch, v eurdpskej a americkej. V praci sa budeme venovat’ eurdpskej verzii.
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Definicia 2.4 ( Paretovo rozdelenie )
Néhodna premennd X ma Paretovo rozdelenie s parametrami c, a prave vtedy, ak jej hustota

pravdepodobnosti méa tvar
aC

flz)=c (2.4)

$C+1

pre x > a,a > 0,c > 0.

Zékladné charakteristiky Paretovho rozdelenia:

strednd hodnota: F[X]| = acl prec > 1,
C —
disperzia: D[ X| co” re c > 2
zia: = c>2.
’ -2 ©

Lognormaélne rozdelenie a loggamma rozdelenie sa najCastejSie pouZiva pri poisteni proti

prirodnym katastrofam.

Definicia 2.5 ( Lognormalne rozdelenie )
Néhodnd premennd X md lognormélne rozdelenie s parametrami p, o prave vtedy, ak jej

hustota pravdepodobnosti ma tvar

1 _ (nz—uw)?

e~ 202 (2.5

pre z > 0.
Zékladné charakteristiky lognormalneho rozdelenia:
strednd hodnota: F[X] = ettt

disperzia: D[X] = (¢7" — 1)e®**7".

Definicia 2.6 ( Loggamma rozdelenie )
Né4hodna premenna X méa loggamma rozdelenie s parametrami «, -y prave vtedy, ak jej hustota

pravdepodobnosti ma tvar
a—1

flay = LR

2T ()

prex > 1,a > 0,7 > 0, kde ['(«v) je gamma funkcia (1.2).

(2.6)

Zékladné charakteristiky loggamma rozdelenia:

1 —Q
strednd hodnota: F[X] = (1 — —) )
Y

. . 9 -« 1 —2a
disperzia: D[ X| = (1— — —|1-- .
v v

Definicia 2.7 ( Inverzné gamma rozdelenie )

Nédhodna premennd X ma inverzné gamma rozdelenie s parametrami «, 7y prave vtedy, ak jej
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hustota pravdepodobnosti ma tvar
f(z) = T _ge—led (2.7)

pre x > 0,a > 0,7 > 0, kde I'(«v) je gamma funkcia (1.2).
Zékladné charakteristiky inverzného gamma rozdelenia:

strednd hodnota: F[X]| = Ll pre a > 1,
a J—

,}/2

disperzia: D[X| = (@ —1)2(a-2)

prea > 2.

Definicia 2.8 ( Weibullovo rozdelenie )
Néhodné premennd X md Weibullovo rozdelenie s parametrami k, A prave vtedy, ak jej hus-

tota pravdepodobnosti ma tvar

(2.8)

VRS
|8
N——
T
—
ml
~—~
>|8
SN~—
ol

prex > 0,A >0,k > 0.

Zékladné charakteristiky Weibullovho rozdelenia:

1
strednd hodnota: E[X] = A" (1 + E)

f(1e8)r(en)

Medzi rozdelenia s t'azkymi chvostami zarad’ ujeme aj beta rozdelenie druhého druhu,

disperzia: D[X] = \?

nazyvané tiez Pearsonovo rozdelenie IV. typu.

Definicia 2.9 ( Beta rozdelenie druhého druhu )
Nédhodna premenna X ma beta rozdelenie druhého druhu s parametrami p, ¢ prave vtedy, ak

jej hustota pravdepodobnosti ma tvar

1 P! 29)
1@ = Bl @t 1 2

prex > 0,p > 0,q > 0, kde B(p, q) je beta funkcia (1.1).
Zékladné charakteristiky beta rozdelenia druhého druhu:

strednd hodnota: F[X] = Ll pre ¢ > 1,
q J—

pp+q—1)
(¢ —1)%*(¢—2)

disperzia: D[ X| = pre g > 2.
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2.2 Rozdelenia v Zivotnom poisteni

V Zivotnom poisteni ma pri vypocte poistného dolezity vyznam intenzita imrtnosti x(t),
ktord zodpoveda pravdepodobnosti doZitia sa ¢ tokov a "takmer okamzitého "umrtia. Intenzita

umrtnosti v Case ¢ je definovand vzt'ahom

()
u(t) = TR

kde F'(t) je distribu¢nd funkcia a je diferencovatel'na podl'a svojej premenne;.
Podl'a tvaru intezity umrtnosti vieme urcit’, z akého rozdelenia je premenna ¢.

RozliSujeme tieto pripady:
e nech p(t) = p = konst., potom ¢ je opisané exponencidlnym rozdelenim (2.1),
e nech pu(t) = atk, kde a > 0,k > 0, potom ¢ je opisané Weibullovym rozdelenim (2.8),
e nech u(t) = BC', kde B > 0,C > 1, potom t je opisané Gompertzovym rozdelenim,

e nech pu(t) = A+ BC', kde B > 0,A > B,C > 1, potom ¢ je opisané Makehamovym

rozdelenim.

Prvy pripad sa uvddza len pre porovnanie, pretoZe v Zivotnom poisteni nema zmysel kons-

tantnd intenzita imrtnosti.

Definicia 2.10 ( Makehamovo rozdelenie )
Nahodnd premenna X ma Makehamovo rozdelenie s parametrami A, B, C prave vtedy, ak jej

hustota pravdepodobnosti ma tvar
F(z) = (A + BO®)e(-4r— e (@) (2.10)
prex>0,B>0A>BaC >1.

Hustota Makehamovho rozdelenia je odvodend z [7].



Kapitola 3
Metody odhadu parametrov

V predchédzajicej kapitole sme zadefinovali rozdelenia, ktoré najlepSie popisuji hodnoty
poistnych plneni. V praxi je vSak k dispozicii len stibor tychto poistnych plneni a tlohou
poistovne je na zdklade tychto dat ndjst’ najvhodnejSie rozdelenie na modelovanie vysky
poistnych plneni. Prvym krokom procesu hl’adania vhodného rozdelenia je vyber rozdele-
nia na zdklade grafického zndzornenia dat histogramom spolu s jeho zdkladnymi charakte-
ristikami. V d’alSom kroku je potrebné urcit’ hodnoty parametrov daného rozdelenia a prave
metédam odhadu parametrov sa venuje tato kapitola.

Odhady rozdel'ujeme do dvoch skupin, na bodové a intervalové odhady. V tejto praci sa

budeme zaoberat’ len metédami odhadov z prvej skupiny.

V tejto kapitole spomenieme metddu maximélnej vierohodnosti, jej princip, vlastnosti od-
hadov a na konktrétnych rozdeleniach ukdZzeme, aké analytické vyjadrenia maji odhady pa-
rametrov prislusnych rozdeleni v neZivotnom poisteni ziskané touto metddou. Na ziskanie
odhadov parametrov rozdelenia zo Zivotného poistenia aplikujeme metddu najmensich Stvor-
cov, ktorej teoreticky princip tieZ zhrieme. Okrem tychto dvoch metéd spomenieme aj metédu

momentov. Materidl pouZity k spracovaniu tejto kapitoly méZeme néjst’ v [9].

3.1 Metéda maximalnej vierohodnosti

Medzi najznidmejSie metédy odhadu parametrov patri metdda maximélnej vierohodnosti.
Tato metdéda ma Siroké uplatnenie a jej odhady maji dobré vlastnosti v porovnani s inymi
metdédami. Jej nevyhodou je citlivost’ na extrémne pozorovanie, teda nevykazuje robustnost’
odhadov.

15
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3.1.1 Pricip metody

Metdda je zaloZend na vierohodnostnej funkcii (likelihood function), ktord je definovana

pomocou hustoty.

Nech Xy, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia so zndmym tvarom hustoty pravdepodob-
nosti f(z;6). Avsak vektor parametrov § = (6, ...,0,,)T je nezndmy. Vie sa len to, Ze patri
do zndmej mnoZiny © C R™ (tzv.parametricky priestor).

Potom funkciou vierohodnosti nazyvame

n

L(x;0) = L(z1, ..., x5, 0) = Hf(xi;e),
i=1
kde z; je realizcia X;.
Metdéda maximadlnej vierohodnosti spociva v dosadeni hodndt parametrov 0 ML1y s §M Lm
za odhad neznamych hodnét parametrov 64, ..., 0,,, ktoré pri danych realizovanych hodnotach

premennych maximalizuju funkciu vierohodnosti.

Definicia 3.1 ( Odhad maximaélnej vierohodnosti )
Odhadom maximadlnej vierohodnosti vektora parametrov 6 nazyvame ndhodny vektor @\M L
taky, Ze plati

L(x:0h1) > L(x;0)

pre vsetky 6 € ©.

Ulohou je ndjst maximum funkcie L(x;#) v zavislosti od 6. Této funkcia je definovana

OL(x;0)
a0

CastejSie pouZziva prirodzeny logaritmus funkcie vierohodnosti, teda

ako sucin, v tomto pripade je narocné najst’ derivaciu na ziskanie maxima . Preto sa

I(x;0) = In L(x; 0) = Zlnf(xi;ﬁ).

Ak existuju parcidlne derivdcie prirodzeného logaritmu vierohodnostnej funkcie [(x; 6), tak

odhadovany vektor #,;; dostaneme ako rieSenie systému vierohodnostnych rovnic

" 9ln f(z;: 6
3 (@i; 6)

= =1, ..m. N
a6, 0 pre k U 1) (3.1

=1
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Vlastnosti odhadu maximéalnej vierohodnosti

1. konzistentny
Odhad 6,, = @\(X 1,---, Xp) je konzistentny, ak pre Ve > 0 plati

lim Pr(|6, — 6] > € = 0.

n—oo
Tato vlastnost’ hovori o malej pravdepodobnosti vel’kej chyby, ak rozsah vyberu dosta-

toCne rastie.

2. asymptoticky normdlny

Odhad gn = §(X 1, ..., Xp) je asymptoticky normdlny, ak plati
0, "= N6, V)
kde V' je kladne definitnd matica.

3. asymptoticky efektivny
Odhad 6, = (X1, ..., X,,) je asymptoticky efektivny, ak plati

VB, — 0) 5 N(0,V),

kde V je kladne definitnd matic a symbolom < oznacujeme konvergenciu podl'a dis-

tribucnej funkcie.

3.1.2 Priklady

Teraz vyjadrime analytické tvary odhadov maximadlnej vierohodnosti pre niektoré rozdele-

nia. V prvej Casti sa pozrieme na odhady rozdeleni s I'ahkymi chvostami.

Priklad 1: Odhad parametra exponencialneho rozdelenia.

Odhad \ a1, dostaneme ako rieSenie rovnice (3.1), kde

n

I(z; \) = Z In(Ae ™) = "(In X — Axy).

=1
Po dosadeni do rovnice a derivovani podl’a parametra A dostaneme
n
1
OZE:(X—m>.
=1
Vyjadrenim A z predchddzajicej rovnice dostaneme odhad pre parameter exponencidlneho

rozdelenia

—_

)\ML =

3=

—.
>
=1
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Priklad 2: Odhad parametra lognormélneho rozdelenia.

Odhad fiyg,, 7 % dostaneme ako rieSenie rovnice (3.1), kde

n 1 (lnzi—,u)2
lx;p,0) = Zln ( e 202) —
— ox;\ 2T

:Z (—lna—lnxi—ln\/%r— M) .
i=1

202

Po dosadeni do rovnice a derivovani podl’a parametrov ;. a 0 dostaneme

O:Zn:(lnxi—,u)

: o?
=1

= 1 (Inz; —p)?
0=S" (=4 B A7)
;( o * o3

Vyjadrenim p a o z predchddzajicich rovnic dostaneme odhady pre parametre lognormal-

1 n
UM n i_gl nr

. ¢ -
0']\2411 = E Z(lnxz — [LML)
i=1

neho rozdelenia

V nasledujucej Casti si spracované odhady Paretovho rozdelenia pre jednoduchu verziu a
zovSeobecnent verziu.
Priklad 3: Odhad parametrov Paretovho rozdelenia.

a) jednoduchd verzia

Najskor odhadneme parameter pre jednoduchi verziu Paretovho rozdelenia, ide o rozdele-

. c ~ e .
nie s hustotou f(z,c¢) = ——. Odhad ¢, dostaneme ako rieSenie rovnice (3.1), kde
x

()

n

l(z;¢) = Zln (#) = Z(lnc— (c+1)Inz;).

i=1
Po dosadeni do rovnice a derivovani podl’a parametra ¢ dostaneme
— (1
i=1
Vyjadrenim c z predchadzajicej rovnice dostaneme odhad pre parameter Paretovho rozdelenia

n

— :
S Inx;
i=1

CML =
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b) zovSeobecnend verzia

Teraz odhadneme parametre Paretovho rozdelenia pre zov§eobecnend verziu. Odhad ¢y,

a ajsz, dostaneme ako rieSenie rovnic (3.1), kde

l(z;a,c) = Zln (;CC_LH> = Z(lnc—i—clma— (c+1)Inz;).

i=1 =1

Po dosadeni a zderivovani podl'a parametrov a a ¢ dostaneme sustavu rovnic

> (4)=0

=1

" /1
Z (——klna—lnxi) = 0.
c

i=1
MoéZeme si v§Simnut', Ze z prvej rovnice vychddza odhad pre parameter ¢,;;, = 0, toto rieSenie
nie je vyhovujice (po dosadeni dostaneme nulovi hustotu).

Pri hl'adani odhadov parametrov sa pozrieme na funkciu

n

l(z;a,c) = Z(lnc—i—clna— (c+1)Ingz;),
i=1

..........

logaritmu vierohodnostnej funkcie [(x; a, ¢). Touto tivahou dostaneme odhad parametra a
7

Vyjadrenim parametra c z druhej rovnice dostaneme jeho odhad

Pyl = " . (3.3)

Y (Inx; — Inayg)
i=1

Nevyhodou met6dy maximalnej vierohodnosti pre zlozité tvary hustoty niektorych rozde-
leni je zlozitost' analytického vyjadrenia odhadov zo systému (3.1). Preto si v mnohych
programovacich prostrediach naprogramované funkcie na odhad parametrov ziskanych po-
mocou metédy maximélnej vierohodnosti. V 5. kapitole budeme vyuzivat' funkcie betafit a

gamfit, ktoré su sucast’ ou MatLab-u.

3.2 Metéda najmenSich Stvorcov

Této metdda sa pouZiva na odhad parametrov modelu

Y = FO + e,
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kde Y je n-rozmerny vektor pozorovani, F' je matica rozmeru n X m, ktord obsahuje hodnoty
vysvetl'ujicich premennych, 6 je m-rozmerny vektor parametrov a € je n-rozmerny vektor
chyb.

Je zaloZena na minimalizécii rozdielu

n

m 2
Z <Y§ - Z Fij9j> ;
=1

=1

vzhl’adom na . Predchddzajici zapis mdzeme vektorovo zapisat’ ako
(Y — FOY' (Y — F0).

Definicia 3.2 ( Odhad najmensich Stvorcov )
Uloha

md pre n > m a pre dand maticu F' takd, Ze existuje (F'T F')~1, jediné rieSenie, ktoré nazyvame
odhadom najmensich Stvorcov,

6= (FTF)'FTy,

kde Y je n-rozmerny vektor pozorovani a F; je i-ty riadok matice F' .

Teraz sa pozrieme na odhady parametrov ziskané met6dou najmensSich Stvorcov. Tato metéda
sa ukazuje byt efektivna v pripade odhadov parametrov Makehamovho rozdelenia v Zivotnom
poisteni. Budeme uvazovat’ pripad Makehamovho rozdelenia (2.10), kde polozime C' = e“.

Potom distribu¢né fukcia a funkcia hustoty m4 tvar

F(t) =1 — exp [—At _ g(eat _ 1)]

f(t) = (A+ Be*)exp [—At - g(eo‘t — 1)} . a>0.

V ¢lanku [7] je navrhnutd minimalizacnd funkcia v tvare

n

> [In(l = F(t;0)) — n E[1 — F(t;0)] *.

i=1

Pre zjednoduSenie zdpisu pouZijeme nasledujuice substiticie
H(t;;0) = —In(1 — F(t;;0)), Bi = —In(1 — E[F(t;;6)]),

teda minimalizanu funkciu mézeme prepisat’ do tvaru

n

> [H(t:0) — B (3.4)

i=1
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Makehamovo rozdelenie ma tri parametre A, B, C.

V tejto préci rozoberieme 3 pripady :
e A je parameter a B, C su zndme
e B je patameter a A, C' si zndme
e A, B st parametre a C' je zname.
V ostatnych pripadoch je postup odhadu parametrov analogicky. Tieto odhady a aj d’alSie

pripady mozZe Citatel’ ndjst’ v [7].

1. A je parameter a B, C st zname
Je zrejmé, Ze minimalizacnd funkcia (3.4) dosiahne svoje minimum v pripade, ak jej prva

derivacia bude nulova. Teda H (¢;;0) = f3;, v maticovom zdpise dostaneme 5 = X6, kde

By — (et ) t
_ B(,ata—1 t

s | ‘“,<e . x=| "1, h=A
ﬂn _ g(eat"_l) tn

Z definicie pre odhad najmengich $tvorcov vyplyva, ze § = (X7X)~'XT3. Po dosadeni

dostaneme

X B - (B -]
A== :

kdeﬂi:—ln[l— ! ] i=1,..n.

2. B je parameter a A, C sii zname
Opit ako v prvom pripade uvazujeme minimaliza¢nu funkciu (3.4), a rieSenie hl'adame v
tvare § = (XTX)~1 XT3, kde

B — Aty
Ba — Aty

(o)

(et

Q= Q-

671 - Atn é(eatn—l)
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Po dosadeni dostaneme tvar pre odhad parametra

Z (B; — Ati)(e™ — 1)

3. A, B st parametre a C je zname

V tomto pripade prepiSeme minimaliza¢nu funkciu (3.4) do tvaru

n

2
L(Aa) =) [Ati + g(eati —1) - 51} (3.5)

i=1
Odhady parametrov dostaneme ako rieSenie sustavy paridlnych derivéacii funkcie L(A, «)

podl’a prislusnych parametrov

aLAB _2Z[At+ —1) - ﬁz}ti:o

oty _
aLAB_zZ{AtJr 1) - @}6 L o

NavySe musia splnat podmienku pre minimum

0?L(A, B) 0?L(A, B) 0?L(A, B)
oz Y 9408 " opr "
po zderivovani dostaneme
O*L(A, B) “ O*L(A, B) " (et — 1)
T 9N 4 Z Ve 9 2
0A? ; v 0AOB ; o ’
O*L(A, B) D fetti 17
oz 2 Z_: ( « ) '

Pri tomto pripade sme uviedli postup, sustavy rovnic, ktoré urCuju rieSenie, avSak analytické

tvary odhadov st vel'mi zloZité a ndrocné na vyjadrenie.

3.3 Metoda momentov

Pre niektoré rozdelenia je metdda maximalnej vierohodnosti numericky ndro¢nd, vtedy sa
ukazuje metéda momentov ako vhodna vol’ba. Patri medzi najstarSie metddy a je jednoducha.
Odhady ziskané touto metédou nemajui dobré vlastnosti, preto sa zvycajne pouzivajui len ako
pociato¢né aproximacie. Nevyhodou tejto metddy je, Ze ju nemdzeme pouzit’ v pripade rozde-

lenia, ktoré nema konecné momenty.
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Jej princip spociva v nahradeni zdkladnych charakteristik vyberovymi charakteristikami.
Nech X, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia, ktoré zavisi od m,m > 1 nezndmych para-
metrov 0y, ..., 0,,,. Nech pre kazdy parameter @ existuji momenty my(0) = E(XF),

k =1, ...,m. Nech vyberové momenty su definované vzt ahom
1 n
14 k
i=1
Potom odhady parametrov pomocou metdédy momentov ziskame ako rieSenie rovnic
A v
my(0) = my, .

Ak prvych m rovnic jednoznacne neurci odhad, mdZeme pridat’ d’alSie, ale len v pripade, ak

existuju ich prislu§né momenty.



Kapitola 4
Metoda t-score momentov

V predchddzajucej kapitole sme sa venovali najpouZivanej$Sim metddam na odhad paramet-
rov rozdeleni. Spomenuli sme metédu maximalnej vierohodnosti, metédu najmensich Stvor-
cov a metédu momentov.

V tejto kapitole predstavime moderni metddu pouzivand na odhad parametrov niektorych
rozdeleni s £ azZkymi chvostami. Autorom tejto metddy je N.L. Johnson a jej vznik sa viaZe k
roku 1949. V roku 2001 Z. Fabidn tito metédu zovSeobecnil .

Najvicsia vyhoda tejto metddy je jej konkurencieschopnost’ s najpouZzivanejSou metédou na
odhad parametrov rozdeleni, a to metédou maximadlnej vierohodnosti.

Zakladnym pojmom kapitoly je Johnson score. Pomocou neho zadefinujeme Johnsonovu
strednii hodnotu a Johnsonovu varianciu, ¢im ukdZeme vyznam a dolezitost' tohto pojmu,
pretoZe tieto dve charakteristiky dostatocne popisuji rozdelenie. Hlavnou zloZkou Johnson
score je funkcia t-score’.

Tato metdda patri medzi momentové metddy, rozdiel je v nahradeni momentov premenne;j
momentami funkcie score. V tomto je aj d’alSia vyhoda tejto metddy, pretoZe nezavisi na exi-
stencii momentov premennej, preto je vhodna pre rozdelenia s t azkymi chvostami, pre ktoré

momenty neexistuji alebo existuju len pre ur¢ité hodnoty parametrov.

V tejto kapitole spracujeme teériu k metdde r-score momentov, zadefinujeme zdkladné
pojmy, vyslovime vlastnosti odhadov ziskanych touto metdédou a na konkrétnych prikladoch
ukdZeme, aké analytické vyjadrenia maji odhady parametrov prisluSnych rozdeleni. Teéria je
spracovand z [3], [4], [S]a [6].

1V literatdre sa moZeme s funkciou t-score stretnit’ aj pod ndzvom funkcia core.

24
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4.1 Funkcia t-score

Funkcia 7-score je zovSeobecnenim funkcie score. ZovSeobecnenie sa tyka pouZzitia funkcie

aj pre rozdelenia definované na X # R.

4.1.1 Rozdelenia definované na R

V tejto Casti kapitoly zadefinujeme funkciu score.
Nech G je rozdelenie ndhodnej premennej definovanej na R, nech g je jeho hustota spojite

diferencovatel’'nd podl’'a svojej premennej a regularna v zmysle

> (9 ()’
/_Oo () dr < o0.

Funkcia score pre rozdelenie G je definovand vzt ahom

Qy) = — (4.1)

Nech © = R x ©™7! je parametricky priestor a # = (u,0) je vektor parametrov, kde
1 € R sa nazyva lokaliza¢ny parameter a je to najdolezitejsi parameter rozdelenia G (hovori
o posunuti grafu hustoty po x-ovej osi).

Nech hustota rozdelenia G, je ¢,,(y) = g(y — p). Potom jeho funkcia score ma tvar
1 dgly—p) 0

Qu(y>=—g<y_#) i Za—ﬂlngu(y).

MoZeme si v§imnut’, Ze je rovnd funkcii maximdlnej vierohodnosti pre parameter /.

Nevyhodnou funkcie score je, Ze uvazuje len rozdelenie definované na R.

4.1.2 Rozdelenia definované na X # R

Teraz sa budeme zaoberat’ rozdeleniami F' ndhodnej premennej definovanej na X = (a, b).
Rozdelenie definované na X = R budeme povazovat’ za prototyp rozdelenia definovanom
na X # R. Nechn : X — R je I'ubovol'né spojité, rastiice zobrazenie, pre ktoré plati

n~!:R — X. Uvazujme ndhodnd premmennd Y z rozdelenia G.
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Nech ndhodnné premennd X = 1~ (Y) je zrozdelenia F. Potom rozdelenie /' m4 distribu¢nd
funkciu

F(z) = G(n(x)) (4.2)

a hustotu
f(@) = g(n(z)n'(z), (4.3)
kde n'(z) = dn(z)/dzx.

Zaujimava vlastnost’ rozdelenia F' je analogické vyjadrenie funkcie score ako transfor-

movand funkcia score svojho prototypu

T(z) = Q(n(x)). (4.4)

Funkcia T'(z) sa nazyva funkcie t-score rozdelenia F'. PouZitim substitticie y = n(z) a vzt ahu

- o= (1) ()"

Dostali sme tvar pre funkciu #-score 'ubovol' ného rozdelenia bez ohl’adu na prototyp, teda

(4.3) mame

1 1 1
T = 75 (—n,(x)f(fv)) 45)

Zobrazenie () sa nazyva Johnsonova transformdcia a jeho vol'ba n(z) zavisi od intervalu,

na ktorom je rozdelenie F' definované. NajCastejSie pripady su zaznamenané v nasledujice;j

schéme

)
T, (a,0) =R;
In(x — a), —oo<a<b=00;

n(x) = (az — a) (4.6)
In , —oo<a<b< oo
b—=x
[ In(b— ), —00=a<b< oo

Pre niektoré rozdelenie sa pouziva Specidlny typ Johnsonovej transformdcie. Pre loggamma
rozdelenie sa voli n(z) = InIn x a pre rozdelenia, ktorych hustota je definovand pomocou go-
niometrickych funkcii na intervale (—g, g), sa voli n(x) = tan(z). Ako prvy sa hl’adanim
vhodnej transformdcie zaoberal Kovanic, avSak pouzil nestatisticky model, preto sa touto

transformaciou nebudeme zaoberat’. Viac sa Citatel’ dozvie z [5].
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4.2 Johnson score, Johnsonova stredna hodnota a Johnsonova

variancia
V tejto Casti zadefinujeme nové pojmy suvisiace s metddou t-score momentov.

Definicia 4.1
Nech F' je rozdelenie definované na X C R a f je hustota spojite diferencovatel'nd podl’a
svojej premennej. Nech zobrazenie 7 : X — R je dané vzt'ahom (4.6), nech T'(z) je funkcia

t-score podl'a (4.5) arieSenie x* rovnice
T(x)=0 4.7)

je jediné. Funkcia
S(x) =n'(z")T(x) (4.8)

sa nazyva Johnson score rozdelenia F'.

MbzZeme si v§imndt', Ze ak je rozdelenie definované na R, tak volime n(z) = z, potom

n'(z) = 1 a funkcia Johnson score (4.8) sa zhoduje s funkciou score (4.1).

Definicia 4.2
Nech £ je prirodzené Cislo, nech X je ndhodnd premennd z rozdelenia £' a S je Johnson score.

Potom k-ty moment je definovany
E[S*] = / S*(x)dF(x). (4.9)
X

V préci sa budeme zaoberat’ len prvymi dvoma momentami.

Tvrdenie 4.1. Nech F rozdelenie s Johnson score S md prototyp rozdelenie G s funkciou
score Q). Potom E[S*] = (/(z*))*E[Q"]

Dokaz :
Zo vzt ahu (4.8) mdZeme strednii hodnotu vyjadrit’ ako E[S*] = (/(2*))* E[T"*]. Eite musime
ukézat, Ze plati E[T*] = E[QF]. PouZitim vzt ahov (4.4), (4.3) a (4.1) dostaneme

E[T’“}Z/ T’“(ﬂ?)f(x)dxz/ Q" (n(x))g(n(x))' (x)dx =

= /_OO Q*()g(y)dy = E[Q*]. O
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Ked’ze n/(z) > 0, tak z tvrdenia 4.1 a vlastnosti funkcie score vyplyvaji nasledujice dve

vlastnosti pre Johnson score momenty

E[S] =0, E[S?] < oo.

Hodnota rieSenia x* rovnice (4.7) sa nazyva Johnsonova strednd hodnota a hodnota

1
w? = B[S sa nazyva Johnsonova variancia rozdelenia F'.

. : s .2 x*)?
Tvrdenie 4.2. Pre rozdelenia definované na X = (0, co0) plati w* = 77
Dokaz :

1
Z tvrdenia 4.1 mame E[S?] = (1/(2*))*E[T?] a z (4.6) vyplyva, Ze ij'(z*) = —.
x

]

Toto tvrdenie budeme vyuZzivat’ pri ratani Johnsonovej variancii , pretoze v praci uvazu-

jeme rozdelenia definované na X = (0, oo).

Rozdelenia definované na X # R sa delia na dve skupiny:

1. Do prvej skupiny patria rozdelenia s lokalizacnym parametrom . Tieto rozdelenia maji

parameter
t=mn""(n),

ktory nazyvame Johnsonov parameter. Jeho hodnota je rovnd Johnsonovej strednej hod-

note. Pri¢om funkcia S(x;t) = n'(t)T'(z;t) je rovnd funkcii maximélnej vierohodnosti

[(x;t) = — In f(x;t) pre parameter t. Medzi tieto rozdelenia patri, napr. exponencidlne

ot
rozdelenie.

2. Do druhej skupiny patria rozdelenia bez Johnsonovho parametra. Medzi tieto rozdele-

nia patri, napr. Paretovo rozdelenie, inverzné gamma rozdelenie a iné.

4.3 Odhady

Nech Xj, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia F'(x, ) so zndmym tvarom hustoty pravde-

podobnosti f(z,0), kde 6 je nezndmy vektor parametrov, § € ©,0 C R™ a xq,...,x, sd

ziskané realizacie.

Metdda t-score momentov patri medzi momentové metddy. Od klasickej metédy sa odliSuje
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tym, Ze namiesto momentov daného rozdelenia pouziva Johnson score momenty definované

v definicii 4.2, teda dostaneme systém rovnic
1 o k
= S%(xs,0) = E[S*(0)] k=1,..n. (4.10)
n
i=1
Odhady gn z (4.10) sa nazyvaju t-score odhady.

Vlastnosti ¢-score odhadu
1. konzistentny
2. asymptoticky normélny
3. asymptoticky efektivny
4. robustny ( v pripade ohranicenosti funkcie f-score )

Zvycajne prva alebo prvé dve rovnice systému (4.10) ddvaji konkrétne vyberové odhady
oboch Johnsonovych charakteristik. Nech teda odhad Z," sa nazyva Johnsonova vyberovd

strednd hodnota a odhad @,? sa nazyva Johnsonova vyberovd disperzia.

MbZeme si v§imnit', Ze hodnota n/(z*) vo vyraze (4.8) je konStanta, tak v rovniciach (4.10)
mozeme namiesto S(x, d) pisat’ T'(z,0). Teda systém (4.10) prepiSeme do zjednoduseného

tvaru

1 n
= " T*(x;,0) = E[T*(6)] k=1,..,n. (4.11)
n
i=1
Dalsim doslekom predchéadzajicej tedrie je tiprava prvej rovnice systému (4.11)
> T(x;,6) =0 k=1,..n. (4.12)
i=1

Navyse, ak z*(6) je vyjadrené ako funkcia jedného parametra alebo funkcia pomeru dvoch

parametrov, tak prvi rovnicu z (4.10) mo6Zeme prepisat’ do tvaru
> S(aiat) =0, (4.13)
i=1

¢im dostaneme rovnicu pre odhad Johnsonovej strednej hodnoty. Odhady zaloZené na t-score
nezdvisia na existencii momentov, preto s zaujimavé najméa pre rozdelenia s t'azkymi chvo-

stami.
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4.4 Priklady

V tejto Casti vyjadrime analytické tvary odhadov parametrov najpouzivanejSich rozdeleni v

nezivotnom poist’ovnictve pomocou t-score momentov.

Priklad 1: Odhad parametra exponencialneho rozdelenia.
Z definicie exponencidlneho rozdelenia mame X = (0, 00), teda na zdklade schémy (4.6)

volime 1 = In z. Potom podl'a vzt'ahu (4.5) t-score pre exponencidlne rozdelenie ma tvar

T(x) =Mz —1.
Prisluchajuice charakteristiky su
. 1 5 1
S(z) = A Ax — 1), 2" =, W=

Z (4.13) pre odhad parametra A dostaneme rovnicu

n

> (A —1) =0.

i=1
Odhad parametra A pre exponencidlne rozdelenie m4 tvar

~ 1
A TSCORE = —

" 2 T

i=1

Mozeme si vS§imnut, Ze odhad pre parameter exponencidlneho rozdelenia ziskany pomocou

metddy maximdlnej vierohodnosti a metédou 7-score momentov je rovnaky.

Priklad 2: Odhad parametrov lognormalneho rozdelenia.
Z definicie lognormélneho rozdelenia mame X = (0, c0), teda na zdklade schémy (4.6) volime

1 = Inz. Potom podl'a vzt ahu (4.5) t-score pre lognormélne rozdelenie mé tvar

Inx —
Prisluchajuce charakteristiky su
1Inze—p o?
- = * ol 2 _
S(z) = o xt=et, W=

Z (4.13) pre odhad parametrov ;. a o2 dostaneme stistavu rovnic

n

Z lnxéz—u 0

i=1
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1 zn: Inx;, —p 2 1
n 4 o2 o2
=1
Vyjadrenim parametrov . a o z predchddzajiicich dvoch rovnic dostaneme odhady paramet-

rov lognormélneho rozdelenia

1 n
Hrscore = E Inz;
i1

n

> 1 -~ 2
0% TscoRE = E (Inx; — Lrscore)” -
=1

Odhady parametrov lognormdlneho rozdelenia ziskané pomocou met6dy maximadlnej viero-

hodnosti a metédou 7-score momentov sa tieZ zhoduju.

Priklad 3: Odhad parametrov loggamma rozdelenia.
Pre loggamma rozdelenie volime Specidlny typ Johnsonovej transfomdcie, a to n = Inln z.

Potom podl'a vzt'ahu (4.5) t-score pre loggamma rozdelenie ma tvar
T(x) =vlnz — a.

Prisluchajuce charakteristiky s

S(m): ryg ("}/lnx_a>’ €T :e’Y’ we=—en".
ae v

Z. (4.13) pre odhad parametrov v a o dostaneme sustavu rovnic

n

Z(vlnxi —a)=0

i=1

1 n )
— g Inz, — = «.
n 2 (vyInz; — ) a

Po vyjadreni « z prvej rovnice a dosadeni do druhej rovnice dostaneme vyraz

n n 2 n
0=~ WZ(lnmi)Q—%<Zlnxi) —Zlnxi
i=1 i=1 i=1

Z definicie loggama rozdelenia rieSenie v = 0 vylic¢ime, teda pre odhad parametra v mdme

jediné riesenie. Odhady parametrov loggamma rozdelenie maju tvar

n
Y Inw;
i=1

Y TSCORE = - - 5 4.14)
> (Ina;)? — % (Z ln:z:i)
i=1 i=1
> Inx;
& 7SCORE = A TSCORE — : (4.15)
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Medzi najcastejSie uvddzané rozdelenia, ktorych odhady sd vyjadrené pomocou metddy
t-score momentov, patria Paretovo rozdelenie, inverzné gamma rozdelenie a beta rozdelenie
druhého druhu.

Pri vyjadrovani odhadov parametrov rozdeleni metddou z-score momentov sa vo vSeobec-
nosti pouZiva nasledujici postup. V prvom kroku sa odhadne Z * z prvej rovnice systému
(4.10), pricom x* sa da napisat’ ako funkcia jedného parametra alebo podiel dvoch para-
metrov. Dal§im krokom je vyjadrenie jedného parametra z druhej rovnice systému (4.10) a

nakoniec zo vzt'ahu pre x* dostaneme odhad pre druhy parameter daného rozdelenia .

Priklad 4: Odhad parametrov Paretovho rozdelenia.

a) jednoduchd verzia

V praxi sa Casto vyuZiva jednoparametrové Paretovo rozdelenie. Ide o Paretovo rozdelenie,
. . c s £
kedy parameter a = 1, teda hustota tohto rozdelenia ma tvar f(x;c) = —- Podl'a schémy
x

(4.6) zvolime n(x) = In(z — 1). Potom podl'a (4.5) t-score ma tvar

1+ec
T(x)=c—
(0)=c——
Prislusné charakteristiky su
1 1 1) 2
S(x) = c (,_ 1ltc ’ o —i—c? w22(6+ )2 (c+ )
c+1 x c 1

Z. (4.10) dostaneme rovnicu pre odhad parametra c

(et

=1

Z predchadzajicej rovnice vyjadrime odhad pre parameter Paretovho rozdelenia

- 1
CTSCORE = — ; (4.16)
TH — 1
kde 7y je harmonicky priemer definovany vzt’ahom
Ty=— (4.17)

n
L
i—1 Ty

~
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b) zovSeobecnend verzia

Teraz vyjadrime odhady parametrov Paretovho rozdelenia s hustotou (2.4). Z definicie
Paretovho rozdelenia mdme X = (a,00), teda podl'a schémy (4.6) volime transformdciu

n(x) = In(z — a). Podl'a vzt ahu (4.5) t-score pre Paretovo rozdelenie ma tvar

1
T(x)=c— ale+1)
T
Prislusné charakteristiky su
S(z) = c C_a(c—l—l) | x*:a(c—l—l)’ CL)2:a2(c+1)2(c—|—2).
a(c+1) x c c

Z. (4.10) dostaneme sustavu rovnic pre odhad parametrov a a ¢

5 (C _ M) _0
, Z;
=1
n 2
1 Z . alc+1)\" ¢
ni= Z; 42
Upravou prvej rovnice dostaneme odhad pre z*

=X () e () e (),

i=1 i=1 i=1

teda 7 * = Ty, kde Ty je harmonicky priemer (4.17). Pre zjednoduSenie vypoctu poloZime
1 T\~
substiticiu A = — Z (1 — x—H) . Po dosadeni do druhej rovnice dostaneme kvadratickd

n €T;
i=1 v

rovnicu
AFA+2eA—1=0.

Z definicie Paretovho rozdelenia vieme, Ze ¢ > 0, teda mame jediné rieSenie pre odhad

parametra c Paretovho rozdelenia

—~ 1
crscorg = —1+ 1+Z' (4.18)

Odhad parametra a Paretovho rozdelenia mé tvar

N CTSCORE
a7SCORE = ————— TH. (4.19)
crscore + 1
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Priklad 5: Odhad parametrov beta rozdelenia druhého druhu.
Na zdklade definicie rozdelenia a podl'a (4.6) volime 7 = Inx. Potom podl'a vzt'ahu (4.5)
t-score pre beta rozdelenie druhého druhu ma tvar

gz —p
T(z) = .
(@) =""7

Prisluchajuce charakteristiky su

- 1
S(x):g<qx p) «_D 2 Plptat+l)
p\x+1 q ¢

7. (4.13) pre odhad parametrov p a ¢ dostaneme stistavu rovnic

~ (qz; —p\

=1

_Z qTi — pq
“ xz+1 T ltptdq

1

Po dosadeni x* do prvej rovnice a jej tpravou

dostaneme tvar pre odhad x*

Upravou druhej rovnice dostaneme vzt ah
n A % 2
1 3¢ (fﬂz —z ) _ g
n = xi+1 14+p+q
¢l+p+q) _ n
P4 (xfa *)2
1 x;+1
Pre zjednodusenie vypoctu poloZime substiticiu A = ————————;, ¢im po jej dosadeni a
> (ﬁz:i )

1
Upravach predchadzajiceho vzt'ahu dostaneme — + ¢ + Ai* = A . Teda odhady maju tvar
x x

M=

-
Il

Ar* —1
7 L 420
qTSCORE = — T (4.20)

Prscore = {1score T 4.21)
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Priklad 6: Odhad parametrov inverzného gamma rozdelenia.
Na zdklade definicie rozdelenia a podl'a (4.6) volime 7 = Inx. Potom podl'a vzt'ahu (4.5)

t-score pre inverzné gamma rozdelenie ma tvar

~
T(x)=a——.
(r) = a1
Prisluchajuce charakteristiky su
a o Y 2 _
S(x):—( ——), ==, w” = .
y x o o

Dosadenim z* do prvej rovnice
(a1 - 11
0= —_ ) = - _ =
2o (5-2)-3(F3)

dostaneme tvar pre odhad

kde Ty je harmonicky priemer (4.17). Postupnymi upravami dostaneme odhady parametrov

inverzného gamma rozdelenia

n

e~ (4.22)
> (1)

X TSCORE =

AV TSCORE = Q TSCORE TH- (4.23)



Kapitola 5
Aplikacia odhadov ¢-score

Na odhad parametrov rozdeleni mame niekol’ko metdd, ktoré sme spomenuli v 3. kapitole.
Ciel'om tejto kapitoly je ukdzat' dolezitost” metddy 7-score momentov a kvalitu jej odha-
dov pre rozdelenia s t'azkymi chvostami. Tato metdda je pre tieto rozdelenia Gc¢innejsia ako

metéda maximalnej vierohodnosti, €o je sposobené robustnost’ ou metddy t-score momentov.

V tejto kapitole sa pozrieme na porovnanie odhadov parametrov rozdeleni ziskanych po-
mocou metédy maximalnej vierohodnosti a metédou z-score momentov. Dalej sa budeme za-
oberat’ porovnaniami odhadov v pripade odl’ahlych a kontaminovanych pozorovani pre Pare-
tovo rozdelenie. V zdvere sa pozrieme na agregované naroky a ich zmenu, ak individudlne
naroky budu pochddzat’ z rozdelenia s odhadnutymi parametrami ziskanych pomocou tychto
dvoch metdd.

Simuldcia dét a vSetky vypocty prebiehaji v programovacom prostredi MatLab.
Tieto priklady s mensSimi Upravami, zmenenymi parametrami a mnohé d’alSie moZze Citatel
ndjst’ v [8]a [I1].

5.1 Porovnanie odhadov

Porovndme odhady ziskané pomocou metédy maximélnej vierohodnosti a metddou #-score
momentov. Rozoberieme tri rozdelenia s t'azkymi chvostami, a to Paretovo rozdelenie, beta
rozdelenie druhého druhu a invezné gamma rozdelnie. PouZijeme analytické vyjadrenie od-
hadov, ktoré sme ziskali v kapitole 3 a kapitole 4. Odhady budeme testovat’ pre dané hod-
noty parametrov, pricom budeme postupne zviac¢Sovat’ rozsah vyberu. Predovsetkym pre malé
vybery bude metdda 7-score momentov ddvat’ v porovnani s metddou maximalnej vierohod-

nosti presnejSie vysledky.

36
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5.1.1 Paretovo rozdelenie

a) jednoduchd verzia

Ide o pripad Paretovho rozdelenia (2.4), kedy parameter a = 1. Tento model patri medzi
najCastejSie modely pouZivané v poistnej matematike. Je zndmy pod ndzvom jednoparametrovy
Paretov model a je prebrany z prace Philbricka [10].

V predchéddzajucich kapitolach sme vypocitali odhady pre parameter ¢, vid® (3.2), (4.16).

Pripomenime, Ze

—~ n ~ 1
CML = — ) CTSCORE = —

Z In ZT; TH ~ 1
=1

kde 7y je harmonicky priemer (4.17).

NasSou tlohou je vygenerovat' dita z Paretovho rozdelenia a na ich zdklade porovnat’
odhady parametrov.
Vygenerovali sme ndhodny vyber rozsahu /N z daného rozdelenia s parametrom ¢ = 2, priCom
rozsah sme postupne zvacsovali. V tabul’ke si zaznamenané priemerné hodnoty odhadu po

vykonani 100 000 experimentov.

rozsah | N=10 | N=20 | N=50 | N=100 | N=1000 | N=10 000

odhad parametra

CrL 2.2244 | 2.1063 | 2.0415 | 2.0209 2.0020 2.0001
Crscorge | 2.1705 | 2.0805 | 2.0317 | 2.0156 2.0015 2.0000

Tabul'’ka 5.1: Vysledky odhadov pre jednoduchiti verziu Paretovho rozdelenia

MoZeme si vS§imnut’, Ze pre kazdy zvoleny rozsah vyberu metdda ¢-score momentov ddva
presnejSi odhad parametra Paretovho rozdelenia ako metdéda maximadlnej vierohodnosti. UZ
pre maly rozsah vyberu je metéda r-score momentov efektivna. Cim mensi rozsah vyberu dt
mame, tym je kvalita metddy t-score momentov v porovnani s metddou maximélnej viero-

.....

vybere 10 000 sud ich odhady takmer presné.

Ked’'Ze jednoparametrové rozdelenie patri medzi najpouZivajnejSie rozdelenie s t'azkymi
chvostami v poistnej matematike pri modelovani o¢akdvanych néarokov, dolezitost' a efek-

tivnost’ metddy #-score momentov sa ndm podarilo dokazat’.
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b) zovSeobecnend verzia

Pripomenime tvary odhadov parametrov a a c¢ ziskané metédou maximalnej vierohodnosti,
vid’ (3.2), (3.3)

—~ . —~ n
apr = mnwg; , CML =
A

-

(Inz; — Inayy)
1

(2

a ziskané metddou t-score momentov, vid’ (4.18), (4.19)

R N CTSCORE — —
crscore = —1+4/1+ —, a7SCORE = ———————— ZH,
A crscore +1

1o T\’
kde 7y je harmonicky priemer (4.17)a A = — Z (1 — $—H> .
n

i=1

NasSou tlohou je opét’ vygenerovat’ data z Paretovho rozdelenia a na ich zdklade porovnat’
odhady parametrov .
Generovali sme vyber z daného rozdelenia s parametrami a = 0.5 a ¢ = 2. Postup bol rovnaky

ako v predoSlom pripade a vysledky su zaznamenané v nasledujicej tabul’ ke.

rozsash | N=10| N=20 | N=50 | N=100 | N=1 000 | N=10 000

odhad parametrov

anr, 0.5263 | 0.5128 | 0.5050 | 0.5025 0.5002 0.5000
ML 2.5012 | 2.2212 | 2.0845 | 2.0399 2.0039 2.0004
arscore | 0.5155 | 0.5072 | 0.5027 | 0.5014 0.5001 0.5000
Crscore | 24178 | 2.1765 | 2.0661 | 2.0309 2.0030 2.0004

Tabul'ka 5.2: Vysledky odhadov pre zovSeobecnenu verziu Paretovho rozdelenia

Z hl'adiska kvality sme dostali rovnaké vysledky ako v predchadzajicej Casti. Z tabul’ky
5.2 je vidiet', Ze metdda t-score momentov je presnejSia ako metdda maximalnej vierohod-
nosti. So zvicSujicim rozsahom vyberu ddvaji obe metddy presnejSie odhady, pricom pa-
rameter a dosahuje lepSie odhady ako parameter c. Opdt’ méZeme poznamenat’, Ze pre malé
vybery je rozdiel v efektivnosti metdd viditel' nejsi, metdda 7-score momentov ddva ovel’'a
lepsie vysledky.

Na zéklade vysledkov modZeme vyhlésit’, Ze metdda ¢-score momentov je vhodnejSou

metddou na odhad parametrov Paretovho rozdelenia ako metéda maximélnej vierohodnosti.
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5.1.2 Inverzné gamma rozdelenie

Mame analytické vyjadrenie odhadov parametrov « a vy ziskané metddou 7-score momen-
tov, vid’ (4.22), (4.23)

n

Q' TSCORE = — Y TSCORE = X TSCORE T H,

_—
£(-2)
x;
i=1
kde 7y je harmonicky priemer (4.17).
Odhad parametrov pomocou metédy maximélnej vierohodnosti ziskame transformdciou dat a
pouzitim funkcie gamfit pre gamma rozdelenie, ktora je sicast ou MatLab-u.

Generovali sme vyber z daného rozdelenia s parametrami o = 2.5 a v = 4, priCom rozsah

vyberu sme postupne zvicSovali. Priemerné hodnoty odhadov po vykonani 10 000 experimen-

tov su zaznamenané v nasledujicej tabul’ke. Pocet simulacii sme zniZili pre Casovi ndro¢nost’

prikladu.
rozsah | N=10 | N=20 | N=50| N=100 | N=1 000 | N=10 000
odhad parametrov
anL 3.4630 | 2.9257 | 2.6491 | 2.5737 2.5067 2.5004
ML 4.4401 | 4.2402 | 4.0790 | 4.0507 4.0032 4.0003
arscore | 3.7064 | 3.0600 | 2.7144 | 2.6070 2.5108 2.5008
Yrscore | 6.1798 | 49976 | 4.3713 | 4.1920 4.0185 4.0019

Tabul'ka 5.3: Vysledky odhadov pre inverzné gamma rozdelenie

Metdda t-score momentov dosiahla v tomto pripade horSie vysledky odhadov parametrov
ako metdéda maximdlnej vierohodnosti. Metdda maximdlnej vierohodnosti je vhodnejSia na

odhad parametrov inverzného gamma rozdelenia.

5.1.3 Beta rozdelenie druhého druhu

Méme odhady parametrov p a q ziskané metddou #-score momentov, vid’ (4.21), (4.20)

. AT -1 o
q= 10 p=qzx ,
n
T
e, . it n
kde substiticie st rovné r* = a A=

Odhad parametrov pomocou metédy maximalnej vierohodnosti ziskame transforméciou dat a
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pouzitim funkcie betafit pre beta rozdelenie, ktord je sticast’ ou MatLab-u.
Generovali sme vyber z daného rozdelenia s parametrami p = 2.5 a ¢ = 5, pri¢om rozsah
vyberu sme postupne zvicSovali. Priemerné hodnoty odhadov po vykonani 10 000 experimen-

tov st zaznamenané v nasledujucej tabul’ke. PoCet simulacii sme zniZili pre ¢asovi naronost’

prikladu.
rozsah | N=10 | N=20 | N=50 | N=100 | N=1000 | N=10 000
odhad parametrov
anr 3.4780 | 29179 | 2.6513 | 2.5746 2.5056 2.5008
i 7.0909 | 5.8857 | 5.3249 | 5.1629 5.0134 5.0022
arscore | 34479 | 2.9041 | 2.6493 | 2.5727 2.5055 2.5007
Yrscore | 7.0253 | 5.8525 | 5.3173 | 5.1576 5.0130 5.0020

Tabul'ka 5.4: Vysledky odhadov pre beta rozdelenie druhého druhu

Z tabul'ky 5.4 je vidiet’, Ze obe metédy ddvaju pre urCity rozsah vyberu priblizne rov-
naké vysledky, avSak opit’ metdda ¢-score momentov je pre odhad parametrov beta rozdelenia

druhého druhu efektivnejSia.

V tejto Casti sme ukdzali, Ze metdda t-score momentov na odhad parametrov rozdeleni
je pre rozdelenia s 'azkymi chvostami efektivnejSia ako metéda maximadlnej vierohodnosti.
Potvrdilo sa to najmi pre Paretovo rozdelenie. Pre beta rozdelenie druhého druhu je tito
metdda tiez efektivnejSia, avSak rozdiely st uz menSie. Pre inverzné gamma rozdelenie je
metdda odhadu pomocou maximélnej vierohodnosti lepSia, rozdiely sa ukazali hlavne pri

malom rozsahu vyberu.

5.2 Odrahlé pozorovania

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ porovnaniami odhadov ziskanymi metédou maximalne;j
vierohodnosti a metédou 7-score momentov za pritomnosti outlierov medzi pozorovaniami.
Odhady budeme testovat’ na jednoparametrovom Paretovom rozdeleni, kde odhady paramet-
rov maju tvar (3.2) a (4.16).

Vygenerovali sme ndhodny vyber rozsahu 1 000 z daného rozdelenia s parametrom c. Odl’ahlé
pozorovania sme dostali odobratim k% dét a vyndsobenim 1 000, pricom za k sme zobrali
10% a 30%. Parameter ¢ sme zvolili ¢ = 0.5 a neskdr ¢ = 2.5 Pre kazdy pripad sme urobili

100 000 experimentov a priemerné vysledky su zaznamenané v nasledujtce;j tabul’ ke.
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parameter c=0.5 c=25
mnoZzstvo outlierov | k=10% | k=30% || k=10% | k=30%
CmL 0.3717 | 0.2457 0.9169 | 0.4045
CrSCORE 0.4286 | 0.3046 1.8015 | 1.0013

Tabul'ka 5.5: Vysledky odhadov pre odl’ahlé pozorovania

Z tabul'ky 5.5 je vidiet’, Ze metdda t-score momentov ddva presnejSie odhady ako metéda
maximadlnej vierohodnosti pre I'ubovol nu hodnotu parametra c aj 'ubovol’ nii mieru poskode-

nia vyberu k.

0.55

0.5% 4
O odhad ML
X odhad T-SCORE

04 x -

hodnota parametra
o
w
a
T
L

03t o 1

02 o E
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miere poskodenia vyberu k [ % ]

Obr. 5.1: Graf odhadov parametra Paretovho rozdelenia pre r6zne miery poskodenia vyberu

odl'ahlymi pozorovaniami

Z predchadzajiceho grafu 5.1 vyplyva, Ze ak sa zvicSuje pocet odl’ahlych pozorovani,
tak rozdiel medzi odhadnutymi parametrami sa zvacsuje, teda metdda t-score momentov je
efektivnejSia ako metéda maximaélnej vierohodnosti. Pri 30% poskodeni sa rozdiely za¢ni

zmenSovat’.

5.3 Kontaminované pozorovania

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ porovnaniami odhadov ziskanymi metédou maximal-

nej vierohodnosti a metédou #-score momentov za pritomnosti kontaminovanych dit medzi
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pozorovaniami. Odhady budeme testovat’ na jednoparametrovom Paretovom rozdeleni, kde

odhady parametrov maju tvar (3.2) a (4.16).

Vygenerovali sme ndhodny vyber rozsahu 1 000, pricom kontaminované data su z Paretovho
rozdelenia s parametrom ¢ = 0.1 a tvoria k% z ndhodného vyberu a zvysok je z Paretovho
rozdelenia s parametrom ¢ . Za k sme zobrali 10% a 30%. Parameter ¢ sme zvolili ¢ = 0.5 a

neskor ¢ = 2.5 Pre kazdy pripad sme urobili 100 000 experimentov a priemerné vysledky su

zaznamenané v nasledujicej tabul'ke.

parameter c=0.5 c=25
mnozstvo kontaminovanych dat | k=10% | k=30% || k=10% | k=30%
ML 0.3579 | 0.2278 | 0.7397 | 0.3058
CrSCORE 0.4476 | 0.3527 1.8745 | 1.1160

Tabul'ka 5.6: Vysledky odhadov pre kontaminované pozorovania

Z tabul’ky 5.6 je vidiet’, Ze metoda t-score momentov dava presnejSie odhady ako metdda

maximdlnej vierohodnosti pre I'ubovol ni hodnotu parametra c aj 'ubovol’nd mieru poskode-

nia vyberu k.
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0.45-
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Obr. 5.2: Graf odhadov parametra Paretovho rozdelenia pre r6zne miery poskodenia vyberu

kontaminovanymi pozorovaniami
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Z predchadzajiceho obrdzka 5.2 vyplyva, Ze ak sa zvidcSuje pocet kontaminovanych po-
zorovani, tak rozdiel medzi odhadnutymi parametrami sa zvacsuje. Metdda t-score momentov
je efektivnejSia ako metéda maximalnej vierohodnosti pri zvacsSujicej sa miere poSkodenia

vyberu v pripade kontaminovanych dat.

5.4 Agregované naroky

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ spravanim agregovanych narokov. V praxi sa ukazuje, ze
rozdelenie sumy agregovanych ndrokov zavisi od rozdelenia jednotlivych ndrokov, preto je
dodlezité pouzivat’ robustné odhady.

UvaZujeme model
N
5-3 .
i=1

kde S je sicet N ndrokov X;. Ndroky X; pochddzaji zo spojitych rozdeleni definovanych
v 2. kapitole. Pocet narokov /N je konStantny (to sa vSak v praxi nepredpokladd) alebo ndhodny,
pricom jeho rozdelenie patri do skupiny diskrétnych rozdeleni, napr. binomické rozdelenie,

negativne binomické rozdelenie alebo Poissonovo rozdelenie.

V tomto priklade rozoberieme sumu individudlnych narokov, ktoré pochddzaji z loggamma
rozdelenia. PoukdZzeme na to, aky vplyv na rozdelenie sumy narokov maji odhady parametrov
loggamma rozdelenia ziskanych pomocou metddy maximdlnej vierohodnosti a metédou
t - score momentov.

Vygenerovali sme ndhodny vyber rozsahu N = 100 z loggama rozdelenia s parametrami
a = 10 a v = 2.5. Spravili sme 100 000 simulécii. Z tychto dat sme odhadli parametre

rozdelenia, pricom sme pouZzili odhady ziskané metédou 7-score momentov, vid’ (4.14), (4.15)

n n
S Inw; S Inw;
i=1 =1

& TSCORE = CTSCORE

CTSCORE =

n n 20
S (nz)?— 2 (Z In xl)
i=1 i=1

Pri odhade parametrov & »;7, a 7 57, metédou maximalnej vierohodnosti pouzijeme transfor-
mdciu dét a na ne aplikujeme Matlab-ovskii funkciu gamfit. Dostali sme Styri rozne vysledky

pre sumu 100 narokov pochddzajicich z loggamma rozdelenia.
1. Teoreticky vypocet : Suma = 100(1 — %)*O‘ = 16 538.17.

2. Suma = 16 570.09 pre ndroky generované z loggama rozdelenia s parametrami « a 7.
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3. Suma = 17 438.63 pre naroky generované z loggama rozdelenia s parametrami & y;7,

a7y ML-

4. Suma = 17 353.621 pre ndroky generované z loggama rozdelenia s parametrami

O TSCORE 4 7Y TSCORE-

Z vysledkov je vidiet’, Ze metéda odhadu 7-score momentov dava lepsie vysledky ako metdda
maximalnej vierohodnosti. Suma narokov z loggamma rozdelenia s parametrami odhadnutymi
pomocou metddy 7-score je blizSie k teoretickej hodnote ako suma nirokov pochddzajucich

z loggamma rozdelenia s parametrami odhadnutymi metédou maximalnej vierohodnosti.

x107°
2 T T T T T T

loggamma rozd. s TSCORE odhadmi parametrov|

1.8 loggamma rozd. s ML odhadmi parametrov i
loggamma rozd.

4
suma X 10

Obr. 5.3: Graf hustoty sumy individudlnych narokov

V grafe 5.3 je zobrazend hustota sumy ndrokov pochddzajicich z loggama rozdelenia
s danymi parametrami « a -y a parametrami ziskanymi metédou maximélnej vierohodnosti a
metddou 7-score momentov. Aj graficky je potvrdené, Ze metéda r-score momentov je v pri-
pade agregovanych narokoch efektivnejsia. Hustota sumy narokov pochadzajicich z loggamma
rozdelenia s parametrami odhadnutymi pomocou ¢-score momentov sa menej odliSuje od hus-
toty sumy narokov pochddzajicich z loggamma rozdelenia s parametrami « a 7 ako suma
narokov pochddzajicich z loggamma rozdelenia s parametrami odhadnutymi pomocou maxi-

madlnej vierohodnosti.



Zaver

Témou tejto diplomovej préace boli Statistické odhady parametrov rozdeleni v poist’ ovnictve.
Spominand problematika je ddlezitd pre poist ovne pri modelovani o¢akdvanych narokov a
ndsledne pri spravnom urceni vysky poistného.

V préci sme spracovali zdkladné poznatky o najznamejSich metédach odhadov parametrov
rozdeleni, a to o metdde maximadlnej vierohodnosti, metéde najmensich Stvorcov a metdde
momentov. Najvicsiu pozornost’ sme venovali metdde #-score momentov.

Ciel'om price bolo ukdzat' efektivnost’” metddy t-score momentov v pripade rozdeleni
s tazkymi chvostami. Této trieda rozdeleni je vhodna na popis vysokych poistnych néarokov,
s ktorymi sa poist’ovne v poslednom case stretdvaju v dosledku prirodnych nestasti a vel'’kych
nehod.

Porovnali sme odhady ziskané metédou maximadlnej vierohodnosti a metédou #-score mo-
mentov pre Paretovo rozdelenie, beta rozdelenie druhého druhu a inverzné gamma rozdelenie.
V pripade Paretovho rozdelenia zaznamenala metéda #-score momentov lepSie vysledky, uz
pre maly rozsah vyberu boli vysledky uspokojivé. Aj pre beta rozdelenie druhého druhu sa
tato metdda ukdzala efektivnejSia. V pripade inverzného gamma rozdelenia bola efektivnejsia
metdéda maximalnej vierohodnosti.

Dalej sme sa venovali analyze senzitivnosti pre Paretovo rozdelenie, ktoré patri medzi
najpouZzivanejSie rozdelenie v neZivotnom poist'ovnictve. Zvolili sme Specidlny typ tohto
rozdelenia, jednoparametrové Paretovo rozdelenie. Rozobrali sme dva pripady. V prvom sme
sa venovali vyberu s odl’ahlymi pozorovaniami a v druhom vyberu s kontaminovanymi po-
zorovaniami. V oboch pripadoch dosiahla metdda #-score lepSie vysledky. V pripade poSko-
denia vyberu kontaminovanymi ddtami dosahovala tito metdda v porovnani s metédou maxi-
madlnej vierohodnosti vacsSiu efektivitu s rasticou mierou poskodenia vyberu.

V posledne;j Casti sme sa pozreli, ako tieto dve metddy vplyvaju na agregované naroky. Po-
darilo sa ndm ukézat’, Ze suma narokov pochadzajicich z loggamma rozdelenia s parametrami
odhadnutymi pomocou metddy 7-score bola blizsie k teoretickej hodnote ako suma narokov
pochédzajicich z loggamma rozdelenia s parametrami odhadnutymi metédou maximaélne;j

vierohodnosti.
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Analytické tvary t-score odhadov, ktoré sme pouZili pri skiimani, sme vyjadrili v Stvrtej
kapitole. Odhady maximadlnej vierohodnosti sme dostali transformdaciu dat a pouZitim MatLab-
ovskych funkcii betafit a gamfit, pre Paretovo rozdelenie sa nim podarilo vyjadrit’ analytické
tvary aj pomocou tejto metddy. Okrem tychto odhadov boli v praci spracované aj odhady
ziskané metddou najmensich Stvorcov pre Makehamovo rozdelenie.

Na zdklade naSich dosiahnutych vysledkov mdZeme zhodnotit’, Ze sa ndm podarilo ukdzat
efektivitu metddy #-score momentov pre rozdelenia s tazkymi chvostami. V porovnani s

metddou maximalnej vierohodnosti dosiahla lepSie vysledky.
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