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Abstrakt

Uvaºovanie náhodných údajov v optimaliza£ných procesoch £asto vedie na opti-
maliza£né úlohy obrovských rozmerov. V týchto prípadoch predstavujú dekompozi£né
algoritmy výrazné zefektívnenie optimaliza£ného procesu. Táto diplomová práca sa
zaoberá aplikovaním dekompozi£ných metód stochastického programovania na jedno
a viac-periódovú základnú úlohu optimalizácie portfólia s Conditional Value-at-Risk
(CVaR) ako rizikovou mierou, s cie©om porovna´ výhodnos´ pouºitia jednotlivých
metód pre danú úlohu. Predstavíme L-shaped metódu a jej viacrezovú a regularizo-
vanú modi�káciu. Popí²eme CVaRmin metódu, ktorá je ²peciálne navrhnutá na rie²enie
jedno-periódovej úlohy optimalizácie portfólia s CVaR v ú£elovej funkcii. Navrhneme
viacrezovú verziu CVaRmin metódy. Vyuºitím princípov pouºitých pri odvodení jed-
norezovej CVaRmin metódy zefektívnime vnorené verzie L-shaped metódy na rie²e-
nie viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia. Rozsiahlym testovaním vyhodnotíme
efektívnos´ aplikovaných metód.

K©ú£ové slová:

Úloha optimalizácie portfólia, Stochastické programovanie, L-shaped metóda, CVaRmin
metóda, Conditional Value-at-Risk
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Abstract

Considering stochastic data in optimization processes often leads to overwhelming
optimization problems. In these cases usage of decomposition algorithms makes an op-
timization process markedly more e�ective. This master's thesis deals with application
of decomposition algorithms of stochastic programming to the one and multi-period
basic portfolio optimization problem with Conditional Value-at-Risk in objective func-
tion. Our aim is to compare an expedience of particular methods for given problem. We
introduce the singlecut L-shaped method. The multicut and regularized modi�cation
of the L-shaped method is given as well. We describe the CVaRmin method, which has
been specially proposed for optimization processes with CVaR in objective function. We
derive the multicut version of the CVaRmin method and also improve e�ciency of the
nested versions of the L-shaped method for solving multi-period optimization problem.
This is done by involving the same principles that have been used to derive CVaRmin
method. The e�ciency of all considered methods is analyzed in numerical experiments.

Key words:

Portfolio optimization problem, Stochastic programming, L-shaped method, CVaRmin
method, Conditional Value-at-Risk
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Úvod

Tento rok uplynolo 60 rokov od publikovania Markowitzovho slávneho £lánku Portfolio
selection, ktorý sa prvýkrát objavil v marcovom vydaní Journal of Finance v roku
1952. Úlohy optimalizácie portfólia aj po takto dlhej dobe patria medzi naj£astej²ie
rie²ené optimaliza£né úlohy. Výpo£tová náro£nos´ jednotlivých úloh do ve©kej miery
závisí od uvaºovanej rizikovej miery. V Markowitzovej teórii portfólia sa riziko meria
²tandardnou odchýlkou, ktorú ale v sú£asnosti nahrádza riziková miera Value-at-Risk
(VaR). Jednou z najviac kritizovaných nevýhod miery VaR je práve jej vysoká výpo£-
tová náro£nos´. Vhodnou alternatívou k miere VaR môºe by´ riziková miera Conditional
Value-at-Risk (CVaR), ktorá má z výpo£tového h©adiska, v porovnaní s VaR, ove©a uºi-
to£nej²ie vlastnosti. V roku 2000 publikovali autori Rockefellar a Uryasev ¤al²í výz-
namný £lánok Optimalization of Conditianal Value at Risk, v ktorom vyjadrili mieru
CVaR v tvare maximaliza£nej formuly. S vyuºitím tejto skuto£nosti a predpokladu
o diskrétnom rozdelení náhodných údajov vstupujúcich do úlohy optimalizácie port-
fólia s CVaR ako rizikovou mierou, je moºné túto úlohu vyjadri´ v tvare lineárneho
programovania, £o predstavuje zna£né výpo£tové zjednodu²enie.

Potreba uvaºova´ náhodné vstupné údaje má za následok obrovské rozmery týchto
optimaliza£ných úloh. Matica ohrani£ení týchto úloh má v²ak ²peciálnu blokovú ²truk-
túru, ktorú efektívne vyuºívajú dekompozi£né metódy lineárneho stochastického pro-
gramovania.

Motiváciou tejto práce bolo porovna´ rôzne algoritmy, ktorými sa úloha optima-
lizácie portfólia dá rie²i´, a zisti´, £i niektorý z nich poskytuje výrazné výhody oproti
ostaným algoritmom. Práca sa skladá zo ²tyroch kapitol a ²truktúra práce je nasle-
dovná.

V prvej kapitole naformulujeme jedno a viac-periódovú základnú úlohu optimalizá-
cie portfólia a predstavíme rizikovú mieru Conditional Value-at-Risk. Druhá kapitola je
venovaná teórii dvoj a viac-stup¬ových stochastických lineárnych úloh s pevnou kom-
penzáciou. V tretej kapitole predstavíme a vysvetlíme princíp fungovania uvaºovaných
dekompozi£ných metód. Budú to jednorezová, viacrezová a regularizovaná verzia L-
shaped metódy, CVaRmin metóda a jedno a viacrezová vnorená L-shaped metóda.
Vlastným prínosom tejto práce bude odvodenie viacrezovej CVaRmin metódy v pod-
kapitole 3.6, zefektívnenie vnorených verzií L-shaped metódy pre typ úloh uvedených
v prvej kapitole a rozsiahly numerický experiment zameraný na testovanie efektívnosti
jednotlivých metód. Nápl¬ou ²tvrtej kapitoly sú výsledky numerického experimentu.



Kapitola 1

Formulácia základnej úlohy
optimalizácie portfólia

Cie©om kapitoly je predstavenie základnej úlohy optimalizácie portfólia. Postupne zade�-
nujeme jedno-periódovú a viac-periódovú úlohu optimalizácie portfólia. Jedno-periódová
úloha optimalizácie portfólia pozostáva len z jednej £asovej periódy, na za£iatku ktorej
je potrebné ur£i´ investi£nú stratégiu (ur£i´ váhy aktív v portfóliu). Následne, na konci
£asovej periódy, realizácia výnosov aktív ur£í dopad zvolenej investi£nej stratégie na
kone£nú hodnotu portfólia. Vo viac-periódovej úlohe uvaºujemeH > 1 £asových periód.
Na za£iatku kaºdej periódy máme, na základe realizácií výnosov aktív z predchádza-
júcich £asových periód, moºnos´ prehodnoti´ investi£nú stratégiu (v kaºdej £asovej pe-
rióde môºeme zmeni´ váhy aktív v portfóliu). Úlohou je minimalizova´ riziko investície
alebo maximalizova´ výnos portfólia za podmienky splnenia ur£itých ohrani£ení. Na
meranie rizika investície budeme pouºíva´ rizikovú mieru Conditional Value-at-Risk.
Predstavenie a uvedenie základných vlastností tejto miery je tieº nápl¬ou tejto kapi-
toly. Napokon sa budeme venova´ motivácii pre rie²enie úloh optimalizácie portfólia
dekompozi£nými metódami, pretoºe ako sa ukáºe neskôr, aplikovanie priamych metód
(napr. simplexová metóda, metóda vnútorného bodu) na tieto úlohy priná²a v mnohých
prípadoch zna£né komplikácie. Dekompozi£ným metódam sa budeme bliº²ie venova´
v Kapitole 3.

1.1 Modelovanie a meranie rizika

V tejto £asti zade�nujeme jedno a viac-periódovú základnú úlohu optimalizácie port-
fólia. Predstavíme rizikovú mieru Conditional Value-at-Risk. V sú£asnosti sa pouºívajú
rôzne rizikové miery. Medzi najznámej²ie rizikové miery patrí Value-at-Risk (VaR) a
Conditional Value-at-Risk (CVaR). Tieto dve miery sú v sú£asnosti aj predmetom
rozsiahleho výskumu. Dôvodom pre£o sme si vybrali mieru Conditional Value-at-Risk
je zvy²ujúci sa záujem o túto rizikovú mieru. Pouºitie CVaR má aj ve©ký potenciál
a v krátkej dobe môºe nahradi´ mieru VaR, ktorá je v sú£asnosti najpouºívanej²ou
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rizikovou mierou. �al²ím dôvodom je, ºe zna£ná £as´ nevýhod miery VaR je pouºitím
miery CVaR odstránená. Tieto nevýhody ako aj základné vlastnosti mier VaR a CVaR
si stru£ne popí²eme v podkapitole 1.1.2. �al²ie známe miery rizika sú:

• �tandardná odchýlka (Standard deviation),

• Priemerná najvy²²ia odchýlka (Mean absolute deviation),

• Dolná ²tandardná odchýlka (Lower standard deviation),

• Minimálna strata (Minimal loss e�ciency).

De�nície týchto rizikových mier ako aj ich vlastnosti sa dajú nájs´ napr. v [20].

1.1.1 Jedno-periódová základná úloha optimalizácie portfólia

Pod jedno-periódovou základnou úlohou optimalizácie portfólia budeme rozumie´ úlohu
s jedným £asovým horizontom. Na za£iatku £asového horizontu zvolíme investi£nú
stratégiu a následne uº len po£káme na realizáciu výnosov aktív a výsledný efekt tejto
realizácie na kone£nú hodnotu portfólia. Výnosy aktív sú reprezentované náhodným
vektorom ξ. O náhodnom vektore ξ predpokladáme, ºe pochádza z kone£ného diskrét-
neho rozdelenia, £iºe výnosy aktív môºu nadobúda´ kone£ný po£et realizácií. Jednu
realizáciu náhodného vektora ξ budeme nazýva´ scenár.

Pred zade�novaním úlohy je uºito£né uvies´ základné predpoklady úlohy a pouºité
ozna£enia. Predpoklady úlohy:

• neuvaºujeme transak£né náklady,

• váhy v portfóliu môºu by´ aj záporné (shortselling je dovolený),

• cie©om je minimalizova´ riziko vyjadrené pomocou funkcionálu D,

• v úlohe uvaºujeme iba dva druhy ohrani£ení - ohrani£enie na minimálny poºadovaný
výnos a rozpo£tové ohrani£enie, pri£om bez ujmy na v²eobecnosti predpokladáme
normalizáciu rozpo£tu na 1.

Základné ozna£enia:

• ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξM)T -náhodný vektor výnosov aktív v portfóliu, kde ξm,
m = 1, . . . ,M reprezentuje výnos m-tého aktíva a M ozna£uje celkový po£et
aktív v portfóliu;

• vektor ξk = (ξ1
k, ξ

2
k, . . . , ξ

M
k )T reprezentuje jeden scenár, ktorý nastáva s pravde-

podobnos´ou pk (
∑K

k=1 pk = 1, pk ≥ 0, k = 1, . . . , K), k = 1, . . . , K a K oz-
na£uje po£et scenárov;

• Ξ ∈ RK ×RM - nosi£ vektora ξ , kde Ξk,m = ξmk a k = 1, . . . , K; m = 1, . . . ,M ,
t.j. nosi£ Ξ ∈ RK ×RM obsahuje v²etky moºné realizácie náhodného vektora ξ;
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• x ∈ RM - vektor váh v portfóliu. Váhy zodpovedajú hodnote investovanej do
príslu²ného aktíva a nie percentuálne vyjadrenej £asti z celkového rozpo£tu;

• r ∈ RM - vektor o£akávaných výnosov, r = E(ξ);

• µ ∈ R - minimálny poºadovaný výnos, rTx ≥ µ;

• 1M jednotkový vektor s rozmermi (M × 1).

Jedno-periódovú základnú úlohu optimalizácie portfólia budeme pod©a [20] uvádza´
v tvare:

min
x
D[xT ξ]

E[xT ξ] ≥ µ, (1.1)

1TMx ≤ 1,

(x ≥ 0).

Funkcionál D, ktorý reprezentuje riziko portfólia, de�nujeme pod©a [20] ako:

De�nícia ([20], str. 36) Deviation risk functional
Zobrazenie D z lineárneho priestoru Y náhodných premenných de�novaných na pravde-
podobnostnom priestore (Ω,F ,P) do reálnych £ísel sa nazýva Deviation risk functional,
ak pre v²etky Y ∈ Y sp¨¬a nasledovné vlastnosti:

• Invariancia vzh©adom na posun : D(Y + c) = D(Y ), ∀c ∈ R,

• Konvexnos´ : D(λY 1 + (1− λ)Y 2) ≤ λD(Y 1) + (1− λ)D(Y 2), λ ∈ [0, 1],

• Monotónnos´ : Y 1 ≤ Y 2 ⇒ E(Y 1)−D(Y 1) ≤ E(Y 2)−D(Y 2).

S meraním rizika sa spája aj iný typ funkcionálu, tzv. Acceptability functional A. Je
to funkcionál popisujúci preferencie v zmysle, ºe vy²²ia hodnota funkcionálu znamená
vy²²ie preferencie. De�nujeme ho pod©a [20] nasledovne:

De�nícia ([20], str. 37) Acceptability functional
Zobrazenie A z lineárneho priestoru Y náhodných premenných de�novaných na pravde-
podobnostnom priestore (Ω,F ,P) do reálnych £ísel sa nazýva acceptability functional,
ak pre v²etky Y ∈ Y sp¨¬a nasledovné vlastnosti:

• Ekvivariancia vzh©adom na posun : A(Y + c) = A(Y ) + c, ∀c ∈ R,

• Konkávnos´ : A(λY 1 + (1− λ)Y 2) ≥ λA(Y 1) + (1− λ)A(Y 2), λ ∈ [0, 1],

• Monotónnos´ : Y 1 ≤ Y 2 ⇒ A(Y 1) ≤ A(Y 2).
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Vz´ah medzi funkcionálmi A a D je daný vz´ahom:

D(Y ) = E(Y )−A(Y ).

Typickým predstavite©om funkcionálu D je ²tandardná odchýlka D(Y ) = σ(Y ). Ako
príklady funkcionálu A si môºeme uvies´ napr. miery Value-at-Risk A(Y ) = V aRα(Y )

alebo Conditional Value-at-Risk A(Y ) = CV aRα(Y ), z ktorých obe zade�nujeme
v nasledujúcej podkapitole.

1.1.2 Conditional Value-at-Risk

Riziková miera CVaR (Podmienená hodnota v riziku) je v posledných rokoch pred-
metom intenzívneho výskumu v oblasti risk manaºmentu. Bola vyvinutá ako náhrada
za rizikovú mieru VaR (Hodnota v riziku), ktorá je v sú£asnosti asi najpouºívanej²ou
mierou v sektore bankovníctva a �nancií. Pre lep²ie porozumenie CVaR si stru£ne
zade�nujeme aj mieru VaR, ke¤ºe CVaR je úzko spojená s práve VaR.

Value-at-Risk bola vyvinutá Leavensom v [16] v roku 1945. Celý vývoj miery VaR
je pekne zhrnutý v [13]. Vo vä£²ine publikácií je miera VaR de�novaná pre funkciu
strát. Nako©ko, pre potreby tejto práce je výhodnej²ia de�nícia pre funkciu výnosov,
uvádzame de�níciu miery VaR pod©a [20].

De�nícia ([20], str. 57) Value-at-Risk
α kvantil distribu£nej funkcie G

V aRα(Y ) = V aRα(G) = G−1(α), 0 < α < 1,

sa nazýva Value at risk.

O funkcii G predpokladáme, ºe je distribu£nou funkciou výnosovej funkcie Y . Vtedy
nám V aRα hovorí akú najvä£²iu stratu by sme nemali prekro£i´ s danou pravdepodob-
nos´ou α. Výhodou VaR je jeho ve©mi ©ahká interpretovate©nos´. Medzi nevýhody miery
VaR patrí napr. fakt, ºe VaR neposkytuje ºiadnu informáciu o ve©kosti strát, ktoré
nastávajú s pravdepodobnos´ou men²ou ako α, VaR nie je subaditívna miera, výskyt
viacnásobných extrémov a náro£ný numerický výpo£et. Tieto nevýhody a mnoho ¤al²ích
boli podnetom k vzniku CVaR. Hlb²ia analýza výhod a nevýhod miery VaR ako aj
vzájomné porovnanie mier VaR a CVaR je uvedené v [27] a [28].

De�nícia ([22]) Conditional Value-at-Risk
Conditional Value-at-Risk na hladine významnosti α je de�novaná ako:

CV aRα(Y ) = CV aRα(G) =
1

α

∫ α

0

G−1(α), 0 < α < 1
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kde funkcia G je distribu£nou funkciou náhodnej premennej Y .

O funkcii G opä´ predpokladáme, ºe je distribu£nou funkciou výnosovej funkcie Y . Ako
vidie´ z de�nície, CV aRα hovorí, akú stratu máme o£akáva´, ak strata prekro£í hodnotu
V aRα. CV aRα sp¨¬a ekvivarianciu na posun, konkávnos´, monotónnos´, pozitívnu ho-
mogénnos´, subaditivitu a poskytuje informáciu o ve©kosti strát za V aRα. Zna£ná £as´
nedostatkov miery V aRα je zavedením miery CV aRα odstránená. CV aRα sa zvykne
nazýva´ aj Average Value at Risk ([20]), Expected shortfall ([1]) a Tail Value at Risk
([7]). Pre CV aRα a V aRα platí vz´ah uvádzaný v [20]: CV aRα < V aRα, ktorý je
zobrazený na Obr. 1.1. Hlavnou výhodou miery CV aR je, ºe môºe by´ vyjadrená ako
optimálna hodnota maximaliza£nej úlohy, £o hovorí aj Veta 1.

Obr. 1.1: Vz´ah VaR a CVaR

Veta 1 ([22])
Conditional Value-at-Risk môºe by´ vyjadrená ako optimálna hodnota nasledujúcej op-
timaliza£nej úlohy:

CV aRα(Y ) = max{a− 1

α
E(Y − a)− : a ∈ R}, kde f− = −min(f, 0).

Podotýkame, ºe optimálna hodnota parametera a zodpovedá hodnote V aRα. Takýto
prepis priná²a z h©adiska optimalizácie portólia výrazné zjednodu²enie, ke¤ºe v prí-
pade spojitého rozdelenia ide o úlohu konvexného programovania a dokonca v prípade
diskrétneho rozdelenia vektora výnosov sa jedná o úlohu lineárneho programovania.
Ako uº bolo uvedené, riziko portfólia bude vyjadrené pomocou funkcionálu D, ktorý
bude v na²om prípade de�novaný ako:
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D(xT ξ) = E(xT ξ)− CV aRα(xT ξ)

m

D(xT ξ) = E(xT ξ)−max{a− 1

α
E(xT ξ − a)− : a ∈ R}

a nazýva sa Conditional Value-at-Risk Deviation. Pre ú£elovú funkciu dostávame:

min
x
{E(xT ξ)−max

a
{a− 1

α
E[(xT ξ − a)−]}}

m

min
x,a
{E(xT ξ)− a+

1

α
E[(xT ξ − a)−]}

potom úloha (1.1) nadobúda tvar:

min
x,a

E(xT ξ) − a+
1

α
E[(xT ξ − a)−]

E(xT ξ)] ≥ µ,

1TMx ≤ 1, (1.2)

(x ≥ 0).

Týmto sme ukon£ili formuláciu jedno-periódovej základnej úlohy optimalizácie port-
fólia. Úloha pozostáva z minimalizácie rizika vyjadreného pomocou miery Conditional
Value-at-Risk deviation za podmienky dosiahnutia ur£itej úrovne strednej hodnoty
portfólia, dodrºania rozpo£tu a prípadných ohrani£ení na váhy portfólia v prípade
neuvaºovania shortsellingu. V ¤al²ej £asti naformulujeme viac-periódovú úlohu opti-
malizácie portfólia.

1.1.3 Viac-periódová základná úloha optimalizácie portfólia

Doposia© sme sa zaoberali úlohami optimalizácie portfólia, v ktorých sme uvaºovali
len jednu realizáciu náhodného vektora reprezentujúceho výnosy aktív v portfóliu,
t.j. jednu £asovú periódu a prislúchajúce rozhodnutie (x). V praxi v²ak £asto vzniká
potreba rie²i´ úlohy, v ktorých je potrebné urobi´ rozhodnutie viackrát v priebehu sle-
dovaného obdobia. Úlohami tohto typu sa budeme zaobera´ v tejto kapitole, t.j. cie©om
tejto kapitoly bude zov²eobecnenie jedno-periódovej úlohy optimalizácie portfólia na
viac-periódovú úlohu optimalizácie portfólia.

Viac-periódová úloha optimalizácie portfólia pozostáva z H > 1 £asových periód,
ktorým prislúcha H > 1 realizácií náhodného vektora reprezentujúceho výnosy aktív.
Na za£iatku kaºdej £asovej periódy je potrebné urobi´ rozhodnutie (zvoli´ nové váhy
v portfóliu) zodpovedajúce prehodnoteniu investi£nej stratégie, na základe výnosov
aktív v predchádzajúcich £asových periódach. Na za£iatok opä´ uvedieme základné oz-
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na£enia a predpoklady, potom predstavíme viac-periódovú rizikovú mieru Conditional
Value-at-Risk Deviation a jej vlastnosti a napokon naformulujeme viac-periódovú úlohu
optimalizácie portfólia.

Predpoklady tejto úlohy optimalizácie portfólia sa v podstate nelí²ia od predpo-
kladov uvedených v podkapitole 1.1.1. Neuvaºujeme transak£né náklady a váhy v port-
fóliu môºu by´ záporné . Cie©om úlohy je v kaºdej £asovej perióde minimalizova´ riziko
pri podmienke dosiahnutia stanovenej úrovne o£akávanej hodnoty portfólia na konci
poslednej £asovej periódy (na konci celého sledovaného obdobia). Po£iato£ný rozpo£et
opä´ normalizujeme na 1 a v kaºdej ¤al²ej perióde je rozpo£et daný hodnotou portfólia
na za£iatku danej £asovej periódy.

Základné ozna£enia úlohy:

• celkové sledované obdobie rozdelíme na H > 1 £asových periód. Bez ujmy na
v²eobecnosti predpokladáme rovnakú d¨ºku pre v²etky £asové periódy a budeme
ich ozna£ova´, t = 1, . . . , H. Za£iatky, respektíve konce £asových periód sú repre-
zentované stup¬ami (£asovými bodmi). Po£et stup¬ov je H + 1, t.j. stupe¬ 0

zodpovedá za£iatku sledovaného obdobia a stupe¬ H koncu. �asová perióda t je
daná £asovým intervalom medzi stup¬ami t− 1 a t;

• ξt = (ξt,1, ξt,2, . . . , ξt,M)T ozna£uje náhodný vektor výnosov aktív v portfóliu
v £asovej perióde t, kde ξt,m,m = 1, . . . ,M reprezentuje výnos m-tého aktíva a
M ozna£uje celkový po£et aktív v portfóliu;

• vektor ξtk = (ξt,1k , ξ
t,2
k , . . . , ξ

t,M
k )T reprezentuje jednu realizáciu náhodného vektora

ξt, ktorá nastáva s pravdepodobnos´ou ptk (
∑Kt

k=1 p
t
k = 1, ptk ≥ 0, k = 1, . . . , Kt),

k = 1, . . . , Kt a Kt ozna£uje po£et realizácií náhodného vektora ξt;

• Ξt ∈ RKt ×RM - nosi£ náhodného vektora ξt , kde Ξt
k,m = ξt,mk a k = 1, . . . , Kt;

m = 1, . . . ,M ; t = 1, . . . , H;

• xt−1 ∈ RM - vektor váh v portfóliu, t.j. rozhodnutie na za£iatku £asovej periódy
t;

• Y t ∈ R - výnos investície na konci £asovej periódy t, Y t = (ξt)Txt−1.

V²imnime si, ºe náhodný proces ξ = (ξ1, . . . , ξH), reprezentujúci vývoj výnosov aktív
po£as celého sledovaného obdobia, a rozhodovací proces x = (x0, . . . , xH−1) majú in-
dexovanie posunuté o jedna. Je to spôsobené tým, ºe na za£iatku prvej £asovej periódy
je potrebné urobi´ rozhodnutie bez informácie o realizácii výnosov aktív. Na druhej
strane, na konci poslednej £asovej periódy uº nie je potrebné ºiadne rozhodnutie, ale
e²te nastane posledná realizácia výnosov aktív, ktorá ur£í kone£nú hodnotu portfólia.
Celkový proces optimalizácie pre H = 3 je znázornený na Obr. 1.2.

Ako vidie´ na Obr. 1.2, postupnos´ jednotlivých krokov (udalostí) optimalizácie sa
dá popísa´ nasledovne. Rozhodnutie x0, robiace sa na za£iatku prvej £asovej periódy,
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Obr. 1.2: Proces optimalizácie pre H = 3

sa robí bez prítomnosti akejko©vek informácie o realizácii výnosov aktív. Nasleduje
realizácia náhodného vektora ξ1, ktorá ur£í výnos zvolenej investície Y 1 a taktieº aj
obnos prostriedkov dostupných pre investovanie v druhej £asovej perióde (1 + Y 1).
Následné rozhodnutie x1 sa uº robí za prítomnosti informácie o realizácii náhodného
vektora ξ1, po ktorom opä´ nastáva realizácia náhodného vektora ξ2 ur£ujúca výnos
investície v perióde 2 aj rozpo£et pre periódu 3 at¤. Dôleºité je si uvedomi´, ºe s pos-
tupujúcim £asom rastie aj informa£ná hodnota, daná v²etkými predchádzajúcimi rea-
lizáciami náhodných vektorov, dostupná pri ur£ovaní investi£nej stratégie.

Na zahrnutie informácie do úlohy optimalizácie portfólia je potrebné zade�nova´
�ltráciu F . Filtrácia F = (F0,F1, . . . ,FH) je rastúca postupnos´ σ-algebier, pre ktoré
platí F t ⊆ F t+1, t.j. σ - algebra F t zodpovedá dostupnej informácii v stupni t a
FH zodpovedá informácii na konci poslednej £asovej periódy (v stupni H). Úrove¬
informácie v £asovej perióde t+ 1 je aspo¬ taká ako v £asovej perióde t.

V prípade kone£ného rozdelenia jednotlivých náhodných vektorov ξt sa dá náhodný
proces ξ reprezentova´ pomocou stromu scenárov. Strom scenárov pozostáva z H + 1

stup¬ov. Stupe¬ t = 0 ozna£uje kore¬ stromu a ostatné stupne t = 1, . . . , H reprezen-
tujú konce jednotlivých £asových periód. Uzly stromu v jednotlivých stup¬och t zod-
povedajú realizáciám náhodného vektora ξt. Po£et uzlov v stupni t sa rovná po£tu
realizácií náhodného vektora ξt, £iºe Kt (K0 = 1) a ozna£ujeme ich rovnako ako jed-
notlivé scenáre, t.j. k ∈ Kt. Kaºdý uzol má práve jedného predchodcu, t.j. kaºdý uzol
v stupni t (okrem stup¬a t = 0) je prepojený s jedným uzlom v stupni t − 1. Kaºdý
uzol v stupni t = 0, . . . , H−1 má aspo¬ jedného nasledovníka, t.j. je prepojený s aspo¬
jedným uzlom v stupni t + 1. Na Obr. 1.3 je zobrazený príklad stromu scenárov pre
H = 3.

�ísla na £iarach medzi uzlami zodpovedajú podmieneným pravdepodobnostiam jed-
notlivých realizácií. Kaºdá cesta od kore¬a k uzlom v stupni H, ktoré sa nazývajú
aj listy stromu, reprezentuje jeden konkrétny priebeh vývoja výnosov aktív v port-
fóliu. Jednotlivé priebehy sa nazývajú scenáre. V²imnime si rozdiel medzi scenármi
v jedno-periódovej úlohe, kde scenárom nazývame jednu realizáciu náhodného vektora
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Obr. 1.3: Strom scenárov

a scenármi vo viac-periódovej úlohe, kde scenárom nazývame jeden priebeh náhodného
procesu. Krúºky s £íslami ozna£ujú jednotlivé uzly (realizácie) v príslu²nom stupni.
Na príklade stromu z Obr. 1.3 si pre lep²ie porozumenie popí²eme jednotlivé σ-algebry
zodpovedajúce úrovniam informácie dostupnej v prislúchajúcich £asových periódach.

• F0 je tzv. triviálna σ-algebra F0 = {0,Ω}, £o znamená, ºe k dispozícii nemáme
ºiadnu informáciu,

• F1 je generovaná mnoºinami: {1, 2, 3, 4}, {5, 6}, {7, 8, 9}, t.j. k dispozícii máme
informáciu o realizácii výnosov v prvej £asovej perióde,

• F2 je generovaná mnoºinami: {1, 2, 3}, {4}, {5, 6}, {7}, {8, 9}, t.j. popri informácii
z F1 máme k dispozícii aj informáciu o realizácii výnosov v druhej £asovej perióde,

• F3 je generovaná mnoºinami: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, t.j.
máme k dispozícii kompletnú informáciu.
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V ¤al²om texte zade�nujeme rizikové miery viac-periódovú Conditional Value-at-
Risk a viac-periódovú Conditional Value-at-Risk Deviation a ich vlastnosti.

De�nícia ([20]) Multi-period acceptability functional
Viac-periódový funkcionál A(Y ;F) sa nazýva multi-period acceptability functional, ak
platí A(Y ) <∞ pre v²etky Y a A(Y ) > −∞ pre nejaké Y a sp¨¬a nasledovné vlastnosti:

• Informa£ná monotónnos´: Ak F t ⊆ F t′ pre v²etky t, potom

A(Y 1, . . . , Y H ;F0, . . . ,FH−1) ≤ A(Y 1, . . . , Y H ;F0
′ , . . . ,FH−1

′ ).

• Predvídate©ná ekvivariancia vzh©adom na posun:

A(Y 1, . . . , Y t + Ct, . . . , Y H ;F) ≤ E(Ct) +A(Y 1, . . . , Y H ;F)

pre v²etky F t−1 merate©né funkcie Ct.

• Konkávnos´: Zobrazenie (Y 1, . . . , Y H) 7→ A(Y 1, . . . , Y H ;F) je konkávne.

• Monotónnos´:

∀t Y t ≤ Ỹ t ⇒ A(Y 1, . . . , Y H ;F) ≤ A(Ỹ 1, . . . , ˜Y H ;F).

De�nícia ([20]) Viac-periódová Conditional Value-at-Risk
Nech Y = (Y 1, . . . , Y H) je náhodný proces. Potom pre dané postupnosti kon²tánt
c = (c1, . . . , cH), pravdepodobností α = (α1, . . . , αH) a �ltráciu F = (F0, . . . ,FH−1)

je Viac-periódová Conditional-Value-at-Risk de�novaná ako:

CV aRc,α(Y,F) =
H∑
t=1

ctE
(
CV aRαt(Y

t,F t−1)
)
.

Miera CV aRc,α(Y,F) sp¨¬a vlastnosti uvedené v predchádzajúcej de�nícii a navy²e
sp¨¬a vlastnos´ pozitívnej homogenity, t.j.

A(λY 1, . . . , λY H ;F) = λA(Y 1, . . . , Y H ;F)

pre v²etky λ > 0.

De�nícia ([20]) Multi-period deviation risk functional
Viac-periódový funkcionál D(Y ;F) sa nazýva multi-period deviation risk functional,
ak platí D(Y ) > −∞ pre v²etky Y a D(Y ) < ∞ pre nejaké Y a sp¨¬a nasledovné
vlastnosti:
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• Informa£ná antimonotónnos´: Ak F t ⊆ F t′ pre v²etky t, potom

D(Y 1, . . . , Y H ;F0, . . . ,FH−1) ≥ D(Y 1, . . . , Y H ;F0
′ , . . . ,FH−1

′ ).

• Predvídate©ná invariancia vzh©adom na posun:

D(Y 1, . . . , Y t + Ct, . . . , Y H ;F) ≤ D(Y 1, . . . , Y H ;F)

pre v²etky F t−1 merate©né funkcie Ct.

• Konkávnos´: Zobrazenie (Y 1, . . . , Y H) 7→ D(Y 1, . . . , Y H ;F) je konvexné.

De�nícia ([20]) Viac-periódová Conditional Value-at-Risk Deviation
Nech Y = (Y 1, . . . , Y H) je náhodný proces. Potom pre dané postupnosti kon²tánt
c = (c1, . . . , cH), pravdepodobností α = (α1, . . . , αH) a �ltráciu F = (F0, . . . ,FH−1)

je Viac-periódová Conditional-Value-at-Risk Deviation de�novaná ako:

CV aRDc,α(Y,F) =
H∑
t=1

ctE
(
CV aRDαt(Y

t,F t−1)
)

=
H∑
t=1

ctE
(
E(Y t,F t−1)− CV aRαt(Y

t,F t−1)
)
.

Riziková miera CV aRDc,α(Y,F) sp¨¬a vlastnosti uvedené v predchádzajúcej de�nícii
a navy²e sp¨¬a vlastnos´ pozitívnej homogenity, t.j.

D(λY 1, . . . , λY H ;F) = λD(Y 1, . . . , Y H ;F)

pre v²etky λ > 0.
Ako vidie´ z de�nície, minimalizáciou CV aRDc,α(Y,F) v kaºdej £asovej perióde

minimalizujeme o£akávanú hodnotu rizika investície, pri£om máme k dispozícii infor-
máciu z predchádzajúcich £asových periód. Pod viac-periódovou úlohou optimalizácie
portfólia budeme pod©a [15] rozumie´ úlohu v tvare:

min
x0,...,xH−1

H∑
t=1

ctE
[
CV aRDαt

(
(1 + ξt)Txt−1,F t−1

)]

E
[
(1 + ξH)TxH−1,FH−1

]
≥ µ,

1Tx0 = 1, (1.3)

1Txt = (1 + ξt)Txt−1, t = 1, . . . , H − 1,

(xt ≥ 0, t = 0, . . . , H − 1),
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kde ct je diskontný faktor v £asovej perióde t.
Týmto sme naformulovali viac-periódovú úlohu optimalizácie portfólia, ktorej cie©om

je minimalizova´ riziko investície v kaºdej £asovej perióde za podmienky dosiahnutia
stanovenej úrovne strednej hodnoty portfólia na konci sledovaného obdobia a dodrºa-
nia rozpo£tových ohrani£ení, ktoré sú dané realizáciou náhodného vektora výnosov.
V prípade nedovolenia shortsellingu je potrebné dodrºa´ aj nezápornos´ váh aktív v
portfóliu. V ¤al²ej podkapitole ozrejmíme motiváciu tejto práce a uvedieme prvotné
o£akávania oh©adom efektívnosti pouºitia jednotlivých algoritmov, ktorých popis je
nápl¬ou Kapitoly 3.

1.2 Motivácia pouºitia dekompozi£ných algoritmov

V tejto £asti by sme chceli ozrejmi´ dôvody, pre£o sme sa rozhodli testova´ dekom-
pozi£né metódy na úlohach z predchádzajúcich £astí. Následne uvedieme, aké výsledky
o£akávame pri pouºití jednotlivých metód, so zameraním hlavne na efektívnos´ pouºitia
(výpo£tový £as a pamä´ové nároky).

Za predpokladu o diskrétnom rozdelení vektora výnosov, pridaním pomocnej pre-
mennej zk := max(a − xT ξk, 0) a s pouºitím f− = −min(f, 0) = max(−f, 0) môºeme
písa´:

E[(xT ξ − a)−] =
K∑
k=1

pk max(a− xT ξk, 0), (1.4)

pri£om

max(a− xT ξk, 0) =

{
a− xT ξk ak a > xT ξk, t.j. zk ≥ a− xT ξk,
0 ak a ≤ xT ξk, t.j. zk ≥ 0.

(1.5)

Úloha (1.2) sa teda dá prepísa´ do tvaru úlohy lineárneho programovania:

min
x,a,z

xT r − a +
1

α
pT z

−a+ xT ξk + zk ≥ 0 , k = 1, . . . , K,

xT r ≥ µ, (1.6)

1TMx ≤ 1,

z ≥ 0, (x ≥ 0).

Matica ohrani£ení úlohy (1.6) má rozmery (K+2)× (M+K+1) a tak pre ve©ký po£et
scenárov nadobúda úloha v tvare (1.6) obrovské rozmery. Rie²enie takto ve©kých úloh
priamou metódou (napr. simplexová metóda alebo metóda vnútorného bodu) sa stáva
neefektívnym a pamätovo ve©mi náro£ným. Napríklad, v prípadeM = 10 a K = 10000

má matica ohrani£ení úlohy (1.6) rozmery (10002)×(10011). Na uloºenie takejto matice
je potrebná pamä´ 800.72 MB.
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V prípade viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia sa problém s ve©kos´ou ma-
tice ohrani£ení stáva e²te výraznej²ím. S vyuºitím predpokladu o diskrétnom rozdelení
náhodných vektorov ξt, pouºitím reprezentácie CVaR z Vety 1 a pouºitím podobného
prepisu s premennou z ako v prípade úlohy (1.6) sa dá úloha (1.3) vyjadri´ v tvare
úlohy deterministického lineárneho programovania:

min
x,a,z

H−1∑
t=0

Kt∑
k=1

ctptk

 ∑
j∈{k}+

(
pc(j)(1 + ξt+1

j )Txtk

)
− atk +

1

αt

∑
j∈{k}+

pc(j)zt+1
j



−atk + (1 + ξt+1
j )Txtk + zt+1

j ≥ 0 , k = 1, . . . , Kt, t = 0, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

zt+1
j ≥ 0 , k = 1, . . . , Kt, t = 0, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

KH−1∑
k=1

∑
j∈{k}+

pHj (1 + ξHj )TxH−1
k ≥ µ, (1.7)

1TMx
0 = 1,

(1M + ξtj)
Txt−1

k = 1TMx
t
j , k = 1, . . . , Kt, t = 1, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

(xt ≥ 0, t = 1, . . . , H − 1).

kde pc(j) sú de�nované ako:

pc(j) =
p(j)∑

l∈{k}+ p(l)
, k = 1, . . . , Kt, t = 0, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

a nazývajú sa podmienené pravdepodobnosti, t.j. sú to pravdepodovnosti nastatia rea-
lizácie j ak v predchádzajúcej £asovej perióde nastala realizácia k. Symbolom {k}+

sme ozna£ili mnoºinu nasledovníkov uzla k v danom stupni t. Vektor xtk zodpovedá
rozhodnutiu v uzli k a stupni t, vektor ξt+1

j reprezentuje j-tu realizáciu náhodného

vektora ξt+1 a premenné atk a z
t+1
j = max

(
atk−(1+ξt+1

j )Txtk, 0
)
, j ∈ {k}+ zodpovedajú

prepisu CV aRDαt

(
(1+ ξt+1)Txtk

)
v uzli k a stupni t pod©a Vety 1. Matica ohrani£ení

v tomto prípade nadobúda rozmery:

(
1 +KH + 2

H−1∑
t=1

Kt
)
×
(
M + 1 +KH + (M + 2)

H−1∑
t=1

Kt
)
.

V prípade stromu scenárov zobrazenom na Obr. 1.3 a pri uvaºovaní M = 5 sú rozmery
matice ohrani£ení 26×71. Napríklad, pri uvaºovaní T = 10,M = 5 a len troch moºných
realizácií v kaºdom uzle, úloha nadobúda rozmery 118096×265716 a na uloºenie takto
ve©kej matice je potrebná pamä´ 250 TB.

Práve z tohto dôvodu sme sa rozhodli implementova´ a následne testova´ dekom-
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pozi£né metódy, ktoré, ako sa dozvieme neskôr, vyuºívajú ²peciálnu ²truktúru matice
ohrani£ení úloh typu (1.6). Pouºitie metód tohto typu by mohlo znamena´ zefektívnenie
optimalizácie úlohy (1.6). Konkrétne budeme uvaºova´ metódy zaloºené na Bendersovej
dekompozícii, a to jednorezovú, viacrezovú a regularizovanú verziu L-shaped metódy
pre dvoj-stup¬ové stochastické lineárne úlohy s pevnou kompenzáciou uvádzané v [6].
�alej to bude metóda vyvinutá ²peciálne na rie²enie optimaliza£ných úloh s Conditional
Value-at-Risk v ú£elovej funkcii. Metóda sa nazýva CVaRmin metóda a prvýkrát bola
uvedená v [2]. Metóda CVaRmin je odvodená z jednorezovej L-shaped metódy pre
dvoj-stup¬ové stochastické lineárne úlohy. V literatúre sme nena²li ºiadnu inú verziu
CVaRmin metódy, a preto sme rozhodli odvodi´ a implementova´ aj viacrezovú verziu
CVaRmin metódy, £o povaºujeme za jeden z vlastných prínosov tejto práce. V prí-
pade viac-stup¬ových úloh optimalizácie portfólia budeme môc´ pouºi´ len dekompo-
zi£né metódy, nako©ko sú pamä´ové nároky pri pouºití priamych metód (simplexová
metóda, metóda vnútorného bodu) príli² vysoké. Konkrétne pouºijeme jednorezovú a
viacrezovú vnorenú L-shaped metódu pre viac-stup¬ové stochastické lineárne úlohy s
pevnou kompenzáciou uvádzané taktieº v [6]. Tieto metódy modi�kujeme, pouºijúc
podobné princípy, aké boli pouºité pri odvodení CVaRmin metódy, £ím by sme mohli
dosiahnu´ zefektívnenie vnorených verzií L-shaped metódy pre rie²enie úloh z prvej
kapitoly.

Z numerických výsledkov o£akávame vy²²iu efektívnos´ dekompozi£ných metód
v porovnaní s priamymi metódami. Taktieº o£akávame dominanciu jednotlivých verzií
CVaRmin metódy nad verziami L-shaped metódy, pretoºe ako sme uviedli, CVaRmin
metóda je ur£ená ²peciálne na rie²enie úloh typu (1.6) a L-Shaped metóda je v²eobec-
nej²ou metódou vhodnou na pouºitie pre ²ir²ie spektrum úloh. V prípade porovnania
jednotlivých verzií (CVaRmin aj L-Shaped) je ve©mi ´aºko poveda´, ktorá verzia bude
najefektívnej²ia, pretoºe efektívnos´ jednotlivých verzií môºe závisie´ na konkrétnom
charaktere úlohy. V prípade viac-periódových úloh optimalizácie portfólia o£akávame
vy²²iu efektívnos´ modi�kovaných metód.



Kapitola 2

Stochastické lineárne úlohy

Jedno-periódová základná úloha optimalizácie portfólia zodpovedá dvoj-stup¬ovej sto-
chastickej lineárnej úlohe s pevnou kompenzáciou a úloha v tvare viac-periódovej zák-
ladnej úlohy optimalizácie portfólia bude zodpoveda´ tvaru viac-stup¬ovej stochastickej
lineárnej úlohy s pevnou kompenzáciou. Nápl¬ou tejto kapitoly bude de�nícia týchto ty-
pov úloh vo v²eobecnosti a uvedením základných vlastností, kroté budú neskôr potrebné
ku kon²trukcii dekompozi£ných algoritmov. Kapitola je rozdelená na dve £asti. V prvej
sa budeme venova´ odvodeniu dvoj-stup¬ových stochastických lineárnych úloh. Ná-
pl¬ou druhej £asti budú viac-stup¬ové stochastické lineárne úlohy. Na konci kaºdej
£asti uvedieme prepis príslu²nej úlohy optimalizácie portfólia z Kapitoly 1.

2.1 Dvoj-stup¬ové stochastické lineárne úlohy

Stochastické lineárne úlohy (SLÚ) sú optimaliza£né úlohy vedúce na úlohy lineárneho
programovania, v ktorých je potreba uvaºova´ dáta (vstupné údaje) stochastického
charakteru. Takéto typy úloh majú pouºitie takmer v kaºdej oblasti vedy. Ich ²kála
pouºitia siaha od oblasti telekomunikácie a medicíny aº po oblas´ �nancií. V tejto
£asti zade�nujeme tzv. dvojstup¬ové SLÚ. Uº z názvu sa dá vytu²i´, ºe sa bude jed-
na´ o úlohy, ktorých proces optimalizácie pozostáva z dvoch £astí (stup¬ov). V prvom
rade si uvedieme odvodenie týchto úloh, ktoré bolo podnietené zvy²ujúcou sa potre-
bou uvaºova´ dáta stochastického charakteru. Neskôr uvedieme aj základné vlastnosti
týchto úloh, ktoré budú potrebné v Kapitole 3 pri kon²trukcii algoritmov.

2.1.1 Odvodenie Dvojstup¬ových SLÚ

Deterministickú lineárnu úlohou môºeme pod©a [6] zade�nova´ v tvare:

min
x

z = cTx

Ax = b, (2.1)

x ≥ 0,
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kde x ∈ Rn ozna£uje vektor rozhodovacích premenných, c ∈ Rn ú£elový gradient,
A ∈ Rm×n maticu koe�cientov ohrani£ení a b ∈ Rm vektor pravých strán ohrani£ení.
Hodnota z = cTx zodpovedá ú£elovej funkcii a mnoºina prípustných rie²ení je de�-
novaná ako {x|Ax = b, x ≥ 0}. Optimálne rie²enie x∗ patrí do mnoºiny prípustných
rie²ení a sp¨¬a cTx ≥ cTx∗ pre v²etky prípustné x. Poznamenávame, ºe kaºdú úlohu
lineárneho programovania vieme prepísa´ na úlohu v tvare (2.1). Vyuºívame pozna-
tok, ºe maximaliza£ná úloha sa dá previes´ na minimaliza£nú zavedením substitúcie,
maxx c

Tx = minx−cTx. Ohrani£enia typu nerovnosti vieme prepísa´ na ohrani£enia
typu rovnosti pridaním doplnkovej nezápornej premennej. Od£ítaním tejto premennej
vieme urobi´ opa£ný prepis. Prípadné ohrani£enia na premenné x vieme, pomocou sub-
stitúcie x = x+ − x− kde x+, x− ∈ Rn

+ a doplnkových nezáporných premenných, opä´
previes´ na ohrani£enia typu rovnosti. Teda úlohu (2.1) môºeme povaºova´ za v²eobecnú
formuláciu úlohy lineárneho programovania. Viac o tomto prepise a lineárnych úlohách
sa dá nájs´ napr. v [21].

Takto de�nované úlohy predstavujú vhodný model pre ²irokú ²kálu optimaliza£-
ných problémov. Av²ak predpokladom úloh de�novaných v tvare (2.1) je nestochas-
tickos´ alebo �xnos´ vstupných údajov. V reálnych optimaliza£ných problémoch sa
v²ak ve©mi £asto nachádzajú náhodné, stochastické vstupné údaje. Náhodnos´ bude
v práci reprezentovaná náhodným vektorom ξ. Predpokladá sa, ºe pravdepodobnost-
né rozdelenie vektora ξ poznáme a jeho parametre moºno odhadnú´ z historických
dát, ktoré máme k dispozícii. Ako príklad takýchto úloh môºeme uvies´ príklad o far-
márovi, uvádzaný v [6], kde je potrebné ur£i´, ko©ko a akej obilniny zasia´, aby sme
maximalizovali svoj zisk, pri£om ve©kos´ úrody je náhodná, daná po£asím. �al²ím prík-
ladom môºe by´ úloha, ktorú rie²i kaºdý obchodník, a to aké mnoºstvá tovaru nakúpi´
tak, aby maximalizoval zisk, pri£om dopyt zákazníkov je náhodný. Posledným uve-
deným príkladom môºe by´ ur£enie optimálnej investi£nej stratégie, pri£om výnosy
jednotlivých �nan£ných derivátov sú náhodné. Lineárne úlohy, v ktorých sú prítomné
náhodné údaje sa nazývajú stochastické lineárne úlohy. SLÚ, v ktorých je po realizácii
náhodných udalostí moºné urobi´ nejaké dodato£né rozhodnutia, sa nazývajú SLÚ
s kompenzáciou. V takto de�novanej úlohe môºeme rozhodovacie premenné rozdeli´ do
dvoch skupín:

• Prvostup¬ové premenné - sú to premenné, ktoré je potrebné ur£it e²te pred rea-
lizáciou náhodného vektora;

• Druhostup¬ové premenné - reprezentujú rozhodnutia, ktoré je moºné urobi´ po
realizácii náhodného vektora a tak dodato£ne ovplyvni´ výstup.

Prvostup¬ové premenné budú reprezentované vektorom x, zatia© £o druhostup¬ové pre-
menné budú reprezentované vektorom y (y(ω) alebo y(ω, x)), kde ω ozna£uje náhodné
udalosti ur£ujúce vektor ξ. Postupnos´ rozhodnutí a udalostí môºeme ilustrova´ nasle-
dovne:

x→ ξ(ω)→ y(ω, x).
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2.1.2 Dvojstup¬ové stochastické lineárne úlohy s pevnou kom-

penzáciou

Stochastickú lineárnu úlohu s pevnou kompenzáciou môºeme pod©a [6] zade�nova´
v tvare:

min
x

z = cTx+ Eξ[min
y(ω)

q(ω)Ty(ω)]

Ax = b, (2.2)

Wy(ω) = h(ω)− T (ω)x,

x ≥ 0, y(ω) ≥ 0,

pri£om vektor x ∈ Rn1 ako aj c ∈ Rn1 , A ∈ Rm1×n1 a b ∈ Rm1 boli popísané v pred-
chádzajúcej £asti. �alej maticaW ∈ Rm2×n2 sa nazýva kompenza£ná matica a budeme
o nej predpoklada´, ºe je nestochastická. Práve tento predpoklad má za následok to, ºe
tento typ úloh nazývame úlohami s pevnou kompenzáciou. Stochastickos´ úlohy je daná
vektorom ξ(ω) = (q(ω), h(ω), T1(ω), . . . , Tm2(ω)) s N = n2 +m2 + (m2 × n1) prvkami,
kde ∀ω : q(ω) ∈ Rn2 , h(ω) ∈ Rm2 , T (ω) ∈ Rm2×n2 a Ti(ω) prestavuje i-ty riadok
matice T (ω). Matica T (ω) sa nazýva technologická matica a funkcia q(ω)Ty(ω) pred-
stavuje kompenza£né (penaliza£né) náklady dané realizáciou vektora ξ. Ako je vidie´ z
úlohy (2.2), ve©kos´ penaliza£ných nákladov závisí na ve©kosti rozdielu h(ω)− T (ω)x.
Zavedenie penaliza£ných nákladov je úzko spojené s potrebou prida´ do lineárnych úloh
stochastické dáta. Ak uvaºujeme stochastické dáta v úlohe lineárneho programovania,
moºeme úlohu v tvare (2.1) pod©a [14] prepísa´ do tvaru:

min
x

z = cTx

Ax = b, (2.3)

Tx = h,

x ≥ 0,

pri£om Ax = b zodpovedá nestochastickým ohrani£eniam a Tx = h stochastickým
ohrani£eniam. Kedºe realizácia náhodných udalostí v £ase rozhodovania o hodnote vek-
tora x nie je známa, tak po realizácii náhodných udalostí takmer vºdy platí Tx 6= h,
a teda stochastické ohrani£enia sú poru²ené. Práve z tohto dôvodu boli zavedené pe-
nalizácie za poru²enie stochastických ohrani£ení, ktoré sú dané ve©kos´ou poru²enia
h−Tx. Ve©kos´ penaliza£ných nákladov pre konkrétnu realizáciu vektora ξ je optimál-
nou hodnotou úlohy

Q(x, ξ(ω)) = min
y
{q(ω)Ty|Wy = h(ω)− T (ω)x, y ≥ 0}.
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Úlohu (2.2) moºno zade�nova´ aj v odli²nom tvare, ktorý sa zvykne nazýva´ determinis-
tický ekvivalent. Uvádzame ho pod©a [6]:

min
x

z = cTx+Q(x)

Ax = b, (2.4)

x ≥ 0,

kde
Q(x) = EξQ(x, ξ(ω)), (2.5)

pri£om
Q(x, ξ(ω)) = min

y
{q(ω)Ty|Wy = h(ω)− T (ω)x, y ≥ 0}. (2.6)

Ak pre nejaké ω a x je úloha Q(x, ξ(ω)) neprípustná, de�nujeme Q(x, ξ(ω)) = ∞.
Tieº môºe nasta´ situácia, ºe pre nejaké ω a x je úloha Q(x, ξ(ω)) zdola neohrani£ená.
V takom prípade de�nujeme Q(x, ξ(ω)) = −∞, av²ak poznamenávame, ºe sa jedná
o zle de�novanú úlohu, ktorej u£elová funkcia sa môºe ©ubovo©ne zniºova´. Takéto úlohy
nebudeme v tejto práci uvaºova´. Na deterministickom ekvivalente je dobre vidite©né
rozdelenie úlohy (2.2) na dva stupne a taktieº aj postupnos´ udalostí uvedená v pred-
chádzajúcej £asti. Úloha (2.4) reprezentuje prvý stupe¬ optimalizácie, ktorá sa robí za
prítomnosti neistoty oh©adom realizácie náhodného vektora ξ, £iºe v prvom stupnni
robíme rozhodnutie o premenných x e²te pred realizáciou náhodného vektora. Túto
neistotu reprezentuje funkcia Q(x), ktorá je vo v²eobecnosti nelineárna a teda prvý
stupe¬ optimalizácie je úlohou nelineárneho programovania. Zo vz´ahu (2.5) je zrejmé,
ºe funkcia Q(x) reprezentuje o£akávanú hodnotu penaliza£ných nákladov vzh©adom
na vektor ξ. Následne, po realizácii náhodného vektora, máme moºnos´ urobi´ ko-
rek£né rozhodnutia za ú£elom zníºi´ penaliza£né náklady na minimálnu moºnú mieru.
Za týmto ú£elom sa rie²i úloha (2.6), ktorá je uº v tomto prípade nestochastická, daná
konkrétnou realizáciou náhodných udalostí ω.

2.1.3 Vlastnosti dvojstup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou

V tejto £asti uvedieme základné vlastnosti dvojstup¬ových SLÚ s pevnou kompenzá-
ciou, ktoré sú k©ú£ové z h©adiska pouºitia algoritmov uvedených v Kapitole 3. Taktieº
uvedieme vety, z ktorých plynú dôleºité výsledky oh©adom existencie a vlastností rie²e-
nia deterministického ekvivalentu (2.4) � (2.6). Odteraz budeme predpoklada´ diskrétne
rozdelenie náhodného vektora ξ, pretoºe v úlohe optimalizácie portfólia budeme uvaºo-
va´ náhodný vektor s diskrétnym rozdelením. Predpoklad diskrétneho náhodného vek-
tora je pouºívaný vo ve©kom rozsahu v rôznych reálnych aplikáciách bu¤ priamo, pred-
pokladaním diskrétneho rozdelenia, alebo diskretizáciou spojitých rozdelení. Z tohto
dôvodu budú aj v²etky závery uvedené v práci platné len pre diskrétne náhodné vek-
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tory.
Nech nosi£ vektora ξ je de�novaný ako Ξ = {ξTk , k = 1, . . . , K} kde £íslom K

budeme ozna£ova´ po£et realizácií vektora ξ. ξk predstavuje k-tu realizáciu náhodného
vektora ξ, ktorá bude nastáva´ s pravdepodobnos´ou pk (pk > 0 a

∑K
k=1 pk = 1).

V prípade diskrétneho rozdelenia vektora ξ je moºné úlohu (2.4) � (2.6) vyjadri´ v
tvare, ktorý sa nazýva Extenzívna forma:

min
x,yk

z = cTx+
K∑
k=1

pkq
T
k yk

Ax = b, (2.7)

Wyk = hk − Tkx, k = 1, . . . , K,

x ≥ 0, yk ≥ 0, k = 1, . . . , K.

Celá náhodnos´ úlohy (2.2) je v úlohe (2.7) explicitne rozpísaná, £ím dostávame úlohu
deterministického lineárneho programovania. Úlohy tohto typu sú pomerne ©ahko rie²i-
te©né, ke¤ºe sa jedná o úlohu lineárneho programovania av²ak pri ve©kom po£te rea-
lizácií dosahuje úloha obrovských rozmerov. Práve táto skuto£nos´ bola podnetom pre
odvodenie tzv. dekompozi£ných metód, ktoré vyuºívajú ²peciálnu blokovú ²truktúru
matice ohrani£ení úlohy (2.7) zobrazenú na Obr. 2.1 . Na rie²enie takýchto úloh môºeme
pouºi´:

• pivotné metódy - simplexová a duálna simplexová metóda,

• metódy vnútorného bodu,

• dekompozi£né metódy - L-shaped metóda, dekompozi£né metódy zaloºené na
metóde vnútorného bodu.

Obr. 2.1: Bloková ²truktúra úlohy (2.7)

�alej si uvedieme základné vlastnosti SLÚ s pevnou kompenzáciou. Konkrétne sa
zameriame na mnoºiny prípustnosti, ú£elovú funkciu a podmienky optimality uvádzané
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v [6]. Nech K1 = {x|Ax = b, x ≥ 0} ozna£uje mnoºinu de�novanú nestochastickými
ohrani£eniami úlohy (2.2). Túto mnoºinu môºeme charakterizova´ ako prvostup¬ovú
mnoºinu prípustnosti. Nech K2 =

⋂
ξ∈Ξ K2(ξ) reprezentuje druhostup¬ovú mnoºinu

prípustnosti, pri£om K2(ξ) = {x| ∃y ≥ 0 : Wy = h(ω) − T (ω)x} je tzv. elementárna
mnoºina prípustnosti pre ©ubovo©né ξ ∈ Ξ. V²imnime si, ºe túto mnoºinu tvoria v²etky
vektory x ∈ K1 také, pre ktoré vieme nájs´ prípustné y pre v²etky realizácie ξ, a je
de�novaná ako:

K2 = {x| ∀ξ, ∃y ≥ 0 : Wy = h(ω)− T (ω)x}.

Veta 2 ([6], str. 86)

(i) Pre v²etky realizácie ξ je elementárna mnoºina prípustnosti K2(ξ) uzavretý kon-
vexný polyéder.

(ii) Ak má vektor ξ kone£né diskrétne rozdelenie, potom mnoºina K2 je tieº uzavretý
konvexný polyéder.

Dôkaz je uvedený v [6], str. 86.
Z uvedenej vety plynie, ºe mnoºina druhostup¬ových prípustných rie²ení je uza-

vretý konvexný polyéder, £o je z h©adiska existencie optimálneho rie²enia uºito£ný
poznatok. �alej nás budú zaujíma´ vlastnosti ú£elovej funkcie úlohy (2.4). O vlast-
nostiach ú£elovej funkcie pre kone£né diskrétne rozdelenie vektora ξ hovorí nasledovná
veta.

Veta 3 ([6], str. 89)
Pre v²etky ξ je funkcia Q(x, ξ(ω))

(i) po £astiach lineárna konvexná funkcia v T , h;

(ii) po £astiach lineárna konkávna funkcia v q;

(iii) po £astiach lineárna konvexná funkcia v x pre v²etky x ∈ K1 ∩K2.

Ak má náhodný vektor ξ kone£né diskrétne rozdelenie, potom je funkcia Q(x) po £as-
tiach lineárna a konvexná v x pre v²etky x ∈ K1 ∩K2.

Dôkaz je uvedený v [6], str. 89.
�as´ (iii) je obzvlá²´ dôleºitá v praxi, a to nielen pre tvorbu efektívnych algoritmov,

ale poskytuje aj dostato£né podmienky pre existenciu optimálneho rie²enia, ke¤ºe sa
jedná o úlohu s po £astiach lineárnou a konvexnou funkciou v x de�novanou na uza-
vretom konvexnom polyédri K1 ∩K2. Na záver e²te uvedieme základné typy pevných
kompenza£ných matíc. Vo v²eobecnosti rozli²ujeme tri typy úloh:

• úlohy s relatívne úplnou kompenzáciou - sú to úlohy, kde platí K1 ⊂ K2;
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• úlohy s úplnou kompenzáciou - pri tomto type úloh musí plati´ :

∀t ∈ Rm2 ∃y ≥ 0 : Wy = t.

Poznamenávame, ºe pre takéto úlohy je mnoºina K2 totoºná z mnoºinou K1,
pretoºe pre ©ubovo©ný vektor x ∈ K1 vieme nájs´ také y, pre ktoré platí horeuve-
dená podmienka. Táto vlastnos´ je z výpo£tového h©adiska ve©mi uºito£ná, ako
sa neskôr dozvieme v Kapitole 3;

• úlohy s jednoduchou kompenzáciou - tvar kompenza£nej matice W = (I,−I),
kde I je identická matica. V²imnime si, ºe aj úlohy tohto typu sp¨¬ajú podmienku
pre úlohy s úplnou kompenzáciou a teda tu tieº nastáva zhodnos´ mnoºín K1 a
K2.

Na ur£enie úloh s úplnou kompenzáciou slúºi nasledovná lema uvedená v [14]. Túto
lemu budeme potrebova´ na ur£enie typu kompenza£nej matice v prípade viac-periódovej
úlohy optimalizácie portfólia.

Lema ([14], str. 201)
Matica W ∈ Rm2×n2 sp¨¬a podmienku úplnej kompenzácie práve vtedy, ke¤ má hodnos´
m2 a pre ©ubovo©nú mnoºinu {Wi1 ,Wi2 , . . . ,Wim2

} lineárne nezávislých st¨cov W ,sú
lineárne ohrani£enia

Wy = 0,

yk ≥ 1, k = 1, . . . ,m2,

y ≥ 0.

prípustné.

Na záver tejto £asti naformulujeme jedno-periódovú základnú úlohu optimalizácie
portfólia v tvare dvoj-stup¬ovej SLÚ s pevnou kompenzáciou. Premenné x a a z úlohy
(1.6) sú prvostup¬ové rozhodovacie premenné a ohrani£enia na minimálny výnos a
rozpo£et zodpovedajú prvostup¬ovým ohrani£eniam. Prvostup¬ová úloha má tvar:

min
x,a

z = rTx− a+
1

α
Q(x, a)

Ax = b, (2.8)

(x ≥ 0),

kde Q(x, a) je o£akávaná hodnota rozdielu (a−xT ξ)−. Druhostup¬ová úloha nadobúda
tvar:

min
z
{z| − z + d = −a+ xT ξ, z ≥ 0, d ≥ 0}, (2.9)

kde d je pomocná premenná pri prepise ohrani£ení do tvaru rovností. Z (2.9) je vidie´,
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ºe kompenza£ná matica nadobúda tvarW = (−1, 1), takºe sa jedná o úlohu s jednodu-
chou kompenzáciou a z vlastností úloh tohto typu vieme, ºe kaºdé prípustné rie²enie
prvostup¬ovej úlohy bude prípustné aj v úlohe druhostup¬ovej. Týmto sme ukon£ili
teóriu o dvoj-stup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou a v nasledujúcej podkapitole sa
budeme venova´ v²eobecnej²iemu prístupu, a to viac-stup¬ovým SLÚ s pevnou kom-
penzáciou.

2.2 Viac-stup¬ové stochastické lineárne úlohy s pev-

nou kompenzáciou

Nápl¬ou predchádzajúcej £asti tejto kapitoly bol koncept stochastických lineárnych
úloh, v ktorých proces rozhodovania pozostával z dvoch rozhodnutí (dva rozhodovacie
stupne) a jednej realizácie náhodného vektora. V praxi sa v²ak £asto stretávame s potre-
bou rie²i´ úlohy, v ktorých je potrebné uvaºova´ rozhodovací proces, ktorý sa vyvíja
v £ase a jednotlivé rozhodnutia môºu by´ ovplyvnené predchádzajúcou realizáciou
náhodného procesu. Na rie²enie problémov tohto typu slúºi koncept viac-stup¬ových
stochastických lineárnych úloh s pevnou kompenzáciou, ktorými sa budeme zaobera´
v tejto podkapitole.

Viac-stup¬ovú SLÚ s pevnou kompenzáciou budeme uvádza´ pod©a [6] v tvare:

min
y0,...,yH

(c0)Ty0 + Eξ1
[
min

(
c1(ω1)

)T
y1+ . . . +EξH

[
min

(
cH(ωH)

)T
yH
]
. . .
]

W 0y0 = h0,

T 0(ω1)y0 +W 1y1(ω1) = h1(ω1), (2.10)
...

TH−1(ωH)yH−1(ωH−1) +WHyH(ωH) = hH(ωH),

y0 ≥ 0, yt(ωt) ≥ 0, t = 1, . . . , H − 1,

kde vektor c0 ∈ Rn0 , vektor h0 ∈ Rm0 a matice W t ∈ Rmt×nt , t = 0, . . . , H sú
dané a nenáhodné. V²etky ostatné dáta úlohy (2.10) môºu by´ náhodné a dané rea-
lizáciou náhodného vektora ξt(ωt)T =

(
ct(ωt)T , ht(ωt)T , T t−1

1 (ωt)T , . . . , T t−1
mt (ωt)T

)
,

ktorý má rozmery N t = nt +mt + (mt×nt−1) a je de�novaný na pravdepodovnostnom
priestore s �ltráciou (Ω,F , P ) pre t = 1, . . . , H. Rovnako ako v prípade úlohy (1.3),
ξ = (ξ1, . . . , ξH) ozna£uje náhodný proces a y = (y0, . . . , yH) reprezentuje rozhodovací
proces, ktorého £leny yt môºu vo v²eobecnosti závisie´ od vývoja náhodného procesu
do £asu t. Ozna£me Ξt ⊂ RNt nosi£ náhodného vektora ξt.

Rovnako ako v prípade dvoj-stup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou, zade�nu-
jeme tvar deterministického ekvivalentu aj pre úlohu (2.10). Deterministický ekvivalent
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de�nujeme pod©a [6] v tvare rekurzie. Majme terminálnu podmienku v tvare:

QH
(
yH−1, ξH(ωH)

)
= min

yH

(
cH(ωH)

)T
yH(ωH)

WHyH(ωH) = hH(ωH)− TH−1(ωH)yH−1, (2.11)

yH(ωH) ≥ 0.

Následne môºeme pre t = 1, . . . , H − 1 de�nova´ rekurziu:

Qt
(
yt−1, ξt(ωt)

)
= min

yt

(
ct(ωt)

)T
yt(ωt) +Qt+1(yt)

W tyt(ωt) = ht(ωt)− T t−1(ωt)yt−1, (2.12)

yt(ωt) ≥ 0,

kde
Qt+1(yt) = Eξt+1

[
Qt+1

(
yt, ξt+1(ω)

)]
.

Rie²enie úlohy v tvare (2.10) je ekvivalentné s rie²ením úlohy:

min
y0

(c0)Ty0 + Q1(y0)

W 0y0 = h0, (2.13)

y0 ≥ 0.

Poznamenávame, ºe rekurzia (2.11)�(2.13) v podstate predstavuje dekompozíciu úlohy
(2.10), ktorá je základom dekompozi£ných algoritmov. V prípade H = 1 dostávame
úlohu analogickú s dvoj-stup¬ovou SLÚ s pevnou kompenzáciou. Pri predpoklade
kone£ného diskrétneho rozdelenia náhodných vektorov, tvoriacich náhodný proces ξ, je
moºné deterministický ekvivalent (rekurziu) (2.11)�(2.13) prepísa´ v tvare extenzívnej
formy. Prepis je analogický s prepisom úlohy (1.7) a tak ho tu nebudeme uvádza´, ale
uvedieme ²peciálnu blokovú ²truktúru matice ohrani£ení extenzívnej formy.

Na Obr. 2.2 je zobrazená ²peciálna bloková ²truktúra úloh typu (2.11)�(2.13) na
príklade stromu scenárov zobrazenom na Obr. 1.3. Túto blokovú ²truktúru ako aj vlast-
nosti de�nované Vetou 4 sú ve©mi dôleºité pre pouºitie efektívnych dekompozi£ných
algoritmov.

De�nujme mnoºiny prípustnosti pod©a [6] ako:

Kt = {yt|Qt+1(yt) <∞}.

Veta 4 ([6], str. 129)
Mnoºiny Kt a funkcie Qt+1(yt) sú konvexné pre t = 0, . . . , H − 1 a ak Ξt je kone£ná
pre t = 1, . . . , H, potom Kt a Qt+1(yt) sú polyedrické.
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Dôkaz je uvedený v [6].
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Obr. 2.2: Bloková ²truktúra úlohy (2.11)�(2.13)

Týmto sme ukon£ili teóriu viac-stup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou a v ¤al²ej
podkapitole uvedieme prepis viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia (1.3) uve-
denej v podkapitole 1.1.3 na viac-stup¬ovú SLÚ s pevnou kompenzáciou.

2.2.1 Formulácia viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia

v tvare viac-stup¬ovej SLÚ s pevnou kompenzáciou

Na to, aby sme mohli úlohu v tvare (1.3) preformulova´ do tvaru rekurzie (2.11)�(2.13),
potrebujeme vedie´ rozseparova´ v²etky ohrani£enia úlohy (1.3) do tvaru W tytk =

htk − T t−1
k yt−1

{k}− , k = 1, . . . , Kt, t = 1, . . . , H, kde {k}− ozna£uje predchodcu uzla
k a vektor ytk obsahuje v²etky rozhodovacie premenné vystupujúce v príslu²nom uzle,
t.j. xtk, z

t
k, a

t
k. Ohrani£enie na minimálnu úrove¬ o£akávanej hodnoty portfólia zjavne

takéto rozseparovanie znemoº¬uje a teda úlohu v tvare (1.3) nie je moºné preformulo-
va´ do tvaru rekurzie (2.11)�(2.13). Tomuto problému sa dá vyhnú´ prepísaním úlohy
(1.3) do mierne odli²ného tvaru. Pri prepise vyuºijeme vz´ah uvádzaný v [20], ktorým
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sa nám podarí zbavi´ problémového ohrani£enia. Jedná sa o vz´ah medzi úlohami:

min
x

D(xT ξ)

E(xT ξ) ≥ µ,

1TMx ≤ 1, (2.14)

(x ≥ 0)

a

max
x

E(xT ξ) − δD(xT ξ)

1TMx ≤ 1, (2.15)

(x ≥ 0).

Kde parameter δ reprezentuje averziu k riziku. Hodnota δ > 0 zodpovedá riziko
averznému investorovi, δ = 0 riziko neutrálnemu investorovi a pri δ < 0 sa jedná o
riziko ob©ubujúceho investora. Vz´ah medzi úlohami (2.14) a (2.15) je nasledovný:

• Nech δ > 0. Ak xδ je rie²enie úlohy (2.15) a µ = E(xTδ ξ), potom xδ je rie²ením aj
úlohy (2.14).

Dôkaz tohto vz´ahu je uvedený v [20]. Z tohto dostávame, ºe pri vhodne zvolenej
hodnote parametra δ, bude rie²enie úloh (2.16) a (2.17) totoºné. V úlohách (2.16) a
(2.17) sme pre zjednodu²enie zápisu pouºili D(.) = CV aRDα(.) a Y t = (1 + ξt)Txt−1.

min
x0,...,xH−1

H∑
t=1

ctE
[
D(Y t,F t−1)

]

E(Y H ,FH−1) ≥ µ,

1Tx0 = 1, (2.16)

1Txt = (1 + ξt)Txt−1, t = 1, . . . , H − 1,

(xt ≥ 0, t = 0, . . . , H − 1)

min
x0,...,xH−1

H−1∑
t=1

ctE
[
D(Y t,F t−1)

]
+ cHE

[
δD(Y H ,FH−1)− E(Y H ,FH−1)

]

1Tx0 = 1, (2.17)

1Txt = (1 + ξt)Txt−1, t = 1, . . . , H − 1,

(xt ≥ 0, t = 0, . . . , H − 1)
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Úlohu (1.3) je moºné prepísa´ na tvar

min
x,a,z

H−2∑
t=0

Kt∑
k=1

ctptk

 ∑
j∈{k}+

(
pc(j)(1 + ξt+1

j )Txtk

)
− atk +

1

αt

∑
j∈{k}+

pc(j)zt+1
j

+

+
KH−1∑
k=1

cH−1pH−1
k

 ∑
j∈{k}+

(
pc(j)(δ − 1)(1 + ξHj )TxH−1

k

)
− δaH−1

k +
δ

αH−1

∑
j∈{k}+

pc(j)zHj


−atk + (1 + ξt+1

j )Txtk + zt+1
j ≥ 0 , k = 1, . . . , Kt, t = 0, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

zt+1
j ≥ 0 , k = 1, . . . , Kt, t = 0, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,(2.18)

1TMx
0 = 1,

(1M + ξtj)
Txt−1

k = 1TMx
t
j , k = 1, . . . , Kt, t = 1, . . . , H − 1, j ∈ {k}+,

(xt ≥ 0, t = 1, . . . , H − 1),

v ktorom uº v ohrani£eniach nevystupuje ohrani£enie na minimálny výnos portfólia
na konci sledovaného obdobia, ale sa zahrnie do ú£elovej funkcie pomocou parametra
δ. Poznamenávame, ºe úloha v tvare (1.3) sa ²tandardne de�nuje s ohrani£ením na
minimálnu o£akávanú hodnotu portfólia v tvare E

[
(1 + ξH)TxH−1,F0

]
≥ µ. Na takto

de�novanú úlohu nemoºno aplikova´ horeuvedený prepis, a teda takto de�novaná úloha
nie je rie²ite©ná pomocou dekompozi£ných algoritmov L-shaped a CVaRmin metódy.
Z tohto dôvodu sme boli nútení mierne preformulova´ túto úlohu na tvar (1.3), a teda
sme sa rozhodli uvaºova´ ohrani£enie v tvare E

[
(1 + ξH)TxH−1,FH−1

]
≥ µ. Takto

zade�novaná úloha je posta£ujúcou na vyhodnotenie efektívnosti a výhodnosti pouºitia
jednotlivých algoritmov na rie²enie úloh typu (2.18) a ²trukturálne podobných úloh.
Takto prepísaná úloha sa uº po©ahky dá naformulova´ v tvare rekurzie (2.11)�(2.13).
Úloha (2.13) nadobúda tvar:

min
x0,a0

(1 + r0)Tx0 − a0 + Q1(x0, a0)

W 0x0 = h0, (2.19)

(x0 ≥ 0),

kde
W 0 =

(
1TM

)
, h0 = 1, y0 =

(
(x0)T , a0

)
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Úlohy (2.12) pre t = 1, . . . , H − 1 sa prepí²u do tvaru:

Qt
(
xt−1
{k}− , a

t−1
{k}− , ξ

t
k

)
= min

ytk

(ctk)
Tytk +Qt+1(xtk, a

t
k)

W tytk = −T t−1
k yt−1

{k}− , (2.20)

(xtk ≥ 0), ztk ≥ 0, dtk ≥ 0

kde
Qt+1(xtk, a

t
k) =

∑
j∈{k}+

pt+1
j Qt+1

(
xtk, a

t
k, ξ

t+1
j

)
,

ytk =
(

(xtk)
T , atk, z

t
k, d

t
k

)
, ctk =

(
(1 + rtk)

T ,−1,
1

α
, 0
)

pre t = 1, . . . , H − 2,

cH−1
k =

(
(δ − 1)(1 + rH−1

k )T ,−δ, 1

α
, 0
)

W t =

(
1TM 0 0 0

0TM 0 −1 1

)
, T t−1

k =

(
−(1 + ξtk)

T 0 0 0

−(1 + ξtk)
T 1 0 0

)
.

Premenné dtk, k = 1, . . . , Kt sú pomocnými premennými podobne ako v podkapitole
2.1.3 a vektor rtk predstavuje o£akávaný výnos v stupni t + 1 ak v stupni t nastala
realizácia k. Terminálna podmienka (2.11) nadobúda tvar:

QH
(
xH−1
{k}− , a

H−1
{k}− , ξ

H
k

)
= min

yHk

(
cHk

)T
yHk

WHyHk = −TH−1
k yH−1

{k}− , (2.21)

zHk ≥ 0, dHk ≥ 0

kde

cHk =
( δ
α
, 0
)
, WH =

(
−1, 1

)
, TH−1

k = −(1 + ξHk )T , yHk =
(
zHk , d

H
k

)
.

htk = 0, t = 1, . . . , H, k = 1, . . . , Kt.

Poznamenávame, ºe kompenza£né matice W t, t = 0, . . . , H úlohy v tvare (2.19)�
(2.21) nesp¨¬ajú podmienku úplných kompenza£ných matíc:

∀f ∈ Rmt ∃y ≥ 0 : W ty = f, t = 0, . . . , H

a teda vo v²eobecnosti nepatria do skupiny jednoduchých alebo úplných kompenza£-
ných matíc, £iºe rie²enie zo stup¬a t−1 nebude vºdy prípustným v stupni t. V prípade
kompenza£ných matíc WH sa jedná vºdy o jednoduché kompenza£né matice, nako©ko
nadobúdajú tvar totoºný s tvarom uvedeným v podkapitole 2.1.3. Problém nastáva
v prípade kompenza£ných matíc W t, t = 1, . . . , H − 1 pri uvaºovaní nezápornosti
váh v portfóliu. Vtedy kompenza£né matice nesp¨¬ajú podmienky uvedené v Leme na
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strane 24 a teda ani podmienku úplných kompenza£ných matíc. Túto skuto£nos´ ako aj
skuto£nos´, ºe v prípade uvaºovania shortsellingu sa naopak jedná o úplné kompenza£-
né matice, je moºné ve©mi jednoducho a priamo£iaro overi´, £i uº priamo z podmienky
úplných kompenza£ných matíc alebo pomocou algoritmu uvádzanom v [14].

Týmto sme prepísali viac-periódovú úlohu optimalizácie portfólia v tvare (1.3) na
tvar deterministického ekvivalentu (2.11)�(2.13). V ¤al²ej kapitole sa budeme venova´
dekompozi£ným algoritmom ur£eným na rie²enie jedno-periódových a viac-periódových
úloh optimalizácie portfólia, ktorých testovanie je cie©om tejto práce a bude hlavnou
nápl¬ou Kapitoly 4.



Kapitola 3

Algoritmy na rie²enie jedno-periódovej
a viac-periódovej základnej úlohy
optimalizácie portfólia

Nápl¬ou tejto kapitoly bude predstavenie a vysvetlenie fungovania algoritmov na rie²e-
nie úloh odvodených v predchádzajúcej kapitole. Budú to algoritmy, ktoré efektívne
vyuºívajú ²peciálnu blokovú ²truktúru úloh zobrazených na Obr. 2.1 a Obr. 2.2. Ako
sme uviedli, rie²enie úloh priamou metódou (rie²enie deterministického ekvivalentu)
je pri ve©kom po£te scenárov £asovo a pamä´ovo náro£né. V prípade viac-periódových
úloh optimalizácie portfólia je pouºitie priamych metód £astokrát z dôvodu obrovských
rozmerov úlohy nemoºné. Postupne si predstavíme rôzne modi�kácie tzv. L-shaped
metódy pre dvoj-stup¬ové SLÚ s pevnou kompenzáciou. Konkrétne to budú jednore-
zová, viacrezová a regularizovaná L-shaped metóda. Neskôr uvedieme aj metódu ²peciál-
ne vyvinutú na rie²enie úloh s CVaR v ú£elovej funkcii. Jedná sa o tzv. CVaRmin
metódu, ktorá vyuºíva dobré vlastnosti druhostup¬ových úloh, £ím sa výrazne zjedno-
du²í implementácia metódy ako aj samotná efektívnos´ metódy. Táto metóda je modi-
�káciou jednorezovej L-shaped metódy. Ke¤ºe v práci uvaºujeme aj viacrezovú a regu-
larizovanú L-shaped metódu, rozhodli sme sa odvodi´ aj viacrezovú verziu metódy
CVaRmin. Uvedieme aj zov²eobecnené algoritmy jednorezovej a viacrezovej L-shaped
metódy na rie²enie viac-stup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou, tzv. jednorezovú a
viacrezovú verziu vnorenej L-shaped metódy. Nakoniec, pouºitím rovnakých princípov
aké boli pouºité pri odvodení CVaRmin metódy, modi�kujeme a zefektívnime vnorené
verzie L-shaped metódy.

3.1 Jednorezová L-shaped metóda

L-shaped metóda je zaloºená na Bendersovej dekompozícii [4] a prvýkrát bola uvedená
v [30]. Najprv uvedieme algoritmus metódy a potom si podrobnej²ie vysvetlíme jeho
jednotlivé £asti. Algoritmus uvádzame pod©a [6].
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Algoritmus jednorezovej L-shaped metódy

Krok 0: (Inicializácia)
Prira¤ r = s = ν = 0.

Krok 1: (Rie²enie hlavnej úlohy (3.1)�(3.5))
Prira¤ ν = ν + 1, potom rie² úlohu:

min
x,θ

z = cTx+ θ (3.1)

Ax = b, (3.2)
Dlx ≥ dl, l = 1, . . . , r, (3.3)

Elx+ θ ≥ el, l = 1, . . . , s, (3.4)
x ≥ 0, θ ∈ R. (3.5)

Nech (xν , θν) je rie²enie úlohy (3.1)�(3.5). Ak e²te neboli pridané rezy optimality
(s = 0), prira¤ θν = −∞ a θν sa nebude uvaºova´ pri výpo£te xν .

Krok 2: (Kontrola prípustnosti v druhostup¬ových úlohách (3.6))
Ak platí x ∈ K2, pokra£uj na Krok 3.
Inak, pridaj rez optimality (3.3) a cho¤ na Krok 1.

Krok 3: (Rie²enie druhostup¬ových úloh - pridávanie rezov optimality)
Pre v²etky scenáre k = 1, . . . , K rie² úlohu:

min
y
w = qTk y

Wy = hk − Tkxν , (3.6)
y ≥ 0.

Nech πνk je vektor rie²ení duálnej úlohy k (3.6) pre scenár k. Potom de�nuj:

Es+1 =
K∑
k=1

pk(π
ν
k)TTk, (3.7)

es+1 =
K∑
k=1

pk(π
ν
k)Thk. (3.8)

Nech wν = es+1 − Es+1x
ν . Ak platí wν ≤ θν , Koniec. xν je optimálne rie²enie.

Inak, prira¤ s = s+ 1, pridaj rez optimality (3.4) a cho¤ na Krok 1.
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3.2 Princíp fungovania L-shaped metódy

Algoritmus L-shaped metódy je zaloºený na postupnej (itera£nej) lineárnej aproximácii
£lena Q(x), ktorý je vo v²eobecnosti nelineárny. Táto aproximácia sa realizuje a pos-
tupne zlep²uje pridávaním rezov optimality (3.4) v kaºdej makroiterácii ν. Ako sme
uº uviedli, algoritmus vyuºíva ²peciálnu blokovú ²truktúru deterministického ekviva-
lentu zobrazenú na Obrázku 2.1. Jedna makroiterácia pozostáva z postupného rie²enia
hlavnej úlohy, v ktorej parametre s a r reprezentujú po£et doposia© pridaných rezov
optimality a rezov prípustnosti. Nasleduje kontrola prípustnosti rie²enia hlavnej úlohy
v druhostup¬ových úlohách. Tieto úlohy sa zvyknú nazýva´ aj podúlohami. V prípade
zistenia neprípustnosti v niektorej z podúloh sa pridá rez prípustnosti (3.3) a opä´
sa rie²i hlavná úloha. V opa£nom prípade sa pokra£uje rie²ením podúloh a následnou
kontrolou optimality. Pod kontrolou optimality sa myslí kvalita aproximácie. Ak je
aproximácia dostato£ne dobrá, algoritmus kon£í. Ak nie, pridá sa rez optimality a opä-
tovne sa rie²i hlavná úloha. Teraz pristúpime k podrobnej²iemu popisu krokov 2 a 3,
aby sme ozrejmili spôsob výpo£tu rezov optimality a rezov prípustnosti. Podotýkame,
ºe úlohy, ktorými sa budeme zaobera´, sú SLÚ s jednoduchou kompenzáciou a preto,
ako uº bolo uvedené, prípustné rie²enie z hlavnej úlohy je vºdy prípustné v podúlohách.
To znamená, ºe krok 2 je moºné v tomto prípade vynecha´.

V kroku 2 sa kontroluje prípustnos´ podúloh a v prípade neprípustnosti sa pridávajú
rezy prípustnosti. Prípustnos´ sa kontroluje rie²ením nasledovnej úlohy pre v²etky k =

1, . . . , K:

min
v+,v−

w = eTv+ + eTv−

Wy + Iv+ − Iv− = hk − Tkxν , (3.9)

y ≥ 0, v+ ≥ 0, v− ≥ 0.

Podotýkame, ºe úloha (3.9) je vºdy prípustná a rie²enie hlavnej úlohy je prípustné,
ak pre optimálnu hodnotu w úlohy (3.9) platí w = 0. V prípade w > 0 nastáva
neprípustnos´. Úloha (3.9) sa rie²i postupne pre v²etky k. Ak pre nejaké k nastáva
w > 0, potom de�nujeme:

Dr+1 = (σνk)TTk, (3.10)

dr+1 = (σνk)Thk, (3.11)

pridáme rez prípustnosti v tvare (3.3), priradíme r = r + 1 a vrátime sa na krok 1
(rie²ime hlavnú úlohu s novým ohrani£ením ). Vektor σνk reprezentuje vektor rie²ení
duálnej úlohy k úlohe (3.9). Ak pre v²etky k platí w = 0, pokra£ujeme na krok 3.

�alej ozrejmíme spôsob výpo£tu rezov prípustnosti. Uvaºujme duálnu úlohu k úlohe
(3.9) v tvare:
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max
σν

(hk − Tkx
ν)Tσν

(σν)TW ≤ 0, (3.12)

(σν)T I ≤ 1,

−(σν)T I ≤ 1.

Ak pre nejaké k nastáva w > 0, tak pre hodnotu ú£elovej funkcie úlohy (3.12) dostá-
vame tieº (hk − Tkxν)Tσν > 0. Tento fakt vyplýva zo silnej vety o dualite, uvedenej
napr. v [21], ktorá hovorí, ºe ak má jedna z úloh optimálne rie²enie, tak má aj druhá
a hodnoty ú£elových funkcií sa v optime rovnajú. De�nujme si mnoºinu pod©a [6]:
posW = {t|Wy = t, y ≥ 0}, ktorá reprezentuje v²etky pravé strany ohrani£ení druhos-
tup¬ových úloh, ktoré sa dajú vyjadri´ pomocou nezápornej kombinácie st¨pcov matice
W . V prípade neprípustnosti pre nejaké k musí plati´ hk − Tkxν /∈ posW . V takomto
prípade musí existova´ nadrovina odde©ujúca hk−Tkxν a posW , pre ktorú platí σT t ≤ 0

pre v²etky t ∈ posW a (hk − Tkxν)Tσ > 0. Takáto nadrovina je v kroku 2 reprezento-
vaná práve vektorom rie²ení duálnej úlohy. Vidie´, ºe v prípade neprípustnosti, vektor
σνk sp¨¬a potrebné podmienky. Teda na to, aby prvostup¬ové rie²enie bolo prípustné, je
potrebné aby patrilo do posW a teda musí plati´ (hk−Tkxν)Tσν ≤ 0, £o zodpovedá re-
zom prípustnosti s koe�cientami v tvare (3.10) a (3.11). Z tohto je zrejmé, ºe pridaním
ohrani£ení v tvare (3.3) sa vylú£ia neprípustné prvostup¬ové rozdodnutia.

Ostáva ozrejmi´ spôsob výpo£tu rezov optimality. Opä´ je uºito£né zade�nova´
duálnu úlohu. Duálna úloha k úlohe (3.6) má tvar:

max
πν

(hk − Tkx
ν)Tπν ,

(πν)TW ≤ qk. (3.13)

Pre optimálne rie²enia z duality opä´ vyplýva:

Q(xν , ξk) = (hk − Tkxν)Tπνk .

Z konvexnosti funkcie Q(xν , ξk) a taktieº zo slabej vety o dualite dostávame vz´ah pre
©ubovo©né x:

Q(x, ξk) ≥ (hk − Tkx)Tπνk .

Pre funkciu Q(x) platí:

Q(xν) = E[Q(xν , ξ)] =
K∑
k=1

Q(xν , ξk) =
K∑
k=1

(hk − Tkxν)Tπνk
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a pre ©ubovo©né x

Q(x) ≥
K∑
k=1

(hk − Tkx)Tπνk .

Výraz na pravej strane je zjavne lineárny v x a teda aproximácia funkcie Q(x) zod-
povedá uº spomínanej aproximácii pomocou lineárnych oporných nadrovín. Úloha

min
x

z = cTx+Q(x)

Ax = b,

x ≥ 0

je ekvivalentná s úlohou

min
x

z = cTx+ θ

Q(x) ≤ θ,

Ax = b, (3.14)

x ≥ 0,

z £oho následne dostávame nerovnos´, ktorá zodpovedá rezom optimality (3.4):

θ ≥
K∑
k=1

(hk − Tkx)Tπνk =
K∑
k=1

pk(π
ν
k)Thk −

K∑
k=1

pkTkx
Tπνk

m

Elx+ θ ≥ el.

Na záver e²te objasníme ukon£ovaciu podmienku. Z hore uvedeného je zjavné, ºe
pre optimálne rie²enie (xν , θν) platí θν = Q(xν), £o zodpovedá ukon£ovacej podmienke
θν ≥ Q(xν).V prípade, kde nastáva θν < Q(xν), ºiaden z doposia© pridaných rezov
optimality nezaru£uje Q(x) ≤ θ a preto je potrebné prida´ ¤al²í rez optimality, a teda
rie²enie (xν , θν) e²te nie je optimálne. Týmto sme vysvetlili spôsob fungovania L-shaped
algoritmov (jednorezovej aj viacrezovej verzie) pod©a [6].

3.3 Viacrezová L-shaped metóda

Viacrezová L-shaped metóda sa od jednorezovej L-shaped metódy lí²i len v spôsobe
pridávania rezov optimality. Ako sme uviedli, v jednorezovej verzii sa pre v²etky scenáre
pridáva stále len jeden rez optimality. V prípade viacrezovej verzii sa bude pridáva´
jeden rez optimality pre kaºdý scenár vypo£ítaný pod©a (3.22) a (3.23). Algoritmus
uvádzame pod©a [6] ale prvýkrát bol v takejto podobe uvedený v [5].
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Algoritmus viacrezovej L-shaped metódy

Krok 0: (Inicializácia)
Prira¤ r = ν = 0 a sk = 0 pre v²etky k = 1, . . . , K.

Krok 1: (Rie²enie hlavnej úlohy (3.15)�(3.19))
Prira¤ ν = ν + 1, potom rie² úlohu:

min
x,θ

z = cTx+
K∑
k=1

θk (3.15)

Ax = b, (3.16)
Dlx ≥ dl, l = 1, . . . , r, (3.17)

Elkx+ θk ≥ elk , lk = 1, . . . , sk, k = 1, . . . , K, (3.18)
x ≥ 0, θk ∈ R, k = 1, . . . , K. (3.19)

Nech (xν , θν1 , . . . , θ
ν
K) je rie²enie úlohy (3.15-3.19). Ak e²te pre nejaké k neboli pri-

dané rezy optimality (sk = 0), prira¤ θνk = −∞ a θνk sa neuvaºuje pri výpo£te x
ν .

Krok 2: (Kontrola prípustnosti v druhostup¬ových úlohách (3.20))
Ak platí x ∈ K2, pokra£uj na Krok 3.
Inak, pridaj rez prípustnosti (3.17) a cho¤ na Krok 1.

Krok 3: (Rie²enie druhostup¬ových úloh - pridávanie rezov optimality)
Pre v²etky scenáre k = 1, . . . , K rie² úlohu:

min
y
w = qTk y

Wy = hk − Tkxν , (3.20)
y ≥ 0.

Nech πνk je vektor rie²ení duálnej úlohy k (3.20) pre scenár k. Ak platí

θνk < pk(π
ν
k)(hk − Tkxν), (3.21)

potom de�nuj
Esk+1 = pk(π

ν
k)TTk, (3.22)

esk+1 = pk(π
ν
k)Thk. (3.23)

Prira¤ sk = sk + 1 a pridaj rez optimality (3.22) a (3.23). Ak podmienka (3.21)
nie je splnená pre ºiadne k = 1, . . . , K, Koniec, xν je optimálne rie²enie. Inak
cho¤ na Krok 1.

Pridávanie jedného rezu optimality pre kaºdý scenár má za následok rýchlej²iu
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aproximáciu funkcie Q(x), a preto vo v²eobecnosti viacrezová verzia konverguje v
men²om po£te makroiterácií, £o ale nemusí znamena´ aj krat²í výpo£tový £as, ke¤ºe
hlavná úloha v tomto prípade môºe nadobúda´ výrazne vä£²ie rozmery a tým zna£ne
spomali´ optimaliza£ný proces. To, ktorú verziu je výhodnej²ie pouºi´, záleºí na charak-
tere konkrétnej úlohy ([11]).

3.4 Regularizovaná L-shaped metóda

Algoritmus bol pôvodne uvedený v [25] a my sme ho uvádzame pod©a [6]. Regu-
larizovaná L-shaped metóda je modi�káciou viacrezovej L-shaped metódy. Hlavným
rozdielom je pridanie kvadratického regula£ného £lenu β

2
‖x − aν‖2 k ú£elovej funkcii.

aν je zvolený prípustný vektor (prípustné rie²enie) a paramenter β slúºi na zmenu
váhy regula£ného £lena v priebehu procesu. Základnou my²lienkou algoritmu je vy-
generovanie postupnosti vektorov {aν} konvergujúcej k optimálnemu rie²eniu. Spôsob
ur£ovania vektora aν+1 prebieha nasledovne. V prípade tzv. nulových krokov, v ktorých
nastáva neprípustnos´ rie²enia xν alebo rie²enie xν je hor²ie (t.j. to, pre ktoré je hod-
nota ú£elovej funkcie vä£²ia) ako aν , sa v ¤al²ej iterácii pouºije vektor aν+1 = aν . V
opa£nom prípade dostávame vektor rie²ení, ktorý je lep²í ako aν a teda v nasledujúcej
iterácii sa pouºije aν+1 = xν . Z tohto je zjavné, ºe postupnos´ hodnôt ú£elovej funkcie
cTaν + Q(aν) daná vektormi aν je nerastúca a vektor aν sa dá interpretova´ ako naj-
lep²ie rie²enie po iteráciu ν. Algoritmus kon£í vtedy, ke¤ je hodnota ú£elovej funkcie
rovnaká pre rie²enie (xν , θν1 , . . . , θ

ν
K) úlohy (3.24)-(3.28)) a aj pre vektor aν . Spôsob

aktualizácie parametra β uvádzame pod©a [6]. V prípade nultých krokov sa parameter
β zdvojnásobí, £ím sa zvý²i váha regula£ného £lena. Zvä£²enie parametra β zabezpe£í,
ºe optimálne rie²enie hlavnej úlohy bude z bliº²ieho okolia bodu aν , ktorý je prípustný
a doposia© najlep²í, a teda moºnos´ neprípustného alebo hor²ieho rie²enia sa zníºi. V
opa£nom prípade sa β zmen²í na polovicu, £ím sa zníºi váha regula£ného £lena a zvý²i
sa dôraz na minimalizáciu ú£elovej funkcie. Podotýkame, ºe algoritmus je citlivý na
vo©bu vektora a1. Pri testovaní tejto metódy bolo ukázané, ºe pre vä£²inu úloh pri
vhodnej vo©be vektora a1 dosahuje regularizovaná metóda lep²ie výsledky ako viacre-
zová alebo jednorezová metóda. Na druhej strane pri nevhodne zvolenom vektore a1

sa môºe výpo£tový £as nieko©konásobne zvý²i´. Viac o vo©be vektora a1 sa dá nájs´ v
[6],[25],[26].

Na záver £asti o algoritmoch L-shaped metódy e²te uvedieme vety hovoriace o kon-
vergencii algoritmov.

Veta 5 ([6], str. 198)
Nech ξ je kone£ná náhodná premenná. Potom algoritmus L-shaped metódy (jednore-
zová a viacrezová verzia) konverguje v kone£nom po£te makroiterácií k optimálnemu
rie²eniu, ak toto existuje, v opa£nom prípade vykazuje neprípustnos´ úlohy (2.7).
Kon²truk£ný dôkaz je uvedený v [6].
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Veta 6 ([6], str. 208)
Ak má pôvodná úloha (2.7) rie²enie, tak algoritmus konverguje v kone£nom po£te
makroiterácií k optimálnemu rie²eniu. V opa£nom prípade generuje postupnos´ prí-
pustných vektorov {aν} takých, ºe Q(aν)→ −∞ pre ν →∞.
Kon²truk£ný dôkaz je uvedený v [6].

Algoritmus regularizovanej L-shaped metódy

Krok 0: (Inicializácia)
Prira¤ r = ν = 0 a sk = 0 pre v²etky k = 1, . . . , K, zvo© prípustný bod a1 a
prira¤ β = 1.

Krok 1: (Rie²enie hlavnej úlohy (3.24)�(3.28))
Prira¤ ν = ν + 1, potom rie² úlohu:

min
x,θ

z = cTx+
K∑
k=1

θk +
β

2
‖x− aν‖2 (3.24)

Ax = b, (3.25)
Dlx ≥ dl, l = 1, . . . , r, (3.26)

Elkx+ θk ≥ elk , lk = 1, . . . , sk, k = 1, . . . , K, (3.27)
x ≥ 0, θk ∈ R, k = 1, . . . , K. (3.28)

Nech (xν , θν1 , . . . , θ
ν
K) je rie²enie úlohy (3.24-3.28). Ak e²te pre nejaké k neboli pri-

dané rezy optimality (sk = 0), prira¤ θνk = −∞ a θνk sa neuvaºuje pri výpo£te x
ν .

Ak cTxν + 1TKθ
ν = cTaν +Q(aν), Koniec, aν je optimálne rie²enie.

Krok 2: (Kontrola prípustnosti v druhostup¬ových úlohách (3.20))
Ak platí x ∈ K2, pokra£uj na Krok 3. Inak, pridaj rez optimality (3.26), prira¤
aν+1 = aν (nulový krok neprípustnosti), β = 2β a cho¤ na Krok 1.

Krok 3: (Rie²enie druhostup¬ových úloh - pridávanie rezov optimality)
Pre v²etky scenáre k = 1, . . . , K rie² úlohu (3.20) a vypo£ítaj Q(xν , ξk). Ak platí
podmienka (3.21), prira¤ sk = sk + 1 a pridaj rez optimality (3.22),(3.23).

Krok 4: (presný krok)
Ak podmienka (3.21) nie je splnená pre ºiadne k = 1, . . . , K, prira¤ aν+1 = xν

(presný krok), β = β
2
a cho¤ na Krok 1.

Krok 5: (odhadnutý krok)
Ak platí cTxν+Q(xν) ≤ cTaν+Q(aν), prira¤ aν+1 = xν (odhadnutý krok), β = β

2

a cho¤ na Krok 1. Inak, prira¤ aν+1 = aν ( nulový krok prípustnosti), β = 2β a
cho¤ na Krok 1.
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3.5 CVaRmin metóda

V tejto £asti uvedieme algoritmus vyvinutý ²peciálne na rie²enie optimaliza£ných úloh s
CVaR v ú£elovej funkcii. Algoritmus uvedieme pod©a [2] s malou modi�káciou, pretoºe
autori v [2] de�novali CVaR pre funkciu strát a my sme de�novali CVaR pre funkciu
výnosov. Pozmeníme aj poradie jednotlivých krokov, aby kore²pondovali s krokmi pred-
chádzajúcich algoritmov. Taktieº v algoritme pouºijeme zna£enie totoºné so zna£ením
pouºitým v predchádzajúcich kapitolách a nie zna£enie pouºité autormi v [2], aby sme
sa vyhli nezrovnalostiam spôsobeným nejednozna£nos´ou zápisu. Diskrétna úloha op-
timalizácie portfólia (1.6) z Kapitoly 1 je ekvivalentná s úlohou v tvare:

min
x,a

xT r − a +
1

α
E(Q(x, a, ξ))

xT r ≥ µ,

1TMx ≤ 1,

(x ≥ 0),

s podúlohami v tvare:

Q(x, a, ξ) = min
z
z

z ≥ a− xT ξ, (3.29)

z ≥ 0.

Duálna úloha k úlohe (3.29) má tvar:

max
π

(a − xT ξ)π (3.30)

0 ≤ π ≤ 1.

V²imnime si, ºe úloha (3.30) je ve©mi jednoduchá a má rie²enie π = 0 alebo π = 1 v
závislosti od znamienka výrazu (a − xT ξ). Takýto typ rie²enia je zna£ným plusom
z h©adiska implementácie algoritmu, pretoºe namiesto rie²enia podúloh pre v²etky
scenáre sa sta£í pozrie´ na znamienko výrazu (a−xT ξ) a ur£i´ hodnotu π. Moºnos´ toh-
to zjednodu²enia predstavuje výraznú úsporu výpo£tového £asu. Pripomíname, ºe sa
jedná o SLÚ s jednoduchou kompenzáciou, v ktorých je rie²enie hlavnej úlohy vºdy prí-
pustné v podúlohách, a preto sa krok 2 z predchádzajúcich algoritmov v tomto prípade
vynechá. Toto opä´ predstavuje zna£nú úsporu výpo£tového £asu, pretoºe odpadne
potreba rie²enia úlohy (3.9) pre v²etky scenáre. Ozna£me K∗ ozna£uje mnoºinu in-
dexov tých scenárov, pre ktoré majú kore²pondujúce podúlohy duálne rie²enia rovné
jednej πνk = 1. Algoritmus CVaRmin vyzerá nasledovne:
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Algoritmus CVaRmin metódy

Krok 0: (Inicializácia) Prira¤ s = ν = 0.

Krok 1: (Rie²enie hlavnej úlohy (3.31)�(3.35))
Prira¤ ν = ν + 1 potom rie² úlohu :

min
x,a,θ

xT r − a +
1

α
θ (3.31)

xT r ≥ µ, (3.32)
1TMx ≤ 1, (3.33)

θ ≥ p̂la− ξ̂Tl x, l = 1, . . . , s, (3.34)
θ ≥ 0, (x ≥ 0). (3.35)

Nech (xν , aν , θν) je rie²enie úlohy (3.31)�(3.35).
De�nuj K∗ = {k|1 ≤ k ≤ N, (a− xT ξk) > 0}.

Krok 3: (Pridávanie rezov optimality)
De�nuj wν =

∑
k∈K∗ pk(a− xT ξk).

Ak platí wν − θν ≤ 0, Koniec, xν je optimálne rie²enie. Inak, de�nuj
p̂s+1 =

∑
k∈K∗ pk, ξ̂s+1 =

∑
k∈K∗ pkξk, prira¤ s = s+ 1, pridaj rez optimality

v tvare (3.34) a cho¤ na Krok 1.

Z dôvodu nezah¯¬a´ pomocné premenné do úlohy optimalizácie portfólia, de�nu-
jeme hlavnú úlohu v trochu odli²nom tvare ako je vo v²eobecnosti de�novaná. Jedná
sa o prvostup¬ové ohrani£enia na rozpo£et a minimálny poºadovaný výnos, ktoré sú v
tvare nerovností, môºnos´ shortsellingu a následné poru²enie nezápornosti vektora váh.
V²etky tieto modi�kácie sa dajú pri implemantácii algoritmu prepísa´ na poºadovaný
tvar spôsobom, aký sme uviedli v Kapitole 1.

Jedna makroiterácia pozostáva z rie²enia hlavnej úlohy (s uº len rezmi optima-
lity). Nasleduje kontrola optimality, ktorá je rovnaká ako v prípade predchádzajúcich
algoritmov. Sta£í si uvedomi´, ºe:

hk = 0, ∀k; Tk = −a+ xT ξk; πνk = 1, ∀k ∈ K∗; πνk = 0, ∀k /∈ K∗, (3.36)

Es+1 =
K∑
k=1

pk(π
ν
k)TTk, es+1 =

K∑
k=1

pk(π
ν
k)Thk.

Potom:
es+1 − Es+1 − θν ≤ 0

m
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∑
k∈K∗

pk(a− xT ξk)− θν ≤ 0.

Proces pridávania rezov optimality je s pouºitím (3.36) tieº ekvivalentný so spôsobom
v predchádzajúcich algoritmoch. Ke¤ºe tento algoritmus je len zov²eobecnením jed-
norezovej L-shaped metódy, o konvergencii algoritmu hovorí Veta 5. Zov²eobecnená
verzia vety pre tento prípad je uvedená v [2]. Ako uvedieme neskôr v Kapitole 4, zo
vzájomného porovnania jednotlivých verzií L-shaped metódy najlep²ie výsledky dosa-
hovala viacrezová verzia. To nás motivovalo k uvaºovaniu o viarezovej verzii CVaRmin.
Viacrezová verzia CVaRmin nie je v literatúre uvádzaná, tak sme ju odvodili pod©a
vzoru jednorezovej CVaRmin.

3.6 Viacrezová CVaRmin metóda

Algoritmus viacrezovej CVaRmin metódy

Krok 0: (Inicializácia) Prira¤ ν = 0 a sk = 0 pre v²etky k = 1, . . . , K.

Krok 1: (Rie²enie hlavnej úlohy (3.37)�(3.41))
Prira¤ ν = ν + 1 potom rie² úlohu :

min
x,a,θ

xT r − a +
1

α

K∑
k=1

θk (3.37)

xT r ≥ µ, (3.38)
1TMx ≤ 1, (3.39)
θk ≥ p̂lka− ξ̂Tlkx, lk = 1, . . . , sk, k = 1, . . . , K, (3.40)
θk ≥ 0 k = 1, . . . , K, (x ≥ 0). (3.41)

Nech (xν , aν , θν1 , . . . , θ
ν
K) je rie²enie úlohy (3.37)�(3.41).

Krok 3: (Pridávanie rezov optimality)
Pre v²etky scenare k = 1, . . . , K ur£i znamienko výrazu (a−xT ξk) a hodnotu πνk .
Ak platí:

θνk < pk(π
ν
k)(a− xT ξk), (3.42)

potom de�nuj
p̂sk+1 = pkπ

ν
k , (3.43)

ξ̂sk+1 = pkπ
ν
kξk. (3.44)

Prira¤ sk = sk + 1 a pridaj rez optimality v tvare (3.40). Ak podmienka (3.42)
nie je splnená pre ºiadne k = 1, . . . , K, Koniec, xν je optimálne rie²enie. Inak
cho¤ na Krok 1.
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Táto metóda je odvodená z viacrezovej L-shaped metódy. Vyuºitím (3.36), jednoduchej
kompenza£nej matice a miernej modi�kácie hlavnej úlohy (3.31)�(3.35) je z uvedeného
algoritmu zrejmé, ºe sa v podstate jedná o zjednodu²ený algoritmus viacrezovej L-
shaped metódy. Poznamenávame, ºe zo vz´ahov v kroku 3 vyplýva, ºe pre kaºdý scenár
môºeme prida´ maximálne jeden rez optimality. To je spôsobené tým, ºe hodnota duál-
nych rie²ení je vºdy πνk = 0 alebo πνk = 1. V prípade πνk = 0 sa nepridáva ºiaden
rez optimality a v prípade πνk = 1 sa pridá rez optimality, ak je splnená podmienka
(3.42). Pre kaºdý scenár môºeme nanajvý² prida´ jeden rez optimality kore²pondujúci
s πνk = 1. Z toho je zrejmé, ºe táto metóda musí konvergova´ v dvoch makroiteráciách.
V prvej makroiterácii sa pridajú rezy optimality pre v²etky scenáre, v ktorých je to
potrebné a v druhej uº dostávame optimálne rie²enie. Toto pozorovanie, ako uvedieme
v Kapitole 4, sa aj potvrdilo. Na záver e²te poznamenávame, ºe konvergenciu aj tejto
metódy potvrdzuje Veta 5.

3.7 Priame metódy

V tejto £asti ve©mi stru£ne popí²eme priame metódy, ktorých verzie priamo implemen-
tované v Matlabe pouºijeme pri testovaní v Kapitole 4. Konkrétne to budú simplexová
metóda a metóda vnútorného bodu. Pouºijeme ich len na jedno-periódové úlohy opti-
malizácie portfólia, pretoºe v prípade viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia je v
dôsledku obrovských rozmerov a pamä´ových nárokov pouºitie týchto metód nemoºné.

3.7.1 Simplexová metóda

Simplexovu metódu ako prvý rozpracoval Dantzing v roku 1947 a prvýkrát bola pub-
likovaná v [10]. Je to základná metóda pre rie²enie úloh lineárneho programovania.
Uvedieme len základnú my²lienku simplexovej metódy uvádzanú napr. v [21]. Podrobné
informácie o simplexovej metóde moºno nájs´ v [14] a [21].

Uvaºujme úlohu v tvare (2.1), ktorý povaºujeme za v²eobecný tvar úloh lineárneho
programovania. �alej predpokladáme bez ujmy na v²eobecnosti, ºe mnoºina prípust-
nosti úlohy (2.1) je neprázdna a obsahuje vrcholy, pri£om jeden z nich poznáme. Metóda
za£ína v známom vrchole mnoºiny prípustnosti, ozna£me ho y0. My²lienka metódy
spo£íva v nájdení takej hrany mnoºiny prípustnosti {y0 + λd}, ktorá vedie do niº²ích
hodnôt ú£elovej funkcie, t.j. cTd < 0 pre λ > 0. Ak je táto hrana úse£kou [y0, y1], tak
minimum ú£elovej funkcie sa nadobúda v bode y1. Týmto spôsobom vieme vytvori´
postupnos´ bodov pre ktoré platí cTy0 > cTy1 > · · · > cTyn a ak pre bod yn uº nie je
moºné nájs´ hranu sp¨¬ajúcu potrebné vlastnosti, tak yn je optimálnym rie²ením. Ak
pre bod yn je moºné nájs´ úse£ku vedúcu do niº²ích hodnôt ú£elovej funkcie ale táto
úse£ka je polpriamkou, tak nastáva neohrani£enos´.
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3.7.2 Metóda vnútorného bodu

Metódy vnútorného bodu boli vyvinuté v 60-tych a na za£iatku 70-tych rokov na
rie²enie nelineárnych úloh s ohrani£eniami v tvare nerovností. Aj v tomto prípade
uvedieme len základnú my²lienku (algoritmus) primárno-duálnej metódy vnútorného
bodu a pre bliº²ie informácie oh©adom metód vnútorného bodu £itate©a odkazujeme
napr. na [8],[14],[24].

Duálna úloha k úlohe (2.1) má tvar:

min
y,s

bTy

ATy + s = c, (3.45)

s ≥ 0.

Ozna£me mnoºinu prípustných rie²ení primárnej úlohy (2.1) a mnoºinu prípustných
rie²ení duálnej úlohy (3.45) ako:

P = {x|Ax = b, x ≥ 0} D = {(y, s)|ATy + s = c, s ≥ 0}.

�alej zave¤me ozna£enie w = (x, y, s) zodpovedajúce primárno-duálnemu bodu aW =

P×D reprezentujúce primárno-duálnu mnoºinu prípustnosti. Karush-Kuhn-Tuckerove
podmienky optimality pre primárno-duálny pár w sú dané sústavou rovníc:

Ax = b,

ATy + s = c, (3.46)

XS1n = 0,

(x, s) ≥ 0,

kde X,S ∈ Rn×n sú diagonálne matice s prvkami xi, respektíve si pre i = 1, . . . , n

na diagonále. V²eobecný algoritmus metódy vnútorného bodu vyzerá nasledovne. Na
za£iatku predpokladáme, ºe máme k dispozícii nejaký striktne prípustný primárno-
duálny bod, t.j. bod sp¨¬ajúci w ∈ {w ∈ W|(x, s) > 0}, ktorý je ²tartovacím bodom
metódy. V kaºdej iterácii k, pomocou nejakej metódy vo©nej optimalizácie, nájdeme
pribliºné rie²enie systému rovníc (3.46). Naj£astej²ie pouºívanou metódou je Newtonova
metóda a teda pre nový bod nájdený touto metódou platí wk+1 = wk + αk∆w

k, kde
∆wk ozna£uje smer a αk d¨ºku kroku Newtonovej metódy. V sú£asnosti existuje ve©ké
mnoºstvo variant metódy vnútorného bodu. Tieto varianty sa môºu lí²i´ napr. v spôsobe
výpo£tu smeru ∆wk, v spôsobe výpo£tu d¨ºky kroku αk, v ukon£ovacej podmienke at¤.
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3.8 Vnorená jednorezová L-shaped metóda

Vnorená jednorezová L-shaped metóda je ur£ená na rie²enie viac-stup¬ových SLÚ s
pevnou kompenzáciou a je zov²eobecnením jednorezovej L-shaped metódy. Algoritmus
uvádzame pod©a [6], ale prvýkrát bol uvedený v [19]. Pred uvedením samotného algo-
ritmu je potrebné zade�nova´ úlohu, ktorú budeme rie²i´ v kaºdom stupni a kaºdom
uzle. Táto úloha je akýmsi ekvivalentom hlavnej úlohy v prípade algoritmov na rie²enie
dvoj-stup¬ových SLÚ s pevnou kompenzáciou.

Pre kaºdý stupe¬ t = 0, . . . , H a kaºdý uzol k = 1, . . . , Kt de�nujeme hlavnú úlohu
v tvare:

min
xtk,θ

t
k

(ctk)
Txtk + θtk (3.47)

W txtk = htk − T t−1
k xt−1

{k}− , (3.48)

Dt
k,l ≥ dtk,l, l = 1, . . . , rtk, (3.49)

Et
k,l + θtk ≥ etk,l, l = 1, . . . , stk, (3.50)

xtk ≥ 0, (3.51)

kde xt−1
{k}− je priebeºné rie²enie úlohy (3.47)�(3.51) pre daný uzol, t.j. doposia© najlep²ie

rie²enie. Pre prvý stupe¬ t = 0 ohrani£enie (3.48) má tvar W 0x0
1 = h0

1 a predstavuje
po£iato£né podmienky úlohy v tvare (2.10) alebo v tvare (2.13). V stupni t = H pre
v²etky k = 1, . . . , KH de�nuje ú£elovú funkciu bez £lena θHk a taktieº bez ohrani£ení
(3.49) a (3.50). �alej je uºito£né zade�nova´ mnoºinu Atk ako mnoºinu nasledovníkov
uzla k = 1, . . . , Kt v stupni t = 0, . . . , H − 1. Hlavnú úlohu (3.47)�(3.51) pre daný
stupe¬ t a uzol k budeme pod©a [6] ozna£ova´ ako NLDS(t, k).

Algoritmus vnorenej jednorezovej L-shaped metódy

Krok 0: (Inicializácia)
Poloº t = 0 a k = 1 (kore¬ stromu scenárov),pre v²etky t a k prira¤ rtk = stk = 0
a pridaj ohrani£enie θtk = 0 do NLDS(t, k). Nastav smer = V pred a ν = 1.

Krok 1: Rie²enie hlavnej úlohy (3.47)�(3.51)
Rie² NLDS(t, k).
Ak je neprípustná a t = 0, potom je celá úloha (2.11)�(2.13) neprípustná.
Ak je neprípustná a t > 0, potom prira¤ rt−1

{k}− = rt−1
{k}− + 1. Vypo£ítaj koe�cienty

rezov optimality ako:

Dt−1

{k}−,rt−1

{k}−
= (πtk)

TT t−1
k , (3.52)

dt−1

{k}−,rt−1

{k}−
= (πtk)

TT tk + (ρtk)
Tdtk. (3.53)

kde πtk je vektor duálnych rie²ení prislúchajúcich ohrani£eniam (3.48) a ρtk je
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vektor duálnych rie²ení prislúchajúcich ohrani£eniam (3.49). Pridaj rez prípust-
nosti s koe�cientami (3.52) a (3.53) do NLDS(t− 1, {k}−).
Poloº t = t− 1,k = {k}− a cho¤ na Krok 1.
Ak je prípustná aktualizuj hodnoty rie²enia xtk, θ

t
k a uloº hodnoty duálnych rie²ení

prislúchajúcich ohrani£niam (3.48)�(3.50) ako (πtk, ρ
t
k, σ

t
k).

Ak k < Kt, poloº k = k + 1 a cho¤ na Krok 1.
Inak (k = Kt), ak t = 0, nastav smer = V pred.
Ak t < H a smer = V pred, poloº t = t+ 1,k = 1 a cho¤ na Krok 1.
Ak t = H, nastav smer = V zad. Cho¤ na Krok 2.

Krok 2: Výpo£et a pridávanie rezov optimality (3.49)
Pre v²etky uzly k = 1, . . . , Kt−1 v t− 1 vypo£ítaj:

Et−1

k,(st−1
k +1)

=
∑
j∈Atk

ptj

pt−1
k

(πtj)
TT t−1

j , (3.54)

a

et−1

k,(st−1
k +1)

=
∑
j∈Atk

ptj

pt−1
k

(πtj)
TT t−1

j +

rtj∑
i=1

(ρtji)
Tdtji +

stj∑
i=1

(σtji)
T etji

 , (3.55)

kde ρtji a σ
t
ji sú i-te skalárne zloºky vektorov ρtj a σ

t
j. Sú£asná podmienená hod-

nota ú£elových funkcií podúloh v Atk je daná ako θ̄t−1
k = et−1

k,st−1
k +1

−Et−1

k,st−1
k +1

xt−1
k .

Ak sa ohrani£enie θt−1
k = 0 nachádza v NLDS(t− 1, k), nahra¤ ho ohrani£eným

(3.49) s koe�cientami (3.54) a (3.55) a prira¤ st−1
k = 1.

Ak θ̄t−1
k > θt−1

k , pridaj ohrani£enie (3.49) s koe�cientami (3.54) a (3.55) do
NLDS(t − 1, k) a prira¤ st−1

k = st−1
k + 1.

Ak t = 1 a do NLDS(0, 1) neboli pridané ºiadne ohrani£enia, Koniec, x0
1 je op-

timálne rie²enie.
Inak, poloº t = t− 1,k = 1. Ak t = 0, prira¤ smer = V pred a ν = ν + 1. Cho¤
na Krok 1.

V ¤al²om texte bliº²ie popí²eme princíp fungovania uvedeného algoritmu. Algorit-
mus najprv prejde strom smerom Vpred, t.j. od kore¬a k listom, pri£om v kaºdom uzle
rie²i prislúchajúcu hlavnú úlohu. V prípade prípustnosti sa rie²enia xtk posielajú do
hlavných úloh prislúchajúcim nasledovníkom uzla k v stupni t + 1, kde vystupujú v
ohrani£eniach (3.48). V prípade hlásenia neprípustnosti môºu nasta´ dve situácie. Ak
je neprípustnos´ v prvom stupni, t.j. neprípustná je hlavná úloha prislúchajúca kore¬u
stromu scenárov, potom je celá úloha (2.11)�(2.13) neprípustná. V opa£nom prípade sa
do hlavnej úlohy prislúchajúcej predchodcovi uzla k v stupni t−1 pridá rez prípustnosti
s koe�cientami v tvare (3.52) a (3.53), £ím sa vylú£i rie²enie spôsobujúce neprípust-
nos´. Tvar koe�cientov rezu prípustnosti (3.49) je odvodený analogickým spôsobom
ako v prípade L-shaped metódy pre dvoj-stup¬ové SLÚ s pevnou kompenzáciou, a
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teda neprípustnos´ je daná takými duálnymi rie²eniami πtk, ρ
t
k ≥ 0, ktoré sp¨¬ajú:

(πtk)
TW t + (ρtk)

TW t
k ≤ 0, (πtk)

T (htk − T t−1
k xt−1

{k}−) + (ρtk)
Tdtk > 0.

Na to, aby rie²enie xt−1
{k}− bolo prípustné, musí plati´:

(πtk)
T (htk − T t−1

k xt−1
{k}−) + (ρtk)

Tdtk ≤ 0,

£o zodpovedá koe�cientom rezov prípustnosti v tvare (3.52) a (3.53). Po pridaní rezu
prípustnosti sa algoritmus vráti do uzla {k}− v stupni t− 1 a opätovne rie²i prislúcha-
júcu hlavnú úlohu s uº pridaným rezom prípustnosti.

Akonáhle algoritmus dosiahne posledný list stromu scenárov, smer sa zmení na Vzad
a za£nú sa rie²i´ hlavné úlohy smerom od listov ku kore¬u. Duálne rie²enie (πtk, ρ

t
k, σ

t
k)

slúºi na výpo£et rezov optimality v hlavnej úlohe prislúchajúcej predchodcovi uzla k v
stupni t. Odvodenie rezov optimality je opä´ podobné prípadu z podkapitoly 3.2. Pre
t = 0, . . . , H, k = 1, . . . , Kt a ©ubovo©né xt−1

{k}− z duality vyplýva:

Qt(xt−1
{k}− , ξ

t
k∈At

{k}−
) ≥ (πtk)

TT t−1
k xt−1

{k}− +

rtk∑
i=1

(ρtki)
Tdtki +

stk∑
i=1

(σtki)
T etki,

z toho dostávame:

Qt(xt−1
{k}−) ≥

∑
k∈At

{k}−

ptk
pt−1
{k}−

(πtk)
TT t−1

k xt−1
{k}− +

rtk∑
i=1

(ρtki)
Tdtki +

stk∑
i=1

(σtki)
T etki

 ,
a pouºitím vz´ahu θt−1

k ≥ Qt(xt−1
{k}−) dostávame tvar rezov optimality (3.50):

θt−1
k ≥ −Et−1

{k}−x
t−1
{k}− + et−1

{k}− .

Ukon£ovacia podmienka je totoºná s podmienkou uvedenou v podkapitole 3.2. Pod
jednou makroiteráciou budeme rozumie´ jeden prechod algoritmu od kore¬a stromu k
listom a spä´. Vo v²eobecnosti existuje viacero pravidiel postupu algoritmu po strome
scenárov. Tieto pravidlá sa zvyknú ozna£ova´ pojmom sekven£ný protokol. Nami pouºitý
sekven£ný protokol sa nazýva rýchlo vpred - rýchlo vzad (fast forward - fast back) a
ako sa uvádza v [6], tak viaceré experimenty potvrdili, ºe tento sekven£ný protokol je
najefektívnej²í.

Nevýhodou uvedeného algoritmu je skuto£nos´, ºe pri pridaní rezu prípustnosti si
algoritmus nepamätá, v ktorom uzle nastala neprípustnos´ a zbyto£ne prechádza £as´
stromu druhýkrát. Tomuto problému sa dá predís´ zavedením zásobníka, do ktorého
sa e²te pred vrátením do uzla {k}− v t − 1 uloºí sú£asná pozícia, £iºe uzol k, stu-
pe¬ t a smer postupu. Následne v prípade prípustnosti sa algoritmus najprv pozrie do
zásobníka a v prípade, ºe je neprázdny vyberie z neho uloºený smer postupu a pozí-
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ciu, z ktorej pokra£uje ¤alej. V opa£nom prípade algoritmus postupuje na ¤al²í uzol
pod©a uvedených pravidiel. Implementácia zásobníka ako aj otestovanie efektívnosti
jeho pouºitia sú uvedené v [11].

3.9 Vnorená viacrezová L-shaped metóda

Modi�kácia vnorenej jednorezovej L-shaped metódy na viacrezovú verziu sa urobí
pod©a rovnakého princípu ako v prípade metód z podkapitol 3.1 a 3.3.

Pre kaºdý stupe¬ t = 0, . . . , H − 1 a kaºdý uzol k = 1, . . . , Kt de�nujeme hlavnú
úlohu v tvare:

min
xtk,θ

t
k

(ctk)
Txtk +

∑
j∈Atk

θtk,j (3.56)

W txtk = htk − T t−1
k xt−1

{k}− , (3.57)

Dt
k,l ≥ dtk,l, l = 1, . . . , rtk, (3.58)

Et
k,lj

+ θtk,j ≥ etk,lj , lj = 1, . . . , stk,j, j ∈ Atk, (3.59)

xtk ≥ 0. (3.60)

Namiesto jedného rezu optimality pre v²etkých nasledovníkov uzla k v stupni t pridá-
vame jeden rez optimality pre kaºdé j ∈ Atk. Kaºdému nasledovníkovi prislúcha samos-
tatný £len θtk,j v ú£elovej funkcii. Hlavná úloha pre t = H ostáva bez zmeny. Po
zade�novaní hlavných úloh je algoritmus vnorenej viacrezovej L-shaped metódy takmer
totoºný s algoritmom uvedeným v podkapitole 3.8. Rozdiel je len v spôsobe pridávania
rezov optimality, ktorý prebieha nasledovne:

Pre v²etky k = 1, . . . , Kt−1 v stupni t− 1 a pre v²etky j ∈ At−1
k vypo£ítaj:

Et−1

k,(st−1
k,j +1)

=
ptj

pt−1
k

(πtj)
TT t−1

j , (3.61)

a

et−1

k,(st−1
k,j +1)

=
ptj

pt−1
k

(πtj)
TT t−1

j +

rtj∑
i=1

(ρtji)
Tdtji +

stj∑
i=1

(σtji)
T etji

 , (3.62)

Ak platí θt−1
k,j < et−1

k,(st−1
k,j +1)

−Et−1

k,(st−1
k,j +1)

xt−1
k alebo ak sa ohrani£enie θt−1

k,j = 0 nachádza v

hlavnej úlohe (3.56)�(3.60), potom pridaj rez optimality v tvare (3.59) s koe�cientami
(3.61)�(3.62) a prira¤ st−1

k,j = st−1
k,j + 1, respektíve st−1

k,j = 1.
Ná záver £asti o vnorenej L-shaped metóde uvádzame vetu zaru£ujúcu konvergenciu

uvedených algoritmov.
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Veta 7 ([6], str. 268)
Ak v²etky náhodné vektory ξt, t = 1, . . . , H pochádzajú z kone£ného diskrétneho rozde-
lenia a v²etky vektory xt, t = 0, . . . , H majú kone£né horné ohrani£enie, potom algo-
ritmus vnorenej L-shaped metódy (jednorezová a viacrezová verzia) konverguje k opti-
málnemu rie²eniu úlohy (2.11)�(2.13) v kone£nom po£te iterácií.

Kon²truk£ný dôkaz je uvedený v [6].

3.10 Zefektívnenie jedno a viacrezovej vnorenej L-

shaped metódy

V tejto podkapitole stru£ne popí²eme jednoduchú modi�káciu obidvoch verzií vnorenej
L-shaped metódy, ktorá, ako uvidíme v Kapitole 4, predstavuje zna£né zefektívnenie
optimaliza£ného procesu. Vyuºíva´ budeme skuto£nosti popísané v podkapitole 3.5.
Vychádza´ budeme zo skuto£nosti, ºe kompenza£né matice zodpovedajúce poslednému
stup¬u H patria do skupiny jednoduchých kompenza£ných matíc, t.j. WH = (−1, 1) a
teda modi�káciu budeme realizova´ pre rie²enie NLDS(H−1, k) pre k = 1, . . . , KH−1.
Postup je nasledovný. Po dosiahnutí stup¬a H − 1, pri prechode algoritmu stromom
scenárov v doprednom smere, pre kaºdé k = 1, . . . , KH−1 rie²ime úlohuNLDS(H−1, k)

a jej rie²enie ur£í znamienko výrazu (aH−1
k − (1 + ξHj )TxH−1

k ). Pod©a znamienka vieme
ur£i´ hodnotu duálneho rie²enia πHj (πHj = 0 alebo πHj = 1) pre v²etkých nasledovníkov
uzla k, t.j. j ∈ {k}+ a uº v tomto kroku prida´ rezy optimality pod©a pricípu opísaného
v podkapitole 3.5 (v prípade modi�kácie jednorezovej vnorenej L-shaped metódy) alebo
v podkapitole 3.6 (v prípade modi�kácie viacrezovej vnorenej L-shaped metódy), t.j.
algoritmus vnorenej L-shaped metódy sa zjednodu²í tým, ºe bude prechádza´ strom
scenárov len po stupe¬ H − 1 s tým, ºe pri smere prechodu vpred bude v stupni
H − 1 implementovaná uvedená modi�kácia. Touto modi�káciou, namiensto rie²enia
úlohy NLDS(H, k) pre v²etky realizácie ξH , t.j. KH krát a následného výpo£tu rezov
optimality sta£í ur£i´ hodnotu πHj pre v²etky j ∈ {k}+, k = 1, . . . , KH−1 a prida´ rezy
optimality. Týmto sa zvý²i efektívnos´ vnorených verzií L-shaped metódy.

Na záver tejto kapitoly poznamenávame, ºe existuje vä£²ie mnoºstvo metód vyvinu-
tých na rie²enie stochastických lineárnych úloh s pevnou kompenzáciou. Viaceré sú
v²ak len miernymi modi�káciami metód uvedených v tejto kapitole. Napríklad ekviva-
lentom k simplexovej metóde je duálna simplexová metóda ([21]). V prípade dekom-
pozi£ných metód je ekvivalentom Bendersovej dekompozície Dantzing-Wolfeho dekom-
pozícia ([6]), ktorá je zaloºená na linearizácii duálnej úlohy k úlohe (2.2). Prehodením
regulariza£ného £lena z ú£elovej funkcie v prípade regularizovanej L-shaped metódy
do ohrani£ení vznikne trieda tzv. Bundle trust region methods. Týchto metód existuje
viacero variant a lí²ia sa v spôsobe aktualizovania parametra β alebo pouºitím rôznych
druhov noriem. V prípade regularizovanej L-shaped metódy sa pouºíva len euklidovská



3.10 Zefektívnenie jedno a viacrezovej vnorenej L-shaped metódy 48

norma, ale v prípade Bundle trust region methods sú £asto pouºívanými normami
‖.‖1, ‖.‖2, ‖.‖∞. Viac o tomto type metód sa dá nájs´ v [17]. V sú£asnosti je pred-
metom rozsiahleho výskumu aj iný typ dekompozi£ných metód, neº aké sme uviedli
v tejto kapitole. Sú to dekompozi£né metódy zaloºené na metóde vnútorného bodu.
Jedná sa o rozsiahlu triedu dekompozi£ných metód, o £om sved£í aj ve©ké mnoºstvo
£lánkov publikovaných v posledných rokoch. Zaujatého £itate©a odkazujeme na £lánky
[3], [8], [9], [18], [31] a ich zoznamy literatúr.



Kapitola 4

Numerické výsledky a implementácia

Cie©om tejto kapitoly bude testovanie algoritmov popísaných v Kapitole 3. V prvej £asti
tejto kapitoly sa budeme venova´ algoritmom na rie²enie jedno-periódovej úlohy opti-
malizácie portfólia a nápl¬ou druhej £asti budú algoritmy na rie²enie viac-periódovej
úlohy optimalizácie portfólia. V²etky uvedené algoritmy boli implementované v Mat-
labe R2011a a následné testovanie bolo realizované na notebooku Toshiba Satellite
L650 s procesorom Intel Core i3 M350 2.27GHz, pamä´ou (RAM) 4GB a opera£ným
systémom Windows 7 Home Premium. Zameriame sa na testovanie závislosti výpo£-
tového £asu jednotlivých metód od rôznych parametrov. Konkrétne to budú parameter
K zodpovedajúci po£tu realizácií náhodného vektora reprezentujúceho výnosy aktív
v portfóliu, parameter M ur£ujúci po£et aktív v portfóliu a parameter α zodpoveda-
júci zvolenej pravdepodobnosti pri rizikovej miere Conditional Value-at-Risk. Uvaºova´
budeme optimalizáciu portfólia s povoleným (sh = áno) a aj s nepovoleným short-
sellingom (sh = nie), kde v ¤al²om texte bude sh ozna£ova´ shortselling.

4.1 Jedno-periódová úloha optimalizácie portfólia

V tejto £asti sa zameriame na porovnanie numerických výsledkov získaných pomo-
cou jedno a viacrezovej L-shaped metódy, jedno a viacrezovej CVaRmin metódy, re-
gularizovanej L-shaped metódy a priamych metód implementovaných v Matlabe, t.j.
simplexová metóda a metóda vnútorného bodu. O£akávame vy²²iu efektívnos´ oboch
verzií metódy CVaRmin, pretoºe sú ²peciálne vyvinuté na rie²enie optimaliza£ných úloh
s CVaR v ú£elovej funkcii. V Kapitole 3 sme uviedli, ºe viacrezové verzie musia pre
tento typ úloh skonvergova´ v dvoch makroiteráciách a z tohto dôvodu sa dá predpo-
klada´ výhodnos´ týchto metód. V prípade regularizovanej verzie L-shaped metódy sa
pod©a viacerých experimentov potvrdila vy²²ia efektívnos´ tejto metódy ([6]) v porov-
naní s ostatnými verziami L-shaped metódy. V na²om prípade sa ale táto skuto£nos´
s ur£itos´ou nepotvrdí, pretoºe minimálny po£et makroiterácií potrebných na skon-
vergovanie tejto metódy je 2, £o je po£et, ktorý viacrezová verzia dosiahne v kaºdom
prípade. Z tohto dôvodu by viacrezová verzia L-shaped metódy mala by´ najefektívnej-
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²ou verziou L-shaped metódy a preto sa dá o£akáva´, ºe nami navrhnutá viacrezová
verzia CVaRmin metódy bude najefektívnej²ou metódou spomedzi v²etkých metód
testovaných v tejto podkapitole.

Pre ú£el testovania sme pouºili historické údaje o 60-tich spolo£nostiach. Zoznam
spolo£ností je uvedený v prílohe A. Kaºdá spolo£nos´ reprezentuje jedno aktívum
a o vektore výnosov aktív predpodkladáme, ºe pochádza z viacrozmerného normál-
neho rozdelenia so strednou hodnotou r̄ a kovarian£nou maticou Σ, ktoré sme odhadli
z historických údajov získaných z �nance.yahoo.com. Pouºili sme týºdenné údaje za
obdobie január 2006 aº december 2011. Scenáre k budeme generova´ z rozdelenia
ξk ∼ N (r̄,Σ), k = 1, . . . , K. Pravdepodobnos´ nastatia bude pre v²etky scenáre rov-
naká, a to pk = 1

K
, k = 1, . . . , K.

Algoritmy boli implementované presne pod©a popisu uvedeného v Kapitole 3 s vý-
nimkou ukon£ovacej podmienky, ktorú bolo potrebné upravi´ na tvar:

es+1 − Es+1x
ν − θν ≤ ε

v prípade jednorezovej L-shaped metódy a na tvar:

esk+1 − Esk+1x
ν − θνk ≤ ε, k = 1, . . . , K

v prípade viacrezovej L-shaped metódy. Podobným spôsobom sa upravili aj ukon£ovacie
podmienky pri ostatných algoritmoch. Parameter ε sa nazýva ukon£ovacia tolerancia
a po£as celého testovania bude nastavený na hodnote ε = 10−6.

Ako je moºné vidie´ z Obr. 2.1, matica ohrani£ení úlohy (1.6) je ve©mi riedka,
t.j. obsahuje ve©a nulových prvkov. Z tohto dôvodu sme pri implementácii pouºili na
ukladanie vstupných údajov algoritmov funkciu sparse, ktorá ignoruje nulové prvky,
£ím sa výrazne zníºia pamä´ové nároky úlohy. Pre lep²iu názornos´ uvádzame v Tab.
4.1 ve©kosti úloh pouºitých pri testovaní (rôzne hodnoty parametra K) a ich pamä´ové
nároky v prípade pouºitia a nepouºitia funkcie sparse pre M = 10.

K riadky st¨pce RAM sRAM
100 102 111 90.58KB 20.45KB
500 502 511 2.05MB 0.1MB
1000 1002 1011 8.1MB 0.2MB
2000 2002 2011 32.21MB 0.4MB
5000 5002 5011 200.52MB 1MB
10000 10002 10011 800.72MB 2MB

Tabu©ka 4.1: Ve©kosti úloh

Riadky a st¨pce v Tab. 4.1 zodpovedajú rozmerom matice ohrani£ení pre jednotlivé
hodnotyK, RAM reprezentuje pamä´ potrebnú na uloºenie matice ohrani£ení a v st¨pci
sRAM je uvedená potrebná pamä´ pri pouºití funkcie sparse. V Tab. 4.1 je zrete©ná
výrazná úspora pamäti pri pouºití funkcie sparse.
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Testovanie bude pozostáva´ z viacerých £astí, ktoré budeme nazýva´ numerický ex-
periment. Sled numerických experimentov bude nasledovný. Najprv sa zameriame na
závislos´ výpo£tového £asu od parametra M . Tejto £asti budú zodpoveda´ dva nume-
rické experimenty. Postupne budeme uvaºova´ optimaliza£né úlohy s men²ím po£tom
aktív, t.j.M ∈ {2, . . . , 10} a úlohy s vä£²ím po£tom aktív, t.j.M ∈ {10, 20, 30, 40, 50, 60}.
�al²ie dva numerické experimenty budú sledova´ závislos´ výpo£tového £asu od paramet-
ra K postupne pre po£ty aktív M = 5 a M = 60, kde K ∈ {100, 500, 1000, 2000, 5000,

10000}. Ku kaºdému numerickému experimentu priloºíme jeden obrázok a jednu tabu©ku.
Obrázok bude obsahova´ nieko©ko grafov porovnávajúcich výpo£tový £as jednotlivých
metód, pri£om porovnanie na kaºdom ¤al²om grafe bude bez výrazne hor²ích metód,
£ím sa docieli podrobné porovnanie výpo£tového £asu najefektívnej²ích metód. Na x-
ovej osi grafov budú uvedené hodnoty príslu²ného parametra a na y-ovej osi výpo£tový
£as (CPU time) v sekundách. Výpo£tové £asy v grafoch budú priemermi z nieko©kých
spustení. Konkrétny po£et spustení bude ²peci�kovaný pri príslu²nom experimente a
pod spustením rozumieme jedno vygenerovanie realizácií výnosov a následné spustenie
uvaºovaných metód. Tabu©ka bude obsahova´ výpo£tový £as najrýchlej²ej metódy a pre
ostatné metódy uvedieme, ko©konásobne bol ich £as hor²í v porovnaní s najrýchlej²ou
metódou. Taktieº bude obsahova´ aj hodnoty ostatných (netestovaných) parametrov
pouºitých pri príslu²nom numerickom experimente. Ostatné údaje budú uvedené v
tabu©kách v tabu©kovej prílohe. Tieto tabu©ky budú pre kaºdú uvaºovanú metódu obsa-
hova´ priemerný, minimálny a maximálny výpo£tový £as, priemerný, minimálny a ma-
ximálny po£et makroiterácií potrebných na skonvergovanie a priemernú a maximálnu
odchýlku. Pod odchýlkou budeme rozumie´ vzdialenos´ (euklidovskú normu) rie²enia
príslu²nej metódy od rie²enia priamej metódy vnútorného bodu, ktorá, ako uvidíme
neskôr, sa ukázala by´ najspo©ahlivej²ou. �al²ím numerickým experimentom bude
testovanie závislosti výpo£tového £asu od parametra α. Pre tento experiment priloºíme
jeden obrázok obsahujúci ²es´ grafov prislúchajúcich jednotlivým metódam. V kaºdom
numerickom experimente uvaºujeme sh = áno a aj sh = nie. Ozna£enie jednotlivých
metód bude po£as celého testovania nasledovné: Full_IP - metóda vnútorného bodu,
Full_sim - simplexová metóda, CVaR_s - jednorezová CVaRmin metóda, CVaR_m
- viacrezová CVaRmin metóda, Ls_s - jednorezová L-shaped metóda, Ls_m - viacre-
zová L-shaped metóda. Celé testovanie realizujeme bez uvaºovania regularizovanej L-
shaped metódy, pretoºe, ako uvedieme neskôr v numerickom experimente v podkapitole
4.1.4, táto metóda je nevhodnou pre pouºitie na optimalizáciu úlohy (1.6). Týmto sme
popísali proces testovania a v ¤al²om texte priloºíme a stru£ne popí²eme výsledky
jednotlivých numerických experimentov. Za£neme s testovaním závislosti výpo£tového
£asu od po£tu aktív.

4.1.1 Závislos´ výpo£tového £asu od parametra M

Pri tomto testovaní sme v prípade Ls_s uskuto£nili 20 spustení a pre ostatné metódy
sme realizovali 50 spustení. Men²í po£et spustení pre Ls_s, ako uvidíme na Obr. 4.1,
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má za následok výrazne vy²²ia £asová náro£nos´ optimalizácie pomocou tejto metódy.
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Obr. 4.1: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu aktív

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
M CVaR_m Full_IP Full_sim Ls_m CVaR_s Ls_s
2 0.3122 1.31 3.82 21.86 0.69 151.79
3 0.3190 1.22 4.08 22.04 1.79 273.73
4 0.3484 1.14 3.83 19.93 3.13 349.22
5 0.3241 1.03 3.80 19.39 5.13 521.07
6 0.3054 1.03 4.03 19.70 7.89 766.34
7 0.3260 1.14 4.29 20.52 13.78 851.56
8 0.3133 1.10 4.25 19.75 19.72 1106.09
9 0.2989 1.12 4.65 20.64 31.40 1442.12
10 0.3133 1.12 4.92 21.12 46.08 1561.15

Tabu©ka 4.2: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne M

Z tab. 4.2 a Obr. 4.1 vidie´, ºe najrýchlej²ou bola CVaR_m, ktorej £as sa pohyboval
v rozmedzí 0.2989s−0.3484s. Výrazne najpomal²ou bola Ls_s, ktorej £asy konvergen-
cie boli od 151.79 do 1561.15 násobne vä£²ie v porovnaní s CVaR_m. Pri M = 10

skonvergovanie v priemere trvalo pribliºne 8 minút. V prípade jednorezových verzií je
jasne vidite©ná rastúca závislos´ výpo£tového £asu od M , t.j. sú citlivé na M . Naopak,
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výpo£tový £as ostatných metód nezávisí od M . Obr. 4.2 a Tab. 4.3 zobrazujú výsledky
experimentu pre vä£²ie hodnoty parametra M . Tento experiment sme realizovali bez
Ls_s, kvôli ve©kej citlivosti metódy na ve©kos´ parametraM . Po£et spustení sme zvolili
10 pre CVaR_s a 50 pre ostatné metódy.
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Obr. 4.2: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu aktív

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
M CVaR_m Full_IP Full_sim Ls_m CVaR_s
10 0.2758 1.14 5.27 23.26 47.21
20 0.3290 1.18 6.35 20.27 1169.51
30 0.4148 1.19 7.04 17.27 1383.63
40 0.5278 1.25 6.96 13.58 2283.57
50 0.5737 1.38 7.99 13.48 4427.94
60 0.6912 1.42 7.77 11.37 8332.58

Tabu©ka 4.3: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne M

Týmto experimentom sa nám potvrdila ve©ká citlivos´ CVaR_s metódy na ve©kos´
parametra M , kde pri M = 60 metóda konvergovala v priemere za 98 minút. Táto
metóda bola najpomal²ou s £asom konvergencie, ktorý je takmer v kaºdom prípade
nieko©ko tisíc násobne vä£²í neº je £as najlep²ej metódy. Najefektívnej²ou metódou
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bola CVaR_m, ktorá konvergovala v £ase z intervalu 0.2758s - 0.6912s v závislosti
na parametri M . V tomto prípade sa dá pozorova´ ur£itá závislos´ u v²etkých metód.
Najcitlivej²ou metódou je CVaR_s (spolu s Ls_s) a najmenej citlivou je Ls_m.

V ¤al²om texte zopakujeme predchádzajúce testovania pre sh = nie. Po£et spustení
sme zvolili 50 pre v²etky metódy.
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Obr. 4.3: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu aktív
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Obr. 4.4: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu aktív

Na Obr. 4.3 a v Tab. 4.4 sú zobrazené výsledky pre men²ie hodnoty parametra M
a na Obr. 4.4 a v Tab. 4.5 sú uvedené výsledky numerického experimentu pre vä£²ie
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K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
M CVaR_m Full_IP CVaR_s Full_sim Ls_m Ls_s
2 0.3727 1.14 0.47 5.67 17.61 92.40
3 0.3028 1.36 0.69 6.53 19.97 125.17
4 0.3294 1.24 0.93 6.29 19.98 177.53
5 0.3640 1.23 0.96 5.89 19.32 182.58
6 0.3522 1.23 1.25 5.77 18.18 206.43
7 0.3482 1.27 1.33 5.86 18.52 229.52
8 0.3574 1.25 1.68 5.92 18.69 227.84
9 0.3585 1.26 1.94 6.01 18.98 261.28
10 0.3652 1.35 1.95 5.99 18.83 278.81

Tabu©ka 4.4: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne M

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
M CVaR_m Full_IP CVaR_s Full_sim Ls_m Ls_s
10 0.3546 1.26 2.52 5.62 19.18 255.21
20 0.3955 1.30 3.90 5.70 18.21 337.19
30 0.5599 1.28 3.90 4.30 13.48 397.43
40 0.6455 1.35 5.34 4.05 12.13 409.66
50 0.7567 1.25 6.20 3.58 10.79 389.25
60 0.8964 1.36 7.28 3.16 9.28 390.53

Tabu©ka 4.5: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne M

hodnoty M . V prípade sh = nie je najefektívnej²ou metódou CVaR_m a najhor²ou
Ls_s, ktorá je aj najcitlivej²ou metódou na ve©kos´ parametra M . Najmenej citlivou
metódou sa v tomto prípade zdá by´ Full_sim. Z porovnania výsledkov numerických
experimentov je zrejmé, ºe v prípade jednorezových verzií, pri podmienke nezápornosti
váh v portfóliu (sh = nie), sa jedná o výrazné zefektívnenie optimaliza£ného procesu
a zníºenie závislosti (citlivosti) od parametra M . Metóda CVaR_s sa stáva porov-
nate©nou s dvoma doposia© najlep²ími metódami (CVaR_m a Full_IP). Zavedenie
ohrani£enia nezápornosti váh, v prípade ostatných metód, nespôsobilo ºiadne výrazné
zmeny v efektívnosti optimalizácie, £o je gra�cky znázornené na Obr. 4.5.
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Obr. 4.5: Porovnanie výpo£tového £asu pre sh = áno a sh = nie

4.1.2 Závislos´ výpo£tového £asu od parametra K

V tomto experimente sa pozrieme na závislos´ výpo£tového £asu od parametra K. Ako
moºno vidie´ z Obr. 4.6 a Tab. 4.6, aº na metódu CVaR_s sme dostali rastúcu závislos´
výpo£tového £asu. Metóda CVaR_s je v tomto prípade, pri vä£²ích po£toch scenárov,
výrazne efektívnej²ia neº v²etky ostatné metódy. Jej £as konvergencie sa v závislosti
od K pohyboval medzi 0.9774 a 1.7548.

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
K CVaR_s CVaR_m Full_IP Full_sim Ls_m Ls_s
100 0.9774 0.07 0.05 0.06 0.69 13.96
500 1.5095 0.08 0.09 0.26 2.14 55.77
1000 1.5975 0.20 0.22 0.77 4.21 124.33
2000 1.8098 0.57 0.62 2.14 7.60 195.97
5000 1.6212 2.85 3.71 14.48 23.59 641.73
10000 1.7548 10.22 10.55 51.38 52.34 1277.21

Tabu©ka 4.6: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne K

Najpomal²ou je Ls_s, ktorá, ako môºeme vidie´ v Tab. 4.6, je opä´ mnohonásobne
pomal²ou v porovnaní s ostanými metódami. V prípade K = 10000 potrebovala na
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Obr. 4.6: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu scenárov

zkonvergovanie v priemere 40 minút. Po£et spustení sme zvolili rovnako ako v prvom
experimente, teda 20 pre Ls_s a 50 pre ostatné metódy.

Na Obr. 4.7 a v Tab. 4.7 sú zobrazené výsledky rovnakého numerického experimentu
ako v predchádzajúcom prípade, len hodnota parametra M sa zmenila na 60. V tomto
experimente neuvaºujeme metódy Ls_s a CVaR_s, nako©ko sa ukázalo, ºe sú ve©mi
citlivé na ve©kos´ parametra M , £o by predstavovalo obrovskú £asovú náro£nos´ tohto
experimentu. Po£et spustení bol v tomto prípade rovnaký pre v²etky metódy (50).
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Obr. 4.7: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu scenárov

Najrýchlej²ou metódou bola znova CVaR_m a jej výpo£tový £as sa pre rôzne K
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M = 60, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
K CVaR_m Full_IP Ls_m Full_sim
100 0.0934 0.80 7.08 5.58
500 0.3068 1.32 11.06 6.73
1000 0.8527 1.21 9.17 6.42
2000 2.0072 1.22 9.07 8.64
5000 8.5951 1.27 8.59 12.35
10000 29.9441 1.07 7.94 14.34

Tabu©ka 4.7: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne K

nachádza v intervale 0.0934s − 29.9441s. Najdlh²ie (takmer 8 min pri K = 10000)
konvergovala metóda Full_sim.

Rovnaké dve testovania sme urobili aj pre prípad zavedenia ohrani£ení nezápornosti
na váhy v portfóliu. Tu sme nevylu£ovali jednorezové verzie, pretoºe sa ukázalo, ºe pri
nepovolení shortsellingu nie je citlivos´ na parameter M aº taká výrazná. Na Obr.
4.8, Obr. 4.9, v Tab. 4.8 a v Tab. 4.9 sú uvedené výsledky pre obe testovania. Po£et
spustení bol pre v²etky metódy v oboch experimentoch nastavený na 50, len v prípade
Ls_s a M = 60 sme zvolili hodnotu 10. V obidvoch experimentoch sa úkázala ako
jasne najefektívnej²ia metóda CVaR_s, ktorá skonvergovala za 0.2884s pri K = 10000

a M = 5, respektíve za 8.7161s pri K = 10000 a M = 60. Výpo£tový £as druhej
najrýchlej²ej metódy (CVaR_m) pri tých istých hodnotáchM aK bol 74.49, respektíve
3.41 krát vä£²í. Najhor²ou metódou, podobne ako v predchádzajúcich experimentoch,
bola metóda Ls_s. Na Obr. 4.10 je gra�cky znázornené porovnanie výpo£tového £asu
pre sh = áno a sh = nie. V prípade jednorezových verzií znova dostávame výraznú
£asovú úsporu pri zavedení ohrani£ení nezápornosti váh. V prípade priamych metód je
situácia opa£ná, t.j. vä£²iu efektívnos´ dosahujú tieto metódy pri povolení shortsellingu.
Viacrezové verzie sú, rovnako ako pri parametri M , nezávislé na type ohrani£enia váh.
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Obr. 4.8: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu scenárov
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M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
K CVaR_s CVaR_m Full_IP Ls_m Full_sim Ls_s
100 0.2744 0.19 0.14 2.46 0.30 18.09
500 0.3038 0.42 0.52 10.60 2.03 102.60
1000 0.3078 1.03 1.49 21.43 6.78 167.09
2000 0.3863 2.68 3.81 36.00 18.94 232.75
5000 0.3630 15.38 22.77 110.94 152.84 467.85
10000 0.2884 73.44 91.23 340.60 953.78 1284.97

Tabu©ka 4.8: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne K
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Obr. 4.9: Výpo£tový £as v závislosti od po£tu scenárov

M = 60, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
K CVaR_s CVaR_m Full_IP Ls_m Full_sim Ls_s
100 2.7022 0.04 0.03 0.27 0.04 8.55
500 4.1629 0.08 0.10 0.84 0.19 38.06
1000 5.0191 0.18 0.23 1.57 0.55 61.86
2000 7.3320 0.30 0.54 2.62 1.59 79.60
5000 7.7392 1.46 1.98 10.31 10.96 233.32
10000 8.7161 3.41 4.76 27.54 47.35 345.45

Tabu©ka 4.9: Porovnanie výpo£tového £asu pre rôzne K
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Obr. 4.10: Porovnanie výpo£tového £asu pre sh = áno a sh = nie

Pri testovaní závislosti výpo£tového £asu od parametra K sme nastavili maximálnu
testovanú hodnotu na 10000. Táto hodnota bola poslednou, pre ktorú sme dokázali na
nami pouºitom notebooku bez dodato£ných nastavení vyuºívania pamäte v Matlabe
alebo v opera£nom systéme, rie²i´ optimaliza£né úlohy pomocou priamych metód a
viacrezových verzií (viacrezové verzie pridávajú pre kaºdý scenár jeden rez optimality
a preto je v kone£nom dôsledku ve©kos´ hlavnej úlohy podobná s ve©kos´ou deter-
ministického ekvivalentu). V prípade jednorezových verzií sú moºnosti pouºitia ove©a
vä£²ie. V Tab. 4.10 a 4.11 sú uvedené výsledky numerického experimentu pre ve©ké
hodnoty parametra K. Uvaºujeme len jednorezovú verziu CVaRmin metódy, pretoºe z
predo²lých testovaní vidie´, ºe Ls_s je ve©mi neefektívnou metódou.

Z tabuliek vidie´, ºe jednorezová CVaRmin metóda je pouºite©ná a ve©mi efektívna
aj pri obrovských po£toch scenárov. V prípade povolenia shortsellingu (sh = áno) je
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M = 10, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
CPU time Iterácie

K priem. min max priem. min max
10000 0.9650 0.2933 2.2421 36 14 67
50000 1.1677 0.6219 1.7995 38 21 56
100000 1.3549 1.0125 1.8065 38 30 47
500000 3.0360 2.5270 3.8807 38 31 46
1000000 5.1752 4.3483 6.2505 37 31 50
2000000 9.7621 8.1637 11.5004 39 31 46
5000000 20.6453 17.7399 26.0382 34 29 45
10000000 42.3758 37.8262 47.7627 35 31 49

Tabu©ka 4.10: Výpo£tový £as CVaRmin v závislosti od K

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
CPU time Iterácie

K priem. min max priem. min max
10000 2.1472 1.3531 2.9890 75 54 88
50000 2.6363 2.1531 3.2722 81 70 89
100000 2.8805 2.3717 3.3455 82 75 91
500000 5.2191 4.6912 5.8257 82 75 89
1000000 8.2630 7.2692 9.1090 82 72 90
2000000 13.9408 11.7551 14.8696 82 70 87
5000000 31.0357 28.6271 33.3411 82 75 89
10000000 62.7287 56.6899 69.5264 81 76 88

Tabu©ka 4.11: Výpo£tový £as CVaRmin v závislosti od K

jej pouºitie obmedzené len pre ve©mi malé po£ty aktív v portfóliu (Obr. 4.2), ale v
opa£nom prípade, ako sa ukázalo v predo²lom testovaní, sa dá táto metóda efektívne
pouºi´ na optimalizáciu portfólia s vä£²ím po£tom aktív. Pre K = 10000000 (maximum
pre nami pouºitý notebook) metóda skonvergovala za 42.3758s, respektíve 62.7287s,
£o je £as, ktorý nedosiahli niektoré metódy ani pri K = 10000.

4.1.3 Závislos´ výpo£tového £asu od parametra α

�alej nás bude zaujíma´, £i majú rôzne hodnoty parametra α vplyv na výpo£tový £as
jednotlivých metód. Na Obr. 4.11 (sh = áno) a 4.12 (sh = nie) sú gra�cky zobrazené
závislosti výpo£tového £asu od parametra α, ktorého hodnoty uvaºujeme z intervalu
0.01−0.2. Na kaºdom z grafov sú zvýraznené £asto pouºívané hodnoty α, t.j. 0.01 0.05

a 0.1. Po£et spustení pre tento numerický experiment bol zvý²ený, v snahe dosta´ £o
najhlad²iu krivku závislosti výpo£tového £asu, na hodnotu 100 pre v²etky metódy. Z
grafov vidie´, ºe pre jednorezové verzie dostávame v oboch prípadoch klesajúcu závis-
los´. Rovnakú závislos´ v oboch prípadoch dostávame aj pre metódu Full_IP, kde po
hodnotu 0.05 výpo£tový £as rastie a od tejto hodnoty klesá. V prípade viacrezových
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verzií sme dostali ve©mi �divoké� krivky a teda nie je moºné ur£i´ akúko©vek tendenciu
výpo£tového £asu. Zaujímavá závislos´ je vidite©ná v prípade simplexovej metódy, kde
pri povolení shortsellingu dostávame klesajúcu závislos´ a v opa£nom prípade ide o
rastúcu závislos´.
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Obr. 4.11: Porovnanie výpo£tového £asu pre α, sh = áno, K = 1000, M = 5, µ =
0.0015, ε = 0.000001

5

5,5

6

6,5

7

7,5

8

8,5

9

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Ls_m

Full_IP Full_sim

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

CVaR_s

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

CVaR_m

100

120

140

160

180

200

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Ls_s

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Full_IP

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

2,2

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Full_sim



4.1.4 Regularizovaná L-shaped metóda 63

5

5,5

6

6,5

7

7,5

8

8,5

9

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Ls_m

Full_IP Full_sim

0,6

0,8

1

1,2

1,4

1,6

1,8

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

CVaR_s

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

CVaR_m

100

120

140

160

180

200

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Ls_s

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Full_IP

1

1,2

1,4

1,6

1,8

2

2,2

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

Full_sim

Obr. 4.12: Porovnanie výpo£tového £asu pre α, sh = nie, K = 1000, M = 10, µ =
0.0015, ε = 0.000001

4.1.4 Regularizovaná L-shaped metóda

Doposia© sme sa nevenovali regularizovanej verzii L-shaped metódy. Teraz uvedieme
dôvody, pre£o sme túto metódu vynechali z predo²lého testovania. Pre pouºitie tejto
metódy je potrebné na za£iatku optimaliza£ného procesu zvoli´ ²tartovací bod. V nasle-
dujúcom texte porovnáme výpo£tový £as regularizovanej metódy pre rôzne ²tartovacie
body s viacrezovou verziou L-shaped metódy, ke¤ºe regularizovaná metóda bola odvo-
dená práve z tejto metódy. V príkladoch z literatúry ([6],[25]) sa uvaºujú jednoduché

K = 500, M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�tart. �as (sec.) Iterácie
bod priem. min max priem. min max neskonverg.
a1 160.6 31.6 275.6 13 4 19 3
a2 189.9 44.9 282.4 16 5 20 4
a3 192.8 48.7 276.4 16 6 20 4
a4 119.8 35.4 248.2 11 4 16 2
a5 153.6 40.0 259.6 13 5 18 1
a6 160.2 31.3 276.8 14 4 20 3
a7 179.6 80.3 302.0 16 8 22 5
a8 180.6 47.4 264.8 15 6 19 5

Ls_m 3.2453 3.1704 3.5510 2 2 2 0

Tabu©ka 4.12: Porovnanie regularizovaných metód
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²tartovacie body, napr. vektor jednotiek, núl at¤. a preto aj my budeme uvaºova´ ²tar-
tovacie body tohto typu. V Tab. 4.12 sú uvedené výsledky numerického experimentu,
ktorým sa potvrdilo na²e o£akávanie, a to, ºe regularizovaná metóda nebude efektívnej-
²ia ako viacrezová verzia L-shaped metódy. Uvaºované ²tartovacie body sú a1 = 0TM ,
a2 = 1TM , a3 = −1TM , a4 = 1

M
1TM , a5 = − 1

M
1TM , a6 = +(−) 1

M
1TM a a7 = +(−)1TM .

Ozna£enie +(−) znamená, ºe jednotlivé prvky ²tartovacieho bodu majú znamienko
pod©a znamienka o£akávaných výnosov, t.j. záporné o£akávané výnosy znamenajú zá-
porné váhy a opa£ne, a8 reprezentuje ²tartovací bod zodpovedajúci rie²eniu len s jed-
ným scenárom, ktorý zodpovedá o£akávaným výnosom.V riadkoch a1 aº a8 sú uvedené
výsledky regularizovanej L-shaped metódy s príslu²ným ²tartovacím bodom a riadok
Ls_m zodpovedá viacrezovej L-shaped metóde. V st¨pci neskonverg. je uvedený po£et
neskonvergovaní, pri£om pod neskonvergovaním sa rozumie aj dosiahnutie hornej hra-
nice makroiterácií, ktorá bola nastavená na hodnote 30. Po£et spustení sa rovnal 20.

Z Tab. 4.12 je zjavné, ºe regularizovaná metóda je pre tento typ úloh výrazne hor²ia
neº viacrezová verzia, hoci vo v²eobecnosti bolo experimentmi preukázané ([6]), ºe je
efektívnej²ia v porovnaní s obidvoma verziami L-shaped metódy. Dokonca je hor²ou
aj v porovnaní s Ls_s, ktorá v predchádzajúcich experimentoch dosahovala najhor²ie
výsledky. Za pov²imnutie stojí aj ve©ký rozdiel medzi minimálnym a maximálnym
výpo£tovým £as (v porovnaní s Ls_m), £o sved£í o ve©kej citlivosti na to, aké scenáre
sa vygenerujú a taktieº aj po£et neskonvergovaní, kde v niektorých prípadoch dosiahla
miera neskonvergovania aº 25%. Toto pozorovanie sme povaºovali za posta£ujúce na
to, aby sme túto metódu ¤alej pri numerických experimentoch neuvaºovali .

4.1.5 Zhrnutie

Pred zhrnutím e²te uvedieme posledé pozorovanie, ktorým bude úspe²nos´ alebo spo©ah-
livos´ jednotlivých metód, t.j. v ko©kých percentách z celkového po£tu spustení jed-
notlivé metódy neskovnergovali. Celkovo sme realizovali 39170 spustení, t.j. pribliºne
6500 pre kaºdú z metód a výsledky tohto pozorovania sú zobrazené v Tab. 4.13. Aj
v tomto prípade rozdelíme pozorovanie na dve £asti, t.j. pre prípad povolenia a aj
nepovolenia shortsellingu, pretoºe ako vidie´ z Tab. 4.13, úspe²nos´ niektorých metód
sa pre jednotlivé prípady výrazne lí²i.

Medzi vcelku spo©ahlivé metódy môºeme zaradi´ viacrezové verzie (CVaR_m, Ls_m)
a metódu vnútorného bodu. Tieto metódy neskonvergovali len v 0.165%, respektíve
0.03%. Menej spo©ahlivými metódami sú simplexová metóda (1.93%) a jednorezové
verzie (1.09% CVaR_s, 1.5% Ls_s).

Na koniec testovania metód pre rie²enie jedno-periódovej úlohy optimalizácie port-
fólia si zhrnieme jednotlivé experimenty. Za najuniverzálnej²ie moºno ozna£i´ viacre-
zové verzie, hlavne kvôli tomu, ºe tieto metódy neprejavili ºiadnu výraznú citlivos´ pri
parametri M , t.j. je moºné ich pouºi´ pri optimaliza£ných úlohách s vä£²ím po£tom
aktív. Typ ohrani£enia na váhy taktieº nemá vplyv na výpo£tový £as ako vidie´ z Obr.
4.5 a 4.10. V prípade parametra α nebolo moºné ur£i´ ºiaden typ závislosti, a teda
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Spustení Neskon. Neskon./Spustení(%)
shortselling áno nie celkom áno nie celkom áno nie celkom
Full_IP 3350 3350 6700 0 2 2 0 0.06 0.03
Full_sim 3350 3350 6700 25 104 129 0.75 3.11 1.93
CVaR_s 3210 3750 6960 34 42 76 1.06 1.12 1.09
CVaR_m 3350 3350 6700 5 6 11 0.15 0.18 0.165
Ls_s 2300 3110 5410 54 27 81 2.35 0.87 1.5
Ls_m 3350 3350 6700 5 6 11 0.15 0.18 0.165

Tabu©ka 4.13: Úspe²nos´ jednotlivých metód

sa dá poveda´, ºe tento parameter nemá vplyv na výpo£tový £as viacrezových verzií.
V prospech univerzálnosti tieº hovorí aj po£et neskonvergovaní, ktorý je v oboch prí-
padoch (sh = áno a sh = nie) ve©mi nízky a takmer rovnaký. Jedinou ve©kou nevýhodou
týchto metód je skuto£nos´, ºe je ich moºné pouºi´ len pre po£et scenárov do hodnoty
10000. Z tejto dvojice metód dosahovala výrazne lep²ie výsledky metóda CVaR_min a
preto je moºné túto metódu ozna£i´ za najvhodnej²iu pre optimaliza£né úlohy s vä£²ím
po£tom aktív a s povoleným shortsellingom.

Priame metódy dosiahli dobré výsledky, ke¤ takmer vo v²etkých experimentoch boli
lep²ie ako obidve verzie L-shaped metódy. Metóda vnútorného bodu dokonca dosaho-
vala vo v²etkých experimentoch porovnate©nú efektívos´ s CVaR_m metódou a tak
£astokrát bola druhou najefektívnej²ou metódou. Bola aj najspo©ahlivej²ou, kde v prí-
pade povolenia shortsellingu skonvergovala vºdy a opa£nom prípade neskonvergovala
len ²tyrikrát. Táto ²tatistika neplatí v prípade simplexovej metódy, ktorá bola naj-
nespo©ahlivej²ou metódou, ke¤ pri nepovolení shortsellingu neskonvergovali aº 3.11%

testovaných úloh, celkovo to bolo 1.93%.
Jednorezové verzie patrili v testovaní medzi najcitlivej²ie metódy, kde v kaºdom

experimente bolo moºné pozorova´ nejakú závislo´ výpo£tového £asu. Metóda Ls_s
bola jednozna£ne najhor²ou v kaºdom numerickom experimente a spolu s regularizo-
vanou metódou je nevhodná na rie£enie úloh typu (1.6). Na druhej strane, pri metódach
CVaR_s je zaujímavým javom minimálna závislos´ na po£te scenárov. Táto skuto£nos´
spolu s vedomos´ou, ºe metóda prídava len jeden rez optimality pre v²etky scenáre,
dovo©ujú jej pouºitie aj pri obrovskom po£te scenárov. V prípade men²ieho po£tu aktív
v portfóliu je táto metóda výrazne efektívnej²ia ako CVaR_m a pri zavedení ohrani£e-
nia nezápornosti na váhy dominuje aj pre vä£²ie hodnoty parametra M . V týchto prí-
padoch je najvhodnej²ou vo©bou pouºitie metódy CVaR_s. Jedinou nevýhodou je len
ve©ká citlivos´ naM pre sh = áno, £o je aj prípad kedy je vhodnej²ie pouºi´ CVaR_m.
Za pozornos´ stojí aj sedemkrát vä£²í po£et neskonvergovaných úloh v porovnaní s
CVaR_m.

�o sa týka na²ich o£akávaní, potvrdila sa výrazná výhodnos´ metód ²peciálne vyvi-
nutých na rie²enie optimaliza£ných úloh s CVaR v ú£elovej funkcii, kde jednorezová
CVaRmin metóda je jednozna£ne najefektívnej²ou metódou aº na prípad povolenia
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shortsellingu a vä£²í po£et aktív v portfóliu, kedy je najlep²ie pouºi´ nami odvodenú
viacrezovú CVaRmin metódu. Z £asti sa potvrdila výhodnos´ viacrezových metód,
kde viacrezová verzia L-shaped metódy bola stále lep²ou v porovnaní s jednorezovou
verziou a na²a CVaR_m prekonala CVaR_s práve v prípade povolenia shortsellingu a
vä£²iehoM . Na druhej strane sa nepotvrdila vä£²ia efektívnos´ dekompozi£ných metód,
kde priame metódy £astokrát výrazne prekonali verzie L-shaped metódy.

Pre kompletnos´ uvádzame v prílohe B tabu©ky pre numerické experimenty s parame-
trami M a K. Konkrétne uvádzame tabu©ky pre závislos´ výpo£tového £asu Ls_s od
men²ieho po£tu aktív, pre ostatné metódy uvádzame závislos´ výpo£tového £asu od
vä£²ieho po£tu aktív. Taktieº pre v²etky metódy uvádzame závislos´ výpo£tového £asu
od K. V²etky tieto závislosti uvádzame aj pre povolený shortselling (sh = áno) a
nepovolený shortselling (sh = nie).

4.2 Viac-periódová úloha optimalizácie portfólia

V tejto £asti porovnáme numerické výsledky získané pomocou jednorezovej a viacre-
zovej vnorenej L-shaped metódy a modi�kovanej jedno a viacrezovej vnorenej L-shaped
metódy. Na²e o£akávania sú v tomto prípade podobné tým z predchádzajúcej £asti a to,
ºe viacrezové verzie budú efektívnej²ie neº jednorezové a taktieº, ºe modi�kované verzie
budú výhodnej²ie neº pôvodné verzie vnorenej L-shaped metódy. Pri o£akávaniach o
výhodnosti viacrezových verzií treba v²ak bra´ do úvahy skuto£nos´, ºe kompenza£né
matice vo v²eobecnosti nepatria do skupiny úplných kompenza£ných matíc, £o môºe
ma´ za dôsledok pridávanie rezov prípustnosti a z toho plynúce zpomalenie optimali-
za£ného procesu.

Pre ú£el testovania sme pouºili tie isté historické údaje ako v predchádzajúcom
testovaní, t.j. jednotlivé realizácie náhodného vektora výnosov pochádzajú z rozde-
lenia ξtk ∼ N (r̄,Σ), k = 1, . . . , Kt, t = 1, . . . , H. Strom scenárov budeme generova´
nasledovne. Pre kaºdý uzol v kaºdom stupni (okrem kore¬a stromu) vygenerujeme prís-
lu²nú realizáciu ξtk. Pravdepodobnosti nastatia jednotlivých realizácií závisia od toho,
v ktorom stupni sa príslu²ná realizácia nachádza, t.j. ptk = 1

Kt , k = 1, . . . , Kt, t =

1, . . . , H. Ukon£ovacie podmienky boli upravené rovnakým spôsobom ako v predchádza-
júcom testovaní a na ukladanie vstupných údajov sme pouºili funkciu sparse.

Testova´ budeme postupne závislos´ výpo£tového £asu od po£tu aktívM , od po£tu
scenárov KH (po£tu v²etkých moºných ciest od kore¬a k listom stromu) a od parame-
tra α. Opä´ ku kaºdému numerickému experimentu priloºíme gra�cké porovnanie jed-
notlivých metód a tabu©ku, v ktorej bude uvedené porovanie modi�kovaných metód
s pôvodnými metódami. V kaºdom numerickom experimente uvaºujeme aj povolenie
shortsellingu (sh = áno) a nepovolenie shortsellingu (sh = nie). Ozna£enie metód bude
nasledovné: VLs_s - jednorezová vnorená L-shaped metóda, MLs_s - modi�kovaná jed-
norezová vnorená L-shaped metóda, VLs_m - viacrezová vnorená L-shaped metóda,
MLs_m - modi�kovaná viacrezová vnorená L-shaped metóda.
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Pred samotným testovaním uvádzame ve©kosti rie²ených úloh. Parameter K repre-
zentuje po£et realizácií náhodného vektora výnosov v danom uzle, t.j. po£et nasle-
dovníkov daného uzla (pre v²etky uzly v stupni t = 0, . . . , H − 1 uvaºujeme rovnakú
hodnotu parametraK). Uvádzame aj ve©kos´ uvaºovaných úloh pre testovanie závislosti
výpo£tového £asu od parametra M , pretoºe v prípade viac-periódovej úlohy optima-
lizácie portfólia má hodnota paramatraM zna£ný vplyv na ve©kos´ úlohy. Pri testovaní
závislosti od parametra K uvaºujeme H = 5, t.j. pä´ £asových periód a pri testovaní
závislosti od parametra M uvaºujeme H = 4, t.j. ²tyri £asové periódy. Riadky a st¨pce
v Tab. 4.14 zodpovedajú rozmerom matice ohrani£ení úlohy (1.7) a st¨pec KH ozna£uje
po£et scenátov v príslu²nej úlohe.

H = 5, M = 5

K Riadky St¨pce KH

2 93 248 32
3 484 1089 243
4 1705 3410 1024
5 4686 8591 3125
6 10885 18660 7776
7 22408 36413 16807
8 42129 65534 32768
9 73810 110715 59049
10 122221 177776 100000

H = 4, K = 10, KH = 10000

M Riadky St¨pce
2 12221 14443
5 12221 17776
8 12221 21109
11 12221 24442
14 12221 27775
17 12221 31108
20 12221 34441

Tabu©ka 4.14: Rozmery matice ohrani£ení testovaných úloh pre rôzne hodnoty K a pre
rôzne hodnoty M

4.2.1 Závislos´ výpo£tového £asu od paramatra K

Na Obr. 4.13 je uvedené gra�cké porovnanie závislosti výpo£tového £asu od parametra
K. Na grafe v©avo je porovnanie pre prípad sh = áno a na grafe vpravo je porov-
nanie pre prípad sh = nie. V obidvoch prípadoch bola jasne najefektívnej²ou metódou
MLs_m, ktorá pri K = 10, £o je 100000 scenárov, skonvergovala v priemere za 629.13s
pri sh = áno, respektíve za 605.51s pri sh = nie. Najpomal²ou metódou bola VLs_s,
ktorá pri tom istom po£te scenárov potrebovala na skonvergovanie v priemere 6366.01s
pri sh = áno, respektíve 4528.35s pri sh = nie. Z obidvoch grafov na Obr. 4.13 je
zrete©ná výhodnos´ modi�kovaných verzií vnorenej L-shaped metódy. Táto výhodnos´
je uvedená v Tab. 4.15 a 4.16, kde st¨pec ozna£ený zefekt. reprezentuje percentuálne z-
efektívnenie optimaliza£ného procesu v prípade pouºitia modi�kovanej metódy v porov-
naní s pôvodnou metódou. Pri viacrezovej verzii sme dosiahli zefektívnenie na úrovni
48% aº 54% a v prípade jednorezovej verzie to bolo 45% aº 50%. Na Obr. 4.14 je porov-
nanie výpo£tového £asu pre sh = áno a sh = nie, kde v prípade viacrezových verzií sa
nedá pozorova´ ºiadna citlivos´ na hodnotu parametra sh. To isté sa nedá poveda´ o



4.2.1 Závislos´ výpo£tového £asu od paramatra K 68

jednorezových verziách, ktoré pri sh = nie konvergujú výrazne rýchlej²ie neº pri sh =

áno. Po£et spustení v tomto numerickom experimente bol 10.
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Obr. 4.13: Závislos´ výpo£tového £asu od K pre sh = áno (v©avo) a sh = nie (vpravo)

M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
K MLs_m VLs_m zefekt. MLs_s VLs_s zefekt.
2 1.36 2.87 0.53 2.56 4.71 0.46
3 5.78 11.84 0.51 14.47 26.47 0.45
4 16.91 36.53 0.54 50.95 99.35 0.49
5 37.89 78.82 0.52 154.30 302.43 0.49
6 79.54 157.50 0.49 309.46 578.69 0.47
7 142.75 279.79 0.49 559.44 1124.48 0.50
8 236.77 480.64 0.51 1123.30 2089.33 0.46
9 422.25 823.39 0.49 2240.84 4145.55 0.46
10 629.13 1207.94 0.48 3386.17 6366.01 0.47

Tabu©ka 4.15: Porovnanie modi�kovaných a pôvodných verzií vnorenej L-shaped
metódy pre sh = áno

M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
K MLs_m VLs_m zefekt. MLs_s VLs_s zefekt.
2 1.30 2.58 0.49 1.58 2.93 0.46
3 5.63 12.15 0.54 9.33 18.28 0.49
4 16.11 35.12 0.54 35.89 67.12 0.47
5 38.65 83.10 0.53 96.15 178.46 0.46
6 75.68 153.63 0.51 183.18 331.93 0.45
7 142.65 293.86 0.51 381.18 728.82 0.48
8 239.91 470.22 0.49 728.88 1359.35 0.46
9 431.76 867.85 0.50 1069.04 1999.11 0.47
10 606.51 1206.95 0.50 2383.34 4528.35 0.47

Tabu©ka 4.16: Porovnanie modi�kovaných a pôvodných verzií vnorenej L-shaped
metódy sh = nie
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Obr. 4.14: Porovnanie výpo£tového £asu pre sh = áno a sh = nie

4.2.2 Závislos´ výpo£tového £asu od paramatra M

V tomto numerickom experimente budeme sledova´ závislos´ výpo£tového £asu od
parametra M ∈ {2, . . . , 20}. Z Obr. 4.15 a 4.16 vidie´, ºe dostávame ve©mi podobné
výsledky ako pri jedno-periódových úlohách, t.j. jednorezové verzie sú podstatne citlivej-
²ie na zmenu hodnoty parametra M neº viacrezové verzie.
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Obr. 4.15: Závislos´ výpo£tového £asu od M pre sh = áno

Aj v tomto numerickom experimente bola narýchlej²ou metóda MLs_m, ktorej
výpo£tový £as takmer nezávisí na hodnote parametra M a pohybuje sa medzi 53s
aº 72s. Najneefektívnej²ou je opä´ VLs_s, ktorá je ve©mi citlivá na zmenu hodnoty
parametra M a v najhor²om prípade potrebovala k skonvergovaniu 922.88s. Modi-
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Obr. 4.16: Závislos´ výpo£tového £asu od M pre sh = nie

�kované verzie sú aj v tomto prípade výrazne efektívnej²ie a miera zefektívnenia sa
pohybuje, podobne ako pri parametri K, medzi 49% aº 55% pri viacrezovej verzii a
medzi 45% aº 48% pri jednorezovej verzii. Toto pozorovanie je zobrazené v Tab. 4.17
a 4.18. Na Obr. 4.17 prikladáme porovnanie výpo£tového £asu jednotlivých metód pre
sh = áno a sh = nie. Po£et spustení bol nastavení na hodnote 10.

K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
M MLs_m VLs_m zefekt. MLs_s VLs_s zefekt.
2 53.96 117.63 0.54 200.81 373.50 0.46
5 61.94 127.60 0.51 310.82 563.20 0.45
8 64.98 143.87 0.55 352.68 667.62 0.47
11 67.13 139.67 0.52 348.92 666.43 0.48
14 65.69 130.07 0.49 434.99 823.01 0.47
17 68.61 140.65 0.51 443.20 842.68 0.47
20 71.23 139.60 0.49 480.88 922.88 0.48

Tabu©ka 4.17: Porovnanie modi�kovaných a pôvodných verzií vnorenej L-shaped
metódy pre sh = áno

K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
M MLs_m VLs_m zefekt. MLs_s VLs_s zefekt.
2 53.85 108.25 0.50 127.77 236.38 0.46
5 62.56 134.51 0.53 168.57 323.65 0.48
8 66.57 136.47 0.51 219.57 410.60 0.47
11 71.31 148.32 0.52 231.67 442.49 0.48
14 71.98 141.79 0.49 285.52 553.91 0.48
17 71.77 142.10 0.49 296.37 555.69 0.47
20 75.94 156.44 0.51 308.55 569.27 0.46

Tabu©ka 4.18: Porovnanie modi�kovaných a pôvodných verzií vnorenej L-shaped
metódy sh = nie
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Obr. 4.17: Porovnanie výpo£tového £asu pre sh = áno a sh = nie

4.2.3 Závislos´ výpo£tového £asu od parametra α

V tejto £asti budeme sledova´ závislos´ výpo£tového £asu od parametra α, ktorého
hodnoty uvaºujeme z intervalu 0.01− 0.2. Na kaºdom z grafov na Obr. 4.18 a 4.19 sú
zvýraznené £asto pouºívané hodnoty α, t.j. 0.01 0.05 a 0.1. Po£et spustení pre tento
numerický experiment bol 20. Z Obr. 4.18 a 4.19 vidie´, ºe pre jednorezové aj viacrezové
verzie dostávame ve©mi podobné výsledky ako pri testovaní z podkapitoly 4.1, t.j. pre
jednorezové verzie dostávame v obidvoch prípadoch klasajúcu závislos´ a v prípade
viacrezových verzií je opä´ náro£né ur£i´ nejaký druh závislosti.

14

15

16

17

18

19

20

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

VLs_m

7,5

7,7

7,9

8,1

8,3

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

MLs_m

0

10

20

30

40

50

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

VLs_s

0

5

10

15

20

25

30

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

MLs_s



4.2.4 Zhrnutie 7214

15

16

17

18

19

20

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

VLs_m

7,5

7,7

7,9

8,1

8,3

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

MLs_m

0

10

20

30

40

50

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

VLs_s

0

5

10

15

20

25

30

0 0,05 0,1 0,15 0,2

C
P

U
 t

im
e

α

MLs_s

Obr. 4.18: Porovnanie výpo£tového £asu pre α, sh = áno, K = 5, M = 5, H = 4,
δ = 2, ε = 0.000001
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Obr. 4.19: Porovnanie výpo£tového £asu pre α, sh = nie, K = 5,M = 5, H = 4, δ = 2,
ε = 0.000001

4.2.4 Zhrnutie

Na záver tohto testovania zhrnieme jednotlivé pozorovania a vyhodnotíme efektívnos´
a vhodnos´ pouºitia jednotlivých metód. Najprv vyhodnotíme zefektívnenie jednore-
zovej a viacrezovej vnorenej L-shaped metódy modi�káciou uvedenou v podkapitole
3.10. Vo v²etkých numerických experimentoch dosiahla miera zefektívnenia aspo¬ 48%

pri viacrezovej verzii a aspo¬ 45% pri jednorezovej verzii, £o povaºujeme za ve©mi dobrý
výsledok na²ej modi�kácie. Viacrezové verzie, podobne ako v predchádzajúcom testo-
vaní, neprejavili ºiadnu výraznú citlivos´ na hodnoty parametrovM , α a sh a v priebehu
testovania neskonvergovalo len 0.7% testovaných úloh. Tieto skuto£nosti môºeme po-
vaºova´ za posta£ujúce na prehlásenie viacrezových metód za výrazne univerzálnej²ie
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v porovnaní s jednorezovými verziami. Pri jednorezových verziách sa potvrdila, aj v
predchádzajúcom testovaní odpozorovaná, vysoká citlivos´ na v²etky testované parame-
tre. Miera neskonvergovania v prípade jednorezových verzií dosiahla aº 4%. Tieto sku-
to£nosti robia z jednorezových verzií (modi�kovaná a pôvodná) nevhodnú a neefektívnu
variantu pre rie²enie úloh v tvare (2.18). Pre úlohy v tvare (2.18) odporú£ame pouºi´
modi�kovanú viacrezovú vnorenú L-shaped metódu, pretoºe vo v²etkých numerických
experimetoch jasne prevý²ila ostatné metódy.

V prílohe C sa nachádzajú dodato£né tabu©ky obsahujúce dal²ie údaje z numeric-
kých experimentov, v ktorých sme testovali závislos´ výpo£tového £asu od paramatrov
M a K. �truktúra tabuliek je nasledovná. V prvých troch st¨pcoch tabu©ky je uvedený
priemerný, minimálny a maximálny výpo£tový £as príslu²nej modi�kovanej metódy.
�alej nasleduje priemerný, minimálny a maximálny výpo£tový £as príslu²nej pôvodnej
metódy a napokon je uvedený priemerný, minimálny a maximálny po£et makroiterá-
cií potrebných na skonvergovanie. Infornácia o makroiteráciách je spolo£ná pre obe
metódy, pretoºe modi�kovaná verzia je len zjednodu²ením pôvodnej verzia a tak po£et
maktoiterácií a rie²enie sú vºdy úplne rovnaké.



Záver

Cie©om tejto práce bolo vyhodnoti´ efektívnos´ pouºitia rôznych algoritmov pre rie²enie
jedno-periódovej a viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia s rizikovou mierou Con-
ditional Value-at-Risk. Jednotlivé algoritmy sme implementovali v Matlabe a následne
sme ich efektívnos´ vyhodnotili na základe rozsiahleho numerického experimentu.

Na rie²enie jedno-periódovej úlohy optimalizácie portfólia sme pouºili jednorezovú,
viacrezovú a regularizovanú verziu L-shaped metódy. �alej sme pouºili CVaRmin metó-
du a nami odvodenú viacrezovú verziu CVaRmin metódy. Do testovania sme zahrnuli
aj metódu vnútorného bodu a simplexovú metódu, ktoré sú priamo implementované v
Matlabe. Testovanie potvrdilo na²e o£akávania o vy²²ej efektívnosti CVaRmin metód,
kde nami navrhnutá viacrezová CVaRmin metóda bola jasne najefektívnej²ou pri úlo-
hách s vä£²ím po£tom aktív a uvaºovaním shortsellingu. V ostatných prípadoch bola
výrazne najefektívnej²ou jednorezová CVaRmin metóda. Taktieº sa potvrdili na²e o£aká-
vania oh©adom výhodnosti pouºitia viacrezových metód, ktoré konvergovali vºdy v
dvoch makroiteráciách a jasne prevý²ili jednorezové verzie uvaºovaných metód vo
v²etkých testovaných aspektoch. Na základe uvedeného povaºujeme CVaRmin metódy
za najvhodnej²iu vo©bu pre rie²enie jedno-periódovej úlohy optimalizácie portfólia.
Naopak, jednorezovú a regularizovanú verziu L-shaped metódy povaºujeme za najnev-
hodnej²ie varianty a z tohto dôvodu ich pouºitie neodporú£ame. Dobré výsledky dosiah-
la metóda vnútorného bodu, ktorá bola £astokrát druhou najrýchlej²ou metódou a
zárove¬ bola najspo©ahlivej²ou, pri£om neskonvergovala len v 0.03% testovaných úloh.

V prípade rie²enia viac-periódovej úlohy optimalizácie portfólia sme uvaºovali jed-
norezovú a viacrezovú vnorenú L-shaped metódu. V obidvoch verziách sme navrhli
modi�káciu umoº¬ujúcu zefektívnenie procesu optimalizácie pomocou týchto metód.
V testovaní sa potvrdila efektívnos´ na²ej modi�kácie, kde v prípade viacrezovej verzie
dosiahla miera zefektívnenia 48% aº 55% a v prípade jednorezovej verzie to bolo 45%

aº 50%. Aj v tomto prípade sa potvrdilo na²e o£akávanie a viacrezové verzie výrazným
spôsobom prevý²ili jednorezové. Z uvedených skuto£ností odporú£ame pouºi´ modi-
�kovanú viacrezovú vnorenú L-shaped metódu.
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Príloha A

AAPL Apple Inc. HRS Harris Corp.

ACA.PA Credit Agricole S.A HSP Hospira Inc.

AGN.AS Aegon INTU Intuit Inc.

AI.PA L'Air Liquide SA KLAC KLA-Tencor Corporation

AIZ Assurant In. MAS Masco Corporation

ALTR Altera Corp. MC.PA LVMH Moet Hennessy Louis Vuitton

ALU Alcatel-Lucent S.A MEO.DE METRO AG

ARG Airgas Inc. MUV2.DE M

BAYN Bayer Inc. NBR Nabors Industries, Ltd.

BEAM Beam Inc. NEM Newmont Mining Corp.

BN.PA Danone NOA3.DE NOKIA

BNP.PA BNP Paribas SA NVDA NVIDIA Corporation

BRCM Broadcom Corp. OR.PA L'Oreal SA

C Citigroup Inc. PCL Plum Creek Timber Co. Inc.

CNP Center Point Energy Inc. PHIA.AS ROY.PHILIPS ELECTR

CNX Consol Energy, Inc. PWR Quanta Services Inc.

COG Cabot Oil & Gas Corporation PX Praxair Inc.

CS.PA Axa REP.MC Repsol YPF SA

CTL CenturyLink Inc. RNO.PA Reanult SA

DBK.DE Deutsche Bank AG RWE.DE RWE AG

DRI Darden Restaurant Inc. SAN.PA Sano�

DTE.DE Deutsche Telecom AG SAP.DE SAP AG

DV DeVry Inc. SGO.PA Compagnie de Saint-Gobain

EA Electronic Arts Inc. SIE.DE Siemens AG

F Ford Motor Co. SLB Schlumberger Limited

FII Federated Investors Inc. SLM SLM Corporation

FISV Fiserv Inc. TXN Texas Instruments Inc.

GE General Electric Company USB U.S. Bancorp.

GILD Gilead Sciences Inc. WY Weyerhaeuser Co.

GOOG Google Inc. ZION Zions Bancorp.



Príloha B

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
2 47.39 38.46 60.11 16 13 20 3.92E − 04 2.01E − 03
3 87.32 75.12 106.37 30 25 35 5.54E − 04 2.45E − 03
4 121.67 95.02 148.58 41 32 48 3.32E − 04 3.04E − 03
5 168.88 147.25 200.24 58 51 67 6.30E − 04 2.51E − 03
6 234.04 209.06 267.08 82 75 91 3.91E − 04 1.04E − 03
7 277.61 254.27 295.21 95 88 98 6.31E − 04 2.09E − 03
8 346.54 297.20 384.78 119 106 127 3.90E − 04 1.36E − 03
9 431.05 353.46 541.72 149 124 180 4.28E − 04 5.75E − 04
10 489.11 439.08 558.04 167 154 185 3.72E − 04 6.85E − 04

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
2 34.44 24.36 43.52 12 8 14 8.52E − 05 7.52E − 04
3 37.90 23.84 44.64 13 7 15 1.69E − 04 1.61E − 03
4 58.48 27.19 88.93 21 9 31 2.37E − 04 8.59E − 04
5 66.46 27.76 115.83 24 10 41 7.00E − 05 4.12E − 04
6 72.90 24.37 112.88 23 8 40 8.24E − 05 3.73E − 04
7 79.92 28.93 137.66 28 9 48 1.64E − 04 7.79E − 04
8 81.43 38.81 129.11 31 14 46 4.61E − 05 4.98E − 04
9 93.67 51.75 155.91 32 15 54 1.39E − 04 5.90E − 04
10 101.82 45.42 149.41 36 16 52 1.31E − 04 3.21E − 04

Tabu©ka 4.19: Jednorezová L-shaped metóda pre sh = áno a sh = nie

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
Full_IP Full_sim
�as (sec.) �as (sec.) Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 0.314 0.231 0.459 1.453 1.225 1.827 4.82E − 06 1.57E − 04
20 0.388 0.273 0.606 2.089 1.119 2.499 5.66E − 06 6.27E − 05
30 0.494 0.407 0.619 2.920 2.431 3.609 3.99E − 06 3.70E − 05
40 0.660 0.505 0.761 3.673 2.754 4.247 2.83E − 06 4.49E − 05
50 0.792 0.638 1.037 4.584 3.526 5.864 4.52E − 06 2.68E − 05
60 0.982 0.807 1.278 5.370 4.574 7.010 6.43E − 06 3.30E − 05



K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
Full_IP Full_sim
�as (sec.) �as (sec.) Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 0.447 0.310 0.668 1.993 1.855 2.420 2.84E − 05 9.20E − 04
20 0.514 0.337 0.786 2.254 1.932 3.430 2.01E − 06 2.01E − 04
30 0.717 0.455 1.400 2.407 2.025 3.271 5.28E − 05 6.12E − 04
40 0.871 0.533 1.744 2.614 2.230 3.702 4.12E − 07 8.06E − 05
50 0.946 0.628 1.466 2.709 2.195 3.595 3.90E − 06 7.27E − 05
60 1.219 0.817 2.030 2.832 2.315 3.672 1.92E − 06 8.97E − 05

Tabu©ka 4.20: Full_IP a Full_sim pre sh = áno a sh = nie

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 13.02 10.75 17.90 187 168 201 8.38E − 06 2.71E − 04
20 384.77 358.01 436.92 552 530 601 1.05E − 05 8.34E − 03
30 573.93 539.46 620.21 1032 985 1083 3.03E − 05 2.19E − 04
40 1205.27 1067.52 1283.30 1628 1526 1718 3.70E − 05 6.66E − 04
50 2540.31 2489.76 2576.06 2198 2158 2314 2.49E − 05 4.98E − 04
60 5759.48 5646.33 5839.02 2988 2945 3018 9.46E − 05 5.88E − 04

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 0.893 0.215 2.183 36 15 68 3.82E − 04 4.27E − 04
20 1.542 0.563 3.956 51 27 89 1.15E − 04 9.83E − 04
30 2.186 0.714 5.231 64 27 101 2.18E − 04 5.67E − 04
40 3.447 1.196 7.681 79 44 124 1.93E − 04 7.11E − 04
50 4.692 1.271 9.434 82 39 127 3.45E − 04 8.29E − 04
60 6.524 1.886 12.753 95 42 136 2.84E − 04 5.88E − 04

Tabu©ka 4.21: Jednorezová CVaRmin metóda pre sh = áno a sh = nie

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 0.276 0.169 0.540 2 2 2 1.50E − 05 4.27E − 04
20 0.329 0.204 0.838 2 2 2 8.90E − 05 2.08E − 03
30 0.415 0.256 0.777 2 2 2 1.86E − 05 1.87E − 04
40 0.528 0.352 1.207 2 2 2 6.62E − 05 1.04E − 03
50 0.574 0.381 1.140 2 2 2 9.60E − 05 7.63E − 04
60 0.691 0.436 1.484 2 2 2 1.36E − 04 1.26E − 03



K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 0.355 0.199 0.640 2 2 2 1.22E − 05 3.72E − 04
20 0.396 0.236 0.733 2 2 2 1.89E − 05 1.87E − 04
30 0.560 0.282 1.307 2 2 2 7.85E − 05 2.07E − 03
40 0.646 0.350 1.199 2 2 2 5.33E − 05 1.25E − 03
50 0.767 0.408 1.671 2 2 2 8.88E − 05 3.06E − 03
60 0.896 0.436 1.741 2 2 2 6.51E − 05 1.31E − 03

Tabu©ka 4.22: Viacrezová CVaRmin metóda pre sh = áno a sh = nie

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 6.414 6.091 6.950 2 2 2 1.50E − 05 4.27E − 04
20 6.669 6.322 7.419 2 2 2 8.90E − 05 2.08E − 03
30 7.165 6.762 7.812 2 2 2 1.86E − 05 1.87E − 04
40 7.177 6.764 8.092 2 2 2 6.62E − 05 1.04E − 03
50 7.736 7.161 8.876 2 2 2 9.60E − 05 7.63E − 04
60 7.861 7.272 10.348 2 2 2 1.36E − 04 1.26E − 03

K = 1000, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

M priem. min max priem. min max priem. max
10 6.800 6.372 7.494 2 2 2 1.22E − 05 3.72E − 04
20 7.202 6.776 7.777 2 2 2 1.89E − 05 1.87E − 04
30 7.549 6.936 8.406 2 2 2 7.85E − 05 2.07E − 03
40 7.831 7.284 8.677 2 2 2 5.33E − 05 1.25E − 03
50 8.165 7.557 9.810 2 2 2 8.88E − 05 3.06E − 03
60 8.334 7.421 9.328 2 2 2 6.51E − 05 1.31E − 03

Tabu©ka 4.23: Viacrezová L-shaped metóda pre sh = áno a sh = nie

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
Full_IP Full_sim
�as (sec.) �as (sec.) Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.044 0.037 0.079 0.062 0.049 0.079 6.12E − 06 8.45E − 04
500 0.131 0.088 0.248 0.398 0.375 0.512 7.61E − 07 1.22E − 05
1000 0.348 0.253 0.509 1.232 1.117 1.665 2.63E − 07 4.81E − 06
2000 1.127 0.784 1.772 3.870 3.413 4.542 1.45E − 05 8.37E − 05
5000 6.014 3.738 10.36 23.47 20.64 28.97 6.44E − 04 2.49E − 02
10000 18.52 13.03 21.86 90.17 81.28 98.62 4.81E − 04 9.59E − 03



M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
Full_IP Full_sim
�as (sec.) �as (sec.) Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.039 0.032 0.066 0.081 0.061 0.104 7.15E − 09 1.26E − 08
500 0.158 0.111 0.243 0.618 0.552 0.749 2.26E − 09 7.26E − 06
1000 0.455 0.301 0.694 2.087 1.886 2.238 9.64E − 05 7.17E − 03
2000 1.471 0.904 2.865 7.315 7.008 8.711 2.91E − 07 1.80E − 05
5000 8.266 5.381 13.75 55.48 53.07 59.20 4.62E − 05 6.94E − 04
10000 26.31 22.64 38.12 275.07 271.15 279.82 2.18E − 05 9.88E − 05

Tabu©ka 4.24: Full_IP a Full_sim pre sh = áno a sh = nie

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.977 0.644 1.296 42 32 55 3.58E − 06 5.64E − 04
500 1.506 0.817 2.219 60 39 76 4.54E − 04 7.21E − 04
1000 1.598 0.707 1.982 61 41 69 2.62E − 04 6.84E − 03
2000 1.810 0.963 2.486 66 45 77 5.48E − 04 3.95E − 03
5000 1.621 0.881 2.378 69 35 75 2.64E − 04 1.79E − 03
10000 1.755 1.605 2.249 69 57 76 8.14E − 04 2.58E − 03

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.275 0.108 0.661 16 8 30 4.58E − 06 2.47E − 05
500 0.304 0.125 0.695 16 9 35 4.98E − 05 1.85E − 04
1000 0.308 0.164 0.569 18 9 31 2.75E − 04 4.99E − 04
2000 0.386 0.154 0.994 21 8 42 8.65E − 04 1.25E − 03
5000 0.363 0.124 0.765 19 8 37 3.38E − 04 1.34E − 03
10000 0.288 0.162 0.837 19 9 35 4.45E − 04 6.71E − 04

Tabu©ka 4.25: Jednorezová CVaRmin metóda pre sh = áno a sh = nie

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 13.64 11.27 16.77 42 34 52 4.28E − 06 2.48E − 04
500 84.18 40.29 98.14 55 27 63 3.29E − 04 9.27E − 04
1000 198.61 155.36 261.48 62 49 74 2.49E − 04 1.83E − 03
2000 354.67 260.17 475.34 60 51 77 3.44E − 04 2.47E − 03
5000 1040.37 838.28 1147.41 64 51 71 8.24E − 04 2.37E − 03
10000 2241.24 2159.34 2305.14 69 67 71 6.21E − 04 1.94E − 03



M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 4.964 2.761 7.576 16 9 27 8.61E − 06 7.86E − 05
500 31.17 19.42 49.43 19 11 32 5.25E − 05 3.74E − 04
1000 51.43 39.61 61.83 18 13 23 3.72E − 04 8.08E − 04
2000 89.91 58.74 136.51 18 11 30 3.27E − 04 1.53E − 03
5000 169.83 124.34 237.29 17 12 27 4.94E − 05 4.64E − 04
10000 370.59 262.18 482.42 20 13 26 4.29E − 04 2.93E − 04

Tabu©ka 4.26: Jednorezová L-shaped metóda pre sh = áno a sh = nie

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.064 0.049 0.108 2 2 2 3.45E − 05 4.95E − 04
500 0.124 0.087 0.181 2 2 2 2.88E − 06 8.64E − 05
1000 0.322 0.204 0.495 2 2 2 4.15E − 05 7.64E − 04
2000 1.034 0.684 1.674 2 2 2 4.68E − 05 2.59E − 03
5000 4.616 1.574 6.784 2 2 2 2.35E − 03 5.28E − 02
10000 17.94 9.24 38.76 2 2 2 6.17E − 03 3.48E − 02

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.051 0.044 0.119 2 2 2 5.14E − 07 3.65E − 06
500 0.127 0.072 0.205 2 2 2 4.96E − 05 2.69E − 04
1000 0.317 0.192 0.527 2 2 2 1.62E − 06 2.24E − 05
2000 1.036 0.532 1.708 2 2 2 3.67E − 04 4.36E − 03
5000 5.584 2.854 8.236 2 2 2 4.26E − 05 7.28E − 04
10000 21.18 11.71 31.02 2 2 2 5.25E − 06 3.12E − 05

Tabu©ka 4.27: Viacrezová CVaRmin metóda pre sh = áno a sh = nie



M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = áno
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.675 0.644 0.795 2 2 2 3.45E − 05 4.95E − 04
500 3.227 3.018 3.557 2 2 2 2.88E − 06 8.64E − 05
1000 6.726 6.449 7.674 2 2 2 4.15E − 05 7.64E − 04
2000 13.75 13.46 15.59 2 2 2 4.68E − 05 2.59E − 03
5000 38.24 35.59 41.48 2 2 2 2.35E − 03 5.28E − 02
10000 91.84 81.43 118.17 2 2 2 6.17E − 03 3.48E − 02

M = 5, α = 0.01, µ = 0.0015, ε = 0.000001, sh = nie
�as (sec.) Iterácie Odchýlka

K priem. min max priem. min max priem. max
100 0.674 0.641 0.748 2 2 2 5.14E − 07 3.65E − 06
500 3.219 3.112 3.755 2 2 2 4.96E − 05 2.69E − 04
1000 6.595 6.451 7.049 2 2 2 1.62E − 06 2.24E − 05
2000 13.91 13.23 14.84 2 2 2 3.67E − 04 4.36E − 03
5000 40.27 37.39 42.71 2 2 2 4.26E − 05 7.28E − 04
10000 98.23 89.98 109.45 2 2 2 5.25E − 06 3.12E − 05

Tabu©ka 4.28: Viacrezová L-shaped metóda pre sh = áno a sh = nie



Príloha C

H = 5, M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
MLs_m VLs_m
�as (sec.) �as (sec.) Iterácie

K priem. min max priem. min max priem. min max
2 1.36 1.23 1.46 2.87 2.52 3.12 2 2 2
3 5.78 5.15 6.71 11.84 10.71 13.70 2 2 2
4 16.91 16.21 18.63 36.53 34.70 38.94 2 2 2
5 37.89 36.27 40.31 78.82 74.35 83.45 2 2 2
6 79.54 72.79 84.04 157.50 144.86 169.76 2 2 2
7 142.75 131.28 153.48 279.79 256.00 303.89 2 2 2
8 236.77 227.47 243.93 480.64 457.21 497.61 2 2 2
9 422.25 416.01 432.24 823.39 807.05 856.43 2 2 2
10 629.13 612.42 660.49 1207.94 1175.85 1281.35 2 2 2

H = 5, M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
MLs_s VLs_s

�as (sec.) �as (sec.) Iterácie
K priem. min max priem. min max priem. min max
2 2.56 1.95 2.80 4.71 3.65 5.27 4 3 4
3 14.47 13.18 16.32 26.47 23.60 30.20 5 5 5
4 50.95 32.84 58.56 99.35 63.71 115.37 6 4 7
5 154.30 134.41 188.39 302.43 262.10 365.48 8 7 10
6 309.46 255.76 363.15 578.69 475.72 689.99 9 7 10
7 559.44 445.11 677.87 1124.48 903.57 1342.18 9 7 10
8 1123.30 777.19 1461.33 2089.33 1453.35 2659.62 10 7 13
9 2240.84 1954.23 2515.94 4145.56 3595.78 4641.91 13 11 14
10 3386.18 3024.65 3958.25 6366.02 5625.85 7520.68 12 11 14

H = 4, K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
MLs_m VLs_m
�as (sec.) �as (sec.) Iterácie

M priem. min max priem. min max priem. min max
2 53.96 53.10 54.86 117.63 114.17 122.34 2 2 2
5 61.94 59.61 66.52 127.60 116.83 135.00 2 2 2
8 64.98 61.69 66.94 143.87 137.85 147.52 2 2 2
11 67.13 66.24 68.17 139.67 137.21 142.47 2 2 2
14 65.69 62.12 68.08 130.07 121.14 133.43 2 2 2
17 68.61 68.20 68.91 140.65 138.44 141.96 2 2 2
20 71.23 68.79 76.06 139.60 134.84 149.08 2 2 2



H = 4, K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = áno
MLs_s VLs_s

�as (sec.) �as (sec.) Iterácie
M priem. min max priem. min max priem. min max
2 200.81 191.27 202.28 373.50 357.67 383.53 8 7 8
5 310.82 280.22 339.95 563.20 518.97 634.00 11 10 12
8 352.68 308.62 390.05 667.62 570.94 764.49 12 11 14
11 348.92 312.27 385.56 666.43 592.07 729.48 12 11 13
14 434.99 362.86 489.07 823.01 676.74 925.79 12 12 14
17 443.20 420.13 452.72 842.68 806.72 868.96 12 10 13
20 480.88 471.01 490.75 922.88 908.71 956.90 12 12 13

H = 5, M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
MLs_m VLs_m
�as (sec.) �as (sec.) Iterácie

K priem. min max priem. min max priem. min max
2 1.30 1.25 1.35 2.58 2.46 2.72 2 2 2
3 5.63 5.17 6.13 12.15 11.32 13.13 2 2 2
4 16.11 15.27 16.64 35.12 33.30 36.45 2 2 2
5 38.65 34.85 47.43 83.10 74.22 101.50 2 2 2
6 75.68 70.17 79.42 153.63 141.03 163.60 2 2 2
7 142.65 135.93 145.51 293.86 277.29 304.12 2 2 2
8 239.91 230.86 246.17 470.22 454.79 482.49 2 2 2
9 431.76 415.36 443.57 867.85 834.87 896.01 2 2 2
10 606.51 598.31 630.74 1206.95 1187.56 1263.59 2 2 2

H = 5, M = 5, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
MLs_s VLs_s

�as (sec.) �as (sec.) Iterácie
K priem. min max priem. min max priem. min max
2 1.58 1.18 1.89 2.93 2.20 3.49 3 2 3
3 9.33 7.56 10.66 18.28 15.05 20.80 4 3 4
4 35.89 28.36 39.20 67.12 53.31 71.74 5 4 5
5 96.15 84.55 109.48 178.46 158.96 201.44 5 5 6
6 183.18 168.91 204.86 331.93 309.11 368.67 5 5 6
7 381.18 329.72 434.79 728.82 623.17 834.80 6 5 7
8 728.88 632.25 850.85 1359.35 1175.98 1574.06 7 6 8
9 1069.05 966.52 1153.42 1999.12 1797.74 2156.89 6 5 7
10 2383.34 2156.66 2567.36 4528.45 4076.09 4890.82 9 8 9



H = 4, K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
MLs_m VLs_m
�as (sec.) �as (sec.) Iterácie

M priem. min max priem. min max priem. min max
2 53.85 52.17 55.08 108.25 105.91 111.25 2 2 2
5 62.56 61.06 64.07 134.51 130.67 138.38 2 2 2
8 66.57 65.67 67.46 136.47 133.32 140.32 2 2 2
11 71.31 65.63 81.01 148.32 133.89 169.31 2 2 2
14 71.98 67.29 76.62 141.79 131.22 154.01 2 2 2
17 71.77 68.94 76.55 142.10 137.19 150.80 2 2 2
20 75.94 73.05 80.19 156.44 149.03 166.80 2 2 2

H = 4, K = 10, α = 0.01, δ = 2, ε = 0.000001, sh = nie
MLs_s VLs_s

�as (sec.) �as (sec.) Iterácie
M priem. min max priem. min max priem. min max
2 127.77 100.72 153.28 236.38 185.32 285.10 5 4 6
5 168.57 143.88 175.20 323.65 279.12 334.62 5 5 6
8 219.57 203.35 232.81 410.60 370.10 437.68 8 7 8
11 231.67 193.33 253.53 442.49 369.26 486.77 8 6 8
14 285.52 205.18 365.86 553.91 391.89 711.90 10 7 12
17 296.37 234.98 357.76 555.69 439.64 664.01 10 8 12
20 308.55 295.34 322.11 569.27 546.96 599.77 9 8 11


