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Abstrakt

Uvazovanie ndhodnych tidajov v optimalizaénych procesoch ¢asto vedie na opti-
maliza¢né tlohy obrovskych rozmerov. V tychto pripadoch predstavuji dekompozi¢né
algoritmy vyrazné zefektivnenie optimaliza¢ného procesu. Tato diplomova praca sa
zaobera aplikovanim dekompozi¢nych metod stochastického programovania na jedno
a viac-periddovu zakladna tlohu optimalizacie portfélia s Conditional Value-at-Risk
(CVaR) ako rizikovou mierou, s cielom porovnat vyhodnost pouzitia jednotlivych
metod pre dana tdlohu. Predstavime L-shaped metodu a jej viacrezova a regularizo-
vant modifikaciu. Popiseme CVaRmin metodu, ktora je $pecidlne navrhnuté na rieSenie
jedno-periddovej tlohy optimalizacie portfolia s CVaR v ucelovej funkcii. Navrhneme
viacrezovi verziu CVaRmin metody. Vyuzitim principov pouzitych pri odvodeni jed-
norezovej CVaRmin metody zefektivnime vnorené verzie L-shaped metddy na rieSe-
nie viac-periddovej tlohy optimalizacie portfélia. Rozsiahlym testovanim vyhodnotime
efektivnost aplikovanych metod.

KIacové slova:

Uloha optimalizacie portfolia, Stochastické programovanie, L-shaped metoda, CVaRmin
metoda, Conditional Value-at-Risk
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Abstract

Considering stochastic data in optimization processes often leads to overwhelming
optimization problems. In these cases usage of decomposition algorithms makes an op-
timization process markedly more effective. This master’s thesis deals with application
of decomposition algorithms of stochastic programming to the one and multi-period
basic portfolio optimization problem with Conditional Value-at-Risk in objective func-
tion. Our aim is to compare an expedience of particular methods for given problem. We
introduce the singlecut L-shaped method. The multicut and regularized modification
of the L-shaped method is given as well. We describe the CVaRmin method, which has
been specially proposed for optimization processes with CVaR in objective function. We
derive the multicut version of the CVaRmin method and also improve efficiency of the
nested versions of the L-shaped method for solving multi-period optimization problem.
This is done by involving the same principles that have been used to derive CVaRmin
method. The efficiency of all considered methods is analyzed in numerical experiments.

Key words:

Portfolio optimization problem, Stochastic programming, L.-shaped method, CVaRmin
method, Conditional Value-at-Risk
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Uvod

Tento rok uplynolo 60 rokov od publikovania Markowitzovho sldvneho ¢lanku Portfolio
selection, ktory sa prvykrat objavil v marcovom vydani Journal of Finance v roku
1952. Ulohy optimalizacie portfolia aj po takto dlhej dobe patria medzi najéastejsie
rieSené optimaliza¢né ulohy. Vypoc¢tova naroc¢nost jednotlivych dloh do velkej miery
zavisi od uvazovanej rizikovej miery. V. Markowitzovej teorii portfolia sa riziko meria
standardnou odchylkou, ktort ale v sticasnosti nahradza rizikova miera Value-at-Risk
(VaR). Jednou z najviac kritizovanych nevyhod miery VaR je prave jej vysoka vypoc-
tova naro¢nost. Vhodnou alternativou k miere VaR moze byt rizikova miera Conditional
Value-at-Risk (CVaR), ktora mé z vypoctového hladiska, v porovnani s VaR, ovela uzi-
to¢nejsie vlastnosti. V roku 2000 publikovali autori Rockefellar a Uryasev dalsi vyz-
namny ¢lanok Optimalization of Conditianal Value at Risk, v ktorom vyjadrili mieru
CVaR v tvare maximalizac¢nej formuly. S vyuzitim tejto skutocnosti a predpokladu
o diskrétnom rozdeleni ndhodnych udajov vstupujicich do tulohy optimalizacie port-
folia s CVaR ako rizikovou mierou, je mozné tito tlohu vyjadrit v tvare linedrneho
programovania, ¢o predstavuje zna¢né vypoctové zjednodusSenie.

Potreba uvazovat ndhodné vstupné idaje méa za nasledok obrovské rozmery tychto
optimalizacnych tloh. Matica ohranic¢eni tychto iiloh mé vSak Specidlnu blokova Struk-
tiaru, ktort efektivne vyuzivaji dekompoziéné metody linedrneho stochastického pro-
gramovania.

Motivaciou tejto prace bolo porovnat rozne algoritmy, ktorymi sa tloha optima-
lizacie portfolia da riesit, a zistit, ¢i niektory z nich poskytuje vyrazné vyhody oproti
ostanym algoritmom. Praca sa sklada zo Styroch kapitol a Struktura prace je nasle-
dovna.

V prvej kapitole naformulujeme jedno a viac-periodovi zakladni dlohu optimaliza-
cie portfolia a predstavime rizikovi mieru Conditional Value-at-Risk. Druha kapitola je
venovana teoérii dvoj a viac-stupnovych stochastickych linearnych tloh s pevnou kom-
penzaciou. V tretej kapitole predstavime a vysvetlime princip fungovania uvazovanych
dekompozi¢nych metéd. Buda to jednorezova, viacrezova a regularizovand verzia L-
shaped metody, CVaRmin metéda a jedno a viacrezovid vnorend I-shaped metdda.
Vlastnym prinosom tejto prace bude odvodenie viacrezovej CVaRmin metdédy v pod-
kapitole 3.6, zefektivnenie vnorenych verzii L-shaped metédy pre typ tloh uvedenych
v prvej kapitole a rozsiahly numericky experiment zamerany na testovanie efektivnosti
jednotlivych metéd. Naplhou Stvrtej kapitoly st vysledky numerického experimentu.



Kapitola 1

Formulacia zakladnej alohy
optimalizacie portfolia

Cielom kapitoly je predstavenie zakladnej tillohy optimalizacie portfolia. Postupne zadefi-
nujeme jedno-periédovi a viac-periédovi tdlohu optimalizacie portfolia. Jedno-periédova
iloha optimalizacie portfolia pozostava len z jednej casovej periddy, na zaciatku ktorej

je potrebné urdit investi¢na stratégiu (ur¢it vahy aktiv v portfoliu). Nasledne, na konci

casovej periody, realizidcia vynosov aktiv ur¢i dopad zvolenej investi¢nej stratégie na

koneént hodnotu portfolia. Vo viac-periddovej tilohe uvazujeme H > 1 ¢asovych peridd.

Na zaciatku kazdej periody méame, na zaklade realizacii vynosov aktiv z predchadza-

jucich ¢asovych period, moznost prehodnotit investiéni stratégiu (v kazdej ¢asovej pe-

riode mozeme zmenit vahy aktiv v portfoliu). Ulohou je minimalizovat riziko investicie

alebo maximalizovat vynos portfélia za podmienky splnenia urcitych ohraniceni. Na

meranie rizika investicie budeme pouzivat rizikova mieru Conditional Value-at-Risk.

Predstavenie a uvedenie zakladnych vlastnosti tejto miery je tiez napliou tejto kapi-

toly. Napokon sa budeme venovat motivacii pre rieSenie tloh optimalizacie portfolia

dekompozi¢nymi metdédami, pretoze ako sa ukaze neskor, aplikovanie priamych metod

(napr. simplexova metoda, metoda vntitorného bodu) na tieto alohy prinasa v mnohych

pripadoch zna¢né komplikicie. Dekompozi¢nym meté6dam sa budeme bliz§ie venovat

v Kapitole 3.

1.1 Modelovanie a meranie rizika

V tejto ¢asti zadefinujeme jedno a viac-periédovi zdkladni tlohu optimalizacie port-
folia. Predstavime rizikova mieru Conditional Value-at-Risk. V siCasnosti sa pouzivaji
rozne rizikové miery. Medzi najznamejsie rizikové miery patri Value-at-Risk (VaR) a
Conditional Value-at-Risk (CVaR). Tieto dve miery st v st¢asnosti aj predmetom
rozsiahleho vyskumu. Dovodom preco sme si vybrali mieru Conditional Value-at-Risk
je zvysujuci sa zaujem o tito rizikovii mieru. Pouzitie CVaR méa aj velky potencial
a v kratkej dobe moze nahradit mieru VaR, ktora je v stcasnosti najpouzivanejSou
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rizikovou mierou. Dalsim dovodom je, ze zna¢na Cast nevyhod miery VaR je pouzitim
miery CVaR odstranené. Tieto nevyhody ako aj zakladné vlastnosti mier VaR a CVaR
si stru¢ne popiseme v podkapitole 1.1.2. DalSie zname miery rizika su:

e Standardna odchylka (Standard deviation),

e Priemerné najvyssia odchylka (Mean absolute deviation),
e Dolna standardna odchylka (Lower standard deviation),
e Minimalna strata (Minimal loss efficiency).

Definicie tychto rizikovych mier ako aj ich vlastnosti sa daji najst napr. v [20].

1.1.1 Jedno-periédova zakladna tloha optimalizacie portfélia

Pod jedno-periodovou zakladnou tilohou optimalizacie portfolia budeme rozumiet tlohu
s jednym casovym horizontom. Na zaciatku cCasového horizontu zvolime investi¢na
stratégiu a nasledne uz len po¢kame na realizaciu vynosov aktiv a vysledny efekt tejto
realizicie na konec¢ni hodnotu portfélia. Vynosy aktiv st reprezentované ndhodnym
vektorom £. O ndhodnom vektore £ predpokladdme, Ze pochadza z kone¢ného diskrét-
neho rozdelenia, ¢ize vynosy aktiv mézu nadobudat konecny pocet realizacii. Jednu
realizaciu ndhodného vektora & budeme nazyvat scenar.

Pred zadefinovanim ulohy je uzito¢né uviest zakladné predpoklady tulohy a pouzité
oznacenia. Predpoklady tlohy:

e neuvazujeme transakcéné néklady,
e vahy v portfoliu mozu byt aj zaporné (shortselling je dovoleny),
e ciefom je minimalizovat riziko vyjadrené pomocou funkcionélu D,

e v llohe uvazujeme iba dva druhy ohranic¢eni - ohranicenie na minimalny pozadovany
vynos a rozpoc¢tové ohranic¢enie, pricom bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame
normalizaciu rozpo¢tu na 1.

Zakladné oznadenia:

o &{=(&,€% ..., EMT _ndhodny vektor vynosov aktiv v portfoliu, kde ™,
m = 1,..., M reprezentuje vynos m-tého aktiva a M oznacuje celkovy pocet
aktiv v portfoliu;

o vektor & = (&},&2,...,&M)T reprezentuje jeden scenér, ktory nastava s pravde-
podobnostou py, (Zszlpk =1, pp >0, k=1,....K), k=1,....K a K oz-
nacCuje pocet scenarov;

e =€ RX x RM - nosi¢ vektora € , kde Zy,,, =&t ak=1,....K; m=1,..., M,
t.j. nosi¢ = € RX x RM obsahuje vietky moZné realizacie ndhodného vektora &;
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e v € RM - vektor vah v portfoliu. Vahy zodpovedajt hodnote investovanej do
prislusného aktiva a nie percentudlne vyjadrenej ¢asti z celkového rozpoctu;

e r € RM - vektor oc¢akdvanych vynosov, r = E();
e 1 € R - minimalny pozadovany vynos, rfx > u;
e 1, jednotkovy vektor s rozmermi (M x 1).

Jedno-periodoviu zakladnt ulohu optimalizacie portfolia budeme podla [20] uvadzat

v tvare:
min D[z ¢]
Elz'¢] > p, (1.1)
11,0 < 1,
(x > 0).

Funkcional D, ktory reprezentuje riziko portfolia, definujeme podla [20] ako:

Definicia ([20], str. 36) Dewviation risk functional

Zobrazenie D z linedrneho priestoru Y ndahodngch premennijch definovanijch na pravde-
podobnostnom priestore (2, F,P) do redlnych ¢isel sa nazgva Deviation risk functional,
ak pre vietky Y € Y spliia nasledovné vlastnosti:

e Invariancia vzhladom na posun : D(Y +¢) =D(Y), Ve € R,
e Konvernost : DAY+ (1 = N)Y?) < AD(Y!Y) + (1 —\)D(Y?), A€ ]0,1],
e Monoténnost : Y <Y? = E(Y') — DY) <E(Y?) — D(Y?).

S meranim rizika sa spaja aj iny typ funkcionélu, tzv. Acceptability functional A. Je
to funkcional popisujuci preferencie v zmysle, ze vyssia hodnota funkcionalu znamené
vyssie preferencie. Definujeme ho podl'a [20] nasledovne:

Definicia ([20], str. 37) Acceptability functional

Zobrazenie A z linedrneho priestoru Y ndhodniyjch premenngch definovanijch na pravde-
podobnostnom priestore (0, F,P) do redlnych ¢isel sa nazjva acceptability functional,
ak pre vietky Y € Y spliia nasledovné vlastnosti:

e FEkvivariancia vzhladom na posun : A(Y +¢) = A(Y) +¢, Ve € R,
o Konkdvnost : AAY! + (1 = N)Y?) > XNAYH + (1 —=NA(Y?), Xe[0,1],

e Monoténnost : Y1 <Y? = AY?') < A(Y?).
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Vztah medzi funkcionalmi A a D je dany vztahom:

Typickym predstavitelom funkciondlu D je $tandardna odchylka D(Y) = o(Y). Ako
priklady funkcionalu A si mézeme uviest napr. miery Value-at-Risk A(Y) = VaR,(Y)
alebo Conditional Value-at-Risk A(Y) = CVaR,(Y), z ktorych obe zadefinujeme
v nasledujicej podkapitole.

1.1.2 Conditional Value-at-Risk

Rizikova miera CVaR (Podmienend hodnota v riziku) je v poslednych rokoch pred-
metom intenzivneho vyskumu v oblasti risk manazmentu. Bola vyvinuta ako nahrada
za rizikova mieru VaR (Hodnota v riziku), ktora je v st¢asnosti asi najpouzivanejSou
mierou v sektore bankovnictva a financii. Pre lepSie porozumenie CVaR si strucne
zadefinujeme aj mieru VaR, kedZe CVaR je uzko spojena s prave VaR.

Value-at-Risk bola vyvinuta Leavensom v [16] v roku 1945. Cely vyvoj miery VaR
je pekne zhrnuty v [13|. Vo vécéSine publikécii je miera VaR definovanéa pre funkciu
strat. Nakol'ko, pre potreby tejto prace je vyhodnejsia definicia pre funkciu vynosov,
uvadzame definiciu miery VaR podla [20].

Definicia ([20], str. 57) Value-at-Risk
a kvantil distribucnej funkcie G

VaR.(Y) =VaR,(G) =G ' (a), 0<a<l,
sa nazyva Value at risk.

O funkcii G predpokladame, Ze je distribu¢nou funkciou vynosovej funkcie Y. Vtedy
nam VaR, hovori aki najvacsiu stratu by sme nemali prekrocit s danou pravdepodob-
nostou a. Vyhodou VaR je jeho velmi l'ahka interpretovatelnost. Medzi nevyhody miery
VaR patri napr. fakt, Ze VaR neposkytuje Ziadnu informaciu o velkosti strat, ktoré
nastavaji s pravdepodobnostou mensou ako «, VaR nie je subaditivna miera, vyskyt
viacnasobnych extrémov a naro¢ny numericky vypocet. Tieto nevyhody a mnoho d'alsich
boli podnetom k vzniku CVaR. Hlbsia analyza vyhod a nevyhod miery VaR ako aj
vzajomné porovnanie mier VaR a CVaR je uvedené v [27] a [28].

Definicia (|22]) Conditional Value-at-Risk
Conditional Value-at-Risk na hladine vijznamnosti « je definovand ako:

1 (0%
CVaR,(Y) = CVaR,(G) = 5/ G a), O0<a<l
0
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kde funkcia G je distribucnou funkciou ndhodnej premennej Y .

O funkcii G opéat predpokladame, Ze je distribu¢nou funkciou vynosovej funkcie Y. Ako
vidiet z definicie, C'V aR,, hovori, akil stratu mame ocakavat, ak strata prekro¢i hodnotu
VaR,. CVaR, splha ekvivarianciu na posun, konkavnost, monoténnost, pozitivnu ho-
mogénnost, subaditivitu a poskytuje informéciu o velkosti strat za VaR,. Zna¢na ¢ast
nedostatkov miery VaR, je zavedenim miery CVaR, odstraneni. C'VaR, sa zvykne
nazyvat aj Average Value at Risk (|20]), Expected shortfall (|1]) a Tail Value at Risk
(|I7]). Pre CVaR, a VaR, plati vzfah uvadzany v [20]: CVaR, < VaR,, ktory je
zobrazeny na Obr. 1.1. Hlavnou vyhodou miery CVaR je, ze moze byt vyjadrend ako
optimalna hodnota maximaliza¢nej ilohy, ¢o hovori aj Veta 1.

Maximum
loss VaR

Probability
a

CvaR

Obr. 1.1: Vztah VaR a CVaR

Veta 1 ([22])
Conditional Value-at-Risk mozZe byt vyjadrend ako optimdlna hodnota nasledujicej op-
timalizacnej ilohy:

CVaR,(Y) = max{a — éE(Y —a)” :a € R}, kde f~ = —min(f,0).

Podotykame, Ze optimalna hodnota parametera a zodpoveda hodnote VaR,. Takyto
prepis prinasa z hladiska optimalizacie portolia vyrazné zjednoduSenie, kedze v pri-
pade spojitého rozdelenia ide o tlohu konvexného programovania a dokonca v pripade
diskrétneho rozdelenia vektora vynosov sa jedna o tlohu linedrneho programovania.
Ako uz bolo uvedené, riziko portfolia bude vyjadrené pomocou funkcionalu D, ktory
bude v naSom pripade definovany ako:
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D(z"¢) = E(z"€) — CVaR,(x"€)
i}
D(x7¢) = E(27¢) — max{a — éE(ng —a)” :a€R}

a nazyva sa Conditional Value-at-Risk Deviation. Pre ucelovi funkciu dostavame:
1
min{E(z"¢) — max{a — ~E[(z"€ — a)7]}}
T a «
)
1
min{E(z7¢) — a + ~E[(z7¢ — a)7]}
T,a «
potom tloha (1.1) nadobuda tvar:
. T 1 T —
min  E(z'¢) — a+ —E[(z'{—a)]
T,a «

E(z" )]

T
1@

v

1,
1, (1.2)
0).

IV IA

(x

Tymto sme ukoncili formulaciu jedno-peridodovej zakladnej tlohy optimalizécie port-
folia. Uloha pozostava z minimalizacie rizika vyjadreného pomocou miery Conditional
Value-at-Risk deviation za podmienky dosiahnutia urcitej trovne strednej hodnoty
portfolia, dodrzania rozpoc¢tu a pripadnych ohranic¢eni na vahy portfélia v pripade
neuvazovania shortsellingu. V d'algej ¢asti naformulujeme viac-periodovia tlohu opti-
malizacie portfolia.

1.1.3 Viac-peridédova zakladna tloha optimalizicie portfélia

Doposial sme sa zaoberali tlohami optimalizacie portfolia, v ktorych sme uvazovali
len jednu realizaciu nahodného vektora reprezentujiceho vynosy aktiv v portfoliu,
t.j. jednu ¢asovi periédu a prislachajice rozhodnutie (x). V praxi vsak ¢asto vznika
potreba riesit ulohy, v ktorych je potrebné urobit rozhodnutie viackrat v priebehu sle-
dovaného obdobia. Ulohami tohto typu sa budeme zaoberat v tejto kapitole, t.j. ciefom
tejto kapitoly bude zovSeobecnenie jedno-periddovej tlohy optimalizacie portfolia na
viac-periédovi tlohu optimalizacie portfélia.

Viac-periodova tloha optimalizacie portfélia pozostava z H > 1 Casovych period,
ktorym prislicha H > 1 realizicii ndhodného vektora reprezentujiceho vynosy aktiv.
Na zatiatku kazdej ¢asovej periody je potrebné urobit rozhodnutie (zvolit nové vahy
v portfoliu) zodpovedajice prehodnoteniu investi¢nej stratégie, na zéklade vynosov
aktiv v predchadzajuicich ¢asovych peribdach. Na zaciatok opét uvedieme zékladné oz-
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nacenia a predpoklady, potom predstavime viac-periédovi rizikovi mieru Conditional
Value-at-Risk Deviation a jej vlastnosti a napokon naformulujeme viac-periédovii ilohu
optimalizacie portfolia.

Predpoklady tejto tlohy optimalizacie portfélia sa v podstate neliSia od predpo-
kladov uvedenych v podkapitole 1.1.1. Neuvazujeme transakcéné nadklady a vahy v port-
foliu mozu byt zaporné . Cielom tlohy je v kazdej ¢asovej periode minimalizovat riziko
pri podmienke dosiahnutia stanovenej trovne ocakavanej hodnoty portfélia na konci
poslednej ¢asovej periody (na konci celého sledovaného obdobia). Podiato¢ny rozpocet
opat normalizujeme na 1 a v kazdej dalSej peridde je rozpocet dany hodnotou portfolia
na zaciatku danej casovej periody.

Zakladné oznacenia tlohy:

e celkové sledované obdobie rozdelime na H > 1 casovych period. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladame rovnaka dizku pre vetky ¢asové periody a budeme
ich oznacovat, t = 1, ..., H. Zaciatky, respektive konce ¢asovych peridd su repre-
zentované stupiiami (Casovymi bodmi). Pocet stupnov je H + 1, t.j. stupen 0
zodpovedé zaciatku sledovaného obdobia a stupein H koncu. Casova perioda t je
dané casovym intervalom medzi stupnami t — 1 a t;

o &= (bt b2 L eWMT oznacuje nahodny vektor vynosov aktiv v portfoliu
v dasovej periode t, kde €5, m = 1,..., M reprezentuje vynos m-tého aktiva a
M oznacuje celkovy pocet aktiv v portfoliu;

e vektor & = ( ,’;’1, 2’2, ce ,’;’M)T reprezentuje jednu realizaciu ndhodného vektora
t
&', ktora nastava s pravdepodobnostou pi, (ZkK:lp}; =1, pt >0, k=1,..., K",
k=1,...,K"a K' oznatuje pocet realizacii nahodného vektora £;
e = € RX" x RM - nosi¢ nahodného vektora & | kde Bl = ak=1,..., K

m=1,....M; t=1,... H,

e 271 ¢ RM - vektor vah v portféliu, t.j. rozhodnutie na zaciatku ¢asovej periody
t;

e Y € R - vynos investicie na konci ¢asovej periody ¢, Y = (£1)T 2t

Viimnime si, Ze nahodny proces & = (&1, ..., &), reprezentujici vyvoj vynosov aktiv

pocas celého sledovaného obdobia, a rozhodovaci proces x = (20,... zH-1)

maja in-
dexovanie posunuté o jedna. Je to sposobené tym, 7e na zaciatku prvej ¢asovej periddy
je potrebné urobit rozhodnutie bez informéacie o realizicii vynosov aktiv. Na druhe;j
strane, na konci poslednej ¢asovej periddy uz nie je potrebné ziadne rozhodnutie, ale
eSte nastane poslednd realizacia vynosov aktiv, ktora urci konecénd hodnotu portfolia.
Celkovy proces optimalizacie pre H = 3 je znazorneny na Obr. 1.2.

Ako vidiet na Obr. 1.2, postupnost jednotlivych krokov (udalosti) optimalizacie sa

d4 popisat nasledovne. Rozhodnutie 2°, robiace sa na zaciatku prvej ¢asovej periody,
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Casova peridda 1: Casova perioda 2: Casova peridda 3:
realizacia realizacia realizacia
nahodného vektora nahodného vektora nahodného vektora
51 52 {:3
Stuperi 0 Stupeni 1 Stupen 2 Stupen 3
rozhodnutie rozh;dlnune rozh;dznutle

xO

Obr. 1.2: Proces optimalizacie pre H = 3

sa robi bez pritomnosti akejkol'vek informacie o realizacii vynosov aktiv. Nasleduje
realizacia ndhodného vektora &', ktora uréi vynos zvolenej investicie Y! a taktieZ aj
obnos prostriedkov dostupnych pre investovanie v druhej ¢asovej periode (1 + Y'1).

! sa uz robi za pritomnosti informacie o realizacii nahodného

Néasledné rozhodnutie x
vektora &', po ktorom opif nastava realizacia nahodného vektora &2 urcéujica vynos
investicie v peridde 2 aj rozpocet pre periodu 3 atd. Dolezité je si uvedomit, Ze s pos-
tupujicim ¢asom rastie aj informac¢na hodnota, dand vSetkymi predchadzajicimi rea-
lizdciami ndhodnych vektorov, dostupna pri urc¢ovani investic¢nej stratégie.

Na zahrnutie informacie do tlohy optimalizacie portfélia je potrebné zadefinovat
filtraciu F. Filtracia F = (F°, F', ..., FH) je rastiica postupnost o-algebier, pre ktoré
plati F* C F'*l tj. o - algebra F' zodpoveda dostupnej informécii v stupni ¢ a
FH zodpoveda informécii na konci poslednej ¢asovej periody (v stupni H). Uroveti
informaécie v ¢asovej peridde t 4+ 1 je aspon takd ako v ¢asovej peridde .

V pripade kone¢ného rozdelenia jednotlivych ndhodnych vektorov £ sa da nahodny
proces £ reprezentovat pomocou stromu scendrov. Strom scendrov pozostava z H + 1
stupfiov. Stupen ¢t = 0 oznacuje koren stromu a ostatné stupne t = 1,..., H reprezen-
tuji konce jednotlivych ¢asovych periéd. Uzly stromu v jednotlivych stupiioch t zod-
povedaju realizdciam nahodného vektora £'. Pocet uzlov v stupni ¢ sa rovna poctu
realizacii nahodného vektora &, ¢ize K (K° = 1) a oznacujeme ich rovnako ako jed-
notlivé scendre, t.j. k € K'. Kazdy uzol ma prave jedného predchodcu, t.j. kazdy uzol
v stupni ¢ (okrem stupiia t = 0) je prepojeny s jednym uzlom v stupni ¢ — 1. Kazdy
uzol v stupni ¢t = 0,..., H—1 méa aspon jedného nasledovnika, t.j. je prepojeny s aspoii
jednym uzlom v stupni ¢t + 1. Na Obr. 1.3 je zobrazeny priklad stromu scenarov pre
H =3.

Cisla na ¢iarach medzi uzlami zodpovedaji podmienenym pravdepodobnostiam jed-
notlivych realizacii. Kazda cesta od korena k uzlom v stupni H, ktoré sa nazyvaju
aj listy stromu, reprezentuje jeden konkrétny priebeh vyvoja vynosov aktiv v port-
foliu. Jednotlivé priebehy sa nazyvaju scenare. VSimnime si rozdiel medzi scendrmi
v jedno-periodovej tlohe, kde scendrom nazyvame jednu realizaciu ndhodného vektora
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t=0 t=1 t=2 t=3

Obr. 1.3: Strom scenérov

a scenarmi vo viac-periodovej tilohe, kde scendrom nazyvame jeden priebeh ndhodného
procesu. Krazky s ¢islami oznacuju jednotlivé uzly (realizécie) v prislusnom stupni.
Na priklade stromu z Obr. 1.3 si pre lepSie porozumenie popiSeme jednotlivé o-algebry
zodpovedajlce tirovniam informéacie dostupnej v prislichajicich ¢asovych periédach.

e 7Y je tzv. trivialna o-algebra F° = {0,Q}, ¢o znamen4, Ze k dispozicii neméame
ziadnu informaéciu,

e F! je generovana mnozinami: {1,2,3,4}, {5,6}, {7,8,9}, t.j. k dispozicii mame
informdciu o realizicii vynosov v prvej ¢asovej periode,

e F?je generovand mnozinami: {1, 2,3}, {4}, {5,6}, {7}, {8, 9}, t.j. popri informécii
z F' mame k dispozicii aj informaciu o realizacii vynosov v druhej ¢asovej periode,

e F3 je generovanid mnozinami: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, t.j.

méame k dispozicii kompletnd informéciu.
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V dalsom texte zadefinujeme rizikové miery viac-periodovit Conditional Value-at-
Risk a viac-periodovia Conditional Value-at-Risk Deviation a ich vlastnosti.

Definicia ([20]) Multi-period acceptability functional
Viac-periddovy funkciondl A(Y;F) sa nazgva multi-period acceptability functional, ak
plati A(Y') < oo pre vsethy Y a A(Y) > —o0 pre nejaké Y a spliia nasledovné vlastnosti:

e Informacnd monoténnost: Ak F© C F} pre vsetky t, potom

AYE YR FO L FETY < AWYY, L YR ED L FRTY.

e Predvidatelnd ekvivariancia vzhladom na posun:
AYE Yt Y F) <E(CY) + AYY, L YEDF)
pre vietky F=1 meratelné funkcie C*.
o Konkdvnost: Zobrazenie (Y?1,..., Y1) — A(YY, ..., Y, F) je konkduvne.

o Monotonnost:

VEYT S Y= A, YTE) AN YEF),

Definicia ([20]) Viac-periédovd Conditional Value-at-Risk
Nech Y = (Y',...,YH) je ndhodny proces. Potom pre dané postupnosti konstdint
c = (..., ct), pravdepodobnosti a = (', ..., a') a filtrdciu F = (F°,..., FHA-1)

je Viac-periodovd Conditional-Value-at-Risk definovand ako:

H
CVaR,o(Y,F) =Y CE (CvaRat (v, ft—l)) .

t=1

Miera OV aR, (Y, F) spliia vlastnosti uvedené v predchadzajticej definicii a navyse
splia vlastnost pozitivnej homogenity, t.j.

AQYL Y By = DAY, YRR
pre vSetky A > 0.

Definicia ([20]) Multi-period deviation risk functional

Viac-periddovy funkciondl D(Y; F) sa nazgva multi-period deviation risk functional,
ak plati D(Y) > —oo pre viethy Y a D(Y) < oo pre nejaké Y a spliia nasledovné
vlastnosti:
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e Informacnd antimonoténnost: Ak F' C F! pre vietky t, potom

DY . YEF L FEY >t Y E L FE,

e Predvidatelnd invariancia vzhladom na posun:
DY, ... Y'+ . YR Ry < DY, YL )
pre vietky F'=1 meratelné funkcie C*.

o Konkdvnost: Zobrazenie (Y, ..., YH) s DY, ... .Y, F) je konvezné.

Definicia ([20]) Viac-peridédovd Conditional Value-at-Risk Deviation

Nech Y = (Y1,...,YH) je ndhodny proces. Potom pre dané postupnosti konstdnt
c = (..., ct), pravdepodobnosti o = (o', ..., a'?) a fillraciu F = (F°,... FH-1)
je Viac-periodovd Conditional-Value-at-Risk Deviation definovand ako:

H
CVaRDoo(Y,F) = > ¢E(CVaRDa(Y', F'))
t=1
H
= Y CE(B(YLFTY) - CVaRu (YL FY).

t=1

Rizikova miera CVaRD., (Y, F) splha vlastnosti uvedené v predchadzajicej definicii
a navyse splia vlastnost pozitivnej homogenity, t.j.

DAY .. XY F)y = DY, ... Y, F)

pre vSetky A > 0.

Ako vidiet z definicie, minimalizaciou CVaRD,,(Y,F) v kazdej ¢asovej periode
minimalizujeme oc¢akavani hodnotu rizika investicie, pricom mame k dispozicii infor-
méciu z predchadzajicich ¢asovych peridod. Pod viac-periddovou tlohou optimalizicie
portfolia budeme podl'a [15] rozumiet tulohu v tvare:

H

.r.r.lin 'E [CVaRDat ((1 + )Tt ]j*l)}

E[(1+¢ )THIJ:HI] _—
172 = 1, (1.3)
1728 = @+ t=1,...,H -1,
(z' > 0, t=0,...,H—1),
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kde ¢! je diskontny faktor v ¢asovej periode t.

Tymto sme naformulovali viac-periddovu tlohu optimalizacie portfélia, ktorej cielom
je minimalizovat riziko investicie v kazdej ¢asovej periode za podmienky dosiahnutia
stanovenej drovne strednej hodnoty portfolia na konci sledovaného obdobia a dodrza-
nia rozpoctovych ohraniceni, ktoré si dané realizaciou nahodného vektora vynosov.
V pripade nedovolenia shortsellingu je potrebné dodrzat aj nezdpornost vah aktiv v
portfoliu. V dal8ej podkapitole ozrejmime motivaciu tejto prace a uvedieme prvotné
oCakavania ohladom efektivnosti pouzitia jednotlivych algoritmov, ktorych popis je
napliou Kapitoly 3.

1.2 Motivacia pouzitia dekompozi¢nych algoritmov

V tejto Casti by sme chceli ozrejmit dovody, pre¢o sme sa rozhodli testovat dekom-
pozi¢né metody na tlohach z predchadzajucich ¢asti. Nasledne uvedieme, aké vysledky
ocakavame pri pouziti jednotlivych metod, so zameranim hlavne na efektivnost pouzitia
(vypoctovy ¢as a pamétové naroky).

Za predpokladu o diskrétnom rozdeleni vektora vynosov, pridanim pomocnej pre-

mennej z := max(a — #7&,0) a s pouzitim f~ = —min(f,0) = max(—f,0) mozeme
pisat:
K
E[(2"7¢ —a)7] = Zpk max(a — z7 &, 0), (1.4)
k=1
pri¢com
T T - T
T a—x"& ak a>a" &, t). oz >a—axty,
— 0) = 1.5
max(a — & &, 0) { 0 ak a <aT&, tj 2z >0. (1.5)
Uloha (1.2) sa teda da prepisat do tvaru ilohy linedrneho programovania:
- T L 7
mn xr—a + —pz
—a+2T¢+2 > 0 ,k=1,... K,
oIr > p, (1.6)
15,0 < 1,
z2>0,(x > 0).

Matica ohraniceni tlohy (1.6) ma rozmery (K +2) x (M + K +1) a tak pre velky pocet
scenarov nadobuda tloha v tvare (1.6) obrovské rozmery. RieSenie takto velkych tloh
priamou metodou (napr. simplexova metoda alebo metdda vniatorného bodu) sa stava
neefektivnym a pamétovo velmi naro¢nym. Napriklad, v pripade M = 10 a K = 10000
ma matica ohrani¢eni ulohy (1.6) rozmery (10002) x (10011). Na uloZenie takejto matice
je potrebna paméit 800.72 MB.
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V pripade viac-periodovej ulohy optimalizacie portfélia sa problém s velkostou ma-
tice ohraniceni stava eSte vyraznejSim. S vyuzitim predpokladu o diskrétnom rozdeleni
ndhodnych vektorov &', pouZitim reprezentacie CVaR z Vety 1 a pouzitim podobného
prepisu s premennou z ako v pripade tlohy (1.6) sa da tdloha (1.3) vyjadrit v tvare
tlohy deterministického linedrneho programovania:

H-1 Kt
. . 1 .
min Y N ey | ) (pC(J)(l + §§+1)T:c};> —ah+— D peli)z”
Y t=0 k=1 je{k}+ je{k}t

—ap+ A+ &N 2+ > 0 k=1, K, t=0,....,H—1, je{k}",

2> 0 ,k=1,...,K', t=0,...,H—1, je{k}"
KH—l
S pfa+g) e = o, (1.7)
k=1 je{k}+

17,2° = 1,

(I + &)yt = 142 k=1,... K, t=1,....H—1, je{k}",
(8 > 0, t=1,....,H—1).

kde pc(j) st definované ako:

oy — PO
I ST

a nazyvaju sa podmienené pravdepodobnosti, t.j. st to pravdepodovnosti nastatia rea-
lizacie j ak v predchadzajticej ¢asovej periode nastala realizécia k. Symbolom {k}*

k=1,...,K" t=0,...,H—1, je{k}",

sme oznacili mnozinu nasledovnikov uzla k v danom stupni ¢. Vektor z} zodpoveda
rozhodnutiu v uzli k£ a stupni ¢, vektor 5;“ reprezentuje j-tu realizaciu ndhodného

vektora €1 a premenné af a 2/ = max <a};—(1+5§-+1)Tx2, O)7 J € {k}T zodpovedaju

prepisu CVaRD ((1 + §t+1)Tx§c) v uzli k a stupni ¢ podla Vety 1. Matica ohrani¢eni
v tomto pripade nadobiida rozmery:

H-1 H-1
(1+KH+2ZKt) X <M+1+KH+(M+2)ZKt).
t=1 t=1

V pripade stromu scenérov zobrazenom na Obr. 1.3 a pri uvazovani M = 5 st rozmery
matice ohranic¢eni 26 x 71. Napriklad, pri uvazovani 7' = 10, M = 5 a len troch moznych
realizacii v kazdom uzle, lloha nadobtida rozmery 118096 x 265716 a na ulozenie takto
velkej matice je potrebné pamét 250 TB.

Prave z tohto dovodu sme sa rozhodli implementovat a nésledne testovat dekom-
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pozi¢né metody, ktoré, ako sa dozvieme neskor, vyuzivaju Specidlnu Struktiru matice
ohraniceni uloh typu (1.6). PouZitie metod tohto typu by mohlo znamenat zefektivnenie
optimalizacie ulohy (1.6). Konkrétne budeme uvazovat metody zalozené na Bendersovej
dekompozicii, a to jednorezovi, viacrezovi a regularizovant verziu L-shaped metody
pre dvoj-stupnové stochastické linearne tlohy s pevnou kompenzaciou uvadzané v [6].
Dalej to bude metdda vyvinuté Specidlne na rieSenie optimaliza¢nych tloh s Conditional
Value-at-Risk v ti¢elovej funkeii. Metoda sa nazyva CVaRmin metdda a prvykrat bola
uvedend v [2]. Metoda CVaRmin je odvodené z jednorezovej L-shaped metody pre
dvoj-stupnové stochastické linearne tlohy. V literattire sme nenasli ziadnu int verziu
CVaRmin metody, a preto sme rozhodli odvodit a implementovat aj viacrezovi verziu
CVaRmin metody, ¢o povazujeme za jeden z vlastnych prinosov tejto prace. V pri-
pade viac-stupiiovych tloh optimalizacie portfolia budeme moct pouzit len dekompo-
zitné metody, nakolko s paméitové naroky pri pouziti priamych metoéd (simplexova
metoda, metoda vnatorného bodu) prilis vysoké. Konkrétne pouzijeme jednorezovi a
viacrezovi vnorend L-shaped metodu pre viac-stupnové stochastické linearne tulohy s
pevinou kompenzéaciou uvadzané taktiez v [6]. Tieto metody modifikujeme, pouZijic
podobné principy, aké boli pouzité pri odvodeni CVaRmin metody, ¢im by sme mohli
dosiahnut zefektivnenie vnorenych verzii L-shaped metody pre rieSenie tloh z prvej
kapitoly.

Z numerickych vysledkov ocakavame vysSiu efektivnost dekompoziénych metod
v porovnani s priamymi metédami. TaktieZ o¢akavame dominanciu jednotlivych verzii
CVaRmin metody nad verziami L-shaped metody, pretoze ako sme uviedli, CVaRmin
metdda je uréend Specidlne na rieenie tloh typu (1.6) a L-Shaped metoda je vseobec-
nejsou metédou vhodnou na pouzitie pre SirSie spektrum tloh. V pripade porovnania
jednotlivych verzii (CVaRmin aj L-Shaped) je velmi tazko povedat, ktora verzia bude
najefektivnejsia, pretoze efektivnost jednotlivych verzii moze zavisief na konkrétnom
charaktere tlohy. V pripade viac-periédovych tloh optimalizacie portfolia ocakdvame
vyssiu efektivnost modifikovanych metod.



Kapitola 2

Stochastické linearne tulohy

Jedno-periddova zakladna tloha optimalizacie portfolia zodpoveda dvoj-stupnovej sto-
chastickej linearnej tlohe s pevnou kompenzéaciou a iloha v tvare viac-periodovej zak-
ladnej ilohy optimalizacie portfélia bude zodpovedat tvaru viac-stupiiovej stochasticke;j
line4rnej ulohy s pevnou kompenzaciou. Napliou tejto kapitoly bude definicia tychto ty-
pov tloh vo vSeobecnosti a uvedenim zakladnych vlastnosti, kroté buda neskor potrebné
ku konstrukcii dekompozi¢nych algoritmov. Kapitola je rozdelend na dve casti. V prvej
sa budeme venovat odvodeniu dvoj-stupfiovych stochastickych linearnych tloh. Na-
pliiou druhej casti buda viac-stupnové stochastické linearne tlohy. Na konci kazdej
¢asti uvedieme prepis prislusnej tlohy optimalizicie portfolia z Kapitoly 1.

2.1 Dvoj-stupnové stochastické linearne tlohy

Stochastické linearne tlohy (SLU) st optimalizacné tlohy vedice na tlohy linearneho
programovania, v ktorych je potreba uvazovat data (vstupné tdaje) stochastického
charakteru. Takéto typy tloh maji pouzitie takmer v kazdej oblasti vedy. Ich skala
pouzitia siaha od oblasti telekomunikicie a mediciny az po oblast financii. V tejto
Casti zadefinujeme tzv. dvojstupiiové SLU. U# z nazvu sa da vytusit, Ze sa bude jed-
nat o alohy, ktorych proces optimalizacie pozostava z dvoch ¢asti (stuphov). V prvom
rade si uvedieme odvodenie tychto tloh, ktoré bolo podnietené zvySujticou sa potre-
bou uvazovat data stochastického charakteru. Neskor uvedieme aj zékladné vlastnosti
tychto tloh, ktoré buda potrebné v Kapitole 3 pri konstrukeii algoritmov.

2.1.1 Odvodenie Dvojstupiiovych SLU

Deterministicku linedrnu tlohou mézeme podla 6] zadefinovat v tvare:

min z = cx
X
Ax

T

Vv
o o

(2.1)
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kde x € R"™ oznacuje vektor rozhodovacich premennych, ¢ € R" ucelovy gradient,
A € R™" maticu koeficientov ohranic¢eni a b € R™ vektor pravych stran ohraniceni.

Hodnota z = ¢©

x zodpoveda ucelovej funkcii a mnozina pripustnych rieSeni je defi-
novana ako {z|Azx = b,z > 0}. Optiméalne rieSenie z* patri do mnoziny pripustnych
rieSeni a splia ¢’z > ¢z* pre vietky pripustné z. Poznamenavame, Ze kazda tlohu
linedrneho programovania vieme prepisat na tlohu v tvare (2.1). VyuZivame pozna-
tok, Ze maximaliza¢né uloha sa da previest na minimaliza¢ni zavedenim substiticie,
max, ¢/ ¢ = min, —c’z. Ohrani¢enia typu nerovnosti vieme prepisat na ohrani¢enia
typu rovnosti pridanim doplnkovej nezapornej premennej. Odéitanim tejto premennej
vieme urobit opac¢ny prepis. Pripadné ohranic¢enia na premenné x vieme, pomocou sub-
stiticie = 27 — 2~ kde 2%,2~ € R’} a doplnkovych nezapornych premennych, opét
previest na ohranicenia typu rovnosti. Teda alohu (2.1) mozeme povaZovat za veobecnii
formulaciu dlohy linearneho programovania. Viac o tomto prepise a linearnych tlohach
sa da najst napr. v [21].

Takto definované tlohy predstavuju vhodny model pre siroka skilu optimalizac-
nych problémov. AvSak predpokladom tloh definovanych v tvare (2.1) je nestochas-
tickost alebo fixnost vstupnych tdajov. V redlnych optimaliza¢nych problémoch sa
vSak velmi ¢asto nachadzaji nahodné, stochastické vstupné tudaje. Nahodnost bude
v praci reprezentovand ndhodnym vektorom &. Predpoklada sa, ze pravdepodobnost-
né rozdelenie vektora £ pozname a jeho parametre mozno odhadnut z historickych
dat, ktoré mame k dispozicii. Ako priklad takychto iloh méZeme uviest priklad o far-
méarovi, uvadzany v 6], kde je potrebné urcit, kolko a akej obilniny zasiat, aby sme
maximalizovali svoj zisk, pricom velkost tirody je ndhodné, dana pocasim. Dalsim prik-
ladom moze byt tloha, ktori riesi kazdy obchodnik, a to aké mnozstva tovaru nakupit
tak, aby maximalizoval zisk, pricom dopyt zékaznikov je nahodny. Poslednym uve-
denym prikladom moze byt urcenie optimalnej investi¢nej stratégie, pricom vynosy
jednotlivych finanénych derivatov si ndhodné. Linearne tlohy, v ktorych si pritomné
nahodné tdaje sa nazyvaju stochastické linearne tlohy. SLU, v ktorych je po realizacii
nahodnych udalosti mozné urobif nejaké dodatocné rozhodnutia, sa nazyvaju SLU
s kompenzéciou. V takto definovanej ilohe mézeme rozhodovacie premenné rozdelit do
dvoch skupin:

e Prvostupnové premenné - si to premenné, ktoré je potrebné urcit este pred rea-
lizaciou ndhodného vektora;

e Druhostupriové premenné - reprezentuju rozhodnutia, ktoré je mozné urobit po
realizacii ndhodného vektora a tak dodatoc¢ne ovplyvnit vystup.

Prvostupiiové premenné budi reprezentované vektorom x, zatial ¢o druhostuphoveé pre-
menné budi reprezentované vektorom y (y(w) alebo y(w, z)), kde w ozna¢uje nahodné
udalosti ur¢ujiace vektor £. Postupnost rozhodnuti a udalosti moézeme ilustrovat nasle-
dovne:

r— {(w) = y(w, ).
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2.1.2 Dvojstupnové stochastické linearne tlohy s pevnou kom-
penzaciou

Stochastickt linearnu tlohu s pevnou kompenzaciou moézeme podla [6] zadefinovat
v tvare:

min z = ch—l-]Eg[H%ir)lq(w)Ty(w)]
x y(w

Az b, (2.2)
Wyw) = hw)-T(w)z,
r > 0, y(w) >0,

pricom vektor x € R™ akoajce R™, A € R™*™ abe& R™ boli popisané v pred-
chadzajicej casti. Dalej matica W € R™2*" sa nazyva kompenzacna matica a budeme
o nej predpokladat, Ze je nestochasticka. Prave tento predpoklad ma za nasledok to, ze
tento typ tloh nazyvame tlohami s pevnou kompenzaciou. Stochastickost ilohy je dana
vektorom &(w) = (q(w), h(w), T1(w), ..., T, (W) s N = ny + mg + (mgy X ny) prvkami,
kde Vw : ¢(w) € R™, h(w) € R™, T(w) € R™*™ a T,(w) prestavuje i-ty riadok
matice T'(w). Matica T'(w) sa nazyva technologicka matica a funkcia q(w)Ty(w) pred-
stavuje kompenzaéné (penaliza¢né) naklady dané realizaciou vektora £. Ako je vidiet z
tilohy (2.2), velkost penaliza¢nych nakladov zavisi na velkosti rozdielu h(w) — T'(w)z.
Zavedenie penaliza¢nych nékladov je izko spojené s potrebou pridat do linearnych tloh
stochastické data. Ak uvazujeme stochastické data v tlohe linedrneho programovania,
mozeme tlohu v tvare (2.1) podla [14] prepisat do tvaru:

T

mxin z = cux
Ax = b, (2.3)
Txr = h,
z > 0,

pricom Ax = b zodpoveda nestochastickym ohrani¢eniam a Tx = h stochastickym
ohraniceniam. Kedze realizacia nadhodnych udalosti v ¢ase rozhodovania o hodnote vek-
tora x nie je znama, tak po realizacii ndhodnych udalosti takmer vzdy plati Tz # h,
a teda stochastické ohranicenia st porusené. Prave z tohto dévodu boli zavedené pe-
nalizdcie za poruSenie stochastickych ohraniceni, ktoré st dané velkostou poruSenia
h —Tx. Velkost penalizacnych nakladov pre konkrétnu realizaciu vektora £ je optimél-
nou hodnotou tlohy

Q(z,&(w)) = myin{Q(w)TmWy = h(w) — T(w)z,y > 0}.
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Ulohu (2.2) mozno zadefinovat aj v odlisnom tvare, ktory sa zvykne nazyvat determinis-
ticky ekvivalent. Uvadzame ho podla [6]:

mxin z = o+ Q(n)
Ax = b, (2.4)
z > 0,
kde
Q(z) = EeQ(z,{(w)), (2.5)
pricom
Q(z,&(w)) = min{g(w)"y[Wy = h(w) = T(w)z,y = 0}. (2.6)

Ak pre nejaké w a z je tloha Q(z,&(w)) nepripustna, definujeme Q(z,{(w)) = oc.
Tiez moze nastat situdcia, 7e pre nejaké w a z je tloha Q(z,{(w)) zdola neohrani¢ena.
V takom pripade definujeme Q(z,{(w)) = —oo, aviak poznamenavame, Ze sa jedna
o zle definovani ulohu, ktorej u¢elova funkcia sa moze Iubovolne znizovat. Takéto ulohy
nebudeme v tejto praci uvazovat. Na deterministickom ekvivalente je dobre viditelné
rozdelenie tlohy (2.2) na dva stupne a taktiez aj postupnost udalosti uvedena v pred-
chadzajicej ¢asti. Uloha (2.4) reprezentuje prvy stupeii optimalizacie, ktora sa robi za
pritomnosti neistoty ohladom realizacie ndhodného vektora &, ¢ize v prvom stupnni
robime rozhodnutie o premennych z eSte pred realizaciou ndhodného vektora. Tuto
neistotu reprezentuje funkcia Q(x), ktora je vo vSeobecnosti nelinedrna a teda prvy
stupen optimalizacie je tlohou nelinearneho programovania. Zo vztahu (2.5) je zrejmé,
ze funkcia Q(z) reprezentuje ocCakavant hodnotu penaliza¢nych nakladov vzhladom
na vektor £. Nasledne, po realizacii ndhodného vektora, méame moznost urobit ko-
rek¢éné rozhodnutia za ucelom znizit penaliza¢né naklady na miniméalnu mozni mieru.
Za tymto ucelom sa riesi uloha (2.6), ktora je uz v tomto pripade nestochastické, dana
konkrétnou realizaciou ndhodnych udalosti w.

2.1.3 Vlastnosti dvojstupiiovych SLU s pevnou kompenzaciou

V tejto ¢asti uvedieme zakladné vlastnosti dvojstupiiovych SLU s pevnou kompenza-
ciou, ktoré su klInc¢ové z hladiska pouzitia algoritmov uvedenych v Kapitole 3. Taktiez
uvedieme vety, z ktorych plynid dolezité vysledky ohladom existencie a vlastnosti riese-
nia deterministického ekvivalentu (2.4) — (2.6). Odteraz budeme predpokladat diskrétne
rozdelenie ndhodného vektora &, pretoze v ulohe optimalizacie portfélia budeme uvazo-
vat ndhodny vektor s diskrétnym rozdelenim. Predpoklad diskrétneho nahodného vek-
tora je pouZivany vo velkom rozsahu v roznych realnych aplikidciach bud priamo, pred-
pokladanim diskrétneho rozdelenia, alebo diskretizaciou spojitych rozdeleni. Z tohto
dovodu budu aj vSetky zavery uvedené v praci platné len pre diskrétne ndhodné vek-



2.1.3 Vlastnosti dvojstupiiovych SLU s pevnou kompenzaciou 20

tory.

Nech nosi¢ vektora £ je definovany ako = = {&I' k = 1,..., K} kde ¢islom K
budeme oznacovat pocet realizacii vektora &. & predstavuje k-tu realiziciu ndhodného
vektora £, ktora bude nastavat s pravdepodobnostou p, (pr > 0 a Zle pr = 1).
V pripade diskrétneho rozdelenia vektora £ je mozné ulohu (2.4) — (2.6) vyjadrit v
tvare, ktory sa nazyva Ertenzivna forma:

K

: T T
min z = 4+ prai
.Yk pt

Ax b, (2.7)
Wyk = hk—Tkl‘, kZ:l,...,K,
x > 0, y» >0, k=1,..., K.

Cela nahodnost tlohy (2.2) je v ulohe (2.7) explicitne rozpisand, ¢im dostavame tlohu
deterministického linearneho programovania. Ulohy tohto typu st pomerne I'ahko riesi-
telné, kedze sa jedna o tlohu linedrneho programovania avSak pri velkom podte rea-
lizacii dosahuje uloha obrovskych rozmerov. Prave tato skuto¢nost bola podnetom pre
odvodenie tzv. dekompozi¢nych metod, ktoré vyuzivaja $pecialnu blokovi Struktiaru
matice ohrani¢eni tlohy (2.7) zobrazent na Obr. 2.1 . Na rieSenie takychto tloh mézeme
pouzit:
e pivotné metody - simplexovd a dualna simplexova metoda,

e metody vnatorného bodu,

e dekompozi¢né metdédy - L-shaped metdda, dekompoziéné metody zalozené na
metode vnutorného bodu.

T, W

T, W

T]'\' T '\\"’

Obr. 2.1: Blokova strukttra tlohy (2.7)

Dalej si uvedieme zakladné vlastnosti SLU s pevnou kompenzaciou. Konkrétne sa
zameriame na mnoziny pripustnosti, i¢elovi funkciu a podmienky optimality uvidzané
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v [6]. Nech K; = {z|Ax = b,x > 0} oznatuje mnozinu definovant nestochastickymi
ohrani¢eniami tlohy (2.2). Tato mnozinu moéZeme charakterizovat ako prvostupiiovi
mnoZinu pripustnosti. Nech Ky = (g K2(§) reprezentuje druhostupfiovii mnoZinu
pripustnosti, pricom K3(§) = {z| Jy > 0: Wy = h(w) — T'(w)x} je tzv. elementarna
mnozina pripustnosti pre lubovolné £ € Z. VSimnime si, Ze tito mnozinu tvoria vSetky
vektory x € K také, pre ktoré vieme najst pripustné y pre vSetky realizacie £, a je
definovana ako:
Ky={x| ¥¢, Jy>0: Wy =h(w) —T(w)z}.

Veta 2 ([6], str. 86)

(i) Pre vietky realizicie £ je elementdrna mnoZina pripustnosti Ko(§) uzavrety kon-
vexny polyéder.

(i) Ak md vektor & koneéné diskrétne rozdelenie, potom mnoZina Ky je tieZ uzavrety
konvexrny polyéder.

Dokaz je uvedeny v [6], str. 86.

Z uvedenej vety plynie, ze mnozina druhostupniovych pripustnych rieseni je uza-
vrety konvexny polyéder, ¢o je z hladiska existencie optimalneho rieSenia uzitoCny
poznatok. Dalej nés budu zaujimat vlastnosti ucelovej funkcie ulohy (2.4). O vlast-
nostiach ucelovej funkcie pre konec¢né diskrétne rozdelenie vektora & hovori nasledovné
veta.

Veta 3 ([6], str. 89)
Pre vSetky & je funkcia Q(x,&(w))

(i) po castiach linedrna konveznd funkcia v T, h;
(ii) po castiach linedrna konkdvna funkcia v q;
(111) po castiach linedrna konvexnd funkcia v x pre vSetky x € K; N Ks.

Ak md ndhodnyg vektor £ konecné diskrétne rozdelenie, potom je funkcia Q(x) po cas-
tiach linedrna a konvernd v x pre vsetky x € K1 N Ks.

Dokaz je uvedeny v [6], str. 89.

Cast (117) je obzvlast dolezita v praxi, a to nielen pre tvorbu efektivnych algoritmov,
ale poskytuje aj dostatoéné podmienky pre existenciu optimalneho rieSenia, kedze sa
jednd o ulohu s po castiach linedrnou a konvexnou funkciou v x definovanou na uza-
vretom konvexnom polyédri K; N K5. Na zaver eSte uvedieme zdkladné typy pevnych
kompenza¢nych matic. Vo vSeobecnosti rozliSujeme tri typy tloh:

e tllohy s relativne uplnou kompenziciou - su to tlohy, kde plati K C Ky;
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e tlohy s uplnou kompenzaciou - pri tomto type tloh musi platit :
Vte R™ Jy>0:Wy=t.

Poznamenavame, Ze pre takéto tlohy je mmnozina K, totozna z mnozinou K,
pretoze pre Tubovolny vektor x € K vieme néjst také y, pre ktoré plati horeuve-
denad podmienka. Tato vlastnost je z vypoctového hladiska velmi uzitoCné, ako
sa neskor dozvieme v Kapitole 3;

e tlohy s jednoduchou kompenzaciou - tvar kompenzacnej matice W = (I,—1),
kde I je identicka matica. Viimnime si, Ze aj tilohy tohto typu splhaji podmienku
pre tlohy s tuplnou kompenzaciou a teda tu tiez nastava zhodnost mnozin K; a
K.

Na urcenie tloh s uplnou kompenzaciou slazi nasledovna lema uvedena v [14]. Tito
lemu budeme potrebovat na urcenie typu kompenzac¢nej matice v pripade viac-periodovej
ilohy optimalizacie portfolia.

Lema ([14], str. 201)

Matica W € R™*"2 spliia podmienku iplnej kompenzdcie prave vtedy, ked md hodnost
my a pre lubovolni mnozinu {W; ,Wi,,...,W; 1} linedrne nezdvisljch stlcov W s
linedrne ohranicenia

Wy = 0,
Yk Z 17 k:17 , M2,
y =2 0

Pripustné.

Na zaver tejto casti naformulujeme jedno-periédovu zakladnu tlohu optimalizacie
portfolia v tvare dvoj-stupiiovej SLU s pevnou kompenzaciou. Premenné z a a z ulohy
(1.6) st prvostupniové rozhodovacie premenné a ohrani¢enia na minimalny vynos a
rozpocet zodpovedaji prvostupiiovym ohrani¢eniam. Prvostupnové tloha ma tvar:

1
min 2z = r’r—a+ —Q(z,a)
T,a «
Az = b, (2.8)
(z = 0),

kde Q(x,a) je ocakédvana hodnota rozdielu (a —27¢)~. Druhostupiiova tloha nadobuda
tvar:

min{z| -z +d=—a+27¢2>0, d>0}, (2.9)

kde d je pomocnéa premennd pri prepise ohranic¢eni do tvaru rovnosti. Z (2.9) je vidiet,
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7e kompenza¢na matica nadobuda tvar W = (—1, 1), takZze sa jedna o tlohu s jednodu-
chou kompenziciou a z vlastnosti iiloh tohto typu vieme, Ze kazdé pripustné rieSenie
prvostupnovej tlohy bude pripustné aj v tlohe druhostupnovej. Tymto sme ukoncili
teoriu o dvoj-stupiiovych SLU s pevnou kompenzéciou a v nasledujicej podkapitole sa
budeme venovat vieobecnejdiemu pristupu, a to viac-stupitovym SLU s pevnou kom-
penzaciou.

2.2 Viac-stupnové stochastické linearne tlohy s pev-
nou kompenzaciou

Néaplhou predchadzajicej casti tejto kapitoly bol koncept stochastickych linearnych
tiloh, v ktorych proces rozhodovania pozostaval z dvoch rozhodnuti (dva rozhodovacie
stupne) a jednej realizacie ndAhodného vektora. V praxi sa vSak ¢asto stretavame s potre-
bou riegit ulohy, v ktorych je potrebné uvazovat rozhodovaci proces, ktory sa vyvija
v Case a jednotlivé rozhodnutia mozu byt ovplyvnené predchadzajucou realizéciou
nahodného procesu. Na rieSenie problémov tohto typu slizi koncept viac-stupiiovych
stochastickych linearnych tloh s pevnou kompenzaciou, ktorymi sa budeme zaoberat
v tejto podkapitole.
Viac-stupiiovit SLU s pevnou kompenziciou budeme uvadzat podla [6] v tvare:

T T
yoming(cO)Tyo +Ea [min (cl (w1)> y'+ ... +E [min <cH(wH)> yH] . }
W0 — RO
T(Why’ + Whyt(w') = hl(wh), (2.10)
TH_l(wH)yH_l(wH_l)+WHyH(wH) — hH(wH),
t

' >0, yw) > 0, t=1,....H—1,

kde vektor ¢ € R™, vektor h® € R™ a matice W! € R™*™ ¢t = 0,...,H s
dané a nendhodné. Vsetky ostatné data dlohy (2.10) mozu byt ndhodné a dané rea-
lizdciou ndhodného vektora £ (w!)? = (ct(wt)T, Rt (w)T, T WHT, .. ,Tfnjl(wt)T>,
ktory mé rozmery N' = n; +m; + (my X ny_1) a je definovany na pravdepodovnostnom
priestore s filtraciou (2, F, P) pre t = 1,..., H. Rovnako ako v pripade tlohy (1.3),
&= (& ..., &%) oznacuje nahodny proces a y = (y°,...,y") reprezentuje rozhodovaci
proces, ktorého ¢leny y' mozu vo vieobecnosti zavisiet od vyvoja nahodného procesu
do ¢asu t. Oznaéme =' C RM nosi¢ nahodného vektora &°.

Rovnako ako v pripade dvoj-stupfiovych SLU s pevnou kompenzaciou, zadefinu-
jeme tvar deterministického ekvivalentu aj pre tlohu (2.10). Deterministicky ekvivalent
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definujeme podla [6] v tvare rekurzie. Majme termindlnu podmienku v tvare:

Q(y" W) = min(e(w™) y W)

Y

WHY(H) = (W) = T @)y (211)
y'(w) = 0.
Néasledne mozeme pre t = 1,..., H — 1 definovat rekurziu:

@y ewh) = min(deh) ¥ + Q)
Wtyt(wt) _ ht(wt)—Tt_l(wt)yt_l, (2.12)
y' (W) =0,

kde
QI (y!) = Eeers [ Q) (0,6 () |.

RieSenie ulohy v tvare (2.10) je ekvivalentné s rieSenim tlohy:

min(c’)"y’ + Q'(y")

Wo%° = A, (2.13)
g’ > 0.

Poznamenavame, 7ze rekurzia (2.11)-(2.13) v podstate predstavuje dekompoziciu tlohy
(2.10), ktora je zdkladom dekompoziénych algoritmov. V pripade H = 1 dostavame
tlohu analogickt s dvoj-stupiiovou SLU s pevnou kompenzaciou. Pri predpoklade
konec¢ného diskrétneho rozdelenia ndhodnych vektorov, tvoriacich nahodny proces &, je
mo7né deterministicky ekvivalent (rekurziu) (2.11)—(2.13) prepisat v tvare extenzivnej
formy. Prepis je analogicky s prepisom ulohy (1.7) a tak ho tu nebudeme uvadzat, ale
uvedieme $pecialnu blokovid Strukttiru matice ohranic¢eni extenzivnej formy.

Na Obr. 2.2 je zobrazena $pecidlna blokova Struktira uloh typu (2.11)—(2.13) na
priklade stromu scenarov zobrazenom na Obr. 1.3. T1to blokovi strukturu ako aj vlast-
nosti definované Vetou 4 st velmi doleZité pre pouzitie efektivnych dekompozi¢nych
algoritmov.

Definujme mnoziny pripustnosti podla [6] ako:

Ky = {y'1Q" (y) < oo}

Veta 4 ([6], str. 129)
Mnoziny Ky a funkcie Q" (y") si konvezné pre t = 0,...,H —1 a ak =" je konecnd
pret =1,...,H, potom K; a Q™ (y") su polyedrické.
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Dokaz je uvedeny v [6].

[ ledlala|d]a|ca|cd|[d]cd|a|d|da]a]ca]c|a]d]

wo h°
T | Wt hi
T w? h}
T2 [w3] Rl
T2 ws h?

& W] "

T w? h?

Ty | wt h?

T? w3 h3

T? wt h3
T w? h3

7 hg

T2 w? h3

T2 | w? hg

TZ w3 || n3

Obr. 2.2: Blokova Strukttra tlohy (2.11)—(2.13)

Tymto sme ukonéili teériu viac-stuptiovych SLU s pevnou kompenzéaciou a v dalsej
podkapitole uvedieme prepis viac-periddovej tlohy optimalizacie portfolia (1.3) uve-
denej v podkapitole 1.1.3 na viac-stupiiovii SLU s pevnou kompenzaciou.

2.2.1 Formulacia viac-periédovej tilohy optimalizacie portfélia
v tvare viac-stupitovej SLU s pevnou kompenzaciou

Na to, aby sme mohli tilohu v tvare (1.3) preformulovat do tvaru rekurzie (2.11)-(2.13),
potrebujeme vedief rozseparovat vsetky ohrani¢enia tdlohy (1.3) do tvaru W'yl =
hi — T,f:’lyz;]}_, k=1,....,K' t = 1,...,H, kde {k}~ oznauje predchodcu uzla
k a vektor y! obsahuje vSetky rozhodovacie premenné vystupujice v prislunom uzle,
t.j. xt, 2k, at. Ohranifenie na minimalnu drovei o¢akévanej hodnoty portfolia zjavne
takéto rozseparovanie znemozinuje a teda tlohu v tvare (1.3) nie je mozné preformulo-
vat do tvaru rekurzie (2.11)—(2.13). Tomuto problému sa da vyhnut prepisanim tlohy

(1.3) do mierne odlisného tvaru. Pri prepise vyuzijeme vztah uvadzany v [20], ktorym
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sa nam podari zbavit problémového ohranicenia. Jedna sa o vztah medzi ulohami:

min  D(x’¢)

E(z"¢) > p,
11,0 < 1, (2.14)
(x = 0)
a
max E(z'¢) — 6D(27¢)
1r < 1, (2.15)
(x > 0).

Kde parameter o reprezentuje averziu k riziku. Hodnota 6 > 0 zodpoveda riziko
averznému investorovi, 6 = 0 riziko neutrdlnemu investorovi a pri 6 < 0 sa jednd o
riziko oblubujticeho investora. Vztah medzi ulohami (2.14) a (2.15) je nasledovny:

e Nech ¢ > 0. Ak s je riesenie tdlohy (2.15) a u = E(z1¢), potom x5 je riesenim aj
tlohy (2.14).

Dokaz tohto vztahu je uvedeny v [20]. Z tohto dostavame, Ze pri vhodne zvolenej
hodnote parametra 0, bude riesenie tloh (2.16) a (2.17) totozné. V tlohach (2.16) a
(2.17) sme pre zjednodusenie zapisu pouzili D(.) = CVaRD,(.) a Y = (1 + &)Tat~L.

172° = 1, (2.16)
1720 = 1+t t=1,...,H—1,
(28 > 0, t=0,....,H—1)

H-1

min Y R [D(Yt, fH)] + MR [5D(YH, FH-Y Ry H, FH-Y

1720

1728 = 1+¢)2" t=1,...,H -1,

|
—

(2.17)
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Ulohu (1.3) je mo#né prepisat na tvar

H-2 Kt
. o 1
min 337 n | X (e + 6 ) —air 5 3 peli)s | +
T t=0 k=1 je{k}+ je{k}t
i 5
£ Y (el 0 - DA+ ) = bafl T 4 s Y peli)e]!
k=1 je{k}+ Je{kI
—af + (L+ € ol + 27 > 0 k=1,... K" t=0,....H—1, je{k}",
z;.'H > 0,k=1,...,K' t=0,...,H -1, jE{k}+7(2-18)
17,20 = 1,
(1M+£)Tt1 = M'rj7k_1 Kutzlu"'7H_17j€{k}+’
('Tt 2 Oatzlv"'>H_1)?

v ktorom uz v ohrani¢eniach nevystupuje ohranicenie na minimélny vynos portfélia
na konci sledovaného obdobia, ale sa zahrnie do tcelovej funkcie pomocou parametra
. Poznamenavame, 7e tloha v tvare (1.3) sa $tandardne definuje s ohrani¢enim na
minimélnu o¢akivani hodnotu portfélia v tvare [(1 + T =1 .7-"0} > 1. Na takto
definovani tlohu nemozno aplikovat horeuvedeny prepis, a teda takto definovana tloha
nie je riesitelna pomocou dekompoziénych algoritmov L-shaped a CVaRmin metody.
Z tohto dovodu sme boli niteni mierne preformulovat tiato @lohu na tvar (1.3), a teda
sme sa rozhodli uvazovat ohrani¢enie v tvare E|(1 + §H)TxH_1,fH_1] > p. Takto
zadefinovana tloha je postac¢ujicou na vyhodnotenie efektivnosti a vyhodnosti pouzitia
jednotlivych algoritmov na rieSenie tloh typu (2.18) a $trukturdlne podobnych tloh.

Takto prepisané tiloha sa uz polahky da naformulovat v tvare rekurzie (2.11)—(2.13).
Uloha (2.13) nadobuda tvar:

Holi% (1 + TO)TJZO - aO + Ql(x07a0)

W = p° (2.19)

kde
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Ulohy (2.12) pre t = 1,..., H — 1 sa prepi$u do tvaru:

Qt< {k} ) {k} afk) = mm (c )T : QtJrl(xkaak)

yk
Wiy = =T 'y (2.20)
(2 20), 2 > 0, & =0

kde

Q1 (zt, at) Z Q! (xm 1’275“1)7

Je{k}t
1
yh = ((xZ)T,az, zi,df{), = ((1 + )T —1, E’O) pre t=1,..., H—2,
1
CkHil = ((5 - 1)<1 + rH 1)T7 _(57 av O)
. 170 0 0 o —(1+£)" 00 0
W - T 9 Tk = t\T :

0L, 0 -1 1 —(14+&)" 1.0 0

Premenné df, k =1,..., K" si pomocnymi premennymi podobne ako v podkapitole

2.1.3 a vektor r} predstavuje ocakévany vynos v stupni ¢ + 1 ak v stupni ¢ nastala
realizicia k. Terminalna podmienka (2.11) nadobuda tvar:

QH< {k} ) {k} 7§k> = ri““(%) yf
k
Wyl = =T yat, (2.21)
2 >0, dff >0

kde
)
el = <&’0>’ WH = (=1,1), T = 1+ ), ylf = (o, dff),
hi =0, t=1,....H, k=1,..., K"
Poznamenéavame, Zze kompenza¢né matice W', ¢t = 0,..., H ulohy v tvare (2.19)-

(2.21) nespliiaji podmienku tplnych kompenzaénych matic:
VFER™ Jy>0:Why=Ff, t=0,...,H

a teda vo vSeobecnosti nepatria do skupiny jednoduchych alebo tplnych kompenzac-
nych matic, ¢ize rieSenie zo stupna t — 1 nebude vzdy pripustnym v stupni £. V pripade
kompenza¢nych matic W# sa jedna vidy o jednoduché kompenzacéné matice, nakolko
nadobudaji tvar totozny s tvarom uvedenym v podkapitole 2.1.3. Problém nastéva
v pripade kompenzac¢nych matic W ¢t = 1,..., H — 1 pri uvaZzovani nezdpornosti
vah v portfoliu. Vtedy kompenza¢né matice nespliiaji podmienky uvedené v Leme na
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strane 24 a teda ani podmienku taplnych kompenza¢nych matic. Tuto skuto¢nost ako aj
skuto¢nost, ze v pripade uvazovania shortsellingu sa naopak jedna o uplné kompenzac-
né matice, je mozné velmi jednoducho a priamociaro overit, ¢i uz priamo z podmienky
tplnych kompenzaénych matic alebo pomocou algoritmu uvadzanom v [14].

Tymto sme prepisali viac-periodovi ilohu optimalizacie portfolia v tvare (1.3) na
tvar deterministického ekvivalentu (2.11)—(2.13). V dalsej kapitole sa budeme venovat
dekompoziénym algoritmom urc¢enym na rieSenie jedno-periodovych a viac-periodovych
uloh optimalizacie portfolia, ktorych testovanie je cielom tejto prace a bude hlavnou
naplhou Kapitoly 4.



Kapitola 3

Algoritmy na rieSenie jedno-periédove;]
a viac-peridodovej zakladnej tlohy
optimalizacie portfolia

Néapliou tejto kapitoly bude predstavenie a vysvetlenie fungovania algoritmov na riese-
nie uloh odvodenych v predchadzajtucej kapitole. Budu to algoritmy, ktoré efektivne
vyuzivaju Specidlnu blokova $truktdru tloh zobrazenych na Obr. 2.1 a Obr. 2.2. Ako
sme uviedli, rieSenie tloh priamou metodou (rieSenie deterministického ekvivalentu)
je pri veTkom pocte scenarov ¢asovo a pamétovo naro¢né. V pripade viac-periodovych
uloh optimalizacie portfolia je pouzitie priamych metod ¢astokrat z dovodu obrovskych
rozmerov tlohy nemozné. Postupne si predstavime roézne modifikacie tzv. L-shaped
metody pre dvoj-stupiiové SLU s pevnou kompenzaciou. Konkrétne to buda jednore-
z0v4, viacrezova a regularizovana L-shaped metoda. Neskor uvedieme aj metodu Special-
ne vyvinuti na rieSenie tloh s CVaR v ucelovej funkcii. Jedna sa o tzv. CVaRmin
metodu, ktord vyuziva dobré vlastnosti druhostupnovych tloh, ¢im sa vyrazne zjedno-
dusi implementécia metody ako aj samotné efektivnost metédy. Tato metdda je modi-
fikiciou jednorezovej L-shaped metody. KedZe v praci uvazujeme aj viacrezovi a regu-
larizovant L-shaped metodu, rozhodli sme sa odvodit aj viacrezovi verziu metody
CVaRmin. Uvedieme aj zovSeobecnené algoritmy jednorezovej a viacrezovej L-shaped
metody na rieSenie viac-stupiiovych SLU s pevnou kompenzéciou, tzv. jednorezovi a
viacrezovu verziu vnorenej L-shaped metody. Nakoniec, pouzitim rovnakych principov
aké boli pouzité pri odvodeni CVaRmin metdédy, modifikujeme a zefektivnime vnorené
verzie L-shaped metody.

3.1 Jednorezova L-shaped met6éda

L-shaped metoda je zalozena na Bendersovej dekompozicii [4] a prvykrat bola uvedena
v [30]. Najprv uvedieme algoritmus metody a potom si podrobnejsie vysvetlime jeho
jednotlivé ¢asti. Algoritmus uvadzame podla [6].
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Algoritmus jednorezovej L-shaped metody

Krok 0: (Inicializacia)
Prirad r =s=v = 0.

Krok 1: (Rieenie hlavnej alohy (3.1)—(3.5))
Prirad v = v + 1, potom rie§ ulohu:

mien z = x40 (3.1)
Ax = b, (3.2)
DlQ} > dl; = 1,...,7”, (33)
Ex+60 > ¢, I=1,...,s, (3.4)
r > 0, 0 €R. (3.5)

Nech (z¥,0") je riesenie ulohy (3.1)—(3.5). Ak este neboli pridané rezy optimality
(s = 0), prirad #¥ = —00 a #” sa nebude uvazovat pri vypocte z”.

Krok 2: (Kontrola pripustnosti v druhostupiiovych talohach (3.6))
Ak plati x € Ks, pokracuj na Krok 3.
Inak, pridaj rez optimality (3.3) a chod na Krok 1.

Krok 3: (RieSenie druhostupiiovych tloh - pridavanie rezov optimality)
Pre vSetky scendre k =1, ..., K rie§ ulohu:

minw = q,zy
y

Wy = hk—TkCUV, (36)
y = 0.

Nech 7} je vektor rieSeni dualnej tilohy k (3.6) pre scenar k. Potom definuj:

K
Evpr =Y pu(m)" T, (3.7)
k=1
K
Copl = Zpk(WZ)Thk. (3.8)
k=1

Nech w” = egy1 — Esiqx”. Ak plati w” < 67, Koniec. 2 je optimalne rieSenie.
Inak, prirad s = s + 1, pridaj rez optimality (3.4) a chod na Krok 1.
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3.2 Princip fungovania L-shaped met6dy

Algoritmus L-shaped metody je zaloZzeny na postupnej (itera¢nej) linearnej aproximacii
¢lena Q(z), ktory je vo vSeobecnosti nelinearny. Tato aproximécia sa realizuje a pos-
tupne zlepsuje pridavanim rezov optimality (3.4) v kazdej makroiteracii v. Ako sme
uz uviedli, algoritmus vyuziva Specialnu blokovi struktiru deterministického ekviva-
lentu zobrazent na Obréazku 2.1. Jedna makroiteracia pozostava z postupného riesenia
hlavnej dlohy, v ktorej parametre s a r reprezentuji pocet doposial pridanych rezov
optimality a rezov pripustnosti. Nasleduje kontrola pripustnosti rieSenia hlavnej tlohy
v druhostupiovych tlohéach. Tieto tlohy sa zvykni nazyvat aj podilohami. V pripade
zistenia nepripustnosti v niektorej z podiloh sa prida rez pripustnosti (3.3) a opét
sa rieSi hlavna tuloha. V opa¢nom pripade sa pokracuje rieSenim podiloh a naslednou
kontrolou optimality. Pod kontrolou optimality sa mysli kvalita aproximécie. Ak je
aproximécia dostatocne dobra, algoritmus kon¢i. Ak nie, prida sa rez optimality a opa-
tovne sa rieSi hlavna tloha. Teraz pristupime k podrobnejSiemu popisu krokov 2 a 3,
aby sme ozrejmili sposob vypoctu rezov optimality a rezov pripustnosti. Podotykame,
7e tlohy, ktorymi sa budeme zaoberat, si SLU s jednoduchou kompenzaciou a preto,
ako uz bolo uvedené, pripustné riesenie z hlavnej tlohy je vzdy pripustné v podilohach.
To znamend, Ze krok 2 je mozné v tomto pripade vynechat.

V kroku 2 sa kontroluje pripustnost podiloh a v pripade nepripustnosti sa pridavaja
rezy pripustnosti. Pripustnost sa kontroluje rieSenim nasledovnej tlohy pre vSetky &k =
1,...,K:

min w = elvt +eTo™
Wy + Ivt —Tv™ = hy — Tpa”, (3.9)

y>0, vt > 0, v~ >0.

Podotykame, 7e tloha (3.9) je vzdy pripustnad a rieSenie hlavnej tlohy je pripustné,
ak pre optimalnu hodnotu w tlohy (3.9) plati w = 0. V pripade w > 0 nastava
nepripustnost. Uloha (3.9) sa rieSi postupne pre vsetky k. Ak pre nejaké k nastava
w > 0, potom definujeme:

Dyyy = (07)" Ty, (3.10)
dry1 = (07)" hy, (3.11)

pridame rez pripustnosti v tvare (3.3), priradime r = r 4+ 1 a vratime sa na krok 1
(riesime hlavnt tlohu s novym ohrani¢enim ). Vektor o} reprezentuje vektor rieseni
duélnej tlohy k tulohe (3.9). Ak pre vSetky k plati w = 0, pokra¢ujeme na krok 3.

Dalej ozrejmime sposob vypoctu rezov pripustnosti. Uvazujme dualnu dlohu k dlohe
(3.9) v tvare:
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max (hy — Tz ) o”

(e")'W < 0, (3.12)
(0T < 1,

—(e"'T < 1

Ak pre nejaké k nastava w > 0, tak pre hodnotu ucelovej funkcie tlohy (3.12) dosté-
vame tiez (hy — Tpx”)To” > 0. Tento fakt vyplyva zo silnej vety o dualite, uvedenej
napr. v [21], ktora hovori, ze ak ma jedna z tloh optimélne riesenie, tak ma aj druha
a hodnoty ucelovych funkcii sa v optime rovnaji. Definujme si mnozinu podla [6]:
posW = {t|Wy =t,y > 0}, ktora reprezentuje vSetky pravé strany ohranic¢eni druhos-
tupiiovych tloh, ktoré sa daju vyjadrit pomocou nezapornej kombinécie stipcov matice
W. V pripade nepripustnosti pre nejaké k musi platit hy — Tpx” ¢ posW. V takomto
pripade musi existovat nadrovina oddelujica h, —Tix” a posW, pre ktort plati o7t < 0
pre vietky t € posW a (h;, — Tz¥)To > 0. Takito nadrovina je v kroku 2 reprezento-
vand prave vektorom rieSeni duélnej tilohy. Vidiet, ze v pripade nepripustnosti, vektor
oy, splia potrebné podmienky. Teda na to, aby prvostupiiové rieSenie bolo pripustné, je
potrebné aby patrilo do posW a teda musi platit (h, — Tpa”)To” < 0, o zodpoveda re-
zom pripustnosti s koeficientami v tvare (3.10) a (3.11). Z tohto je zrejmé, 7e pridanim
ohraniceni v tvare (3.3) sa vylaéia nepripustné prvostupiiové rozdodnutia.

Ostéava ozrejmit spdsob vypoctu rezov optimality. Opat je uzito¢né zadefinovat
dualnu dlohu. Dudlna uloha k lohe (3.6) mé tvar:

max (h, — Tex") ',
(™)'W < g (3.13)
Pre optimalne rieSenia z duality opét vyplyva:
Qa", &) = (hy — Tpa”) ' my.

Z konvexnosti funkcie Q(z¥, &) a taktiez zo slabej vety o dualite dostavame vztah pre
Tubovolné x:

Q(x, &) > (b — Tp) "7y
Pre funkciu Q(z) plati:

Qx,) = E[Q(, )] = > Qwn, &) = Y (b — Trw,) 'y

k=1 k=1
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a pre Tubovolné x
K
Q) > > (hy — Thx) "'y,
k=1

Vyraz na pravej strane je zjavne linearny v = a teda aproximécia funkcie Q(x) zod-
poveda uz spominanej aproximacii pomocou linedrnych opornych nadrovin. Uloha

min z = c'z+ Q(x)
Ar = b,
z > 0
je ekvivalentna s tlohou
min z = cz+40
Qz) < 0,
Az = b, (3.14)
xz > 0,

z ¢oho nésledne dostavame nerovnost, ktord zodpoveda rezom optimality (3.4):

K K K
0> Z(hk — Tkm)Tﬂg = ZPk(WZ)Thk: — ZkakxTWZ
k=1 k=1 k=1

0

Eﬂ]—i‘g Z €.

Na zaver eSte objasnime ukoncovaciu podmienku. Z hore uvedeného je zjavné, ze
pre optimalne rieSenie (z¥,60") plati 0¥ = Q(x"), ¢o zodpoveda ukoncovacej podmienke
0" > Q(x¥).V pripade, kde nastava 60* < Q(x"), ziaden z doposial pridanych rezov
optimality nezaruc¢uje Q(x) < # a preto je potrebné pridat dalsi rez optimality, a teda
rieSenie (2, 0”) eSte nie je optimalne. Tymto sme vysvetlili sposob fungovania L-shaped
algoritmov (jednorezovej aj viacrezovej verzie) podla [6].

3.3 Viacrezova L-shaped met6da

Viacrezova L-shaped metoda sa od jednorezovej L-shaped metoédy 1iSi len v sposobe
pridavania rezov optimality. Ako sme uviedli, v jednorezovej verzii sa pre vSetky scenéare
pridava stale len jeden rez optimality. V pripade viacrezovej verzii sa bude pridavat
jeden rez optimality pre kazdy scenar vypocitany podla (3.22) a (3.23). Algoritmus
uvadzame podla [6] ale prvykrat bol v takejto podobe uvedeny v [5].
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Algoritmus viacrezovej L-shaped metody

Krok 0: (Inicializacia)
Prirad r=v=0a s, =0 pre vietky £ =1,..., K.

Krok 1: (Rieenie hlavnej alohy (3.15)—(3.19))
Prirad v = v + 1, potom rie§ ulohu:

K
- T

mip z = ¢ x—i-;@k (3.15)

Ar = b, (3.16)

Dix > d, l=1,...,r, (3.17)

E,x+60, > e, lLe=1,...,s, k=1,..., K, (3.18)

r > 0, B,eR, k=1,.... K. (3.19)

Nech (z¥,0Y,...,0Y%) je rieSenie tlohy (3.15-3.19). Ak eSte pre nejaké k neboli pri-
dané rezy optimality (s = 0), prirad 6] = —oo a 0} sa neuvazuje pri vypocte z".

Krok 2: (Kontrola pripustnosti v druhostupiiovych alohach (3.20))
Ak plati € K>, pokracuj na Krok 3.
Inak, pridaj rez pripustnosti (3.17) a chod na Krok 1.

Krok 3: (RieSenie druhostupiiovych tloh - pridavanie rezov optimality)
Pre vSetky scenére k =1, ..., K rieS tlohu:

minw = ¢y
y

Wy = hk—TkZL’V, (320)
Yy 0.

v

Nech 7} je vektor rieSeni duélnej ulohy k (3.20) pre scenar k. Ak plati

0; < pk(ﬂ'g>(hk — Tkx”), (321)
potom definuj
E,, 1 = pp(mp) Ty, (3.22)
est1 = pr(my) hy. (3.23)
Prirad s, = s + 1 a pridaj rez optimality (3.22) a (3.23). Ak podmienka (3.21)
nie je splnend pre ziadne k =1, ..., K, Koniec, ¥ je optimalne rieSenie. Inak

chod na Krok 1.

Pridavanie jedného rezu optimality pre kazdy scenar méa za nésledok rychlejsiu
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aproximéaciu funkcie Q(z), a preto vo v8eobecnosti viacrezova verzia konverguje v
menSom pocte makroiteracii, ¢o ale nemusi znamenat aj krats$i vypoctovy cas, kedze
hlavna tloha v tomto pripade moze nadobtudat vyrazne vac¢sie rozmery a tym znacne
spomalit optimaliza¢ny proces. To, ktort verziu je vyhodnejsie pouzit, zalezi na charak-
tere konkrétnej alohy ([11]).

3.4 Regularizovani L-shaped metoda

Algoritmus bol povodne uvedeny v [25] a my sme ho uviddzame podla [6]. Regu-
larizovand L-shaped metéda je modifikaciou viacrezovej L-shaped metody. Hlavnym
rozdielom je pridanie kvadratického regula¢ného ¢lenu gHm — a”||* k ucelovej funkcii.
a’ je zvoleny pripustny vektor (pripustné rieSenie) a paramenter [ slizi na zmenu
vahy regula¢ného clena v priebehu procesu. Zakladnou myslienkou algoritmu je vy-
generovanie postupnosti vektorov {a”} konvergujtcej k optiméalnemu rieSeniu. Sposob
urc¢ovania vektora a”*! prebieha nasledovne. V pripade tzv. nulovych krokov, v ktorych
nastéva nepripustnost rieSenia x” alebo riesenie x” je horSie (t.j. to, pre ktoré je hod-
nota acelovej funkcie viicsia) ako a”, sa v dalsej iterdcii pouzije vektor a*™ = a”. V
opac¢nom pripade dostavame vektor rieSeni, ktory je lepsi ako a” a teda v nasledujicej

+1 — ¥, Z tohto je zjavné, Ze postupnost hodnot ucelovej funkcie

iteracii sa pouzije a”
c’a” + Q(a”) dana vektormi a” je nerastiica a vektor a” sa da interpretovat ako naj-
lepSie rieSenie po iteraciu v. Algoritmus konéi vtedy, ked je hodnota ucelovej funkcie
rovnaké pre rieSenie (z¥,0Y,...,0%) tdlohy (3.24)-(3.28)) a aj pre vektor a”. Sposob
aktualizacie parametra 5 uvadzame podla [6]. V pripade nultych krokov sa parameter
[ zdvojnasobi, ¢im sa zvysi vaha regulacného ¢lena. ZvicSenie parametra 5 zabezpeci,
7e optimalne rieSenie hlavnej tlohy bude z bliz§ieho okolia bodu a”, ktory je pripustny
a doposial najlepsi, a teda moznost nepripustného alebo horsieho rieSenia sa znizi. V
opac¢nom pripade sa § zmen$i na polovicu, ¢im sa znizi vaha regula¢ného ¢lena a zvysi
sa doraz na minimalizdciu uc¢elovej funkcie. Podotykame, 7e algoritmus je citlivy na
volbu vektora a'. Pri testovani tejto metody bolo ukazané, Ze pre vicsinu tiloh pri
vhodnej vol'be vektora a' dosahuje regularizovana metoda lepsie vysledky ako viacre-
zova alebo jednorezova metéda. Na druhej strane pri nevhodne zvolenom vektore a'
sa moze vypoctovy ¢as niekolkonasobne zvysit. Viac o volbe vektora a' sa da najst v
[6],125],[26].

Na zaver ¢asti o algoritmoch L-shaped metody este uvedieme vety hovoriace o kon-
vergencii algoritmov.

Veta 5 ([6], str. 198)

Nech & je koneénd ndhodnd premennd. Potom algoritmus L-shaped metddy (jednore-
zovd a viacrezovd verzia) konverguje v koneénom pocte makroiterdcii k optimdlnemu
rieSeniu, ok toto existuje, v opacnom pripade vykazuje nepripustnost ilohy (2.7).
Konstrukény dokaz je uvedeny v [6].
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Veta 6 ([6], str. 208)

Ak ma povodnd dloha (2.7) rieSenie, tak algoritmus konverquje v koneénom pocte
makroiterdcii k opltimdlnemu rieSeniu. V opacnom pripade generuje postupnost pri-
pustnijch vektorov {a"} takgch, Ze Q(a”) — —o0 pre v — 0.

Konstrukény dokaz je uvedeny v [6].

Algoritmus regularizovanej L-shaped metédy

Krok 0: (Inicializacia)
Prirad r = v =0 a s, = 0 pre vietky k = 1,..., K, zvol pripustny bod a! a
prirad 8 = 1.

Krok 1: (RieSenie hlavnej alohy (3.24)—(3.28))
Prirad v = v 4 1, potom rie§ tlohu:

K
Hwngn z = ch+kZ:;9k+ g”:zc—a””2 (3.24)
Ax = b, (3.25)
D[.Z' Z dl7 l = 1,...,7’, (326)
ElkI+9k Z €l lkzl,...,sk, kizl,...,K, (327)
x > 0, 0,eR, k=1,... K. (3.28)

Nech (27,07, ...,0%) je rieSenie tlohy (3.24-3.28). Ak este pre nejaké k neboli pri-
dané rezy optimality (sx = 0), prirad ] = —oco a 0} sa neuvazuje pri vypocte z".
Ak T'z” +1%0" = cT'a” + Q(a”), Koniec, a” je optimélne riedenie.

Krok 2: (Kontrola pripustnosti v druhostupiiovych alohach (3.20))
Ak plati z € K,, pokrac¢uj na Krok 3. Inak, pridaj rez optimality (3.26), prirad
a’t! = @” (nulovy krok nepripustnosti), 5 = 23 a chod na Krok 1.

Krok 3: (RieSenie druhostupiiovych tloh - pridavanie rezov optimality)
Pre vSetky scenare k = 1,..., K rie§ tlohu (3.20) a vypo¢itaj Q(z",&). Ak plati
podmienka (3.21), prirad sx = s + 1 a pridaj rez optimality (3.22),(3.23).

Krok 4: (presny krok)
Ak podmienka (3.21) nie je splnena pre ziadne k = 1,..., K, prirad "' =z
(presny krok), 8 = g a chod na Krok 1.

v

Krok 5: (odhadnuty krok)
Ak plati cTav+ Q(2") < cT'a¥+ Q(a”), prirad a*** = 2V (odhadnuty krok), 3 =
a chod na Krok 1. Inak, prirad a*™' = a” ( nulovy krok pripustnosti), 8 = 23
chod na Krok 1.
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3.5 CVaRmin metoda

V tejto Casti uvedieme algoritmus vyvinuty Specidlne na rieSenie optimaliza¢nych tloh s
CVaR v acelovej funkcii. Algoritmus uvedieme podTa [2] s malou modifikdciou, pretoze
autori v [2] definovali CVaR pre funkciu strat a my sme definovali CVaR pre funkciu
vynosov. Pozmenime aj poradie jednotlivych krokov, aby korespondovali s krokmi pred-
chadzajucich algoritmov. Taktiez v algoritme pouzijeme znacenie totozné so znacenim
pouzitym v predchéadzajucich kapitolach a nie zna¢enie pouzité autormi v [2|, aby sme
sa vyhli nezrovnalostiam spésobenym nejednoznac¢nostou zapisu. Diskrétna tloha op-
timalizacie portfolia (1.6) z Kapitoly 1 je ekvivalentna s ulohou v tvare:

1

min  z'r—a + —E(Q(z,a,§))
x,a «
olr > L
15,2 < 1,
(z > 0),

s podilohami v tvare:

z > a—2"¢, (3.29)
z > 0
Duélna uloha k tlohe (3.29) méa tvar:
max (a — 27&)7 (3.30)
0 < 7w < 1.

Vsimnime si, ze tloha (3.30) je velmi jednoducha a ma rieSenie 7 = 0 alebo 7 =1 v
zéavislosti od znamienka vyrazu (a — z7¢). Takyto typ riefenia je znaénym plusom
z hladiska implementécie algoritmu, pretoZe namiesto rieSenia podtloh pre vSetky
scenére sa sta¢i pozriet na znamienko vyrazu (a—2z7¢) a uréit hodnotu 7. Mo#znost toh-
to zjednodusenia predstavuje vyraznt dsporu vypoctového ¢asu. Pripominame, Ze sa
jedna o SLU s jednoduchou kompenzaciou, v ktorych je rieSenie hlavnej tlohy vizdy pri-
pustné v podulohéch, a preto sa krok 2 z predchadzajicich algoritmov v tomto pripade
vynecha. Toto opif predstavuje znacnu usporu vypoctového ¢asu, pretoze odpadne
potreba riesenia ulohy (3.9) pre vSetky scenare. Ozna¢me K* oznacuje mnoZinu in-
dexov tych scenarov, pre ktoré maju korespondujice podilohy dualne rieSenia rovné
jednej m = 1. Algoritmus CVaRmin vyzera nasledovne:
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Algoritmus CVaRmin metédy

Krok 0: (Inicializacia) Prirad s = v = 0.

Krok 1: (Rieenie hlavnej alohy (3.31)—(3.35))
Prirad v = v + 1 potom rie$ ulohu :

in;% 2'r—a + é@ (3.31)
oIr > p, (3.32)

15,0 < 1, (3.33)

0 > ﬁla—flTx? I=1,...,s, (3.34)

6 > 0, (z>0) (3.35)

Nech (z¥,a”,0") je rieSenie ulohy (3.31)—(3.35).
Definuj K* = {k|]1 <k < N, (a—27&) > 0}.

Krok 3: (Pridavanie rezov optimality)
Definuj w” = 3", o pe(a — 27&).
Ak plati w” — 6” < 0, Koniec, z” je optimélne rieSenie. Inak, definuj
Port = Yaexe Ps o1 = Ypex- Pres prirad s — s + 1, pridaj rez optimality
v tvare (3.34) a chod na Krok 1.

Z dovodu nezahriiat pomocné premenné do tlohy optimalizacie portfélia, definu-
jeme hlavnu tlohu v trochu odlisnom tvare ako je vo vSeobecnosti definované. Jedné
sa o prvostupnové ohranicenia na rozpocet a minimalny pozadovany vynos, ktoré si v
tvare nerovnosti, méznost shortsellingu a nasledné poruSenie nezapornosti vektora vah.
Vsetky tieto modifikicie sa daja pri implemantacii algoritmu prepisat na pozadovany
tvar sposobom, aky sme uviedli v Kapitole 1.

Jedna makroiteracia pozostéava z rieSenia hlavnej ulohy (s uz len rezmi optima-
lity). Nasleduje kontrola optimality, ktora je rovnaka ako v pripade predchadzajucich
algoritmov. Staci si uvedomit, ze:

h, =0, Vk; T, = —a+27&; 70 =1, Vke K*; 7/ =0, Vk ¢ K*, (3.36)

K K
Eop1 = ZPk(WZ)TTk, Cs+1 = ZPk(WZ)Thk‘
k=1 k=1

Potom:
€1 — Egp1 — 07 <0

0
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Z pr(a —27&) — 607 <0.

ek
Proces pridavania rezov optimality je s pouzitim (3.36) tiez ekvivalentny so sposobom
v predchéadzajicich algoritmoch. Kedze tento algoritmus je len zovSeobecnenim jed-
norezovej L-shaped metody, o konvergencii algoritmu hovori Veta 5. ZovSeobecnen4
verzia vety pre tento pripad je uvedena v [2]. Ako uvedieme neskor v Kapitole 4, zo
vzajomného porovnania jednotlivych verzii L-shaped metédy najlepsie vysledky dosa-
hovala viacrezova verzia. To nas motivovalo k uvazovaniu o viarezovej verzii CVaRmin.
Viacrezova verzia CVaRmin nie je v literatire uvadzand, tak sme ju odvodili podla
vzoru jednorezovej CVaRmin.

3.6 Viacrezovi CVaRmin metoda

Algoritmus viacrezovej CVaRmin metody

Krok 0: (Inicializacia) Prirad v =0 a s, = 0 pre vietky k = 1,..., K.

Krok 1: (Rieenie hlavnej alohy (3.37)—(3.41))
Prirad v = v + 1 potom rie$ ulohu :

K
1
. T o -
min - 2Tr—a + a;@;{ (3.37)
oIr > p, (3.38)
1,0 < 1, (3.39)
O > pra—&a, =1,...s, k=1,... K, (3.40)
0 > 0k=1,... K, (z>0). (3.41)

Nech (z¥,a”,0Y,...,60%) je rieSenie ulohy (3.37)—(3.41).

Krok 3: (Pridavanie rezov optimality)

Pre vSetky scenare k = 1,..., K ur¢i znamienko vyrazu (a —z7¢;) a hodnotu 7%.
Ak plati:
0y < pe(m)(a — a&), (3.42)

potom definuj

Psy+1 = DT, (3.43)

ésk+1 = Pey &k (3.44)
Prirad s, = s; + 1 a pridaj rez optimality v tvare (3.40). Ak podmienka (3.42)
nie je splnend pre ziadne k = 1,..., K, Koniec, ¥ je optimalne rieSenie. Inak

chod na Krok 1.
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Tato metdda je odvodend z viacrezovej L-shaped metody. Vyuzitim (3.36), jednoduchej
kompenza¢nej matice a miernej modifikacie hlavnej tlohy (3.31)—(3.35) je z uvedeného
algoritmu zrejmé, Ze sa v podstate jednd o zjednoduSeny algoritmus viacrezove] L-
shaped metody. Poznamenévame, ze zo vztahov v kroku 3 vyplyva, ze pre kazdy scenér
mozeme pridat maximélne jeden rez optimality. To je spésobené tym, 7ze hodnota duél-
nych rieSeni je vidy m = 0 alebo m}] = 1. V pripade 7y = 0 sa nepridava Ziaden
rez optimality a v pripade 7] = 1 sa pridd rez optimality, ak je splnend podmienka
(3.42). Pre kazdy scenar mozeme nanajvys pridat jeden rez optimality korespondujici
s m; = 1. Z toho je zrejmé, ze tito metoda musi konvergovat v dvoch makroiteraciach.
V prvej makroiteracii sa pridaji rezy optimality pre vSetky scenére, v ktorych je to
potrebné a v druhej uz dostavame optiméalne rieSenie. Toto pozorovanie, ako uvedieme
v Kapitole 4, sa aj potvrdilo. Na zaver eSte poznamenévame, Ze konvergenciu aj tejto
metody potvrdzuje Veta 5.

3.7 Priame met6édy

V tejto Casti velmi stru¢ne popiseme priame metody, ktorych verzie priamo implemen-
tované v Matlabe pouzijeme pri testovani v Kapitole 4. Konkrétne to buda simplexova
metoda a metdoda vniatorného bodu. Pouzijeme ich len na jedno-periédové ulohy opti-
malizacie portfolia, pretoze v pripade viac-periodovej iilohy optimalizacie portfolia je v
dosledku obrovskych rozmerov a pamétovych narokov pouzitie tychto metdd nemozné.

3.7.1 Simplexova metdda

Simplexovu metodu ako prvy rozpracoval Dantzing v roku 1947 a prvykrat bola pub-
likovana v [10]. Je to zdkladnd metoda pre rieSenie uloh linedrneho programovania.
Uvedieme len zakladni myslienku simplexovej metody uvadzant napr. v [21]. Podrobné
informacie o simplexovej metode mozno najst v [14] a [21].

Uvazujme talohu v tvare (2.1), ktory povazujeme za vSeobecny tvar tiloh linearneho
programovania. Dalej predpokladdame bez ujmy na vSeobecnosti, ze mnozina pripust-
nosti tlohy (2.1) je neprazdna a obsahuje vrcholy, pri¢om jeden z nich pozname. Metoda
zatina v znamom vrchole mnoZiny pripustnosti, ozna¢me ho y°. Myglienka metody
spoc¢iva v ndjdeni takej hrany mnoZiny pripustnosti {y° + Ad}, ktora vedie do nizsich
hodnot tcelovej funkcie, t.j. ¢’'d < 0 pre A > 0. Ak je tato hrana aseckou [y°, y'], tak
minimum uéelovej funkcie sa nadobtda v bode y'. Tymto sposobom vieme vytvorit
postupnost bodov pre ktoré plati ¢fy° > cTy! > ... > ¢Ty" a ak pre bod y™ uz nie je
mozné najst hranu spliiajucu potrebné vlastnosti, tak y” je optimalnym rieSenim. Ak
pre bod 3" je mozné najst tsecku vedicu do niz§ich hodnot tucelovej funkcie ale tato
usecka je polpriamkou, tak nastédva neohranic¢enost.
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3.7.2 Metdéda vnitorného bodu

Metody vnitorného bodu boli vyvinuté v 60-tych a na zaciatku 70-tych rokov na
rieSenie nelinearnych tloh s ohranic¢eniami v tvare nerovnosti. Aj v tomto pripade
uvedieme len zékladni myslienku (algoritmus) primérno-dualnej metédy vnitorného
bodu a pre blizsie informacie ohladom metdéd vnutorného bodu citatela odkazujeme
napr. na [8],[14],[24].

Duélna tloha k tlohe (2.1) mé tvar:

min vy
Y,S
Aly+s = ¢ (3.45)
s > 0.

Ozna¢me mnozinu pripustnych rieSeni priméarnej tlohy (2.1) a mnozinu pripustnych
rieSeni duélnej tlohy (3.45) ako:

P ={z|Az =b, >0} D={(y,8)|A"y+s=¢, s>0}.

Dalej zavedme oznacenie w = (x,y, s) zodpovedajice primarno-duialnemu bodu a W =
P x D reprezentujice primarno-dualnu mnozinu pripustnosti. Karush-Kuhn-Tuckerove
podmienky optimality pre priméarno-dualny par w st dané sistavou rovnic:

Ar = b,
ATy+s = ¢ (3.46)
XS51, = 0,
(x,s) > 0,
kde X,S € R™" su diagonalne matice s prvkami z;, respektive s; pre : = 1,...,n

na diagonale. V8eobecny algoritmus met6dy vnitorného bodu vyzera nasledovne. Na
zaciatku predpokladdme, 7Ze méme k dispozicii nejaky striktne pripustny priméarno-
dualny bod, t.j. bod spliiajici w € {w € W|(z,s) > 0}, ktory je Startovacim bodom
metody. V kazdej iteracii k, pomocou nejakej metddy volnej optimalizacie, najdeme
priblizné rieSenie systému rovnic (3.46). Najcastejsie pouzivanou metodou je Newtonova
metoda a teda pre novy bod najdeny touto metodou plati w*™! = w* + o Aw”, kde
Aw* oznacuje smer a oy dlzku kroku Newtonovej metody. V st¢asnosti existuje velke
mnozstvo variant metdédy vnatorného bodu. Tieto varianty sa mozu liSit napr. v sposobe
vypoctu smeru AwF, v sposobe vypoétu dlzky kroku oy, v ukoncovacej podmienke atd.
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3.8 Vnorena jednorezova L-shaped metoda

Vnorena jednorezova L-shaped metoda je uréena na rieSenie viac-stupiiovych SLU s
pevnou kompenzéciou a je zovSeobecnenim jednorezovej L-shaped metédy. Algoritmus
uvadzame podla [6], ale prvykrat bol uvedeny v [19]. Pred uvedenim samotného algo-
ritmu je potrebné zadefinovat ulohu, ktortt budeme riesit v kazdom stupni a kazdom
uzle. Tato tloha je akymsi ekvivalentom hlavnej tlohy v pripade algoritmov na rieSenie
dvoj-stupiiovych SLU s pevnou kompenzéciou.

Pre kazdy stupeni t = 0,..., H a kazdy uzol k = 1,..., K' definujeme hlavna tlohu

v tvare:
IItlieIfl (c)rzt + o (3.47)
Whay = hy =T gy, (3.48)
Dy, > diy, 1=1,....1, (3.49)
z, > 0, (3.51)

kde azﬁ}l, je priebezné rieSenie ulohy (3.47)—(3.51) pre dany uzol, t.j. doposial najlepsie
riefenie. Pre prvy stupeii ¢ = 0 ohranicenie (3.48) ma tvar W) = h{ a predstavuje
podiatoéné podmienky tlohy v tvare (2.10) alebo v tvare (2.13). V stupni t = H pre
vietky k = 1,..., K¥ definuje ucelovii funkciu bez ¢lena 0 a taktiez bez ohranic¢eni
(3.49) a (3.50). Dalej je uzitoéné zadefinovat mnozinu A% ako mnozinu nasledovnikov
uzla k = 1,..., K" v stupni ¢t = 0,..., H — 1. Hlavna tlohu (3.47)—(3.51) pre dany
stupen t a uzol k budeme podla [6] oznacovat ako NLDS(t, k).

Algoritmus vnorenej jednorezovej L-shaped met6dy

Krok 0: (Inicializacia)
Poloz t =0 a k = 1 (koren stromu scenarov),pre vetky ¢ a k prirad 7}, = s, =0
a pridaj ohranicenie §. = 0 do NLDS(t, k). Nastav smer = Vpred a v = 1.

Krok 1: RieSenie hlavnej ulohy (3.47)—(3.51)

Ries NLDS(t, k).

Ak je nepripustna a t = 0, potom je cela uloha (2.11)—(2.13) nepripustna.

Ak je nepripustna a t > 0, potom prirad r’i;}}_ = rg}l_ + 1. Vypocitaj koeficienty
rezov optimality ako:

Dﬁ}l—vr;}g = (m) "' T, (3.52)
Ay g = (M) T+ ()" . (3.53)

kde 7} je vektor dualnych rieSeni prisluchajicich ohranieniam (3.48) a pl je
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vektor duélnych rieSeni prislichajicich ohrani¢eniam (3.49). Pridaj rez pripust-
nosti s koeficientami (3.52) a (3.53) do NLDS(t — 1,{k}™).

Poloz t =t — 1,k = {k}~ a chod na Krok 1.

Ak je pripustna aktualizuj hodnoty rieSenia z%, 6% a uloz hodnoty dualnych riesenf
prislichajicich ohrani¢niam (3.48)—(3.50) ako (wf, pt, o).

Ak k < K', poloz k = k + 1 a chod na Krok 1.

Inak (k = K'), ak t = 0, nastav smer = Vpred.

Ak t < H a smer = Vpred, poloz t =t + 1,k = 1 a chod na Krok 1.

Ak t = H, nastav smer = Vzad. Chod na Krok 2.

Krok 2: Vypocet a pridavanie rezov optimality (3.49)
Pre vSetky uzly k =1,..., K*1 v t — 1 vypocitaj:

¢
_ j B
Eltc,(ifjlﬂ) = Z til (Ws)TTJt 17 (3.54)
JEAL Py
a
t Tt st
—1 p T -1 ! T J T

eZ,(sFH) =2 pr’fgl ()T ) (b)) dl + > (o) el | (3.55)

=1 i=1

oAt
jEAk

kde pl; a of; st i-te skalarne zlozky vektorov pf a of. Stucasnd podmienend hod-

-1 -1 t—1
t _WEttfl t

nota t¢elovych funkeif podiloh v A je dana ako 0} ' = e T

T kst kst '+1
Ak sa ohranicenie 0 ' = 0 nachadza v NLDS(t — 1, k), nahrad ho ohrani¢enym
(3.49) s koeficientami (3.54) a (3.55) a prirad s ' = 1.
Ak 671 > 071 pridaj ohranifenie (3.49) s koeficientami (3.54) a (3.55) do
NLDS(t — 1,k) a prirad st ' = st + 1.
Akt =1ado NLDS(0,1) neboli pridané Ziadne ohranicenia, Koniec, 29 je op-
timalne rieSenie.
Inak, poloz t =t — 1,k = 1. Ak t = 0, prirad smer = Vpred a v = v + 1. Chod
na Krok 1.

V dalsom texte bliz§ie popiSeme princip fungovania uvedeného algoritmu. Algorit-
mus najprv prejde strom smerom Vpred, t.j. od korena k listom, pricom v kazdom uzle
riesi prislichajicu hlavna dlohu. V pripade pripustnosti sa rieSenia z} posielajiu do
hlavnych tloh prislichajicim nasledovnikom uzla k v stupni ¢ 4+ 1, kde vystupuja v
ohraniceniach (3.48). V pripade hlasenia nepripustnosti moézu nastat dve situacie. Ak
je nepripustnost v prvom stupni, t.j. nepripustné je hlavna tuloha prislichajiaca korenu
stromu scenarov, potom je celd tloha (2.11)—(2.13) nepripustna. V opa¢nom pripade sa
do hlavnej tlohy prislichajicej predchodcovi uzla k v stupni t—1 prida rez pripustnosti
s koeficientami v tvare (3.52) a (3.53), ¢im sa vyladi rieSenie sposobujice nepripust-
nost. Tvar koeficientov rezu pripustnosti (3.49) je odvodeny analogickym sposobom
ako v pripade L-shaped metody pre dvoj-stupitové SLU s pevnou kompenziciou, a
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teda nepripustnost je dana takymi dudlnymi riegeniami 7%, pt, > 0, ktoré spliaju:

(m) "W+ (o) " Wi <0, ()" (B, — Ty "y ) + (ph) g > 0.

Na to, aby rieSenie :Et{;}l, bolo pripustné, musi platit:

()" (0 = Ti™ g ) + (pi) i < 0,

¢o zodpovedé koeficientom rezov pripustnosti v tvare (3.52) a (3.53). Po pridani rezu
pripustnosti sa algoritmus vrati do uzla {k}~ v stupni £ — 1 a opétovne riesi prisliucha-
jucu hlavna dlohu s uz pridanym rezom pripustnosti.

Akonéhle algoritmus dosiahne posledny list stromu scendrov, smer sa zmeni na Vzad
a za¢nu sa rieit hlavné tlohy smerom od listov ku korefiu. Duélne rieSenie (7}, pt, of)
sluzi na vypocet rezov optimality v hlavnej tdlohe prislichajticej predchodcovi uzla k v
stupni t. Odvodenie rezov optimality je opat podobné pripadu z podkapitoly 3.2. Pre
t=0,...,H, k=1,..., K" aTubovolné m?{g, z duality vyplyva:

T s},
Qt(xf[;;*7£l€:€,4t{k}i) > (WZ)TTli_lxt{;;f + Z(PZi)szz‘ + Z(Ulii)Te}tm
i=1 i=1

7 toho dostéavame:

t t

¢ Tk Sk

Qt(xt{;;*) > E : £k1 (WZ)TTé_le;, + E (PZ@)TdZi + E (Ultci)Tellfcz‘ )
keAf{kr Piry- i=1 i=1

a pouzitim vztahu 0, ' > Qt(x?{;;,) dostévame tvar rezov optimality (3.50):

o > B+ -

Ukoncovacia podmienka je totozna s podmienkou uvedenou v podkapitole 3.2. Pod
jednou makroiteraciou budeme rozumiet jeden prechod algoritmu od korena stromu k
listom a spat. Vo v8eobecnosti existuje viacero pravidiel postupu algoritmu po strome
scenarov. Tieto pravidla sa zvykni oznacovat pojmom sekvencny protokol. Nami pouzity
sekven¢ny protokol sa nazyva rychlo vpred - rychlo vzad (fast forward - fast back) a
ako sa uvadza v [6], tak viaceré experimenty potvrdili, Ze tento sekvenény protokol je
najefektivne;jsi.

Nevyhodou uvedeného algoritmu je skuto¢nost, Ze pri pridani rezu pripustnosti si
algoritmus nepaméité, v ktorom uzle nastala nepripustnost a zbyto¢ne prechadza ¢ast
stromu druhykrat. Tomuto problému sa da predist zavedenim zésobnika, do ktorého
sa eSte pred vratenim do uzla {k}~ v ¢ — 1 ulozi su¢asnéa pozicia, ¢iZe uzol k, stu-
pen t a smer postupu. Nasledne v pripade pripustnosti sa algoritmus najprv pozrie do
zésobnika a v pripade, Ze je neprazdny vyberie z neho ulozeny smer postupu a pozi-
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ciu, z ktorej pokracuje dalej. V opa¢nom pripade algoritmus postupuje na dali uzol
podla uvedenych pravidiel. Implementacia zasobnika ako aj otestovanie efektivnosti
jeho pouzitia st uvedené v [11].

3.9 Vnorena viacrezova L-shaped metoda

Modifikacia vnorenej jednorezovej L-shaped metdody na viacrezovi verziu sa urobi
podla rovnakého principu ako v pripade met6d z podkapitol 3.1 a 3.3.

Pre kazdy stupen t = 0,..., H — 1 a kazdy uzol k = 1,..., K' definujeme hlavni
tlohu v tvare:

gﬂg} (c)lzt + Z 0y, ; (3.56)
e jEAL

Wiz = b =Ty (3.57)

DL, > diy, l=1,...,m%, (3.58)

Eltc,lj + 924 > ez,ljv li=1,... 75}:@,3'7 J € A}fﬁa (3.59)

2t > 0. (3.60)

Namiesto jedného rezu optimality pre vSetkych nasledovnikov uzla k v stupni ¢ pridé-
vame jeden rez optimality pre kazdé j € A%. Kazdému nasledovnikovi prislicha samos-
tatny clen 9,2’3- v ucelovej funkcii. Hlavna tloha pre t = H ostdva bez zmeny. Po
zadefinovani hlavnych tloh je algoritmus vnorenej viacrezovej L-shaped metody takmer
totozny s algoritmom uvedenym v podkapitole 3.8. Rozdiel je len v sposobe pridavania
rezov optimality, ktory prebieha nasledovne:

Pre vietky k= 1,..., K'™! v stupni ¢ — 1 a pre vetky j € A}~! vypocitaj:

s

EL = It 3.61
k,(s,;’jl—&-l) p};—l( J) J ( )
a
¢ ) 55
t—1 _pj t\T it—1 t \T gt t\T t
i+ T T (@) T+ Y (o) T + 2(%’) €ji | » (3.62)
‘ i=1 i=
Ak plati 02}1 < 62,_(1‘2}1“) — EZ’_(EK;H)xZ_I alebo ak sa ohranicenie 02}1 = (0 nachadza v

hlavnej ulohe (3.56)—(3.60), potom pridaj rez optimality v tvare (3.59) s koeficientami
(3.61)~(3.62) a prirad s ' = s ' 41, respektive s; ' = 1.

N4 zaver casti o vnorenej L-shaped metdéde uvadzame vetu zarucujicu konvergenciu
uvedenych algoritmov.
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Veta 7 ([6], str. 268)

Ak vsetky ndhodné vektory £, t =1, ..., H pochddzaji z konecného diskrétneho rozde-
lenia a vsetky vektory xt, t = 0,..., H maji konecné horné ohranicenie, potom algo-
ritmus vnorenej L-shaped metdody (jednorezovd a viacrezovd verzia) konverguje k opti-
mdlnemu rieSeniu dlohy (2.11)-(2.13) v koneénom pocte iterdcii.

Konstrukény dokaz je uvedeny v [6].

3.10 Zefektivnenie jedno a viacrezovej vnorenej L-
shaped metody

V tejto podkapitole stru¢ne popiseme jednoduchtt modifikdciu obidvoch verzii vnorenej
L-shaped metody, ktora, ako uvidime v Kapitole 4, predstavuje znacné zefektivnenie
optimalizacného procesu. Vyuzivat budeme skutoc¢nosti popisané v podkapitole 3.5.
Vychadzat budeme zo skuto¢nosti, Ze kompenza¢né matice zodpovedajice poslednému
stupiiu H patria do skupiny jednoduchych kompenzaénych matic, t.j. WH = (—=1,1) a
teda modifikiciu budeme realizovat pre riesenie NLDS(H —1,k) pre k = 1,..., K1,
Postup je nasledovny. Po dosiahnuti stupiia H — 1, pri prechode algoritmu stromom
scenarov v doprednom smere, pre kazdé k = 1,..., K=! riegime ilohu NLDS(H—1, k)
a jej rieenie uréi znamienko vyrazu (a ' — (1 +&7)T2771). Podla znamienka vieme

H ( H _

urc¢it hodnotu dudlneho riesenia 7;" (7;

uzla k, t.j. j € {k}* a uz v tomto kroku pridat rezy optimality podl'a pricipu opisaného

0 alebo 7T]H = 1) pre vSetkych nasledovnikov

v podkapitole 3.5 (v pripade modifikacie jednorezovej vnorenej L-shaped metody) alebo
v podkapitole 3.6 (v pripade modifikicie viacrezovej vnorenej L-shaped metody), t.j.
algoritmus vnorenej L-shaped metddy sa zjednodusi tym, Ze bude prechadzat strom
scenarov len po stupen H — 1 s tym, 7Ze pri smere prechodu vpred bude v stupni
H — 1 implementovani uvedend modifikicia. Touto modifikdciou, namiensto rieSenia
tilohy NLDS(H, k) pre vietky realizacie 7, t.j. K¥ krat a nasledného vypoctu rezov
optimality staci urcit hodnotu 7/ pre vietky j € {k}*, k=1,..., K" a pridaf rezy
optimality. Tymto sa zvysi efektivnost vnorenych verzii L-shaped metddy.

Na zaver tejto kapitoly poznamenévame, Ze existuje vacsie mnozstvo metdd vyvinu-
tych na rieSenie stochastickych linedrnych tloh s pevnou kompenzaciou. Viaceré si
vSak len miernymi modifikdciami metod uvedenych v tejto kapitole. Napriklad ekviva-
lentom k simplexovej metode je dudlna simplexova metoda ([21]). V pripade dekom-
pozi¢nych metod je ekvivalentom Bendersovej dekompozicie Dantzing-Wolfeho dekom-
porzicia (|6]), ktora je zaloZena na linearizacii dualnej tlohy k tlohe (2.2). Prehodenim
regulariza¢ného ¢lena z ucelovej funkcie v pripade regularizovanej L-shaped metody
do ohranic¢eni vznikne trieda tzv. Bundle trust region methods. Tychto metod existuje
viacero variant a lisia sa v sposobe aktualizovania parametra ( alebo pouzitim réznych
druhov noriem. V pripade regularizovanej L-shaped metody sa pouziva len euklidovska
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norma, ale v pripade Bundle trust region methods st ¢asto pouzivanymi normami
11115 1-ll2y [ ]oo- Viac o tomto type metod sa da najst v [17]. V siucasnosti je pred-
metom rozsiahleho vyskumu aj iny typ dekompozi¢nych metéd, nez aké sme uviedli
v tejto kapitole. St to dekompoziéné metddy zalozené na metdde vnatorného bodu.
Jedné sa o rozsiahlu triedu dekompozi¢nych metod, o ¢om svedéi aj velké mnoZstvo
¢lankov publikovanych v poslednych rokoch. Zaujatého citatela odkazujeme na ¢lanky
13], [8], [9], [18], [31] a ich zoznamy literatir.



Kapitola 4

Numerické vysledky a implementacia

Cielom tejto kapitoly bude testovanie algoritmov popisanych v Kapitole 3. V prvej ¢asti
tejto kapitoly sa budeme venovat algoritmom na rieSenie jedno-periédovej ulohy opti-
malizacie portfolia a napliou druhej ¢asti buda algoritmy na rieSenie viac-periddovej
tlohy optimalizacie portfolia. Vsetky uvedené algoritmy boli implementované v Mat-
labe R2011a a nésledné testovanie bolo realizované na notebooku Toshiba Satellite
L650 s procesorom Intel Core i3 M350 2.27GHz, pamétou (RAM) 4GB a opera¢nym
systétmom Windows 7 Home Premium. Zameriame sa na testovanie zavislosti vypoc-
tového ¢asu jednotlivych metod od roznych parametrov. Konkrétne to budi parameter
K zodpovedajici poctu realizicii ndhodného vektora reprezentujiceho vynosy aktiv
v portfoliu, parameter M urcujuci pocet aktiv v portfoliu a parameter o zodpoveda-
juci zvolenej pravdepodobnosti pri rizikovej miere Conditional Value-at-Risk. Uvazovat
budeme optimalizaciu portfolia s povolenym (sh = ano) a aj s nepovolenym short-
sellingom (sh = nie), kde v dalsom texte bude sh oznacovat shortselling.

4.1 Jedno-periédova uloha optimalizaicie portfélia

V tejto Casti sa zameriame na porovnanie numerickych vysledkov ziskanych pomo-
cou jedno a viacrezovej L-shaped metody, jedno a viacrezovej CVaRmin metody, re-
gularizovanej L-shaped metody a priamych metéd implementovanych v Matlabe, t.j.
simplexova metoda a metoda vniatorného bodu. Oc¢akavame vyssiu efektivnost oboch
verzii metody CVaRmin, pretoZe sii Specidlne vyvinuté na riesenie optimaliza¢nych tloh
s CVaR v ucelovej funkcii. V Kapitole 3 sme uviedli, Ze viacrezové verzie musia pre
tento typ tloh skonvergovat v dvoch makroiteraciach a z tohto déovodu sa da predpo-
kladat vyhodnost tychto metéd. V pripade regularizovanej verzie I.-shaped metody sa
podla viacerych experimentov potvrdila vyssia efektivnost tejto metody ([6]) v porov-
nani s ostatnymi verziami L-shaped metody. V nasom pripade sa ale tato skuto¢nost
s urcitostou nepotvrdi, pretoze minimélny pocet makroiteracii potrebnych na skon-
vergovanie tejto metddy je 2, o je pocet, ktory viacrezova verzia dosiahne v kazdom
pripade. Z tohto dévodu by viacrezova verzia L-shaped met6dy mala byt najefektivne;j-
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Sou verziou L-shaped metody a preto sa d& ocakéavat, Zze nami navrhnuta viacrezova
verzia CVaRmin metdédy bude najefektivnejSou metdédou spomedzi vSetkych metod
testovanych v tejto podkapitole.

Pre tcel testovania sme pouvili historické tdaje o 60-tich spolo¢nostiach. Zoznam
spolo¢nosti je uvedeny v prilohe A. Kazda spolocnost reprezentuje jedno aktivum
a o vektore vynosov aktiv predpodkladame, zZe pochadza z viacrozmerného normaél-
neho rozdelenia so strednou hodnotou 7 a kovarian¢nou maticou X, ktoré sme odhadli
z historickych udajov ziskanych z finance.yahoo.com. Pouzili sme tyzdenné udaje za
obdobie januar 2006 az december 2011. Scenare k& budeme generovat z rozdelenia
&~ N(7,%), k=1,..., K. Pravdepodobnost nastatia bude pre vSetky scenére rov-
naka, atopk:%, k=1,..., K.

Algoritmy boli implementované presne podla popisu uvedeného v Kapitole 3 s vy-
nimkou ukonc¢ovacej podmienky, ktora bolo potrebné upravit na tvar:

€s+1 — Es—&-lxy -0 S €
v pripade jednorezovej L-shaped metody a na tvar:
€sp+1 —E5k+1xl/—9]’; Sg, k= 1,...,[(

v pripade viacrezovej L-shaped met6dy. Podobnym spdsobom sa upravili aj ukoncovacie
podmienky pri ostatnych algoritmoch. Parameter £ sa nazyva ukoncovacia tolerancia
a pocas celého testovania bude nastaveny na hodnote ¢ = 1076,

Ako je mozné vidiet z Obr. 2.1, matica ohrani¢eni ulohy (1.6) je velmi riedka,
t.j. obsahuje vela nulovych prvkov. Z tohto dévodu sme pri implementécii pouzili na
ukladanie vstupnych tdajov algoritmov funkciu sparse, ktord ignoruje nulové prvky,
¢im sa vyrazne znizia pamatové naroky tlohy. Pre lepSiu nazornost uviddzame v Tab.
4.1 velkosti uloh pouzitych pri testovani (rozne hodnoty parametra K) a ich pamétové
naroky v pripade pouzitia a nepouzitia funkcie sparse pre M = 10.

K | riadky stipce RAM sRAM
100 102 111 90.58KB  20.45KB
500 502 511 2.05MB  0.1MB

1000 | 1002 1011 8.1MB 0.2MB
2000 | 2002 2011 32.21MB  0.4MB
5000 | 5002 5011 200.52MB  1MB
10000 | 10002 10011 800.72MB  2MB

Tabulka 4.1: Velkosti tloh

Riadky a stipce v Tab. 4.1 zodpovedaji rozmerom matice ohraniceni pre jednotlivé
hodnoty K, RAM reprezentuje paméit potrebni na uloZenie matice ohraniceni a v stlpci
sRAM je uvedend potrebna paméit pri pouziti funkcie sparse. V Tab. 4.1 je zretelna
vyraznd uspora paméiti pri pouziti funkcie sparse.
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Testovanie bude pozostavat z viacerych casti, ktoré budeme nazyvat numericky ex-
periment. Sled numerickych experimentov bude nasledovny. Najprv sa zameriame na
zéavislost vypoctového ¢asu od parametra M. Tejto ¢asti budi zodpovedat dva nume-
rické experimenty. Postupne budeme uvazovat optimaliza¢né tilohy s mensim poc¢tom
aktiv, t.j. M € {2,...,10} a ulohy s va¢sim po¢tom aktiv, t.j. M € {10, 20, 30, 40, 50, 60}.
Dalsie dva numerické experimenty budi sledovat zavislost vypoc¢tového ¢asu od paramet-
ra K postupne pre pocty aktiv M =5 a M = 60, kde K € {100, 500, 1000, 2000, 5000,
10000}. Ku kazdému numerickému experimentu prilozime jeden obrazok a jednu tabulku.
Obrazok bude obsahovat niekolko grafov porovnavajicich vypoctovy ¢as jednotlivych
metdd, pricom porovnanie na kazdom dalsom grafe bude bez vyrazne horSich metod,
¢im sa docieli podrobné porovnanie vypoc¢tového casu najefektivnejsich metod. Na z-
ovej osi grafov buda uvedené hodnoty prislusného parametra a na y-ovej osi vypoctovy
¢as (CPU time) v sekundach. Vypoctové ¢asy v grafoch buda priemermi z niekolkych
spusteni. Konkrétny pocet spusteni bude S$pecifikovany pri prisluSnom experimente a
pod spustenim rozumieme jedno vygenerovanie realizacii vynosov a nasledné spustenie
uvazovanych metod. Tabulka bude obsahovat vypoctovy ¢as najrychlejsej metody a pre
ostatné metody uvedieme, kolkonasobne bol ich ¢as horsi v porovnani s najrychlejsou
metodou. Taktiez bude obsahovat aj hodnoty ostatnych (netestovanych) parametrov
pouzitych pri prislusSnom numerickom experimente. Ostatné tdaje budi uvedené v
tabulkach v tabulkovej prilohe. Tieto tabulky budu pre kazdu uvazovant metodu obsa-
hovat priemerny, minimalny a maximalny vypoc¢tovy ¢as, priemerny, minimalny a ma-
ximalny pocet makroiteracii potrebnych na skonvergovanie a priemernti a maximalnu
odchylku. Pod odchylkou budeme rozumiet vzdialenost (euklidovskt normu) rieSenia
prislusnej metody od rieSenia priamej metody vnitorného bodu, ktora, ako uvidime
neskor, sa ukazala byt najspolahlivejSou. Dalsim numerickym experimentom bude
testovanie zavislosti vypoctového ¢asu od parametra «. Pre tento experiment priloZzime
jeden obrazok obsahujtci Sest grafov prisliuchajtcich jednotlivim metédam. V kazdom
numerickom experimente uvazujeme sh = ano a aj sh = nie. Oznacenie jednotlivych
metodd bude pocas celého testovania nasledovné: Full IP - metoéda vnitorného bodu,
Full sim - simplexovd metoda, CVaR_s - jednorezovd CVaRmin metoda, CVaR_m
- viacrezova CVaRmin metdéda, Ls_s - jednorezova L-shaped metéda, Ls m - viacre-
zova L-shaped metoda. Celé testovanie realizujeme bez uvazovania regularizovanej L-
shaped metody, pretoze, ako uvedieme neskor v numerickom experimente v podkapitole
4.1.4, tato metoda je nevhodnou pre pouzitie na optimalizaciu tlohy (1.6). Tymto sme
popisali proces testovania a v dalSom texte priloZime a stru¢ne popiSeme vysledky
jednotlivych numerickych experimentov. Za¢neme s testovanim zavislosti vypoc¢tového
casu od poctu aktiv.

4.1.1 Zavislost vypoc¢tového ¢asu od parametra M

Pri tomto testovani sme v pripade Ls s uskutocnili 20 spusteni a pre ostatné metody
sme realizovali 50 spusteni. Mensi pocet spusteni pre Ls_ s, ako uvidime na Obr. 4.1,
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mé za nasledok vyrazne vyssia ¢asova narocnost optimalizacie pomocou tejto metody.
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Obr. 4.1: Vypoctovy cas v zavislosti od poctu aktiv

K =1000, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = ano

M| CVaR m Full TP Full sim Ls m CVaR_s Ls s

2 0.3122 1.31 3.82 21.86 0.69 151.79
3 0.3190 1.22 4.08 22.04 1.79 273.73
4 0.3484 1.14 3.83 19.93 3.13 349.22
5 0.3241 1.03 3.80 19.39 5.13 521.07
6 0.3054 1.03 4.03 19.70 7.89 766.34
7 0.3260 1.14 4.29 20.52  13.78  851.56
8 0.3133 1.10 4.25 19.75 19.72 1106.09
9 0.2989 1.12 4.65 20.64 3140  1442.12
10 0.3133 1.12 4.92 21.12 46.08 1561.15

Tabulka 4.2: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne M

Z tab. 4.2 a Obr. 4.1 vidiet, Ze najrychlejSou bola CVaR__m, ktorej ¢as sa pohyboval
v rozmedzi 0.2989s — 0.3484s. Vyrazne najpomalSou bola Ls s, ktorej ¢asy konvergen-
cie boli od 151.79 do 1561.15 n&sobne vacsie v porovnani s CVaR_m. Pri M = 10
skonvergovanie v priemere trvalo priblizne 8 minit. V pripade jednorezovych verzii je
jasne viditelna rastica zéavislost vypodétového ¢asu od M, t.j. su citlivé na M. Naopak,
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vypoctovy cas ostatnych metod nezavisi od M. Obr. 4.2 a Tab. 4.3 zobrazuju vysledky
experimentu pre vicSie hodnoty parametra M. Tento experiment sme realizovali bez
Ls_s, kvoli velkej citlivosti metody na velkost parametra M. Pocet spusteni sme zvolili
10 pre CVaR_ s a 50 pre ostatné metddy.
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Obr. 4.2: Vypoctovy cas v zavislosti od poc¢tu aktiv

K = 1000, a = 0.01, = 0.0015, £ = 0.000001, sh = &no

M | CVaR m Full IP Full sim Ls m CVaR_s
10 0.2758 1.14 5.27 23.26 47.21

20 | 0.3290 1.18 6.35 20.27 1169.51
30 | 0.4148 1.19 7.04 17.27 1383.63
40 | 0.5278 1.25 6.96 13.58 2283.57
50 | 0.5737 1.38 7.99 13.48 4427.94
60 | 0.6912 1.42 7.77 11.37 8332.58

Tabulka 4.3: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne M

Tymto experimentom sa nam potvrdila velka citlivost CVaR_s met6dy na velkost
parametra M, kde pri M = 60 metéda konvergovala v priemere za 98 minit. Této
metdda bola najpomalSou s casom konvergencie, ktory je takmer v kazdom pripade
niekol’ko tisic nasobne vAcSi nez je ¢as najlepSej metody. Najefektivnejsou metddou
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bola CVaR _m, ktord konvergovala v ¢ase z intervalu 0.2758s - 0.6912s v zavislosti
na parametri M. V tomto pripade sa da pozorovat urcita zavislost u vSetkych metod.
Najcitlivejsou metodou je CVaR s (spolu s Ls_s) a najmenej citlivou je Ls_m.

V dalsom texte zopakujeme predchadzajice testovania pre sh = nie. Pocet spusteni
sme zvolili 50 pre vSetky metody.
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Obr. 4.4: Vypoctovy Cas v zavislosti od poctu aktiv

Na Obr. 4.3 a v Tab. 4.4 st zobrazené vysledky pre mensie hodnoty parametra M
a na Obr. 4.4 a v Tab. 4.5 st uvedené vysledky numerického experimentu pre vicsie
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K =1000, o = 0.01, g = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

M| CVaR_m Full TP CVaR s Full sim Ls m Ls s
2 0.3727 1.14 0.47 5.67 17.61  92.40
3 0.3028 1.36 0.69 6.53 19.97 125.17
4 0.3294 1.24 0.93 6.29 19.98 177.53
5 0.3640 1.23 0.96 5.89 19.32  182.58
6 0.3522 1.23 1.25 5.77 18.18 206.43
7 0.3482 1.27 1.33 5.86 18.52  229.52
8 0.3574 1.25 1.68 5.92 18.69 227.84
9 0.3585 1.26 1.94 6.01 18.98 261.28
10 | 0.3652 1.35 1.95 5.99 18.83 278.81

Tabulka 4.4: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne M

K =1000, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

M| CVaR_m Full TP CVaR s Full sim Ls m Ls s
10 0.3546 1.26 2.52 5.62 19.18 255.21
20 | 0.3955 1.30 3.90 5.70 18.21 337.19
30 | 0.5599 1.28 3.90 4.30 13.48 397.43
40 | 0.6455 1.35 5.34 4.05 12.13  409.66
50 | 0.7567 1.25 6.20 3.58 10.79  389.25
60 | 0.8964 1.36 7.28 3.16 9.28  390.53

Tabulka 4.5: Porovnanie vypoctového ¢asu pre rozne M

hodnoty M. V pripade sh = nie je najefektivnejSou metédou CVaR_m a najhorSou
Ls_s, ktora je aj najcitlivejsou metédou na velkost parametra M. Najmenej citlivou
metodou sa v tomto pripade zd4 byt Full sim. Z porovnania vysledkov numerickych
experimentov je zrejmé, zZe v pripade jednorezovych verzii, pri podmienke nezapornosti
vah v portfoliu (sh = nie), sa jedna o vyrazné zefektivnenie optimalizatného procesu
a znizenie zavislosti (citlivosti) od parametra M. Metéda CVaR_s sa stava porov-
natelnou s dvoma doposial najlepsimi metodami (CVaR_m a Full TP). Zavedenie
ohranicenia nezapornosti vah, v pripade ostatnych metéd, nespdsobilo ziadne vyrazné
zmeny v efektivnosti optimalizacie, ¢o je graficky znazornené na Obr. 4.5.
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Obr. 4.5: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre sh = ano a sh = nie

4.1.2 Zavislost vypoc¢tového ¢asu od parametra K

V tomto experimente sa pozrieme na zavislost vypoc¢tového ¢asu od parametra K. Ako
mozno vidiet z Obr. 4.6 a Tab. 4.6, az na metédu CVaR _s sme dostali rasticu zavislost
vypoctového ¢asu. Metoda CVaR_s je v tomto pripade, pri vacsich poctoch scenarov,
vyrazne efektivnejSia nez vSetky ostatné metody. Jej ¢as konvergencie sa v zavislosti
od K pohyboval medzi 0.9774 a 1.7548.

M =5, a=0.01, p=0.0015, ¢ = 0.000001, sh = ano

K | CVaR_ s CVaR m Full TP Full sim Ls m Ls s
100 0.9774 0.07 0.05 0.06 0.69  13.96
500 1.5095 0.08 0.09 0.26 214 55.77
1000 1.5975 0.20 0.22 0.77 4.21 12433
2000 | 1.8098 0.57 0.62 2.14 7.60  195.97
5000 1.6212 2.85 3.71 14.48 23.59  641.73

10000 | 1.7548 10.22 10.55 51.38  52.34 1277.21

Tabulka 4.6: Porovnanie vypoctového ¢asu pre rozne K

NajpomalSou je Ls_ s, ktora, ako mozeme vidiet v Tab. 4.6, je opat mnohonasobne
pomalSou v porovnani s ostanymi metdédami. V pripade K = 10000 potrebovala na
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Obr. 4.6: Vypoctovy cas v zavislosti od poctu scenarov

zkonvergovanie v priemere 40 mintt. Pocet spusteni sme zvolili rovnako ako v prvom
experimente, teda 20 pre Ls_s a 50 pre ostatné metddy.

Na Obr. 4.7 a v Tab. 4.7 st zobrazené vysledky rovnakého numerického experimentu
ako v predchédzajicom pripade, len hodnota parametra M sa zmenila na 60. V tomto
experimente neuvazujeme metody Ls s a CVaR _s, nakolko sa ukazalo, 7e su velmi
citlivé na velkost parametra M, ¢o by predstavovalo obrovski ¢asovi naro¢nost tohto
experimentu. Pocet spusteni bol v tomto pripade rovnaky pre vsetky metody (50).
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Obr. 4.7: Vypoctovy ¢as v zavislosti od poc¢tu scenarov

Najrychlejsou metédou bola znova CVaR_m a jej vypoctovy ¢as sa pre rozne K
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M =60, o =0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = ano

K |CVaR_m Ful TP Ls m Full sim

100 0.0934 0.80 7.08 5.58
500 0.3068 1.32 11.06 6.73
1000 | 0.8527 1.21 9.17 6.42
2000 2.0072 1.22 9.07 8.64
5000 | 8.5951 1.27 8.59 12.35
10000 | 29.9441 1.07 7.94 14.34

Tabulka 4.7: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne K

nachadza v intervale 0.0934s — 29.9441s. Najdlhsie (takmer 8 min pri K = 10000)
konvergovala metoda Full sim.

Rovnaké dve testovania sme urobili aj pre pripad zavedenia ohrani¢eni nezapornosti
na vahy v portféliu. Tu sme nevylucovali jednorezové verzie, pretoze sa ukazalo, Ze pri
nepovoleni shortsellingu nie je citlivost na parameter M az taka vyrazna. Na Obr.
4.8, Obr. 4.9, v Tab. 4.8 a v Tab. 4.9 st uvedené vysledky pre obe testovania. Pocet
spusteni bol pre vSetky metody v oboch experimentoch nastaveny na 50, len v pripade
Ls s a M = 60 sme zvolili hodnotu 10. V obidvoch experimentoch sa tkazala ako
jasne najefektivnejsia metoda CVaR _ s, ktora skonvergovala za 0.2884s pri K = 10000
a M = b, respektive za 8.7161s pri K = 10000 a M = 60. Vypoctovy cas druhej
najrychlejsej metody (CVaR _m) pri tych istych hodnotach M a K bol 74.49, respektive
3.41 krat viacsi. Najhorsou metodou, podobne ako v predchédzajicich experimentoch,
bola metoda Ls_s. Na Obr. 4.10 je graficky zndzornené porovnanie vypoctového casu
pre sh = ano a sh = nie. V pripade jednorezovych verzii znova dostdvame vyrazni
Casovu usporu pri zavedeni ohranic¢eni nezapornosti vah. V pripade priamych metod je
situacia opac¢na, t.j. vacsiu efektivnost dosahuji tieto metody pri povoleni shortsellingu.
Viacrezové verzie si, rovnako ako pri parametri M, nezavislé na type ohranic¢enia vah.
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Obr. 4.8: Vypoctovy ¢as v zavislosti od poctu scenarov
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M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = nie

K |CVaR_s CVaR_m Full TP Ls m Full sim Ls s
100 0.2744 0.19 0.14 2.46 0.30 18.09
500 0.3038 0.42 0.52 10.60 2.03 102.60
1000 | 0.3078 1.03 1.49 21.43 6.78 167.09
2000 | 0.3863 2.68 3.81 36.00 18.94 232.75
5000 | 0.3630 15.38 2277 11094 152.84  467.85

10000 | 0.2884 73.44 91.23  340.60 953.78  1284.97

Tabulka 4.8: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne K
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Obr. 4.9: Vypoctovy ¢as v zavislosti od poctu scenarov

M =60, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

K |CVaR s CVaR m Full IP Ls m Full sim Ls s
100 2.7022 0.04 0.03 0.27 0.04 8.55
500 4.1629 0.08 0.10 0.84 0.19 38.06
1000 | 5.0191 0.18 0.23 1.57 0.55 61.86
2000 | 7.3320 0.30 0.54 2.62 1.59 79.60
5000 | 7.7392 1.46 1.98 10.31 10.96  233.32

10000 | 8.7161 3.41 4.76 2754 4735  345.45

Tabulka 4.9: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre rozne K
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Obr. 4.10: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre sh = dno a sh = nie

Pri testovani zavislosti vypoctového ¢asu od parametra K sme nastavili maximalnu
testovant hodnotu na 10000. Tato hodnota bola poslednou, pre ktori sme dokazali na
nami pouzitom notebooku bez dodato¢nych nastaveni vyuzivania paméte v Matlabe
alebo v opera¢nom systéme, rieSit optimaliza¢né tlohy pomocou priamych metdd a
viacrezovych verzii (viacrezové verzie pridavaji pre kazdy scenar jeden rez optimality
a preto je v konetnom dosledku velkost hlavnej tlohy podobné s velkostou deter-
ministického ekvivalentu). V pripade jednorezovych verzii s moznosti pouzitia ovela
vacsie. V Tab. 4.10 a 4.11 st uvedené vysledky numerického experimentu pre velké
hodnoty parametra K. Uvazujeme len jednorezovi verziu CVaRmin metddy, pretoze z
predoslych testovani vidiet, ze Ls_s je velmi neefektivnou metddou.

Z tabuliek vidiet, ze jednorezovd CVaRmin metoda je pouzitelné a vel'mi efektivna
aj pri obrovskych poc¢toch scenarov. V pripade povolenia shortsellingu (sh = &no) je
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M =10, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

CPU time Iteracie
K priem. min max | priem. min max
10000 0.9650 0.2933  2.2421 36 14 67
50000 1.1677  0.6219  1.7995 38 21 56
100000 1.35649 1.0125  1.8065 38 30 47
500000 | 3.0360 2.5270  3.8807 38 31 46
1000000 | 5.1752  4.3483  6.2505 37 31 50
2000000 | 9.7621 8.1637 11.5004 39 31 46
5000000 | 20.6453 17.7399 26.0382 34 29 45
10000000 | 42.3758 37.8262 47.7627 35 31 49

Tabulka 4.10: Vypoctovy ¢as CVaRmin v zavislosti od K

M =5, a=0.01, p=0.0015, ¢ = 0.000001, sh = ano

CPU time Iteracie
K priem. min max | priem. min max
10000 2.1472  1.3531  2.9890 75 54 88
50000 2.6363 2.1531 3.2722 81 70 89
100000 | 2.8805 2.3717  3.3455 82 7 91
500000 | 5.2191 4.6912  5.8257 82 7 89
1000000 | 8.2630 7.2692  9.1090 82 72 90
2000000 | 13.9408 11.7551 14.8696 82 70 87
5000000 | 31.0357 28.6271 33.3411 82 7w 89
10000000 | 62.7287 56.6899 69.5264 81 76 88

Tabulka 4.11: Vypoctovy ¢as CVaRmin v zavislosti od K

jej pouzitie obmedzené len pre velmi malé pocty aktiv v portféliu (Obr. 4.2), ale v
opacnom pripade, ako sa ukazalo v predoslom testovani, sa da tato metdda efektivne
pouzit na optimalizaciu portfolia s vacsim poc¢tom aktiv. Pre K = 10000000 (maximum
pre nami pouzity notebook) metoda skonvergovala za 42.3758s, respektive 62.7287s,
¢o je cas, ktory nedosiahli niektoré metédy ani pri K = 10000.

4.1.3 Zavislost vypoc¢tového ¢asu od parametra o

Balej nas bude zaujimat, ¢i maja rozne hodnoty parametra o vplyv na vypoctovy cas
jednotlivych metod. Na Obr. 4.11 (sh = ano) a 4.12 (sh = nie) su graficky zobrazené
zéavislosti vypoc¢tového ¢asu od parametra «, ktorého hodnoty uvazujeme z intervalu
0.01 —0.2. Na kazdom z grafov st zvyraznené ¢asto pouzivané hodnoty «, t.j. 0.01 0.05
a 0.1. Pocet spusteni pre tento numericky experiment bol zvySeny, v snahe dostat ¢o
najhladsiu krivku zévislosti vypoc¢tového ¢asu, na hodnotu 100 pre vSetky metody. 7Z
grafov vidiet, Ze pre jednorezové verzie dostavame v oboch pripadoch klesajicu zavis-
lost. Rovnaku zavislost v oboch pripadoch dostavame aj pre metodu Full IP, kde po
hodnotu 0.05 vypoctovy cas rastie a od tejto hodnoty klesa. V pripade viacrezovych
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verzii sme dostali velmi ,,divoké” krivky a teda nie je mozné urcit akukolvek tendenciu
vypoctového ¢asu. Zaujimava zavislost je viditeIna v pripade simplexovej metody, kde
pri povoleni shortsellingu dostavame klesajicu zavislost a v opa¢nom pripade ide o

rasticu zéavislost.
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Obr. 4.11: Porovnanie vypoctového ¢asu pre «, sh = ano, K = 1000, M = 5, u =

0.0015, € = 0.000001
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0.0015, e = 0.000001

4.1.4 Regularizovani L-shaped metéda

Doposial sme sa nevenovali regularizovanej verzii L-shaped metody. Teraz uvedieme

dovody, preco sme tito metdédu vynechali z predoslého testovania. Pre pouzitie tejto

metody je potrebné na zaciatku optimalizacného procesu zvolit $tartovaci bod. V nasle-

dujicom texte porovname vypoctovy c¢as regularizovanej metody pre rozne Startovacie

body s viacrezovou verziou L-shaped metddy, kedze regularizovand metdda bola odvo-
dena prave z tejto metody. V prikladoch z literatary (|6],[25]) sa uvazuju jednoduché

K =500, M =5, a=0.01, = 0.0015, ¢ = 0.000001, sh = ano

Start. Cas (sec.) Iteracie
bod | priem. min max | priem. min max | neskonverg.

ax 160.6  31.6  275.6 13 4 19 3
a2 189.9 449 2824 16 5 20 4
as 192.8 48,7 2764 16 6 20 4
ay 119.8 354  248.2 11 4 16 2
as 153.6  40.0  259.6 13 5 18 1
ag 160.2  31.3  276.8 14 4 20 3
ar 179.6  80.3  302.0 16 8 22 5
as 180.6 474  264.8 15 6 19 5

Ls m | 3.2453 3.1704 3.5510 2 2 2 0

Tabulka 4.12: Porovnanie regularizovanych metod



4.1.5 Zhrnutie 64

Startovacie body, napr. vektor jednotiek, nil atd. a preto aj my budeme uvazovat Star-
tovacie body tohto typu. V Tab. 4.12 st uvedené vysledky numerického experimentu,
ktorym sa potvrdilo nase ocakavanie, a to, Ze regularizovana metoda nebude efektivnej-
Sia ako viacrezova verzia L-shaped metody. UvaZované Startovacie body st a; = 07,
Ay = 1?;[, as = —1?\14, ay = %17]\14, as = —%1%1, ag = —I—(—)ﬁl?\} a a7 = +(—)17A2
Oznacenie +(—) znamené, Ze jednotlivé prvky Startovacieho bodu maja znamienko
podla znamienka o¢akdvanych vynosov, t.j. zaporné o¢akavané vynosy znamenaji za-
porné vahy a opacne, ag reprezentuje Startovaci bod zodpovedajici rieSeniu len s jed-
nym scenarom, ktory zodpoveda ocakavanym vynosom.V riadkoch a; az ag st uvedené
vysledky regularizovanej L-shaped metody s prislusnym Startovacim bodom a riadok
Ls_m zodpoveda viacrezovej L-shaped metode. V stlpci neskonverg. je uvedeny poéet
neskonvergovani, pricom pod neskonvergovanim sa rozumie aj dosiahnutie hornej hra-
nice makroiteracii, ktora bola nastavena na hodnote 30. Pocet spusteni sa rovnal 20.

Z Tab. 4.12 je zjavné, Ze regularizovana metoda je pre tento typ tloh vyrazne horsia
nez viacrezova verzia, hoci vo vSeobecnosti bolo experimentmi preukazané ([6]), ze je
efektivnejSia v porovnani s obidvoma verziami L-shaped metody. Dokonca je horsou
aj v porovnani s Ls_s, ktord v predchadzajicich experimentoch dosahovala najhorsie
vysledky. Za povSimnutie stoji aj velky rozdiel medzi minimalnym a maximalnym
vypoctovym ¢as (v porovnani s Ls m), ¢o svedéi o velkej citlivosti na to, aké scenére
sa vygeneruju a taktiez aj pocet neskonvergovani, kde v niektorych pripadoch dosiahla
miera neskonvergovania az 25%. Toto pozorovanie sme povazovali za postacujice na
to, aby sme tuto metodu dalej pri numerickych experimentoch neuvazovali .

4.1.5 Zhrnutie

Pred zhrnutim eSte uvedieme posledé pozorovanie, ktorym bude tspesnost alebo spolah-
livost jednotlivych metod, t.j. v kolkych percentach z celkového poc¢tu spusteni jed-
notlivé metody neskovnergovali. Celkovo sme realizovali 39170 spusteni, t.j. priblizne
6500 pre kazdu z metod a vysledky tohto pozorovania su zobrazené v Tab. 4.13. Aj
v tomto pripade rozdelime pozorovanie na dve casti, t.j. pre pripad povolenia a aj
nepovolenia shortsellingu, pretoze ako vidiet z Tab. 4.13, Gspesnost niektorych metod
sa pre jednotlivé pripady vyrazne lisi.

Medzi veelku spolahlivé metody moZzeme zaradit viacrezové verzie (CVaR_m, Ls m)
a metodu vnutorného bodu. Tieto metody neskonvergovali len v 0.165%, respektive
0.03%. Menej spolahlivymi metodami st simplexova metoda (1.93%) a jednorezové
verzie (1.09% CVaR_s, 1.5% Ls_s).

Na koniec testovania metod pre rieSenie jedno-periédovej tilohy optimalizacie port-
folia si zhrnieme jednotlivé experimenty. Za najuniverzalnejsie mozno oznacit viacre-
zové verzie, hlavne kvoli tomu, ze tieto metody neprejavili ziadnu vyrazna citlivost pri
parametri M, t.j. je mozné ich pouzit pri optimaliza¢nych tlohach s va¢sim poctom
aktiv. Typ ohrani¢enia na vihy taktiez neméa vplyv na vypoctovy ¢as ako vidiet z Obr.
4.5 a 4.10. V pripade parametra « nebolo mozné urcit Ziaden typ zavislosti, a teda
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Spusteni Neskon. Neskon. /Spusteni(%)
shortselling | &no  nie celkom | &no mnie celkom | 4no nie  celkom
Full TP | 3350 3350 6700 0 2 2 0 0.06 0.03

Full sim |3350 3350 6700 | 25 104 129 |0.75 3.11 1.93

CVaR_s | 3210 3750 6960 | 34 42 76 1.06 1.12 1.09

CVaR_m | 3350 3350 6700 ) 6 11 0.15 0.18 0.165
Ls_s 2300 3110 5410 | 54 27 81 2.35 0.87 1.5
Ls m 3350 3350 6700 5 6 11 0.15 0.18 0.165

Tabulka 4.13: Uspesnost jednotlivych metod

sa da povedaf, Ze tento parameter nema vplyv na vypoc¢tovy ¢as viacrezovych verzii.
V prospech univerzalnosti tiez hovori aj pocet neskonvergovani, ktory je v oboch pri-
padoch (sh = ano a sh = nie) velmi nizky a takmer rovnaky. Jedinou velkou nevyhodou
tychto metod je skutoc¢nost, ze je ich mozné pouzit len pre pocet scenarov do hodnoty
10000. Z tejto dvojice metod dosahovala vyrazne lepsie vysledky metéda CVaR_min a
preto je mozné tito metddu oznacit za najvhodnejSiu pre optimalizacné ulohy s va¢sim
poctom aktiv a s povolenym shortsellingom.

Priame met6dy dosiahli dobré vysledky, ked takmer vo vSetkych experimentoch boli
lepsie ako obidve verzie L-shaped metody. Metéda vniatorného bodu dokonca dosaho-
vala vo v8etkych experimentoch porovnatelnu efektivost s CVaR_m metodou a tak
¢astokrat bola druhou najefektivnejSou metodou. Bola aj najspolahlivejsou, kde v pri-
pade povolenia shortsellingu skonvergovala vzdy a opa¢nom pripade neskonvergovala
len styrikrat. Tato Statistika neplati v pripade simplexovej metédy, ktord bola naj-
nespolahlivejSou metodou, ked pri nepovoleni shortsellingu neskonvergovali az 3.11%
testovanych tloh, celkovo to bolo 1.93%.

Jednorezové verzie patrili v testovani medzi najcitlivejSie metody, kde v kazdom
experimente bolo mozné pozorovat nejakd zavislot vypoc¢tového ¢asu. Metoda Ls_ s
bola jednoznac¢ne najhorsou v kazdom numerickom experimente a spolu s regularizo-
vanou metodou je nevhodna na riecenie uloh typu (1.6). Na druhej strane, pri met6dach
CVaR _s je zaujimavym javom minimalna zavislost na pocte scenarov. Tato skuto¢nost
spolu s vedomostou, 7Ze metdéda pridava len jeden rez optimality pre vSetky scenére,
dovoluju jej pouzitie aj pri obrovskom pocte scenarov. V pripade mensSiecho poctu aktiv
v portfdliu je tato metoda vyrazne efektivnejSia ako CVaR _m a pri zavedeni ohranice-
nia nezapornosti na vahy dominuje aj pre vicsie hodnoty parametra M. V tychto pri-
padoch je najvhodnejSou volbou pouzitie metody CVaR _s. Jedinou nevyhodou je len
vel'ké citlivost na M pre sh = ano, ¢o je aj pripad kedy je vhodnejsie pouzit CVaR_ m.
Za pozornost stoji aj sedemkrat vac¢si pocet neskonvergovanych tdloh v porovnani s
CVaR_m.

Co sa tyka nasich o¢akavani, potvrdila sa vyrazna vyhodnost metod Specidlne vyvi-
nutych na rieSenie optimalizac¢nych tloh s CVaR v tcelovej funkcii, kde jednorezova
CVaRmin metéda je jednoznacéne najefektivnejSou metdédou az na pripad povolenia
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shortsellingu a vacsi pocet aktiv v portfoliu, kedy je najlepsie pouzit nami odvodent
viacrezoviit CVaRmin metédu. Z ¢asti sa potvrdila vyhodnost viacrezovych metod,
kde viacrezova verzia L-shaped metody bola stale lepSou v porovnani s jednorezovou
verziou a nasa CVaR_m prekonala CVaR _s prave v pripade povolenia shortsellingu a
vacsieho M. Na druhej strane sa nepotvrdila vicsia efektivnost dekompoziénych metod,
kde priame metody castokrat vyrazne prekonali verzie L-shaped metody.

Pre kompletnost uvadzame v prilohe B tabul'ky pre numerické experimenty s parame-
trami M a K. Konkrétne uvadzame tabulky pre zavislost vypoctového ¢asu Ls_s od
men§ieho poc¢tu aktiv, pre ostatné metoédy uvadzame zavislost vypoctového ¢asu od
vicgieho poctu aktiv. Taktiez pre vSetky metody uvidzame zavislost vypoctového c¢asu
od K. Vsetky tieto zavislosti uvadzame aj pre povoleny shortselling (sh = &no) a
nepovoleny shortselling (sh = nie).

4.2 Viac-periédova tloha optimalizacie portfélia

V tejto Casti porovname numerické vysledky ziskané pomocou jednorezovej a viacre-
zovej vnorenej L-shaped metody a modifikovanej jedno a viacrezovej vnorenej L-shaped
metody. NaSe ocakavania si v tomto pripade podobné tym z predchadzajicej ¢asti a to,
Ze viacrezové verzie budu efektivnejsie nez jednorezové a taktiez, ze modifikované verzie
budd vyhodnejsie nez povodné verzie vnorenej L-shaped metody. Pri o¢akavaniach o
vyhodnosti viacrezovych verzii treba v§ak brat do uvahy skuto¢nost, ze kompenzac¢né
matice vo vSeobecnosti nepatria do skupiny tplnych kompenzac¢nych matic, ¢o moze
mat za dosledok pridévanie rezov pripustnosti a z toho plyntice zpomalenie optimali-
zac¢ného procesu.

Pre ucel testovania sme pouzili tie isté historické tdaje ako v predchadzajicom
testovani, t.j. jednotlivé realizdcie ndhodného vektora vynosov pochadzaju z rozde-
lenia & ~ N(7,%), k=1,...,K' t=1,..., H. Strom scenarov budeme generovat
nasledovne. Pre kazdy uzol v kazdom stupni (okrem korefia stromu) vygenerujeme pris-
lugnt realizaciu &.. Pravdepodobnosti nastatia jednotlivych realizacii zavisia od toho,

v ktorom stupni sa prislusnd realizacia nachddza, t.j. pf, = &, k =1,..., K", ¢ =
1,..., H. Ukonc¢ovacie podmienky boli upravené rovnakym spésobom ako v predchadza-

jicom testovani a na ukladanie vstupnych tdajov sme pouzili funkciu sparse.

Testovat budeme postupne zavislost vypoctového ¢asu od poc¢tu aktiv M, od poctu
scenarov K (potu vietkych moznych ciest od koreiia k listom stromu) a od parame-
tra a. Opat ku kazdému numerickému experimentu prilozime grafické porovnanie jed-
notlivych metod a tabulku, v ktorej bude uvedené porovanie modifikovanych metod
s povodnymi metédami. V kazdom numerickom experimente uvazujeme aj povolenie
shortsellingu (sh = 4no) a nepovolenie shortsellingu (sh = nie). Oznacenie metod bude
nasledovné: VLs s - jednorezova vnorené L-shaped metoda, MLs s - modifikovana jed-
norezova vnorena L-shaped metoda, VLs m - viacrezova vnorena L-shaped metéda,
MLs_m - modifikovana viacrezova vnorena L-shaped metoda.
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Pred samotnym testovanim uvadzame velkosti rieSenych uloh. Parameter K repre-
zentuje pocet realizacii ndhodného vektora vynosov v danom uzle, t.j. pocet nasle-
dovnikov daného uzla (pre vSetky uzly v stupni ¢t = 0,..., H — 1 uvazujeme rovnaki
hodnotu parametra K). Uvadzame aj velkost uvazovanych tloh pre testovanie zévislosti
vypoctového ¢asu od parametra M, pretoze v pripade viac-periddovej tlohy optima-
lizacie portfolia méa hodnota paramatra M zna¢ny vplyv na velkost tulohy. Pri testovani
zavislosti od parametra K uvazujeme H = 5, t.j. pat ¢asovych peridd a pri testovani
zéavislosti od parametra M uvazujeme H = 4, t.j. §tyri ¢asové periody. Riadky a stipce
v Tab. 4.14 zodpovedajii rozmerom matice ohraniceni talohy (1.7) a stlpec K oznatuje
pocet scenatov v prislusnej tlohe.

H=5 M=5

K | Riadky Stipce KH H =4, K =10, K =10000
2 93 248 32 M | Riadky Stipce
3 484 1089 243 2 | 12221 14443
4 1705 3410 1024 5 | 12221 17776
5 4686 8591 3125 8 | 12221 21109
6 | 10885 18660 7776 11| 12221 24442
7 | 22408 36413 16807 14 | 12221 27775
8 | 42129 65534 32768 17 | 12221 31108
9 | 73810 110715 59049 20 | 12221 34441
10 | 122221 177776 100000

Tabulka 4.14: Rozmery matice ohraniceni testovanych tloh pre rézne hodnoty K a pre
rozne hodnoty M

4.2.1 Zavislost vypoc¢tového ¢asu od paramatra K

Na Obr. 4.13 je uvedené grafické porovnanie zavislosti vypoc¢tového ¢asu od parametra
K. Na grafe vlavo je porovnanie pre pripad sh = ano a na grafe vpravo je porov-
nanie pre pripad sh = nie. V obidvoch pripadoch bola jasne najefektivnejsou metodou
MLs m, ktora pri K = 10, ¢o je 100000 scenarov, skonvergovala v priemere za 629.13s
pri sh = ano, respektive za 605.51s pri sh = nie. NajpomalSou metédou bola VLs s,
ktora pri tom istom pocte scenarov potrebovala na skonvergovanie v priemere 6366.01s
pri sh = ano, respektive 4528.35s pri sh = nie. Z obidvoch grafov na Obr. 4.13 je
zretelna vyhodnost modifikovanych verzii vnorenej L-shaped metody. Tato vyhodnost
je uvedena v Tab. 4.15 a 4.16, kde stlpec oznaceny zefekt. reprezentuje percentualne z-
efektivnenie optimaliza¢ného procesu v pripade pouzitia modifikovanej metody v porov-
nani s povodnou metddou. Pri viacrezovej verzii sme dosiahli zefektivnenie na trovni
48% az 54% a v pripade jednorezovej verzie to bolo 45% az 50%. Na Obr. 4.14 je porov-
nanie vypoctového ¢asu pre sh = ano a sh = nie, kde v pripade viacrezovych verzii sa
neda pozorovat ziadna citlivost na hodnotu parametra sh. To isté sa ned& povedat o
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jednorezovych verziach, ktoré pri sh = nie konverguju vyrazne rychlejsie nez pri sh =
ano. Pocet spusteni v tomto numerickom experimente bol 10.

7000 5000
6000 4000
o 5000 "
£ 4000 £ 3000
- -
2 3000 2 2000
“ 2000 ©
1000 / 1000
—r”"/‘
0 * 0
1 3 5 7 9 1 3 5 7 9
K K
——MLs_m —e—VLs_m MLs_s —e—VLs_s ——MLs_m —e—VLs_m MLs_s ——VLs_s

Obr. 4.13: Zavislost vypoctového ¢asu od K pre sh = ano (vlavo) a sh = nie (vpravo)

M =5, a=0.01, § =2, e =0.000001, sh = ano
MLs m VLs m zefekt. | MLs s VLs s zefekt.
1.36 2.87  0.53 2.56 4.71  0.46
5.78 11.84 0.51 14.47 2647 0.45
16.91 36.53 0.54 50.95  99.35 0.49
37.89 78.82  0.52 154.30  302.43  0.49
79.54  157.50 0.49 309.46  578.69  0.47
142.75  279.79  0.49 559.44 112448  0.50
236.77  480.64 0.51 | 1123.30 2089.33 0.46
422.25  823.39 0.49 | 2240.84 4145.55 0.46
629.13 120794 0.48 | 3386.17 6366.01 0.47

—_
05000 0o ot WX

Tabulka 4.15: Porovnanie modifikovanych a povodnych verzii vnorenej L-shaped
metody pre sh = ano

M =5, a=0.01, § =2, e =0.000001, sh = nie

MLs m VLs m zefekt. | MLs s VLs_ s zefekt.
1.30 2.58 0.49 1.58 293 0.46
5.63 12.15  0.54 9.33 18.28  0.49

16.11 35.12  0.54 35.89 67.12 047
38.65 83.10 0.53 96.15 178.46 0.46
75.68 153.63 0.51 183.18 331.93 0.45
142.65  293.86 0.51 381.18 728.82 0.48
23991 470.22 0.49 728.88 1359.35 0.46
431.76  867.85 0.50 |1069.04 1999.11 0.47
606.51 1206.95 0.50 | 2383.34 4528.35 0.47

—_
NS TE= Y U Y o

Tabulka 4.16: Porovnanie modifikovanych a pdvodnych verzii vnorenej L-shaped
metddy sh = nie
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Obr. 4.14: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre sh = dno a sh = nie
» L3 b -, v P v
4.2.2 Zavislost vypoc¢tového ¢asu od paramatra M

V tomto numerickom experimente budeme sledovat zavislost vypoctového c¢asu od
parametra M € {2,...,20}. Z Obr. 4.15 a 4.16 vidiet, Ze dostavame velmi podobné
vysledky ako pri jedno-periédovych tlohach, t.j. jednorezové verzie si podstatne citlivej-
Sie na zmenu hodnoty parametra M nez viacrezové verzie.
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——MLs_m —e—MLs_s VLs_m —e—VLls_s ——MLs_m VLs_m

Obr. 4.15: Zavislost vypoctového ¢asu od M pre sh = ano

Aj v tomto numerickom experimente bola narychlejSsou metéda MLs m, ktorej
vypoctovy c¢as takmer nezévisi na hodnote parametra M a pohybuje sa medzi 53s
az 72s. NajneefektivnejSou je opat VLs s, ktord je velmi citlivd na zmenu hodnoty
parametra M a v najhorSom pripade potrebovala k skonvergovaniu 922.88s. Modi-
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Obr. 4.16: Zavislost vypoc¢tového ¢asu od M pre sh = nie

fikované verzie st aj v tomto pripade vyrazne efektivnejsie a miera zefektivnenia sa
pohybuje, podobne ako pri parametri K, medzi 49% az 55% pri viacrezovej verzii a
medzi 45% az 48% pri jednorezovej verzii. Toto pozorovanie je zobrazené v Tab. 4.17
a 4.18. Na Obr. 4.17 prikladame porovnanie vypoctového casu jednotlivych metod pre
sh = ano a sh = nie. Pocet spusteni bol nastaveni na hodnote 10.

K =10, a = 0.01, § = 2, ¢ = 0.000001, sh = 4no

M | MLs m VLs m zefekt. | MLs s VLs s zefekt.
2 53.96 117.63 0.54 | 200.81 373.50 0.46
5 61.94 127.60 0.51 | 310.82 563.20 0.45
8 64.98 143.87 0.55 | 352.68 667.62 0.47
11 67.13  139.67 0.52 | 348.92 666.43 0.48

14 65.69 130.07 0.49 434.99 823.01 0.47
17 68.61 140.65 0.51 443.20 842.68 0.47
20 71.23  139.60 0.49 480.88 922.88  0.48

Tabulka 4.17: Porovnanie modifikovanych a pdvodnych verzii vnorenej L-shaped
metody pre sh = ano

K =10, a =0.01, 6 =2, € =0.000001, sh = nie

M | MLs m VLs m zefekt. | MLs s VLs s zefekt.
2 53.85 108.25 0.50 | 127.77 236.38 0.46
5

8

62.56 134.51 0.53 168.57 323.65 0.48
66.57 136.47 0.51 219.57 410.60 0.47
11 71.31  148.32 0.52 231.67 44249 048
14 71.98 141.79 0.49 285.52 55391 048
17 71.77  142.10 0.49 296.37 555.69 047
20 75.94 156.44 0.51 308.55 569.27  0.46

Tabulka 4.18: Porovnanie modifikovanych a pdvodnych verzii vnorenej L-shaped
metody sh = nie
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Obr. 4.17: Porovnanie vypoc¢tového ¢asu pre sh = 4no a sh = nie

4.2.3 Zavislost vypoétového ¢asu od parametra o

V tejto ¢asti budeme sledovat zavislost vypocétového ¢asu od parametra «, ktorého
hodnoty uvazujeme z intervalu 0.01 — 0.2. Na kazdom z grafov na Obr. 4.18 a 4.19 st
zvyraznené ¢asto pouzivané hodnoty «, t.j. 0.01 0.05 a 0.1. Pocet spusteni pre tento
numericky experiment bol 20. Z Obr. 4.18 a 4.19 vidiet, Ze pre jednorezové aj viacrezové
verzie dostavame velmi podobné vysledky ako pri testovani z podkapitoly 4.1, t.j. pre
jednorezové verzie dostavame v obidvoch pripadoch klasajicu zéavislost a v pripade
viacrezovych verzii je opat naro¢né urcit nejaky druh zavislosti.
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Obr. 4.18: Porovnanie vypoctového ¢asu pre «, sh = ano, K =5, M =5, H = 4,
0 =2, e =0.000001
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Obr. 4.19: Porovnanie vypoctového casu pre o, sh =nie, K =5 M =5 H =4, =2,
e = 0.000001

4.2.4 Zhrnutie

Na zaver tohto testovania zhrnieme jednotlivé pozorovania a vyhodnotime efektivnost
a vhodnost pouzitia jednotlivych met6d. Najprv vyhodnotime zefektivnenie jednore-
zovej a viacrezovej vnorenej L-shaped metédy modifikdciou uvedenou v podkapitole
3.10. Vo vsetkych numerickych experimentoch dosiahla miera zefektivnenia aspon 48%
pri viacrezovej verzii a aspon 45% pri jednorezovej verzii, ¢o povazujeme za velmi dobry
vysledok nasej modifikicie. Viacrezové verzie, podobne ako v predchadzajicom testo-
vani, neprejavili ziadnu vyraznu citlivost na hodnoty parametrov M, « a sh a v priebehu
testovania neskonvergovalo len 0.7% testovanych tloh. Tieto skuto¢nosti moézeme po-
vazovat za postacujice na prehlasenie viacrezovych metod za vyrazne univerzalnejsie
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v porovnani s jednorezovymi verziami. Pri jednorezovych verziach sa potvrdila, aj v
predchadzajicom testovani odpozorovana, vysoka citlivost na vetky testované parame-
tre. Miera neskonvergovania v pripade jednorezovych verzii dosiahla az 4%. Tieto sku-
to¢nosti robia z jednorezovych verzii (modifikovana a povodna) nevhodni a neefektivnu
variantu pre rieSenie tloh v tvare (2.18). Pre tlohy v tvare (2.18) odpori¢ame pouzit
modifikovanu viacrezovi vnorent L-shaped metodu, pretoze vo vSetkych numerickych
experimetoch jasne prevysila ostatné metody.

V prilohe C sa nachadzaju dodato¢né tabulky obsahujice dalsie udaje z numeric-
kych experimentov, v ktorych sme testovali zavislost vypoc¢tového ¢asu od paramatrov
M a K. Struktara tabuliek je nasledovna. V prvych troch stlpcoch tabulky je uvedeny
priemerny, minimalny a maximalny vypoctovy cas prislusnej modifikovanej metody.
f)alej nasleduje priemerny, minimalny a maximéalny vypoctovy c¢as prislusnej pévodne;j
metddy a napokon je uvedeny priemerny, minimalny a maximalny pocet makroitera-
cii potrebnych na skonvergovanie. Infornécia o makroiteraciach je spolo¢na pre obe
metody, pretoze modifikovana verzia je len zjednodusenim povodnej verzia a tak pocet
maktoiteracii a rieSenie st vzdy tplne rovnaké.



Zaver

Cielom tejto préace bolo vyhodnotit efektivnost pouzitia roznych algoritmov pre rieSenie
jedno-periddovej a viac-periddovej tillohy optimalizacie portfolia s rizikovou mierou Con-
ditional Value-at-Risk. Jednotlivé algoritmy sme implementovali v Matlabe a nasledne
sme ich efektivnost vyhodnotili na zdklade rozsiahleho numerického experimentu.

Na rieSenie jedno-periédovej tilohy optimalizacie portfolia sme pouzili jednorezovi,
viacrezovu a regularizovani verziu L-shaped metody. Dalej sme pouzili CVaRmin meto-
du a nami odvodent viacrezovi verziu CVaRmin met6dy. Do testovania sme zahrnuli
aj metodu vniatorného bodu a simplexovi metodu, ktoré su priamo implementované v
Matlabe. Testovanie potvrdilo nase ocakavania o vyssej efektivnosti CVaRmin metod,
kde nami navrhnuta viacrezovd CVaRmin metdda bola jasne najefektivnejSou pri tlo-
héach s vac¢sim poc¢tom aktiv a uvazovanim shortsellingu. V ostatnych pripadoch bola
vyrazne najefektivnejsou jednorezova CVaRmin metoda. Taktiez sa potvrdili nase ocaka-
vania ohladom vyhodnosti pouzitia viacrezovych metod, ktoré konvergovali vzidy v
dvoch makroiteraciach a jasne prevysili jednorezové verzie uvazovanych metod vo
vSetkych testovanych aspektoch. Na zaklade uvedeného povazujeme CVaRmin metody
za najvhodnejSiu volbu pre rieSenie jedno-periédovej tlohy optimalizacie portfolia.
Naopak, jednorezovi a regularizovani verziu L-shaped metody povazujeme za najnev-
hodnejsie varianty a z tohto dovodu ich pouzitie neodportic¢ame. Dobré vysledky dosiah-
la metoda vnutorného bodu, ktora bola castokrat druhou najrychlejsou metédou a
zaroven bola najspolahlivejSou, pricom neskonvergovala len v 0.03% testovanych tloh.

V pripade riesenia viac-periédovej tilohy optimalizicie portfolia sme uvazovali jed-
norezovi a viacrezovi vnorenu L-shaped metédu. V obidvoch verzidach sme navrhli
modifikdciu umoznujicu zefektivnenie procesu optimalizacie pomocou tychto metod.
V testovani sa potvrdila efektivnost nasej modifikicie, kde v pripade viacrezovej verzie
dosiahla miera zefektivnenia 48% az 55% a v pripade jednorezovej verzie to bolo 45%
az 50%. Aj v tomto pripade sa potvrdilo naSe o¢akavanie a viacrezové verzie vyraznym
sposobom prevysili jednorezové. Z uvedenych skuto¢nosti odporuc¢ame pouzit modi-
fikovanu viacrezovia vnorenu L-shaped metodu.
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Priloha A

AAPL
ACAPA
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AlzZ
ALTR
ALU
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BN.PA
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DRI
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GOOG
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NEM
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OR.PA
PCL
PHIA.AS
PWR
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RWE.DE
SAN.PA
SAP.DE
SGO.PA
SIE.DE
SLB

SLM
TXN
USB

WY
ZION

Harris Corp.

Hospira Inc.

Intuit Inc.

KLA-Tencor Corporation
Masco Corporation

LVMH Moet Hennessy Louis Vuitton
METRO AG

M

Nabors Industries, Ltd.
Newmont Mining Corp.
NOKIA

NVIDIA Corporation
L’Oreal SA
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Quanta, Services Inc.
Praxair Inc.
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Priloha B

K =1000, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = ano
Cas (sec.) Iteracie Odchylka
M | priem. min max | priem. min max priem. max
2 | 4739 38.46 60.11 16 13 20 |3.92E—-04 201F—03
3 | 87.32 7512 106.37 30 25 35 |5.54E —-04 245E —03
4 1121.67 95.02 148.58 41 32 48 | 3.32E—-04 3.04E —03
5 | 168.88 147.25 200.24 58 51 67 [6.30E —-04 2.51E —03
6 | 234.04 209.06 267.08 82 75 91 |391F—-04 1.04E—-03
7 | 277.61 254.27 295.21 95 88 98 [6.31E—-04 2.09E — 03
8 | 346.54 297.20 384.78 | 119 106 127 | 3.90E —04 1.36E — 03
9 | 431.05 353.46 ©541.72| 149 124 180 | 4.28E —04 5.75FE —04
10 | 489.11 439.08 558.04 | 167 154 185 | 3.72E —04 6.85FE — 04
K =1000, o = 0.01, g = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie
Cas (sec.) Iteracie Odchylka
M | priem. min max | priem. min max priem. max
2 | 3444 2436 43.52 12 8 14 | 8.52E - 05 7.52FE — 04
3| 37.90 23.84 44.64 13 7 15 | 1.69E —-04 1.61FE —03
4 | 58.48 27.19 88.93 21 9 31 |2.37E —04 8.59E — 04
5 | 66.46 27.76 115.83 24 10 41 | 7.00E —-05 4.12FE—04
6 | 72.90 24.37 112.88 23 8 40 | 8.24E —-05 3.73E —04
7| 79.92 2893 137.66 28 9 48 | 1.64E —-04 7.79E —04
8 | 81.43 38.81 129.11 31 14 46 |4.61E—05 4.98E —04
9 | 93.67 51.75 155.91 32 15 54 |1.39E —-04 5.90F — 04
10 | 101.82 45.42 149.41 36 16 52 |131F—-04 321FE—-04

Tabulka 4.19: Jednorezova L-shaped metdda pre sh = ano a sh = nie

K = 1000, a = 0.01, = 0.0015, £ = 0.000001, sh = &no

Full_ID

Full sim

Cas (sec.)

priem. min

max

Cas (sec.)

priem. min max

Odchylka

priem.

max

10
20
30
40
50
60

0.314 0.231
0.388 0.273
0.494 0.407
0.660 0.505
0.792  0.638
0.982 0.807

0.459
0.606
0.619
0.761
1.037
1.278

1.453 1.225
2.089 1.119
2.920 2.431
3.673 2.754
4.584 3.526
5.370 4.574

1.827
2.499
3.609
4.247
5.864
7.010

4.82E — 06
5.66E — 06
3.99F — 06
2.83E — 06
4.52F — 06
6.43L — 06

1.57TE — 04
6.27E — 05
3.70E — 05
4.49E — 05
2.68E — 05
3.30E — 05




K =1000, o =0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

Full_IP

Full

sim

priem.

Cas (sec.)

min

max

Cas (sec.)

priem.

min

max

Odchylka

priem.

max

10
20
30
40
50
60

0.447
0.514
0.717
0.871
0.946
1.219

0.310
0.337
0.455
0.533
0.628
0.817

0.668
0.786
1.400
1.744
1.466
2.030

1.993
2.254
2.407
2.614
2.709
2.832

1.855
1.932
2.025
2.230
2.195
2.315

2.420
3.430
3.271
3.702
3.595
3.672

2.84F — 05
2.01E — 06
5.28E — 05
4.12F — 07
3.90F — 06
1.92E — 06

9.20F — 04
2.01FE -04
6.12F — 04
8.06L — 05
7.27TE — 05
8.97E — 05

Tabulka 4.20: Full

_IP a Full sim pre sh = 4no a sh = nie

K =1000, o = 0.01, p = 0.0015, £ = 0.000001, sh = &no

Cas (sec.) Iteracie Odchylka
M | priem. min max | priem. min max priem. max
10 | 13.02 10.75 17.90 187 168 201 |838E—-06 2.71E—04
20 | 384.77 358.01  436.92 552 530 601 | 1.0bE — 05 8.34FE —03
30 | 573.93 539.46 620.21 | 1032 985 1083 | 3.03E —05 2.19FE —04
40 | 1205.27 1067.52 1283.30 | 1628 1526 1718 | 3.7T0E — 05 6.66E — 04
50 | 2540.31 2489.76 2576.06 | 2198 2158 2314 | 2.49E — 05 4.98E — 04
60 | 5759.48 5646.33 5839.02 | 2988 2945 3018 | 9.46F — 05 5.88FE — 04
K =1000, o = 0.01, p = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie
Cas (sec.) Tteracie Odchylka
M | priem. min max | priem. min max priem. max
10 | 0.893 0.215 2.183 36 15 68 | 3.82E—-04 4.27E —04
20 | 1.542 0.563 3.956 51 27 89 |1.15E—-04 9.83E —04
30| 2.186 0.714 5.231 64 27 101 | 2.18E - 04 5.67F —04
40 | 3.447 1.196 7.681 79 44 124 |1.93FE —-04 7.11FE —04
50 | 4.692 1.271 9.434 82 39 127 | 3.45E —-04 8.29F — 04
60 | 6.524 1.886 12.753 95 42 136 | 2.84F — 04 5.88F — 04

Tabulka 4.21: Jednorezova CVaRmin metoda pre sh = 4no a sh = nie

K = 1000, a = 0.01, 4 = 0.0015, £ = 0.000001, sh = &no

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

M | priem. min max | priem. min max priem. max

10| 0.276 0.169 0.540 2 2 2 |150E—-05 4.27E—-04
20| 0.329 0.204 0.838 2 2 2 |8.90E —-05 2.08E —03
30 | 0.415 0.256 0.777 2 2 2 |1.86E—-05 187E —04
40 | 0.528 0.352 1.207 2 2 2 |6.62E—-05 1.04E —03
50 | 0.574 0.381 1.140 2 2 2 |9.60E—-05 T7.63E —04
60 | 0.691 0.436 1.484 2 2 2 |136E—-04 1.26E —03




K =1000, o =0.01, g = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

M | priem. min max | priem. min max priem. max

10 | 0.355 0.199 0.640 2 2 2 |1.22E—-05 3.72E—-04
20| 0.396 0.236 0.733 2 2 2 |189E—-05 187E—-04
30 | 0.560 0.282 1.307 2 2 2 |7.85E—-05 2.07E—03
40 | 0.646 0.350 1.199 2 2 2 |533E—-05 1.25E—03
50 | 0.767 0.408 1.671 2 2 2 |8.88E—-05 3.06E —03
60 | 0.896 0.436 1.741 2 2 2 |651E—-05 1.31E—03

Tabulka 4.22: Viacrezova CVaRmin metoéda pre sh = &no a sh = nie

K =1000, o =0.01, g = 0.0015, € = 0.000001, sh = ano

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

M | priem. min  max | priem. min max priem. max

10 | 6.414 6.091 6.950 2 2 2 |150E—-05 427TE—04
20 | 6.669 6.322 7.419 2 2 2 |890E —-05 2.08E —03
30 | 7.165 6.762 7.812 2 2 2 |18E—-05 187E—04
40 | 7.177  6.764 8.092 2 2 2 |6.62E—-05 1.04E—03
50 | 7.736 7.161 8.876 2 2 2 |9.60E—-05 T7.63E —04
60 | 7.861 7.272 10.348 2 2 2 |136E—-04 1.26F —03

K =1000, o = 0.01, g = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

M | priem. min max | priem. min max priem. max

10 | 6.800 6.372 7.494 2 2 2 |122E-05 3.72E—04
20| 7.202 6.776 T.777 2 2 2 |1.89E—-05 187E —04
30 | 7.549 6.936 8.406 2 2 2 |7.8E—-05 2.07E—-03
40 | 7.831 7.284 8.677 2 2 2 |533E—-05 1.25E —03
50 | 8.165 7.557 9.810 2 2 2 |8.88E—-05 3.06E —03
60 | 8.334 7.421 9.328 2 2 2 |6.51E—-05 1.31E—-03

Tabulka 4.23: Viacrezova L-shaped metoda pre sh = ano a sh = nie

M =5, a=0.01, u=0.0015, £ = 0.000001, sh = &no

Full IP Full sim
Cas (sec.) Cas (sec.) Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.044 0.037 0.079 | 0.062 0.049 0.079 | 6.12E — 06 8.45E — 04
500 | 0.131 0.088 0.248] 0.398 0.375 0.512 | 7.61E —07 1.22E —05
1000 | 0.348 0.253 0.509 | 1.232 1.117 1.665 | 2.63E — 07 4.81F — 06
2000 | 1.127 0.784 1.772 | 3.870 3.413 4.542 | 1.45E — 05 8.37E — 05
5000 | 6.014 3.738 10.36 | 23.47 20.64 2897 | 6.44FE —04 249F — 02
10000 | 18.52 13.03 21.86 | 90.17 81.28 98.62 | 4.81F —04 9.59E — 03




M =5, a=0.01, g =0.0015, € = 0.000001, sh = nie

Full TP Full sim
Cas (sec.) Cas (sec.) Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.039 0.032 0.066 | 0.081 0.061 0.104 | 7.1bE—-09 1.26F — 08
500 | 0.158 0.111 0.243 | 0.618 0.552 0.749 | 2.26E — 09 7.26E — 06
1000 | 0.455 0.301 0.694 | 2.087 1.886 2.238 |9.64E —05 7.17TE —03
2000 | 1.471 0.904 2.865| 7.315 7.008 8711 | 291FE —07 1.80F — 05
5000 | 8.266 5.381 13.75| 55.48 53.07 59.20 | 4.62E —05 6.94F — 04
10000 | 26.31 22.64 38.12 | 275.07 271.15 279.82 | 2.18E —05 9.88E — 05

Tabulka 4.24: Full TP a Full _sim pre sh = &no a sh = nie

M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = ano

Cas (sec.) Tteracie Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.977 0.644 1.296 42 32 55 | 3.58E —-06 H5.64E —04
500 | 1.506 0.817 2.219 60 39 76 |4.54FE—04 7.21F —04
1000 | 1.598 0.707 1.982 61 41 69 |2.62E—04 6.84E —03
2000 | 1.810 0.963 2.486 66 45 77 | HbA4A8E —04 3.95F — 03
5000 | 1.621 0.881 2.378 69 35 75 | 2.64E—-04 1.79E —03
10000 | 1.755 1.605 2.249 69 57 76 | 8.14E —04 2.58E — 03
M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = nie
Cas (sec.) Tteracie Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.275 0.108 0.661 16 8 30 [4.58E —-06 247E —05
500 | 0.304 0.125 0.695 16 9 35 |4.98E —-05 1.85E —04
1000 | 0.308 0.164 0.569 18 9 31 | 275E —04 4.99E — 04
2000 | 0.386 0.154 0.994 21 8 42 | 8.65F —04 1.25E — 03
5000 | 0.363 0.124 0.765 19 8 37 | 3.38E —-04 1.34E —03
10000 | 0.288 0.162 0.837 19 9 35 | 445FE —04 6.71E — 04

Tabulka 4.25

: Jednorezovd CVaRmin metéda pre sh = ano a sh = nie

M =5, a=0.01, x=0.0015, ¢ = 0.000001, sh = ano

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

K priem. min max | priem. min max priem. max

100 13.64 11.27 16.77 42 34 52 |4.28E—-06 248E —04
500 84.18 40.29 98.14 95 27 63 | 3.29E —-04 9.27TE —04
1000 | 198.61 155.36 261.48 62 49 74 | 249FE —-04 1.83E —03
2000 | 354.67 260.17 475.34 60 51 77 | 3.44E —-04 247E —03
5000 | 1040.37 838.28 1147.41 64 51 71 |8.24FE —04 2.37E —03
10000 | 2241.24 2159.34 2305.14 69 67 71 |6.21E—-04 1.94FE —03




M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = nie

Cas (sec.) Iteracie Odchylka

K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 4.964 2.761 7.576 16 9 27 |8.61E —06 T7.86E —05
500 | 31.17 19.42 49.43 19 11 32 | 5.25E—-05 3.74E —04
1000 | 51.43 39.61 61.83 18 13 23 | 3.72E —04 8.08FE — 04
2000 | 89.91 58.74 136.51 18 11 30 |3.27E—04 1.53E—03
5000 | 169.83 124.34 237.29 17 12 27 | 4.94FE — 05 4.64FE — 04
10000 | 370.59 262.18 482.42 20 13 26 |4.29F —04 2.93F — 04

Tabul'ka 4.26: Jednorezova L-shaped metoda pre sh = &no a sh = nie

M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = ano

Cas (sec.) Tteracie Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.064 0.049 0.108 2 2 2 |345E —05 4.95E —04
500 | 0.124 0.087 0.181 2 2 2 |288E —-06 8.64E — 05
1000 | 0.322 0.204 0.495 2 2 2 |415E—-05 7.64E—04
2000 | 1.034 0.684 1.674 2 2 2 | 4.68E—05 259FE —03
5000 | 4.616 1.574 6.784 2 2 2 | 235E—-03 5.28E—02
10000 | 17.94 9.24 38.76 2 2 2 |617TE—03 3.48E —02
M =5, a=0.01, ux = 0.0015, € = 0.000001, sh = nie
Cas (sec.) Tteracie Odchylka
K priem. min max | priem. min max priem. max
100 | 0.051 0.044 0.119 2 2 2 | 5.14E—-07 3.65E — 06
500 | 0.127 0.072 0.205 2 2 2 |4.96FE —05 2.69E —04
1000 | 0.317 0.192 0.527 2 2 2 | 1.62E—-06 2.24E —05
2000 | 1.036 0.532 1.708 2 2 2 |3.67TE—-04 4.36E —03
5000 | 5.584 2.854 8.236 2 2 2 | 426E—-05 T7.28E—-04
10000 | 21.18 11.71 31.02 2 2 2 | 5.25E—-06 3.12E —05

Tabulka 4.27: Viacrezova CVaRmin metoda pre sh = &no a sh = nie



M =5, a=0.01, p=0.0015, € = 0.000001, sh = ano

Cas (sec.) Iteracie Odchylka
K priem. min  max | priem. min max priem. max
100 | 0.675 0.644 0.795 2 2 2 |345E —05 4.95FE —04
500 | 3.227 3.018 3.557 2 2 2 |288E—-06 8.64E —05
1000 | 6.726 6.449 7.674 2 2 2 |415E—-05 7.64FE —04
2000 | 13.75 13.46 15.59 2 2 2 |4.68E—-05 2.59FE —03
5000 | 38.24 35.59 41.48 2 2 2 |23E—-03 5.28E—02
10000 | 91.84 81.43 118.17 2 2 2 |6.17TE—-03 3.48E —02
M =5, a=0.01, 4 =0.0015, € = 0.000001, sh = nie
Cas (sec.) Tteracie Odchylka
K priem. min  max | priem. min max priem. max
100 | 0.674 0.641 0.748 2 2 2 | 5.14E —-07 3.65FE — 06
500 | 3.219 3.112 3.755 2 2 2 |496E —05 2.69F —04
1000 | 6.595 6.451 7.049 2 2 2 |162E—-06 2.24E —05
2000 | 13.91 13.23 14.84 2 2 2 |367TE—04 4.36FE —03
5000 | 40.27 37.39 42.71 2 2 2 |426E—-05 7.28E —04
10000 | 98.23 89.98 109.45 2 2 2 |5.25E—-06 3.12E—05

Tabulka 4.28: Viacrezovéa L-shaped metdda pre sh = 4no a sh = nie



Priloha C

H=5 M=5, a=001,§=2,e=0.000001, sh=ano

MLs m VLs m
Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
K | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 1.36 1.23 1.46 2.87 2.52 3.12 2 2 2
3 5.78 5.15 6.71 11.84 10.71 13.70 2 2 2
4 16.91 16.21 18.63 36.53 34.70 38.94 2 2 2
5 | 3789 36.27 40.31 78.82 74.35 83.45 2 2 2
6 79.54 7279 84.04| 157.50 144.86 169.76 2 2 2
7 | 14275 131.28 153.48 | 279.79  256.00 303.89 2 2 2
8 | 236.77 227.47 243.93 | 480.64 457.21 497.61 2 2 2
9 | 422.25 416.01 432.24 | 823.39 807.05 856.43 2 2 2
10 | 629.13 612.42 660.49 | 1207.94 1175.85 1281.35 2 2 2
H=5 M=5 a=0.01, § =2, ¢ =0.000001, sh = &no
MLs_s VLs_s
Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
K | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 2.56 1.95 2.80 4.71 3.65 5.27 4 3 4
3 14.47 13.18 16.32 26.47 23.60 30.20 ) ) 5)
4 50.95 32.84 58.56 99.35 63.71 115.37 6 4 7
) 154.30 134.41 188.39 | 302.43 262.10 365.48 8 7 10
6 | 309.46 255.76 363.15| 578.69 475.72  689.99 9 7 10
7 | 559.44 44511 677.87 | 1124.48 903.57 1342.18 9 7 10
8 | 1123.30 777.19 1461.33 | 2089.33 1453.35 2659.62 10 7 13
9 | 2240.84 1954.23 2515.94 | 4145.56 3595.78 4641.91 13 11 14
10 | 3386.18 3024.65 3958.25 | 6366.02 5625.85 7520.68 12 11 14

H=4, K=10, a =0.01, § =2, e =0.000001, sh = ano
MLs m VLs m
Cas (sec.) Cas (sec.) Tteracie

priem. min max | priem. min max | priem. min max

M
2 | 53.96 53.10 54.86 | 117.63 114.17 122.34 2 2 2
)
8

61.94 59.61 66.52 | 127.60 116.83 135.00
64.98 61.69 66.94 | 143.87 137.85 147.52
11| 67.13 66.24 68.17 | 139.67 137.21 142.47
14 | 65.69 62.12 68.08 | 130.07 121.14 133.43
17| 68.61 68.20 68.91 | 140.65 138.44 141.96
20| 71.23 68.79 76.06 | 139.60 134.84 149.08
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H =4, K=10, a =0.01, § =2, ¢ = 0.000001, sh = ano
MLs_s VLs_s

Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie

M | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 1200.81 191.27 202.28 | 373.50 357.67 383.53 8 7 8
)

8

310.82 280.22 339.95 | 563.20 518.97 634.00 11 10 12
352.68 308.62 390.05 | 667.62 570.94 764.49 12 11 14
11 | 348.92 312.27 385.56 | 666.43 592.07 729.48 12 11 13
14 | 434.99 362.86 489.07 | 823.01 676.74 925.79 12 12 14
17 | 443.20 420.13 452.72 | 842.68 806.72 868.96 12 10 13
20 | 480.88 471.01 490.75 | 922.88 908.71 956.90 12 12 13

H=5 M=5, a=001, =2, e=0.000001, sh=nie

MLs m VLs m

Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
K | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 1.30 1.25 1.35 2.58 2.46 2.72 2 2 2
3 5.63 5.17 6.13 12.15 11.32 13.13 2 2 2
4| 16.11 15.27 16.64 35.12 33.30 36.45 2 2 2
5 | 38.65 3485 47.43 83.10 74.22  101.50 2 2 2
6 | 75.68 70.17 79.42| 153.63 141.03 163.60 2 2 2
7 | 142.65 135.93 145.51 | 293.86 277.29 304.12 2 2 2
8 123991 230.86 246.17 | 470.22 454.79 482.49 2 2 2
9 | 431.76 415.36 443.57 | 867.85 834.87 896.01 2 2 2
10 | 606.51 598.31 630.74 | 1206.95 1187.56 1263.59 2 2 2

H=5 M=5 a=0.01, § =2, ¢ =0.000001, sh = nie
MLs_s VLs_s
Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
priem. min max | priem. min max | priem. min max

1.58 1.18 1.89 2.93 2.20 3.49 3 2 3
9.33 7.56 10.66 18.28 15.05 20.80
35.89 28.36 39.20 67.12 53.31 71.74
96.15 84.55 109.48 | 178.46 158.96 201.44
183.18 168.91 204.86 | 331.93 309.11 368.67
381.18  329.72  434.79 | 728.82 623.17 834.80
728.88  632.25 850.85 | 1359.35 1175.98 1574.06
1069.05  966.52 1153.42 | 1999.12 1797.74 2156.89
2383.34 2156.66 2567.36 | 4528.45 4076.09 4890.82
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H=4, K =10, a = 0.01, § = 2, ¢ = 0.000001, sh = nie

MLs m VLs m

Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
M | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 53.85 52.17 55.08 | 108.25 105.91 111.25 2 2 2
) 62.56 61.06 64.07 | 134.51 130.67 138.38 2 2 2
8 66.57 65.67 67.46 | 136.47 133.32 140.32 2 2 2
11| 71.31 65.63 81.01 | 148.32 133.89 169.31 2 2 2
14| 71.98 67.29 76.62 | 141.79 131.22 154.01 2 2 2
17| 71.77 68.94 76.55 | 142.10 137.19 150.80 2 2 2
20| 7594 73.05 80.19 | 156.44 149.03 166.80 2 2 2

H=4, K =10, a =0.01, § = 2, e = 0.000001, sh = nie

MLs_s VLs_s
Cas (sec.) Cas (sec.) Iteracie
M | priem. min max | priem. min max | priem. min max
2 | 127.77 100.72 153.28 | 236.38 185.32 285.10 ) 4 6
5 | 168.57 143.88 175.20 | 323.65 279.12 334.62 ) ) 6
8 1219.57 203.35 232.81 | 410.60 370.10 437.68 8 7 8
11 | 231.67 193.33 253.53 | 442.49 369.26 486.77 8 6 8
14 | 285.52 205.18 365.86 | 553.91 391.89 711.90 10 7 12
17| 296.37 234.98 357.76 | 555.69 439.64 664.01 10 8 12
20 | 308.55 295.34 322.11 | 569.27 546.96 599.77 9 8 11




