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Abstrakt

KORNHAUSEROVA, Maria: Anal§yza bifurkacii v modeli fundamentalistov a
chartistov [diplomova préacal. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta mate-
matiky, fyziky a informatiky, Katedra aplikovanej matematiky a $tatistiky, Sko-
litel: Prof. RNDr. Pavol Brunovsky, DrSc. Bratislava: FMFI UK, 2012, str.45.

Diplomova praca sa zaobera modelom vyvoja ceny pri dvoch typoch agentov-
fundamentalistov a chartistov, ako je uvedny v ¢lanku Chiarella [4]. V praci sme
spocitali, Ze pre hodnotu parametra b viac¢siu ako 1 nastava v modeli Andronovova-
Hopfova bifurkacia. Podrobnymi vypoctami sme zistili, Ze charakter bifurkacie
zavisi od tretej derivacie funkcie k(v). Ak je tato tretia derivicia vicsia ako 0,
tak nastava subkritickéa bifurkacia a naopak ak je mensia ako 0, tak nastava super-
kriticka bifurkacia. Analyza bifurkacie je doplnena o analyzu spravania modelu
pri velmi kratkom c¢asovom oneskoreni informovania, ktoré vykazuje relaxacné

oscilacie.

KIucové slova: fundamentalisti, chartisti, bifurkacia



Abstract

KORNHAUSEROVA, Maria: Analysis of bifurcations in the model of fundamen-
talists and chartists [diploma thesis]. Comenius University Bratislava. Faculty
of Mathematics, Physics and Informatics, Department of applied Mathematics
and Statistics, Diploma advisor: Prof. RNDr. Pavol Brunovsky, DrSc. Bratislava:
FMFI UK, 2012, str.45.

This thesis deals with price development in a model with two types of agents-
fundamentalists and chartists, as stated in article Chiarella [4]. We argue that
the Andronov-Hopf bifurcation if the parameter b is greater 1 occurs. By detailed
calculations, we found that the type of bifurcation depends on the third derivative
of the function k(v)). If the third derivative is greater than 0, then the bifurcation
is subcritical and vice versa, if it is less than 0, the bifurcation is supercritical.
Bifurcation analysis is completed by analyzing the behavior of the model in a

very short time information delay exhibiting relaxation oscillations.

Keywords: fundamentalists, chartists, bifurcation
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Uvod

Cielom tejto diplomovej prace je exaktné analyza charakteru Hopfovej bifurkécie
v modeli vyvoja ceny Spekulativneho aktiva pri dvoch typoch agentov - funda-

mentalistov a chartistov.

V prvej kapitole sa blizSie obozndmime s modelom a odvodime ho tak ako
je uvedeny v ¢lanku Chiarella [4]. Budeme sa mu venovat ako dynamickému
systému. Uréime pevny bod, budeme sa venovat spravaniu sa systému v okoli

pevného bodu a urc¢ime oblasti stability a nestability.

Na zaciatku druhej kapitoly uvedieme teériu o Andronovovej-Hopfovej bifur-
kacii, ktorej bude venovana celad tato kapitola, ktord je jadrom prace. Urcime

podmienku bifurkacie a ur¢ime jej charakter.

Tretia kapitola bude venovana relaxa¢nym oscilaciam. Na zaciatku kapitoly
objasnime tedriu singulanych perturbéacii, potom uvedieme jeden z najstarsich
prikladov, ktorym je van der Polov systém a nakoniec vysvetlime singularne per-

turbécie modelu fundamentalistov a chartistov.



Kapitola 1

Model fundamentalistov a

chartistov

Vicdsina ekonomickej tedrie presla pocas poslednych desatro¢i zmenami. Budice
spravanie cien aktiv matematici aj ekonémovia odhaduji réznymi spésobmi. V
poslednych rokoch klesa popularita odhadov, ktoré boli zalozené na tedrii, ze
ucastnici trhu sa identicki. Na rozdiel od nich model heterogénnych agentov ro-
zoznava rozdiely medzi agentmi. Heterogénny agenti nie su striktne racionalni, ale
menia svoje spravanie v zavislosti od okamzitej situacie. Modely heterogénnych
agentov sa viac priblizuju realite, kedZe ani Tudia nie st racionélni, pretoze maja
obmedzené vedomosti a pod tlakom nekonaji rozumne. Inak povedané agenti st
raciondlni s urc¢itymi obmedzeniami. V ekonémii nie je pojem obmedzena raci-
onalita presne definovany, ale napriek tomu bol pouzity v mnohych pripadoch,

prevazne pre zlé alebo netiplné modely.

Modely heterogénnych agentov rozlisuju sa dva typy agentov, t.j. Zze akciovy trh

pozostava z dvoch skupin obchodnikov, ktorymi su:

Fundamentalisti: zakladaju svoje obchodné rozhodovanie na odhade fundamen-
talnej hodnoty aktiv

Chartisti: sa spoliehaji na analyzu minulych trendov cien

Fundamentalisti sa preto priklanaju k tomu, zZe investuja do aktiv, ktoré su
podhodnotené vzhladom na nimi predpokladanti fundamentélnu hodnotu a pre-

davaju tie, ktoré povazuji za nadhodnotené. Naproti tomu chartisti sa snazia
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extrapolovat pozorované priebehy cien a vyuzit ich pri svojich investi¢nych roz-
hodnutiach.

Modelom heterogénnych agentov sa zaoberali matematici vo viacerych pracach

ako napriklad:

- Medzi prvych patri Zeeman [10] , ktory rozdelil akciovy trh na medvedi
a by¢i s tym, Ze inverstori na medvedom trhu si pesimisti a na bycom
optimisti. Zeemanov model je aplikaciou tedrie katastrof a zahtna funda-

mentalistov a chartistov.

- Frankel a Froot [10] sa vo svojom modeli vymennych kurzov zaoberaji
fluktuaciami, ktoré st okrem iného sposobené ocakavaniami a spravanim
investorov. Tento model zahtnia tri skupiny agentov, ktori s racionalni a
konaju podla svojho presvedcenia:

- fundamentalisti ocakavaju, ze sa ceny riadia ekonomickymi fundamen-
tami,

- chartisti analyzuji minulé zmeny cien,

- portfolio manaZéri robia rozhodnutia na zaklade vazeného priemeru oca-
kédvani fundamentalistov a chartistov, pricom vahy menia podla toho, ktoré

odhady su presnejsie.

- Modelom heterogénnych agentov sa zaobera vo svojej diplomovej praci Bo-
dovd [1] a taktiez bol spracovany v ¢lanku Brunovsky, Erdélyi a Walther [3].
Aj tento model zahina rozdiely medzi inverstormi a predpokladéa, ze agenti
modZzu menit svoje spravanie na zéklade stavu trhu a spravaju sa podla dvoch

uz spominanych oc¢akavacich mechanizmov.

- Chiarella, Dieci a Gardini [5] publikovali ¢lanok, ktory sa tiez zaobera mo-

delom, v ktorom st agenti rozdeleni na fundamentalistov a chartistov.

- Diplomova praca Lukasikovd [12] sa zaobera modelmi fluktuécii vymennych
kurzov a nadviizuje na ¢lanok Chiarella, Dieci a Gardini [5]. Je zamerand

na modely s obmedzene raciondlnymi heterogénnymi agentmi. Blizsie sa
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zaobera tromi uz spominanymi modelmi s diskrétnym casom, ich odvode-
nim a porovnanim vybranych modelov. Analyzuje spojita verziu jedného
modelu. V pripade nestability je pre tento model dokézana existencia limit-

ného cyklu, ktora je potvrdena pocitacovou simulaciou.

- V bakalarskej praci Gulis [8] st analyzované stabilitné vlastnosti a bifurka-
cie modelu heterogénnych agentov, zaobera sa kvalitativnou analyzou vy-
braného modelu s diskrétnym a spojitym ¢asom. Podrobne odvadza model
heterogénnych agentov a venuje sa mu ako dynamickému systému. Disku-
tuje jeho rovnovazne stavy a oblasti stability, taktiez odvadza spojitu verziu.
Jadrom bakalarskej prace st numerické simulacie pre model heterogénnych

agentov s danymi parametrami.

1.1 Odvodenie modelu fundamentalistov a char-

tistov

Nadviizujeme na model Chiarella [4]. Predpokladom pre odvodenie modelu je, Ze
cenové zmeny su vyvolané agregatnym dopytom investorov a Ze rychlost prispo-

sobovania cien je konecnd. Matematicky moze byt vyjadreny ako

P(t) = D(t), (1.1.1)

.....

D(t) = Do(t) + d(t), (1.1.2)

kde Dy(t) je dopyt fundamentalistov. Druhé zlozka agregatneho dopytu d(t) je
agregatny dopyt chartistov. Ozna¢me W (¢) hodnotu logaritmu ceny, pri ktore;
je dopyt fundamentalistov nulovy. Predpokladame, ze dopyt fundamentalistov je

linedrna funkcia ochylky od W (t), t.j.
DY) = (W (1) - P(1)), (113)

kde a je kladna konstanta.
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Nech v (t) oznacuje odhad stc¢asného trendu vyvoja P(t) chartistami a g(t)

je vynos bezrizikového aktiva. Predpokladame, ze dopyt chartistov je nelinedrna

funkcia
di(.) = h(b(t) — g(1)), (1.1.4)
kde funkcia h mé vlastnosti
h'(z) > 0 Vz,
h(0) =0,
(1.1.5)
existuje x*také, ze h"(z) < 0(> 0) Vo > z*(< z¥),
. 12 o
L) =0
A"
! T .

Obr. 1.1: Funkcia A

Este musime $pecifikovat, akym sposobom chartisti tvoria svoj odhad . Jeden
z najjednoduchsich predpokladov, ktoré mozeme urobit je, Ze v je exponencidlne

klesajuci vazeny priemer minulych cien a teda je rieSsenim diferencialnej rovnice

V(1) = e(P(t) — v(1)) (1.1.6)
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P(t) = ce™ /t e P(s)ds,
0

kde ¢ (0 < ¢ < 00) je rychlost, s akou chartisti dokdzu prisposobit svoj odhad
trendu poslednych zmien cien. 7 (= %) mozno povazovat za ¢asové oneskorenie
pri informovani.

Vsimnite si, Ze pre ¢ — oo(7 — 0) chartisti tvoria svoj odhad cenového vyvoja

iba z okamZitej zmeny, t.j. ¥ (t)P(t). Tomuto sa budeme venovat v kapitole 3.

Z rovnic (1.1.1) a (1.1.6) vyplyva, ze dynamiky cien aktiv st

P = a(W — P) + h(¢ — g) (1.1.7)

Y = —acP — cip + ch(yp — g) + acW (1.1.8)

¢o predstavuje dvojrozmerny systém nelinearnych diferencialnych rovnic.

1.2 Dynamicka analyza

Budeme predpokladat, ze W a ¢ st konstantné. Kvoli dalSej analyze vypocitame
rovnovahu systému.

Rovnovaha systému (1.1.7) a (1.1.8) je

=0
) 10— (1.2.1)
P=W + M
a
Veta 1.2.1. [2] Uvazujme rovnicu
& =az+b (1.2.2)

1. Ak a =0, potom jediné riesenie prechddzajice cez bod (ty,zo) je

2. Ak a # 0, potom (1.2.2) md pevny bod, t.j. konstantné riesenie z(t) = z,

ktoré must spliiat & = 0, t.j.

at +b=0,



1.2 Dynamicka analyza 14

alebo
R b
= ——.
a

A

Pre odchylku y(t) riesenia z(t) od &, y(t) = x(t) — & = z(t) + £ dostdvame

§(t) = (1) = a(t) + b=« (y<t> - —) b= ay(t),

V dosledku toho je y(t) riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice & = ax. Jej
riesenia st
y(t) = y(to)e ™.
Preto funkcia
b b
z(t) = —= 4 |x(ty) + = | e®tt0)
(0)=~2++ fotao) +

je rieSenie (1.2.2) prechddzagice cez bod (to, o).

Ak nahradime cenu jej odchylkou od rovnovaznej hodnoty p = P — P, tak
systém (1.1.7) a (1.1.8) bude v tvare

| p=—ap+k(y) (1.2.3)
T¢ = —ap — ¢ + k(w>7
kde

k() = h(d — g) — h(—g) (1.2.4)

Funkcia k(1)) mé nasledujice vlastnosti

K(v) > 0V,
k(0) = 0,

k(¥) = —k(=v),
VK" (¥) <0,
K'(0) > 1,

K'(o0) <1

(1.2.5)

Potom rovnovaha systému diferencidlnych rovnic (1.2.3) je p = ¢ = 0. Cielom
prace je analyzovat lokalne asymptotické spravanie sa rieSenia v okoli stacionar-

neho bodu v zavislosti od parametrov a najmé charakter zmien spravania.
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1.3 Lokalna linearna analyza
Definicia 1.3.1. [9] Ak (Z,9) je pevnym bodom systému
&= f(z,y)

v =g(z,y),

potom systéem

kde J(z,7) je Jacobiho matica
o (E@e) E@9)
‘](xay>_ 0g [~ = Og [~ =
sa nazyva linearizacia systému v pevnom bode &, 7.

Stabilitné vlastnosti uréujeme podla vlastnych hodnot Jacobidnu vycisleného

v rovnovéhe. Jacobidn matice systému diferencidlnych rovnic (1.2.3) vydcisleny v

J= [t_f :1] , (1.3.1)

pevnom bode (&,ﬁ) =0

T T

kde b = h'(—g). Dalej spo¢itame determinant matice .J

det(J) =2 (1.3.2)
T
a stopu matice J ;
—1
stopa(J) = —a+ —. (1.3.3)
T
Spocitame vlastné hodnoty z charakteristického polynému
b—1
A4 (a - ) +2 (1.3.4)
T T

a v medzikroku spoc¢itame diskriminant

Dz(a—b_1>2—4g (1.3.5)

T

a dostavame vlastné hodnoty Jacobianu

R i e
2

A =

(1.3.6)
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1.4 Klasifikacia pevnych bodov

Veta 1.4.1. [2] Nech f € C', f(2) = 0. Potom stabilné riesenie z(t) = &

diferencidlnej rovnice = = f(x) je

- asymptoticky stabilné, ak redlne casti vetkych vlastnych hodndt matice J(Z)

St 2dporné

- nestabilné, ak redlna cast asporni jednej vlastnej hodnoty J (&) je kladnd.

det(J) =0 neizolované pevné body
det(J) <0 | D >0 sedlo
det(J) >0 | D >0 | stopa(J) >0 nestabilny uzol
stopa(J) < 0 stabilny uzol
D <0 | stopa(J) >0 nestabilny fokus
stopa(J) < 0 stabilny fokus
stopa(J) =0 centrum
D =0 | stopa(J) > 0 | degenerovany nestabilny uzol
stopa(J) < 0 | degenerovany stabilny uzol

Tabulka 1.1: Klasifikicia pevnych bodov

Predovsetkym si vSimnime, Ze det(.J) = ¢ > 0, ¢o vylucuje sedlovy bod, takze
lokalne ceny sa bud vSetky priblizuju k rovnovahe, vtedy nastéva lokalna stabilita,
alebo od nej diverguju a ide o nestabilitu. Ak chceme zistit, o ktory pripad ide

musime skiimat stopu matice. Rovnovaha je lokalne stabilné, ak

b—1
T > =

T (1.4.1)

a nestabilna, ak plati

T < =T7" (1.4.2)

V tomto oznaceni budu vlastné hodnoty Jacobidnu v tvare

(1) e (1 5) a
2

Aig = (1.4.3)

mozu byt redlne alebo imaginarne podla toho, ¢i diskriminant je > 0 alebo < 0.

My sa zameriame na pripad, ked je diskriminant zaporny, vtedy pri prechode
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7 cez kritickt hodnotu sa stacionarne riesenie meni zo stabilného na nestabilny

fokus.



Kapitola 2

Andronovova-Hopfova bifurkacia
modelu fundamentalistov a

chartistov

Pri Andronovovej-Hopfovej bifurkacii vznika periodicka trajektoria zo singulér-
neho bodu. Pri splneni dal$ich podmienok nastéva pri prechode komplexne zdru-

zeného péaru vlastnych ¢isel linearizacie cez imaginarnu os nenulovou rychlostou.

Uvazujme systém & = f,(z), v € R* u € R, f € C? a predpokladajme, ze
pre u blizke 1y je xo stacionarnym riesenim, t.j. f,,(zo) = 0, a ze D, f,,(x¢) ma
jednoduchti dvojicu rydzo imaginarnych vlastnych ¢isel +if5,. Za tohto predpo-
kladu D, f,(z¢) mé dvojicu komplexne zdruZenych vlastnych hodnot A(u), A(u),
ktora hladko zavisi od p a plati A\(u) = if.

Oznacéme
d

4= (R imgo # 0.

Veta 2.0.2. [7] Ak
d#0,
tak potom existuje C* hladkd lokdlna sustava siradnic v bode (xg, o), v ktorej

systém @ = f,(x) s presnostou radu 3 md tvar
&= (dp+ a(@® +y*))z — (B + e+ b(a” +y*))y
(2.0.1)
g =(Bo+cp+ba® +y*)r + (du+ o(z® + 7))y

Ak o < 0, potom existuje plocha periodickych riesent, ktoré su stabilné limitné

cykly, zatial ¢o pre a > 0 st periodické riesenia odpuzujice.
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Veta 2.0.3. Ak a # 0, potom v priestore (x, ) existuje hladkd plocha vyplnend
periodickymi rieSeniami a bodom (xg, ug). Plocha je obsiahnutd v podpriestore

p> o ak ad < 0 a v podpriestore p < o ak ad > 0. Dalej plati

1. V pripade, ak ad < 0 su periodické riesenia asymptoticky stabilné, ak d > 0
a staciondarne riesenie je nestabilné pre p > g a stabilné pre p < pg.

(superkritickd bifurkdcia)

1. 'V pripade, ak ad < 0 su periodické riesenia nestabilne, ok d < 0 a staci-
ondrne riesenie je nestabilné pre p < g a stabiln€ pre p > . (subkritickd

bifurkdcia)

1. 'V pripade, ak ad > 0 su periodické riesenia nestabilne, ak d > 0 a staci-
ondrne riesenie je nestabilné pre p > g a stabilné pre p < po. (subkritickd
bifurkdcia)

w. V pripade, ak ad > 0 st periodické riesenia asymptoticky stabilné, ak d < 0
a stactondrne riesenie je nestabilné pre p < o a stabilné pre p > .

(superkritickd bifurkdcia)

Prvym krokom k pouzitiu vety bude vypocitanie bifurkacného bodu na ima-
ginarnej osi, ¢ize realna ¢ast vlastnych ¢isel je nulova a musi platit

u <1 _ T_*> 0 (2.0.2)

T

¢o nastava v bode ;
—1
TN=T=>7T= : (2.0.3)
a

Tento bod sa nazyva bodom bifurkacie alebo bifurkac¢ny bod.

2.1 Podmienka bifurkacie

Nutnou podmienkou Hopfovej bifurkacie je, ze linearizacia v stabilnom bode ma
komplexni dvojicu vlastnych ¢isel s nulovou redlnou ¢astou. Najskor overime, ¢i
pre podmienku bifurka¢ného bodu (2.0.3) mézu byt vlastné hodnoty reilne, t.j.

¢i moze byt diskriminant kladny.
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Dosadime podmienku bifurka¢ného bodu 7% = 7 = b?Tl. Dostavame

a

a

Cl2

b—1

—4 # 0 preb>1.

Overime, ¢i za podmienky bifurka¢ného bodu dostaneme komplexné vlastné hod-
noty, t.j. za akého obmedzenia bude splnen podmienka bifurka¢ného bodu (2.0.3)

a zaroven bude diskriminant zaporny

2
* b—1
aa(lf_) LIS

T T a

a

CL2

b—1

tak dostavame nutni podmienku pre Andronovovu-Hopfovu bifurkaciu, ktora je

—4

<0Opreb>1,

b> 1. (2.1.1)

Vsimnime si, ze po splneni tejto podmienky pre Andronovovu-Hopfovu bifur-
kaciu bifurkacény bod (2.0.3) bude kladny. Zahrnutim podmienky bifurkaéného
bodu (2.0.3) dostavame komplexne zdruzeny par rydzo imaginarnych vlastnych
hodnot

1 a?
Ao =+—i4/4
N |
Mo = tiay | — (2.1.2)
1,2 = LA b—1 1

2.2 Transformacia modelu

Nas model heterogénnych agentov pretransformujeme na normalnu formu, z kto-
rej budeme dalej pocitat hodnoty, z ktorych uréime typ Andronovovej-Hopfove;j
bifurkacie. Najskor v systéme (1.2.3) spravime Taylorov rozvoj do druhého radu
pre funkciu k(1))

k() = b+ k() (2.2.1)
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kde l%(w) = k(¢) —byp = O(1?), ¢o oznacuje ¢leny vyssieho radu pre funkciu k(1)).

Po dosadeni dostavame systém v tvare
b= —ap+by + k()
1 b 1- (2.2.2)
¥ =—(—ap— )+ -+ —k(¥).
T T T

Zahrnutim podmienky bifurka¢ného bodu 7 = 7* = =1 (2.0.3) bude systém

v tvare ‘
(%) 4 (1”) v <¢> 223)
p p p
kde
—a b
A= ( 2 > (2.2.4)
—% a
a funkcia f <¢> oznacuje Cleny vyssieho radu a je v tvare
p

(G k(¥) — by
f ( =1 . () " . (2.2.5)
p sk (Y) — 5
Systém (2.2.3) pretransformujeme na norméalnu formu, tak Ze zavedieme trans-

(¢) —C <x1> . (2.2.6)
p T2

Pouzitim transformacie (2.2.6) dostaneme

(””1) — CAC (”“) +O7f (c ("’“)) , (2.2.7)
CT'AC = (O _5) ,
B0

a [3 oznaCuje imaginarnu cast vlastnych ¢isel, t.j. 5 =

formaciu

kde

a
b—1"

Prenasobenim zlava maticou C' dostaneme

ACzC(O _6>
B0
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—a bC':C' 0 —;_1.
R i 0

b—1

VyrieSenim dostaneme maticu C' v tvare
1 4
C= -1 ) (2.2.8)

Dalej spocitame inverzni maticu k matici C' podla vzorca
o1 1 Co2  —C12
|C| —C1 (11
a dostaneme inverzni maticu k matici C'

0 b—1
-1 __ a
cl= ( — _mb_1>. (2.2.9)
Pre normalnu formu systému (2.2.3) bude mat funkcia pre ¢leny vyssieho radu

tvar
(91(%@2)) — ot ( k(¢) — by ) 7 (2'2'10)
92($1,9C2) Lk(@/)) - %%ﬁ

b—1

kde ¢ = x1 + \/%—1:62 a po dosadeni C~! dostaneme

)} (0 k() — b
<92(I1,[E2)> B (\/m —@) <ﬁk’(@/}) _% ) . (2211)

Dalej vypocitame ¢omu sa rovnaji funkcie g (21, z2) a ga(z1, 72)

b— b
g1(@1, 22) = Tl (bi TR() — ba_ 1¢>

R e LR

dostavame

g1(21,02) = k() — by
g2(w1,22) = 0.

Pre funkciu g (1, z2) odvodime Taylorov rozvoj do tretieho stupna
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g1 (1, 79) = b+ K (0)0) + %k"(om? + %k"'m)w + O

vieme, ze
K'(0)=10
k”(()) =0
a oznacime
k”’(O) =q (2.2.12)

dostavame
1
g1(z1,22) = 6(]@[’3,
kde ¢ dosadime z (2.2.6) a to v tvare

1

= +
¢ T b1

To.

Funkcia pre ¢leny vyssieho radu transformovaného systému gy (z1, x2) a ga(x1, 22)

budt mat tvar

g1(21,72) = ; (95? + Lf%@ + ——x75 + ;x;’)
6 vb—1 -1 Vo —1(b—1) (2.2.13)

gg(l'l, Ig) =0.

2.3 Andronovova-Hopfova bifurkacia

Veta 2.3.1. [7] Pre dvojrozmerny systém v tvare
T 0 —w T x,
) = L (z,9) ’
y w 0/)\y 9(z,y)
pre ktory plati f(0)=g(0)=0 a Df(0)=Dg(0)=0, sa « pocita nasledovne

1 1
a = E [fwxx+fzyy+gxxy+gyyy] +ﬁ [fwy(fxa:+fyy) —Gaxy (gxw+gyy) _fxxgxw+fyygyy] )

kde f, oznacuje (%) (0,0), atd:

Vypocitame ¢omu sa rovna a pre nas systém. Najskor vypocitame parcidlne

gl _ (8391) —q
T1T1T1 axf

derivacie
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1 _ P _ q
Faazaes oz b—1(b—1)

R g\ _ 4
e =\ 92200, b1

- Pg N\ _ 4
F1T2T2 011023 b—1

druhé parcidlne derivacie funkcie g; (21, o) st nulové a taktiez aj derivacie funkcie

g2(x1, ). A tak dostavame

1 q qg b
LN (A N 2.3.1
“ ]6(q+b—1) 160 —1 (23.1)

Nakoniec vypocitame ¢omu sa rovna d pre nas systém

d
d = - (ReA(r)) =

d (—a T*
d=—|—|(1-—— T=7%
(7 (%))
—a (.1
dIT(T ﬁ) |7—:7—*
—a (1
=75 ()

2

—a

mzﬂffﬁ' (2.3.2)

Vieme, ze d < 0, pretoZze podmienka bifurkéacie musi byt splnené.

7 predchadzajucich vypoctov vyplyva, ze typ Andronovovej-Hopfovej bifur-
kacie zavisi od znamienka ¢, ¢ize od £"”(0). Ak je ¢ > 0, tym padom aj a > 0, tak
pre 7 > 7* vznika nestabilny limitny cyklus, ¢ize subkritickd bifurkacia (Obr.2.1,
2.2) .

A naopak, ak ¢ = £”(0) < 0, tak zdroven aj @« < 0 a pre 7 < 7" vznika
stabilny limitny cyklus, ¢ize superkriticka bifurkdcia (Obr.2.3, 2.4).
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ha
="y
L]
—
=1
4,]
=1
=1
4,1
="y
="
(L]
ha

Obr. 2.1: Subkritickd bifurkécia

Obr. 2.2: Bifurka¢ny diagram pre pripad a > 0
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Obr. 2.3: Superkriticka bifurkacia
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125

Obr. 2.4: Bifurka¢ny diagram pre pripad a < 0



Kapitola 3

Relaxacéné oscilacie modelu

fundamentalistov a chartistov

V rozliénych fyzikalnych kontextoch sa vyskytuja oscilacie a iné priebehy, v kto-
rych st periédy velmi rychleho priebehu striedané periédami velmi pomalého

pobybu. Ak ide o kmitania, hovori sa im tiez ”"relaxacné” kmitania.

Typicky sa vyskytuju v ”singularne perturbovanych” rovniciach typu

a' = f(z,y,€)
/ (3.0.1)
Y =eg(z,y,€)
a zaobera sa nimi tedria singularnych perturbacii. V tejto kapitole si ukazeme, ze

pre 7 — 0 bude systém (1.2.3) vykazovat takéto spravanie.

3.1 TUvod do singularnych perturbacii

Cielom je priblizif geometricky pristup k problémom singularnych perturbéacii.
Singularne perturbované rovnice ziskavaju Specialnu struktiru prechodom z roz-
licnych ¢asovych §kal. Prvym krokom je vysvetlif zdkladny ndstroj na analyzu
singularnych perturbacii.

Uvazujme zakladné rovnice v tvare

o' = f(z,y,¢€) (3.1.1)

y/ = Eg(x7 y7 6)7

kde ' = %, z € R" y € R' a € je maly realny parameter — 0 .



3.2 Van der Polov systém 28

Predpokladame, Ze funkcie f a g st obe C* na mnozine U x I, kde U C R¥ je

otvorena, s N =n +1[ a [ je otvoreny interval obsahujuci 0.

Systém (3.1.1) mo6zeme zmenou ¢asovej skaly 7 = et preformulovat na

et = f(z,y,¢€) (3.1.2)

y - g(xJ y? 6)7
kde = %. Casova skala dana 7 je pomald zatial, ¢o pre ¢ je rychla. Ak € # 0, tak st
tieto dva systémy ekvivalentné. Preto nazyvame systém (3.1.1) rychlym systémom
a systém (3.1.2) pomalym systémom. Pre tieto systémy mame vyznamnu limitu,
ktora je prirodzene spojend s € — 0. V pripade rychleho systému pre ¢ — 0

dostavame systém
(3.1.3)

Podla (3.1.3) sa bude premennd x menit, zatial ¢o premenna y zostane ko-
nstantna, preto sa premenna x nazyva rychla premenna. Pre ¢ — 0 v pomalom

systéme ma limita zmysel iba vtedy, ak f(x,y,0) = 0 a teda méme

f(x,y,0)=0

3.1.4
y:g(z,y,o). ( )

Podmienka f(x,y,0) = 0 uréuje mnozinu, na ktorej je tok dany rovnicou y =
g(z,y,0). Dalej sa poktisime vyeliminovat z v zavislosti od y z rovnice f(z,y,0) =
0 a dosadime ho do druhej rovnice systému (3.1.4). Tato mnozina je presne mno-

zinou kritickych bodov pre systém (3.1.3).

Na mnozine f(z,y,0) = 0 je pre systém (3.1.3) tok trivialny. Zatial ¢o pre
systém (3.1.4) je tok na tejto mnozine netrividlny a nie je definovany mimo tejto
mnoziny. Hlavnym cielom tedrie geometrickych singularnych perturbéacii je zrea-

lizovat tieto dva aspekty - pomaly a rychly, sucasne.

3.2 Van der Polov systém

Jednym z najstarsich prikladov je van der Polov oscilator, ktory navrhol Baltha-
sar van der Pol (1889-1959) v roku 1920. Van der Polov oscilator je oscilator s



3.2 Van der Polov systém 29

nelinearnym tlmenim, ktory sa riadi diferencialnou rovnicou druhého radu

d*z N
W + )\(l’ — 1)

dx

=0 3.2.1
dr T ( )

kde x je dynamicka premenna a A\ > 0 parameter.

Pouzitim Liénardovej transformacie

3 1dx T 1
y_g—q;—kxg, t—X, e—p (3.2.2)

mozeme rovnicu (3.2.1) prepisat na singuldrne perturbovany systém

~ 3
€EL =Yy — -r"+T
3 (3.2.3)
y = T,
kde " = %. Ak X je velké, € je malé a teda dostdvame singuldrne perturbovani

ulohu. Tento systém je rychly a zmenou casovej skaly dostaneme k nemu zodpo-
vedajici pomaly systém
1
v =y— -+t
3 (3.2.4)
y' =0,

kde' = L a1 =et.
Dalej volne sledujeme vyklad z knihy Mishchenko et al. [13]
Zodpovedajuci limitny systém je

1 3
y—sx"+x=0
3 (3.2.5)

Y= —x.

Nepochybne trajektorie vsetkych rieseni lezia na kubickej parabole I' : y = %x?’ —x

(Obr. 3.1). Uplnymi trajektériami limitného systému (3.2.5) st
(—00,51); (400, 52); (0, 51); (0, S2); bod 0.

Bod 0 je jediny pevny bod.

Pre € # 0 trajektoria pomalého systému vychadzajica z bodu P, na vetve
(—00, S1) krivky I dosiahne bod S; v kone¢nom case. Pretoze ziadna z trajektdrii
systému (3.2.5) nezacina v bode Si, tak analyzou limitného systému nemozeme

urobit ziadny zaver o dalSom pohybe fazového bodu. Uvazujme teda pomaly
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Obr. 3.1: Van der Polov systém 1
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Obr. 3.2: Van der Polov systém 2
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systém (3.2.3) a zostrojme vektorové pole fazovych veli¢in v priestore (z,y) (Obr.
3.2).

Intuitivnou analyzou tohto systému médZeme vidiet, Ze trajektorie tohto sys-
tému, ktoré zacinaju v Tubovolnom bode @)y ¢ I' prvy krat vstupuju do malého
okolia vetvy (—o0, S1) ak Qo € A, alebo do vetvy (+00,.52) ak sa bod @y nacha-
dza v oblasti B (Obr. 3.3).

Obr. 3.3: Van der Polov systém 3

A potom pocas celej doby, ktora nasleduje zostava v blizkosti obrysu Z; =
P51 P, S5 pozostavajuceho z horizontalnych tseciek S; Pp; So P a oblukov S, a
PS5 krivky T' (Obr. 3.4), inak povedané trajektdria obtaca pociatok.

Ukazeme, ze v blizkosti obrysu Z; existuje uzavreta trajektoria Z. z van der
Polovho systému (3.2.3) (Obr. 3.5).

Vezmime tsecku L,L, malej dizky, ktord je rovnobezna s osou z, a ktora
pretina obluk P,S; vo vnitornom bode L. Trajektorie, ktoré vychadzaja z L, Lo
obkolesia pociatok a definuji zobrazenie tsecky L;Ls do priamky nou definova-
nej, kde obrazom bodu z LiL, je prvy priesecnik trajektérie tohto bodu s touto
priamkou. D4 sa dokdzat, ze v skuto¢nosti bude obraz L, L, pri tomto zobrazeni

lezat vo vnutri tsecky LiL,. Zobrazenie mé teda pevny bod, ktorym prechadza
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Obr. 3.4: Van der Polov systém 4

Obr. 3.5: Van der Polov systém 5
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periodicka trajektoria.

Z rovnic systému (3.2.3) mozme Tahko odvodit, Ze pohyb fazového bodu po
castiach kruhu Z, lezi v blizkom okoli oblikov P»S; a P;S; obrysu Zj, ¢o nastava
s konecnou rychlostou, teda trva konecny ¢as. Pokial ide o ¢asti okruhu Z, leziace
v blizkom okoli casti S1P; a Sy P, obrysu Zj, tie prechadzaju takmer okamzite,

pretoze po tychto castiach ma horizontalna zlozka vektora fazovej rychlosti hod-

notu %

Inak povedané, ked sa fazovy bod pohybuje po uzavretej trajektérii Z., po-

merne pomalé tiseky vyvoja stavu van der Polovho systému sa striedaja s rychlymi

skokovymi pohybmi (Obr. 3.6).

ZiEh

.

[

i

L

Obr. 3.6: Van der Polov systém 6

N )
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3.3 Analyza fazového portrétu

Zvlastnosti spravania sa trajektorii van der Polovho systému s typické pre lu-

bovolné systémy druhého radu v tvare

et = f(z,y
_ (z.9) (3.3.1)
= g(z,y)
a k nim prislichajtce limitné systémy tvaru
flz,y) =0
( ) (3.3.2)
= g(z,y).

Doévod, preco trajektérie tohto systému prechadzaju v blizkom okoli niekto-
rych casti krivky I' mozeme vysvetlif pomocou kinematiky z hladiska stability
(nestability) pevného bodu $pecidlnej pomocnej rovnice prvého radu. Prechod
z pomalého pohybu do rychleho mézeme vysvetlit pomocou bifurkacie pevného
bodu. PodTla [2]-Colloraly 2.8 mnozina bodov krivky T', pre ktoré plati nerovnost
fi(x,y) < 0 predstavuje mnozinu asymptoticky stabilnych pevnych bodov pre
rovnicu @' = f(z,y) a naopak, pre ktoré plati f.(z,y) > 0 predstavuje mno-
zinu nestabilnych pevnych bodov. Stabilné a nestabilné casti st rozdelené bodmi
krivky I', pre ktoré plati f.(x,y) = 0. Pre jednoduchost budeme predpokladat,
ze deliace body st izolované na krivke I' a pre kazdy z nich plati f(x,y) # 0.
Napriklad pre pripad van der Polovho systému (3.2.3) krivka I" pozostava z dvoch
stabilnych casti (—oo, S1) a (00, Ss) a jednej nestabilnej ¢asti (Sy, S2) a dvoch de-
liacich bodov S a Ss.

Uvazujme prva rovnicu systému (3.3.1)

et = f(z,y) (3.3.3)

a y zoberme ako parameter. Pre fixni hodnotu parametra y = y; moze maft au-
tonémna rovnica (3.3.3) niekolko pevnych bodov. Nech z = z; je jednym z nich.
Podla definicie pevného bodu plati rovnost f(z1,y1) = 0 a teda (z1,y1) € I.
Plati to aj naopak, t.j. ak (x1,y1) € I', potom je zrejmé, ze z = x; je pevny bod
rovnice (3.3.3) pre y = y;. Teda krivku I' mézeme definovat pomocou mnoziny
pevnych bodov rovnice (3.3.3). V tomto pripade stabilné ¢asti krivky I" zodpo-
vedaji stabilnym pevnym bodom a nestabilné Casti zodpovedaji nestabilnym
pevnym bodom. Deliace body krivky I' oddelji mnoziny stabilnych a nestabil-
nych pevnych bodov, t.j. bifurka¢né hodnoty parametra y pre rovnicu (3.3.3).
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Obr. 3.7: Van der Polov systém 7

Napriklad, pre pripad zobrazeny na (Obr. 3.7) je druh4 suradnica y, deliaceho
bodu S bifurka¢nou hodnotou parametra y pre zodpovedajicu rovnicu (3.3.3).
Pre y < ys v blizkom okoli bodu S méa rovnica dva pevné body a to jeden stabilny
a druhy nestabilny, pre y = y» sa tieto pevné body spajaju do jedného a potom

pre y > yo v blizkom okoli bodu S uz nie st ziadne pevné body.

Pouzitim tychto tvrdeni mozeme nasledovne interpretovat pohyb fazového
bodu po Tubovolnej trajektdrii systému (3.3.1) (Obr. 3.8). Pripomerime, Ze vektor

fazovej rychlosti tohto systému je

v(o9) = (@ aten) (3:3.9)

a je definovany v kazdom bode fazového portrétu (z,y).

Nech Qo(zo,y1) je pociatocny bod trajektérie. Ak je v konecénej vzdialenosti od
krivky I', tak potom v tomto bode pre konecnti druhu zlozku mé vektor fazovej
rychlosti (pre ¢ — 0) nekonecne velkt druhi zlozku. Teda v podiato¢nej faze
sa premennd x velmi rychlo meni pri takmer nezmenenej hodnote premennej y.

Tento charakter pohybu je zachovany az dovtedy, kym obe zlozky vektora fazove;j
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Obr. 3.8: Van der Polov systém 8

rychlosti nebudi konecéné. Inak povedané, ked z rovnice (3.3.3) ur¢ime hodnotu
parametra y, tak tato fiza pohybu po trajektorii systému (3.3.1) sa nachadza v
blizkosti rychleho pohybu po vodorovnej priamke y = y;, z pociatocného bodu
xr = xo do okolia stabilného pevného bodu =z = x, ktory je v blizkosti bodu
Po(ry,y1) €T

Ked sa fazovy bod systému (3.3.1) priblizi k bodu F,, pokrac¢uje v pohybe
kone¢nou rychlostou pozdlz stabilnej ¢asti krivky I' obsahujicej bod Py a zo-
stdva v malom okoli tejto ¢asti. Hodnota y sa meni pomaly vdaka limitnému
systému (3.3.2).

Predpokladajme, Ze v stabilnej casti krivky I', bertic do tivahy aj jej koncové
body, nie st ziadne pevné body systému (3.3.2), t.j. g(x,y) # 0. Smer variacie
premennej y, hore alebo dole z pociatocnej hodnoty ¥, je definovany podla zna-
mienka funkcie g(z,y) v stabilnej ¢asti.

Pocas tejto monoténnej zmeny moze y v koneénom c¢ase dosiahnuf nejakt hod-
notu, ktord je bifurka¢nou hodnotou pre rovnicu (3.3.3) y = y2. Tato hodnota
je deliacim bodom S(z,ys), ktory je koncovym bodom stabilnej ¢asti. Bod S je

bodom extrému pre krivku I, a preto fazovy bod systému (3.3.1), ktory nasleduje
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stabilny bod rovnice (3.3.3) zmizne.

Po zmiznuti pevného bodu fazovy bod systému (3.3.1) opusti malé okolie bodu
S a rychlo sa pohybuje takmer po priamke y = y, cez bod P(z3,y2) € I'. Ak nie
je ziadny pevny bod tohto typu, tak fazovy bod systému (3.3.1) diverguje pozdlz
priamky y = vs.

Potom sa ¢ast pohybu, ktord je opisana vyssie opakuje so zmenou P na Py a tak
dalej. Teda trajektéria systému (3.3.1) je zloZend z ¢asti rychleho pohybu, ktoré
lezia na tuseckach, ktoré st rovnobezne s osou z a z ¢asti pomalého pohybu, ktoré

lezia na oblikoch krivky I'.

3.4 Singularne perturbacie modelu fundamen-

talistov a chartistov

Cielom bude analyzovat singularne perturbéacie systému (1.2.3). Nadviazeme na
van der Polov systém, kedze nas model fundamentalistov a chartistov je diferen-
cidlny systém druhého radu v tvare (3.3.1) a jeho spravanie by malo vykazovat
relaxacné oscilacie, preto budeme skiimat jeho spravanie pre rozne casové skaly.
Poévodny systém
p=—ap+k(¥)
) = —ap — ¢+ (D),

je pomaly systém a t je pomaly cas. Pre porovnanie parameter € z van der Po-

(3.4.1)

lovho systému je v nasom pripade parameter 7, premennou x je premenna ¢ a

premennou y je premennd p. Pre 7 — 0 dostavame limitna rovnicu

0=—ap—1+ k()

(3.4.2)
p=—ap+ k(¥).

Z prvej rovnice systému (3.4.2) dostaneme

)

a

[2] Nech g(v) = —¢ + k(¢). Predpokladajme,ze

(3.4.3)

k(0) = 0,
K(0) > 1, (3.4.4)
E(o0) <1
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potom mame ¢(0) =0 a
g'(0)=FK(0)—1>0, (3.4.5)
teda g(¢) > 0 pre dostato¢ne malé ¢ > 0.
Na druhej strane, existuje 1* také, Ze pre 1) > ¢* plati £'(¢)) < 1 — 0 pre nejaké
0 > 0, teda
gW)=K@{)—-1<-§<0. (3.4.6)
Z toho dostavame
9(W) < g(*) = o(¢ — %) (3.4.7)
pre ¢ > 1)*, ¢o znamen4, ze g(y)) — —o0 pre Y — 00.
Existuje ¢ > 0, také ze (1)) = 0. Dostavame

g'(W) =K"(¥) <0, (3.4.8)

teda ¢’ je klesajica. Z (3.4.5) a (3.4.7) vyplyva,ze ¢g(1)) ma kladné maximum v
bode ¥y > 0. Kedze ¢'(¢1) = 0 a zaroven ¢ je klesajtca, tak ¢'(¢)) < 0 pre
Y > 1. Zrejme 77[} > 1)1a

g’(@@) <0,9(¢) >0pre 0 < < ¥ a g(¥) <0 pre ¢ > 0. (3.4.9)

Teda méme dva pevné body 0 a 1. Ak naviac funkcia k(1)) ma nasledujicu

vlastnost
k(v) = —k(—¢), (3.4.10)

tak inverznou funkciou k (3.4.3) st tri vetvy rieSenia

¢ =1;(p) prei = 1,2,3 (3.4.11)

¢o st tri rieSenia prvej rovnice systému (3.4.2). Pre p dostavame diferencidlnu
rovnicu

p=—ap+ k(;(p)) prei =1,2,3. (3.4.12)

Za p dosadime z (3.4.3) a mame

Yi(p) + k(¢i(p)) Sk

a

p=—a (Yi(p)) prei =1,2,3

p=i(p) prei=1,2,3. (3.4.13)

Zmenu Casovej skaly z pomalej na rychlu dosiahneme zavedenim transformacie

t=r7Ts
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s=—1
T

a dostévame rychly systém
1 /
—p' = —ap+ k(¥)
-
U= —ap — 1+ k()
P =T(=ap+ k(¥))

U= —ap — ¥ + k()

kde ' = % a s je rychly ¢as. Vypocitame limitnt rovnicu rychleho systému pre

(3.4.14)

T—0

p'=0

(3.4.15)
V' = —ap — 1+ k(1)).

Plynutie rychleho ¢asu sposobi, ze sa rychly systém takmer okamzite ustali v
rovnovahe. Rovnovédhou rychleho systému (3.4.14) je pomala variéta dané rovni-
cou (3.4.13) (Obr.3.9).

I_'

5 L
50 40 -30 -20 10 0 10 20 30 40 50

Obr. 3.9: Rovnovaha rychleho systému
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Stabilna vetva je tam, kde plati

-1+ K@) <0
K(p) <1 (3.4.16)
a pre nestabilnt plati
K () > 1. (3.4.17)

Dalej sa zameriame na body, pre ktoré plati rovnost, ¢ize

k() = 1. (3.4.18)

4r e SO 2 ) g

_5 1 1 1 | 1 1 1
S50 40 300 200 10 0 10 20 30 40 50

Obr. 3.10: Oscilacie fazového bodu

Pouzijeme oznacenie tychto bodov z van der Polovho systému, takze to budu
body S; a S;. Akonéhle sa fazovy bod dostane do jedného z tychto bodov, tak
takmer okamzite prejde do bodu P; alebo P;. Tieto body st priese¢niky priamok,
ktoré st rovnobezné s osou v a prechadzaju cez body S; a S, s pomalou variétou
danou rovnicou (3.4.13). Cize ak sa fazovy bod nachadza v bode S, tak takmer

okamzite prejde do bodu P; a potom sa pomalym pohybom po obliku P;S;
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dostane do bodu S,, odkial velmi rychlym pohybom prejde do bodu P,. Dalej
pokracuje pomalym pohybom po obliku PS; do bodu S;. Tento pohybu sa
bude opakovat (Obr.3.10).



Z.aver

V praci sme analyzovali model fundamentalistov a chartistov. Na zaciatku sme
zistili jeho pevny bod a exaktnou analyzou sme sa snazili urcit typ Andronovovej-
Hopfovej bifurkacie v okoli tohto pevného bodu. Jednym z prvych krokov bolo
urcit podmienky bifurkécie. Zistili sme, Ze pre b > 1 pri prechode komplexne zdru-
zeného paru rydzo imaginarnych vlastnych ¢isel cez kriticki hodnotu 7* nastava
Andronovova-Hopfova bifurkdcia. Zaujimavostou je, Ze charakter bifurkacie za-
visi od znamienka tretej derivacie funkcie k(1)). Ak je tato tretia derivacia vicésia
ako 0, tak vznika nestabilny limitny cyklus, ¢ize nastéva subkritickd bifurkacia.
A naopak ak tretia derivicia funkcie k(1)) je mensia ako 0, tak vznika stabilny

limitny cyklus, ¢ize nastava superkriticka bifurkacia.

Nakoniec sme analyzovali systém pri velmi kratkom ¢asovom oneskoreni pri infor-
movani. Zistili sme, Ze takyto systém je typu singularne perturbovanych systémov

a jeho spravanie vykazuje relaxacné oscilacie.
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