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Abstract

Mako Igor: Econophysical Modeling of Financial Markets [Master’s thesis].

Comenius Univerisity in Bratislava; Faculty of Mathematics, Physics and Informatics;
Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: doc. RNDr. Julius Vanko, PhD.

Bratislava, FMFI UK, 2012. 54 p.

In our work we apply methods of quantum mechanics for mathematical modeling of
price dynamics at the financial market. the information exchange and market psycho-
logy play important, sometimes determining, role in price dynamics. We propose to
describe such behavioral financial factors by using the pilot wave model of quantum

mechanics.

Keywords: econophysics e financial markets e financial pilot wave e behavioral eco-

nomics e quantum mechanics.

Abstrakt

Mako Igor: Ekonofyzikalne modelovanie finanénych trhov [Diplomové préca).
Univerzita Komenského v Bratislave; Fakulta Matematiky, Fyziky a Informatiky; Ka-
tedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Diplomovy vedtci: doc. RNDr. Julius Vanko, PhD.

Bratislava, FMFI UK, 2012. 54 s.

V préci aplikujeme gvantovi mechaniku na matematické modelovanie dynamiky cien
na financ¢nych trhoch. Pri uré¢ovani dynamiky cien zohravaju dolezitu, niekedy do-
konca rozhodujticu, ilohu vymena informacii a trhova psycholégia. Predstavime popis
takychto behavioralnych finanénych faktorov pomocou modelu pilotnej viny kvantove;j

mechaniky.

KIiéové slova: ekonofyzika e finanéné trhy e finanéné pilotnéd vina e behaviordlna

ekonomia e kvantovd mechanika.
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Uvod

Stidium ekonofyziky vzniklo priblizne v 90. rokoch 20. storo¢ia. Niektor{ fyzici zistili, ze
niektoré modely statistickej fyziky mozu byt vyuZité na popisanie zlozitosti finanénych
trhov.

V ekonomickej a finan¢nej tedrii sa na modelovanie cien financénych aktiv najcastejsie
vyuziva princip ,ndhodnej prechadzky* (random walk). Tento princip je v znacnej
miere zalozeny na predpoklade, zZe obchodnici konaju bez odchylok a raciondlne. Takto
sa cena bude menit len v pripade, Ze sa na trhu objavi nové informécia. Bolo vsak
ukazané, ze ceny tuplne nesleduji nahodnt prechadzku.

Je preto prirodzena snaha o vytvéaranie pristupov, ktoré sa na predpokladoch ra-
cionality nezakladaju. Existuju dve tzko spojené oblasti vyskumu, konkrétne beha-
vioralna ekondémia a behaviordlne financie, ktoré skimaji vplyvy ludskych a spolo-
¢enskych kognitivnych a emocionalnych odchyliek, aby lepSie porozumeli ekonomické
rozhodnutia a ich vplyvy na trhové ceny, vynosy a alokaciu zdrojov. Hlavny predmetom
vyskumu si racionalita, resp. jej nedostatok u ekonomickych agentov.

V tejto praci sa budeme snazit o novy sposob modelovania, ktory sa nebude zakla-
dat na prepodklade, Ze investori sa spravaji raciondlne, ndsledne nové informdcie sa
budt objavovat ndhodne a rovnako ndhodne budd aj ovplyviiovat ceny aktiv. V nasom
pristupe st informécie o finanéncom trhu (vratane ocakdvani agentov finanénych trhov)
popisané informa¢nym polom (finanénou vinou) (q). Toto pole sa vyvija determinis-
ticky narusajic dynamiku cien akcii a opcil.

Postupne najskor predstavime zaklady bohmovskej mechaniky, na ktorej je cely
model postaveny. Spomenieme zékladné zdkonitosti a vztfahy. Dalej sa pozrieme na
klasicky ekonofyzikdlny model, ktory v d’alsej kapitole porovname s kvantovym eko-
nofyzikalnym modelom. Pokrac¢ovat budeme porovnanim vlastnosti daného modelu s
vlastnostami zauzivanych modelov. V dalsich kapitoldch sa budeme snazit vyriesit
niektoré z nedostatkov modelu. A nakoniec budeme diskutovat vyuzitelnost modelu v

praxi.



Kapitola 1

Deterministické a stochastické

modely finan¢énych trhov

1.1 Stochastické modely a hypotéza efektivneho tr-
hu

Analytici v ekonomickej a finanénej teodrii vyuzivaju na modelovanie vyvoja cien aktiv,
konkrétne akcii na akciovych trhoch, vymennych kurzov a cien komodit ,nahodnt
prechddzku* (random walk) a este véeobecnejsie martingaly. Tieto postupy vychddzaji
z predpokladu, Ze investori konaji raciondlne a bez akejkolvek odchylky a Ze v kazdom
momente odhaduji cenu aktiv zalozenu na budicich ocakavaniach. Za takychto pod-
mienok vsetky dostupné informdcie vplyvaji na cenu, ktora sa teda bude menit, len ked
vyjde najavo nova informdcia. Podla definicie, nové informdcie sa objavuji ndhodne a
vplyvaji na ceny aktiv tieZ ndhodne.

Tento postup bol formalizovany pomocou hypotézy efektivneho trhu, ktora bola
sformulovana v 60. rokoch 20. storocia:

Hovorime, Ze trh je efektivny pri stanoveni najraciondlnejsej ceny, ak su vsetky
dostupné informdcie spracované hned, ako sa dostani na trh a okamzite sa odrazia na
novej hodnote cien obchodovangch aktiv. [15]

Matematicky tito hypotézu skimal Samuelson [15]. Pouzitim hypotézy raciondlneho
spravania sa a efektivnosti trhu bol schopny demonstrovat v akom vztahu je g1,
ocakavand hodnota ceny daného aktiva v case t 4+ 1, s predchadzajucimi hodnotami

cien qo, q1, ..., ¢ pomocou vztahu:

E(qr+1lq0, a1, - @) = (1.1)

Zvycajne mame zavedenu o-algebru F; generovant ndhodnymi premennymi qq, ¢, .-

> qt-
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Podmienku (1.1) piseme potom v tvare:

E(Qt+1|ft) =q (1-2)

Stochastické procesy takéhoto typu nazyvame martingaly. Eventualne martingalovy

model pre finanéné trhy znamend, ze

(C]t+1 - Qt)

je ,férova hra“ (fair game), t.j. hra, ktord nie je v prospech ani véas, ani vdsho oponenta:
E(qi1 — @:|F:) = 0. (1.3)

Na zéklade informécie, F;, ktord je dostupnd v ¢ase t, nemozeme ocakdvat ani
E(qr1 — q:|Fi) <0

ani

E(g+1 — q:|F) > 0.

1.2 Deterministické modely pre dynamiku cien

V prvom rade treba poznamenat, Ze ceny nie vzdy tiplne sleduji ,ndhodnt prechadzku*
(random walk). V kratkodobom hladisku sa vyskytuje nizka radové koreldcia (okolo
0,05); v dlhodobom hladisku si hodnoty o nieco vyssie. Ich znamienko a hodnota
zavisia od viacerych faktorov, ale transakéné néklady a bid-ask spready vo vSeobecnosti
znemoznujui zarobit vyssie vynosy. Vyskumnici Rosario N. Mantegna a H. Eugene
Stanley zistili, ze niektoré z najvéacsich cenovych odchyliek od nahodnej prechadzky si
dosledkami sezénnych a docasnych vztahov [13].

Vyskytuje sa taktiez mnozstvo tvrdeni, ¢i uz teoretickych alebo ziskanych na zédklade
statistickych analyz dat, ktoré spochybnnuji vseobecny martingalovy model (a teda aj
hypotézu efektivneho trhu). Je dolezité vSimnit si, ze efektivny trh naznacuje, ze ne-
existuje vyuzitelnd prileZitost na zisk. Ak by toto bola pravda, obchodovanie na trhu by
bola hra o nahode a nie o schopnostiach a sktusenostiach. Ale obchodnici kupuju aktiva,
o ktorych si myslia, ze s neohodnotené v nadeji, ze ich predaju za ich skutoéni cenu so
ziskom. Ak v8ak trhové ceny uz odrazaju vsetky dostupné informacie, z kade berie ob-
chodnik tiito tajni informéciu? Ked'ze existuje tisice velmi dobre informovanych, dobre
vzdelanych obchodnikov s aktivami, podporovanych mnohymi vyskumnikmi dat, ktori
kupuju a preddvaju akcie rychlo, logicky o¢akdvame, Ze trhy s aktivami by mali byt

velmi efektivne a prilezitosti na zisk by malo byt velmi méalo. Na druhej strane, moézeme
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si v&imnit, Ze je mnoho obchodnikov, ktori dspesne vyuzivaji svoje prilezitosti a ne-
pretrzite predvadzaji velmi spesné finanéné transakcie. TieZ sa intenzivne skimalo,
¢ skutoéné finanéné déta moézu byt opisované martingalovym modelom. Co sa teda
Iudia na zéklade dostupnych finanénych dat snazia pochopit, je:

Spravaji sa vynosy finanénych aktiv ndhodne (a teda si nepredvidatelné) alebo
deterministicky? A v druhom pripade dufaji v ich predpovedanie, dokonca v zostroje-
nie deterministického dynamického systému, ktory by sa aspon priblizil k skutoénému
spravaniu sa finan¢ného trhu.

Predpovedatelnost vynosou finanénych aktiv je v sicasnosti velmi rozsirend téma a
je cielom vyskumu mnoZstva prac. Spomenieme len, Ze vo vieobecnosti prevlada nazor,

7e vynosy finanénych aktiv si predpovedatelné.

1.3 Behavioralne financie a behavioralna ekondémia

Treba zdoraznit, Ze pokial ide o hypotézu efektivneho trhu, neexistuje vSeobecny
konsenzus. ,,...ekonometrické postupy a empirické dokazy naznacuju, ze vynosy z fi-
nan¢énych aktiv si do istej miery predpovedatIné. V neddvnej minulosti by toto tvrdenie
bolo povazované za jednoznacné popieranie efektivnosti trhu. Avsak moderna finanéna
ekonémia nas uci, Ze niektoré perfektne racionalne faktory sa taktiez mozu podielat
na takejto predpovedatelnosti. Jemnd struktira akciovych trhov, trenie pocas obcho-
dovacieho procesu mozu generovat predpovedatelnost. V ¢ase sa meniaca ocakivand
hodnota vynosov v dosledku zmeny obchodnych podmienok takisto moze generovat
predpovedatelnost. Isty stupen predpovedatelnosti je mozno potrebny k odmenovaniu
investorov za nesenie urcitej miery dynamického rizika.“ [4]

Preto je prirodzené vyvijat pristupy, ktoré nie st zalozené na predpoklade investo-
rov konajucich raciondlne a bez odchijlok a ze nové informécie sa objavuji nahodne a
ovplyvinuju ceny aktiv nahodne. Konkrétne existuji dve zavedené a 1izko spojené ob-
lasti vayskumu behaviordlne financie a behaviordlna ekondomia, ktoré aplikuji vedecky
vyskum na ludski a socialnu kognitivnu a emociondlnu zaujatost, aby sme lepsie po-
chopili ekonomické rozhodnutia a to, ako vplyvaji na trhové ceny, vynosy a rozdelenie
zdrojov. Tieto oblasti sa zaoberaju racionalitou, resp. jej nedostatkom u ekonomickych
agentov. Behaviordlne modely zvycajne zahfiiaju psychologicky ndhlad spolu s neok-
lasickou ekonomicou tedriou.

Od 70. rokov 20. storoc¢ia sa intenzivna vymena informacii vo svete financii stala
jednym z hlavnych zdrojov urcovania dynamiky cien. Elektronické obchodovanie, ktoré
sa stalo najdolezitejsou sticastou prostredia viicsiny birz cennych papierov, vyvolalo
obrovsky tok informaécii medzi obchodnikmi. Finanéné kontrakty si uskotocnované na
novej casovej skale, ktora sa podstatne lisi od starej casovej skaly, ktora bola urcovana

vyvojom ekonomického zakladu financéného trhu. Ceny, za ktoré st obchodnici ochotni
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predat alebo kiipit finanéné aktiva nie st uréované len nepretrzitym vyvojom priemyslu,
obchodu, sluzieb, situdcie na trhu s prirodnymi zdrojmi atd. Informa¢né (mentdlne,
trhovo-psychologické) faktory zohrdvaju taktiez velmi dolezitd tilohu v dynamike cien.
Obchodnici vykonavajuici financné transakcie pracuju ako obrovsky kolektivny kog-

nitivny systém.

1.4 Kvantovy model pre behavioralne financie

V tejto casti sa budeme zaoberat pristupom, ktory nie je zalozeny na predpoklade, Ze
invsetori sa spravaju racionalne a bez odchylky a navySe nové informdcie sa neobja-
vuji ndhodne, ani neovplyviiuji cenu aktiv ndhodne. N4 model mozeme povaZovat
za Specialny ekonofyzikalny model v oblasti behaviordlnych financii. V nasom pristupe
st informacie o trhu, vratane tych o ocakavaniach agentov o finan¢nom trhu, opisané in-
formacngm polom ) (q)- finanénou vinou. Toto pole sa vyvija deterministicky rozrusujic
pri tom dynamiku cien akcii a opcii. Dynamika je dana Schrodingerovou rovnicou na
priestore cien akcii. KedZe psycholégia agentov finanénych trhov sa nemalou mierou
podiela na finan¢énej vine 1(q), moZeme nds model povazovat za Specidlny psycho-
financny model.

V tejto praci vyuzijeme metody bohmovskej mechaniky na simulovanie dynamiky
cien na finan¢nych trhoch. Za¢neme vyvinutim klasického hamiltonovského formalizmu
na fazovy priestor cien/zmien cien, aby sme opisali klasicky vyvoj cien. Této klasickd
dynamika cien je uréend ,silnymi“ finanénymi podmienkami (prirodné zdroje, prie-
myselnd vyroba, sluzby, atd.). Tieto podmienky, rovnako ako ,silné“ vztahy medzi
obchodnikmi na finanénom trhu, si matematicky popisané pomocou klasického fi-
nancného potencidlu. Ako sme uz spomenuli, na redlnych finanénych trhoch nie su
,Silné“ podmienky jedinym zdrojom zmien cien. Informécie a trhova psycholdgia zo-
hravaju takisto doleziti, niekedy dokonca rozhodujicu, tlohu pri dynamike cien.

Poktisime sa opisat ,,slabé* finanéné faktory za pouzitia bohmovského modelu kvan-
tovej mechaniky. Tedria finanénych psychologickych vin berie do uvahy trhova psy-
cholégiu. Redlne trajektorie st urcované dvoma finanénymi potencidlmi: klasickym
(,silné* trhové podmienky) a kvantovym (,slabé* trhové podmienky).

G. Soros sprdvne poznamenal, Ze ,nementdlny“ trh sa vyvija vdaka klasickym
nahodnym fluktuaciam. AvsSak takéto fluktuacie neposkytuju dostatotny popis pre
mentalny trh. Navrhol vyuzif analégiu s kvantovou teériou. Aj ked bolo zistené, ze
priamo kvantovy formalizmus nemoze byt pouzity na finanéné trhy [18]. Obchodnici sa
podstatne lisia od elementarnych castic. Elementarne ¢astice sa spravaju stochasticky
kvoli odchylkam sposobenymi meracimi pristrojmi.

Podla G. Sorosa sa obchodnici na finanénych trhoch sprévaju stochasticky kvoli slo-

bodnej voli jednotlivcov. Kombindcie obrovského mnozstva slobodnych vol obchodnikov
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vytvéraju dodatoéni stochasticitu na finanénom trhu, ktord nemoze byt redukovand na

klasické ndhodné fluktudcie (uréené nementalnymi faktormi). V bohmovskom pristupe

(narozdiel od beznych pristupov) je kvantova statistika indukovand akciami dodatoéného
potencialu, kvantovym potencidlom, ktory meni klasické trajektérie elementarnych

¢castic. Takyto pristup ndm déva moznost pouzit kvantovy formalizmus na finanéné

trhy.



Kapitola 2
Uvod k bohmovskej mechanike

V tejto casti uvedieme zakladné pojmy bohmovskej mechaniky. Je to Specidlny mo-
del kvantovej mechaniky v tom, ze na rozdiel od beznej kodanskej interpretacie maju
kvantové castice dobre definované trajektérie vo fyzikalnom priestore.

Podla beznej kodarniskej interpretdcie (vytvorenej N. Bohrom a W. Heisenbergom)
kvantové castice nemaju trajektorie vo fyzikdlnom priestore. Bohr a Heisenberg zdovod-

nili takyto pohlad na kvantovii fyzikdlnu realitu heisenbergovym principom neuréitosti:
AgAp > h/2 (2.1)

kde h je planckova konstanta, ¢ a p st poloha a hybnost, v uvedenom poradi, a Ag a Ap
su neurcitosti v rozhodovani o ¢ a p. Aj napriek heisenbergovmu principu neuréitosti
(2.1) vsak David Bohm demonstroval [3], Zze je mozné zostrojit kvantovy model, v
ktorom trajektérie kvantovych ¢astic budi vhodne definované. Ked'zZe tato praca sa
zaobera matematickymi modelmi v ekonémii a nie vo fyzike, nebude sa tomu podrob-
nejsie venovat. Len spomenieme, Ze korenn problému lezi v rozdielnych interpretdciach
heisenbergovho principu neurécitosti (2.1). Ak interpretujeme Ag a Ap ako neurcitosti
pre polohu a hybnost jedinej kvantovej ¢astice (napr. konkrétneho elektrénu), potom
by (2.1) naozaj znamenalo, Ze je nemozné vytvorit model, v ktorom by trajektorie q(t)
a p(t) boli dobre definované. Na druhej strane, ak by sme Ag a Ap interpretovali ako
standardné odchylky

Aq=+/E(q— Eq)* Ap=+/E(p— Ep)? (2.2)

tak nie je Ziadny rozpor medzi heisenbergovym principom neuréitosti a moznostou
uvazovat trajektdrie. Modely ako bohmovskd mechanika teda ddvaji zmysel. Nako-
niec eSte poznamename, ze v skutocnych experimentoch sa vzdy pouziva Statisticka
interpretacia Aq a Ap (2.2).

Treba zdoraznit, Ze bezny kvantovy formalizmus nemoze tvrdit ni¢ o samostatne;j
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kvantovej ¢astici. Tento formalizmus poskytuje len Statistické predpovede pre obrovské
subory castic. Preto bohmovska mechanika poskytuje lepsi popis kvantovej reality,
pretoze tu je lep$ia moznost pre popis trajektorii samostatnych castic. Tato velkd
vyhoda bohmovskej mechaniky nebola az tak preskimana v oblasti fyziky. Doteraz
neboli uskutocnené experimenty, ktoré by rozliSovali predikcie bohmovskej a klasickej
kvantovej mechaniky.

V tejto praci ukdzeme, Ze spominané vyhody bohmovskej mechaniky mozu byt
preskiimané v aplikdcidch na finanéné trhy. Skutocne je mozné pozorovat trajektériu
ceny alebo zmeny dynamiky cien. Téato trajektéria je popisand rovnicami matema-
tického formalizmu bohmovskej mechaniky.

Teraz predstvime detailné odvodenie rovnic pohybu kvantovej castice v -bohmov-
skom modely kvantovej mechaniky. KedZe praca je uréend pre matematikov a ekonémov,
ktorl nemaju dostatotné vedomosti o kvantovej fyzike, predstavime vsetky vypocty.
Dynamika vlnovej funkcie (¢, q) je popisand pomocou schrodingerovej rovnice
h? 8%

t,q) = —%a—qz(tm +V(g)¥(t,q) (2.3)

O

Zha(

Tu (¢, q) je komplexnd hodnotové funkcia. Zatial nebudeme pojedndvat o klasickej
pravedpodobnostnej interpretacii ¥ (¢, ¢). Budeme uvazovat, ze ¢ (t, ) je iba pole (podla
pravdepodobnostnej interpretacie 1 (t, ¢) nam | (¢, ¢)|* ddva pravdepodobnost néjdenia
kvantovej castice v bode g v ¢ase t).

Uvazujeme jednorozmerny pripad, ale zovSeobecnenie na viacrozmerny pripad, ¢ =

(q1,---,qn), je zrejmé. Napiseme vlnovi funkciu (¢, ¢) v nasledujicom tvare:

S(t,q)

U(t,q) = R(t,q)e" 7 (2.4)

kde R(t,q) = |¢(t,q)| a 0(t,q) = S(t,q)/h je argument komplexného ¢isla ¥ (¢, q).

Dosadime (2.4) do schrédingerovej rovnice (2.3). Dostaneme

81/1 (8R is 1R OS zs) ; OR is oS is

a
o _OR & | iROS i
dq 8q h Oq
a teda:

3q 8q€ +h8q8q +h6q N
Ziskavame diferencidlne rovnice:

oR_ 1 (,0ROS S
ot 2m \" dq dq 0q?

¢ PR s 2i0RIS s zR@st R(@)Qef
Jdq

(2.5)
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0S  h* [*R R (9S\’
Prenasobenim oboch stran rovnice (2.5) 2R a vyuzitim trivialnych rovnosti:

OR? OR
=t _opt
ot R ot

! 9 ( ,08 OROS %8

- 277 ) —op— 2% 27 =

dq (R 3q> "oiad t o

odvodime rovnicu pre R*:

OR? 10 (R285) _o (2.7)

ot Tmog 't ag

Treba podotknit, Ze ak pouZijeme pravdepodobnostni interpretaciu vlnovej fun-
kcie, potom nam

R (t,z) = [v(t,2)[*

déva pravdepodobnost. Preto rovnica (2.7) je rovnicou popisujicou dynamiku pravde-
podobnostného rozdelenia (vo fyzike ju nazyvame rovnicou kontinuity).

’ . A~ ) 3 z
Druhé rovnica moéze byt prepisana do tvaru:

9S8 1 [9S\? h? 9°R
T V—————1|=0. 2.8
8t+2m(8q> +( 2m8q2) (2:8)
Za predpokladu, ze
2
— 1
2m <
a ze vyraz
i oR
2mR 0q¢?
teda mozeme zanedbat. Dostdvame tak rovnicu:
9S 1 [9S\’
I B = 2.
8t+2m(aq) V=0 2.9)

7 klasickej mechaniky vieme, zZe toto je klasickda hamilton-jacobiho rovnica, ktora zod-

poveda dynamike castic:
oS oS
= — alebo mq = —, 2.10
P= 5 1= (2.10)
kde sa ¢astice pohybuji normalovo k povrchu S = const.
David Bohm navrhol interpretovat rovnicu (2.7) rovnakym sposobom. Ale mozeme

vidiet, Ze v tejto rovnici je klasicky potencidl V naruSovany dodatoénym ,kvantovym
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potencialom*
B h? O0°R
- 2mR Og?

Preto je v bohmovskej mechanike pohyb Castice popisany zvyc¢ajnou newtonovou

rovnicou, ale so silou zodpovedajicou kombinécii klasického potencialu V' a kvantového

dv (a_v B 5‘_U> (2.11)

potencialu U:

T dq  0q

Co je podstané je, ze potencidl U sa sém o sebe riadi schrodingerovou rovnicou (2.3).
Preto nemozeme povazovat rovnicu (2.11) ako ¢isto newtonovu klasicki dynamiku
(pretoze potencidl U zavisi od 1) ako parametra). Rovnicu (2.11) budeme nazyvat
bohm-newtonova rovnica.

Treba poznamenat, Ze zvycajne v pracach o bohmovskej mechanike sa hovori, Ze
rovnica (2.11) nie je ni¢ iné ako oby¢ajnd newtonova rovnica. To by ale mohlo vzbu-
dzovat dojem, Ze bohmovsky pristup by déval moznost redukovat kvantovi mechaniku
na obycajnu klasicki mechaniku. Nie je to v8ak tak. Rovnica (2.11) neposkytuje tplny
popis dynamiky systémov. Ako sme uz spominali, kvantovy potencial U je urceny cez
vinovii funkciu ¢ a d'alej sa vyvija podla schrédingerovej rovnice. Dynamiku dani
bohm-newtonovou rovnicou nemoézeme povazovat za nezdvisli od schrédingerovej dy-

namiky.



Kapitola 3

Klasicky ekonofyzikalny model pre

financné trhy

3.1 Financ¢ény fazovy priestor

Uvazujme matematicky model, v ktorom obrovské mnozstvo agentov financnych trhov
na seba vzdjomne posobi bertc do dvahy externé ekonomické (ale aj politické, socidlne
a dokonca aj meteorologické) podmienky, aby uréili cenu, za ktori kiipit alebo predat
financné aktiva. Uvazujeme obchod s akciami nejakych spolocnosti.

Uvazujeme cenovy suradnicovy systém. Ocislujeme spolosnosti, ktoré emitovali akcie
na finanény trh: j = 1,2, ..., n. MoZeme pouZit n-rozmerny konfigura¢ny priestor cien
Q= R",

q=(q1;---+qn);

kde g; je cena akcie j-tej spolocnosti. R v tomto pripade je redlna os. Dymika cien je
popisand trajektériou

Q(t) = (Ql(t)’ s >Qn(t>>

v konfiguracnom priestore cien Q).

Dalsia premennd, ktori budeme pouzivat je premennd zmeny ceny:

vi(t) = 4(t) = Jim 0t + AAti —¢;(t)

V redlnych modeloch uvazujeme diskrétnu casova skalu At,2At,.... Tu pouzijeme i

diskrétnu premennu zmeny ceny
0g;(t) = q;(t + At) — q;(t).

Priestor zmien ceny ozna¢ime symbolom V(= R") so suradnicami v = (vy,...,v,).

Tak ako v klasickej fyzike, aj tu je uzitoéné zaviezt fazovy priestor Q x V = R?",

11
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konkrétne cenovy fazovy priestor. Dvojica (q,v) =(cena, zmena ceny) sa nazyva stav
finanéného trhu.

Neskor budeme uvazovat kvantovy stav finanéného trhu. Stav (q,v), ktory mo-
mentalne uvazujeme, je klasciky stav.

Teraz predstavime analdgiu m hmotnosti ako poctu prvkov, v nasom pripade akcii,
ktoré obchodnici emitovali na trh. Hovorime, Ze m je financénd hmotnost. Teda kazdy
obchodnik j m4 svoju finanéni hmotnost m; (objem emitovanych akcif). Celkovy ob-
jem emisie uskutocnenej j-tym obchodnikom je rovny 7; = m;q; (nie je to ni¢ iné ako
trhova kapitalizacia). Této veli¢ina samozrejme zavisi od ¢asu: Tj(t) = m;q;(t). Pre
zjednodusenie budeme uvazovat, ze kazd4 emisia, ktord sa na trhu uskutocni, bude v
pevne danom mnozstve akcii, aby premennd m; nezdvisela od ¢asu. Na5 model sa ale
da zovseobecnit, aby popisoval trh ¢asovo zdvislou finanénou hmotnostou m; = m;(t).

Dalej zavedieme finanéni energiu trhu ako funkciu
H:QxV —=R.

Ak vyuzijeme analégiu s klasickou mechanikou, tak mozeme uvazovat finanéni energiu

vo forme:
1 n
H(g,v) = §ijv§+V(q1,...,qn). (3.1)
j=1
Tu
1 n
K(Q? U) = 5 Zvajz
j=1
je kinetickd financnd energia a
Vg, .- an)

je potencidlna finanéna energia, m; je finanénd hmotnost j-teho obchodnika.
Kinetickd finanénd energia predstavuje snahu agentov finanénych trhov zmenit
ceny: viicSie zmeny ceny znamenaji vacsiu kinetickd finanéni energiu. Ak mé spolocnost
J1 vyssiu finanéni hmotnost ako spolocnost ja, teda m;, > m,, potom rovnakd zmena
ceny, t.j. rovnakd finanénd rychlost v;, = vj,, je charakterizovand vyssou kinetickou fi-
nancnou energiou: K; > Kj,. Taktiez vysoka kinetickd financnd energia charakterizuje
rapidne zmeny finanénej situacie na trhu. Avsak kineticka finanénand energia neudava
charakter tychto zmien. MoZe sa jednat o prudky ekonomicky rast rovnako ako recesiu.
Potencidlna financénd energia V popisuje vzajomné posobenie medzi obchonikmi
j =1,...,n, takisto externé ekonomické podmienky (napr. cena ropy a zemného plynu)

alebo dokonca meteorologické podmienky (napr. pocasie v Nemecku). Ako priklad
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mozeme uvazovat najjednoduchsf interakény potencial:

n

Vg qn) =Y (6 — ¢)*

Jj=1

Rozdiel |¢; — ¢;] medzi cenami je najdolezitejsou podmienkou pre arbitrdsz.

Nikdy sa ndm nepodari vziat do tivahy vsetky ekonomické alebo iné podmienky,
ktoré vplyvaji na trh. Preto pouzitim nejakého konkrétneho porencidlu V' (¢) uvazujeme
velmi zidealizovany model finanénych procesov. Avsak takyto pristup je bezny pre fy-
zikdlne modelovanie, kde uvazujeme idealizované matematické modely pre realne fy-

zikalne procesy.

3.2 Klasicka dynamika

Aplikujeme hamiltonovski dynamiku na cenovy fazovy priestor. Ako aj v klasickej

mechanike pre hmotné objekty, predstavime novi premennt
p=muv,
cenovii hybnost. Namiesto vektora zmeny cien

v=(v1,...,0,),

budeme uvazovat vektor cenovej hybnosti

p=(p1,---,pn) 05 = Myv;.
Priestor cenovych hybnosti je oznaceny symbolom P. Priestor
Q=@ xP

budeme nazyvat cenovy fazovy priestor. Hamiltonovské rovnice pohybu na cenovy

fazovy priestor maju tvar:

oH . oH

Q== =5 =1
8pj J

——7=1,...,n.
(9qj

Ak m4 finan¢énd energia tvar (3.1), potom hamiltonovské rovnice maju tvar

P ) ov

. — — U', = —
4q; m; 3> Pj d4;
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, . A 3 Y
Druht rovnicu mozeme pisat v tvare:

) oV
ijj = —a
j
Veli¢inu (t+ A 0
Y + — U
Ui = Alglo At

budeme prirodzene nazyvat cenové zryjchlenie (zmena zmeny ceny). Veli¢ina

sa nazyva (potencidlna) finanéné sila. Méme teda finanény variant druhého newtonovho

zakona:
mo = f (3.2)

,Produkt financnéhej hmotnosti a cenového zrychlenia je rovny finanénej sile.
V skutoénosti je hamiltonovsky vyvoj uréeny nasledujicou zékladnou vlastnostou

financnej energie: Financénd energia sa pocas hamiltonovského vyvoja nemeni:

H(Ql(t)a ce 7Q71(t)7p1(t>7 te 7pn(t)) = H(Ql(o)v t 7Qn<0>7p1(0)7 c 7pn(0))'

Treba vymedzit ivahy o finanénych energidch vo forme (3.1). V prvom rade, vietky
externé podmienky, rovnako ako charakter interakcii medzi obchodnikmi na trhu, silno
zdvisia od ¢asu. Toto musime brat do tivahy a to tak, Ze budeme uvazovat potenciél
zavisly od casu:

V =V(t,q).

Dalej, predpoklad, ze potencidl finanénych trhov zavisi len na cendch, V = V (¢, q),
nie je pre finan¢éné trhy tuplne prirodzeny. Finan¢éni agenti maji uplné informacie o
zmenach cien. Obchodnici tieto informacie bertd do tvahy pre uskutocnenie arbitraze.
Preto moze byt uzitoéné uvazovat potencial, ktory zavisi nie len na cendch, ale aj na
zmendach cien:

V =V(t,q,v)

alebo v hamiltonovskom ponimani
V=Vt qp)

V takom pripade finan¢n4 sila nie je potencial. Preto treba uvazovat finanény druhy

newtonov zakon pre vSeobecné financné sily:

mi = f(t,q,p).
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3.3 Kiritika klasického ekonofyzikalneho modelu

Model dynamiky hamiltonovskej ceny na cenovom fazovom priestore moze byt uzitoény
pri popisovani trhu, ktory zavisi len na ,silnych“ ekonomickych podmienkach: prirodné
zdroje, objemy produkcie, Iudské zdroje atd. Klasickd cenovd dynamika vSak nemdze
byt aplikovand na moderné finanéné trhy. Je zrejmé, Ze akciovy trh nie je zaloZeny
len na ,silnych“ faktoroch. Existuju iné faktory, slabé (behavioralne), ktoré zohravaju
doleziti 1lohu v uréovani cien na finanénych trhoch. Do tivahy by mala byt brand
aj psycholégia trhu. Zanedbatelné mnozstvo informdcii moze mat za nésledok velké
zmeny cien na finanénom trhu. Mozeme uvazovat model, v ktorom st na trh neustale
prezentované finanéné (psychologické) viny. Niekedy tieto viny maji za nasledok nekon-
trolovatelné zmeny cien a tym rozrusuju cely trh. Samozrejme finanéné viny tiez zdvisia
na ,silnych ekonomickych faktoroch.« Ale tieto faktory nezohravaju rozhodujicu tlohu
pri formovani financnych vin. Finanéné vlny si len vlnami informacii.

Mohli by sme prirovnat spravanie sa finanéného trhu k spravaniu obrovskej lode,
ktora je ovladana radiovym signdlom. Radiovy signal so zanedbatelne malou fyzikalnou
energiou moze podstatne zmenit pohyb obrovskej lode (kvoli informdcidm obsaho-
vanym v signale). Ak by sme tomu radiovému signdlu nevenovali pozornost, boli by sme
neustale sklamani zo spravania sa lode. Moze zmenit smer bez akéhokolvek ,silného
dovodu (pocasie, ciel, technicky stav). Ak vSak vieme o existencii rddiového monito-
rovania, mozeme informéacie vysielané rddiom zachytit. Toto by ndm poskytlo silny

néastroj na predpovedanie trasy lode. Tento priklad bol pouzity v [2].



Kapitola 4

Kvantovy ekonofyzikalny model pre

financné trhy

4.1 Financ¢né pilotné viny

Ak interpretujeme pilotnd vinu ako pole, mali by sme si uvedomit, ze to bude dost
zvlastne pole. Podstatne sa lisi od ,,obycajnych fyzikalnych poli“, ako elektromagne-
tické pole. Spomenieme niektoré neprirodzené ¢rty. Konkrétne, sila indukovana tymto
polom pilotnej viny nezdvisi od amplitidy vlny. Preto malé viny nartsaju trajektorie
elementdrnych castic rovnako ako velké viny. Takéto vlastnosti pilotnej viny nds na-
badaju k domnienke, ze ide iba o vlnu informacii. Teda pole pilotnej viny popisuje
Sfrenie informdcii. Pilotnd vlna ndm moze pripominat radiovy signél, ktory navigoval
lod. Toto je samozrejme len analégia, pretoZe radiovy signal je spojeny s obycajnym
fyzikalnym polom, konkrétne elektromagnetickym polom. Presnejsia analdgia by bola,
ak by sme porovnali pilotni vlnu k informaécii obsiahnutej v rddiovom signale.
Podotykame, ze (bohmovskd) interpretédcia kvantovej mechaniky pomocou pilotne;
viny nie je konvencénd. Ako sme uz spominali, existuje niekolko véznych argumentov

proti bohmovskému kvantovému formalizmu:

1. Bohmovsk4 teéria ndm ddva moznost poskytnitf matematicky popis trajektorie
q(t) elementérnej castice. Avsak takdto trajektéria podla konvenéného kvan-

tového formalizmu neexistuje.

2. Bohmovské tedria nie je lokdlna, t.j. pomocou pola pilotnej vlny jedna castica

,citi“ druhi na velké vzdialenosti.

Tieto nevyhody tedrie sa stant vyhodami pri aplikaciach bohmovskej teérie na financéné
trhy.
Nasim zakladnym poredpokladom je, Ze agenti na modernom finanénom trhu nie

st len ,klasicki agenti.” Ich akcie nie st riadené len klasickym financnym potencidlom

16
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V(t,q1,-..,qn), ale tiez (rovnako ako pri tedrii pilotnej viny pre kvantové systémy)
potencidlom dodatoénych informécii (alebo psychologickym potencidlom) indukovanym
finan¢nou pilotnou vinou.

Preto nemozeme pouzit klasickt finanént dynamiku (hamiltonovsky formalizmus)
na finanény fazovy priestor, aby sme popisali trajektérie redlnych cien. Musime brat do
tvahy informacné (psychologické) odchylky hamiltonovskych rovnic pre cenu a zmenu
ceny. Aby sme popisali taky model matematicky, je vhodné vyuZit objekt, ako financnd
pilotnd vina, ktory riadi finan¢ny trh.

V istom zmysle ¥ (q) popisuje psychologicky vplyv cenovej konfiguracie ¢ na spravanie
agentov finanéného trhu. Konkrétne ¢ (q) predstavuje ocakavania agentov.

Zdoraznujeme dve dolezité zlozky modelu financ¢nej pilotnej viny:

1. Vsetky akcie su prepojené na informacnej tirovni. VSeobecny formalizmus tedrie

pilotnej viny vravi, ze ak funkcia ¥ (qi, ..., ¢,) nie je faktorizovana, t.j.

V(g1 Gn) # 1(qr) - n(gn),

potom akékolvek zmena ceny ¢; automaticky zmeni spravanie vietkych agentov
na finanénom trhu (dokonca aj tych, ktorf nemaji Ziadny priamy vzfah s ¢ ak-
ciami). Toto by malo za nésledok zmenu cien j akcii pre ¢ # j. Stucasne ,silny*“

ekonomciky potencial V(qy, ..., q,) nemusi zahfiiat Ziaden pojem interakcie.

Uvazujme napriklad potencial

V(g o Gn) =aqi + -+ ¢

Hamiltonovské rovnice pre tento potencial (s vynechanim finanénej pilotnej viny)
maju tvar:

Teda klasickd trajektoéria ceny g¢;(t) nezavisi od dynamiky cien akcif inych ob-
chodnikov i # j (napriklad, cena akcii Dell nezavisi od cien akciif IBM a naopak).

Ak by vsak vlnova funkcia mala napriklad tvar:

A L, )
¢(q1, o ,qn) — cet(@attan—1dn) o (q1+...+qn)7

kde ¢ € C' je nejaka normaliza¢na konstanta, potom finanéné spravanie agentov

na financnom trhu nie je lokdlne.

2. Reakcie trhu nezavisia na amplitide finanénej pilotnej viny: viny 1, 2¢, 100000
sposobia rovnaku reakciu. Takéto spravanie na trhu je prirodzené, ak je financna

pilotnd vlna interpretovana ako informacna vlna, vlna financnych informécii.
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Amplitida informaéného signalu nehrd dolezitd rolu pri informacnej vymene.
Najdolezitesi je obsah takého signalu. Obsah je dany tvarom signalu, formou

funkcie financ¢nej pilotnej viny.

4.2 Dynamika cien riadenych finan¢nou pilotnou vl-

nou

V skuto¢nosti nepotrebujeme vyvijat novy matematicky formalizmus. Iba aplikujeme
standardny formalizmus pilotnej viny na financné trhy. Zakladny predpoklad tedrie

pilotnej viny je, Ze pilotna vina (pole)

- o)

indukuje novy (kvantovy) potencél

U(qis- -1 qn)

ktory narusa klasické rovnice pohybu. Upravend newtonova rovnica ma tvar:

p=1r+g (4.1)
kde v
f= g
q
a
__9
Dodato¢nu finan¢nu silu g nazyvame finanénd mentdlna sila. Tato sila g(qi,. .., qn)

predstavuje nieco ako kolektivne vedomie finanéného trhu. Samozrejme g zavisi na eko-
nomickych a inych ,silnych“ podmienkach danych finanénym potencidlom V (g, . . ., gy ).
Nejednd sa vsak o priamu zévislost. V principe, nenulova finanénd mentdlna sila moze
byt vyvolané finanénou pilotnou vlnou 1 v pripade nulového finanéného potencidlu,
V = 0. Takze V = 0 neimplikuje U = 0.Trhovd psychologia nie je uplne uréovand
ekonomickymi faktormi. Finanéné (psychologické) viny informdcif nemusia byt genero-
vané nejakymi zmenami v redlnej ekonomickej situacii. St kombindciami mentalnych a
ekonomickych vin. Dokonca i bez ekonomickych vin mézu mat mentdlne finanéné viny
velky vplyv na trh.

Vyuzitim standardného formalizmu pilotnej viny ziskame nasledujice pravidlo pre
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vypocet finan¢énej mentalnej sily. Vyjadrime finanéni pilotnu vinu ¢(q) v tvare:
¥(q) = R(q)e™,

kde R(q) = |1(q)| je amplitida 1(q), (absolitna hodnota komplexného ¢isla ¢ = 9 (q))
a S(q) je faza 1 (q) (argument komplexného ¢isla ¢ = 1/(q)). Potom finanény mentélny

potencidl vypocitame ako

1 < O°R
U(qla"‘vqn):_ﬁza_qg

a finan¢nu mentalnu silu ako

—-oU
gj(Ql? s 7Qn) = aq (Qh s 7Qn)
J

Tieto vztahy naznacuji, Ze silné financné vplyvy si tvorené finanénymi vlnami majicimi
podstatné odchylky amplitid.

Priklad 1. (Finanéné viny s malymi odchylkami nemaji ziaden efekt). Za¢nime s
najjednoduchsim prikladom:

R = const.

Potom finantnd (behaviordlna) sila g = 0. Ak R = const, nie je mozné menit ocakévania
celého trhu pozmenenim ceny ¢; jedného pevného typu akcif j. Konstanté informacné
pole nevyvolava psychologické financné efekty. Ako sme uz spominali, absolitna hod-
nota tejto konstanty nezohrava ziadnu rolu. Vlny s konstantnou amplitidou, ¢ uz
R =1, alebo R = 10'%° nevytvéraju ziaden efekt.

Priklad 2. (Spekuldcia) Nech

R(q) = c(¢* +d), ¢,d > 0.

Tu 5
U(q) = —
(@) =—774
(nezavisi to od amlitudy c) a
—4q

9(q) = Erdr
Kvadraticka funkcia sa meni podstatne viac ako linearna funkcia a ako dosledok toho,
takato finanéna pilotna vina ma za nasledok netrividlnu finanéna silu.
Pozrieme sa na finanéné pohntitky indukované takouto silou. Uvazujeme situdciu:

(pociatoénd cena) ¢ > 0 a g < 0. Finan¢na sila g stimuluje trh, ktory funguje ako velky
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kognitivny systém, aby znizoval cenu. Pre malé ceny,

9(q) = —4q/d*.

Ak finanény trh zvysi cenu ¢ pre akcie takéhoto typu, negativna reakcia financnej sily
bude silnejsia a silnejsia. Trh je tlacney financnou silou k zastaveniu zvySovania ceny

q. Avsak pre velké ceny,
9(a) = —4/q".

Ak je trh schopny priblizit sa k tomuto rozmedziu cien (napriek negativnemu tlaku
finan¢nej sily pre relativne malé ¢), trh bude pocitovat zniZovanie negativneho tlaku.
Tento model dobre popisuje Spekulativne spravanie financného trhu.
Priklad 3. Nech
R(q) = c(q* +1), ¢,b> 0.

Teda

bg — ¢

9(q) = VAV R
(¢* +0)

Tu je spravanie trhu komplikovanejsie. Urcime
d=Vb.

Ak sa cena meni z ¢ = 0 do ¢ = d, potom je trh motivovany finan¢nou silou ¢(q),
aby zvysil cenu. Cena ¢ = d je kritickd pre jeho finan¢nu aktivitu. Kvoli psycholo-
gickym dovodom trh ,rozumie“, Ze by bolo nebezpecné pokracovat v zvySovani ceny.
Po priblizeni sa ceny k ¢ = d ma trh psychologické podnety k znizeniu ceny.

Finantna pilotné vina ¥ (q) s R(q), ktoré si polynémy vyssich rdadov mozu mat za
nasledok velmi komplexné spravanie. Interval [0, 00) je rozdeleny na sibor podinterva-
lov 0 <dy <dy <...<d, < oo tak, ze na kazdej cenovej urovni ¢ = d; obchodnik
meni svoj postoj k zvySeniu alebo zniZeniu ceny.

Zatial sme uvazovali jednorozmerny model. V skuto¢nosti musime uvazovat viacroz-
merné modely velkého rozmeru. Finanéna pilotna vina ¢(qi, . . ., ¢,) na takom cenovom

priestore @) indukuje rozdelenie @) na velké mnozstvo poli

Q=0:J...Jow

Jediny problém, ktory este musime vyrieSit, je popis ¢asovej dynamiky finanéne;
pilotnej viny (¢, q). Postupujeme podla standardnej tedrie pilotnej viny. Tu (¢, q)

najdeme ako riesenie schrédingerovej rovnice. Schrédingerova rovnica pre energiu

n

1 p?
H(q,p):EZ#+V(q1,...,qn)

j=1 "
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ma tvar:

) 8770 — — I 82¢(t7q1a~'~7Qn)
zhg(t,qh ey n) = —Z om, o + V(g )t g, qn) (4.2)

J=1

s poc¢iatocnou podmienkou

¢(0a qi,- - - 7Q7L) = w(QIa s 7Q’rl)

Teda ak pozndme (0, ¢), tak pouzitim schrodingerovej rovnice mozeme néjst pilotni
vlnu v Tubovolnom ¢asovom okamihu ¢, 1(t, ¢). Potom mézeme vypocitat prislichajuci
mentalny potencidl U(t, q) a mentalnu silu ¢(t, q) a vyriesit newtonovu rovnicu.

T istt rovnicu pouzijeme pre najdenie vyvoja financnej pilotnej viny. Podotkneme
len jednu vec, a to k tlohe konstanty h v schrédingerovej rovnici. V kvantovej mecha-
nike, ktora sa zaobera mikroskopickymi casticami, je h planckova konstanta. Tato je
povazovand za konstantu, ktord zohrava hlavnu tlohu v kvantovych tvahéch. Avsak
povodne sa h objavovala len ako skalovaci parameter pre procesy vymeny energie.
Preto budeme v nasom finanénom modeli hovort o h ako o parametri, ktory skaluje
cenu, teda ako o jednotke, ktorou chceme merat zmenu ceny. Nepredstavime $pecidlnu
veli¢inu pre h.

Predpokladdme, Ze finanéna pilotnd vlna sa vyvija cez finan¢éni schrédingerovu
rovnicu na priestore cien. Vo vSeobecnom pripade ma tato rovnica tvar:

ih%(t, q) = Hi(t,q),¢(0,q) = ¥(q),

kde H je samopripojeny operator prislichajuici finanénej energii danej funkciou H(q, p)
na finanénom fizovom priestore. Dalej pokracujeme rovnako ako pri obycajnej kvan-

tovej tedrii elementarnych castic.

4.3 Vyber miery klasickych fluktuacii

Ako matematicky zaklad modelu pouzijeme priestor Ls(Q) funkcii ¢ : Q@ — C, kde @ je
konfiguracny priestor cien, () = R™ alebo nejakd podmnozina () C R" (napr. @ = R"):

[9]|* = /Q [ (z)|Pdr < oo.

Tu je dx lebesqueova miera, uniformné pravdepodobnostné rozdelenie, na konfigurac-
nom cenovom priestore. Samozrejme uniformné rozdelenie dx nie je jediny sposob nor-
malizacie miery na konfiguracnom cenovom priestore. Zvolenim dx prepdpokladame,

ze za absencie vplyvu pilotnej viny maju vsetky ceny rovnaké prdva. To vo vSeobecnosti
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neplati. Ak nie st ziadne financné (psychologické) vlny, trh stéle silno zavisi od ,silnych*
ekonomickych podmienok. Vo vseobecnosti, vyber normalizacnej miery M musi byt
opodstatneny redlnymi vztahmi medzi cenami. TakZe veobecne financnd pilotnd vina
1 patri do priestoru Ly(Q,dM) s ohladom na nejaki mieru M na konfiguraénom ce-

novom priestore:

1|12 I/Qlw(a:)|2dM <.

Konkrétne, M moze byt gaussovskd miera:

1 7(371(327(1),;0700
dM(z) = ————~e¢~ 2z d
(@) (2wdet B)"/? ¢ “
kde B = (bij)};=; je kovarianénd matica a o = (au, ..., ay) je vektor strednych hodnot.

Miera M popisuje klasické nahodné fluktuacie na finanénych trhoch, ktoré nie su
spojené s kvantovymi (behaviordlnymi) efektami (tie si v nasom modeli popisané fi-
nan¢nou pilotnou vlnou). Ak st vplyvy tejto viny velmi malé, mézeme pouzit klasické

pravdepodobnostné modely; konkrétne, zalozené na gaussovom rozdeleni.



Kapitola 5

Porovnanie s konvenécnymi modelmi

finan¢nych trhov

N&s model akciového trhu sa podstatne 1isi od beznych modelov. Preto by sme mali

porovnat nds model s doposial zndmymi modelmi.

5.1 Stochasticky model

Aktivne sa vyvija mnozstvo modelov finan¢nych trhov zalozenych na stochastickych
procesoch. Bachelier (1890) urcil pravdepodobnost zmeny ceny P(v(t) < wv)tak, ze
pouzil nie¢o, comu dnes hovorime chapman-kolmogorova rovnica. Ak zavedieme hus-
totu pravdepodobnostného rozdelenia: p(t, x), ¢ize P(x; < x) = ffoop(t,q)dx, tak to
spfﬁa cauchyho problém parcialnej diferencialnej rovnice druhého radu. Téato rovnica
je vo fyzike znama ako chapmanova rovnica a v tedrii pravdepodobnosti ako kolmogo-
rova rovnica. V najjednoduchsom pripade je zakladny difizny proces wienerov proces

(brownov pohyb), tato rovnica mé tvar (rovnica vedenia tepla):

Op(t,x) _ 10%p(t,)

5.1
ot 2 Ox? (5:1)
Tu x predstavuje premennu zmeny ceny.
Pre vSeobecny diftizny proces mame kolmogorovu rovnicu:
op(t,z) 109* 0
= — t t — —(ult t . 5.2

) @ o)plt ) — Ao (lt, )l ) (52)

Tato rovnica je zalozena na difiiznom procese
dry = p(t, z)dt + o(t, x;)dwy, (5.3)

kde w; je wienerov proces. Tato rovnica by mala byt interpretované ako jednoduchsi

23
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sposob vyjadrenia prislichajicej integralnej rovnice

Ty = Ty + /t,u(s, xs)ds + /t o(s, xs)dws. (5.4)
to to
Tento povodny model s gaussovsky rozdelenymi cenami bol pomerne rychlo nahradeny
modelom, v ktorom ceny akcii su rozdelené lognormdlne, t.j. ceny akcii sa spravaju
podla geometrického brownovho pohybu.
Pripominame, ze stochasticky proces S; sleduje geometricky brownov pohyb, ak

spfﬁa nasledujicu stochasticki diferencialnu rovnicu:
dS; = uSdt + vSdw, (5.5)

kde w; je wienerov proces (=brownov pohyb) a u (,percentudlny drift“) a v (,per-

centudlna volatilita®) si konstanty. Rovnica méa analytické riesenie:
Sy = Soexp ((u — v*/2)t + vwy) (5.6)

Sy = Si(w) zavisi od ndhodného parametra w; tento parameter bude zvycajne vyne-

chany. Zakladnd vlastnost stochastického procesu S; je, Ze ndhodnd premennd

log(St/So) = log(St) — log(So)

je normalne rozdelena.

Na rozdiel od takéhoto stochastického modelu, nas bohmovsky model akciového
trhu nie je zalozeny na tedrii stochastickych diferencidlnych rovnic. V nasom modeli
nemoze byt ndhodnost akciového trhu reprezentovand nejakou transforméciou wiene-
rovho procesu.

Najpodstatnejsi problém pri stochastickych procesoch je vyber adekvatneho sto-
chastického procesu £(t) popisujiceho cenu alebo zmenu ceny. V stcasnosti je model
geometrického brownovho pohybu povazovany za model poskytujici len prvi apro-

ximaciu niec¢oho pozorovaného v realnych datach.

5.2 Deterministicky dynamicky model

Tento pristup je casto kritzovany, konkrétny protiargument je: ,Casovy vyvoj ceny
aktiva zavisi na vSetkych informaciach ovplyvinujiucich skimané aktivum a zd4a sa ne-
pravdepodobné, Ze vsetky tieto informécie mozu byt popisané malym mnozstvom ne-
linedrnych rovnic.“ [13]

Iba na prvy pohlad sa zd4, Ze aj bohmovsky finanény model je deterministicky

model. Samozrejme dynamika cien (ako aj zmien cien) st deterministické. Je popisand
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druhym newtonovym zdkonom, vid (4.1). Moéze sa zdat, Ze nahodnost moze byt v

takomto modely zahrnutd len cez pociatoéné podmienky:

p(t7w> = f(ta Q(taw)) + g(ta Q(t>w>>7 CI(O) = qO(w)ap(O) = pO(w)7 (57)

kde ¢(0) = go(w), p(0) = po(w) st ndhodné premenné (pociatoéné podmienky pre ceny
a hybnosti) a tu w je rizikovy parameter.

Ale nie je to také jednoduché. Bohmovsks ndhodnost nie je pre niektoré nelinedrne
klasické a kvantové sily redukované na nadhodnost pociatoénych podmienok alebo cha-
otického spravania rovnice (4.1). Tieto st klasické dopady ndhodnosti. Ale skutoéne
novy dopad podstatne uréeny kvantovou ndhodnostou, ktord je zahrnutd v 1 —funkcii
(=pilotnd vlna=vlnova funkcia). Ako uz vieme, vyvoj @¥—funkcie je popisany do-
datoénou rovnicou- schrédingerovou rovnicou- a teda 1)—néhodnost nemoze byt od-
¢lenend ani z pociatoénych podmienok (5.7) ani z mozného ndhodného spravania.

V naSom modeli funkcia 1 poskytuje dynamiku ocakavani na finanénom trhu.
Tieto oc¢akdvania si obrovskym zdrojom nahodnosti na trhu- mentélnej (psycholo-
gickej) ndhodnosti. Ale tato ndhodnost nie je klasickd, t.j. jedna sa o nekolmogorovsky
pravdepodobnostny model.

Nakoniec davame do pozornosti, ze v kvantovej mechanike vinova funkcia nie je
meratelnd veli¢ina. Zd4 sa, ze podobn4 situdcia nastdva na finanénom trhu. Nie sme
schopni merat finanéné ¢—pole (ktoré je nekoneénorozmerny objekt, ked'ze hilbertov
priestor je nekonec¢ného rozmeru). Toto pole obsahuje myslienky a ocakdvania miliénov

agentov a samozrejme nemoze byt vietko zaznamenané ako pri cendch a zmendch cien.

5.3 Stochasticky model a ocakavania agentov na fi-

nancnom trhu

Uvazujme znova model akciového trhu zalozeného na geometrickom brownovom po-
hybe:
dSt = UStdt + Udet'

Vsimnime si, Ze v tejto rovnici nie je ziaden vyraz popisujici spravanie sa agentov
na finanénom trhu. Koeficienty u a v nemaji Ziaden priamy vztfah s ocakdvaniami
a trhovou psychologiou. Dalej, ak dokonca popiseme nejaké dodatocné stochastické

procesy
77(15»0)) = (nl(t’ w)’ s 777N(t7 w))

popisujtce spravanie agentov a dodatocné koeficienty (v stochastickych diferencidlnych
roviciach pre takéto procesy), budeme schopni simulovat realny trh. Kone¢norozmerny

vektor 7(t,w) nemoze popisovat ,mentdlny stav trhu, ktory je nekonecnej komplex-



KAPITOLA 5. POROVNANIE S KONVENCNYMI MODELMI FIN. TRHOV 26

nosti. mozeme bohmovsky model povazovat za tivod k nekoneénorozmernému rizi-
kovému parametru ). A tento parameter nemodze byt popisany klasickou pravdepo-

dobnostnou teériou.

5.4 Hypotéza efektivneho trhu a bohmovsky pristup

k finan¢écnému trhu

Hypotéza efektivneho trhu bola formulovand v Sestdesiatych rokoch minulého storocia
v [15]:

Hovorime, Ze trh je efektivny v urcovani najraciondlnejsej ceny, ak siu vsetky do-
stupné informdcie spracované okamzite, ako sa dostani na trh a si okamzite odrazené
na novej hodnote ceny obchodovaniych aktiv.

Hypotéza efektivneho trhu je tzko spojena s hypotézou stochastického trhu. Za
pouzitia hypotézy racionalneho spravania a trhovej efektivity bol Samuelson schopny
vyjadrit ako ¢4, ocakdvand hodnota ceny daného aktiva v ¢ase t + 1, zdvisi od

predchédzajicich hodnot cien qo, qi, . . ., ¢ vztahom

E(qi+1lgo: a1, - - - a) = - (5.8)

Stochastické procesy takéhoto typu nazyvame martingaly.

Teda hypotéza efektivneho trhu mé za nésledok, ze financéné trhy su popisané
Specidlnym druhom stochastickych procesov, martingalmi.

KedZe bohmovsky kvantovy model finanénych trhov nie je zalozeny na hypotéze
stochastického trhu, ani hypotéza efektivneho trhu neposluzi ako zdklad pre bohmovsky
kvantovy model. Vztah medzi modelom efektivneho trhu a bohmovskym kvantovym
modelom je velmi krehky. Neexistuje Ziadne priame protirecenie medzi tymito mo-
delmi. Ked'ze klasickd ndhodnost je tieZ zahrnutd v modeli bohmovského kvantového
trhu (cez ndhodnost pociatoénych podmienok), mali by sme sa zhodnit na tom, ze
,, dostupné informacie su spracované okamzite, ako sa dostanu na trh a si okamzite
odrazené na novej hodnote ceny obchodovanych aktiv.“ Avsak okrem dostupnych in-
formacii mame este informacie zakédované vo funkeii ¢ popisujicej psycholégiu trhu.
Ako sme uz spominali, tdto funkcia nie je meratelnd, takze tiplné informécie v nej
zahrnuté nemame k dispozicii. KaZdopadne nejaké informdcie z nej mozeme ziskat ne-
jakymi agentami na finanénom trhu (takymi, ¢o ,lepsie citia psycholégiu trhu®). Preto
klasické formovanie cien zalozené na dostupnych informaciach je nepretrzite narusané
kvantovym prispevkom k cenam aktiv. Nakoniec musime povedat, Ze redlny trh nie je
efektivny. Konkrétne v tom, Ze neurcuje najracionalnejsiu cenu. Moze dokonca indu-

kovat aj tiplne iraciondlne ceny kvoli kvantovym efektom.



Kapitola 6

Existencné vety pre nehladké

financné sily

6.1 Problém hladkosti cenovych trajektorii

V bohmovskom modeli cenovej dynamiky mozeme najst cenovi trajektériu ¢(t) ako

rieSenie rovnice
d?q(t)
dt?

m

= f(t,q(t)) +g(t,q(t)) (6.1)

s poc¢iatocnou podmienkou

q(to) = qo,q' (o) = qp-

Tu uvazujeme ,klasicki® silu (zévisli od casu)

V(¢ q)
t = —
f(t,q) 9
a ,kvantovia*® silu
oU(t,q)
t e ————
g9(t,q) 9

kde U(t, q) je kvantovy potencial indukovany schrodingerovou dynamikou.V bohmov-
skej mechanike pre fyzikdlne systémy je rovnica (6.1) brand ako oby¢ajnd diferencidlna
rovnica a ¢(t) ako jediné riesenie (prislichajice pociatoénym podmienkam) z mnoziny
C?: predpokladdme, Ze q(t) je dvakrit diferencovatelnd so spojitou ¢”(t).

Jedna z moznych namietok proti aplikovaniu bohmovského kvantového modelu pre
popisanie dynamiky cien na finanénom trhu je hladkost trajektérii. Vo finanénej ma-

tematike sa zvycajne predpoklads, Ze trajektdrie cien nie st diferencovatelné.

27
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6.2 Matematicky model a realita

Samozrejme niekto moze proste tvrdit, Ze v prirode sa Ziadne hladké trajektoérie nevys-
kytuju. Hladké trajektorie nepatria ani do fyzikalnej, ani do financ¢nej reality. Objavuju
sa v matematickych modeloch, ktoré mozu byt vyuzité pri popisovani reality. Je zrejmé,
7e moznost aplikovat matematicky model s hladkymi trajektériami zavisi od ¢asovej
skély. Trajektorie, ktoré su povazované za hladké (alebo spojité) na jednej ¢asovej skale,
mozu byt nehladké (alebo nespojité) na jemnejsej casovej skéle.

Tuto filozofickd tému predstavime pomocou historie vyvoja finanénych modelov.
Pripominame, ze v prvom §tadiu vyvoja finan¢nej matematiky, v bachelierovom a black-
scholesovom modeli, boli uvazované procesy so spojitymai trajektoriami: wienerov proces
a vSeobecnejsi difizny proces. V poslednej dobe sa vsak tvrdi, ze takéto stochastické
modely (so spojitymi procesmi) nie st dostatoéne primerané pre realne financné déta.
Bolo pozorované, Ze na jemnejsej casovej skéle si niektoré levyho procesy so skokovymi
trajektoriami adekvatnejsie pre data z finanénych trhov.

Kvoli tomu by niekto mohol tvrdif, Ze bohmovsky model poskytuje hruby popis
dynamiky cien a nepopisuje realne trajektorie cien ich vyhladenymi verziami. Bolo
by vSak zaujimavé ponechat interpretdciu bohmovskych trajektérii ako skutoénych
cenovych trajektorii. V takom pripade by sme mali ziskat nehladké bohmovské tra-

jektérie. V nasledujticej ¢asti predstavime vety poskytujice nehladké riesenia.

6.3 Picardova veta a jej zovSeobecnenie

Veta o jednoznacnosti a existencii pre obycajné diferencialne rovnice, picardova veta,
nam ddva istotu hladkosti trajektorii. (vid [12])

Veta 1. Nech F' : [0,T] x R — R je spojitd funkcia a nech F spl;ia lipschitzovské

podmienky vzhladom na premenni x:

Potom pre lubovolny bod (to,z0) € [0,T) x R existuje jediné C' riesenie cauchyho

problému

dx
o = Ft,a(t), oto) = o0, (6.3

na useku A = [to, a], kde a > 0 zdvisi od ty,zo a F.

Predstavime Standardny dokaz tejto vety, pretoze jeho schému neskor vyuzijeme.
Uvazujme priestor spojitych funkeii = : [tg,a] — R, kde a > 0 je ¢islo, ktoré bude

urcené. Ozna¢me tento priestor symbolom C't, a]. Cauchyho problém (6.3) pre oby-
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v s z . s 7 . A~ ’ ) . ’ .
cajnu diferencidlnu rovnicu mozeme napisat ako integralnu rovnicu:

t
z(t) = z(ty) + / F(s,z(s))ds (6.4)
to
Podstatna vec pre d’alsie nase uvazovania je, Ze zo spojitosti funkcie F' vzhladom na
dvojicu premennych (t,z) vyplyva spojitost y(s) = F(s,z(s)) pre Tubovolné spojité
x(s). Ale integral z(t) = f(f y(s)ds je diferencovatelny pre hociaké spojité y(s) a 2/(t) =
y(t) je tiez spojité. Zékladnym bodom standardného dokazu je to, ze pre dostatoéne
malé a > 0 operator
t
G(z)(t) = zo +/ F(s,x(s))ds (6.5)
to

mapuje funkciondlny priestor Cltg, a] do C|[tg,a] a je to kontrakcia v tomto priestore:

Poo(G(x1), G(12)) < apoo(T10, T20), @ < 1, (6.6)

pre hociaké 2 trajektorie xy(t), z2(t) € Clto, a] také, ze z1(ty) = x10 a x2(ty) = x9. Tu
aby sme ziskali @ < 1, musi byt interval [to, a] zvoleny dostatocne maly. Tu pao (ug, uz) =
[ur — uoflo &

[l = sup |u(s)].
to<t<a

Z podmienky o < 1 vyplyva, ze iteracie

t
x1(t) = o +/ F(S,x0)ds,

to

wQ(t):$0+/ F(S,z:1(9))ds,. ..,

to
t
xn(t) =z + / F(S,x,-1(9))ds, ...
to
konverguji k rieSeniu x(t) integralnej rovnice (6.4). Dalej poznamendme, Ze z pod-
mienky (6.6) vyplyva, Ze rieSenie je jednozna¢né na priestore C|ty, al.
Strucne povedané vo Vete 1 je lipschitzovska podmienky zodpovednd za jedno-

znacnost rieSenia a spojitost F'(¢,r). Dalej spomenieme peanovu vetu:

Veta 2. Nech F : [0,T] x R je spojitd funkcia. Potom pre lubovolny bod (to,xq) €
[0,T] x R existuje lokdlne C* riesenie cauchyho problému (6.3).

Poznamendme, Ze z peanovej vety nevyplyva jedine¢nost rieSenia.

Je zrejmé, Ze nespojité finanéné sily mozu indukovat cenové trajektorie ¢(t), ktoré
nie st hladké; trajektorie cien mozu byt dokonca nespojité. Z tohto uhla pohladu nie je
hlavny problém hladkosl trajektérii cien ¢(t), ale to, Ze neexistuje veta o jednoznacénosti

pre nespojité finanéné sily. My takid vetu sformulujeme a dokédzeme. Samozrejme mimo
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triedy hladkych rieSeni by sme sa nemali zameriavat na povodny cauchyho problém
(6.3). Namiesto toho by sme mali uvazovat integralnu rovnicu (6.4).
Zovseobecnime Vetu 1 na nespojité F. Uvazujme priestor BM [ty, a] pozostavajici

z ohrani¢enych meratelnych funkcif z : [to,a] — R. Teda:

L supry<i<al(t)] = [|2]lo0 < 003

2. pre hociaki borelovski podmnozinu A C R, jej vzor 271 (A) = {s € [to, ] :
z(s) € A} je opél borelovskd podmnozina v [to, al.
Lema 1. Priestor trajektorii BM[ty, a] je banachov priestor.
Dékaz. Nech {x,(t)} je postupnosl trajektorid, ktord je cauchyho postupnosl v priestore
BM{ty, al:

|Tn — Tml|oo — 0,m, m — o0.

Teda
lim sup |z,(t) —z,(t)| — 0. (6.7)

n,M—00 ¢, <t<q
Teda pre hociaké t € [to, al, |z, (t) — zm(t)| — 0,n,m — oco. Odtial, pre hociaké t je
postupnosl redlnych cisel {x, ()}, cauchyho postupnost na R.
Ale priestor R je dplny. Teda pre hociaké t € [tg,a] existuje lim, o x,(t), ktoru
vyjadrime ako x(t). Takto sme zostrojili novi funkciu x(t),t € [to, a]. Teraz prepiseme
podmienku (6.7): Ve > 034N :Vn,m > N :

|2, () — 2 (t)] < € pre lubovolnét € [to, al. (6.8)

Teraz nastavime n > N a v nerovnosti (6.8) vezmeme limitu pre m — oo. Ziskame:

|2, (t) — x(t)] < € pre lubovolnét € [ty, a). (6.9)
Teda
sup |z,(t) —z(t)] <e (6.10)
to<t<a

To nie je ni¢ iné ako podmienka:
Vn > N ||z, — 2]|w <€

Preto x,, — x v priestore BM|ty,a]. Pripominame, Ze trajektoria x(t) je ohranicend,
pretoze:

7|0 < “37710 — |0 + Hxno”oo cet ||$no||oo

pre lubovolné pevne dané ng > N a ked’Ze ||Zn, 0o < 00, nakoniec dostdvame ||z||o <
0o. Este poznamendme, Ze z(t) je meratelnd funkcia ako uniformnd limita meratelnych

funkcii. Teda priestor BM|ty, a] je uplny normovany priestor- Banachov priestor.
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Veta 3. Nech F : [0,T] x R — R je meratelnd ohranicend funkcia a nech F spl/rla
lipschitzovski podmienku vzhladom na premenni x, vid (6.2). Potom pre hociaky bod
z to,zo € [0,T) x R ezistuje jednoznacné riesenie integrdlnej rovnice (6.4) triedy
BM{ty, al, kde a > 0 zdvisi do ty,xo a F.

Dékaz. Neskor uréime a > 0. Nech u(s) je hociakd funkcia triedy BM|[to,a]. Potom
funkcia y(s) = F(s,u(s)) je meratelnd (kedze F aj u si meratelné) a ohranicend
(lebo F' je ohranicend). Teda y € BM/ty, a|. KaZdd ohranicend a meratelnd funkcia je

integrovatelnd vzladom na lebesqueovu mieru dt na [ty,a]. Preto

z(t) = /ty(s)ds = /t F(s,u(s))ds

to to

je dobre definovand pre kazdé t. Tdto funkcia je opdit meratelnd vzhladom na t a

ohranicend, pretoze:

/t: y(a)ds

Teda operdtor G, ktory bol definovany v (6.5) mapuje BM|ty,a] do BM][ty,a). Teraz

ukdzeme, Ze pre dostatocne malé a > 0 je G kontrakcia v BM [ty a]. VyuzZitim lipschit-

< sup |y(s)|(t —to) < [|yllw(a —to) < o0

to<s<t

zovskej podmienky ziskame:

sup |G(x1)(t) — Gla2)(8)] =

to<t<a

/ (F(s,21(5))) — F(s, 22(s))ds

to

§/t |(F(s,21(s))) — F(s,22(s))|ds < sup c/ |z1(s) — xo(s)|ds

to<t<a to

< sup c(t —tg) sup |z1(s) — x2(s)| < cla — to)||z1 — T2 0o-
to<t<a to<t<a

Urcime o = c(a—ty). Ak a < 1, t.j. cla—to) < 1 alebo (a—ty) < 3,

potom G je kontrakcia. Preto vd aka zndmemu pevnému bodu pre kontrakciu zobrazeni v

alebo 0 < a < %tho,

uplngch metrickych priestoroch (konkrétne v banachovych priestoroch), md zobrazenie

G jednoznacény pevny bod
x(t) € BM][ty,al, G(z) =0,

alebo

z(t) = xo +/ F(s,z(s))ds.

to
Tvrdenie 1. (Spojitost riesenia integrdlnej rovnice). Nech platia podmienky Vety 3.

Riesenia su spojitymi funkciami x : [to,a] — R.

Dokaz. PouZijeme to isté oznacenie ako v dokaze Vety 3. Nech u € BM|ty,al,y(s) =
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F(s,u(s)). Ako sme uZ ukdzali, toto je ohranicend meratelnd funkcia. UkdZeme, Ze

u(t) = fti y(s)ds je spojitd funkcia. Nech T € [to,t] a nech A je malé redlne cislo.

/T’T-FA Hs)do

Tu sme vyuZili jednoduché vlastnosti lebesqueovho integrdlu: | [ y(s)ds| < fab ly(s)|ds a

Potom

E(T+A) = &()] = < [A|[lyllss = 0,A — 0.

ak |y(s)| < const, potom ff ly(s)|ds < const(b— a) (v nasom pripade const = ||y|leo =
supy,<t<aly(s)|)-

Teda Veta 3 ddva dostatoéné podmienky pre existenciu jednoznacéného spojitého
rieSenia ako trajektorie x(t) pre integralnu rovnicu (6.4). Samozrejme vo vSeobecnosti

z(t) nie je spojite diferencovatelné.

Veta 4. Nech f spliia lipschitzovské podmienky (6.2). Potom pre lubovolny bod (ty,xy €
[0,7) x R) existuje jednoznacné rieSenie integrdlnej rovnice (6.4) triedy Lslto, a], kde

a > 0 zdvisi od xg,ty a F.
Doékaz. Nech u € Ls[ty, a] (ako vidy, a > 0 uréime neskor). Potom y(s) = F(s,u(s))

taktiez patri do Ls[to, al:

[ s = [ P uts)i

to to

= /a(m1|u(s>| +my)?ds =

to

m%/ u?(s)ds +m3(a — to) + 2m1m2/ lu(s)|ds.
to

to
Tu sme odhadli F(t,u) pomocou nerovnosti (6.8).
Teraz spomenieme zndmu cauchy-bunyakowskeho nerovnost v L-priestore. Pre ho-

ciaki dvojgicu trajektorii uy, us € Ly mdme

/t:|m(s)m(s)|ds < \//t:u%(s)ds\//t:ug(s)d&

Chceme odhadnit intehrdl
[ tuts)ias
to

pouzitim cauchy-bunaykovskeho nerovnosti. Zvolime si us(s) = u(s) auy(s) = 1. Mdame

Kw@mg¢£@¢ZM@@_ﬁ?ﬂwx
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Nakoniec dostavame

/ y*(s)ds < mi||ul|3 +m3(a — to) + 2myimav/a — to||ul|2 < oo.

to

Teda funkcia y € Ls[ty, a]. Preto inegrdlny operdtor dany

G(u)(t) = zo +/ F(s,u(s))ds

to

zpbrazuje priestor trajektorii Lo[to,a] do Lslty,a]. Pripominame, Ze Lo-priestory si
banochove priestory. Teda si to tplné metrické priestory. Tu mozeme pouZil vetu o
pevnom bode pre kompresné zobrazenia. Nakoniec dokdaZeme, Ze integrdlny operdtor
G : Lo[ty, a] = Lalty, a] je kompresia pre dostatoéne malé a > 0.

Ako vzdy pouZijeme lipschitzovksi podmienku vzhiadomna x. Pre kaZdi dvojicu tra-

jektorii x1(s), x2(s) € Lalto, al:
G~ Gl = [ ( [ (Pt - £ x2<s>>>ds) i

< /t (/tt |21 (s) — x2(5)|ds)2dt.

Teraz predstavime charakteristicki funkciu intervalu [to,t]:

- 1,5 € [to,t]
Pi(s) = { 0,5 ¢ [to, ]

Poslednij integrdl mozeme prepisat do tvaru

[ ([ 1= watonas) = [ ([ o)~ rtoas) a

Teraz vyuZijeme cauchy-bunaykovskeho nerovnost pre integrdl vzhladom na ds. Zvolime

u1(s) = ¢(s) a ug(s) = |z1(s) — x2(s)|. Dostaneme:

[ " bu(s) () — wals)|ds

< \/ / ¢%0<s>ds\/ / [21(s) — wa(s)Pds

t
- / ds|lz1 — zalla = VE—Tollar — walla < Va —Toller — sl
to
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Nakoniec dostdvame

|G(x1) — G(x2)]|3 < 02/ (a —to)||lz1 — @2l3dt < P(a — to)* ||z — z2f3-

to

Teda
p2(G(z1), G(72)) = [|G(21) — G(22)||l2 < c(a —to)p2(71, T2).

Urcime

a = c(a —ty).

Preto ak a < 1, potom
G: Lg[to,a] — Lg[to,a]

je kompresia. Md pevny bod, ktory je jednoznacnym riesenim nasej integrdalnej rovnice.

Cim je tvrdenie dokdzané

Treba poznamenat, Ze rovnako ako v pripade BM [ty, a] priestoru, moézeme ukézat,

ze riesenia existujuce kvoli Vete 4 st spojitymi funkciami.

Tvrdenie 2. (Spojitost) Nech platia podmienky z Vety 4. Potom riedenia x : [to,a] —

R su spojitymi funkciams.

Dékaz. Ako sme mohli vidiet v dokaze vety 4, pre akikolvek trajektoriu u € Lalto, al
funkcia y(s) = F(s,u(s)) taktiez patri do Ls[ty, a]. Dokdzeme, Ze

£(s) = /t:y<s>ds

je spojitda. Vezmime si A >0 (pripad A < 0 by bol rozobraty analogicky). Mdame

€+ A) — €£(r)] < / T s lds.

Predstavime charakteristické funkcie

5 ] Lse[r,m+A4]
S 0,s & [r,7+ A

Mdme

T+A a
/ jy(s)|ds = / D21 (3)]y(5) s

< \/ / ¢%T,T+A]<s>ds\/ / ly(s)Pds = VAlyll — 0,A — 0.
0 0

Tu sme vyuZili cauchy-bunaykovskeho nerovnost pre funkcie uy(s) = ¢prra)(s) aus(s) =

ly(s)|. Dokaz je hotovy.
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Teda opét sme ziskali spojité, no vo vseobecnosti nehladké (x ¢ C') rieSenia
zakladnej integralnej rovnice.

T4to tedria moze byt prirodzene zovseobecnend na L, priestory, p > 1:
Lylto,a] = {z : [fo,a] = R : [z = / (b7t < oo},
to

Toto nebudeme robit, pretoze nasim cielom bolo len ukézat, Ze integralna rovnica
(6.4) s nespojitym F' je dobre postavend (t.j. mé jednozna¢né riesenie) v nejakej triede
(nehladkych) trajektorii.

Dolezitejsie je poznamenat, Ze vety 3 a 4 platia vo viacrozmernom pripade:

Ty = <x017 cee 7x0n)7w(t) = (‘Tla (t>7 ce ,.Z'n(t>>,

F:[0,T] x R* - R"

Aby sme to ukézali, treba zmenit vo vsetkych predoslych tivahdch absoltitnu hod-

notu |z| na normu euklidovského priestoru R™:

lzll = > 3.
j=1

Teraz vyuZzijeme bezny trik, ako aplikovat tedriu na newtonovu rovnicu (6.1), ktord
je diferencidlnou rovnicou druhého rddu. PrepiSeme tuto rovnicu ako systém rovnic

prvého radu vzhladom na

xr = (xla s 7xn7xn+17m2n)7
kde
1 =4q1,---,Tn = (Qn,
Tn+1 = P1y---5L2n = Pn-

Toto vlastne nie je ni¢ iné ako interpretacia fazového priestoru. Newtonova rovnica
(6.1) bude pisand ako hamiltonova rovnica. Avsak hamiltonovska struktira pre nas v
tomto kontexte nie je dolezita. Za kazdych okolnosti ziskame nasledujici systém rovnic
prvého radu:

dx
pri F(t,z(t)), (6.11)
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kde
Tni1
F(t,z) = o
fl(t7x17 7xn)+gl(tax17 7xn)
fn(t7x17 ,In)+gn(t,$1, )xn>
Tu v
f](t71’1, 7$n) = a_(taxla 71'71)
J
! oU
g](t7$1, 7In) = 8_%(t7x1’ 7xn)
Preto ak oV v
VV =1 —,..
(6%’ 6xn)
alebo o e
U=—,...,—
v (83&1’ ’ 8azn)

nie si spojité, potom Standardné vety o existencii a jednoznacnosti, vid Vety 1 a
2, nemozu byt pouzité. Ale namiesto obycajnej diferencidlnej rovnice (6.11) mozeme

uvazovat integralnu rovnicu:
¢
x(t) = xo —I—/ F(s,x(s))ds (6.12)
to

a vyuzijeme Vety 3 a 4 na tuto rovnicu. Poznamendme, ze kvoli struktire F' (¢, z) méame

vlastne .
p1(t) = por +/ Fi(s,q(s))ds

to

Pult) = pou + / Fu(s, q(s))ds
Q1(t) = qo1 + % /ttpl(S»Q(S))ds

1 t
Qnt —Qn+_/pn5d5-
0=+ oo [ 1l

Podla Tvrden{ 1 a 2 p;(t) si spojité funkcie. Preto integrdly fti p;(s)ds st spojité
diferencovatelné funkcie. Teda za podmienok Vety 3 alebo Vety 4 ziskame nasledujuici

tvar pre cenovi dynamiku:
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Cenové trajektorie si triedy C* (teda %(t) existuje a je spojitd), ale cenovd rychlost
p(t)
v t =
®) m

je vo vseobecnosti nespojitd.

6.4 Problém kvadratickej variacie

Kvadratickd varidcia funkcie u na intervale [0, 7] je definovand ako

n—1

(u)(T) = lim (u(tisr) — u(te))?,

I1Pll—0 4=

kde
P:{O:t0<t1<<tn:T}

je delenie intervalu [0, 7] a

1] = max{(tesr — )}
Pripominame znamy vysledok:

Veta. Ak je u diferencovatelnd, potom (u)(T) = 0.

Preto pre lubovolnt hladki bohmovskt trajektériu je jej kvadratickd varidcia rovna
nule. Na druhej strane je dobre zname, ze trajektoérie realnych cien maji nenulovi kvad-
raticku variaciu. Toto je silna prekézka pri ivahach o hladkych bohmovskych cenovych
trajektoriach.

V predchédzajicej casti sme odvodili vety o existencii, ktoré poskytuju nehladké
trajektérie. mozeme difat, Ze rieSenia dané tymito vetami by mohli maf nenulové

kvadratické variacie, nie je tomu vsak tak.

Veta. Predpokladajme, Ze

z(t) = xo —{—/0 F(s,z(s))ds,

kde F je ohranicend, t.j. |F(t,z)] < K, a meratelnd. Potom kvadratickd varidcia

(F)(t) = 0.

Dokaz. Mdme:

|2 (t) — 2(tr-1)® = < K2 (t — ti1)”.

[ Fts.atonas

te—1
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Teda s delenim [0,t], povedzme 0 =ty <t < ... <t, =t, dostavame

S Jate) — (b )P < K23 (0~ tia)?

2 . . - 9 _
<K g (00— o) D00 = ) = K7 g (8t

¢o konverguje k nule ako sa delenie stava jemnejsim, t.j. kvadratickd varidcia pre t —

x(t) je nula.

Teda prekézka spojend s nenulovou kvadratickou varidciou je podstatne tazsia ako
t4 s hladkostou. Jedna moznost, ako sa tomuto problému vyhmit, je uvazovat neo-

hraniceny kvantovy potencidl alebo dokonca potencial dany rozdelenim.

6.5 Singularne potencialy a sily

Predstavime niektoré priklady nespojitych kvantovych sil g (indukovanych nespojitym

kvantovym potencidlom U).

6.6 Priklad singularity

Uvazujme vlnovia funkciu
W(z) = c(z + 1)% " Pda,

kde ¢ je normalizacnd konstanta davajuica

[ wwpa=1

—0o0

a
R'(z) = c(z* + 22 — 42 — 62 + 1)e” 7.
Teda
V() R'(z) o'+ 22% —4a? +6x+1
Tr) = — =
R(x) (z+1)
Preto potenciadl nadobuida singularitu v bode z = —1.

V tomto priklade je singularita kvantového potencidlu U (¢, x) désledkom rozdelenia

amplitidou vlnovej funkcie R(t,z). Ak by |1 (¢, z0)| = 0, mohla by sa tam vyskytovat
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singularita v bode xg.

6.7 VsSeobecna schéma pre vytvorenie singularneho

kvantového potencidlu pre lubovolny hamiltonian

Nech H je operdtor , H >0, v Ls(R™) (hamiltonian- operator predstavujuci finanénu

energiu). Uvazujme prislichajicu schrédingerovu rovnicu

o -
E_Hwa

77Z)(0) = w07
v Ly(R™). Potom ma4 riesenie tvar:

—itH

ug (Vo) = e+ .

Ak je operétor H spojity, potom jeho exponent je definovany za pomoci zvycajného

—it\" .

Ak operator H nie je spojity, potom jeho exponent moze byt definovany vyuzitim

exponencialneho mocninového radu:

[e's)
—itH
e h — E (
n=0

—tf{ n 0o
Zh ) /n!:ZO

n=

spektralne; vety.

Pripomenieme, Ze pre Iubovolné t > 0 je zobrazenie
ug : Lo(R"™) — Lao(R™)
unitarnym operatorom:
1. je vzajomnym
2. zobrazuje Lo(R™) do Ly(R™)
3. zachovéava skalarny sucin:

(“Wa ut¢> = (77Z)7 ¢)7 w7 ¢ € L2-

Dévame do pozornosti 2.. Podla 2. pre hociaké ¢ € Lo(R™) mozeme ndjst ¢y €
Ly(R™) také, ze
¢ = us(to).
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Sta¢i zvolit
Yo = u; ()

(kazdy unitarny operator je invertibilny). Teda

U(t) = (i) = o

Vo vseobecnosti funkcia ¢ € Ly(R™) nie je hladka alebo dokonca ani spojitd. Preto
v uvazovanom pripade (vytvorili sme vinovu funkciu ¢ taku, ze ¥ (t) = ¢, kde ¢ je

Tubovolne zvolend dvakrat integrovatelna funkcia)

)" o)
(¢, )] ¢(x)

Ult,z) =

je vo vieobecnosti zovieobecnend funkcia (rozdelenie). Napriklad zvolme

3, —b<xz<b
#le) = { 0,2 ¢ [~b, 1]

dx+0b)—d(x—10)

R'(t,x) = 5 :

RY(t z) = 5’(:U+b)2—l)(5’(x — b)‘

Zaver. Vo vseobecnosti, kvantovy potencidl U(t,z) je zovseobecnenou funkciou

(rozdelenim). Preto trajektdria ceny, rovnako ako zmeny ceny, je zovseobecnenou fun-
kciou (rozdelenim) premennej ¢asu, t. Dalej, kedZze dynamicka rovnice nie je linedrna,

nemozeme zarucit ani existenciu rieSenia.



Kapitola 7

Klasicka a kvantova finan¢éna

nahodnost

Uvazovanim singuldrneho kvantového potencidlu mozeme modelovat bohmovski ce-
novi dynamiku s trajektoriami majicimi nenulovi kvadraticku variaciu. Hlavny problém
je, ze neexistuju ziadne existenéné vety pre také sily.

Dalsou moznostou, ako ziskat realistickejsi kvantovy model pre finanéné trhy, je
uvazovat dodatocéné stochastické podmienky v newtonovej rovnici pre cenovi dyna-

miku.

7.1 Nahodnost z poéiatoénych podmienok

Uvazujme finanéni newtonovu rovnicu (6.1) s ndhodnymi po¢iatocnymi podmienkami:

% = J(t,q(t,w)) +g(t, q(t,w)), (7.1)
Q(O>w) = QO(W), Q(O,w) = qo(w)’ (72)

kde ¢o(w) a go(w) st dve ndhodné premenné ddvajice pociatoéné rozdelenie cien a
zmien cien, v uvedenom poradi. Toto je cauchyho problém pre obyc¢ajné diferencialne
rovnice v zavislosti od parametra w. Ak f spiﬁa podmienky Vety 1, t.j. ak obe klasicka
aj kvantova (behaviordlna) finanénd sila f(t,q) a g(t,q) st spojité a splitaji lipschit-
zovské podmienky vzhladom na premennt ceny, ¢, potom pre hociaké w existuje riesenie
q(t,w) triedy C? vzhladom na premennt ¢asu, t. Ale cez pociatocné podmienky cena
z&visi na ndhodnej premennej w, takze ¢(t,w) je stochasticky proces. Rovnako zmena
ceny v(t,w) = ¢(t,w) je takisto stochasticky proces. Tieto procesy mozu byt velmi kom-

plikované kvoli nelinearite koeficientov f a g. Vo vSeobecnosti sa jedné o nestaciondrne
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procesy. Napriklad matematickd stredna hodnota
<q(t) >= Eq(t,w)

a disperzia (volatilita)
o*(q(t)) = E¢*(t,w)— < q(t) >*
mozu zavisiet od t.
Ak aspon jedna z finan¢énych sil, f(¢, x) alebo g(t, z), nie je spojitd, potom uvazujeme

prislichajice integralne rovnice:

p(t,w) :po(w)+/t f(s,q(s,w))ds—l—/ g(s,q(s,w))ds, (7.3)

to

q(t,w) = qo(w) + %/t p(s,w)ds (7.4)

Pod predpokladmi Vety 3 a 4, existuje jednozna¢ny stochasticky proces so spojitymi
trajektoriami, ¢(t,w), p(t,w), davajuici rieSenie systému integralnych rovnic (7.3),(7.4)
s ndhodnymi pociatocnymi podmienkami.

Avsak trajektérie stale budi mat nulovii kvadraticki varidciu. Preto tento model

nie je uspokojivy.

7.2 Nahodna finanénia hmotnost

Pred tym sme parameter m, ,finanénd hmotnost“, povazovali za konstantu modelu.

Na redlnom finan¢nom trhu vsak m zavisi od ¢:
m=m(t) = (my(t),...,mu(t)).

Tu m;(t) predstavuje objem emisie (pocet kusov) akcii j—tej spolo¢nosti. Preto prisli-

chajuca kapitalizacia trhu je dana
T;(t) = m;(t)q;(t)-
Takto sme modifikovali newtonovu rovnicu (7.1):
m;(t)g; = fi(t.q) + g;(t, ).

Uréime Fj(t, q) = %{g(w)
J

Ak st tieto funkcie spojité (napr. m;(t) > €; > 0 a spojité) a splitaji lipschitzovské

podmienky, potom podla Vety 1 existuje jednozna¢né C?— riesenie. Ak st komponenty
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F;(t, q) nespojité, ale spfajﬁ podmienky Vety 3 a 4, potom existuje jednoznacné spojité
riesenie pristichajicej integralnej rovnice s ¢asovo zavyslymi finanénymi hmotnostami.
Pri uvazovani bohmovského modelu finanéného trhu je prirodzené predpokladat, ze
dokonca aj finanéné hmotnosti m;(¢) si ndhodné premenné, m;(t,w).

Teda velkost emisie j—tej akcie m; zdvisi od klasického stavu w financného trhu:

m; = m;(t,w). Takto ziskame najjednoduchsiu stochasticki modifikdciu bohmovskej

dynamiky:
éjj (t, W) _ fj <t7 Q<t7 (":7)1)](_; i];t, Q<t7 w))
alebo v integralnej verzii:
gj(t,w) = qoj(w) —i—/t v(s,w)ds (7.5)
v;(t, w) = vo;(w) +/t [£i(s,a(s,w)) + g;(s, (s, w))]/m;(s, w)ds (7.6)

Ak sa finanénd hmotnost stane nulovou v nejakom ¢asovom okamihu, potom cena
moze mat nenulovi kvadraticki varidciu. Avsak za takych podmienok neméme vetu o

existencii.



Kapitola 8

Bohm-Vigierova stochasticka

mechanika

Kvoli problému s kvadratickou varidaciou sa namiesto tplne deterministického modelu
zacal uvazovat bohm-vigierov model. Pripominame, Ze v pévodnom bohmovom modeli

je rychlost jednotlivych ¢astic dand vztahom

v Y (8.1)
m
Ak ¢ = Re*/" potom zo schrodingerovej rovnice vyplyva
d
d—: = —V(V +U), (8.2)

kde V' a U su klasické kvantové potencidly v uvedenom poradi. V podstate mozeme
pracovat len so zdkladnou rovnicou (8.1).

Zékladnym predpokladom Bohma a Vigiera bolo to, Ze rychlost jednotlivych ¢astic
bola dané vztahom

——= + (), (8.3)

kde n(t) predstavuje ndhodny prispevok k rychlosti danej ¢astice, ktory sa meni spo-
sobom, ktory moze byt vyjadreny ako ndhodny proces, ale s nulovou strednou hodno-
tou. V bohm-vigierovej stochastickej mechanike mame kvantovy potencial z priemernej
rychlosti, nie zo skutocne;j.

Teraz aplikujeme bohm-vigierov model na finanéné trhy. Rovnicu (8.3) budeme
povazovat za zdkladni rovnicu pre cenovi rychlost. Teda skutoénd cena sa stava
ndhodnym procesom (rovnako ako v klasickej financnej matematike). mozeme pisat

stochasticku diferencidlnu rovnicu pre cenu:

— =2t + n(t)dt. (8.4)
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Aby sme tejto stochastickej diferencii dali matematicky vyznam, budeme predpokladat,

ze

o) = &0, (85)

pre nejaké stochastické £(¢). Formalne méme teda:
_dg(t)

n(t)dt = = =dt = de(t), (8.6)

a rigordzny matematicky tvar rovnice (8.4) je

dq(t) = %@dt +E(). (8.7)

Vyraz (8.5) mozeme uvazovat bud formdlne alebo v zmysle teérie rozdeleni. Pri-
pominame, ze pre zakladné stochastické procesy, ako napr. wienerov proces, trajektérie
nie su diferencovatelné skoro vsade v klasickom zmysle.

Predpokladajme, ze nahodny prispevok k cenovej dynamike je dany bielym Sumom,

Nwhite noise(t). Moze byt definovany ako odvodenie wienerovho procesu:

dw(t)
white noise(t) = — 1,
Thwhit (t) dt
teda: vS(a)
V= mq + Nwhite noise(t)' (88)

V tomto pripade je cenova dynamika dand stochastickou diferencidlnou rovnicou:

dq(t) = %(q)dt + dw(t). (8.9)
Aky je hlavny rozdiel od klasického popisu finanéného trhu stochastickou diferencialnou
rovnicou? Je to pritomnost pilotnej viny ¢ (¢, ¢), mentalneho pola finanéného trhu, ktoré
urcuje koeficient driftu %@. Tu S = Sy. A funkcia 9 sa riadi Specialnou rovnicou-
schrédingerovou rovnicou. T4 nie je ur¢end stochsatickou diferencidlnou rovnicou (8.9).
Teda namiesto jednej stochastickej diferencidlnej rovnice v kvantovom modeli mame

systém dvoch rovnic:

dq(t) = %@dt +dE(t) (8.10)
W (60) =~ 5 S5 (0 + V(@) (s.11)

Nakoniec sa dostdvame spit k problému kvadratickej varidcie ceny. V- bohm-vigie-

rovom modeli je nenulové (kvoli napr. fluktudcidm bieleho Sumu cenovej rychlosti).



Kapitola 9

Porovnanie bohmovho modelu s
modelmi so stochastickou

volatilitou

Niektorf povazuju parameter volatility o(t) za vysvetlujici spravanie trhu. Z takéhoto
uhla pohladu nasa finanénd vina (¢, ¢) hrd v bohmovom modeli podobni tlohu ako
volatilita o(t) v Standardnych stochastickych finanénych modeloch. Pripominame ze
dynamika viny (¢, ¢) sa riadi nezavislou rovnicou, konkrétne schrodingerovou rovnicou
a ¢ (t,q) zohréva rolu parametra dynamickej rovnice pre cenu q(t).

Pripomenme si ako funguje tato schéma:

1. ndjdeme finanénu vinu 9 (t, ¢) zo schrodingerovej rovnice;

2. najdeme prislichajici kvantovy potencial
Ult,q) =U(t, ¢ 1)

(zavisi od ¢ ako od parametra)

3. vlozime U(t, q; ) do financnej newtonovej rovnice cez kvantovi (behavioralnu)

silu g(t, q;¢) = _%&Wﬁ)'

Dévame do pozornosti, ze bezné modely so stochastickou volatilitou funguji na

rovnakom principe. Tu cena ¢; je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice:
dg; = qi(pu(t, qi, 0¢)dt + ordwy), (9.1)

kde wg je wienerov proces, o; je koeficient zavisiaci od ¢asu, ceny a volatility. A volatilita

spfﬁa nasledujicu stochasticki diferencialnu rovnicu:
dA; = a(t, Ay)dt + b(t, A)dw!, (9.2)
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kde A; = Ino? a w? je wienerov proces, ktory je nezdvisly od ws.
Najprv treba vyriesit rovnicu pre volatilitu (9.2), potom vlozit o; do (9.1) a nakoniec

néjst cenu ¢.



Kapitola 10

Klasické a kvantové prispevky k

financnej nahodnosti

Tak ako v beZnej stochastickej finanénej matematike, moZeme interpretovat w ako
predstavujucu stav finanéného trhu. Jediny rozdiel je, ze v naSom modeli by takato
w bola spojend s klasickym stavom® finan¢ného trhu. Teda interpretujeme zauzivani
ndhodnost ako ,klasicki ndhodnost*, t.j. ndhodnost, ktora nie je uréend ocakdvaniami
obchodnikov ani inymi behavioralnymi faktormi. Okrem tychto ,klasickych stavov® w
nas model obsahuje aj ,kvantové stavy* v financnych trhov popisujice trhovia psy-
chologiu. V podstate vSetky uvazované procesy zavisia nie len od klasického stavu w,

ale aj od kvantového stavu 1):

fj(tv Q(tv w, ¢)7 U(t7 W, ¢)7 w) dt—l—gj (tv Q(tv W, 1/’)7 W, ¢>

mj(tvw) mj(t’w)

dt+o,(t,w)dW;(t,w).
(10.1)

dvj(t,w, ) =
Déavame do pozornosti, ze kvantova sila zavisi do parametra 1 dokonca priamo:
95 = 9i(t, ¢, w, ).
Pociatoéna podmienka pre stochastickd rovnicu (10.1) zavisi len od w:
75(0,w) = gjo(w), v;(0,w) = vjo(w).

Ale vo vS8eobecnosti kvantovy stav finanéného trhu nie je dany cistym stavom ), ale
von neumannovym operatorom hustoty p. Preto ¢ v (10.1) je kvantovy ndhodny para-
meter s poc¢iatocnym kvantovym pravdepodovnostnym rozdelenim danym operatorom

hustoty v pociatoény moment:

p(0) = po.
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Pripominame, Ze schrédingerova rovnica pre ¢isty stav implikuje von neumannovu rov-

nicu pre operator hustoty:

ip(t) = [H, pl. (10.2)



Kapitola 11
Vyuzitie modelu v praxi

Treba povedat, Ze model, ktory sme si v tejto préaci predstavili, sa pohybuje v sic¢asnosti
v teoretickej rovine. Predstavili sme si jeho zakladné vlastnosti. Jedna sa o relativne
novy a podstatne odlisny pristup od konvencénych modelov vyuzivanych v praxi na
skuto¢nych finanénych trhoch.

Pri snahe o aplikovanie daného modelu na redlne data a numerické porovnanie s
inymi modelmi sme vSak narazili na niekolko problémov.

Ako sme uz spominali cielom tohoto modelu je zachytit okrem ,silnych® ekono-
mickych faktorov (napr. prirodné zdroje, objemy produkcie, ludské zdroje, atd) aj
faktory ,slabé“, t.j. behavioralne, ktoré zohravajui podstatni tlohu v ur¢ovani cien na
finan¢énych trhoch. Teda nasou snahou je do modelu zahrnit akisi psycholégiu trhu,
ktori by mali predstavovat ocakdvania a preferencie agentov finanénych trhov, ktoré
sa podielaji na vytvérani informaéného pola (financnej viny) (q).

Tu sa dostavame k prvému a azda najpodstatnejsiemu problému. Ak totiz chceme
numericky vyjadrit dynamiku systému so zahrnutim spominanych vlastnosti, musime
predstavit veli¢iny, ktorymi by sme dané behaviordlne vlastnosti trhu a jeho agentov
mohli kvantifikovat. Je zrejmé, Ze takito prekdzku nie je jednoduché prekonat. Aj keby
sa nam podarilof ndjst meratelni a kvantifikovatelni veli¢inu pre napr. preferencie
jednotlivych agentov finanénych trhov, narazime na d’alsi problém.

Dalsfm problémom pri aplikdcif modelu na skutoéné finanéné trhy je, ze na zachy-
tenie ich psycholdgie ako aj spravania sa jednotlivych agentov ndm zdaleka nebude
stacit jedna velicina. Aby sme sa ¢o najviac pribliZzili redlnemu trhu, takych faktorov
by sme potrebovali niekolkondsobne viac.

Netreba zabidat na fakt, Ze na finanénom trhu na seba vzdjomne posobi obrovské
mnozstvo agentov (obchodnikov, firiem, atd.) bertic do iivahy rézne externé ekonomické
(no rovnako aj politické, socidlne, dokonca aj meteorologické) podmienky. Kazdy z
agentov vstupuje do modelu s vlastnou finanénou hmotnostou m; a vlastnou kinetickou
energiou, teda akousi snahou zmenit ceny. Dolezitd je taktiez potencidlna financnd

energia, ktora zachytava vzajomné posobenie medzi jednotlivymi agentami. A je zrejmé,
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7e zachytif vietky tieto posobenia rozhodne nie je lahkou tlohou.

V suicasnosti sa problematikou psycholdgie trhu a spravania sa agentov na finanénych
trhoch zaoberda mnozstvo odbornikov v ramci behavioralnej ekonémie a behavioralnych
financii. mézeme sa domnievat, Ze ¢asom sa tymto vedcom v spolupraci s ekonofyzikmi
podari dostatoéne vystihnit trhovi realitu a uvedd modely, ktoré sa nespoliehaji len
na obmedzujice predpoklady racionality a efektivneho trhu, do praxe alebo aspon budu

schopny porovnat ich vysledky s doposial zndmymi modelmi.



Z.aver

V tejto préaci sme sa venovali vytvoreniu modelu, v ktorom by sme nevychadzali z pred-
pokladov, ze agenti finan¢nych trhov sa spravaju perfektne racionalne a bez odchylok a
z hypotézy efektivneho trhu. Tieto predpoklady vo vSeobecnosti vobec platit nemusia
a mozu vysledky do zna¢nej miery skreslovat.

V préci sme pracovali s poznatkami ziskanymi z oblasti ekonofyziky, behavioralne;j
ekonémie a behaviordlnych financii. Prave vd'aka tomu sme sa do modelu snazili za-
hrnit okrem ,silnych“ ekonomicky faktorov, ako st napriklad priemyselna vyroba,
prirodné zdroje, sluzby a pod., aj faktory ,slabé“, teda behaviordlne (preferencie a
ocakavania agentov, psycholégia trhu).

Po stru¢nom tvode k modelom finanénych trhov sme si predstavili zékladny model
bohmovskej mechaniky, na ktorom sme postavili nas model finanénych trhov. Predsta-
vili sme si zakladné vlastnosti a vztahy.

Dalej sme pojednévali o modeli v rdmeci klasickej ekonofyziky. V tejto kapitole sme
okrem jeho vlastnosti ukazali aj jeho nedostatky:.

Nasledujuca kapitola sa uz zaoberala modelom z kvantovej ekonofyziky. Predstavili
sme si finanéni vinu ¢(q), ako informaéni vinu, podla ktorej sa d'alej riadi aj dynamika
cien finanénych trhov.

Takto vytvoreny model a jeho vlastnosti sme v 5. kapitole porovnali s konvené¢nymi
modelmi (nds model je povazovany za nekonvenény). Konkrétne so stochastickym mo-
delom, s deterministickym dynamickym modelom, d’alej s modelom stochastickym no
doplnenym o ocakavania agentov financ¢nych trhov. A taktiez sme konfrontovali hy-
potézu efektivneho trhu s nasim ekonofyzikalnym pristupom k finanénym trhom.

Rovnako sme sa snazili vyriesit problém hladkosti finanénych trajektérii a preto sme
si v d'alsej kapitole predstavili existen¢né vety pre nehladké finanéné sily aj s odvode-
niami a dokazmi. A pokracovali sme so zdrojmi ndhodnosti v modeli. Kvoli problémom
s kvadratickou varidciou sme v kratkosti predstavili bohm-vigierovu stochastickii me-
chaniku a jej aplikaciu na finanéné trhy.

Nakoniec pri snahe o aplikdciu nasho modelu na skutoéné finanéné trhy a porov-
nanie konkrétnych vysledkov sme narazili hned na niekolko problémov. Jedné sa o
tazkosti s kvantifikdciou behaviordlnych faktorov vstupujtcich do modelu (mozu to

byt faktory socidlne, psychologické alebo dokonca meteorologické). Rovnako podstatni
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ulohu zohrava mnozstvo agentov, ktori ovplyviiuji svojim spravanim cely trh. Toto st
problémy, ktoré sa nam 7ial prekonat nepodarilo.

Nasou snahou a nasimi hlavnymi cielmi v tejto praci boli teda nasledovné body:

e Predstavif novy alternativny pohlad na problematiku modelovania finanénych
trhov a zdroven na zaklade tohto pristupu predstavit konkrétny model aj s jeho

vlastnostami.

e Porovnat vlastnosti daného modelu s vlastnostami uz existujiicich zndmych mo-

delov vyuzivanych ako v tedrii, tak i v praxi.

e Snaha o aplikdciu modelu na skutoéné financéné data s porovnanim konkrétnych
vysledkov. V tomto pripade sme vSak narazili hned na niekolko prekazok, preto

si splnenie tohto bodu vyzaduje d’alsie skiimanie.

Jedné sa vsak o relativne novy pristup a mozeme difat, Ze v budiicnosti aj takéto
problémy budu prekonané vdaka tzkej spolupréaci odbornikov z oblasti ekonémie, fy-
ziky a spolocenskych vied a dockame sa vyuzitia takychto modelov na skutoénych

finanénych trhoch.
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