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Abstrakt

MATOVA, Zuzana. Prispevkovo definované modely dochodkového sporenia
Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky.

Veduci diplomovej prace: doc. Mgr. Igor Melichercik, PhD.

Diplomova praca, 2012.

V diplomovej prici vytvorime zjednoduSeny model ddchodkového sporenia
v prispevkovo definovanom systéme, akym je aj sporivy II. pilier na Slovensku.
V tomto modeli predpokladdme, Ze mzda sporitel’a na dochodok sa riadi stocha-
stickou diferencidlnou rovnicou. Sporitel’ investuje I'ubovol'ni Cast’ nasporeného
majetku do rizikového aktiva, ktoré sa riadi geometrickym Brownovym pohybom,
zvysSok investuje do bezrizikového aktiva. Zameriavame sa na hl'adanie optimél-
nych stratégii investovania. Pozornost’ venujeme ré6znym vlastnostiam optimalnych
stratégii investovania za pritomnosti aj bez pritomnosti nezaistiteI'ného rizika
v plate, t.j. v pripade uplného a neuplného trhu. Hl'adanie optimalnej stratégie
ilustrujeme na slovenskom dochodkovom systéme. Nakoniec sa zaoberdme stratou

vyplyvajicou z pouZitia nespravnej stratégie.

KTPicové slova: prispevkovo definované modely dochodkového sporenia, optimalna
stratégia investovania, stochastické riadenie, nezaistitel'né riziko v plate, dplny trh,

netplny trh.



Abstract

MATOVA, Zuzana. Defined contribution models for pension planning

Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and Informat-
ics, Department of Applied Mathematics and Statistics.

Supervisor: doc. Mgr. Igor Melichercik, PhD.

Master thesis, 2012.

In this master thesis we create a simplified model for pension planning in de-
fined contribution system, such as the fully funded second pillar in Slovakia.
In the model we assume that pension saver’s salary is governed by the stochastic
differential equation. A saver invests a proportion of his wealth in the risky asset,
which is driven by the geometric Brownian motion, and the rest of the wealth
is invested in the risk-free asset. We focus on search for optimal asset allocation
strategies. Our attention is paid to various properties of optimal asset allocation
strategies both with and without the presence of non-hedgeable salary risk,
1.e. in the case of complete and incomplete market. The search for optimal strategy
is illustrated to the Slovak pension system. Finally, we discuss the loss resulting

from using wrong strategy.

Keywords: defined contribution models for pension planning, optimal asset
allocation strategy, stochastic control, non-hedgeable salary risk, complete market,

incomplete market.



Obsah

Obsah

Zoznam obrazkov
Zoznam tabuliek
Uvod

1 Dochodkové systémy
1.1 Klasifikdcia dochodkovych systémov . . . . . . . . ... .. ... ... ..

1.2 Motivaciaaciel pradce . . . . . . . . . . ... ...

2 Optimalne riadenie pre stochastické alohy
2.1 Funkcia uZitoCnosti . . . . . . . . . . e
2.2 Uloha stochastického riadenia . . . . . . . . . o o i

2.3 Dynamické programovanie . . . . . . . ... ... Lo

3 Matematicky model dochodkového sporenia
3.1 Predpokladymodelu . .. ... ... ... ... ... ... .. ... ...
32 Lall.pripad . . .. . . . . . . e
33 Ilpripad . . . . . . . e
3.3.1 Vypocet optimélnych vih pre konkrétne parametre . . . . . . . ..
3.3.2  Strata pri nespravne pouZzitej stratégii . . . . . . . ... ... ...
3.3.3 Strata pri nespravne pouZzitej stratégii pre konkrétne parametre . . .
34 IV.pripad . . . . . . ..

4 Implementacia modelu pre IV. pripad
4.1 Vypocet optimalnych véh pre konkrétne parametre . . . . . ... ... ..

4.2  Strata pri nespravne pouZzitej stratégii . . . . . . . . .. ... ...

10
11

14
14
16
18
20
23
26
28



Obsah

4.3  Strata pri nespravne pouZzitej stratégii pre konkrétne parametre
Zaver

Literatara



Z.oznam obrazkov

3.1
3.2

4.1
4.2

43

Zavislost’ optimalnych vah p*(0, X (0)) od pomeru majetku a platu X (0) . . 21
Hore: Optimélne véhy p*(¢, X (t)) pre dve nasimulované situdcie A, B a de-
terministickd stratégia C. Dole: Casovy priebeh pomeru majetku a platu X (t)
presitudcie A, B, C. . . . . . ... L 22

Hodnotovi funkcia V' (¢, ) pre T'—t = 10 a 20 rokov do odchodu do déchodku. 36
Zavislost’ optimdlnych vah p*(¢, X (t)) v ¢ase t = 0 (plnd Ciara), t = 10
(Ciarkovanad Ciara), t = 20 (bodkovand Ciara) od pomeru majetku a platu X (¢). 36
Hore: Optimdlne véhy p*(t, X (t)). Dole: Casovy priebeh pomeru majetku a
platu X(t). . . . . . e e e e e 37

Z.oznam tabuliek

1.1

3.1
3.2
33

4.1
4.2
4.3
4.4

Obmedzenia na investovanie pre dochodkové fondy v Slovenskej republike 8
Zavislost’ straty od averzie sporitel'a voCiriziku (od 1 —) . . . . . . . .. 27
Zavislost’ straty od parametra oy, . . . . .. ... 27
Zavislost’ straty od parametrov oy a&y . . . . . ..o 28
Zavislost’ straty od averzie sporitel’a vo¢iriziku (od 1 —) . . . . . . . .. 39
Zavislost’ straty od parametra oy, . . . . ... ... Lo 39
Zavislost’ straty od parametraoy, . . . . . . . ... ... 40
Zavislost’ straty od parametrov oy a&y . . . . . ..o oo 40



Uvod

Systém dochodkového zabezpecenia je zdkladom socidlneho systému kazdého rozvinutého
Statu. Dochodkovy systém predstavuje jednu zo sdcasti socidlneho zabezpecenia obanov
a pretoZe urCuje Zivotnu droven vel'kej Casti populdcie, m4 vyrazny dopad na fungovanie
celého hospodarstva Statu.

V poslednych desat’rociach vyvolal politicky, spolo¢ensky a ekonomicky vyvoj vo svete
potrebu reformovat” dochodkové systémy. Hoci uz v mnohych krajinach doslo k zmendm
a modernizécii dochodkovych systémov, dochodkova reforma je stile aktudlnou témou.

RozliSujeme viacero typov a variantov dochodkovych systémov. NajcastejSim typom do-
chodkového systému je trojpilierovy model odporticany svetovou bankou, ktory je od januara
2005 pouzivany aj na Slovensku.

Ciel'om préce je vytvorit’ zjednoduseny model dochodkového sporenia v prispevkovo
definovanom systéme, akym je aj sporivy II. pilier na Slovensku. Témou déchodkového
sporenia v ramci II. piliera sa zaoberd viacero prac, spomenieme [8] a [12], na ktoré nad-
viaZeme.

Diplomova prica je roz€lenend na Styri Casti. Prv4 kapitola je struénym dvodom do pro-
blematiky, uvadza klasifikidciu déchodkovych systémov a bliZsie predstavuje slovensky do-
chodkovy systém.

V druhej kapitole su zhrnuté zdkladné poznatky a principy z tedrie optimalneho riadenia
pre stochastické dlohy.

V tretej kapitole Specifikujeme predpoklady modelu, ktory vychddza z ¢lanku [2]. V po-
rovnani s inymi pracami, v ktorych st mzdy modelované deterministicky, v tomto modeli
predpokladdame stochasticky vyvoj platu sporitel’a na dochodok. Sporitel’ odvadza Cast’ ma-
jetku na svoj tcet. Berieme do tivahy dva spdsoby prispevkov - jednorazové a spojité. Naspo-
rend sumu sporitel’ podl’a svojho rozhodnutia investuje do rizikového a bezrizikového aktiva.
Akciovy trh je reprezentovany jednym rizikovym aktivom, ktoré sa riadi geometrickym
Brownovym pohybom. HI'addme stratégie investovania, ktoré maximalizuji oCakdvany GZi-

tok sporitel’a z nasporenej sumy v ¢ase odchodu do déochodku. Podmienkou je, Ze pozname
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funkciu uZitocnosti sporitel’a a jeho postoj k riziku, ktory je vyjadreny koeficientom averzie
voci riziku. Problém hl'adania optimélnej stratégie sporitel’a sformulujeme ako maximaliza-
¢nu ulohu optimdlneho riadenia, ktorej rieSenie, rozdelené na niekol'’ko pripadov, ndjdeme
a interpretujeme.

V poslednej Stvrtej kapitole sa venujeme navrhnutiu a implementacii numerickej schémy
pre najvSeobecnejsi pripad modelu.

Prinosom préce je porovnanie deterministického sposobu modelovania platov so stocha-
stickym pristupom. Zaujima nés, Ci a aku vel’ku stratu utrpi sporitel’, ktory v pripade stocha-

stického vyvoja platov predpokladé, Ze platy su deterministické a pouZije nespravnu stratégiu.



Kapitola 1
Dochodkové systémy

Dochodkovy systém predstavuje spdsob postarania sa o obanov v poproduktivnom veku.
KaZzd4 krajina by sa mala snazit’ zabezpecit’ pre obCanov v produktivnom aj poproduktivnom
veku €o najvysSiu Zivotnu droven aj prostrednictvom fungujiceho dochodkového systému.

Rozlizujeme r6zne typy dochodkovych systémov. Uvddzame ich struény prehl’ad.

1.1 Klasifikacia dochodkovych systémov

Z hl'adiska financovania dochodkov rozliSujeme dva typy dochodkovych systémov
e priebezne financované dochodkové systémy (PAYG - pay as you go),
e fondovo financované dochodkové systémy.

PriebeZne financovany dochodkovy systém je zaloZeny na principe medzigeneracnej solida-
rity a redistribucie prostriedkov. Dochodky sd vyplacané z odvodov ekonomicky aktivnej
populacie. Vo fondovo orientovanych dochodkovych systémoch st dochodky financované
aktivami naakumulovanymi v déchodkovych fondoch. VySka dochodku zavisi od vel'kosti

odloZenej spotreby (dspor) a jej zhodnotenia na finanénych trhoch.

Z hl'adiska prispevkov a davok rozliSujeme tieZ dva typy dochodkovych systémov
e davkovo definované systémy (DB systémy - defined benefit),
e prispevkovo definované systémy (DC systémy - defined contribution).

V davkovo definovanom systéme sa vySka vypldcaného dochodku urcuje podl'a vopred
stanovenych pravidiel spdsobu vypoctu.

V prispevkovo definovanom déchodkovom systéme je vyska dochodku uréend zo zaplatenych

6
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prispevkov vratane vynosu z investovania prispevkov na finan¢nych trhoch.

Z hl'adiska spravovania rozliSujeme dva typy dochodkovych systémov
e verejne spravované,

e sikromne spravované.

.....

vania, z hl'adiska prispevkov alebo z hl'adiska spravovania.

V poslednych desat’ro¢iach prebehli v mnohych krajindch rdzne socidlne a ekonomické
reformy. Medzi nimi aj reforma déchodkového systému, ktord bola, a v niektorych krajinach
stdle je, jednou z hlavnych tém politickych diskusii. Po reforme boli vo viacerych krajinach
na celom svete (USA, krajiny Latinskej Ameriky, zapadoeurépske, ale aj vychodoeurépske
krajiny) zavedené viacpilierové dochodkové systémy.

NajcastejSim typom, ktory je od janudra 2005 pouZzivany aj na Slovensku, je svetovou
bankou odportcany trojpilierovy déchodkovy systém. Je kombindciou verejne spravovaného
davkovo financovaného piliera (povinny I. pilier) a sikromne spravovaného fondového piliera
(povinny II. pilier), ktoré st doplnené dobrovol'nym pilierom (IIl. pilier). Existuje vel'a
variantov tohto systému, ktoré sa liSia hlavne vdhou jednotlivych pilierov a nastavenim

parametrov.

V slovenskom ddchodkovom systéme je vySka prispevkov stanovend na 18% hrubej

mzdy (9% sa odvadza do L. piliera a 9% do II. piliera).

Aktiva v II. pilieri su spravované dochodkovymi spravcovskymi spoloCnost’ami (DSS).
Kazda DSS je povinnd ponukat’ tri fondy s réoznym rizikovym profilom: Rastovy fond,
Vyvazeny fond a Konzervativny fond, ktoré sa liSia vySkou financnych prostriedkov investo-
vanych do rizikovych aktiv (akcii) a do bezrizikovych dlhopisov. Obmedzenia na investo-
vanie pre jednotlivé fondy st uvedené v Tabul'ke 1.1. Sporitel' voli medzi jednolivymi fon-
dami, pri¢com musia byt’ dodrZané urcité vladne regulacné obmedzenia: poslednych 15 rokov
pred odchodom do dochodku nie je dovolené investovat’ do rastového fondu a poslednych
7 rokov musia byt vSetky uspory investované do konzervativneho fondu.

Blizsie informacie o slovenskom dochodkovom systéme a jeho reforme mozno néjst’ v [6],
[13]a[16].
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Typ fondu Akcie Dlhopisy

Rastovy fond najviac 80% | najmenej 20%

Vyvéazeny fond najviac 50% | najmenej 50%

Konzervativny fond nic¢ 100%

Tabul’ka 1.1: Obmedzenia na investovanie pre dochodkové fondy v Slovenskej republike

1.2 Motivacia a ciel’ prace

V naSej préci vytvorime zjednoduseny model déchodkového sporenia. Budeme modelovat
spravovanie majetku v prispevkovo definovanom déchodkovom systéme. Podobnou proble-
matikou sa autori zaoberaju aj v [8]. Na rozdiel od spominaného ¢lanku, v ktorom autori
predpokladaju, Ze plat sporitel’a na dochodok je deterministicky dany, v naSom modeli nad-
viaZeme na &lanok [2] a predpokladdme, Ze plat sa vyvija stochasticky. Cast’ mzdy sporitel
odvadza na svoj individudlny dcet. Nasporeny majetok mdze investovat do bezrizikovej
akcie alebo do rizikového aktiva, ktoré sa tieZ vyvija stochasticky. Rozhodnutie sporitel’a
aku Cast’ investuje do rizikového aktiva nazveme jeho stratégiou. Sporitel’ voli taku stratégiu,
aby maximalizoval svoj uzitok v ¢ase odchodu do dochodku. Nesnazi sa maximalizovat’ iba
uzitok z nasporenej sumy, ide mu hlavne o zachovanie Zivotnej drovne.

Predpoklady modelu blizsie Specifikujeme neskor. Zameriame sa na hl'adanie optimél-
nych stratégii sporitel'a a budeme pozorovat’, ako sa optimdlna stratégia meni v pripade

uplného a nedplného trhu.



Kapitola 2

Optimalne riadenie pre stochastické

ulohy

V tejto kapitole zhrnieme zdkladné principy z tedrie optimalneho riadenia pre stochastické
ulohy, ktoré budeme neskor vyuZzivat'.

UvaZujme sporitel'a, ktory sa v spojitom Case rozhoduje, aku Cast’” majetku investuje
do rizikového, respektive bezrizikového aktiva, aby maximalizoval svoju ocCakdvanu uZi-

tocnost’. Prvou dolezitou otdzkou je vol’ba funkcie uzitoCnosti.

2.1 Funkcia uzito¢nosti

Funkcia uZito¢nosti u(z) : R — R je hladka, rastica na (0, 00), t.j. v/(z) > 0 (viac je vZdy
lepsie) a rydzo konkdvna funkcia, t.j. u”(z) < 0.

U sporitel’'ov sa funkcia uZitocnosti meni a vyjadruje ich vzt'ah k riziku. KI'i¢ovu tlohu
pri vol’be funkcie uZitoCnosti zohrdva koeficient relativnej averzie voci riziku

—zu'(x)
u”(x) :

Clr) =

Konstantny koeficient relativnej averzie voci riziku, C'(z) = C' > 0 pre vSetky z, implikuje
rovnaky pomer rozne rizikovych aktiv v portf6liu nezdvisle od vel kosti majetku.
V nasej praci budeme pouZzivat’ funkciu uzitocnosti s konsStantnou relativnou averziou voci ri-

ziku (CRRA - Constant relative risk aversion) v tvare

1
—x7 ak ~v<1,7#0,

u(z) = v
Inx ak v =0,
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kde 1 — v je koeficient averzie voci riziku. Podl'a v§eobecnej dohody by hodnota koeficientu

.....

budeme pocitat’ s hodnotou 6.

2.2 Uloha stochastického riadenia

Vychéddzame z rdmca knihy [9]. Nech (€2, 3, P) je pravdepodobnostny priestor, 7" > 0 je
koncovy cas, v pripade sporitel’a na dochodok je to ¢as odchodu do déchodku. Predpokla-
dame, Ze vSetky stochastické procesy st adaptované vzhl'adom k filtracii {F;, ¢t € [0,7}.
Stratégia sporitel'a (proces riadenia) je JF; - meratel'ny proces p = {p(t), t € [0,T]}.
Stavovou premennou je proces X = {X(t), t € [0,T]}, ktory je dany stochastickou dife-

rencidlnou rovnicou (SDR)
dX(t) = b(t, X(t),p(t))dt +o(t, X (1), p(t))dW(t), X(0)= Xo, (2.1)

kde b, o si meratel'né procesy, b je drift a o je miera kvadratickej variacie procesu X a W (t)

je Wienerov proces.

Aby sme zdéraznili zdvislost’ stavovej premennej X od riadenia p, budeme pisat’ XP(t).

Ocakavanu uzitocnost’ sporitel’a zo zvolenej stratégie definujeme ako
J(t,z,p) = E[u(XP(T))| X*P(t) = 2] (2.2)

Mnozinu pripustnych riadeni ozna¢ime P (¢, ). Tdto mnoZina pozostdva zo vSetkych riaden{
{p(s),s € [0,T]}, pre ktoré existuje na intervale [t, 7] jednozna¢né rieSenie rovnice (2.1)
pre dané X (t) = x.

Sporitel’ maximalizuje ocakdvanu uZitocnost’, tilohu preto sformulujeme ako

max J(t,z,p) = max E[u(XP(T))|XP(t) =zx]. 23
p()EP(t,z) ( P) p(t)EP(t,x) [u(XP(T)IXT() ] (2.3)

Hodnotova funkcia dlohy optimélneho riadenia je definovand ako

V(t,z) = sup J(t,z,p)= sup E[u(XP(T))|XP(t) ==x]. (2.4)

pEP(t,7) pEP(t,x)

Ciel'om je najst’ V' (0, Xy) a riadenie p*, pre ktoré je tato optiméalna hodnota dosiahnutd, teda

také, Ze plati V' (0, Xo) = J(0, Xy, p*). Takéto riadenie p* nazyvame optimélne.
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2.3 Dynamické programovanie

Vychadzame opit’ z teoretickeho rdmca knihy [9]. Pri rieSeni dlohy (2.3) vyuZijeme Bell-
manov princip
V(t,z) = sup E[V(s, XP(s))| XP(t) = «], (2.5)

pEP([t,s],x)
kde P([t, s],z) oznauje podmnoZinu stratégii z P(t,z) obmedzend na interval [¢, s].

Pomocou Itdéovho vzorca s vyuZitim SDR (2.1) vyjadrime
1
0V (0, X7) = | Vi1 X7) 4 80, X7 V0, X7) 4 0200, X, Vit )|

+o(t, XP,p)Va(t, XP)dW!.

Z tejto rovnice pre s > t integrovanim dostaneme

s

1
V(87 Xp) :V(t7 Xp) + / |:‘/:f (717 Xp) + b(r7 Xp7p)v-$(r7 Xp) _'_ 50-2 (7.7 Xp7 p)vﬂ?ﬁ(r7 Xp):| dr

+ /0(7‘, XP p)Va(r, XP)dW.
t
Po dosadeni do rovnice (2.5) mame

S

Vi) Vo) + s BY [ [V X0+ X0l X0
pE’P([t,S],x)

1 S
+ Eaz(r,Xp,p)Vm(r,Xp) ]dr—i— /J(r,Xp,p)V}r('r, XPYdW| XP =«
t

Za predpokaldu, Ze stochasticky integral je martingél (teda jeho strednd hodnota je nula),
po od¢itani vyrazu V' (¢, z) od oboch stran rovnice plati

s

1
0=supE / [Vt('r, XP) 4+ b(r, XP, p)V,(r, XP) + 502(7’, XP, )V (7, Xp)] dr| X? =z

peEP

Vydelenim oboch strdn rovnice vyrazom s — ¢ a pocitanim lim dostaneme rovnicu
s—t

0= sup {Vt(t, x)+b(t,x,p)Ve(t,x) + %02(25, x,p) Ve (t, x)} ) (2.6)

pEP(t,7)

V poslednej rovnici sa nevyskytuje strednd hodnota, pretoze v Case ¢ su vyrazy X?(t) a p(t)

zndme, teda aj podmienend strednd hodnota je zndma.

'Kvoli zjednoduSeniu piSeme p, X?, W namiesto p(t), XP(t), W (t).
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Rovnicu (2.6) s koncovou podmienkou
V(T x) = u(X(T))

nazyvame Hamilton-Jacobi-Bellamova (HJB) rovnica. Z vysSie uvedenej tvahy vyplyva, Ze

za urCitych podmienok hodnotova funkcia riesi HIB rovnicu.

Musime overit’, ¢i to plati aj opacne, ¢i je rieSenie HIB rovnice hodnotovou funkciou zod-

povedajuicej ulohy optimélneho riadenia. Postupujem nasledovne:
e Ndjdeme rieSenie p = p(t, x) rovnice (2.6).
e Ak existuje p, potom zdvisi od derivacii hodnotovej funkcie
p(t,x) = pit, x, Vi(t, x), Va(t, ©), Vaa (t, 7))

Dosadenim p do rovnice (2.6) dostaneme parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre V' s kon-
covou podmienkou. VyrieSenim tejto rovnice ndjdeme kandidata V' * na optimalnu hod-

notovu funkciu.

e Ak V* spifia urité podmienky a p*(t) = p(t, X*(t)), t € [0, T] je pripustna stratégia,
potom V* je optimélna hodnotova funkcia a p*(t) = p(t, X*(¢)) je optimdlne riadenie.

X*(t) je rieSenie rovnice (2.1) s pouzitim stratégie p*.

Podmienky, ktoré musia byt splnené, aby rieSenie HIB rovnice bolo hodnotovou funkciou
tlohy optimalneho riadenia, st zhrnuté v jednom zo zakladnych tvrdeni optimélneho riade-

nia, tzv. "Verifikacna veta".

Veta 2.1 (Verifika¢na veta). Nech ‘7(15, x) je ohranicené rieSenie Hamilton- Jacobi- Bell-
manovej rovnice (2.6) spliajiice V (t, ) € C*2(0,T] x R) a spojité na [0,T] x R.

Nech V (t,x) je hodnotovd funkcia iilohy optimdlneho riadenia (2.3) definovand vzt'ahom
(2.4). Potom plati

1. V(t,z) > V(t,z) pre¥(t,z) € [0,T] x R.
2. Ak existuje pripustné riadenie (stratégia)

(b, V) = angmax [Vi(t, X7 (0) + b(t, X7 (0) p(8) Va(t, X7 (1)

+%(;2@,X*(t),p(t))%x(t,X*(t)) )
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kde X*(t) je rieSenim rovnice (2.1), tak potom

V(t,x) =V(t,x) = J(t,z,p")
preN(t,z) € [0,T] X R, teda p* je optimdlne riadenie a ‘7(75, x) je hodnotovd funkcia.

Doékaz: Veta je Specidlnym pripadom Vety IV.3.1 v [5], kde je uvedeny aj jej dOkaz.



Kapitola 3

Matematicky model dochodkového

sporenia

V tejto Casti prace vytvorime zjednoduSeny prispevkovo definovany model dochodkového
sporenia. Predpokladdame, Ze sporitel’ na dochodok odvadza Cast’ svojej mzdy (prispevok)
na individudlny ucet a ndsledne sa rozhoduje, aku €ast’ nasporenych finannych prostriedkov
investuje do rizikovych, respektive do bezrizikovych aktiv. Sporitel’ voli taku stratégiu, ktora
maximalizuje jeho uzitok.

V nasledujucej Casti podrobnejsie vysvetlime predpoklady modelu.

3.1 Predpoklady modelu

Model, s ktorym pracujeme, je zaloZeny na Clanku [2]. V tomto modeli je plat sporitel’a
na dochodok pouZzivany ako numeraire vo funkcii uzitoCnosti.

Pozornost’ venujeme aj dosledkom vyplyvajicim z nedplného trhu. V pripade tdplného trhu
nemdme problém. V pripade netplného trhu je v plate pritomné nezaistitel'né riziko a preto

vznikaju kvalitativne odliSné vysledky ako v pripade uplného trhu.

Predpokladdme, Ze sporitel’ na dochodok mo6Ze peniaze investovat’ do dvoch podkladovych

aktiv (dvoch fondov)
1. bezrizikové aktivum (cash fond), ktoré ma cenu Ry (t) = Ry(0) exp(rt),

2. rizikové aktivum (equity fond), ktorého cena R;(t) spiiia stochasticki diferencidlnu

rovnicu

de(t) == Rl(t) {(T—I—gldl)dt—FUlel(t)}, (31)

14
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kde r je konStantnd bezrizikova urokova miera, &; je trhova cena rizika (market price of risk),
o je volatilita rizikového aktiva a Z;(t) je Wienerov proces.

Plat sporitel’a na déchodok v Case ¢ ozna¢ime Y (¢) a riadi sa SDR
dY(t) = Y(t) {(T + [Ly)dt + O'yOdZO(t) + aylel(t)} y (32)

kde py je konStanta, oy, je volatilita platu - nezaistiteI'né riziko v plate, Zy(t) je Wienerov
proces nezdvisly od Z;(t) a oy, je moznd koreldcia medzi platom a vynosom rizikového
aktiva. VySka platu suvisi so ziskom firmy a zisk je spojeny s celkovym stavom ekonomiky,
preto je pravdepodobné, Ze plat bude korelovany s vynosom aktiv.

RieSenie Y'(¢) vieme vyjadrit’ ako stcin zaistitel'nej zlozky Y (t) a nezaistitel'nej zlozky
Yn(t), tj. Y(t) = Yu(t)Yn(t)?, kde

Y (t) = Y(0) exp Kr + py — %a;) t+ aylZl(t)} ,

1
Yi(t) = exp {—5012/0 + UYOZO<t):| :

UvaZujeme dva spdsoby prispevkov

1. spojité prispevky - sporitel odvddza v kazdom Casovom okamihu cast’ platu, ktord

oznacime 7, na svoj individudlny tcet (za Cas t mu na ucet pribudne 7Y (t)),

2. jednorazové prispevky - celd suma je odvedena na ucet na zaciatku sporiaceho obdobia
(m = 0).

Je zrejmé, Ze v naSej praci sa budeme venovat' najmé spojitym prispevkom, ktoré lepSie
zodpovedaju skutocnosti.

Hodnotu nasporenych peniaznych prostriedkov, teda hodnotu na sporiacom tucte v Case t,
ozna¢ime W (t). Ozname p(t) Cast’ majetku, ktorud sporitel’ investuje do rizikového aktiva
a T ¢as odchodu do déchodku. W (t) potom spliia SDR

AW (t) = W(t) {[r + p(t)€ro1]dt + p(t)ordZ,(t)} + 7Y (t)dt. (3.3)

Pripomenime, Ze v d’alSich vypoctoch budeme pracovat’ s mocninovou CRRA funkiou uzi-

toCnosti .
—x ak v <1,v#0,

Inx ak v =0,

“Riesenia Yy (t) a Yy (t) sme prebrali z ¢ldnku [2].
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kde 1 — v je konStantny koeficient averzie voci riziku.

Sporitel' chce maximalizovat’ svoj dZitok. Nezaujima ho samotnd nasporend suma na ucte

v Case T, ide mu hlavne o zachovanie Zivotnej irovne. Maximalizuje teda pomer nasporenej
W (t)

Ciastky v Case t k platu v Case ¢t. Ozname tento pomer X (t) = m Pouzitim Itdovho

vzorca a rovnic (3.2), (3.3) sa dé ukézat’, 7e X (t) spliia nasledujiicu SDR
dX(t) = {7+ X (1) [-py +p(t)or(& — ov) + oy, + oy, ] } dt
+ X(t) [p(t)O'l — O'yl] le — X(t)O'YOdZO.

(3.4)

Teraz méZeme sformulovat’ tlohu stochastického optimalneho riadenia. Sporitel’ cez vSetky
pripustné stratégie p(t) maximaluzuje oCakdvant uZito¢nost’ z pomeru majetku na Gcte a platu
v ¢ase odchodu do dochodku, t.j. z hodnoty X (7'):

max E[u(X(T))].

p(t)
RieSenie maximaliza¢nej ilohy m6Zeme vzhl’adom na spdsob prispevkov a pritomnost’ neza-
istiteI'ného rizika v plate rozdelit’ na Styri pripady
L 7T:0,0'y0:0,
I. == 0, 0y, 75 0,
II. # >0, oy, =0,

IV. 7 >0, oy, #0.

ZaujimavejSie su pre nés posledné dva pripady, kedy su prispevky na ucet odvddzané spojito.
Podl’a hodnoty oy, rozliSujeme dve moZznosti. Ak sa oy, rovnd nule, znamend to, Ze nezais-
titel'né riziko v plate je nulové. Trh je Gplny, preto mdzno buduce prispevky replikovat’ vhod-
nou kombindciou existujicich finanénych aktiv, sporitel’ si mdze poZiciavat’ oproti budicim

prispevkom.

3.2 I.all pripad

Najskor uvazujme pripad nedplného trhu s jednorazovymi prispevkami (7 = 0, oy, # 0).
Plat nevieme replikovat’ existujicimi financnymi aktivami, pretoZe trh nie je dplny. Na-
priek tomu vieme odvodit’ analytické rieSenie maximalizacnej ilohy

max E[u(X(T))],

p(t)
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pretoZe sporitel’a nemusi trapit’ neistota vySky buducich prispevkov.

Predpokladajme, Ze hodnotové funkcia, ktord je definovand vzt ahom (2.4), ma tvar
V(t, X(t)) = h(t)X(t).

D4 sa ukdzat’, Ze pre h(t) plati
h(t) = = explaa(T ~ 1),

kde

+1 —oy,)?
g 2 0-12/0 + (51 Y1> +£10Y1 — My.

2(1 =)
Pre derivacie funkcie V (¢, x) plati

02:

Vi(t,z) = —y0:h(t)x7,  Vi(t,x) = yh(t)x"™t,  Vie(t,z) = v(y — 1)h(t)z" 2.

Ak dosadime hodnotovud funkciu a jej deriviacie do Hamilton-Jacobi-Bellmanovej rovnice
(2.6), dostaneme

1
0 = sup {i(t.0) 4 60,2Vt 5) + 0%t 0V, |

p(t)
= sup {—792h(t)95W +a [—py +p(t)or(& — ov,) + 03, + 03, | Yh(H)2"
p(t)

+ % 2 (o1 — ov)? + 03] (7 = D)2 }

= 81(11)3 {yh(t)ﬂ [—92 + [—py + p(t)o1(& — ov,) + 03, + 07, |
p(t

b2 61 [0 v+ 3] |}

Vyjadrime p(t), ktoré je rieSenim rovnice

-1
—0y + [—py +p(t)or (& — ovy) + o3, + 0%, ] + 77 [(p(t)or = ow)* + 03] = 0.

Optimadlna stratégia investovania do rizikového aktiva zahfiia konStantné vahy

p(t, X (t)) =p* = ELER Smon pre vsetky t. (3.5)
oo (1—=v)o
Tento vysledok ukazuje, Ze hoci nenulové nezaistitel' né riziko v plate ma vplyv na koncovi
oCakdvanu uZzitocnost’, na hodnotu p* nema vplyv. Inymi slovami, sporitel nemdze urobit’
ni¢ preto, aby vykompenzoval vplyv nezaistitel'ného rizika v plate, mdéze len akceptovat
jeho existenciu. Uk4zali sme, Ze optimalna stratégia pre I. a II. pripad je rovnaka.
Pozndmka: 1. pripad neuvaZzujeme samostatne, pretoze je Specidlnym pripadom II., ak dosa-

dime za oy, = 0.
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3.3 Il pripad

Teraz sa pozrieme na pripad uplného trhu so spojitymi prispevkami (7 > 0, oy, = 0). Ked’Ze
trh je dplny, vieme si poZziciavat’ oproti budicim prispevkom.
Stcasnd hodnota budicich prispevkov medzi Casom ¢ a T' v rizikovo - neutrdlnej miere () je

rovna

exp[(uy — 1oy ) (T — 1)) — 1
py — 10y, (3.6)

Eq /6_"(S_t)7rY(s)ds Fi| =7Y(t)

— Y (1)/(0).

Budtce prispevky pripocitame k si¢asnému majetku a dostaneme rozsireny majetok

W(t) = W(t) + 7Y () f(t).
Ak ¢(t) oznacime Cast’ rozsireného majetku W(t), ktoru investujeme do rizikového aktiva

R (t), potom plati

AW (1) = W) {gO)[(r + E100)dt + 01dZ: (8)] + (1 — () [(r + &0y, )dE + oy, dZ1 (£)]} .
(3.7)

Definujme s
v = W)

()= 5 = X+

Je zrejmé, Ze pre hodnotu v koncovom &ase 7' plati X (T) = X (T') a koncovi uZitonost
vieme vyjadrit’ ako u(X (T)) = v ' X (T)".

Pouzitim Itdovho vzorca vieme odvodit’ SDR pre X (¢)

dX(t) = X(t) {[61ow — py + a(t)(& — ovi) (01 — ow)]dt + a(t) (01 — 0w, )dZi(1)}
(3.8)

Predpokladdme, Ze hodnotové funkcia m4 tvar

V(t, X (1) = h() X (8)" = h()[X () + 7 ().
D4 sa ukazat’, Ze pre h(t) plati
h(t) = = explyfa(T — 1),

kde

(51 - UY1)

2
05 = + &0y, — .
2(1 =) '
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Pri rieSeni tlohy
max E[u(X (T))]
q(t)
postupujeme podobne ako v predchddzajicom pripade.

Pre derivacie funkcie V (¢, x) plati
Vi(t, ) = —vO0sh(t)x?, Vi(t,x) = yh(t)"™", Viu(t,z) = y(y — Dh(t)2? 2.

Po dosadeni do Hamilton-Jacobi-Bellmanovej rovnice (2.6), dostaneme

1
0 = sup { Vit ) 4 80,5 )Valt ) + 30, 9)Varlt ) |

p(t)

- SI(II)) {_79:z,h(75)$7 + 2 [&oy, — py + q()(& — o) (01 — oy,)] Yh(t)zT

22 00— ) 90— Dh(B2 )

= sup {h(t)2" [~ + [G10v, — v + a(t)(& — o) (01 — ov3)]
p(t)

+

(v—1) [QZ(t)(Ul - Uyl)ﬂ } } .

DO | —

Vyjadrime ¢(t), ktoré riesi rovnicu

1
—bs + G0y, — py + () (& — ov) (o1 —ow) + 5 (7 = g’ () (o1 — ov)* = 0.
Optimdlna hodnota ¢(t) je rovna

51_0Y1
(1 =7)(o1 = ov,)

ot X(t) = ¢"

(3.9)

Majetok investovany do rizikového aktiva vyjadreny v jednotkédch Y (¢) je rovny

X0 [0+ 0= 0) 2 a2

Potom optimdlna Cast’ investovand do akcie je rovna

Pt X () = {q* +(1- q*)‘%] + 7;{;3 o (3.10)

MbZeme si v§imnit', Ze p*(¢, X (t)) s rastdcim ¢, X (¢) klesd, teda s pribliZzujicim sa ¢asom
odchodu do déchodku je optimélne stidle menej investovat’ do rizikového aktiva. Tento vysle-

dok je v silade s naSimi o¢akdvaniami.
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Optimélne véhy ¢* dosadime do SDR (3.8) pre X (t)

61 — 0y

%0 = X0 { [err, o + 2T o)1 — o)

51 _UYI (0'1 —ayl)le}

Y)(o1 — oy;)
(51 f — Oyy
L=y

Ty’} dt +

+
{ {5101/1 py + le(t)}
() g

cdt + o5dZy(1)] .

Z poslednej rovnice vieme vyjadrit’

() = X(0) exp { :M;( 1l } t+ o022yt )}

27X
v [ 5 B 1)2 1(5 B 1)2 5 - 1

5{(0) exp{ :§1UY1 — My + & —2(?1/1)_ <,},1)2_ 27)} t+ 511__:,)/1 Zl(t)} :

Pre koncovy stav potom plati

— 2(1 -2 —
= 10+ /O exp { [, — o + SZEUZ BN E2 0 7))
3.11
exp[(uy — &ioy,)T] — 1 ( )
py — &10y, '

kde f(0) =

3.3.1 Vypocet optimalnych vah pre konkrétne parametre

Aby sme ilustrovali vysledky v III. pripade, uvazujme nasledovnu sadu parametrov, ktoré si

v podstate v stlade s udajmi pre Slovensku republiku

py =0,1; & =0,5; 01=0,20; o0y;=0,05 w=0,09 v=-5 T =20.
(3.12)
Uvazujeme sporitel’a, ktorému ostdva 20 rokov, kym odide do dochodku (7' = 20). Ako
sme uz uviedli predtym (v Casti 2.1), vo vypoctoch pouzivame koeficient averzie voci riziku
rovny 6, teda v = —5. V slovenskom dochodkovom systéme je vySka prispevkov, ktoré sa
odvédzaju do II. piliera, stanovena na 9%, preto sme zvolili 7 = 0, 09. Dalej predpokladdme,

Ze rizikové aktivum sa riadi SDR (3.1) s parametrami » = 0,06 , & = 0,5 a o7 = 0, 20.
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Predpokladdme, Ze koreldcia medzi platom a vynosom rizikového aktiva je rovna 5%, teda
oy1 = 0,05.

Na Obrézku 3.1 vidime zdvislost’ optimalnych vah p*(0, X (0)), t.j. optimélnej Casti ma-
jetku investovanej v Case t = 0 do rizikového aktiva, od pociato¢nej hodnoty pomeru majetku
a platu X (0).

Cervenou &iarou je vykreslend asymptota p*(0, X (0)) A O3 ¢+(1— q*)& (v tomto
konkrétnom pripade je to 0, 625). MoZeme si vS§imnut’, Ze pre malé kladné hodngtly X(0) st
optimdlne vdhy d’alej od asymptoty. Obrdzok znédzoriuje aj optimélnu stratégiu v pripade, Ze
je povoleny zdporny majetok. V rdmci naSho modelu (iplny trh, Ziadne obmedzenia na kratke
pozicie) mnohé stratégie (vriatane optimalnej) povol uju pokles majetku do zdpornych hodnot
az na troveii —7 f(t). Uplnost’ trhu znamen4, Ze aj ked’ klesneme s majetkom pod nulu,

vieme ndjst’ stratégiu, ktord zaruci, Ze v ¢ase 7" bude hodnota X (7") kladna.

5
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Pomer medzi majetkom a platom X(0)

Obr. 3.1: Zavislost” optimalnych véh p*(0, X (0)) od pomeru majetku a platu X (0)



Kapitola 3. Matematicky model dochodkového sporenia 22

Optimalne vahy p* (t, X(t))

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Obr. 3.2: Hore: Optimdlne vahy p*(¢, X (t)) pre dve nasimulované situdcie A, B a deter-
ministick4 stratégia C. Dole: Casovy priebeh pomeru majetku a platu X (t) pre situdcie A,

B, C.

Na Obrazku 3.2 je zndzorneny typicky vysledok simulécie planovania sporenia na do-
chodok, pri ktorej boli pouZzité parametre (3.12). V dolnej Casti obrazka vidime Casovy
priebeh pomeru majetku a platu X (¢) pre tri rozne simuldcie A, B a C. Simuldcie A a B
predstavuju stochastické planovanie, C je deterministickd stratégia. Na hornom obrazku je
vykresleny ¢asovy priebeh optimélnych véah p*(¢, X (¢)).

Stochastické simulacie sme skonstuovali nasledovne. Hodnotu premennej X (¢) v Case
t = 0 sme nastavili vo vSetkych pripadoch na 0, 5. Pre pripady A a B sme vygenerovali
nezdvislé Wienerove procesy, ktorymi sa riadi X (¢), pomocou SDR (3.4) a vzt'ahu (3.10)
pre optimdlne vahy sme postupne pre t = 1,...,7T pocitali X (¢) a p*(t, X (¢)).

Podobne sme postupovali aj v pripade deterministickej stratégie C, ktora je vykreslena
pre porovanie. Rozdiel je v pouzitych vahach. Deterministickd stratégia C v prvych rokoch

zahfia investovanie majetku do rizikového aktiva (p* = 1) a vo vopred stanovenom Case
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(10 rokov pred odchodom do dochodku) sa postupne majetok presiva do bezrizikového
aktiva (p* linedrne klesa z hodnoty 1 na hodnotu 0).

Trajektétie A, B aj C su v silade s intuiciou, ktord ndm hovori, Ze s pribliZzujicim sa od-
chodom do dochodku sporitel’ menej riskuje. Dovodom takéhoto sprivanie je, Ze prispevky
sa postupne hromadia a vySSia nasporend suma je citlivejSia na vynos rizikového aktiva. Tiez
modZeme pozorovat’ postupny pokles investovania do rizikového aktiva s rastiicou naspore-
nou sumou (s rasticou hodnotou X (¢)).

Za povSimnutie stoji pokles hodnoty X(t) pre deterministicku stratégiu C na konci spo-
riaceho obdobia. PriCinu tohto poklesu moZno pripisat’ tomu, Ze deterministickd stratégia
nedokdze zachytit’ rast miezd.

Optimdlne vdhy v pripade B dosahuji vysSie hodnoty ako A, pretoze hodnoty X (t)
pre simuléciu B st blizSie k 0. Obe simulacie ukazuju, Ze optimalna Cast” majetku investo-
vand do rizikového aktiva sa z roka na rok stochasticky meni. Preto tieto stratégie nazyvame
stochastické. Evidentny je postupny pokles investovania do rizika, pretoZze ¢t a vo vSeobe-
cnosti aj X (t) rastu.

MobZeme si vSimnut’, Ze pri stochastickych stratégidch Cast’ investovana do akcii postupne
klesd na nenulovi droveti ¢* + (1 — q*)&, ktora zavisi od averzie sporitel’a k riziku a od ko-
reldcie medzi platom a vynosom akcil’,a Illa rozdiel od deterministickej stratégie, kedy klesa

na nulu bez ohl’adu na averziu vodi riziku a korelaciu.

3.3.2 Strata pri nespravne pouzitej stratégii

Teraz porovname stratégie, ktoré st vysledkom optimalizécie za predpokladu stochastického
vyvoja platov, so stratégiami, ktoré su optimdlne v pripade deterministickych platov.

Uvazujme dve stratégie sporitel’a na dochodok

1. S, je optimdlna stratégia sporitel’a, ktory predpokladd, ze mzdy sa vyvijaju stochas-
tiCky (UY1 7£ O)’

2. Sy je optimédlna stratégia sporitel’a, ktory predpoklada, Ze mzdy nie su stochastické, Ze

oy, je nulovd, ale v skutocnosti oy, # 0.

Ak sporitel’ v pripade stochastického vyvoja platov ocakdva, Ze platy st deterministické

a pouZije nespravnu stratégiu Sy, zrejme plati
B, [u(X(T))] < Es, [u(X(T))].

Zaujima nds aku stratu spdsobi sporitel’ovi nespravny predpoklad a ndsledne nespravne

pouzitd stratégia. Tuto stratu mézeme vyjadrit pomocou urcitostného ekvivalentu c (istota,
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za ktoru je sporitel’ ochotny vymenit’ rizikovu situéciu)

Ozna¢me
u(csy) = Bgo [u(X(T))] a ules,) = Es, [u(X(T))].
Najskor pomocou urcitostného ekvivalentu popiSeme stratégiu S,. S vyuZitim vzt ahu
(3.11) vyjadrime Eg_ [u(X(T))].

Es, (X(T)] = Es, [ 1x(1)'

_ %E {[X(O) . f(())]jexp { [glayl — uy + & _2‘2‘1”1)_2(71)2_ 27)} VT + 511__(;“ 721(T)}}
_ %[X(O) + 7 f ()] exp K&UYI 4 & _2‘?1“)_2(71)2_ 27)) vT} X

o foza]

= %[X(O) +7f(0)]" exp K&UYI —y o+ 8 _22/1)_2(71)2_ ) VT} o B R T}
B sy

Pri vypocte strednej hodnoty v 4. riadku sme vyuZili tvrdenie zo Statistiky o strednej hod-
note exponencidly normalneho rozdelenia. Ak ndhodna premennd X md normadlne rozdelenie

X ~ N(u,c?), potom plati
E(eax) — ut30%0°

Z rovnice Eg_[u(X(T))] = u(cs,) vieme vyjadrit’
cs, = X + g0 exp { ey~ + G2 b Gy
(1—7)

Teraz popiSeme pomocou urcitostného ekvivalentu stratégiu Sy. Najskor zopakovanim
postupu z predchddzajicej Casti odvodime optimélne véhy a X (T') pre pripad, ked” sporitel
predpoklada, Ze mzdy nie su stochastické (oy, = 0).

Pomocou vzt'ahu (3.9) sa optimalna hodnota ¢(¢) rovna

&

q(t, X(t) = q" (=7

Optimélna Cast’ investovand do akcif je rovna

r(tXW) = ¢+ 20— g {1+m}, kde g(t) = SR (T =DI=1

x (1)1 X(t) 1y
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Vihy ¢* dosadime do SDR (3.8) pre X ()

dX(t) = X(t) { {5101/1 — Py + 3l _0?(311 )_(071)_ OYI)] dt + 01(1&_ P (01— Uyl)le}
= X(t) [pgdt + ozdZ:()] .

Z poslednej rovnice vieme vyjadrit’

X (1) = X(0) exp { [ug - %a}] t+ U;(Zl(t)}

§i(& —ovi)(on—oyy) 1 (o1 — UYI)Z} ;
o1(l =) 2 of(1-7)?

= X(0) exp { [5101/1 — py +

§i(or —oyy)
* o1(1—7) Zl(t)}
_ ¥ 26101(& — oy, ) (01 —oyy)(1 =) = & (01 — ov,)?
= XOexp{ ferov, — o + Sl K

51(01—01/1)
ai—) Zl(t)}'

Pre koncovy stav plati

X(T) = X(T)
— [X(0) + 7 (0)] exp { [flayl — iy + G =)@ 2;%1)_(17;2 DsitnZonk | g
gl (01 - 0Y1>
Tol—) Zl(T)} ’
(3.14)

kde £(0) = eXp[(/vb;Y—_&g;)lT] —1

Pomocou rovnice (3.14) vyjadrime Eg,[u(X (T))].
Eau(X(D)] = Es, |2X(T)'
IR T §i(o1 — 0y,)[201(1 = 7)(& — ov,) — &i(01 — ovy)]
= ;E {X(O) exp { {5101/1 — py + 2021 — )2 T

Jr51(01 - O-Yl)’}/Zl(T)}}
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v 207 (1 —7)?

- %)?(0)7 exp |:(§10'Y1 — py + fu(o1 — ow)[20:(1 2_0;()1(51 ;)ZYJ k1 UYI)]) VT] X
1 52 _ - 2
o[yl

[X(0) + 7f(0)]" exp { [5101 — My + Slon = JYl)féggl_—2j)10Y1 : glan)] 7T} 7

e K&oyl oy 60— 0v)R01(1 =) (6 — ov,) — (o o—yl)]) vT} "

1
v

e (0) = S SO

Z rovnice Eg, [u(X(T"))] = u(cs,) vieme vyjadrit’

cs, = [X(0) + 7 f(0)] exp { [fmyl — py + &1(oy — JY1)(2§;2(11__2,;7)10Y1 +&ioy,) 2}1:5)

Po vyjadreni hodnot cg, a cg, vieme percentudlnu stratu sporitel’a spdsobent nespravne

pouzitou stratégiou vyjadrit’ ako

exp { |:§10'Y1 — My + (il Vi } T}

s, 4 _ 2(1—19) _
CSo &i(or — ovy)(§1o1 — 2010y, + &oy,)
exp {&on — py + 202(1— ) T (3.16)

Il
@
>

o

{ 2
{2<1l—w> = } -

3.3.3 Strata pri nespravne pouzitej stratégii pre konkrétne parametre

Pre konkrétne parametre vieme stratu (3.16) vyjadrit’ Ciselne. Pri vypoctoch sme zvolili

nasledovné zdkladné parametre

vy=-5 01=0,10; & =1; oy, =0,05.

Pre uvedené hodnoty parametrov dostaneme

1 o 2
e _ 1 —exp [Uyl(al 51)} —1=1,7018 x 1072 = 1, 7018%.
€Sy 2(1 - ’7) 01
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Vidime, Ze pre takto nastavené parametre dochddza v pripade nespravneho predpokladu, Ze
mzdy st deterministické, k 1,7018%— nej strate oproti pripadu, kedy bola pouZitd spravna
stratégia oCakdvajuca stochasticky vyvoj platov.

Jednotlivé parametre sme postupne menili a sledovali, aky majui vplyv na vel'’kost™ straty.
V tabul'’kach uvddzame vysledky.

V Tabul’ke 3.1 mdzeme vidiet’, Ze s rasticou averziou sporitel'a voci riziku (s rasticou
hodnotou parametra 1 —), klesa strata vyplyvajica z pouZzitia nespravnej stratégie. Rizikovo
averznejSi sporitel’ utrpi pri nespravne pouZzitej stratégii mensiu stratu. Naopak sporitelia,
ktorf radi riskuju, zaznamenaju vyraznejSiu stratu. Pre koeficient averzie voci riziku rovny 3

je to pomerne vyrazna strata (takmer 3, 5%.)

Parametre Strata

C
L=v| o |&| ov | =1 (%)
So

9 0,10 1 | 0,05 | 1,1313%

6 0,10 1 | 0,05 | 1,7018%

3 0,10 1 | 0,05 | 3,4326%

Tabul'ka 3.1: Zavislost’ straty od averzie sporitel’a voci riziku (od 1 — )

Tabul'ka 3.2 ukazuje, Ze s rasticou koreldciou medzi platom a vynosom rizikového
aktiva (s rastucou hodnotou parametra oy, ), rastie strata vyplyvajica z pouZitia nespravnej

stratégie.

Parametre Strata

C
L=y | o [& | ow | 75— 1(%)
So

6 0,101 |0,01| 0,0675%

6 0,10 1 | 0,05 | 1,7018%

6 0,10 1 | 0,09 | 5,6197%

Tabul'ka 3.2: Zavislost’ straty od parametra oy,

Parametre o, a & spolu sivisia, preto ich vplyv analyzujeme spolu. V Tabul'ke 3.3
moZeme vidiet’, Ze s rastiicou volatilitou rizikového aktiva o4, t.j. s poklesom trhovej ceny

rizika &1, klesd strata vyplyvajica z pouZitia nespravnej stratégie.
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Parametre Strata

CSU

I—v 01 &1 Oy, — 1 (%)

CSO
6 0,10 1 |0,05 1,7018%

6 0,17 0,6 | 0,05 | 0,1262%

6 0,2 {0,5]0,05| 0,0468%

Tabul'ka 3.3: Zavislost’ straty od parametrov o; a &;

3.4 1V. pripad

PodrobnejSie sa budeme zaoberat’ aj pripadom netplného trhu so spojitymi prispevkami
(m > 0, oy, # 0). Ked'Ze trh nie je tplny, sporitel' si nemdZze poZiciavat' oproti budicim
prispevkom. Zaporné hodnoty majetku W (¢) vedd s kladnou pravdepodobnost’ ou k zépor-
nému koncovému majetku W (7). Preto stratégie p(t) vedice k zdpornému majetku nie sd
pripustné. Tieto nepripustné stratégie musime vylucit’.

V zmysle tedrie, ktort sme zhrnuli v 2. kapitole definujeme ocakdavanu uZitoénost’ sporitel’a
ako

J(t2,p) = Eu(X*(T)|X(t) = a],

kde XP(t) je rieSenie rovnice (3.4) dané stratégiou alokdcie aktiv p = p(t, z). Definujme
mnozinu vSetkych pripustnych stratégii P.
Hodnotova funkcia je definovand vzt ahom (2.4) ako

V(t,z) = sup E[u(XP(T))| X (t) = z] = sup J(t,z,p).

peP pEP

K néjdeniu hodnotovej funkcie mdéZeme pristupovat’ dvoma ro6znymi spdsobmi. Prvy sposob

vyuziva Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rovnicu (2.6)

1
0 = sup {i(t.2) + (0, Vi) + 42, Vil )

peEP

1
= Vi(t, ) + sup {u’)’(V;(t, T) + é(ag()QVM(t, :L‘)}
peEP

s koncovou podmienkou

1
V(T,z) = ~a".
(T, ) S
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wh a o su drift a volatilita procesu X (¢), ktory sa riadi SDR (3.4) a plati
py = i (t,x) = T+ x[—py +p(t)o1 (& — ov;) + oy, + 07,
(0%)? = o (t, x)* = 2*[oy, + (p(t)or — ov,)].

Pre dané (¢, z) vyrieSime tdlohu na suprémum.

1
sup |ph Ve + 5(0@2%] = sup {{ﬂ + z[—py + p(t)or (& — ov,) + o3, + 03,1} Va
peP pEP

1
+ 5 2208, + (p(t)or — 0y Ve

Derivovanim vyrazu, ktorého suprémum hl’addme, dostaneme
1
zVyeo1(§ — oy,) + §x2vm2(p(t)al — oy, )o; =0,

odtial’ vyjadrime kandiddta na optimélne rieSenie

1 V.
(t,x) =p'(t,z,V) = — - —
p ( 737) p ( y &L, ) ol Oy, x‘/wz

(& — O'yl):| . (3.17)

Hodnota p* teda zdvisi od optimélnej hodnoty funkcie V (¢, x), ktort ndjdeme rie$nim par-

cidlnej diferencidlnej rovnice (PDR)

* 1 *
Vit e Vo o+ 5 (0%)*Vaa = 0 (3.18)
s koncovou podmienkou
1
V(T,z) = —a7,
v

kde
fhe =7+ [—py +p (ta, Vo — ow) + ok, + 0% ],
(%) = 2® [o3, + (0" (t, 2, V)or —ov)*] .
Po dosadeni kandidata (3.17) do PDR (3.18) dostaneme

|78
y (& — UYJ} o1(&1— oy,) + o5, + ‘712%] } Ve

1 1 vV, 2
+ 5:162 {012/0 + L—l <<TY1 v (&1 — UYl)) o1 — UYl] }Vm =0.

Postupne upravujeme tito PDR na jednoduchsi tvar:

1
VH—{?H—J:{—;W%—— [ayl—
g1

Vi
Vi + {W +x |:_MY oy (& —ov) — v (& —ov)* + oy, + ‘712/1} } Va
1 v, ’
+ 51’2 032/0 + (_me (& — UY1)> Vie =0,

Ve 1 LV

Vit [+ KalVe = (& = 0n)* + 503, Via - 57 (6 = om)* = 0,
1‘/;:2 2 1 2 2

Vit [+ K2V, — 5= (& — ovy)" + 5770y, Vi = 0,

2 Via 2
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kde K = —py + oy, (& — oy,) + 052/0 + 032/1 = —py +oy, &+ 032/0.

Dostali sme rovnicu

1V2 1
Vt+[7r+K:c]Vm_§ﬁx(§l_UY1)2+§3720§0VM:() (3.19)
s koncovou podmienkou
1
V(T,z)=—2".
(T’ ) >

Explicitné rieSenie rovnice (3.19) nevieme ndjst’. Jednou z moZnosti je ndjst’ aproximaciu
funkcie V/ (¢, ) numericky. Takyto postup by bol pomerne naroény kvéli nelinearite funkcie
V (t,z) v danej PDR.

Iny spdsob, ako sa mdZeme pozriet’ na problém hl’adania hodnotovej funkcie, vyuZiva
tedriu podmienenych oCakdvani, presnejSie pouzijeme tzv. vezové pravidlo (Tower law).
Pripometime, Ze X (t) spiiia SDR (3.4)

dX (t) = wdt + X (t) {[-py +pt)o1(& — ov,) + 03, + 07, ] dt
+ [p<t>01 - O-YJ le<t> - JYodZO(t)} :

Wienerove procesy Z (t) a Zy(t) st nezéavislé. VyuZzijeme zndmy fakt zo $tatistiky, Ze linedrna

kombindcia nezdvislych normélnych rozdeleni A/(0, 1) je normélne rozdelenie
ol N(0,1) + oo N(0,1) ~ N (0,07 + 73).
SDR pre X (t) prepiSeme do tvaru
dX(t) = mdt + X (t) [ dt + o dW (t)], (3.20)
kde W (t) je novy Wienerov proces,
Wy = —hy +pt)or (& —ov,) + oy, +oy, a (0%)? = [p(t)or — ov ]’ + oy,

Pomocou rovnice (3.20) vyjadrime zmenu premennej X (¢) za kratky Casovy usek, ktory
oznac¢ime At. V danej rovnici nam maly problém spdsobuje iba ¢len 7wdt. S tymto problémom
sa vysporiadame tak, Ze budeme predpokladat’, Ze sporitel neodvadza prispevky na ucet
v kazdom okamihu, ale na konci intervalu At. Pre dostato¢ne malé At si takito diskretizaciu

mozeme dovolit’. Potom mbéZzeme zmenu X (t) vyjadrit’

X(t + At) = A+ X(t) exp { {u’;’( - %@@)2} At + UQEW(”} (3.21)

= F(t, X(t), p(t), W (1))
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Teraz vyuZijeme vezové pravidlo
E[u(X?(T)|X(t) = 2] = E{E [u(X"(T))|X(t + At)] | X () = 2} (3.22)
Ak dosadime rovnicu (3.22) do rovnice pre hodnotovu funkciu (2.4), tak dostaneme
V(¢ z) = sup E[u(X"(T))|X(t) = =] = sup E{E [u(X?(T))[X(t + At)] [ X (t) = «}

peP peP

= sup B[V (t + At, F(t,2,p, ®))],

peEP

kde ® je normélne rozdelend ndhodnd premennd ® ~ N (0, 1) so zndmou funkciou hustoty

2

)
r = e (4.
Rovnicu
V(t,z) =sup E[V (t + At, F(t,x,p, P))] (3.23)
peEP

. 1 ., .

s koncovou podmienkou V(7' z) = —2” nazyvame Bellmanova rovnica.

Strednd hodnota je definovand ako integrél, preto mdZeme rovnicu (3.23) prepisat’ na tvar

= sup/ (t+ At F(t,z,p,y)) f(y)dy. (3.24)

peP
R
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Implementacia modelu pre IV. pripad

V tejto Casti priace uvedieme postup numerickej aproximdcie hodnotovej funkcie V' (¢, x)

pomocou rovnice (3.24). PouzZivame nasledovny algoritmus:
e Casovy interval (0, T) si rozdelime na N diskrétnych ¢asov
tl :0, t2:t1+At, t3:t2+At, ey thlzT—At, tN:T,
T . | . . " c
kde At = N je Casovy krok a N je dostatocne vel'ké.

o Vasety =T je funkcia V(T x) = u(x) dand.

e Pre t =ty_1,...,1; postupne pocitame hodnotovi funkciu V' (¢, z). V kazdom &aso-
vomkroku ¢;,7 = N —1,...,1 vypocitame aproximovand hodnotu V'(¢;, z;) v diskrét-
nychbodoch z;,j =1,..., N,,kde x; jeekvidiStantné delenie intervalu (Z.in, Timaz)

pre vhodne zvolené z,,, a Zyq, a N, je dostatocne vel'’ké. Pre V' (¢;, z;) plati

pe
e Skonstruujeme delenie py, k = 1,. .., N, mnoZiny pripustnych rieSeni P(t, ).

e V kazdom bode (¢;, z;) ndjdeme hodnotu pj, ktord maximalizuje p - parametricky

integrél (4.1), teda

/ Vit Fltss 23, pr ) £ (9)dy. 4.2)
R

1,...Np

32
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e Nastavime p(t;, x;) = pj a hodnotova funkcia V' (¢;, ;) sa podl'a vzt'ahov (4.1), (4.2)
rovna
Vitoas) = [ Vition, Pt o) f5)dy
R

Vypocet integralu (4.1) je pomerne narocny kvoli vyrazne rozdielnym hodnotdm, ktoré
nadobiida hodnotové funkcia. Funkcia V (¢, z) totiz nadobida rddovo vel'mi vel'ké, ale aj
vel’'mi malé hodnoty. Preto je potrebné pouzit’ Skdlovanie. PouZijeme techniku Skalovania,
ktor4 je za danych okolnosti bezn4 (bola pouzitd v [7],[8],[12]).

Namiesto funkcie V (¢, x) budeme aproximovat’ funkciu W (¢, ), ktoru definujeme vzt ahom
W(t,z) = H(t,x)V(t,x), (4.3)

kde Skdlovacia funkcia H (¢, x) je 'ubovolna kladnd ohrani¢ena funkcia. Potom vieme jednodu-

cho vyjadrit’
V(t,x) =

V koncovom cCase plati
W(T,z)=H(T,x)V(T,z) = H(T, z)u(x).

V naSej prici zvolime rovnaku Skélovaciu funkciu ako zvolili autori v [7], [8] a [12]. V Case

T definujeme

1
H(T,z) = :
14+ V(T,x)?
pret=T—At,...... , 0 definujeme H (¢, z) rekurzivne pomocou vzt ahu
1 B H(t+ At, x)

H(t,x) = = .
(&) VI+V(E+Atz)2  JHE+ AL D)2+ W(E+ At x)?

Pomocou rovnic (3.24), (4.3) pocitame

Wi(t,x)=H(t,x)V(t,x) = H(t,x sup/V (t+ AL F(t,z,p,y)) f(y)dy

peEP
H(t, ) su Wt—l—AtFta:p,y))f( \d 44)
peg H(t+ AL F(t 2, py) Y

Vypocet W (t,z) spoliva vo vycisleni itegrdlu (4.4) cez mnoZinu vSetkych redlnych
Cisel R. Zvycajne sa v podobych situacidch obmedzia hranice integralu na kone¢ny interval
(—L, L), kde L je dostatone vel'ka konstanta. Pre praktické vypocty je postacujice pouZzit’
L =~ 3. Interval (—3,3) pokryva viac ako 98% signifikantnych hodndt hustotovej funkcie
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f).

W (t,z) budeme aproximovat’ na intervale (—3,3) a budeme postupovat’ podl'a predtym
popisaného algoritmu.
Plati

|4 tz 7F '[;7;7 ; ,
W(t;,z;) = max H(t;,z;) (tiv1, F(ti, x4, pr, y))

dy. 4.5
k=1,...,Np H(ti-ﬁ-laF(ti,l’j,pk’y)) f<y) Yy ( )

Kvdli zjednoduSeniu pouZijeme substiticiu
1
z=F(t,x,p,y) = TAt + xexp { {,uz)’( - 5(0&)2} At + oV Aty} :

potom rovnicu (4.5) upravime na tvar

Zb

W(ti-i-lvz) =2 dz
Wit;,z;) = max H(t;,z,)——————e™
(£, 2) k=1,...N, ( j>H(ti+1,2) oS VAL [z — TAL] (4.6)
G(z)dz

kde

a pre hranice integrdlu plati

1
2q = TAL + xexp { {,ug( - 5(01)’()2} At — 30% At} :

1
2y = TAL + x exp { {,u’)’{ - 5(0&)1 At + 30§{VAt} :

Integral (4.6) numericky aproximujeme pomocou zloZenej Simpsonovej metddy pre N, bodov.

Tvrdenie 4.1. Predpokladajme, Ze interval (a,b) rozdelime na 2m podintervalov rovnakej

dizky h = =2, Potom pomocou zloZenej Simpsonovej metédy numericky aproximujeme inte-
o )4 ] P ] Yy P L

grdl podl'a vzorca®

b -1 m—1
[ @ S fa) £ 43 Flra) 423 )+ 50)]
j=0 J=1

kde xj=a-+jh pre j=1,...,2m—1

3Vzorec je odvodeny v [1].
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4.1 Vypocet optimalnych vah pre konkrétne parametre

Vysledky IV. pripadu opat’ ilustrujeme na priklade s konkrétnymi parametrami. PouZijeme
rovnaku sadu parametrov ako v III. pripade (3.12) doplnent o parameter oy = 0, 05, ktory
vyjadruje nezaistitel' né riziko v plate. Parametre st

pwy =0,1; & =05 o1 =0,20; oy1 = 0,05;

oyo = 0,05; m™=0,09; ~v=-5; T = 20.

4.7)

Numerické vypoéty sme realizovali v programovacom prostredi Matlab 7. Casovy in-
terval (0,7") rozdelime na N = 20,40, 240 ¢asovych krokov, t.j. sporitel' sa rozhoduje
raz ro¢ne, polrocne, respektive mesacne aku Cast’ majetku investuje do rizikového aktiva.
Ked’Ze sme predpokladali, Ze sporitel’ prispieva na ucet spojito, v grafoch a tabul’kach, ktoré
uvddzame, sme pocitali s mesaénym prispievanim na ucet (/N = 240). VzhlI'adom na naSe
ocakdvania o hodnotéch, ktoré nadobtda premennd X (¢) zvolime x,,;, = 0,09 a x4, = 10.
Interval (0, 09; 10) rozdelime na N,, = 200 diskrétnych bodov. Podl’a optimélnych vah, ktoré
sme vypocitali pre III. pripad, m6Zeme ocakdvat’, Ze pre IV. pripad dostaneme podobné
vysledky. Interval (0, 10), v ktorom oCakdvame vahy, rozdelime na N, = 201 diskrétnych
bodov, teda p;, € {0;0,05;0,1;...;9,95;10}. Integral (4.6) numericky aproximujeme po-

mocou Simpsonovej metédy v N, = 5 bodoch nasledovne

Zb

/G(z)dz ~ g (G(24) +4G(21) + 2G(22) + 4G (z3) + G(z)],

Zb — Za

kde z1=2z,+h, zo0=2,+2h a z3=2,+3h, h= 1

Obrazok 4.1 znazorfuje vysledok numerickej aproximécie hodnotovej funkcie pomo-
cou popisaného algoritmu pre zvolené parametre. Na jednotlivych Castiach obrazku vidime
priebeh hodnotovej funkcie V' (¢,x) pre T — t = 10 a 20 rokov do odchodu do ddchodku.
Z grafov si mOzeme vSimnut’, Ze pre Casy pred odchodom do dochodku, ¢ < 7', ma hod-
notova funkcia V (¢, z) kone¢nd limitu pre z — 0%, na rozdiel od ¢asu odchodu do do-
chodku, kedy pre hodnotovi funkciu plati V(7' ) = u(x) — —oo pre z — 0. Toto sa deje
kvoli prispevkom. Ak je X (¢) = 0, tak vd’aka buddcim prispevkom budeme mat’ X (7") > 0
a kone¢nd limita V' (¢, x) pre  — 07 indikuje, Ze X (T) nie je prili§ blizko k 0.

Zavislost' zodpovedajicich optimélnych stratégii p*(¢, X (t)) pre T — t = 0,10 a 20
rokov do odchodu do déchodku od pomeru majetku a platu X (¢) pre dand sadu parametrov
je vykreslend na Obrézku 4.2. MdZeme si v§imnut', Ze pre x — 07, plati p*(¢, z) — oo a pre

Oy1

x — oo mame p*(t,r) - —.
01



Kapitola 4. Implementéicia modelu pre IV. pripad 36
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-0.002 - b
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-0.006 b

Hodnotova funkcia V(t, x)

-0.008 L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pomer medzi majetkom a platom X(0)=x

0.00

-0.03
-0.06
-0.09
-0.12
-0.15

0.18 t=10, T=20

—0.21 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pomer medzi majetkom a platom X(10)=x

Hodnotova funkcia V(t, x)

Obr. 4.1: Hodnotové funkcia V' (¢, z) pre T' — t = 10 a 20 rokov do odchodu do dochodku.

t=0, T=20
t=10, T=20
t=20, T=20

Optimalne vahy p*(t,X(t))

0 0.5 1 15 2
Pomer medzi majetkom a platom X(t)

Obr. 4.2: Zavislost’ optimdlnych vah p* (¢, X (t)) v éase t = 0 (pIna ¢iara), ¢t = 10 (¢iarkovand

Ciara), t = 20 (bodkovand Ciara) od pomeru majetku a platu X (¢).
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Casovy priebeh optimalnej stratégie p*(¢, X (t)) je zndzorneny na Obrizku 4.3. Opti-
madlne vihy sa spravali vel'mi podobne ako stochastické stratégie v pripade tplného trhu
(pozri Obr. 3.2, simulécie A a B). Rozdiel je v tom, Ze za pritomnosti nezaistitel’ ného rizika
v plate, sa zd4, Ze optimdlna stratégia sporitel’a je pre rovnaké parametre konzervativnejsia.
Optimélne vahy dosahuju v priemere menSie hodnoty ako v pripade iplného trhu. V dolnej
Casti Obréazka 4.3 je zndzorneny Casovy priebeh pomeru majektu a platu X (¢). Premennd
X (t) sariadi SDR (3.4) s po¢iato¢nou podmienkou X (0) = 0, 5.

Opit sa potvrdil postupny pokles investovania do rizikového aktiva s priblizujicim sa Casom
odchodu do déchodku.

Optimalne vahy p* (t, X(t))
[ [\S) w B

o

o
N
IN
o
®
=
o
=
N
=
~
=
o
=
©

20

X(t)

Obr. 4.3: Hore: Optimélne vihy p*(¢, X (¢)). Dole: Casovy priebeh pomeru majetku a platu
X(t).

4.2 Strata pri nespravne pouzitej stratégii

Podobne ako v III. pripade aj pre IV. pripad porovname stratégie, ktoré su vysledkom opti-

malizécie za predpokladu stochastického vyvoja platov, so stratégiami, ktoré sui optimalne
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v pripade deterministickych platov.

Uvazujme dve stratégie sporitel’a na dochodok

1. S, je optimdlna stratégia sporitel’a, ktory predpokladd, Ze mzdy sa vyvijaji stochas-
tiCky (UYO 7é 07 Oyy 7& O)’

2. Sy je optimdlna stratégia sporitel’a, ktory predpokladd, Ze mzdy nie su stochastické, Ze

oy, aj oy, st nulové, ale v skutocnosti oy, # 0, oy, # 0.

Ak sporitel’ v pripade stochasticky sa vyvijajucich platov oCakéva, Ze platy st determinis-

tické a pouzije nespravnu stratégiu Sy, zrejme plati
Eg [u(X(T))] < Es, [u(X(T))].

Stratu spdsobent zvolenim nespravnej stratégie, vyjadrime opidt’ pomocou urcitostného ekvi-

valentu. Oznaé¢me
u(cs,) = Es, [w(X(T))] a u(cs,) = Es, [u(X(1))].

Urcitostné ekvivalenty cg,, cs, nevieme vyjadrit’ explicitnym vzorcom ako v III. pripade,
ale vieme ich numericky spocitat’ a vyjadrit' percentudlnu stratu sporitel’a podl'a vzt ahu
(3.16).

4.3 Strata pri nespravne pouzitej stratégii pre konkrétne

parametre

Pre zvolené parametre (4.7) je strata sporitel’a rovna

%o _1—1,8692 x 102 = 1,8692%.

CSO

Pre takto nastavené parametre dochddza v pripade nespravneho predpokladu, Ze platy su
deterministické, k 1,8692%— nej strate oproti pripadu, kedy bola pouZitd spravna stratégia
oCakdvajuca stochasticky vyvoj platov.

Jednotlivé parametre sme postupne menili a sledovali, aky maji vplyv na vel'’kost™ straty,
ktoru utrpfi sporitel’. V tabul’kdch uvddzame prehl’ad vysledkov.

V Tabul'ke 4.1 méZeme vidiet’, Ze v pritomnosti nezaistitel'ného rizika v plate, rovnako

ako v pripade, Ze nezaistitel'né riziko je nulové (Tabul'ka 3.1), s rasticou averziou sporitel’a
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voci riziku (s rasticou hodnotou parametra 1 — -y), klesd strata vyplyvajica z pouZitia ne-
spravnej stratégie. Rizikovo averznejSiemu sporitel’ovi spdsobi pouZitie nespravnej stratégie
mensiu stratu. Naopak sporitelia, ktori obl'ubuju riziko, zaznamenaji vyraznejSiu stratu.

Pre koeficient averzie voéi riziku rovny 3 je strata najvicsia (3,6721%.)

Parametre Strata

Sy
L—~v| o1 [ & | ovo | ow g—l(%)
Q

9 0,10| 11]0,05|0,05| 1,2017%

6 0,10 | 1 1 0,05]0,05| 1,8692%

3 0,10 | 1 1 0,05]0,05| 3,6721%

Tabul'ka 4.1: Zavislost’ straty od averzie sporitel’a voci riziku (od 1 — )

Tabul'ka 4.2 ukazuje, Ze s rasticou korelaciou medzi platom a vynosom rizikového aktiva
(s rasticou hodnotou parametra oy, ), rastie strata spdosobend nespravnym predpokladom, Ze

mzdy su deterministické.

Parametre Strata

-7 01 &1 | oyo Oyy Csa—l(%)
So

6 |0,10| 1 |0,05]0,01| 0,1364%

6 0,10 1 10,05| 0,05 | 1,8692%

6 0,10 1 10,05| 0,09 | 5,7961%

Tabul'ka 4.2: Zavislost’ straty od parametra oy,

.....

.....

mzdy su deterministické.
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Parametre Strata

C
L7 on | &|ovo | ov | == 1(%)
So

6 |0,10| 1 |0,01]0,05| 1,0817%

6 0,10 1 10,05| 0,05 | 1,8692%

6 0,10 1 10,09 0,05 | 6,9315%

Tabul'ka 4.3: Zavislost’ straty od parametra oy,

Parametre o; a & spolu suvisia, preto ich vplyv analyzujeme spolu. V Tabul'ke 4.4

mozeme vidiet’, Ze s rasticou volatilitou rizikového aktiva o4, t.j. s poklesom trhovej ceny

rizika &1, klesa strata vyplyvajica z pouzitia nespravnej stratégie.

Parametre Strata

%o _ 1 (%)
C3y

6 0,10 | 1 [0,05]0,05| 1,8692%

I—x 01 &1 Oyo Oy,

6 0,17 10,6 | 0,05 | 0,05 | 0,5768%

6 |0,20]/0,5[0,05]/005| 0,2913%

Tabul'ka 4.4: Zavislost’ straty od parametrov oy a &;

Na zdklade vypoctov a vysledkov, ktoré su zhrnnuté v tabul’kdch, mdZeme skonStatovat’,
Ze sa potvrdili naSe oCakdvania a sporitel’ utrpi urcitd stratu, ak voli optimdlnu stratégiu

na zdklade predpokladu, Ze mzdy su deterministické. MozZeme teda povedat’, Ze stratégie,

ktoré zohl’adfiuju stochasticky vyvoj platov st o nieco lepSie.
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V préci sme sa zaoberali prispevkovo definovanymi dochodkovymi systémami. Touto pro-
blematikou sa zaoberali aj autori v ¢ldnkoch [8] a [12]. N&S pristup sa liSi v tom, Ze sme
predpokladali stochasticky vyvoj platov namiesto deterministického.

Na zdklade ¢lanku [2] sme vytvorili zjednoduSeny model dochodkového sporenia. Ako
sme uz uviedli, v modeli sme predpokladali stochasticky vyvoj platu sporitel’a na dochodok.
Sporitel’ odvadza Cast’ majetku (prispevok) na svoj tcet. Uvazovali sme dva sposoby pris-
pevkov - jednorazové a spojité. Nasporeny majetok moze sporitel’ podl’a svojho rozhodnutia
investovat’ do rizikového a bezrizikového aktiva. Rozhodnutie sporitel'a aku Cast’ investuje
do rizikového aktiva nazveme jeho stratégiou. Nasim ciel’om bolo ndjst’ stratégiu sporitel’a,
ktora maximalizuje jeho tGzitok v ¢ase odchodu do dochodku. Pouzivali sme CRRA funkciu
uzito¢nosti. Problém hl'adania optimalnej stratégie sporitel'a sme sformulovali ako tlohu
stochastického optimalneho riadenia - maximalizuje sa oCakdvand uZitocnost’ z nasporene]
sumy v okamihu odchodu do dochodku. RieSenie tejto ulohy sme rozdelili na viaceré pri-
pady podl’a spdsobu prispevkov a podl’a toho, ¢i je trh Gplny alebo netplny, teda ¢i je v plate
pritomné nezaistitel'né riziko. V jednotlivych pripadoch sme hl’adali optimalne stratégie.

V pripade jednorazovych prispevkov bez ohl’adu na to, ¢i bol trh tplny alebo nedplny,
optimalna stratégia zahffala rovnaké vahy konStantné v Case. Pripad spojitych prispevkov
lepSie zodpoveda realite, preto sme sa mu venovali podrobnejsie. Vd'aka tomu, Ze v pripade
uplného trhu si moZno poZziciavat’ oproti budicim prispevkom, existuje analytické rieSenie
spominanej ulohy stochastického optimélneho riadenia. V pripade netplného trhu si spori-
tel’ nemdZze poZiCiavat' oproti budicim prispevkom, preto nevieme ndjst’ analytické rieSe-
nie takym sposobom ako v pripade uplného trhu. Navrhli a implementovali sme numericku
schému, pomocou ktorej sme aproximovali rieSenie. Vysledky pre jednotlivé pripady sme
graficky zndzornili a interpretovali. Na zdklade simuldcii sme zistili, Ze spolocnou Ertou
optimalnych stratégii je postupny pokles investovania do rizikového aktiva s pribliZzujicim sa
¢asom odchodu do dochodku. Tento fakt je v sdlade s intuiciou, pretoZe s pribudajicim ca-

som sa hromadia prispevky, zvySuje sa nasporend suma a ta je citlivejSia na vynos rizikového
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aktiva.

Nakoniec sme porovnali nas pristup predpokladajici stochastické mzdy s doterajS$im de-
terministickym pristupom. Sledovali sme vel'kost’ straty, ktord utrpi sporitel’, ak v pripade
stochastického vyvoja platov predpokladd, Ze platy st deterministické a pouZije nespravnu
stratégiu. Stratu sme vyjadrili pomocou urcitostného ekvivalentu v percentach. Najzauji-
mavejSie vysledky si zhrnuté v prehl’adnych tabul’kdch. Vypocty potvrdili nase oCakdvania,
Ze sporitel zaznamend urcitd stratu. Vel'kost' tejto straty zdvisi od jeho averzie k riziku
a od d’alSich parametrov modelu. V mnohych pripadoch strata dosahovala aj par percent.

Model, s ktorym sme pracovali, by bolo mozné v budiicnosti zovSeobecnit’ napriklad
zavedenim stochastického vyvoja bezrizikovej trokovej miery alebo by sme mohli rozsirit

portfdlio rizikovych aktiv, do ktorych mdZe sporitel’ investovat’.
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