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Abstrakt

MATUSKOVA, Michaela: Ekologia jazera Peck [Diplomova pracal, Uni-
verzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky,

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky; Skolitel: Mgr. Richard Kollar,
PhD. , Bratislava, 2012, 72 s.

Cielom diplomovej prace je modelovanie ekosystému jazera Peck naché-
dzajiceho sa v kanadskom Algonquin National Park, ktoré ma pocas biolo-
gického roka zaujimavé ekologické vlastnosti. Na zéklade dostupnej publiké-
cie vyberieme hlavné objekty ekosystému, ktorych spravanie v ¢ase opiSeme
pomocou diferencidlnych rovnic a vhodnych aproximécii, pricom zavedieme
predpoklady na zjednoduSenie modelovania. Pri hladani ekvilibrii vytvorime
redukovany model, ktorého spravanie sledujeme na numerickych experimen-
toch v programe Matlab 7.0.1. Potrebné hodnoty koeficientov zistujeme bud
z dostupnej literatiry a ¢lankov, alebo sa ich snazime vhodne odhadnut. Ne-
priaznivé ekologické vlastnosti a pokusy o ich zlepSenie prinasaja so sebou
kriticky stav, ktorého klic¢ové mechanizmy sa pokusime vysvetlit pomocou

redukovaného modelu.

Kladové slova: matematické modelovanie, diferencialne rovnice
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diferen¢né rovnice, limitna krivka, Michaelisova konstanta



Abstract

MATUSKOVA, Michaela: The Ecology of the Peck Lake [Master The-
sis|, Comenius University in Bratislava, Faculty of Mathematics, Physics and

Informatics, Department of Applied Mathematics and Statistics; supervisor:
Mgr. Richard Kollar, PhD., Bratislava, 2012, 72 p.

The purpose of Master Thesis is modelling the ecosystem of the Peck
Lake located in the Canadian Algonquin National Park that has interesting
ecological properties during the biological year. On the basis of the available
publication we choose the main objects of the ecosystem. We describe their
behaviour in time using differential equations and appropriate approximati-
ons. Meanwhile we establish assumptions concerning the simplification of the
modelling. In addition to searching for equilibria, we create a reduced model,
whose behaviour we monitor by numerical experiments in Matlab 7.0.1. We
source the required values of the coefficients from the available documenta-
tion or we try to estimate them properly. The adverse ecological properties
and attempts to improve them bring the critical condition and we try to

explain these key mechanisms using the reduced model.

Keywords: Mathematical modelling, Differential equations, Li-

mit curve, Michaelis constant
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Uvod

Ekologické vlastnosti jazera st vyznamné faktory, na ktorych zavisi kvalita
zivota pod vodnou hladinou. Jazero Peck je jednym z mnohych jazier kanad-
ského Algonquin National Park. Zaujimavé je tym, Ze je prikladom jazera,
ktoré mé vdaka kombinacii viacerych zlych ekologickych vlastnosti velky
nedostatok zivin vo vode. Mnozstvo zivin obmedzuje rast zivoc¢ichov a or-
ganizmov v celom jazere, preto je prirodzena produkcia pstruha v jazerach
Algonquin National Park len 300 gramov zivej vahy pstruha na hektéar jazera
kazdy rok. V juznom Ontéariu, kde st ekologické vlastnosti jazier protikladom
ekologickych vlastnosti jazier v Algonquin National Park, je ¢asto prirodzené
produkcia pstruha 20-kréat taka velka. Na zlepSenie produkeie pstruha bolo na
jazero Peck aplikované rieSenie v podobe externého pridania zivin do jazera.
7 dovodu reakcii a procesov v potravinovom retazci doslo k premnozeniu
rastlin, ¢o vyvrcholilo zadusenim zivych organizmov ako nasledok predcas-
ného minutia kyslika v jazere. Preto je cielom prace modelovanie ekosystému
jazera Peck.

V prvej kapitole sa oboznamime so zakladnymi procesmi, ktoré st zivotne
dolezitou sucastou kolobehu v prirode. A to nielen pod vodnou hladinou, ale
aj na susi. Priblizime si fotosyntézu a jej acinok, doélezitost listov zelenych
rastlin a odvodime vztah medzi slne¢nym Ziarenim a fotosyntézou. Zavedieme
dolezité predpoklady, ktoré zjednodusia modelovanie ekosystému jazera Peck.
Nasledne na zaklade potravinového retazca a dalSich Zivotne dolezitych ¢i-
nitelov vo vode ur¢ime hlavné objekty modelovania. S pomocou dostupnych

publikacii a ¢lankov, ktoré sa zaoberaji podobnym druhom modelovania,



zostavime model opisujici spravanie pod vodnou hladinou a interpretujeme
vyznam jednotlivych premennych.

V druhej kapitole analyzujeme vytvoreny model a poktsime sa najst jeho
ekvilibria. Vytvorime redukovany model, ktory nasledne pouzijeme na skiima-
nie kli¢ovych mechanizmov jazera v kritickom stave. Pomocou numerickych
experimentov pribliZime spravanie dynamického systému. Zameriame sa na
jazero s nedostatkom Zivin s cielom vysvetlit procesy a reakcie prebiehajuce
po externom pridani zivin do vody a zavislost na ich mnozstve. Experimenty
sa pokuSame ¢o najviac priblizit realite. Na¢rtneme, ako by sa dala situécia

v jazere Peck vylepsit.
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Kapitola 1

Modelovanie

1.1 Zachytavanie svetla

V tejto ¢asti budeme vychédzat informaécii spracovanych v [1]. Zachytenie
svetla je zédkladnou podmienkou pre priebeh fotosyntézy, pri ktorej rastliny
ziskavaju energiu potrebni nielen na svoj rast, ale aj ako hnaciu silu ostat-
nych procesov. Rastliny moézu rast izolovane, v suvislych radoch alebo mo6zu
tvorit suvislé ,,canopy”, ktoré budeme dalej nazyvat vrchlikom. Vrchlik je na-
dzemna cast rastlinného spolo¢enstva tvorena korunami rastlin. Je zdaleka
jednoduchsie modelovat rastliny Zijice v takzvanych uzavretych vrchlikoch,

preto to bude zaroven jeden z predpokladov pre nas model.

1.1.1 Uzavrety vrchlik

Vrchlik je uzavrety, ak pri pohlade na rastliny zvrchu je poda viditelné né-
hodne, vacsinou ako malé zaplaty a rastliny nemozu byt jednotlivo vyznamné.
Klacovou premennou je index listovej plochy, ktory je casto skracovany ako
LAT a oznacovany symbolom L, [L] = (m? listu)(m? povrchu pody)~t. L je
celkova listova plocha situovana nad jednym metrom Stvorcovym pody.
Index listovej plochy L je nutné odlisovat od projektovaného indexu lis-
tovej plochy L,. L, je vac¢Sinou definovany projektovanim plochy kazdého

listu na horizontalnu rovinu. Ak rovina kazdého listu zviera s horizontalnou
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rovinou uhol «, potom:

L, = Lcosa (1.1)

I g, incident irradiance

Canopy upper surface

Crop | T
| s [ L, leaf areg index
canopy . (f.irradionce + measured from
: at level L Canopy upper
____________________________________ surface
Groundlevel t ——————————— ¥ Lg, totalleaf

5 F AT TS ETE LT LS areg index
Soil L TLFHET TP EE LTS

Obr. 1.1: Grafické znazornenie dopadajiceho oziarenia na vrchlik. Zdroj: [1].

Obrazok 1.2 zobrazuje hustotu toku svetla I, dopadajiceho na horny po-
vrch vrehlika v horizontalnej rovine; [Iy] = Jm™2s~!. Celkova LAI je Ly, ale
premennéd LAI mdéze byt definovana nasledovne: L je merané zostupne od
horného povrchu vrchlika a ako zostupujeme nizsie, hodnota L sa zvySuje.
Teda 0 < L < Lgy. Na horizontéalnej rovine definovanej indexom listovej plo-
chy je I klesajuca intenzita ziarenia. I zavisi na L, teda moézeme pisat (L),
aby sme zaznadili ttto zavislost. Na opis tejto zavislosti autori v [1] pouzili

negativnu exponencialnu funkciu:
I = Iye ™ (1.2)

kde k je koeficient zaniknutia; [k] = (m? povrchu pody)(m? povrchu listu) =t

Podla tejto rovnice pre svetlo dopadajice na pddu, Iy,4, a pre svetlo zachy-
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tené vrchlikom, I;,; plati:

I

g

Iint = ](](1 — €7kL)

na = Toe o
T (1.3)

Vypocet fotosyntézy vyzaduje svetlo dopadajtice na povrch listu, jeqs.
Svetlo dopadajtice na povrch listu nie je to isté ako svetlo dopadajice na

horizontalnu rovinu, ktoré je opisané rovnicou (1.2). [je.s je aproximované:

ko _Fho ek, (1.4)

Ticag (L)

T1-m  1-m
kde m je koeficient prenosu listu, zvycajne v rozmedzi od 0.1 do 0.2. Ak k =1
a m = 0.1, potom svetlo dopadajice na listy na vrchu vrchlika je 1.1/, ¢o
je nepripustné. U nameranych hodnét £ a m funguje rovnica uspokojivo, aj

ked mnoho pracovnikov preferuje pouzivat jednoduchsiu rovnicu:

lieas (L) = ke " (1.5)

Priame a rozptylené Ziarenie

Moze byt dolezité rozlisovat medzi rozptylenym svetlom dopadajicim na list

a priamym slnec¢nym svetlom dopadajicim na povrch listu:
[leaf(tOtCLl> = ]leaf(diffuse) + Ileaf(direct) (16)

Doévodom tohto rozliSenia je, ze fotosyntetickd odozva na oziarenie je neline-
arna, comu sa blizsie budeme venovat v kapitole 1.2. Predikcia fotosyntézy
vrchlika, ktord rozlisuje medzi slne¢nymi listami, t.j. osvetlenymi listami pria-
mym slnec¢nym svetlom a rozptylenym ziarenim z oblohy, a medzi zatiene-
nymi listami, t.j. osvetlenymi len rozptylenym Zziarenim z oblohy, méze byt
blizsie pozorovanym hodnotam ako v pripade, Ze je tento rozdiel ignorovany.

Rozptylené svetlo moze pochadzat z oblohy alebo z odrazaného a prena-
Saného svetla. Priame svetlo zavisi od toho, ¢i je slnko vonku a ¢i nie su listy
zatienené. Priame svetlo produkuje teda odrazané a prenasané svetlo. Takéto
vypoc¢ty mozu byt pracné a mozné st mnohé trovne obtiaznosti. Jednoduchy

aproximad¢ny pristup je nasledovny. Listy st rozdelené na dve populacie:

13



o L., - zatienené listy osvetlené len rozptylenym svetlom
o L., - listy osvetlené rozptylenym a priamym slneé¢nym svetlom

V zmysle obrazka 1.2, prirastok listovej plochy AL v hibke L je dalej rozde-

leny na slnecéné, ALg,,, a zatienené ¢asti, AL pu,:

AL = ALsun + ALsha
ALgyn = ALe™™ (1.7)
AL, = AL(1 — e7*F)

Tento pristup predpoklada zéanik koeficientu k pre slnecné svetlo a nahodné
rozlozenie listu. éleny LAI, ktorymi st zatienené listy a slnecné listy, maja

po integracii nasledovny tvar:

1
Lgun = —(1 — )
k (1.8)

1
Laa=1L— %(1 — ek

f)alej predpokladajme, Ze oziarenie horizontalnych receptorov na povrchu
vrchlika na obrazku 1.2 zahina dva ¢leny: diftzne, rozptylené svetlo (dif) a

slne¢né svetlo (sun). Teda:

Iy = I4io + Lsuno
IsunO = fsun]O (19)
]difO - (1 - fsun)IO

Clen fsun predstavuje podiel slneéného ziarenia a hodnota fy,, sa pohybuje

medzi 0 a 1. Tento ¢len umozni ohodnotenie dosledkov fotosyntézy.
Fotosyntetické prispevky st pocitané oddelene pre dve populacie listov.

Podla rovnice (1.4), svetlo dopadajuce na slne¢né listy a svetlo dopadajtce

na zatienené listy v hibke L uvazovaného vrchlika ziskame:

k
Lieap(sun) = m([sun(] + [dif()eikL)

k
]leaf(sha) = 11—

(1.10)

—kL
e " Lairo
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Tento pristup robi mnoho aproximacii, napr. listy si ndhodnej orientécie,

meniaci sa azimut slnka je ignorovany.

1.2 Fotosyntéza a fotosyntetickd odozva

Fotosyntéza je kIi¢ovym procesom v ekologii. Je to biochemicky proces za-
chytavania slne¢ného ziarenia, pri ktorom vznika kyslik ako vedl'ajsi produkt
pri fixacii oxidu uhli¢itého. Zdrojom informécii v tejto podkapitole st [2], [3],
[4] 2 [5]

Ziarenie je hlavny vonkajsi faktor riadiaci rychlost fotosyntézy. Mnozstvo
ziarenia kolisa v dennych aj v ro¢nych cykloch a zalezi aj od umiestnenia
listov v priestore. Dopadajiice mnozstvo ziarenia na jednotku listovej plochy
za jednotku ¢asu meriame ako hustotu toku fotosynteticky aktivnych foto-
nov (molm=2s~1) alebo ako oziarenost v jednotkach toku energie (W m™=2).
Maximalne hodnoty st dosahovaného za jasného letného dina a to 400 az
500 Wm=2, & 2000 az 2200 pumolm—2s~1. V [5] je maximalna hodnota na
povrchu vrchlika udavana dokonca az vo vyske 800 Wm™2. Rychlost cistej
fotosyntézy meriame najcastejsie po¢tom molov uvolneného kyslika jednot-
kou listovej plochy za jednotku c¢asu alebo poc¢tom molov prijatého oxidu
uhli¢itého jednotkou listovej plochy za jednotku ¢asu. Za obvyklych podmie-
nok je mnoZstvo uvolneného kyslika a mnoZstvo prijatého oxidu uhli¢itého
priblizne rovnaké. RozliSujeme medzi ¢istou a hurbou fotosyntézou. Hrubé
fotosyntéza je sa sklada z cistej fotosyntézy a dychania. Cista fotosyntéza
dychanie nezahriuje.

Vztah medzi oziarenim listu a rychlostou ¢istej fotosyntézy nie je line-
arny, ale ma tvar limitnej krivky charakteristického tvaru a byva oznac¢ovanéa
ako svetelna krivka fotosyntézy. Jej pociatok na abscise lezi na takej hodnote
oziarenosti, pri ktorej je rychlost hrubej fotosyntézy dostatoéné na kompen-
zaciu respiracie, ktora prebieha sucasne s fotosyntézou. Tento bod sa nazyva
kompenzacné oziarenost alebo svetelny kompenzacny bod. Hodnota tohoto

bodu je zavisla na rychlosti respiracie, a taktiez na Struktdrnych charakte-
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ristikach listu, ¢o mdze byt zas zavislé na druhu rastliny a na podmienkach,

v ktorych sa nachadza. Najcastejsie Sa vSak hodnota kompenzacného bodu

pohybuje v rozmedzi 1 az 5 Wm~2 (= priblizne 5 az 20 pmol m=2s71).

140 ; L

: : m— =

: _ . E

120 ,.- ! 2

; P f f

100 —{ - evermerenn v drsnan s cgm Dol v

= ; : : : :
%_c : f, : : ;
=5 : L : E :
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§= | = . e o
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Obr. 1.2: Grafické znazornenie vztahu medzi oziarenim listu a ¢istou odozvou

fotosyntézy. Zdroj: [3].

Pri zvySovani oziarenosti nad kompenzac¢nu troven rychlost fotosyntézy stupa

spociatku linearne. Pri nizkych hodnotach oziarenosti je rychlost fotosyntézy

obmedzena rychlostou fotochemickych reakcii a stupa priamotimerne mnoz-

stvu zachyteného a pohlteného Ziarenia. Rychlost fotochemickych reakeii by

mohla aj d'alej stupat linearne, avSak nestiha tak rychlo spracovavat dalsie

reakcie fotosyntézy. S opatovnym zvySovanim oziarenosti sa preto stupanie

rychlosti fotosyntézy spomaluje a dalej uz nerastie, pretoze bolo dosiahnuté
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nasytenie fotosyntézy oziarenim. Hodnota oziarenosti, pri ktorej doslo k nasy-
teniu, sa nazyva saturac¢na oziarenost. Aj tato hodnota zavisi od struktatnych
charakteristik listov, napr. tenké listu maju tato hodnotu vzdy nizsiu. Vse-
obecne plati, ze listy s nizkou hodnotou saturacnej oziarenosti maja nizku
rychlost fotosyntézy pri nasytenom ziareni. Vztah medzi rychlostou fotosyn-
tézy, alebo fotosyntetickou odozvou a velkostou oziarenia je v [3]| vyjadreny

ako:

Pmaxj
P=—-o
I+ K S
kde P je rychlost fotosyntézy, P,,... je najvacsia mozna rychlost fotosyntézy

(1.11)

pri vysokej oziarenosti, I je oziarenost a K je konstanta obdobna Michaeliso-

vej konstante polovi¢nej saturécie a hovori, Zze K je taka hodnota oziarenosti,

pri ktorej bude rychlost fotosyntézy rovna £ o,

1.2.1 Alometria

Alometria, ako je uvedené v [1]|, znamena rast ¢asti tela W) za inej proporci-
onélnej rychlosti, ako je rychlost rastu celého tela W, pricom W je hmotnost
celého tela a W je hmotnost urcitej casti tela. Alometricky rast masy moze
byt vyjadreny:

Wy =aWi, (1.12)

e a - normalizacna konstanta; [a] = masa'~%.
e ¢ - bezrozmerny alometricky parameter.

Zlogaritmovanim lineérnej rovnice dostaneme:
InW;=Ina+qlnW

a zderivovanim podla ¢asu:

1 diy 1 dW

woar  Twar

Ak g # 1, relativna velkost % sa meni s rastom organizmu.
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Na zaklade alometrie mézeme odvodit, aky je vztah medzi hmotnostou
rastlin a listovou plochou, ktora bude zohravat dolezitu tlohu pri fotosyntéze.

Oznacme:

® Sieas - listova plochu; [Sieaa] = m?,

e P - hmotnost suchej masy rastlin; [P] = kg,

Weaf - Objem hStu’ [‘/leaf] e m3’

Wieas - hmotnost listku; [Wieqr] = kg,

p - hustota listu; [p] = kgm 3.
Potom v zmysle rovnice (1.12):
Wiear = aP1. (1.13)

Predpokladajme, ze vSetky listy maji rovnaky tvar, ktorym je tenky kvader
s hriibkou A, sirkou a dlzkou d. Jednotkou je meter. Potom pouzitim trivial-
nych matematickych vzorcov pre objem a povrch kvadra a hustotu mozeme
napisat:

Wicay = pSieash
a dosadenim do alometrického vztahu (1.13) vieme vyjadrit povrch listovej
plochy vzhladom na hmotnost rastlin v tvare:

a
Sieat = — P4, 1.14
teat = (1.14)

e a - normalizacna konstanta v ¢ase t; [a] = kg"'"9m 2,

h - typicka hrubka listu v ¢ase t; [h] = m,

p - hustota listu v case t; [p] = kgm ™3,

e ¢ - bezrozmerny alometricky parameter.
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1.3 Metodika tvorby diferen¢nych rovnic

Uvazujme populaciu s prekryvajacimi sa generaciami, vychadzajic z teorie
v [6]. . Populaciu sledujeme nepretrzite oc¢akavajuc, ze jej velkost sa bude
menit v ¢ase takmer nepretrzite. Preto predpoklad, ze velkost populacie z(t)
sa meni spojito, nie je velkym skreslenim. Ak pocet potomkov jedinca pocas
¢asového intervalu dizky At oznaéime rAt a velkost populdcie v Gase t x(t)

mozeme napisat:

z(t + At) = x(t) + rAtx(t)

(1.15)
z(t + At) — x(t) = ra(t) At,
alebo: ( A (0
z(t+ At) — x(t
= ) 1.1
N ra(t) (1.16)
Pre At — 0 dostavame diferencialnu rovnicu:

(t) = ra(t). (1.17)

Pri modelovani ekosystému jazera Peck budeme sledovat zmeny za jeden den.

Budeme teda predpokladat, Ze:

At = lden (1.18)
Ak:
At = 1dein (1.19)
mozeme napisat:
z(t+1) —x(t) = ra(t), (1.20)

¢o je diferen¢na rovnica.

1.4 Pociatoc¢né predpoklady

Pocas leta sa jazero Peck skladd z dvoch jazier, a to zo studeného jazera

leziaceho v dolnej casti jazera Peck a z teplého jazera nachédzajiceho sa

19



nad nim. Toto delenie ma obrovsky vplyv na prijem kyslika, pretoze teplota
ovplyviuje mnozstvo prijimaného kyslika z atmosféry. Dalej mé vplyv na
proces rozkladu, ktory je prebieha rychlejsie v teplej vode a na vSetky zivé
organizmy. Pre zjednodusenie modelovania tento fakt zanedbame a budeme
predpokladat, Ze voda v jazere je rovnakej teploty. Tento predpoklad mozno
interpretovat aj tak, ze model popisuje najmé spréavanie sa dolného, stu-
deného jazera. KedZe v naSich numerickych experimentoch sa zameriavame
najma na vyvoj rastlin, zivin a kyslika v jazere a vplyv ryb a mensich Zivo-
¢ichov z modelu vynechavame, je predpoklad homogénnej teploty na popis
spravania dolného jazera opravneny. Dalsim predpokladom pred zaciatkom
modelovania je rovnomerné rozloZenie zivin, rastlin, zvierat a kyslika v jazere.
Zakladné informacie pouzivané pri tvorbe modelu st spracované na zéklade

informacii o jazere Peck v [7].

1.5 Ziviny

Zelené rastliny potrebuju okrem oxidu uhli¢itého, z ktorého si vyrabaju svoju
vlastna potravu, aj iné latky: dusik, fosfor, draslik a vapnik, ktoré budeme
nazyvat ziviny. Dusik sa dostava do vody zo vzduchu a ostatné ziviny pri-
chadzaji do vody z horniny povodia. Ak st horniny bohaté na Zziviny a
rozkladaju sa Tahko, pricom uvolfju Ziviny do pody a nakoniec do jazera,
ocakava sa zvySeny rast rastlin, a teda malé zvierata a ryby budua prekvitat
a podporovat dobri produkciu vacsich ryb ako napriklad pstruh. Algonquin
park je vSak opa¢nym pripadom. Horniny si nielen chudobné na ziviny, ale
aj extrémne tvrdé, a navySe vicSina jazier v tomto parku ma malé povodie
ako napriklad jazero Peck. Jazero je preto chudobné na ziviny, ¢o obmedzuje
rast ratlin, rast malych zivo¢ichov a ryb a populaciu lovnych ryb. Na porov-
nanie, prirodzena ro¢né produkcia pstruha v tychto jazerach moze byt len
300 gramov pstruha na jeden hektar jazera, pricom jazera juzného Ontaria,
leziace na méksej a na ziviny bohatSej hornine, ¢asto produkuju az 20-krat

tol’ko. Z tohto dévodu bolo vyskusané hnojenie vody pridanim Zivin ako du-
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sik, draslik a fosfor, ¢o spdsobilo sice ocakavané zvysSenie rastu rastlin, ale
tym aj zvySenie mnozstva mrtvych rastlin a zivoc¢ichov, teda zvysenie hnitia.
Vzhl'adom na to, Ze hnitie kladie vac¢sie naroky na kyslik, vysledkom moze
byt smrt pstruhov zadusenim.

Casovil zmenu hmotnosti zivin v jazere v ¢ase t moézeme napisat v tvare:

N(t+ At) — N(t)
At

Cx Co
= F(t Cy)— Ky———P+ K,———D (1.21
(t) + f(Cn) Cn Lo + "ot L (1.21)

e N - hmotnost Zivin nachadzajucich sa vo vode v kilogramoch v case t;
[N] = kg.

e E(t) - hmotnost zivin v kilogramoch v ¢ase t, ktoré st do vody pridané
externe za jeden den. Pretoze Ziviny si externe pridavané do vody len
raz ro¢ne, funkcia F(t) bude s vynimkou jedného dia nadobudat pocas

celého roka nulovii hodnotu; [E(t)] = (kg zivin)(den) ™.

e f(Cy) - priemerna hmotnost zivin v ¢ase t prenikajucich do vody cez
dno jazera za jeden den. V pripade, Ze ziviny nie su spotrebovavané z
dovodu nepritomnosti rastlin, mnozstvo zivin v jazere stipa, az kym
nedosiahne urcéitd nasytenost. Této nasytenost suvisi s koncentraciou
zivin v pode. Naopak, ak st ziviny rychlo spotrebovavané a v jazere je
malé mnozstvo zivin, ich prienik do jazera je rychly a so zvySujicim
sa mnozstvom zivin bude velkost prieniku klesat. Najjednoduchsiou

aproximéaciou opisujucou takéto spravanie je kvadraticka funkcia:
f(Cn) =co— 01012\77 (1.22)

ktorej graf je znazorneny na obrazku 1.3.

Ak vo vode nie st ziadne ziviny, potom:

f(Cn) = co.

Ak je prienik zivin do jazera cez dno nulovy, potom:
c
0=cy—c1C% <= COnpy = Cn =/ (1.23)
1
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c0 .

dno jazera za jeden den v kg

prisun Zivin cez

0 ol
koncentracia Zivin v jazere =

Obr. 1.3: Grafické znazornenie prieniku zivin do jazera

kde Cy,,,, predstavuje nasytent koncentraciu zivin v jazere. Této situ-
acia nastane vtedy, ked sa koncentracia zivin v pode rovna koncetracii
zivin v jazere. Ozna¢me teda koncentréciu zivin v pdde ako C,;;. Potom
mozeme napisat:

f(Cy) =0« C= CN

Pouzitim vztahu (1.23) dostaneme:

¢
Csoil = _07
(&1
z ¢oho vieme vyjadrit:
Co
e —
' Cs20il
Nech
Co = ,0151. (124)
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Potom pouzitim vztahu (1.23) a (1.24) dostaneme ¢len predstavujuci

prienik zivin do vody cez dno jazera aproximaciu v tvare:

B B P15 _ Cn \2
FIN) = puSi = 203 = [1 <Csoﬂ> ]plsl (1.25)

soil

— p1 - priemerna hmotnost zivin v ¢ase t v kilogramoch prenika-
jucich do vody cez 1m? dna jazera za jeden deir. Velkost tohto
koeficientu zavisi od mnozstva zivin v pdde a od tvrdosti hor-
niny. Vzhladom na vysSie uvedené vlastnosti povodia jazera Peck
je zrejmé, ze p; bude nadobudat velmi nizku hodnotu; [p;] =
(kg zivin)(dent) " tm 2.

— S - povrch dna jazera v m? v case t; [S] = m?.

— Cyoir - koncentracia zivin v pode v éase t; [C] = (kg Zivin) m™3.

— Cl - koncentrécia Zivin v jazere v ¢ase t; [Cy] = (kg Zivin) m=3.

— V - objem jazera Peck v ¢ase t; [V] = m3.

° KO%P - hmotnost Zivin v ¢ase t v kilogramoch, ktoré si spotre-
bované zelenymi rastlinami za jeden den. Tato spotreba je ovplyvnena
koncentraciou zivin nasledovne: ¢im je vacSia koncentracia zivin v ja-
zere, tym viac zivin rastliny spotrebuju. Avsak od urcitej koncentracie
rastliny nie st schopné s jej dalsim zvySovanim zvicSovat svoju spot-
rebu, a to v dosledku svojej nasytenosti. Teda s opatovnym zvySova-
nim koncentracie zivin v jazere je ich spotreba uz konstantna, dosahu-
juc hodnotu K, ¢o je nasytené spotreba zivin. Preto ¢len vyjadrujuci

spotrebu zivin zelenymi rastlinami bude mat nasledujtci tvar:

Cn 1
Ky NP = K, P
"Cn + Lo 1+l

(1.26)

— K - nasytena spotreba zivin v Case t; hmotnost spotrebovanych
zivin jednym kilogramom suchej masy zelenych rastlin za jeden
deii; [Ky] = (kg zivin) (den) ™! (kg masy rastlin)~'.

— Cl - koncentrécia Zivin v jazere v ¢ase t; [Cy] = (kg zivin) m™3.
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— Lo - koncentracia zivin, pri ktorej je hmotnost spotrebovanych
zivin jednym kilogramom zelenych rastlin za jeden den rovné; Mi-

chaelisova konstanta; £2; [Lo] = (kg Zivin) m 3.

— P - hmotnost suchej hmoty rastlin v jazere v ¢ase t v kilogramoch;

[P] = kg.

Graf funkcie (1.26) je znazorneny na obrazku 1.4:

£

spotrebované Ziviny za jeden denw kg

koncentracia Zivin v jazere

Obr. 1.4: Grafické znazornenie spotreby zivin rastlinami pri pevne zvoleneje
hodnote P.

Ak je v jazere velka koncentracia zivin, potom:

Cn
—Ky———— P~ —KyP. 1.27
OCN—l—LO 0 ( )

— Ky - hmotnost zZivin v Case t v kilogramoch, ktoré sii spotrebo-

vané jednym kilogramom suchej masy zelenych rastlin za jeden
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den. Tato hmotnost sa rovna nasytenej spotrebe zivin; [Ky| =

(kg zivin) (den) kg masy rastlin) .

— P - hmotnost suchej hmoty zelenych rastlin v jazere v case tv

kilogramoch; [P] = kg.

Naopak, ak je v jazere malé koncentracia zivin, potom:

CN 1 CN
—-Ky——F+P~ —-Ky—PFP=—-Ky—PFP. 1.28
OCN + L() Oé/_]?] 0 LO ( )
— l[f—g - konstanta vyjadrujica spotrebu zivin jednym kilogramom ze-
lenych rastlin za jeden defi v Case t; [[L(—S] = (den)~!(kg masy rastlin) .

— P - hmotnost suchej masy zelenych rastlin v jazere v Case t v

kilogramoch; [P] = kg.

o I COCJSLI D - hmotnost Zivin v ¢ase t v kilogramoch, ktoré si uvolnené
do vody rozkladom mftvych tiel rastlin a zivoc¢ichov za jeden den. Roz-
klad je zavisly od koncentracie rozpusteného kyslika vo vode. Cim je
vacsia koncentracia, tym je viac rozkladu a viac uvolnenych Zivin. Ak
je koncentracia dostato¢ne velka, rozklad prebieha najrychlejsie a do
vody sa uvolnuje najviac zivin. Rozklad je vSak obmedzeny. Od urcitej
velkosti koncentracie kyslika v jazere sa rozklad s jej dalsim zvySova-
nim uz nezvacsuje, ale je konstantny, pretoze bola dosiahnutéd maxi-
malna rychlost rozkladu. Teda aj mnozstvo uvolnenych Zivin bude od
urcitej koncentracie konstantné, nadobtidajic hodnotu K. Preto bude

mat ¢len opisujuci hmotnost Zivin uvolnenych pri rozklade odumretého

materidlu tvar:

Co 1
Ki———D=K D.
"Co + L e

(1.29)

— K; - hmotnost Zivin v ¢ase t v kilogramoch, ktoré sa uvolnené
do jazera rozkladom jedného kilogramu odumretého materalu za

jeden deii; [K,] = (kg Zivin) (den) ! (kg mftveho materialu) .

— Co - koncentracia rozpusteného kyslika v jazere v ¢ase t; [Co| =
(kg kyslika) m™3.
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— L; - koncentracia rozpusteného kyslika v case t, pri ktorej je hmot-
nost uvolnenych rozkladom jedného kilogramu odumtretého ma-
K.

terialu za jeden den rovna %%; [Ly] = (kg kyslika) m™>.

— D - hmotnost mftveho materialu v ¢ase t v kilogramoch; [D] = kg.

Graf funkcie (1.29) pri pevne zvolenej hodnote D je znézorneny na

nasledujticom obrazku 1.5:

wrolnené Ziviny pri rozklade za jeden den v kg b

koncentracia rozpustengho kyslika v jazere

Obr. 1.5: Grafické znazornenie uvolfiovania zivin do jazera pri procese roz-
kladu

Analogicky, ako pri predchadzajicom ¢lene, mozeme opét pouzit apro-
ximacie v roznych rezimoch, ale tentokrat vzhladom na koncentraciu

kyslika v jazere.
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Casovil zmenu mnozstva zivin v jazere mozeme napisat v tvare:

N(t+At)— N(t) Oy \2 Cx
Al = B0+ 1= (o) | S~ Kog P
+Aq—131—49 (1.30)

Co + Ly
Tento tvar moézeme napisat pomocou aproximacii vo viacerych rezimoch, a
to bud vzhl'adom na koncentraciu dostupnych Zivin vo vode, alebo vzhladom
na koncentraciu rozpusteného kyslika.Vyuzitim aproximacii (1.27) a (1.28)
mozeme (1.30) napisat v dvoch rezimoch vzhladom na koncentraciu dostup-

nych zivin v jazere ako:

e rezim s malou koncentraciou dostupnych zivin vo vode v case t:

N(t+At) - N(t) Cy \2 Co
At = B0+ 1= (g,0) | St g D
Cn

e rezim s velkou koncentraciou dostupnych zivin vo vode v Case t:

N(t+ At) — N(t) Cn\? Co
- B 1— ———D
At )+ (Csoﬂ) PSP T
+KyP

V dvoch rezimoch vzhladom na koncentraciu dostupnych Zivin v jazere mo-

zeme (1.30) napisat ako :

e rezim s malou koncentraciou rozpusteného kyslika vo vode:

N(t+ At) — N(t) Cn \? Cn
= B+ |1 (22) — KoY p
At () + Cioil P11 "Cn + Lo
Co
Ki—D
+1 I
e rezim s velkou koncentraciou rozpusteného kyslika vo vode:
N(t+ At) — N(t) Cn \2 Cn
= B+ |1 (22) — KoY p
At @)+ Cioil pL51 "Cy + Lo

+K1D
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Z vyssie uvedenych informécii o jazere je jasné, ze jazero Peck sa nachadza
v druhom rezime, teda v rezime s malou koncentraciou dostupnych zivin vo

vode.

1.6 Rastliny a zivocichy

1.6.1 Zvierata

Predpokladajme, Ze zvierata sa zivia vylu¢ne rastlinami, a Ze st lovené a
konzumované inymi dravcami, ktorymi si ryby. Pod zvieratami rozumieme
napriklad: slimaky, virnik, larvy jednodnovky, dafnie, atd. Casovi zmenu

velkosti populécie zvierat v ¢ase t modzeme napisat v tvare:

At + At) — A(t)
~ At

e A - pocet zvierat v jazere v Case t, ktoré s zaroven koristou pre iné

zivocichy, teda konkrétne pre ryby.

~ A
A=—)
ma
kde m 4 je priemerna hmostnost jedného zvierata v kilogramoch v case

t a A je hmnotnost zvierat v jazere v kilogramoch v case t.

e $1PA - pocet zvierat v Case t, o ktory sa zvysi uroven populécie za

jeden deii; [3,PA] = (ks A) (denn)™".

— P - hmotnost zelenych rastlin v kilogramoch v ¢ase t, ktoré sluzia
ako potrava pre zvieraté; [P] = kg.

— [y - faktor rozmnozovania, konstanta vyjadrujica rozmnozova-
ciu schopnost daného druhu, ktora suvisi napriklad s priemernym
mnozstvom narodenych mlad'at pripadajicim na jeden par a s dlz-
kou trvania reprodukéného cyklu. [81] = (kg masy rastlin) = (den) ™,
teda presnejsie f; je konstanta vyjadrujica rozmnozovaciu schop-
nost daného druhu pri dostupnosti jedného kilogramu zelenych

rastlin za jeden den v Case t.
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e 0, AF - pocet zvierat v Case t, o ktoré sa znizi celkova troven populécie
za jeden den, a to v dosledku napadnutia a skonzumovania rybami. Cim
vySsia je popula¢nd uroven zvierat, tym véacsia je pravdepodobnost, Ze

bude napadnuta dravcami, teda rybami; [0, AF] = (ks A) (den) "

— &, - faktor predacie. [0;] = (ks F)~'(def1)™!, teda d; je konstanta
vyjadrujuca pravdepodobnost napadnutia zvierat jednou rybou za

jeden den v Case t.

— F - poCet ryb v jazere v Case t.
- F
F=—,
mg
kde mp je priemerna hmotnost jednej ryby v jazere v ¢ase t a F
je hmnotnost ryb v jazere v kilogramoch v Case t.
) yl(O,P)fl - pocet zvierat v Case t, o ktoré sa zmensi troven popu-

lacie za jeden den v doésledku prirodzenej tmrtnosti; [y;(O, P)A] =
(ks A) (denn)~".

— 71(0, P) - faktor umrtia, konstanta predstavujica tmrtnost zvie-
rat za jeden deii v Case t; [y;] = (deit)~!. Velkost tejto konstanty je
zévisla na mnozstve dostupného kyslika potrebného na dychanie
a mnozstve potravy, ktorou su zelené rastliny. Tuto zavislost zna-
¢ime ako (O, P). S klesajiucim mnozstvom kyslika dostupného
na dychanie rastie hodnota konstanty tmrtnosti v, (O, P), teda
zéavislost je klesajica. Analogicky, s klesajicim mnozstvom zele-
nych rastlin rastie amrtnost, preto je aj tato zavislost klesajica.
Chceme teda najst taka funkciu, ktora bude klesajicou funkciou
O aj P.

Uvazujme najskor zavislost na kysliku, pricom zanedbame zavis-
lost na zelenych rastlinach. Ak v jazere nie je ziaden kyslik, tmr-
tnost prudko stipne a vSetky zivo¢ichy zomri. Naopak, ak v ja-
zere dostatok kyslika, timrtnost klesne na minimalnu moznu tro-

ven. Vhodnou aproximéciou takéhoto spravania je linedrna lomené
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funkcia:

a0 +b
n0) =54 (1.32)

Podobne, ak uvazujeme zavislost na mnozstve zelenych rastlin za-

nedbajic zavislost na kysliku:

_eP+f
N(P) = JP 1 h (1.33)

Potom:

aO+beP + O+a; P+a
71<O,P>_ f_ 1 2

= = 1.34
cO+dgP+h O+b; P+by ( )

Ak je v jazere dostatocne velké mnozstvo kyslika a sticasne aj zele-
nych rastlin, amrtnost bude klesat k minimalnej tmrtnosti,y1,,in,
ktora predstavuje prirodzent imrtnost v doésledku startnutia. Preto

mozeme napisat:

o lim kO+CL1 P+CL2
Vimin = (O,P)—(00,00) O -+ bl P -+ bg
(1.35)
1+% 1+%
= lim k—Z—L=k
(0.P)(oo00) 1+ 8 14 b
Dostaneme:

Ak v jazere nie je ziaden kyslik, alebo Ziadne zelené rastliny, na-

stane smrt vSetkych zvierat:

Alt+1) — A(t) = —n (0, P)A(t)
At +1) = A@#)(1 —%(0, P)) (1.37)
Alt+1)=0 < 1(0,P)=1

To znamena, ze ak tumrtnost dosiahne hodnotu 1, dojde k za-

niku celej populacie zvierat. Teda, ak v jazere nie je Zziaden kyslik,

30



potom 7, (0, P) = 1 nezavisle od mnozstva zelenych rastlin v ja-
zere. Naopak, ak v jazere nie st Ziadne zelené rastliny, potom
7(0,0) = 1 nezavisle od mnozstva kyslika. Preto musime tvar

dmrtnosti upravit pridanim este jednej konstanty:

(O+a1)(P+as)+c

O)P — min )
(0. P)=m (O + b)(P + by)

(1.38)

kde ay, by, as, b, ¢ st bezrozmerné konstanty a v1(O, P) € [Yimin, 1]-
Pocet konstant mozeme znizit vyuzitim nasledujtcich troch situ-
acif:

% v jagere nie je ziaden kyslik:

a1(P + as) + ¢

1 =70, P) = Yimin 1.39
71( ) 2! bl(P + b2) ( >
% v jazere nie su ziadne zelené rastliny:
(O+ay)as +c¢

1 =%(0,0) = Y1min 1.40
1(0,0) =m (O + b1)bs (1.40)

% v jazere nie je ani kyslik, ani zelené rastliny:
1 = 110, P) = qiyuin 2221 C (1.41)

b1b2
Maéame tri rovnice, pomocou ktorych moézeme péat konstant elimi-
novat na dve. Postupnou apravou rovnic (1.39), (1.40) a (1.41)

dostaneme:

b1 b b1y b1y
s a2 = s CcC = — 2
Yimin Y1imin Yimin Vmin

a1 =

Néslednym dosadenim tychto vztahov do vyjadrenia tmrtnosti
(1.38) ziskame tvar:

(O_|_b_1)<P_|_ bo )_|_ biby b21b2

O7 P — min Y1min Yimin Yimin ’ylmin7
(O P)=m (O 1 01)(P + by)
ktory mozeme zjednodusit na tvar:
oP
O,P)=1-=(1—Y1min , 1.42
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kde b; a by st bezrozmerné konstanty a v, (O, P) € [Vimin, 1]. Na

obrazku 1.6 mozeme vidiet grafické znazornenie tmrtnosti (1.42).

umrtnost zvierat

hrmotnost zivin v jazere v kg

hrotnost kyslika v jazere v ky

Obr. 1.6: Grafické znazornenie imrtnosti zvierat

Casovu zmenu populacie zvierat moézeme napisat v koneénom tvare:

At + Aﬁf —A(t) _ B PA— 5, AF — (1 — (1 = Yiin) R szDP - 62)>A
(1.43)
1.6.2 Ryby

Predpokladajme, Zze ryby sa zivia vylucne zvieratami, a zaroven su lovené
rybarmi. Taktiez predpokladajme, Ze rybolov je regulovany. Casovi zmenu

vel'kosti populacie ryb v ¢ase t mozeme napisat v tvare:
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F(t+ At) — F(t)
At

e [ - pocet ryb v jazere v Case t.

= By AF — OF — 7,(0, A)F (1.44)

-~ F
F=—,
mrp
kde mp je priemernd hmotnost jednej ryby v jazere v Case t a F je

hmnotnost ryb v jazere v kilogramoch v ¢ase t.

o B, AF - pocet ryb v ¢ase t, o ktory sa zvysi troveii populacie za jeden

det; [BoAF) = (ks F) (denn) ™.

— A - hmotnost zvierat v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [A] = kg.

— [ - faktor rozmnozovania ryb, konstanta vyjadrujica rozmnozo-
vaciu schopnost ryb, ktora savisi napriklad s priemernym mnoz-
stvom narodenych mladat pripadajticim na jeden par a s dizkou
trvania reprodukéného cyklu. [8;] = (kg zvierat)™!(den)™!, teda
[ je konstanta vyjadrujica rozmnozovaciu schopnost ryb v case

tpri dostupnosti jedného kilogramu zvierat za jeden den.

e OF - pocCet ryb v Case t, o ktoré sa znizi troven populacie za jeden den
v dosledku rybolovu. Pravdepodobnost alebo schopnost ulovenia ryb
rybarmi sa zvic¢Suje so zvySujicou sa uroviiou populéacie ryb v jazere;

0F) = (ks F) (de))™".

— 6 - faktor ulovitelnosti pri rybolove, konstanta vyjadrujuca ulovi-

telnost ryb za jeden den v ¢ase t; [0] = (denn) .

e 12(0, A)ﬁ - pocet ryb v Case t, o ktoré sa zmensi troven populacie za je-
den deii v désledku prirodzenej amrtnosti; [y(O, A)F] = (ks F) (den)~".

— 7(0, A) - faktor umrtnosti ryb, konstanta predstavujica dmr-
tnost ryb za jeden den v ase t; [12] = (den) ™!, v,. Velkost tejto
konstanty je ovplyvnena mnozstvom dostupného kyslika na dy-

chanie a mnozstvom potravy, ktorou si zvierata. Tuto zavislost
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znafime ako v2(O, A). S klesajucim mnozstvom kyslika dostup-
ného na dychanie rastie hodnota konstanty amrtnosti (O, A),
teda zavislost na kysliku je klesajuca. Analogicky, s klesajicim
mnozstvom zvierat rastie imrtnost, preto je aj tato zavislost kle-
sajuca. Ak v jazere nie je kyslik, alebo zvierata, alebo ak v jazere
chyba oboje, nastava vymretie vietkych ryb, teda v2(O, A) = 1.
Naopak, ak je v jazere dostatok kyslika a zvierat, amrtnost klesne
na prirodzent amrtnost, Yo, ktord predstavuje amrtnost v do-
sledku starnutia. Preto mozeme na tmrtnost ryb aplikovat vztah
(1.42) a dostavame:
OA

O+b3)(A+by)’

kde b3 a by st bezrozmerné konstanty a vy2(O, A) € [Yomin, 1]. Graf

72(0,A) =1-(1— 72mm)( (1.45)

funkcie vyzera analogicky ako graf zndzorneny na obrazku 1.6.

Casovu zmenu velkosti populacie ryb v ¢ase t mozeme napisat v tvare:

F(t+ At) — F(t)
At

OA
(O + b3)(A + by)

= BAF=0F~ (1= (1=72min) )E (1.46)

1.6.3 Rastliny

Uvazujeme ponorené zelené rastliny a volne plavajuce riasy, ktoré sa zara-
duju taktiez k rastlinam. Sluzia nielen na vyrobu rozpusteného kyslika, ale
aj ako potrava pre zvieratd. Pre svoj zivot a rast potrebuju pritomnost do-
stupnych zivin. Predpokladédme, Ze rastliny st schopné okamzitej adaptacie a
okamzitého prijimania zivin z vody. Casovti zmenu suchej hmotnosti rastlin

v jazere v Case t mozeme napisat v tvare:

P(t+A(t)—P(t) . Cy PK .
Al _630N+L0P+KH(tl to) (52PA ’)/3(0,N)P
(1.47)

e P - hmotnost suchej hmoty rastlin, alebo sucha hmotnost rastlin v

jazere v kilogramoch v ¢ase t; [P] = kg.
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o s C]fj: - pig H(ti —to) - hmotnost suchej masy rastlin v €ase t, o ktori
zvysi celkova hmotnost za jeden di. Rast suchej hmoty rastlin zavisi od
koncentracie zivin v telach rastlin. AvSak za predpokladu, Ze rastliny
st schopné okamzite prijat ziviny z vody, moézeme koncentraciu zivin v
telach rastlin nahradit koncentraciou zivin vo vode. Na vyjadrenie tejto
zévislosti pouzijeme tvar (1.26), ,,pozri podkapitolu 1.5 na strane 20.“
Avsak rast suchej masy rastlin nie je po cely ¢as rovnaky. Vo vege-

tacnom obdobi nerastu rastliny vobec. Ked skonéi vegetacné obdobie,

zaCinaju intenzivne rast. Rast je Preto pre tento ¢len pouzijeme tvar:
5 Cn PK
On+ Lo P+ K

ktory mozno najst v [1].

H(t — to), (1.48)

— (3 - faktor rastu suchej masy rastlin v ¢ase t za jeden den, kon-
Stanta vyjadrujtica rozmnozovaciu schopnost ryb, ktora suvisi na-
priklad s priemernym mnozstvom narodenych mladat pripadaji-
cim na jeden par a s dlzkou trvania reprodukeného cyklu; [53] =
(denn) 1.

— Cy - koncentrécia zivin v jazere v ¢ase t; [Cx] = (kg zivin) m™3.

— K - hmotnost suchej masy rastlin; [K] = (kg masy rastlin).
— Ly - koncentracia zivin v jazere v Case t, pri ktorej je faktor rastu

suchej hmoty rovny 2; [Lo] = (kg Zivin) m~>.

— H(t; —tp) - funkcia zéavisla od ¢asu, vymedzujica obdobie rastu a
vegetacné obdobie. ty je ¢asova jednotka, teda den, ktorym konéi
vegetacné obdobie a t; je den, ktorym kon¢i rast a zacina vegetacné
obdobie. H(t; — ty) bude nadobudat hodnoty 0 alebo 1, podla
toho, ¢ ide o rast,alebo o vegetacné obdobie. KedZe rastliny vo
vegetacnom obdobi nerastu ale len prezivaju, H(t; — tg) bude na
intervale [to, 1] nadobudat hodnotu 1, inak hodnotu 0.

Ak je v jazere velka koncentracia dostupnych Zivin, potom:
Cn PK PK
H(t; —ty) =
ﬁSC’N+L0P+K (t1 —to) ﬁ3P+K

H(ty — to). (1.49)
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— (3 - faktor rastu suchej hmoty rastlin za jeden den v case t, ktory sa
v rezime s velkou koncentraciou dostupnych Zivin rovné nasytenej

spotrebe Zivin; [33] = (den) .

Naopak, ak je v jazere malé koncentracia dostupnych zivin, potom:

Cy PK 1 PK
H(t; —t = ——— H(t; — t
63CN+LOP+K(1 0) /835—1(37P+K(1 0)
Cy PK
= (Bq—— H(t; —to)1.
B3 I, PL K (t1 — to).1.50)

— i—‘:’) - faktor rastu suchej hmoty rastlin v ¢ase t za jeden den vzhla-
dom na aktualnu koncentréciu dostupnych Zivin.

— Cl - koncentrécia Zivin v jazere v ¢ase t; [Cy] = (kg Zivin) m™3.

e 6,PA - hmotnost suchej masy rastlin v ¢ase t v kilogramoch, o ktort sa
znizi celkova hmotnost v désledku napadnutia a konzumécie dravcami,
ktorymi sa ryby. Cim je v jazere viac kilogramov suchej masy rastlin,

tym vacsia je pravdepodobnost napadnutia.

— 0y - faktor predacie, konstanta vyjadrujica pravdepodobnost, Ze
rastliny budi napadnuté jednym zvieratom za jeden den v Case t;
[65] = (kg A)~" (den)~".

— A - priemerny pocet zvierat v jazere v Case t.

~ A
A:_a

ma

kde m 4 je priemerna hmostnost jedného zvierata v kilogramoch v

case t a A je hmnotnost zvierat v jazere v kilogramoch v case t.

e v3(O, N)P - hmotnost suchej masy rastlin v ¢ase t v kilogramoch, o
ktort sa zmensi celkova hmotnost za jeden den v désledku prirodzeného

starnutia a odumierania rastlin; [y3(O, N)P] = kg P (den)™.

— v3(O, N) - faktor timrtnosti rastlin v ¢ase t, konstanta predstavu-

jica amrtnost rastlin za jeden den; [y3] = (deii)™!. Velkost tejto
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konstanty je ovplyvnena mnozstvom dostupného kyslika na dy-
chanie a mnozstvom dostupnych zivin. Ttuto zavislost zna¢ime ako
v3(O, N). S klesajucim mnozstvom kyslika dostupného na dycha-
nie rastie hodnota konstanty tmrtnosti v3(O, N), teda zavislost na
kysliku je klesajtca. Analogicky, s klesajicim mnozstvom dostup-
nych zivin rastie amrtnost, preto je aj tato zavislost klesajuca. Ak
v jazere nie je kyslik, alebo ziviny, alebo ak v jazere chyba oboje,
nastava vymretie vSetkych rastlin, teda v3(O, N) = 1. Naopak, ak
je v jazere dostatok kyslika a zivin, amrtnost klesne na prirodzent
amrtnost, Y3min, v dosledku starnutia. Preto moézeme na amrtnost

rastlin aplikovat vztah (1.42), ¢im dostavame:

ON
(O +bs)(N +bg)’

’73(Oa N) =1- (1 - ’73min) (151)

kde b5 a bg st bezrozmerné konstanty a v3(O, N) € [Yamin, 1]. Graf

funkcie vyzera analogicky ako graf znazorneny na obrazku 1.6.

Casovi zmenu hmotnosti suchej masy rastlin v ¢ase t v jazere mozeme napisat

v tvare:
P(t+A®) - PE) Cy PK -
At - ﬁ30N+LOP+KH<t_tO>_62PA
ON
- (1 = (1= Y3min) (O 4+ bs)(N + b6)>

(1.52)

Vyuzitim aproximécii (1.49) a (1.50) mozeme tento tvar napisat v dvoch

rezimoch:

e rezim s malou koncentraciou dostupnych zivin v jazere v Case t:

P(t + A(t)) = P(t) Cw_PR !
At = 53L_0P+KH(t1—t0)_52PA
ON
_ (1 — (1 — 73mm) (O + b5)(N + b6)>P
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e rezim s velkou koncentraciou dostupnych Zivin v jazere v Case t:

P(t+A(t) — P(t) . PK )
Y = G — ) — 3,PA
ON

(1= (1= 0) O+ b:)(N 1 bﬁ))P

1.7 Proces rozkladu

Rozklad je zivotne dolezity proces pre vsetko Zivé v jazere a to z dovodu,

ze mritve rastliny a zivo¢ichy klesajuce na dno jazera obsahuju zinivy, ktoré

sa uvolnia pri procese rozkladu za pomoci baktérii a kyslika. Kazdoro¢né

hnojenie vody s ciefom zvysit obsah Zivin vo vode ma za nasledok vécsie

mnozstvo mritvych rastlin a zivocichov, a teda zvySovanie spotreby kyslika.

Zmenu hmotnosti rozkladaného materialu na dne jazera v ¢ase t modzeme

napisat v tvare:

D(t + At) — D(t)
At

71(07 P)
72(07/4)

73(07 N)

Y1(0, PYA + 7,(0, A)F 4 ~3(O, N)P + 0,6, AF
+6,6,PA — p(O)D

opr

L= (0= min) (53 B )
OA

L= (1= Y2min) (O + b3)(A + by)
ON

L= (1= 3min) (O + b3)(N + bg)

(1.53)

e D - hmotnost rozkladaného materialu na dne jazera v ¢ase t v kilogra-

moch; [D] = kg.

e 71(0, P)A - hmotnost rozkladaného materialu v kilogramoch v ¢ase t,

ktory vznikne v doésledku timrtnosti zvierat za jeden den; [y, (O, P)A] =

(kg mftvej hmoty) (deit) .
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— 7 (0, P) - faktor umrtnosti zvierat v ¢ase t, konstanta predstavu-

juca tmrtnost zvierat za jeden den v Case t; [y1(O, P)] = (den) ™.

— A - hmotnost zvierat v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [A] = kg.

e 12(0, A)F - hmotnost rozkladaného materialu v ¢ase t v kilogramoch,
ktory vznikne v dosledku amrtnosti ryb za jeden den; [2(O, A)F] =
(kg mftvej hmoty) (den) ™.

— 72(0, A) - faktor amrtnosti ryb v ase t, konstanta predstavujica

tmrtnost ryb za jeden deii v ¢ase t; [2(O, A)] = (den) ™.

— F - hmotnost ryb v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [F] = kg.

e 73(O, N)P - hmotnost rozkladaného materialu v ¢ase t v kilogramoch,

ktory vznikne v désledku timrtnosti suchej masy rastlin za jeden den;
[13(O, N)P] = (kg mftvej hmoty) (dent) ™.

— v3(O, N) - faktor odumierania rastlin v ¢ase t, konstanta pred-

stavujica umrtnost suchej masy rastlin za jeden den v case t;
[13(0, N)] = (den) ™.

— P - hmotnost suchej masy rastlin v jazere v ¢ase t v kilogramoch;
[P] = kg.

° 9151AF - hmotnost rozkladaného materialu v case t v kilogramoch,
ktory vzniké v dosledku poZierania zvierat rybami za jeden deii; [616, AF] =

(kg mftvej hmoty) (den) .

— 0, - konstanta, ktora hovori, aka cast z celkovej hmotnosti zvierat
v jazere, ktoré su pozierané rybami, bude za jeden den, bude v
¢ase klesat na dno v podobe neskonzumovanych zvyskov, ktoré

budi nasledne rozkladané spolu s dalsim materidlom.

— ) - faktor predacie v case t. [01] = (ksryb)~!(dei)™!, teda d; je
konstanta vyjadrujica pravdepodobnost napadnutia zvierat jed-

nou rybou za jeden den v Case t.
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— F - pocet ryb v jazere v Case t.
~ F
F=—
mprg

Y

kde mp je priemerna hmotnost jednej ryby v jazere v ¢ase t a F'

je hmnotnost ryb v jazere v kilogramoch v case t.

° 9252P/~1 - hmotnost rozkladaného materialu v ¢ase t v kilogramoch,
ktory vznikne v dosledku pozierania suchej masy rastlin zvieratami za
jeden dei; [0, PA] = (kg mftvej hmoty) (den)~".

— #, - konStanta, ktora hovori, aki ¢ast z celkovej hmotnosti suchej
masy rastlin v jazere v ¢ase t, ktoré su pozierané zvieratami, bude
za jeden den klesat na dno v podobe neskonzumovanych zvyskov,

ktoré buda néasledne rozkladané spolu s dalsim materidlom .

— 0y - konsStanta vyjadrujica predatorstvo v cCase t, alebo pravde-
podobnost, Ze rastliny budi napadnuté a skonzumované jednym

zvierafom za jeden den; [0,] = (ks A)~(denn)~".

— A - pocet zvierat v jazere v Case t.
- A
A= —
ma

Y

kde my4 je priemernd hmostnost jedného zvierata v kilogramoch v

case t a A je hmnotnost zvierat v jazere v kilogramoch v Case t.

e ©(Co)D - hmotnost rozkladaného materialu v ¢ase t v kilogramoch,
ktory sa posobenim kyslika rozlozi za jeden deti;
[0(Co)D] = (kg mitvej hmoty) (den) ™.

— Cp - koncentracia kyslika v jazere v ¢ase t; [Co] = (kg kyslika) m 3.
— p(Cp) - faktor rozkladu odumretého materialu na dne jazere v
¢ase t za jeden den; [p(Cp)] = (denn)~!. Ako sme uZ spominali v
kapitole 1.5, rychlost rozkladu zavisi od koncentracie dostupného

kyslika v jazere. Preto pouzitim vztahu (1.29) mozeme napisat:

Co 1
O = =

(1.54)
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x p - faktor rozkladu odumretého materialu v c¢ase t za jeden
deit; [p] = (den) .
x L1 - koncentracia kyslika v jazere v ¢ase t, pri ktorej sa velkost

rozkladu rovna £; [L; = (kgkyslika) m™3].

Ak je v jazere mala koncentracia kyslika, potom:

p(Co) = w% ~ %Co (1.55)
* L% - faktor rozkladu odumretého materidlu v case t pri do-
stupnostej koncentracii kyslika za jeden den;
[%] = (den) ™! (koncentréacia kyslika) .

Ak je v jazere velka koncentrécia kyslika, potom:

_ CO ~

“YCot Li

x p - faktor rozkladu odumretého materialu v c¢ase t za jeden
deit; [p] = (den) ™.

v(Co) @ (1.56)

Casovu zmenu hmotnosti odumretého materidlu v jazere v ¢ase t mozeme

z b
napisat v tvare:

D(t + At) — D(t)

= 1(0,P)A+v,(0, A)F + 73(0,N)P + 6,5, AF

A

+60,0,PA — QD%D
HOP) = oIt
O - O
(O N) = O+as A+ ag

73min0+b5 A‘l‘b()’
(1.57)

Ak uvazujeme dva rezimy vzhladom na koncentraciu kyslika v jazere, potom
moZeme pouzitim aproximéacii (1.55) a (1.56) napisat ¢asovi zmenu hmot-

nosti mitveho materialu v tvare:
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e rezim s malou koncentraciou dostupného kyslika v jazere v case t:

D(t+ At) — D(t)
At

+m&AF+%@PA—%%bD
1

e rezim s velkou koncentraciou dostupného kyslika v jazere v Case t:

D(t + At) — D(t)
At

= ’}/1(0, P)A + ’72(0, A)F + ’)/3(0, N)P
+60101AF + 026,PA — pD

1.8 Kyslik

Tak ako Tudsky zivot je zavisly na kysliku, tak aj pre tvory Zijuce pod vod-
nou hladinou je rozpusteny kyslik zivotne doélezitou poziadavkou. Voda ob-
sahuje menej ako 1% kyslika a vzhladom na to, Ze kyslik sa dostava do vody
velmi pomaly, bezpe¢nostna rezerva pre zivot vodnych tvorov je velmi mala.
Cast kyslika je poskytovana v lete zelenymi rastlinami rastticimi pod vodnou
hladinou. Riasy a celkom ponorené rastliny prinasaju kyslik do vody pocas
dna cez fotosyntézu. Za zlych podmienok svetla (noc, zamracené dni) tieto
rastliny kyslik nevyrabaji, ale len spotrebovavaji dychanim. Teda za dosta-
to¢ného slneéného Ziarenia prebieha fotosyntéza a dychanie a pri nedostatku
prebieha len dychanie. VSeobecne, ponorené rastliny poskytuju péat krat viac
kyslika ako samy spotrebujt. Najdolezitejsim zdrojom je kyslik primiesavany
do vody zo vzduchu pocas jarného a jesenného obratu. V zime je jazero
zablokované od prisunu kyslika vrstvou ladu a snehu, preto zésoby kyslika
ziskané pri jesennom obrate musia vydrzat az do jarného obratu. Kyslik je
vyuzivany nielen rybami a inymi organizmami Zzijicimi vo vode, ale véicsia
cast je spotrebované pri rozklade mrtvych tiel rastlin a zivoc¢ichov na dne
jazera.Predpokladame, zZe rastliny, zivocichy, zvierata a ryby spotrebovavaji
kyslik pocas celeého dia a noci v rovnakom mnozstve.Na zéklade tychto in-
formaécii sa d& zmena hmotnosti rozpusteného kyslika v jazere v ¢ase t napisat

v tvare:
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O(t + At) — O(t)
At

= FOQSO + ]Dleafsleaf —

Co
_a e —
4Co + 14

Co
—_— — A — a3F
Cot L, Sleaf — as o3

D (1.58)
e O - hmotnost kyslika v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [O] = kg

e Fp9Sy - hmotnost kyslika v kilogramoch v ¢ase t, ktory sa dostane do

jazera z atmosféry za jeden den; [Fp2Sy] = (kg kyslika) (dein) .

— Fpo - tok kyslika v ¢ase t cez hranicu, ktorda oddeluje vodu v
jazere a vzduch. Fpy je hmotnost kyslika v kilogramoch, ktory
sa dostane do vody z atmosféry jednym m? povrchu jazera za
jeden den; [Fpo] = kg(m)~2(den)™!. Svoju maximéalnu hodnotu,
Foomaz, bude nadobudat v ¢ase jarného a jesenného obratu, v zime
bude hodnota tohto ¢lena nulova, pretoze jazero je pokryté vrstvou
[adu a snehu, a na jar bude Fps nadobtidat hodnotu z intervalu

(0, Foamaz)- Foo spliia rovnicu, ktora je blizsie spracovana v [8]:

Foz = koa(t)(Ouir — Co), (1.59)

* koa(t) - koeficient prenosu kyslika v ¢ase t; [koz] = m (denn) ™.

x Co - koncentracia kyslika vo vrchnej vrstve jazera blizko roz-
hrania v ¢ase t; [Co| = (kg kyslika) m™3.

x Oy - koncentracia kyslika vo vzduchovej vrstve blizko roz-
hrania v ¢ase t; [Ogr] = (kg kyslika) m™3.

— Sp - povrch jazera Peck v ¢ase t; [S] = m?.

2 v ¢ase t. Pre jednoduchost predpo-

® Sieaf - povrch listovej plochy v m
kladajme, ze v8etky listy maju tvar tizkeho kvadra s malou hrubkou.
Potom mozeme povrch listovej plochy napisat pomocou suchej hmot-
nosti rastlin nasledovne:

a
Sleaf = h_,OPq
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— a - normalizaéna kongtanta v case t; [a] = kg!'"Pm =2,
— h - typicka hrabka listu v ¢ase t; [h] = m.
— p - hustota listu v ¢ase t; [p] = kgm™>.

— @ - bezrozmerny alometricky parameter.

® P..s - hmotnost rozpusteného kyslika v kilogramoch v case t, ktory
sa dostane do vody ako vedlajsi produkt cistej fotosyntézy za jeden
den prostrednictvom jedného m? povrchu listovej plochy; [Pieas] =
(kg kyslik) m~2(den)~*. Rychlost fotosyntézy a teda mnoZstvo vypro-
dukovaného kyslika zéavisi od slne¢ného ziarenia, pricom vztah me-
dzi rychlostou fotosyntézy a oZiarenim nie je linearny, (pozri podka-
pitolu 1.2 na strane 15). Mnozstvo prijatého C'O, sa rovna mnoZstvu
vzniknutého kyslika. Preto na vyjadrenie listovej fotosyntézy pouzijeme

tvar spracovany v [1]

, (1.60)

— « - fotosynteticka téinnost; [alpha] = (kg kyslik) (W dei PAR) ™.

— Pz - svetelne nasytena fotosynteticka miera, je to maximalna
hmotnost kyslika v ¢ase t v kilogramoch, ktora je vyprodukovana
pri fotosyntéze jednym m? povrchu listovej plochy za jeden deii;
[Prnaz] = (kg kyslik) m=2(denn) ™.

— ljeqf - svetelny tok v case t, alebo tok svetelného oziarenia dopa-
dajiceho na jeden m? listu v hibke L; [I)eaf] = W m™2. Ak pouzi-
jeme vzorec (1.4) a pre zjednodusSenie zanedbame zatienené listy
a rozdelenie svetla na rozptylené a priame, moézeme Ij.qy napisat

v tvare, pouzity v [1]:

« Io(t) - sila elektromagnetickej radiacie na jednotku plochy v
¢ase t, teda na m? hornej vrsty vrchlika alebo teda hornej

vrstvy listovej plochy; [Io] = W m™2.
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* k - koeficient zaniknutia Iy(t) v ¢ase t; [k] = m? S;(m? listu) L.
* L - index listovej plochy v ¢ase t, velkost listovej plochy v m?,
ktora je situovana nad jednym m? pody, v nasom pripade dna,
jazera; [L] = (m?listu)(m? dna jazera)'. Vzhladom na tito

informéaciu mozeme index listovej plochy vyjadrit nasledovne:

I — Sleaf o a

q

S, Sihp

kde S; je povrch dna jazera.

% k, - zoslabnutie oZiarenia vo vode v hibke d; [k,] = m™".

s d - hibka, v ktorej sa nachadzaji uvazované rastliny, teda listy;
[d] = m. Predpokladame, ze vSetky rastliny sa nachadzaju
v jednej hibke,a to konkrétne v hibke % z priemernej hibky

jazera Peck.

x m - koeficient prenosu, bezrozmerny parameter.

e ﬁ&ea # - hmotnost kyslika v kilogramoch v case t, ktory je spotre-

bovany dychanim rastlin prostrednictvom listovej plochy za jeden den;
[a1 P] = (kgkyslik) (den) .

— a1 - hmotnost kyslika v kilogramoch, ktory je spotrebovany dy-

chanim cez jeden m? listovej plochy za jeden den v Case t; [a;] =
(kg kyslik) m=2(den) .
— Cp - koncentracia kyslika v jazere v ¢ase t; [Co| = (kg kyslika)m3.
— Ly - Michaelisova konstanta; [L,] = (kg kyslika)m3.

— Sieas - povrch listovej plochy v m?; [Sieqs] = m?.

e asA - hmotnost kyslika v kilogramoch v ¢ase t, ktory je spotrebovany

dychanim zvierat v jazere za jeden deii; [ayA] = (kg kyslik) (den) ™.

— i - hmotnost kyslika v kilogramoch, ktory je spotrebovany dy-
chanim jedného kilogramu zvierat za jeden den v Case t; [an] =
(kg kyslik) (den)~*(kg A)~".
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— A - hmotnost zvierat v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [A] = kg.

e a3F - hmotnost kyslika v kilogramoch v ¢ase t, ktory je spotrebovany

dychanim ryb v jazere za jeden den; [azF] = (kg kyslik) (den) ™.

— a3 - hmotnost kyslika v kilogramoch, ktory je spotrebovany dy-
chanim jednym kilogramom ryb za jeden den v case t; [a3] =
(kg kyslik) (den) ™' (kg F)~1.

— F - hmotnost ryb v jazere v kilogramoch v ¢ase t; [F| = kg.

Co

. —_
Q4 Co+L1
cese rozkladu mrtveho materidlu na dne jazera za jeden den v case t.

D - hmotnost kyslika v kilogramoch spotrebovaného pri pro-

Tvar ¢lena je vysvetleny v kapitole 1.5 a na vyjadrenie zavislosti medzi

rozkladom a koncentraciou dostupného kyslika v jazere sme pouzili tvar

(1.29).
Ak je v jazere mald koncentracia dostupného kyslika:
Co Co
———D=~ay—D 1.61
Mo+ L ML (1.61)

- % - hmotnost spotrebovaného kyslika v kilogramoch v ¢ase t pri
rozklade jedného kilogramu odumretych tiel rastlin a Zivocichov
za jeden den vhladom na koncentraciu dostupnhé kyslika v jazere;

(7] = (kg kyslik) (den)~" (kg D).

Ak je v jazere velka koncentracia dostupného kyslika:

Co
———D=~aquD 1.62
&400 + 14 &4 ( )

— a4 - hmotnost kyslika v kilogramoch v ¢ase t, ktory je spotre-
bovany pri rozklade jedného kilogramu odumretych tiel rastlin a
zivocichov za jeden dend; [ay] = kg kyslik) (den) (kg D).
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Casovi zmenu mnozstva kyslika v jazere v ¢ase t za jeden de mozeme napisat

v tvare:
O(t + At) — O(t) Co
A = F0250 + PeafSiear — 1 mSleaf — A
Co
—oz3F —ay——D
3 400 I,
kTy(t
Teas : _O(W)L o kL p—ked
a
L = P
Sihp
Iea Pmam
Pleaf - Xleaf

aIleaf + Pmax
(1.63)

Ak uvazujeme dva rezimy vhladom na koncentraciu dostupného kyslika v
jazere, mdzeme Casovu zmenu mnozstva kyslika napisat pomocou aproximécii

v tvare:

e rezim s malou koncentraciou dostupného kyslika v jazere v Case t:

O(t+ At) — O(t)
At

= F0250 + PieafSieas — arSleaf — anA

e rezim s velkou koncentraciou dostupného kyslika v jazere v ¢ase t:

O(t + At) — O(t)
At

= F0250 + PieafSieas — anSleaf — A — a3l — ayD
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1.9 Zrhnutie predpokladov a modelu

Koneény model ma tvar:

N(t+ At) — N(t)
At

At + At) — A(t)
At

F(t+ At) — F(t)
At

P(t+ A(t)) — P(t)
At

D(t + At) — D(t)
A

O(t+ At) — O(t)
At

Ileaf
L

-Pleaf
71 (O’ P)
72(07 A)

73(0’ N)

Predpoklady:

e zanedbanie teploty,

Oy \2 C
E(t) + {1— (Cffl) ]plsl —KO—CNILOP
Co
K D
+ IOo—i-Ll

ﬂlpfi — (Slfiﬁ —"}/1(0,P)A

521415 —0F — 72(O,A)ﬁ

Cy PK
Cn+ Lo P+ K

71(O7P)A+72(07A)F+73<07N)P+9151Aﬁ

s H(t —ty) — 6,PA — ~v3(O, N)P

Co D
Co + Ly

Co
—_— — A — a3 F
Cot Lt Sleaf — as o3

+02(52P/~1 — @

FOQSO + Pleafsleaf —

a[leafpmax

ajleaf +Pmax
O+CL1 P"—CLQ

71minO+b1 P—i—bg
O"—CLg A+a4

TG by A by
O"—CL5 A—i—a6

TG by A+ by

(1.64)
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vSetky listy v tvare tenkého kvadra s malou hriabkou,
uzavrety vrchlik,

rovnomerné rozlozenie,

potrevinovy retazec,

regulovany rybolov,

len ponorené rastliny a volne plavajice riasy,
okamzita adaptécia rastlin,

dychanie v rovnakom mnozstve aj v noci, aj cez den,
rastliny dychaji len listami,

vietky rastliny v jednej hibke, a to v hibke 6 metrov.
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Kapitola 2
Analyza modelu

Poktusme sa zistit equilibria nasho namodelovaného dynamického systému.

Polozme vsetky pravé strany modelu polozime rovné nule:

0 = B(t)+ {1—((?
soil

0 = Blpg—élﬁﬁ—’yl(O,P)A
0 = BoAF —OF — (0, A)F

2 Cxn Co
S - Ky——P+K,————D
> }pl ! OCN+L0 100+L1

0 = 5SCNCJJ:LO PP+KKH(t —to) — 63 PA — 45(0, N)P
. . C
0 = 7(0,P)A+ (0, A)F +v3(O, N)P + 0,5, AF + 026, PA — 90004_:_3%1)
0 = Fo2So + PreafSicar — alﬁSleaf — A — azF — 0@%
(2.2)
Méame dve moZnosti:
1. A=F=P=0:
0 = E@)+ {1 . (gNlﬂ pS +choOleD
C
0= ve le
0 = FopSo— oy COCle
(2.3)
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Opét mame dve moznosti:

(a) D =0:

C 2
0 = E(t)+{1—<07l) ]plsl
0 = FoaSo

(2.4)

Nakol'ko v jazere nie st ani rastliny, ani zvierata, ani ryby, Zi-
viny nie st spotrebovavané, preto do jazera len prichddzaja a po-
stupne sa ustélia na nasytenej hodnote Cy, ,v. Kyslik taktiez nie
je spotrebovavany, preto sa ustali na nasyatenej koncentracii ja-

zera Co,,,, V. Prvé ekvilibrium je:

N*:ONfuuV7 A*:07 F*:O, P*:O, D*:07 O*:Oofullv
(2.5)

a predstavuje mftve jazero.

(b) O =0:

(2.6)

Ked v jazere nie je kyslik, to znamend, 7e v jazere nepriebeha
rozklad, teda D je [ubovolné. Ziviny sa spravaju ako v predcha-

dzajucej situécii. Druhé ekvilibrium je:

N* = Cy,,, Vs A* =0, F* =0, P* = 0, D* = lubovolné, O* = 0.
(2.7)

2. A =0 - ak v jazere nie si ziadne zvierata, mastava smrt vSetky ryb,
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pretoze ryby nemaju ziadnu potravu. Preto aj F' = 0. Dostavame:

Cn
C(soil

2 C C
0 = E(t)+[1—< )]plsl—Ko—NP—i— _Y° _p

K
Cn + Lo 1C’o-F[q

Cy PK
0 = H(t —ty) — O, NP
Co

0 — (O, N)P+—p—=2_p 28

(0. P+~ 0 28

Oo C’O

0 = FoaSo+ PreqtSicar — 0 ————5I —oay———D

0250 + PieafSieaf 04100_1_1/1 eaf 06400_’_L1

(2.9)
Néajdenie ekvilibria pre takyto systém je netrivialny problém.

Vznika submodel, ktory je zjednoduSenim povodného modelu za predpo-
kladu, Zze v jazere nie st ziadne rastliny ani ryby. Submodel predstavuje
zjednodusent dynamiku. Nakolko skiimanym problémom nie je premnoze-
nie ryb alebo zvierat, ale je nim premnozenie rastlin, populacia ryb a zvie-
rat zasadne neovplyvni abytok Zivin, kysliku, ¢ rastlin. A to vzhladom na
skutoénost, Ze mnoZstvo zvierat rastie s mnozstvom rastlin a s mnoZstvom
zvierat zas mnoztvo ryb. Tento submodel je preto vyhovujici na pozorovanie
kritického stavu jazera a dalej sa zameriame na klic¢ové mechanizmy vzniku

tohto stavu uz len v redukovanom modeli.

2.1 Redukovany model

. CN 2 CN C'O
N = Bt 1— S - Ky———P+K,———D
(”{ <soil>]p“ Cnt Lo | 'Co+ Ly
. Cx PK
P = H(t —ty) — NP
. o
D = ~(O0,N)P—p—2_p
Y3 ) Yo L
adjeqs Co Co

O = FOQSO+Pmax Sleaf_al—
Co

—_— Sea -« D
a[leaf+Pmax +L1 teaf 46’O—+—l—11

ON
WON) = (1= =2 5350
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Spravanie redukovaného modelu analyzujeme pomocou simulacii v prog-
rame Matlab 7.0.1, pri¢om pouzivame hodnoty koeficientov znédzornené v ta-
bulke 2.1. Hodnoty koeficientov sme vybrali z dostupnej literattury a ¢lankov,
¢o je taktiez uvedené v tabulke. Koeficienty, ktorych hodnoty sme nedokazali
zistit, sme sa na zéklade informécii o jazere Peck pokisili vhodne odhadnut.
Napriklad koeficient p;, ktory predstavuje priemernt hmotnost zivin v kilo-
gramoch, ktoré prenikaji do jazera jednym m? za jeden deii, sme odhadli na
zéklade informéacii o malom povodi jazera, o pode chudobnej na ziviny a o
tvrdosti horniny. Podobne koeficient K7, ktory predstavuje hmotnost uvol-
nenych zivin pri rozklade jedného kilogramu odumretého materialu za jeden
den, nebolo mozné urcit z dostupne;j literatiry vzhladom na komplikovanost
bakterialneho rozkladu prebiehjiceho na dne jazera. Uvolnovanie zivin pri
rozklade je totiz spojené s procesom mineralizicie, nitrifikicie a pod., teda
by sme potrebovali zistit napriklad mieru mineralizidcie a nitrifikacie. Pri
koeficientoch K5 a Ky sa vyskytol problém. Pretoze pod pojmom Ziviny roz-
umieme viacero latok, nebolo mozné najst hodnoty, ktoré by zahtnali vSetky.
Preto sme ako zastupcu zivin zvolili dusik. Problém predstavuju aj koefi-
cienty bs a bg, pretoze umrtnost sa oby¢ajne nepouziva v podobe, v akej ju
pouzivame v tejto praci a nie je mozné najst pre ne odporiucané hodnoty.
Velky vplyv na spravanie redukovaného ma parameter K, ktorého hodnotu

sa nam tiez nepodarilo zistit.

2.1.1 Jazero s nedostatkom zivin

N =500, P = 1500, D = 0, O = 900, E(t) = 0 - predpokladajme, Ze na
zaciatku je v jazere 500 kg zivin, 1500 kg rastlin, 900 kg rozpusteného kyslika
a ziaden odumrety material. Mame teda jazero s malym mnozstvom zivin.
Na obrazku 2.1 mozeme vidiet, Ze ziviny v prvom roku velmi rychlo klesaju.
Hmotnost suchej masy rastlin sa na zaciatku roka tiez pomaly zniZzuje, ¢o je
sposobené tym, Ze sa nachadzaju vo vegetacnom obdobi. Ked sa vegetatné
obdobie kon¢i, teda v 90-ty den, nastava prudky narast suchej masy rastlin,

¢o zvysuje hmotnost rozkladaného materialu v jazere. Na konci vegeta¢ného
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Tabulka 2.1: Pouzité hodnoty koeficientov

Koeficient || Hodnota Jednotky Zdroj
C 0.003 (kg zivin) m~3 [15]
p1 0.00000001 (kg zivin) (dent)~tm =2 odhad
S, 81000 m? odhad
Ky 0.02 (kg zivin) (kg masy rastlin)~!(den)™! 1]
Ly 0.001 (kg zivin) m~3 1]
K 0.1 (kg zivin) (kg D)~ (den)~? odhad
Ly 0.0001 (kg kyslika) m ™3 1]
e 0.2 (defi) ™ ]
K 3000 (kg masy rastlin) odhad
Y3min 0.001 (den)~? 1]
bs 1 - odhad
be 0.001 - odhad
© 0.1 (den) ™ 9]
koo(t) 1-0.5 (dent)~tm 2 odhad
1% 891000 m? odhad
P 0.0432 (kg kyslika) (def) tm ™2 1]
a 0.000864 (kg kyslika) (W deft PAR) ™! 1]
k 0.5 (m? S})(m? listu)~? 1]
K 1 m~! 9]
d 6 m odhad
m 0.1 - [1]
a 1 kg(—Dm=2 odhad
h 0.001 m odhad
p 200 (kg masy rastlin) m=3 [12]
q % - odhad
ay 0.0055296 (kg kyslika) m™=2(den) ! 5]
ay 0.12 (kg kyslika) (kg masy rastlin)~*(den)™" | [11]
Ogir 0.001 (kg kyslika) m =3 odhad
So 54000 m? odhad
1(0)(1) 800 W2 B

Hh4




obdobia rastliny prestéavaja rast, dalej len prezivaju. Zmenu v ich mnoz-
stve sposobuje len odumieranie v dosledku starnutia, ktoré je vicsie, pretoze
ziviny prudko klesli. Zvysuje sa rozkladany materiél, ktory kladie vysoké né-
roky na kyslik, preto kyslik prudko klesa, ¢o taktiez ovplyviiuje umieranie
rastlin. Nakol'ko je kysliku malo, rozklad sa spomaluje. Zasoby kyslika st
zvacSované pocas jarného a jesenného obratu. Jarné a jesenné prisuny kys-
lika st jasne viditeIné na obrazku. Ked sa mnozstvo kyslika zvacsi, rozklad
sa opét zrychli a s nim sa mierne zvySia aj ziviny. Toto zvySovanie Zivin je
v8ak nedostatocné. Pri dalsom ukonceni vegetaéného obdobia sice rastliny
opat zaCinaju rast, ale tentokrat pomalsie. Takyto cyklus sa opakuje kazdy
rok a mnozstvo a rast rastlin sa v doésledku nedostatku zivin rok ¢o rok zni-
Zuje. Znizuje sa preto aj hmotnost odumretého materialu v jazere. Kyslik sa
pomaly stabilizuje. Straty kyslika v odbobi zimy a leta uz nie st také velké a
jeho mnozstvo sa priblizuje nasytenej hodnote. Skiisme sa pozriet ako bude
jazero vyzerat az po 10 rokoch. O¢akavame, Ze mnozstvo rastlin sa bude na-
dalej znizovat, az kym sa rastliny nedostant na 0. Pripadne sa stabilizuju
na velmi nizkych hodnotéach, ak bude prienik Zivin do jazera dostato¢ny na
to, aby nevymreli uplne. Vzhladom na maly prisun Zivin do jazera, vSak
ocakavame uplne vymretie rastlin.

Obrazok 2.3 znazornuje stav jazera v pocas 15 rokov. Vidime, Ze pokles
rastlin sa sice vyrazne spomalil, hmotnost suchej masy rastlin sa pohybuje
okolo malych hodnét, no aj nadalej klesa. To je sposebené tym, Ze pokles
zivin sa spomalil. Obrazkom 2.2, ktory znazornuje stav po 25 rokoch, sa
oCakavania uplného vymretia rastlin potvrdili. Jazero sa stava mitvym bez
akéhokol'vek Zivota, kyslik sa stabilizuje na nasytenej hodnote a ziviny budi
pomalym tempom stupat, az kym nedosiahnu taktiez nasytent hodnotu, ¢o

je vlastne ekvilibrium (2.5).

2.1.2 Vplyv hnojenia na jazero s nedostatkom zivin

e N =500, P = 1500, D =0, O =900, £(800) = 3000 - opét predpo-

kladajme poc¢iato¢né podmienky ako v ivodnom pripade. Tentokrat sa

95



Ziviny rastliny
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Obr. 2.1: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 5 rokov pri
pociato¢nych podmienkach N = 500, P = 1500, D = 0 a O = 900.

poktsime nedostatok zivin podporit hnojenim jazera, E(800) = 3000.
Hnojenie nastane v 70. den v tretom roku pridanim zivin vo vyske
3000 kg. Hmotnost pridanych Zivin je sice velké, ale vhodné vzhla-
dom na velkost a nastavenie odhadovanych koeficientov. Efekt prida-
nych zivin na rastliny je znédzorneny na obrazku 2.4. Nastava obrovsky
néarast suchej masy rastlin, v doésledku ¢oho rapidne stiipa mnozstvo
odumretého materialu, ktory kladie velké néroky na spotrebu kyslika.
Zasoby kyslika sa takmer tiplne vycerpaju, ¢im nastava prudké odumie-
ranie rastlin. Tesne pred tuplnym vycerpanim zasob a iplnym vymretim
rastlin nastava prisun kyslika prostrednictvom jarného obratu. Ratliny

mierne vzrasti, pocas vegetatného obdobia sa znizia, no pri dalSom
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Ziviny rastliny
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Obr. 2.2: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 15 rokov pri
pociatoénych podmienkach N = 500, P = 1500, D =0 a O = 900.

raste opat hmotnost suchej masy rastlin stipne, tentokrat vyraznejsie.
To je sposobené prisunom Zivin, ktoré boli uvolnené rozkladom nad-
merného mnozstva mitvych rastlin. Dostatok kyslika sposobil tuplny
rozklad. Ziviny pomaly za¢inaju klesat, v désledku zvysujiaceho sa rastu

rastlin. Pozrime sa, ¢o sa deje v d'alsich rokoch.

V dalsich rokoch, sa rast suchej masy rastlin v jednotlivych mimovege-
taénych obdobiach este nadalej zvySuje, ako je zobrazené na obrazku
2.5. Ziviny vsak nadalej klesaju, povodie jazera nie je schopné zasobo-
vat vodu dostato¢ny mnozstvom Zivin, a preto pri dalsom poklese zivin
sa rast rastlin za¢ina opat znizovat. V pripade, Ze nenastane opéatovné

hnojenie, vznika opat mftve jazero, s nasytenou hodnotou kyslika a
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Obr. 2.3: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 25 rokov pri

pociatocnych podmienkach N = 500, P = 1500, D =0 a O = 900.

zivin.

e N =500, P = 1500, D = 0, O = 900 a E(800) = 10000 - do jazera
priddvamé obrovské mnozstvo zivin v tom istom c¢ase, ako v predché-
dzajicom pripade a na obrazku 2.6 sledujeme, ako jazero zareaguje.
Hmotnost suchej masy rastlin na zaciatku pozorovaného obdobia po-
maly klesa. Pridanim Zivin opét nastava prudky néarast rastlin, a teda
aj odumretého materialu. Poziadavky na kyslik st privysoké, dochadza
k vyCerpaniu zasob kyslika a k vymretiu rastlin. Vznika mftve jazero s
nasytenym mnozstvom kyslika. Ziviny budu v désledku prieniku velmi

pomalym tempom stupat, az kym nedosiahnu nasytené mnozstvo v
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2.4: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 5 rokov pri

pociatocnych podmienkach N = 500, P = 1500, D = 0, O = 900 a E(800) =

3000.

jazere.

N =500, P = 1500, D =0, O =900 a E(800) = 700 - ziviny st opéat
externe pridané do jazera v tom istom case, tentokrat vsak v podstatne
mensom mnozstve. Hmotnost suchej masy rastlin zaciatkom pozorova-
ného obdobia klesa, strieda sa rast a vegetacné obdobie. Aj ked je rast
rastlin na zaciatku vyrazny, viac¢sie zmeny v mnozstve kyslika a pokles
zivin sposobuju, ze rastlin je ¢oraz menej. Nastava externé pridanie
zivin. Ako vidime na obrazku 2.7, pridanie zivin zvySuje rast, to zvy-
Suje opét rast hmotnosti odumretej hmoty na dne jazera. Kyslik sice
klesa, ale vzhladom na mnozstvo pridanych zivin pokles kyslika nie je

aZ taky extrémny ako v pripade, ked bolo do jazera pridanych viac Zi-
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Obr. 2.5: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 15 rokov pri
podiato¢nych podmienkach N = 500, P = 1500, D = 0, O = 900 a £(800) =

3000.

vin. Kyslik sa obnovi pri jarnom alebo jesennom obrate, nastava néarast
rastlin, Ziviny st pomaly spotrebovavané. Rozklad sa znizuje vzhla-
dom na kolisanie mnozstva kyslika. Vidime teda, Ze pridanie mensieho
mnozstva zivin pomohlo zvySeniu rastu suchej masy rastlin. Ak by ne-
boli znova pridané ziviny do jazera, jazero by sa s postupom ¢asu stalo
opat mitvym jazerom. Tenktokrat by sa tak vdaka dodanym Zivinidm
stalo podstatne neskor. Ak by ziviny boli opat pridané do jazera v ta-

komto Case, rastliny by sa opét spamétali a stav mftveho jazera by sa

oddialil.
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Obr. 2.6: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 10 rokov pri
podiato¢nych podmienkach N = 500, P = 1500, D = 0, O = 900 a E(800) =
10000.

2.1.3 Jazero s dostatkom Zivin

e N = 7000, P =300, D =0,0 =900, E(t) = 0, K = 3000 - pred-
pokladajme, Ze na zaciatku je v jazere dostatok zivin a méalo rastlin.
Mame teda jazero s dostatkom zivin. Obrazok 2.8 znazornuje situaciu v
jazere pocas 10 rokov. Vidime, Ze okmazite nastava prudky pokles zivin
a prudky néarast hmotnosti suchej masy zivin, pretoze konéi vegetaéné
obdobie. Popri prudkom raste vsak rastliny aj umieraju, ¢o sa odraza
vo zvySeni hmotnosti odumretého materialu na dne jazera. Ked sa opét
zecne vegetacné obdobie, rastliny zac¢inaju rychlo umierat, pretoze kles-

nutie zivin zvysilo tmrtnost rastlin. Nasledkom toho sa prudko zvysuje
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Obr. 2.7: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 10 rokov pri

poci
700.

atofnych podmienkach N = 500, P = 1500, D = 0, O = 900 a E(800) =

mnozstvo odumretého materialu, ktory kladie vysoké naroky na kyslik.
Kyslik preto prudko klesne, ¢im sa eSte viac zvysi tmrtnost rastlin.
Pred tplnym vycerpanim sa kyslik doplni prostrednictvom obratu. Zi-
viny postupne klesaji a to sposobuje, Ze rastlin je v jazere Coraz menej,
taktiez odumretého materialu a kolisanie kyslika sa postupne stabili-
zuje. Jazero sa s postupom ¢asu stava mrtvym jazerom, ¢o signalizuje,
7e model alebo parametre v tejto chvili nie st v poriadku, nakolko ide
o jazero s dostatkom zivin a s malym mnozstvom rastlin v pociato¢ne;j
podmienke. Z obrazku je zrejmé, Ze problém bude v rovnici pre rastliny,
nakolko velmi prudko vyrasti az do vysky 3000kg. Preto sa pokusime

zmenit parameter K, ktorého hodnotu, alebo odporuc¢ané hodnoty sa
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nam nepodarilo najst v publikovenej literatire a ¢lankoch.

Ziviny rastliny
2000 : . T = 4000
: = i 2
A : =
EDDD ......... .......... ........... .......... 4 E SDDD L
= : : : D
= % 3 : =
?ADDD .......... ........... ........... gzDDD.
= : : : =
i : ; : £
2000F-k-----e .......... Peeea ......... - o 1000
) : : =
|
D - ¥ 2 w D : ; :
1000 2000 3000 4000 n 1000 2000 3000 4000
dni dni
rozklad w0 kyslik
250 r r " 25 : "
= 200F---0------ .......... ...........
'z : : : 2
% 150 sl R .......... ; .......... .......... 4 2
£ : z i s
P U e |Ceaes e i) R R W
‘::: ! : ; Zns
g ED e e e R T P -
e
=] : gz : : E g
] k : a . L ;
1] 1000 2000 3000 4000 1] 1000 2000 3000 4000
dni dni

Obr. 2.8: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 10 rokov pri
podiato¢nych podmienkach N = 7000, P = 300, D = 0, O = 900, E(t) = 0,
K = 3000.

e N = 7000, P =300, D =0, O =900, E(t) = 0, K = 20 - pred-
pokladajme rovnaky pociatoény stav v jazere ako v predchadzajicom
pripade. Parameter K nastavime na ovela nizSiu hodnotu, K = 20,
¢o obmedzi a spomali rast rastlin. Na obrazku 2.9, ze teraz uz vy-
zeré situacia raalnejsie. Ziviny klesaju ovela pomalSie, pretoZe rastlin
v jazere je menej. Na zaciatku pozorovaného obdobie hmotnost su-
chej masy rastlin mierne klesi, pretoze sa nachadzaji vo vegetacnom
obdobi. Po ukonc¢eni vegeta¢ného obdobia zacina rast. Ten sposobuje
narast odumretého materidlu. Vzhladom na hmotnost rastlin a odum-

retého materidlu hmotnost kyslika v jazere sa meni. S poklesom Zzivin
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klesa aj rast a mnozstvo rastlin, a teda aj odumretej hmoty . Klesanie
7ivin sa postupom ¢asu spomaluje. Ako vidime na obrazku, hmotnost
suchej masy rastlin sa postupne ustaluje, taktiez kyslik a odumrety
material sa postupne stabilizuje. Toto spravanie uz vystihuje realnu

spravanie jazera v pripade, Ze vo vode je dostatok zivin.
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Obr. 2.9: Grafické znazornenie spravania submodelu po dobu 10 rokov pri
pociatocnych podmienkach N = 7000, P = 300, D =0, O = 900, E(t) = 0,
K = 20.
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Zaver

Cielom prace bolo modelovanie ekosystému jazera Peck, nasledné pouzitie
modelu na vysvetlenie netuspechu pri rieseni kritického stavu jazera a pri-
padné navrhnutie rieSenia, ktoré by prinasalo lepsie vysledky.

Pomocou dostupnych zdrojov a doterajsich modelov sme vytvorili mo-
del, ktory sme za predpokladu zanedbania vplyvu zvierat a ryb zjednodusili
na redukovany model. Vzhladom na potravinovy retazec v jazere Peck bol
tento model dobry na pozorovanie klti¢ovych mechanizmov vzniku kritic-
kého stavu. Pred zacatim numerickych experimentov sme potrebovali nasta-
vit hodnoty parametrov. Pri hladani ¢o najrealnejsich hodnét nastal problém.
Mnohé koeficienty sa nam sice nepodarilo najst, ale na zaklade informécii o
jazere a jeho ekologickych vlastnostiach, sme boli shcopni ich vhodne odhad-
nut. Napokon nam zostali tri parametre, ktoré sme nastavili tak, aby bolo
mozné skimat jazero, ktorého pociatoéné podmienky zodpovedaju jazeru s
malym mnozstvom Zzivin.

Pomocou numerickych simulacii sme zistili, Ze jazero s malym mnozstvom
zivin postupom casu kond¢i v ekvilibriu, ktoré predstavuje mitve jazero. Pri-
danim zivin raz za pozorované obdobie nastal prudky narast rastlin, ¢o sposo-
bilo narast rozkladaného materidlu na dne jazera. Nakolko rozklad ma vel'ké
poziadavky na mnozstvo dostupného kyslika, pri naraste odumretého mate-
rialu kyslik prudko klesol. Zistili sme, Ze pokles kyslika zavisi od mnozstva
pridanych Zivin. Ak je mnozstvo pridanych zivin privelké, narast odumretého
materialu a jeho néasledne poziadavky na mnozstvo kyslika sa také velké, ze

dochédza k vycerpaniu zasob kyslika a naslednej smrti zadusenim. Ak je vSak
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mnozstvo pridanych zivin vhodne zvolené, kyslik sa stiha obnovovat a je pod-
poreny rast rastlin. Pre udrzanie uspokojujiceho stavu jazera, je potrebné
toto hnojenie pravidelne opakovat. Ak by externé pridavanie zivin skoncilo,
ziviny za¢nu klesat v dosledku spotreby a pomalého prisunu Zivin z povo-
dia jazera. Jazero by sa opét po ¢ase dostalo do ekvilibria, ktorym je mfitve
jazero.

Numericky sme simulovali aj jazero s dostatkom zivin. Zistili sme, Ze
parametre, ktoré boli vhodné pre jazero s malym mmnozstvom zivin, neboli
vyhovujtce pre jazero s dostatkuom zivin. Dolezittu tlohu zohravaji hodnoty
parametrov vystupujucich v tmrtnosti a parameter K. Pre tieto parametre
nam neboli zndme ani priblizné hodnoty. Citlivost modelu na tieto parametre
je taka velka, ze malé zmena jedného parametru, vedie k zmenam spréavania
sa modelu. Dosledkom toho mdze byt aj fakt, Ze hnojenie, ktoré sme apli-
kovali v simulaciach je velké vzhladom k redlnemu hnojeniu. Preto by bolo
zaujimavé blizSie a podrobnejsie sa venovat odhadnutiu tychto koeficientom

a ich vplyvu na dynamiku jazera pri roznych pociatoénych podmienkach.
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Prilohy

Prisun kyslika z atmosféry

function K=obrat(t)
tm = mod(t,365);
if ((tm<=45) | (tm>=318))
K=0;
else
if (((tm>=45) & (tm<=136)) | ((tm>=228)&(tm<=318)))
K=1;
else
K=0.5;
end

end
Oziarenie vrchlika

function I=svetlo(t)

global lightpar
%I=lightpar*(1-cos(2*pixt))/2;
I=lightpar*1/(2*sqrt(2));

Vegetacné obdobie

function H=heaviside(t)

if ((mod(t,365)>=90) & (mod(t,365)<=110))
H=1;

else
H=0;

end
Parametre, model

function dydt=jazero2(t,y)
dydt = zeros(size(y));

global lightpar
global V
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C=0.003;
V=891000;
rho1=0.00000001;
S1=81000;
S0=54000;
K0=0.02;
L0=0.001;
K1=0.1;
L1=0.1%10"(-3);
K2=0.2;
gammamin=0.001;
b5=1;

b6=0.001;
K=3000;

£fi=0.1;
Oair=0.001;
Pmax=0.0432;
k=0.5;

m=0.1;
alfa=0.864%10"(-3);
d=6;

a=1;

rho=200;
h=1%10"(-3);
q=3/5;
alfal=0.55296%10"(-2);
alfad4=0.12;

kt = 1;

lightpar = 800;

N=y(1);
P=y(2);
D=y (3);
O=y(4);

co=0/V; %koncentracia kyslika v jazere, kg/m~(3)

cn=N/V; %koncentracia Zivin v jazere, kg/m~(3)

Sleaf = (a/(rhoxh))*P~q;
Ileaf=(k*svetlo(t)/(1-m))*exp(-k*(Sleaf/S1))*exp(-kt*d);
gamma=1- (1-gammamin) * ((0*N) / ((0+b5) * (N+b6) ) ) ;
R=co/(co+L1);

dydt (1)=(1-((cn)~2/(C~2)))*rho1*S1-KO* (cn/ (cn+L0) ) *P+K1*R*D;
dydt (2)=K2#* (cn/ (cn+L0) ) * ((P*K) / (P+K) ) *heaviside (t) -gamma*P;
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dydt (3) =gamma*P-fi*RxD;
dydt (4)=obrat (t)*(0air-co) *S0+(Pmax*alfa*Ileaf/(alfa*xIleaf+Pmax))*Sleaf-alfal*R*Sleaf-alfad*R*D;

Numerické rieSenie pomocou ode45

clf

clear

global V

TK1 = 800; %%k cas hnojenia

TK2 = 10%365; %% kolko este bezi po hnojeni program

TO = 0; %% pocitacony cas simulacie

kick = 0; %//% hnojenie - pridat jednotky

OPTIONS=odeset (’MaxStep’,0.2); %%% nastavenie max. dlzky integracneho kroku
[t1,y1]1=0de45(’ jazero4’,[T0:0.1:TK1], [7000 300 O 900],0PTIONS); %% integracia po hnojenie
incond = [yl(end,1)+kick yil(end,2) yl(end,3) yl1(end,4)]; %/ hnojenie
[t2,y2]=0de45(’ jazero4’, [t1(end):0.1:TK2] ,incond,0PTIONS); %% integracia po skonceni hnojenia
t = [t1; t2];

y = [y1; y21;

%% max oxygen concentration 0.03 [0.01-0.03]
%% N ziviny 1000

%subplot(2,2,1);

figure(1);

grid on

subplot(2,2,1)
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,1.5);
grid on

title(’ziviny’);

xlabel(’dni’);

ylabel(’Ziviny v kg’)
subplot(2,2,2);
plot(t,y(:,2),’LineWidth’,1.5);
grid on

title(’rastliny’);

xlabel(’dni’);

ylabel(’sucha masya rastlin v kg’)
subplot(2,2,3);
plot(t,y(:,3),’LineWidth’,1.5);
grid on

title(’rozklad’);

xlabel(’dni’);

ylabel (’odumrety materidl v kg’);
subplot(2,2,4);
plot(t,y(:,4)/V,’LineWidth’,1.5);
grid on

title(Ckyslik’);

xlabel(’dni’);

ylabel(’kyslik v kg’);
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